UNIVERSIDAD MAYOR DE SAN ANDRES
FACULTAD DE CIENCIAS PURAS Y NATURALES

CARRERA DE MATEMATICA

ANALISIS MATEMATICO CUALITATIVO DEL MODELO SIR
EPIDEMIOLOGICO

Proyecto de Grado para obtener el Titulo de Licenciatura

POR : XIMENA ROSARIO COPA HUANCA

TUTOR : DR. GUILLERMO FERNANDO VERA HURTADO

LA PAZ-BOLIVIA

Agosto, 2023



Dedicatoria

Dedicado a Dios Padre Todopoderoso por ser mi guia, por darme fuerzas para continuar
y no desistir ante los problemas que se presentaban; y a mi madre querida, por todo su
esfuerzo y sacrificio.

II



Agradecimientos

A mis padres por su amor, trabajo, sacrificio y apoyo incondicional.

A mi novio quien me apoyo y ayudo a vencer mis miedos.

Al Dr. Guillermo Fernando Vera Hurtado, por su paciencia, sus conocimientos, sobre todo
sus consejos y profesionalismo como tutor.

A mis tribunales, Dr. Porfirio Sufiagua Salgado y Msc. Ernesto Eusebio Cupe Clemente,
por el valioso tiempo que invirtieron en revisar y corregir este trabajo.

A todos los docentes de la Carrera de Matemética que me brindaron sus valiosos conoci-
mientos.

III



Indice general

Dedicatoria II
Agradecimientos I
Resumen VI
Introduccion 1
1. Sistemas Diferenciales Lineales y Teoria Fundamental. 4
1.1. Sistemas Lineales . . . . . .. .. ... ... L o 5
1.1.1. Exponenciales de operadores . . . . . ... ... .. ...... 5

1.1.2. Sistemas diferenciales lineales homogéneos . . . . . ... ... 16

1.1.3. Unaecuacién no homogénea . . ... ... ... ... ..... 28

1.1.4. Ecuaciones de orden superior . . . . . . .. ... ... ..... 32

1.2. PozosyFuentesenR" . . . ... ... ... .. ............. 41

1.3. Flujos HiperbOlicos . . . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 59

1.4. Sistemas Dindmicos y Campos Vectoriales . . . . ... ... ... ... 61
1.5. Teoria de Existencia y Unicidad para Ecuaciones Diferenciales Auténomas 64
1.5.1. Teorema Fundamental . . .. ... ... ............. 64

1.5.2. Existenciay Unicidad . . ... ... ... ... ... ...... 65

1.5.3. Continuidad de Soluciones en Condiciones Iniciales . . . . . . . 74

1.5.4. Extensién de Soluciones . . . . . ... ... ... ... ..., 77

1.5.5. Soluciones Globales . . . . ... ... .............. 80

1.6. El Flujo de una Ecuacién Diferencial . . . . . .. . ... ... ... ... 81

2. Estabilidad del Punto de Equilibrio 86
2.1. Pozos (Sinks) No Lineales . . . . . . ... ... .. ... .. ...... 86
2.2, Estabilidad . . . . ... ... 100
2.3. Funcionesde Liapunov . . . . . ... ... ... .. ... ... ... . 108
24. Sistemas Gradiente . . . . . . .. ... Lo 117
2.5. Gradientey ProductoInterno . . . . . . ... ... ... ... 121

v



3. Modelo SIR Epidemiologico
3.1. Introduccién y Consideraciones Preliminares . . . . . .. ... ... ..
3.2. Modelo S.I. (Susceptibles-Infectados) Epidémico . . . . . .. ... ...
3.3. Modelo S.I.S (Susceptibles-Infectados-Susceptibles) Epidémico . . . . .
3.4. Modelo S.I.R ( Susceptibles-Infectados-Removidos) Epidémico . . . . .
3.5. Modelo S.I.R Simple Epidémico de Kermack—McKendrick . . . . . . ..
3.6. Modelo S.I.LR. con Vacunacién . . . . . ... ... ... ... .. ...,

Conclusiones

A. Ecuaciones Diferenciales con Coeficientes Constantes y Operadores
A.1. Ecuaciones Diferenciales con Autovalores Reales y Distintos . . . . . . .
A.2. Autovalores Complejos . . . . . . . ... o
A.3. Aplicacién de Algebra Lineal Compleja a Ecuaciones Diferenciales
A.3.1. Operadores Reales con Autovalores Complejos . . . . . ... ..

B. Topologia en R"

B.1. Normaen R"y Productointerior . . . . . . . .. ... .. ... .....

B.2. Bolas ... ...

B.3. Conjuntos Abiertos y Acotados . . . . . . .. .. ... oL

B.4. Sucesiones en R”
B.5. Conjunto Cerrado

B.6. Aplicaciones Continuas y Conjuntos Compactos . . . . . .. ... ...

C. Normas
C.1. Norma en General

Bibliografia

128
129
134
137
145
156
164

168

169
169
173
176
179

185
185
187
187
187
190
191

194
194

201



Resumen

El interés principal del desarrollo de modelos mateméticos de enfermedades son las
posibilidades de prondstico, control e incluso erradicacién de enfermedades, es por esta
razon que se realiza el presente trabajo, ya que la aplicacion de experimentos con contro-
les en la epidemiologia son dificiles o imposibles de disefiar, ademds de que surgen serias
cuestiones éticas. De este modo, el presente trabajo tiene el objetivo de analizar el com-
portamiento cualitativo del modelo SIR epidemioldgico y el modelo SIR epidemioldgico
con vacunacion, con el fin de conocer el comportamiento de una enfermedad, y saber qué
factores influyen para que la enfermedad desaparezca.

Para iniciar, se elabora un marco tedrico, el cual es la base para el andlisis cualitativo
de los modelos. En €l se revisan, los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarios, se
estudia la existencia y unicidad de sus soluciones. Posteriormente, se estudia la estabi-
lidad del punto de equilibrio de los sistemas de ecuaciones diferenciales a través de sus
autovalores o por una Funcién de Liapunov.

Después, se da paso al planteamiento del modelo S.I.R. epidémico y del modelo S.I.LR
epidémico con vacunacidn, las cuales son descritas mediante sistemas de ecuaciones dife-
renciales no lineales homogéneos, donde a través del estudio de sus puntos de equilibrio,
se establece la estabilidad bajo ciertas condiciones, en el caso del primer modelo se es-
tablece su estabilidad por medio de una Funcién de Liapunov y para el segundo modelo
por medio de sus autovalores. Ademads, durante el avance del trabajo, se observa que el
modelo S.I.LR. epidémico y el modelo S.I.R epidémico con vacunacién son extensiones de
los modelos S.I. y S.I.S.. Por otro lado, se observa también que el comportamiento de la
enfermedad a través del modelo depende de un parametro, que es el nimero basico de
reproduccion Zy. Este parametro es de mucha utilidad, ya que nos da informacién de si la
enfermedad permanece, convirtiéndose en una endemia o desaparece.

En consecuencia, se logra observar el comportamiento de la enfermedad y se estima
cuando la enfermedad desaparece o se propaga, ademéds de saber bajo qué circunstancias
se da el nimero médximo de infecciosos.

VI



Introduccion

En el presente trabajo se plantea analizar y describir el comportamiento cualitativo del
modelo SIR epidemioldgico mediante un sistema autbnomo de ecuaciones diferenciales
ordinarias, en el cual también se tomara en cuenta el factor vacunacidén. Asimismo, los
modelos SIR epidémico y SIR epidémico con vacunacion son extensiones de los modelos
SI'y SIS, con la novedad esencial de que los individuos que salen de la clase I (Infectados)
no pueden ser infectados nuevamente, al contrario, terminan en la clase de los R (Remo-
vidos), es decir, estos individuos se consideran recuperados, inmunes, muertos o aislados.
Cabe mencionar que el modelo SIR modela enfermedades que son causadas por agentes
virales como la influenza, el sarampion, la rubeola, etc., en las cuales el individuo que se
infecta, una vez recuperado, adquiere inmunidad contra reinfeccion.

Para el anélisis y descripcion del modelo SIR es necesario comprender los sistemas
de ecuaciones diferenciales autdbnomos, los distintos flujos lineales y sus principales re-
sultados (teoremas y propiedades). Ademads de establecer la relacién entre una ecuacién
diferencial, un sistema dindmico y un campo vectorial, para luego estudiar la teoria fun-
damental sobre las soluciones de las ecuaciones diferenciales auténomas y la estabilidad
de un punto o estado de equilibrio.

Asi, el presente trabajo estd estructurado en tres capitulos, en los cuales se pretende
abordar y desglosar la teoria necesaria para el desarrollo sistemético de la investigacion,
comenzando desde una introduccién a los sistemas y flujos lineales, hasta llegar a los
resultados buscados en el modelo SIR epidemiolégico, ademds de los apéndices que pro-
porcionan informacién adicional.

En el primer capitulo se inicia con el estudio, andlisis y resolucién de los sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales homogéneos con coeficientes constantes x = Ax ; donde
A es un operador en R", esto se lograra con exponenciales de los operadores. También ve-
remos que en R?, el sistema mencionado se resuelve sin encontrar soluciones explicitas,
obteniendo importante informacidn cualitativa como el retrato de fase y comportamiento
de estos sistemas analizando los autovalores de A. Asimismo, se estudian y analizan dos
tipos de ecuaciones diferenciales, una es un sistema simple no homogéneo y el otro una
ecuacion de orden superior de una variable. Luego se estudian algunos tipos importantes
de flujos lineales ¢4, particularmente contracciones y sus extremos opuestos expansiones,
asi como también flujos hiperbdlicos. Por otra parte, se definen punto de equilibrio, pozo y
fuente para una ecuacién diferencial o sistema dindmico x = f(x), f: U—R". Luego se



estudian las propiedades genéricas de los operadores en R", como ser la semisimplicidad,
asimismo algunos resultados relevantes en la teoria. Posteriormente, se estudian los siste-
mas dindmicos y campos vectoriales, asi como la relacién que existe entre ellos, ademas
de las nociones de ecuaciones diferenciales autbnomas y no auténomas. Luego se enuncia
y demuestra el Teorema local fundamental de las ecuaciones diferenciales ordinarias(o
también Teorema de existencia y unicidad). Més adelante se afiade al Teorema local fun-
damental de las ecuaciones diferenciales ordinarias la propiedad de que la solucién x(r)
depende continuamente de la condicién inicial x(0), esto se lo realiza mediante un teore-
ma, el cual demostramos utilizando el Lema de la Desigualdad de Gronwall. También se
ve la extension de las soluciones del sistema dindmico mencionado anteriormente, luego
se enuncia y demuestra un teorema mas soélido sobre la continuidad de las soluciones en
términos de condiciones iniciales. Finalmente, se presentan teoremas que describen las
propiedades del flujo de una ecuacion diferencial.

En el Capitulo 2, se introduce la idea importante de la estabilidad de un punto de
equilibrio de un sistema dindmico, para lo cual primero se estudian los pozos no lineales,
donde se enuncia un teorema que expresa que un pozo no lineal se comporta localmente
como un pozo lineal, ademds de un ejemplo que describe un pozo no lineal. Luego, se
introduce algunas definiciones importantes sobre estabilidad y estabilidad asintética, ade-
mas de algunos resultados sobre los equilibrios hiperbdlicos y su respectiva definicion.
Posteriormente, se introducen y estudian los teoremas de Liapunov con sus respectivas
demostraciones, ademds de algunos ejemplos. Finalmente, se estudian los sistemas de
gradiente y su estabilidad, ademds de algunas propiedades y resultados del gradiente de
una funcién real V en un espacio vectorial E dotado con un producto interno, ademés de
otros resultados.

El Capitulo 3 tiene como objetivo principal el andlisis y estudio del modelo epide-
miolégico SIR, el cual se basa en la teoria expuesta en los anteriores capitulos. Primero
se introducen algunas definiciones sobre los tipos de enfermedades, donde se verd bajo
qué condiciones se puede considerar que la enfermedad que se estd estudiando, se puede
considerar una epidemia o una endemia. Asimismo, se definen los compartimentos de la
poblacién afectada, pues el modelo se formula como un modelo compartimental, asi se
tiene un modelo que genera un sistema de ecuaciones que estin contenidos en R>, el cual
se puede reducir a un sistema contenido en R? facilitando en gran medida el estudio del
sistema. Antes, se hace un breve estudio del modelo SI, posteriormente se estudia y analiza
el modelo SIS, donde se define la tasa de reproduccion béasica %, mediante el cual se hace
un andlisis de este modelo en el cual se obtiene algunos resultados que se demuestran en
el transcurso. Posteriormente, se analiza y estudia el modelo SIR (la cual es una extension
del los modelos SI y SIS), el estudio se lo realiza mediante variables adimensionales y un
simplex bidimensional. Para el andlisis cualitativo se halla los puntos de equilibrio del sis-
tema y se estudia la estabilidad de las mismas, ademds se halla la relacién de tamafio y el
nimero maximo de individuos infecciosos en cualquier instante de tiempo. Finalmente, se
analiza y estudia un modelo SIR con vacunacion, el cual genera un sistema de ecuaciones
diferenciales contenido en R?, que también se puede reducir a un sistema de ecuaciones



contenido en R?. También se hallan sus puntos de equilibrio y se estudia la estabilidad de
estos, observando el comportamiento cualitativo del modelo SIR. M4s atn, se encuentra
una regién en R, en la cual se observa el comportamiento de la enfermedad si se tiene
la vacuna.

Finalmente, en los Apéndices se proporciona informacion adicional y relevante que
ayuda a la comprension del presente trabajo, en especial del capitulo 1. En primer lugar,
estd el apéndice 1, donde se estudian las ecuaciones diferenciales con autovalores reales,
complejos y distintos. Por otro lado, se estudian los operadores reales con autovalores
complejos para luego aplicarlo a ecuaciones diferenciales. En el apéndice 2 se estudia la
Topologia en R”", el cual es relevante en el estudio del primer capitulo. En el apéndice 3 se
estudian las normas en general, de donde se hallan resultados, especificamente un teorema
que es de mucha utilidad para la seccién que estudia pozos y fuentes.



Capitulo 1

Sistemas Diferenciales Lineales y Teoria
Fundamental.

La teoria de este capitulo se encuentra principalmente en Doering [3], Hirsch [4], Perko
[6], Lima [7] y M.W.Hirsh[9].

El objetivo de este capitulo es establecer las bases del Capitulo 2 y 3, para lo cual se
busca resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneo con coeficientes

constantes
x = Ax,

donde A es un operador lineal en R” (o una matriz n x n), el cual es resuelta a través de
exponenciales de operadores. Este método de solucion es de gran importancia, no obstante
en este capitulo se calculan soluciones solo para casos especiales.

Ademads, se define los exponenciales de operadores en la subsecciéon 1.1.1 mediante
una serie infinita en el espacio operador lineal L(IR"), la serie es formalmente la misma que
la serie usual para e¢“. En la subseccion 1.1.2 se define los sistemas lineales homogéneos,
donde se estudia los casos especiales de sistemas bidimensionales, en las subsecciones
1.1.3 y 1.1.4 se estudia dos tipos de ecuaciones diferenciales, una es un sistema simple no
homogéneo y el otro una ecuacién de orden superior de una variable.

En la seccién 1.2 se estudiard algunos tipos importantes de flujos lineales /4, particu-
larmente contracciones y también sus extremos opuestos, expansiones. La seccion 1.3 es
dedicada a flujos hiperbélicos ¢4, caracterizado por la condicién que los autovalores de
A tienen partes reales distintas de cero. En la seccién 1.4 introduciremos la nocién de una
propiedad genérica de operadores en R".

En la seccién 1.5 se define sistema dindmico y campo vectorial. En la seccién 1.6 se
define la teoria fundamental para la ecuacion diferencial (campo vectorial)

donde se da un especial énfasis en las soluciones de esta ecuacion diferencial, como ser
la existencia y unicidad de sus soluciones, la continuidad de sus soluciones en condicio-



nes iniciales y la extension de sus soluciones. Por ultimo en la seccién 1.7 se estudia las
propiedades del flujo de la ecuacién diferencial X' = f(x).

1.1. Sistemas Lineales

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales lineales homogéneos con coeficientes cons-
tantes

¥ = Ax, (1.1.1D)

donde A es un operador lineal en R" (o una matriz n x n). Para cada operador A, se tiene
otro operador ¢4, llamado exponencial de A, el cual se define mas adelante.

La funcién A — e® tiene propiedades formales similares a las de los exponenciales
ordinarios de los nimeros reales. También la funcién t — e"*, donde r € R tiene la apa-
riencia de €', donde a € R, en particular esto muestra que las soluciones de (1.1.1) son
exactamente las funciones

x:R—R"

dadas por x(t) = ek con k € R".

1.1.1. Exponenciales de operadores

Sea L(R™) el conjunto de operadores lineales en R” representado por el conjunto M,
de matrices n X n (con respecto a una base estdndar para R"), que es a su vez lo mismo
que R”z, ya que una matriz no es mds que una lista de n> niimeros. Por lo tanto, L(R")
es un espacio vectorial bajo las operaciones de adicién y multiplicacién por escalar de
operadores (matrices). Asi, podemos hablar de normas en L(R"), convergencia de series
de operadores y asi sucesivamente.

Una norma de uso frecuente en L(IR") es la norma uniforme y la definimos de la si-
guiente manera.

Definicion 1. Si 7 : E — E un operador lineal, donde E es un espacio vectorial de dimen-
sion finita, la norma uniforme (Hirsch [4] pag. 82.) de T es definida

\T|| = mdx{|Tx| : |x| <1}.

Es decir, ||T|| es el mdximo valor de los |Tx| en la bola unitaria

D={x€E :|x| <1}.

Esta norma es definida en términos de una norma dada en E (R"), la cual denotamos
como |x|. La existencia de este valor médximo se sigue de la compacidad de D (Apéndice
C) y la continuidad de T'. (Esta continuidad se sigue inmediatamente de la representacion
matricial de 7°.)



La norma uniforme en L(R") depende de la norma elegida para R”. Si no se especifica
ninguna norma en R", se da por hecho que se trata de la norma Euclidiana estandar.

Lema 1. Sea R" con la norma |x|. La norma uniforme correspondiente en L(R") tiene las
siguientes propiedades (Hirsch [4] pdg. 83)

a) Si||T|| = k entonces |Tx| <

b) |ISTI < ISIITIl

c) ||T™]| < ||T||" para todo m =0,1,2,...

Demostracion. Primero demostramos a):
e Si x = 0 entonces |Tx| =0 = k|x]|.
e Si x # 0 entonces |x| # 0.
Seay = |x| ' x entonces |y| = ﬁ x| =1
Por lo tanto,

ITXI

elra] = = 7 g ] = < ) =

pues ||T|| es el mdximo valor de los |Tx| en la bola unitaria de la Definicién 1. As{

Ahora demostramos b):
Sea |x| < 1 entonces de a) tenemos

IS < ISITTx < [ISTNT [ < ST -

Y como ||ST || es el mdximo valor de |STx| entonces

IST{| < [ISI[[Tl-
Finalmente demostremos ¢):
Por b) y para m > 2, tenemos
T =T Y < AT < AT T2 < < AT T = T

m—veces

]

Definicion 2. Una serie } x; en un espacio vectorial normado (E, N) es absolutamente
convergente si la serie de nimeros reales ) ;" N (x) es convergente.

Un criterio 1til para la convergencia absoluta es la prueba de comparacion:
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Una serie Y x; en un espacio vectorial normado (E, N) converge absolutamente siempre
que exista una serie Y a; convergente de nimeros reales a; no negativos tal que

N(xk)gak; k=1,2,...

. . o k
Teorema 1. La serie exponencial } ;" % es absolutamente convergente para cada ope-
rador lineal T.

Demostracion. Sea ||T|| = o > 0 la norma uniforme (para alguna norma en R"). Entonces
T™|| < ||T|I" por el Lema 1.
Asi,

B [
S T T

Tk
b

. weo ok .
Ahora sabemos que la serie };° % — % (donde e es la base del logaritmo natural).

[} k ., .
Por lo tanto, ) ;° % converge absolutamente por la prueba de comparacién mencionada.
O]

Asi, también hemos demostrado que

e

Pues

\A"H

Z Ja%]] Z ||A|| _ M

Ahora, definimos una serie muy importante generahzando la serie exponencial usual.

||/

Definicion 3. La exponencial del operador lineal 7 : R" — R” es definida por la serie
absolutamente convergente

ook
T T

exp(T)=e o

k=0
Esta es una serie en el espacio vectorial L(R"). (Perko [6]pdg. 12.)

Los siguientes resultados, serdn de utilidad.

Lema 2. Sean A = Z;?:OA iy B=Y} By series absolutamente convergentes de opera-
dores en R". Entonces ( Hirsch [4] pdg. 84.)

AB=C=YC,
=0
donde
Ci= Y AjB
k=l

7



Demostracidn. Sea la n-€ésima suma parcial de las series }j_oAj, Y _oBx y Xj_C; de-
notados respectivamente por o, B, Y ;- Entonces

AB = lim o, f3,
n—yoo
mientras que
C = lim p,.
n—oo ’yzn
Luego, tenemos

Yon =Co+C1+Co+...+Cyp
= ( ) AjBk> + ( ) AjBk) ot ( Y AjBk> :
JHk=0 jHk=1 jHk=2n
Asi,

Yon = (A0Bo) + (AoB1 +A1By) + (AgB2 +A1 By +AgB>) +
B (A()Bn +AB,_1+AB,,_>+... —I—AnB()) + (AOBn—H +A1B,+A2B,_1+
. +AB1+A,11Bo) ...+ (AoBon +A1Byy 1 +A2By, 2+ ... +A2Bo),

n n
o.Bn=Y A;) B
=0 k=0

=(Ap+A1+Ar+...+A,)(Bo+B1+By+...+By)

= (A()B() +ApB1+... +Aan) + (AlB() +AB1+... —I—Aan) + (AzB() +AyB1+

oo+ A2By)+ ...+ (AnBo+AuB1 + ... +ALBy) .

Luego,
Von — OuBn =[(AoBo) + (AoB1 +A1Bo) + (AoB2 +A1B1 +AoB2) +

oot (A()Bn +AB,_1+AB,,_>+... —i—AnB()) + (A()B,H_l +A1B,+A>B,_1+
...+A,B; +An+1Bo) +...+ (A()an +A1By,—1+A2By, 0+ ... —|—A2nB())]
—[(A()Bo +ApB; +... —I—A()Bn) + (A130 +A1B1+... —}-Aan) + (AzB() +AyB+
oo+ ABy)+ ...+ (AyBo+AuB1 + ... +ALBy)].

Asi, se tiene

Yon — QnfBn = Z AjBi+ Z ABy.
Jj+k=2n Jj+k=2n
0<j<n n+1<j<2n

n+1<k<2n 0<k<n

8



Por lo tanto,

1720 — 0t Bnl| = Y AjBi+ Y A;jBy
j+k=2n j+k=2n
0<j<n n+1<j<2n

n+1<k<2n 0<k<n
< Z AjBy|| + Z A By
J+k=2n J+k=2n
0<j<n n+1<;<2n
n+1<k<2n 0<k<n
< L asd+ X A
j+k=2n j+k=2n
0<j<n n+1<j<2n
n+1<k<2n 0<k<n
DV SRR M
Jj+k=2n J+k=2n
0<j<n n+1<j<2n
n+1<k<2n 0<k<n
esto por la desigualdad triangular (Apéndice B) y el Lema 1.
Ahora )
o n
Y, AlIBd < Y (Al Y UBll, (1.1.2)
j+k:2n j=0 k=n+1
0<j<n
n+1<k<2n
2n o0
Yo lalliBdi< Y (Al Y 1Bl (1.1.3)
Jt+k=2n j=ntl k=0
n+1<j<2n
0<k<n



En (1.1.2), como la serie A = Z;-":OA j es absolutamente convergente entonces
A= Z A j< oo
j=0

es convergente y como también Y By es absolutamente convergente entonces
k=0

B = Z Bj < oo
k=0
es convergente entonces es de Cauchy, es decir,

Ve > 0 kg Vm,n > ko,

2n ) 2n
Y Bl <e= ) A IBell < Y [JA]] Y. 1Bkl < e
k=n+1 j+k:2n j=0 k=n+1
0<j<n
n+1<k<2n
Por lo tanto, 1im,_se. ¥ itk =2n HAJH |Be|| = 0.
0<j<n
n+1<k<2n

En (1.1.3), como Y ||Bi|| < oo, ademds Y, HAJ' H < oo entonces es de Cauchy, es decir,
k=0 j=0

Ve > 0 kg Vm,n > ko,

n 2n 0
Y A <e= ) sl < 3 [lajll X 1Bl < eo.
j=n+1 j+k:2n j=n+1 k=0
n+1<;<2n
0<k<n
Entonces 1im;_sc. Y. itk =2n A | 1B = 0.
n+1<;<2n
0<k<nm

10



Por lo tanto, lim,_,. (12, — @ B,) = 0, en consecuencia

AB=C= ic,.
L=0

Proposicion 1. Sean P, S, T operadores lineales en R". Entonces (Hirsch [4] pdg. 85)
a) Si Q = PTP~ ! entonces ¢€ = PeT P!
b) Si ST = TS entonces e51T = eSel
c) e S= (es)_1

a —b cosb —senb
d)Sin=2yT= entonces el = e*

b a senb cosb

Demostracion. Primero demostramos a).
Para la prueba utilizaremos las siguientes propiedades de los operadores

P(A+B)P ' =(PA+PB)P~' =pPAP ! + PBP!, (1.1.4)

(pTP)* = pT*P (1.1.5)

En efecto

Por induccién '

Sik=1  (PTP7') =PTP .
Sik=2 (TP~ = (PTP~') (PTP~') = PTP~'PTP~' = PT?P~".
Supongamos para k = n se cumple (PTP*I)n = PT"P~ 1.

n+1

Por demostrar para k = n+ 1 se cumple (PTP~!)""" = pr+ip~1.
Veamos
(P "' = (pTP V)" (PTP™") = PT"P~'PTP~ = PT"' P

Por lo tanto, (PTP_l )k — pTkp1,
Ahora continuamos con la demostracién de a), asi por la Definicién 2 y (1.1.5) tenemos

o —1\k o -
o prPl (pTP7) o PTfP
T = ,;0 o k;) T

Ademais, tenemos por (1.1.4) y (1.1.5) que

11



Tomando limites

Por otro lado,

- | n Tk | n —1\k
Pl =i B g )P i Y S
esto por el Teorema de limites para matrices (Friedberg [11], pdg.269). Por lo tanto,
@ =pel P71,

Ahora demostramos b).
Por la Definicién 3, tenemos

ST = iw (1.1.6)

Por otro lado, como ST = T'S entonces por el Teorema Binomial

n
(S+T)" Z S” T,
Ahora hacemos un cambio de Varlable j=n—k.
Asi,
. n! ik 8T
(S+7)"= ) ST = D3 =T (1.1.7)
Jjt+k=n J Jjt+k=n J

Entonces por (1.1.6) y (1.1.7) se tiene
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esto por el Lema 2 y por la definicién de la exponencial.
Ahora, demostramos ¢).
Como S (—S) = (—S) S entonces por b) se tiene

donde I € R", donde I operador identidad en R”.
Luego se tiene
-1
e S = <eS> .

a —b
b a

Finalmente, demostremos d).

Tomamos la correspondencia T = [

producto, multiplicacion por un real y también preservan limites, por lo tanto,

a+ib _ 4 ib

el e e

donde a,b € R. Por otro lado, sabemos que

P A =

Cosx:a—a—Fﬂ—a—l—...,
_x' ¥© o X
Senx_l_!_§+§_ﬂ+""

D I TR TR TR TR
O bt B2 ipd bt i b b b8

ST T 3 T T s e T

oo (kN0 ol N2 a3 g4
W:ZUM ()" (b) . ()" (i)  (ib)"

o v ot B b B
=4+ -+ )+il——=+

o 2! 41 6! 8!
[ cosb —senb
~\ senb cosb |’

13
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cosb —senb
senb cosb

o7 :e“( cosb —senb ) .

Entonces ¢t = ¢l = ¢ ( ) luego, por (1.1.8) se tiene

senb cosb

Ejemplo 1. Calculemos e’ donde T = [ Z 2 ]

.. - la O |10 0 0] .o 00
Soluc10n.Escr1b1mosT—{b a}—a{o 1]—1—{]9 O]—al—l—B,amB_{b O]'

Notemos que al conmuta con B.
Veamos

w3122 0]
wa={y o] 15 a]=a o)

Entonces al - B = B-al. Asi, el = ¢ 18 = ¢4 B = 098 por Definicién 2 se tiene

Veamos

1__00
B=1p o]
BZ—-O 0_. 00| |[00O
__b 0 | b o| |00}
B _OO__OO‘OO_OO
__b 0 | b 0 b 0| |00
X 0
Por lo tanto, B* = 00 ,Vk > 1, entonces
B °°_k_ |10 00 (10O
e_kgbvB_IJrB_{OlerO_bl

14



Por otro lado,
> 1

eaI:ZE(ClI)k
k=0""
(a)®  (al)!  (al)?
o 1 2!
a 0 a 1 a 2
:I((o)! +<1>! +(2)! +>
=Ie%.

Por lo tanto,

10 et 0
T _ ay B_ a B __ a _
e =e'le —ee—e{bl}—[eab e“}

Proposicion 2. Sea T un operador lineal en R". Si x € R" es un autovector de T corres-
pondiente al autovalor real o, de T, entonces x es también un autovector de e’ correspon-
diente a e®.

Demostracion. Ya que x € R” es un autovector de T perteneciente al autovalor real o de
T, se tiene

Tx = ox. (1.1.9)
Asi, obtenemos por la Definicién 3
n Tk n Otk n ak
T , . s (04
e x= lim Z—x = lim Z—x = hmZ— x=e"x,
n—eo \ =0 k! n—eo \ /=0 k! n—eo =0 k!
esto por (1.1.9).

Asi, x es un autovector de ¢’ perteneciente a e®. 0

Concluimos de esta subseccion con la siguiente observacion.

Observacion 1. Todo lo mencionado para exponenciales de operadores en R”, también es
vélido para operadores en el espacio vectorial complejo C". Esto se debe a que C” puede
ser considerado como el espacio vectorial real R??, simplemente ignorando los escalares
no reales, cada operador complejo es con mayor motivo un operador real.

Adicionalmente, la proposicién anterior es vélida para autovalores complejos de un
operador en C", siendo la demostraciéon la misma.

Proposicion 3. Sea T operador en C". Si x € C" es un autovector de T correspondiente al

autovalor complejo & de T, entonces x es también un autovector de e’ correspondiente a

e?.

Demostracion. La demostracion es la misma que la Proposicion 2. 0

15



1.1.2. Sistemas diferenciales lineales homogéneos
Sea A un operador lineal en R”, un sistema diferencial lineal homogéneo se define
como
x = Ax. (1.1.10)
Expresaremos sus soluciones en términos de exponenciales de operadores.
Consideremos el camino
R — L(R")
= e’A.

Definicion 4. Sea f : I — R" un camino, es decir, una aplicacién continua cuyo dominio
es un intervalo de la recta , f es diferenciable en el punto 7 € I cuando existe el limite
df f+n)—f()

=11
dt() hlg(l) h ’

llamado la derivada de f en el punto z.(Lima [7] pag. 41.)

Proposicion 4. Sea A un operador en R”, tal que

ie’A = Al = ¢AA.
dt
Demostracion. Por Definicién 4 se tiene
df f+h)—f()
—(t) =11
) = Jim 3 !
para f(t) = /4, se tiene
(t+h)A _ oA etAphA _ o1A
A 1s .,
—=llm ——F— =1
i’ TS0 h o h
tA ( _hA hA
—1 —1
i S ) g ©
h—0 h h—0
Como
o k
v (hA)
=Y
k=0
(A (nA) (A (hA)?
—0! 1! 2! IR TR TR

16



Asi,

hA)?
o M=l (1 0y ) s
—e =€ m-———=e 1m
dt =0 h h—0 h
na | (A (hA) | (nA)*
A AL 2 T3 g
h—0 h
hA  (hA? | (hA)? | (hA)
i + S+t
A 1 21 31 41
—o 1im 1~
e h
hA
= 1im — + 0 = ¢A.
h—0 h

Notemos que A conmuta con cada término de la serie para ¢4, por lo tanto, con ¢4

entonces

iem = Ad'A = MA.
dt

Ahora podemos resolver la ecuacién (1.1.1).

Teorema 2. Sea A un operador en R". Entonces la solucion del problema de valor inicial
¥ =Ax ,x(0)=KeR", (1.1.11)
es

MK (1.1.12)

y no hay otras soluciones.

Demostracion. Por la Proposicion anterior tenemos que

d 1A d A A
@ K):—(’)K:A’K.
dt(e dr \¢ ¢

Y. OAK — oo M — : tA P4
a que e (Zk:O i )K K, se sigue que ¢'*K es una solucién de (1.1.11),
donde K € R".

Ahora veamos que no hay otras soluciones.

Sea x(r) alguna solucién de X = Ax. Como demostramos que la solucién es la ex-
ponencial de una matriz multiplicada por una constante y como la exponencial tiene su
inversa, sea y(t) = e "Ax(t). Luego
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Y (t) :% (e*tA> x(t) +e "N (1)
= —Ae x(r) + e Ax(1)
—e M (—A+A)x(t) =0.

Por lo tanto, y(z) es una constante.
Ahora fijando t = 0, y(0) = e %4x(0) = x(0) = K € R", entonces y(t) = K. Esto
completa la demostracion del Teorema. 0

Ejemplo 2. Sea el sistema bidimensional

x| =ax,
x'z =bx| + axy,
donde a, b son constantes. Hallaremos la solucién general del sistema bidimensional.

a 0
b a},dondex—(xl,xz).

La solucién con valor inicial K = (K{,K;) € R? es ¢/AK.

tA:[m (‘”:tall 0}+[0 0]:tal+B,

Solucién. En notacién matricial X' = Ax, A= [

01 thb 0

etA — etaI+B — etaIeB — etaeB — eta (I+B) — eta 1 O _ el 0
th 1 the'® ¢ |-

Entonces

tA e 0 K ta ta
X(t) ="K = the'd €' K> = (€K1, ¢ (tbKy + K2)) -

Por lo tanto, la solucién para el sistema satisface x1(0) = K, x(0) = K es

x1(t) =€'"Ky,
)CQ(Z‘) =e'? (l‘bKl —l—Kz) .
Por la subseccion (1.1.1) sabemos como calcular la exponencial de cualquier matriz
2 x 2, asi que podemos resolver explicitamente cualquier sistema bidimensional de la for-

ma x’ = Ax, A € L(R?). También podemos obtener informacién cualitativa importante so-
bre las soluciones de los autovalores de A, sin encontrar soluciones explicitas.
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Consideramos los casos especiales mas importantes.(Hirsch [4] pag. 92)
Sea A € L(R?)(matriz 2 x 2)

x = Ax.
Caso I: Si A tiene autovalores reales de signos opuestos. En este caso el origen (o a

veces la ec. dif.) es llamado silla.

= Hallamos los autovalores de A encontrando las raices del polinomio caracteristico
de A: det (A—AI) =0.

Para cada autovalor A; hallamos su respectivo autovector f; resolviendo el sistema :

(A—Ad) f; =0, asi obtenemos P = [p;;| = [ j:; } :

Asi, Q = P' entonces x = Qy.

Asi, en las nuevas coordenadas la ecuacién diferencial original se convierte en

y =By donde B = { 101 7(82 } , Vi = Aiyi.

ll,'

La solucion general es y;(f) = a;e
a; = i(0) donde B = QAQ™".

,1=1,2 donde ay,a, arbitrarios con

Como en este caso A tiene autovalores reales de signos opuestos entonces se tiene que

B:QAQ*:H) 2},A<0<u.

En el plano (y1,y»), el retrato fase se parece a:

Figura 1.1.1: Silla: B = [ A

0
0 u},k<0<u
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Caso II: Todos los autovalores de A tienen parte real negativa. En este caso es lla-
mado pozo, pues tiene la propiedad caracteristica

tlgl;x(t) =0

para cada solucién x(7).
e Si A es diagonal 1im;_,.. x() = 0, pues las soluciones en las nuevas coordenadas

y(t) = (aleh,azem> ;A <0, u<0.

e Si A es diagonalizable, las soluciones x(z) = Qy(¢) son de la forma con y(¢) como
arriba y
Q € L(R"); claramente x(z) — 0 cuando ¢ — oo.

Subcaso I : Si los autovalores son iguales (un foco), es decir, B = [ ?; ;)L } , A <O,
el retrato fase se parece a:
Figura 1.1.2: Foco: B = A0 , A <O0.
0 A
. . ) A0
Subcaso II: Si los autovalores son distintos (un nodo), es decir, B = 0wl

A < u < 0 el retrato fase se parece a:
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Figura 1.1.3: Nodo: B = { g

0
,A<u<O.
RS

e Si A no es diagonalizable y los autovalores son negativos, hay un cambio de coorde-
nadas x = Qy dando la ecuacion equivalente y' = By donde

B:QIAQ:H 2],A<0.

Ya hemos resuelto tal ecuacion; las soluciones son

yl(t) :Klet)“,
yz(l‘) :Kzem —l—K]teM,

que tienden a 0 cuando 7 tiende a . El retrato fase se parece a (un nodo impropio):

Figura 1.1.4: Nodo impropio : B = { 71L 2 } ,A<O0
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Si los autovalores son a +ib con a < 0, se realiza un cambio de coordenadas obteniendo
el sistema equivalente

/_ o a _b
y—By,B_{b p ]

De la seccion 1.1.1 encontramos

B 1a| COStb —sentb
e’ =e
sentb costb

Luego, la solucion general expresada en y — coordenadas es

y(t) = €' (K| costb — Kpsentb, Ky costb + K sentb) .

Como |costh| < 1, |sentb| < 1y a < 0 entonces lim;_,. y(¢) = 0.

Si b > 0 el retrato fase consiste en espirales en sentido antihorario que tienden a 0.

Figura 1.1.5: Pozo en espiral :B = [ Z _ab ] b>0 y a<0
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Si b < 0 el retrato fase consiste en espirales en sentido horario que tienden a 0.

a

Figura 1.1.6: Pozo en espiral : B = { b

_ab},b<0 y a<0

Caso III: Todos los autovalores de A tienen parte real positiva. Este caso es llamado
fuente y tiene la propiedad caracteristica que

lim [x(1)| = oy Tim_|x(t)| =0

para cada solucion x(t).
e Si A es diagonal lim;_,c |x(¢)| = oo y lim,—, o |x(z)| = O pues las soluciones en las
nuevas coordenadas

y(t) = (ale’“,aze’”) ;A >0, 1> 0. (1.1.13)
e Si A es diagonalizable, las soluciones x(¢) = Qy(¢) son de la forma con y(¢) como en

(1.1.13) y Q € L(R?); claramente, |x()| — o cuando t — oo y |x(¢)| — O cuando ¢t — —oo.

0
0 A],A>O,

Subcaso I : Si los autovalores son iguales (un foco), es decir B =

el retrato fase se parece a:
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A0

Figura 1.1.7: Foco: B = [ 0 A

},JL>O

Subcaso II: Si los autovalores son distintos (un nodo), es decir B = [ g 2 ] con

A > u > 0, el retrato fase se parece a:

Figura 1.1.8: Nodo: B = [ i)t 2 } JA>U>0

e Si A no es diagonalizable y los autovalores son positivos, hay un cambio de coorde-
nadas x = Qy dando la ecuacion equivalente y' = By donde

B:QIAQ:“L 2},A>0.
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Resuelta la ecuacion; las soluciones son

yl(t) :K1et)“,
yz(l‘) :Kzem —l—K]teM,

donde claramente 1im; . |x(t)| = oo y lim;_, o |x(¢)| = O . El retrato fase se parece a un
nodo impropio.

Figura 1.1.9: Nodo impropio: B = [ )1' 2 } ,A>0

Si los autovalores son a=+ib con a > 0, se realiza un cambio de coordenadas obteniendo
el sistema equivalente

; | a —b
y—By,B—[b 4 ]

costb —sentb

De la seccién 1.1.1 encontramos '8 = ¢/@
sentb costb

} , asi, la solucién general

expresada en y — coordenadas

y(t) = '* (K costhb — Kysentb, K costh + Ky sentb).

Como [costh| < 1, |sentb| < 1y a > 0entonces limy_,e [y(¢)| = oo y lim;_, o [y(¢)| =0,
por lo tanto, 1imy_,e |x(¢)| = eo y lim,— o |x(7)| = 0.
Si b > 0, el retrato fase consiste en espirales en sentido antihorario que tienden a oo.
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Figura 1.1.10: Fuente en espiral: B = [ Z _ab ] a>0 y b>0.

Sib < 0, el retrato fase consiste en espirales en sentido horario que tienden a oo.

a

—b
b 4 ],b<0 y a>0.

Figura 1.1.11: Fuente en espiral: B = {

Caso IV: Todos los autovalores de A son imaginarios puros. Este caso es llamado
centro, caracterizado por tener la propiedad de que todas sus soluciones son periddicas
con el mismo periodo.

Por un cambio de coordenadas se obtiene la ecuacion equivalente y = By donde
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B= [ 2 _Ob },luego sabemos que

‘B costb —sentb
e’ = .
sentb  costb

Por lo tanto, si y(¢) es alguna solucién y(t + ) = y(1).
El retrato fase en las y — coordenadas consiste en circulos concéntricos, en las
x —coordenadas originales las 6rbitas pueden ser elipses como en la siguientes figuras.

. 0 —b
Slb>O,B—[b 0 ]

Figura 1.1.12: Centro : » > 0, B = [ 0 —b }

. 0 —b
S1b<0,B—[b 0 }

Figura 1.1.13: Centro : » < 0, B = [ 2 _Ob }
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En resumen, la informacién geométrica sobre el retrato fase de x' = Ax, A € L(Rz)
(matriz 2 x 2) puede ser deducido a partir del polinomio caracteristico de A que escribimos

como
A% —(TrA) A + detA,

definiendo el discriminante A = (TrA)2 —4detA , asi los autovalores son % (TrA + \/Z) .
e Si /A > 0 los autovalores son reales.
e Si TrA < 0 los autovalores tiene parte real negativa.

La interpretacion geométrica de x' = Ax es como sigue,

A: R" SR?
x —Ax

es un campo vectorial en R”. Dado un punto K € R”, existe una curva tnica t — ¢'4K el
cual empiezaen K ent =0y es una soluciénde (1.1.11) (¢ es interpretado como el tiempo).
Asi, el vector tangente a esta curva en un tiempo g es el vector Ax (¢y) del campo vectorial
en el punto de la curva. Podemos pensar en puntos de R” que fluyen simultdneamente a lo
largo de estas curvas soluciones.

Definicién 5. La posicion de un punto x € R" en un tiempo ¢ es denotado por (Hirsch [4]
pag. 97.)
¢ (x) = e"x,

para cada t € R tenemos la funcién ¢, : R” — R” dada por ¢; (x) = e4x. La coleccién de
funciones {¢},cp es llamado el flujo correspondiente a la ecuacién diferencial x' (1) =
Ax (t). El flujo tiene la propiedad basica ¢s; = @5 - ¢, que no es otra cosa que e(sH)A —
e . ¢ (consecuencia de la Proposicion 1).

El flujo es llamado lineal, pues cada funcién ¢, : R” — R” es una funcién lineal. Ahora
podemos imaginar puntos en el plano, moviéndose todos a la vez a lo largo de la curva en
la direccion de las flechas donde el origen no se mueve.

1.1.3. Una ecuacion no homogénea
Consideremos una ecuacion diferencial lineal no homogénea y no autébnoma

x' = Ax+B(t) (1.1.14)

donde A es un operador en R” y B: R — R" una funcién continua. Esta ecuacion es llama-
da nohomogénea, pues B(t) evita que (1.1.14) sea estrictamente lineal y es no auténoma,
pues el lado derecho de (1.1.14) depende explicitamente de ¢.

Buscamos una solucién que tenga la forma

x(t) =™ f(1) (1.1.15)
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donde f : R — R”" es alguna curva diferenciable. (Este método de solucion es llamado
variacién de pardmetros, pues si B(t) =0, f(¢) es una constante). De hecho todas las
soluciones se pueden escribir de esta manera, ya que ¢’ es invertible

Por lo cual la diferenciacion de (1.1.15) por la regla de Leibniz (regla del producto
para derivacién) produce

X (1) =Aedf (1) + e f(1). (1.1.16)
Dado que se supone que x es una solucién de (1.1.14), por (1.1.14) y (1.1.16) se tiene

Ax(1)+B(1) = A f (1) + 2 f' (1)
Ax(1)+B(1) =Ax (1) + 2 f(r).

Luego, se tiene

B(t) =™ f'(1),

fl(t)y=e"B(1). (1.1.17)
Integrando (1.1.17) se obtiene

1) = /0 e MB(s)ds + K.

Asi, un candidato para una solucién de (1.1.14) es
t
x(t) = e [/ e_AsB(s)ds-i-K] ; K eR". (1.1.18)
0

Analicemos (1.1.18) para ver que estd bien definido.
El integrando en (1.1.18) y la ecuacién anterior es la funcion vectorial

R —-R"”

s —e SB(s).

De hecho, para cualquier funcién continua g : R — R”, la integral puede ser definida
como un elemento de R”. Dada una base de R", esta integral es un vector cuyas coordena-
das son las integrales de las funciones de coordenadas de g. La integral como una funcién
de su limite superior ¢ es una funcién de R a R”. Para cada ¢, el operador actia sobre la
integral para dar un elemento de R". Asi, 7 — x (¢) es una funcién bien definida de R hacia
R".

Verificamos que (1.1.18) es una solucion de (1.1.14), diferenciando x(7) en (1.1.18)
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X (1) =A™ {/Ote_AsB (s) ds+K] +B(t)
X' (t) =Ax(t) +B(t).

Por lo tanto, (1.1.18) es de hecho una solucién de (1.1.14).

Que cada solucién de (1.1.14) deba ser de la forma (1.1.18) puede ser percibida de la
siguiente forma:

Seay : R" — E una segunda solucién de (1.1.14) entonces

K=y =A(x—y).

Asi, de las anteriores secciones se tiene: x —y = e’AKo, Ky e R

Esto implica que y es de la forma (1.1.18) (tal vez con una constante diferente K € R").

Observemos que si B(z) en (1.1.14) es solo definida en algin intervalo, en lugar de
todo R, por los métodos anteriores obtenemos una solucién x(¢) definida para ¢ en ese
mismo intervalo.

Obtenemos mds informacién sobre (1.1.14) reescribiendo la solucién general (1.1.18)
en la forma

x(t) = (t) + VK,

donde u (t) = fot e~4B (s)ds, observemos que (i (t) es también una solucién a (1.1.14)
mientras ¢’ K es una solucién a la ecuacién homogénea

y = Ay, (1.1.19)

el cual se obtiene de (1.1.14) reemplazando B (¢) con 0. De hecho, si v (¢) es alguna solu-
cion para (1.1.14) y y(¢) cualquier solucion para (1.1.19) entonces claramente x = v +y
es otra solucién para (1.1.14).

Por lo tanto, la solucidn general a (1.1.14) se obtiene de una solucién particular afia-
diéndole la solucién general de la ecuaciéon homogénea correspondiente.

En resumen se tiene

Teorema 3. Sea u(t) una solucion particular de la ecuacion X' = Ax+B(t) ... (1,1,14).
Entonces, cada solucion de (1.1.14) tiene la forma u(t) +v(t) donde v(t) es una solu-
cion de la ecuacion homogénea

x = Ax. (1.1.20)

Reciprocamente, la suma de una solucion de (1.1.14) y una solucion de (1.1.20) es una
solucion de (1.1.14).(Hirsch [4] pdg. 101)
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Ejemplo 3. Encontrar la solucién general a

/
X1 =—X2
x’z =x1+1.

Veamos

(4)=[0 ] [2]+] ] =m0

Asi, una solucién es
t
x(t) = e [/ eASB(s)ds+K] ; KeR".
0

Calculemos e~

_As coss sens
e = .
—sens CoOSS

Y la integral es

t
coss sens sent —1tcost
B(s)ds =
o | —sens coss cost +tsent — 1

Ahora calculemos e

AT — [cost —sent}, K — {Kl 1
sent  Cost K>

Por lo tanto, la solucién general es

x2 (1) sent oSt

{xl (1) } _ [ cost —sent } [ sent —tcost + K

Realizando la multiplicacién de matrices se produce

xi1(t) | | —t+sent+K;cost —Kjsent
1 —cost+ Kjsent + K cost

Por lo tanto,

x1(t) =—t+Kjcost+ (1 —K;) sent
xp (1) =1— (1 —K;)cost + K sent

es la solucién cuyo valor en 7 = 0 es x; (0) = K, x2 (0) = K.
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1.1.4. Ecuaciones de orden superior

Considere una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes que implica una
derivada mas alta que la primera, por ejemplo

s" +as' +bs=0. (1.1.21)

Al introducir nuevas variables podemos reducir (1.1.21) a un sistema de primer orden de
dos ecuaciones.
Sea x| = sy x; =x] = s entonces (1.1.21) es equivalente al sistema

= —bx| —axy,

/ _
,1 2 } (1.1.22)
2

por tanto, si x (¢) = (xj (), x> (¢)) es una solucién de (1.1.22) entonces s () = x; (f) es una
solucién de (1.1.21); si s(z) es una solucién de (1.1.21) entonces x () = (s(¢),s" (¢)) es
una solucién de (1.1.22).

Este procedimiento de introduccién de nuevas variables funciona generalmente para
reducir las ecuaciones de orden superior a las de primer orden. Por lo tanto, considere

s tas™ D ta, s ras=0. (1.1.23)

Aqui s es una funcién real de ¢ y 5" es la n-ésima derivada de s, mientras aj,as, . . ., a,
son constantes.

En este caso las nuevas variables son x| = s, xp = x’l, e Xy = x _1 ¥ la ecuacién

(1.1.23) es equivalente al sistema

X
X

= X3
. . } (1.1.24)
, .

X, = —QpX] —Qp—1X2 —...—a1Xp.

N S—=~

En notacioén vectorial (1.1.24) tiene la forma x’ = Ax donde A es la matriz

0O - .. 0
0
(1.1.25)
: : R .. 0
0 0 o -- 0 1
L —an —an_l “ .. “ e —az _al 1

Proposicion 5. El polinomio caracteristico (Hirsch [4] pdg. 103) de (1.1.25) es
pPA)=A"+a A" Mt
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Demostracion. Induccion sobre n.
Paran =2

/I
X1 = X2,

~

Xo = —azX1 —a1xy,

entonces

0 1
A= [ “w —a } — p(A) =A%+ a1A +ay.

Asumamos que la proposicion es verdadera para (n— 1), es decir,

Xll =X2
X/ZZ)C3
Xy | =—Qp_1X] —Gp_2X3 — ... — A1 Xp—].
Asi, se tiene
[ 0 S 0
0
Ap1=
: : T .. 0
0 0 o - 0 1
| —Qp—1 —A4p—2 - - —az —aj |
entonces
[ —1 0 0
0 A =1
det(Al—A,_1) =det
: : : o 0
0 0 0o --- A —1
i an—1 Aap—p -+ ap A’_*_al i
es decir,
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pA)=A" A" a, .

Sea A, la submatriz (n—1) X (n— 1) de A que consta de las ultimas (n— 1) filas y
las ultimas (n — 1) columnas.

Por demostrar para una matriz (n X n).

Sea

1 0O -+ -+ 0
0 .

_an _a}’lfl .o CEEY _a2 _al i

asi, se tiene

det(AI—A) = det
: : e T 0
0 0 0o -+ A —1

| ap a1 - - @ l—l—al_

Luego expandiendo a lo largo de la primera columna, se tiene

det(AI—A) =Adet(Al—A,_1)+ay,
=A (A" A" 4t ay) ay
A"+ A" ay,

esto por la hipdtesis para (n—1).
Por lo tanto, p(A) = A" +a;A" ! +--- +ay,, asi se cumple para n. O

Asi, a través de esta proposicion se obtiene directamente el polinomio caracteristico
de la ecuacion para la ecuacion diferencial de orden superior (1.1.23).
Retomemos la primera ecuacion de la subsecciéon
2 /
s'+as'+bs=0...(1.1.21)
Asi, se tiene que

A 1
—b A+a

=
LR

= _xZ
= —bx;—ax

}%det(lI—A):det{ } =A*+al +b.
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Denotemos las raices de la ecuacién polinémica p (4) = A2 4-aA +b por A1 y Ay.
Caso 1.- Supongamos primero que estas raices son reales y distintas: 41,4, € R, A| #
A2, entonces (1.1.21) se reduce al sistema de primer orden

/

/
X =xp= K
oy _bxl_m,} (1.1.26)

encontrando un sistema de coordenadas diagonalizadoras (y1,y2) () = By, x = Qy).
Cada solucion de (1.1.26) de estas coordenadas es entonces

Y1 (t) = Kleklt
yz([) = Kzebt

con constantes arbitrarias K, K5.
Por lo tanto, x; (¢) 0 s(¢) es una cierta combinacién lineal

{xl ] _ [ On QOn ] { KMt ]
X2 021 0O Kre™!
_ { 011K1eM 4 01pKpe™! ]

T | 0a1K 1M+ 00 Kpe?

Asi, se tiene

s () =011K €M + 01Ky

Concluimos que si A;,A, son reales y distintos entonces cada solucién de (1.1.21) es
de la forma

s(t) =CreM + Cre™,

para algunas constantes (reales) Ci,C,. Estas constantes pueden ser encontradas si los
valores iniciales s (fg), s’ (f9) son dados.
Caso 2.- Supongamos que A; = A, = A son reales y la matriz A no es diagonalizable.
En este caso la matriz 2 X 2 en (1.1.26) es similar a la matriz de la forma
A0
{ B A } ,donde 3 # 0.

En las nuevas coordenadas, el sistema equivalente de primer orden es



Por la subseccion (1.1.2), encontramos que la solucién general a dicho sistema es
y1(#) =K exp (At)
y2 (t) =K Btexp (At) + Krexp (At)

con K y K, constantes arbitrarias. En las coordenadas originales, las soluciones para el
sistema equivalente de primer orden son combinaciones lineales de estos

x(t) =Qy(t)
s@) | | xa@) | | Qu Qn K
s’ (1) x (1) 02 O» K Bre* 4+ Kre!

01K + 01, (Klﬁfeh +K2€M>

021K €M + 0 (Klﬁteh + Kze’l’>

C eM + Cztel’

C3 eM + C4I€M

Por lo tanto, concluimos que si el polinomio caracteristico de (1.1.21) tiene solo una
raiz A € R, la solucion tiene la forma

S(I) = Cleh +C2teh
donde los valores C1y C; pueden ser determinadas de las condiciones iniciales.

Ejemplo 4. Resolver el problema de valor inicial

s" 25 +5=0

s(0)=1,5(0)=2. (1.1.27)

Introducimos nuevas variables para reducir (1.1.27) a un sistema de primer orden de dos

ecuaciones .
X1 =S X1 =X2

/ / /
X2 =X] =S Xy =—X] —2x2

entonces



Luego

s(t) = Ce! + Cyte

donde los valores de C; y C; pueden ser determinados de las condiciones iniciales.
Asi, se tiene

A -1

det(Al—A) =det [ 1 A42

} = A2 424+ 1.

Luego p(A) = A2 +2A + 1, por lo cual se tiene una tinica raiz A = —1.
Por lo tanto, la solucién general es

s(t) =cre”" +cate™

t t t

s (t)=—cre " +cre ! —cte = (c—c1)e " —cpte.

De las condiciones iniciales en (1.1.27) obtenemos

1 =15(0) =¢;
’ == c;=1,c;=3.
2=5(0)=—c1+c
Por lo tanto, la solucién a (1.1.27) es

s(t)y=e"+3te".

Caso 3.- El caso final a considerar es cuando A; y A son nimeros complejos conjuga-
dos no reales.
Suponga A; = u+ivy Ay = u— iv entonces obtenemos una solucién

y1 (1) =e" [K cosvt — Kpsenvt]

ya () =e" [Kysenvt + Ky cosvt].

Asi, obtenemos s (1) = € [C) cosvt — Cosenvt| para algunas constantes Cy,C,.

Un caso especial de la dltima ecuacion es el Oscilador Arménico

5"+ brs = 0,
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el cual reducimos a un sistema de primer orden de dos ecuaciones

Asi, se tiene

Luego
A1
det (A1 —A) =det [ 2 }
=A% +b?
— p(A) =A%+ b2
Por lo cual los autovalores son A; = iby Ay = —ib.

Asi, tenemos que la solucién es

s5(t) =cycosbt + cysenbt.

Resumamos estos tres casos en el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea A1, A, las raices del polinomio p (L) = A? +aA + b entonces cada solu-
cion de la ecuacion diferencial

s"+as’ +bs=0

es del siguiente tipo:
Caso (a).- A1, Ay son reales distintos : s(t) = CieM! + Cre?.
Caso (b).- Ay = Ay = A es real donde la matriz A no es diagonalizable :

s(1) = CreM + Cyre™.
Caso (¢).- A =u+ivydy=u—ivdondev+#0:

s(t) = " [Cy cosvt — Casent].

En cada caso Cy,C; son constantes (reales) determinadas por condiciones iniciales de
la forma

S(l‘o) =, s’ (l‘()) = [3
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La ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden

s(")+a1s("_1)+...+an_1s(1)+ans:O (1.1.28)

puede también ser resuelta cambidndola a un sistema equivalente de primer orden. Los sis-
temas de primer orden que provienen de ecuaciones de n-ésimo orden tienen propiedades
especiales que permiten resolverlos con bastante facilidad.

Observacion?2. Sis(t)y q(t) son soluciones para (1.1.28), también lo es la funcién s (¢) +
q(t); si K es cualquier nimero real, entonces Ks (¢) es una solucion.

En otras palabras, el conjunto de todas las soluciones es un espacio vectorial. Y dado
que n condiciones iniciales determinan una solucién unica (considerar el correspondiente
sistema de primer orden), la dimensién del espacio vectorial de soluciones es igual al
orden de la ecuacion diferencial.

Por otro lado, una ecuacién diferencial lineal no homogénea de orden superior
s a4 ra, s ras=b (1) (1.1.29)

puede ser resuelta (en principio) reduciéndolo a un sistema diferencial lineal no homogé-
neo de primer orden

X' =Ax+B(t).

Aplicando variacion de pardmetros (Subseccion 1.1.3). Observemos que

Como en el caso de los sistemas diferenciales de primer orden, la solucién general a
(1.1.29) puede ser expresada como la solucién general a la ecuacién diferencial homogé-
nea correspondiente

s\ -i—als("_]) +ota, s+ a,s = 0,

mads una solucién particular de (1.1.29).

Ejemplo 5. Considere
s"Hs=1-1. (1.1.30)

Veamos la solucién general de la ecuacién homogénea
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/: /
S//—i—S:():xll X2 ﬁ{x}}:{ 0 l}{xl}

donde los autovalores de A = { _01 (1) } son A = =+i.

Asi, la solucién general de la ecuacion homogénea es s (1) = Acost + Bsint, con
A,B € R, luego la solucién particular a (1.1.30) es s () = — 1.
Veamos

/
X1 =Xx2 0 1 0
M IS ECR Y

donde la solucién es x (t) = ! [f(; e B (s)ds +K} :
Asi, se tiene

sens CoSs —sent CoSst

t t _
/e—AsB(S)ds:/ [Coss sens] [ 0 ]ds
0 o | sens coss s—1
t
B —(s—1)sens
_/0 [ (s—1)coss ds

_ { tcost —sent —cost + 1 }

s _ [ coss —sens ] AT _ [ cost  sent }
- N =

tsent +cost — 1 — sent

Entonces
x(t)—_ cost sent teost —sent —cost+1] [ Ki
| —sent cost tsent +cost — 1 — sent K>
__t—1+(1+K1)c0st+(K2—1)sent]

1 —(14K;)sent+ (K, — 1)cost

(t] :t—1+(1+K1)Cost+(K2—l)sent}
(1) 1 — (14 K;)sent+ (K, — 1)cost

|

X1
donde {;’((; — [28 } _ {t_1+(1+K1)008t+(K2—1)sent

) 1 —(1+K))sent+ (K, —1)cost
nes iniciales en (1.1.30) son 5(0) = —1y s’ (0) = 1, por lo tanto, la solucién general a
(1.1.30) es

} si las condicio-

(Acost + Bsent)+(t—1).
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Finalmente, concluimos que los sistemas de orden superior pueden reducirse a siste-
mas de primer orden.
Por ejemplo, considere el sistema

XX 4+2y -3x=0
y'+5x —4y=0.

Aqui x y y son funciones desconocidas de valor real de variable real .
Introduciendo nuevas funciones u = x/, v = y'. El sistema es equivalente al sistema de
primer orden de 4 dimensiones

X =u
W =3x—u—2v
Y =v
V = —5u+4y.

1.2. Pozos y Fuentes en R"

Supongamos que un estado de algun sistema fisico (0 mecanico, biolégico, econdmi-
co, etc.) estd determinado por los valores de n pardmetros; el espacio de todos los estados
se considera un conjunto abierto U C R". Suponemos que el comportamiento dindmico del
sistema se modela matemdaticamente por las curvas solucién de una ecuacién diferencial
auténoma

X =f(x); f:U—R" (1.2.1)

Nos interesa el comportamiento a largo plazo de las trayectorias (es decir, curvas de
solucion) de (1.2.1) , en especial los estados de equilibrio. Tal estado X € U es uno que no
cambia con el tiempo. Matemdticamente, esto significa que la funcién constante t — X
es una solucién a (1.2.1), que equivale a f (x) = 0.

Las siguientes definiciones serdn de mucha utilidad.

Definiciéon 6. Definimos un punto de equilibrio de (1.2.1) como el punto X € U tal que

F(® =0.

Desde un punto de vista fisico, solo los equilibrios que son estables son de interés,
por ejemplo, un péndulo equilibrado en posicidn vertical estd en equilibrio, pero es muy
poco probable que ocurra; ademads, la mds minima alteracién alterara por completo el
comportamiento del péndulo. Tal equilibrio es inestable. Por otro lado, la posicion de
reposo hacia abajo es estable; si se le perturba levemente, el péndulo se balanceara a sus
alrededor y se acercara gradualmente a él nuevamente.
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Cabe mencionar que la estabilidad es estudiada con detalle en el siguiente capitulo, en
esta seccion restringiremos la atencion a los sistemas lineales y nos concentramos en el
tipo mds simple y mds importante de equilibrio estable.

Definicion 7. Consideremos la ecuacioén lineal (Hirsch [4] pag. 145.)
x' =Ax, A€ L(R"). (1.2.2)

Se dice que el origen 0 € R” es un pozo (sink) si todos los autovalores de A tienen
partes reales negativas. También decimos que el flujo lineal ¢4 es una contraccion ya que
todas las soluciones convergen al origen uniformemente y exponencialmente.

Teorema 5. Sea A € L(R") y sea x (t) una solucién de x' = Ax. Entonces cada coordenada
x; (t) es una combinacion lineal de las funciones

t*e' cosbt, ' e'“senbt

donde a+ bi representa a los autovalores de A conb >0y k,l =0,....n—1. (Hirsch [4]
pdg. 135y Doering [3] pdg. 88)

Demostracion. Sea A € L(R") y x() una solucién de x' = Ax...(1,2,2). Supongamos que
A esun A — blogue de Jordan , A € R

A

1

1 A
0
Asi, A = AI+ N donde N = 1 . , como se presento en la Subseccion
1 0
1.1.1y 1.1.2, sabemos que la solucidn para (1.2.2) con el valor inicial x (0) = C € R" es
x(t) =e"AC
:etlech
n—1 kark
) t*N
=e (Z 'R )C
k=0
- -
C
t 1 :
:em ;2_2‘
n—1 2
(5—1)! 5 ot 1 [ Cn |
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En coordenadas,
t
xj(t)=e kzoﬁcjk. (1.2.3)

Notemos que los factoriales pueden ser absorbidos dentro de las constantes.
Supongamos ahora que A =a-+bi, b # 0y que A es un A — blogue real

D

I - a —b 1 0

N e AR ]
I D

Sea m el ndmero de bloques D, de modo, que n = 2m . La solucién para (1.2.2) puede
ser calculada usando exponenciales, pero es mds facil considerar la siguiente ecuacion

7 =Bz (1.2.4)
donde z : R — C™ es una funcién desconocida y B es la matriz compleja m X m

u
1

, U =a-+ib.
1. u
Identificamos C” con R?" por la correspondencia
(X1 V15 Xm V) = (X1, 015+ -+ s Xy V) -

La solucién a (1.2.4) es formalmente la misma que (1.2.3) con un cambio de notacién

—emz ik J=1,...,m. (1.2.5)
Sea C, = Ly +iM ; k=1,...,my tome partes reales e imaginarias de (1.2.5) usando
la identidad
¢!\ @FP) — e (cos bt + isenbt).

Asi, obtenemos

=1 g
xj (1) :e‘” E [Lj_xcosbt —M;_ysenbt]

—1 4k
yj( _ealZ]d . kcosbl‘—|—LJ ksenbt]
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con j=1,...,m. Por lo tanto, la solucién a (1) con las condiciones iniciales
xj(0)=Lj, y;(0) =M.

Luego, observemos que
(1).Si A es real cada coordenada x; (¢) de cualquier solucién para (1.2.2) es una com-
binacién lineal (con coeficientes constantes) de las funciones

e’lttk, k=0,...,n.

(2).SiA=a+bi,b#0yn=2m entonces cada coordenada x;(¢) de cualquier
solucion para (1.2.2) es una combinacion lineal de las funciones

e“i*cosbr, e“t*senbt; 0 < k < m.

Ahora consideremos la ecuacién (1.2.2) donde A es cualquier matriz real n x n. Por
un cambio adecuado de coordenadas x = Py transformamos A en la forma candnica B =
PAP L,

La ecuacién

y =By (1.2.6)

es equivalente a (1.2.2), cada solucién x(¢) a (1.2.2) tiene la forma

x(r) = Py(t)

donde y (¢) solucién de (1.2.6).
La ecuacién (1.2.6) se divide en un conjunto de ecuaciones desacopladas, cada uno de
la forma

u'=Bru
donde B7 es uno de los bloques en la forma candnica real B de A. Por lo tanto, las coor-
denadas de las soluciones a (1.2.6) son coordenadas lineales de la funcién descrita en (1)

y (2), donde A o a+ib es un autovalor de B, por lo tanto, de A. Entonces, lo mismo se
aplica a la ecuacidn original (1.2.2). [

Los siguientes teoremas nos dan informacion sobre los autovalores de A € L (R").

Teorema 6. Suponga que cada autovalor de A € L (R") tiene parte real negativa. Entonces

tlggx(t) =0

para cada solucion a x' = Ax.
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Demostracion. Sea x (t) una solucién de x' = Ax entonces por el Teorema 5 cada coorde-
nada x; () de la solucion x (¢) es una combinacion lineal de las funciones

t*e'cosbt y t'e'“senbr,
es decir,
xj(t) = Cjt*e' cosbt +Djt'e“senb.

Como |cosht| <1,
es decir, a < 0.

Asi, lim, e tke!® = 0 y lim; e et =0, pues el crecimiento exponencial es mucho
mayor que la polinomial.

Por lo tanto, tenemos, que lim;_,..x (¢) = 0. O

sinbt| < 1y el autovalor A = a +ib de A tiene parte real positiva,

Teorema 7. Si cada solucion de X' = Ax tiende a 0 cuando t — oo, es decir;

limx(z) =0

f—o0

entonces cada autovalor de A tiene parte real negativa.

Demostracion. (Contrareciproco) Seaw € C" un autovector complejo de A con autovalor
complejo asociado a A = a+ib con b # 0. Sea w = u + iv una descomposicién de w con
u,v € R”, {u,v} L1, tenemos Aw = Aw escribiendo z () = ¢*'w obtenemos

7 (1) = AeMw = Aw = M Aw = At w = Az ().

Asf, z(t) es una solucién compleja de X' = Ax.
Luego como A =a+ib

2(t) = el @)y —e (cos bt +isinbr ) (u+ iv)
=e” [ucosbt — vsinbt] + ie” [usinbt + vcosbt]

de modo que,

z(1) =x(1) +iy (1)

x(t) =e" [ucosbt — vsinbt]
y(t) =e” [usinbt +vcosbt]

son soluciones de x' = Ax.
Por lo tanto, supongamos que a > 0 en A = a+ ib entonces lim; .z (¢) # 0. 0
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Definicion 8. Decimos que el flujo ¢4 de A (matrizn x n) es una contraccién (Doering
[3] pag. 99), si existen constantes ¢ >0y 7 > 0 tal que

e’Ax‘ <ce "|x|,vt>0 y xeR".

Definicion 9. Sea T un operador en R" y T¢ : C" — C" su complejizacién. Si T¢ es
diagonalizable, decimos que T es semisimple.

=10

donde sus autovalores son A = £i . Un autovector perteneciente a A =i es

Ejemplo. Sea

w=(—1,i) =(—1,0)4+i(0,1) = u+iv.
Elegimos la nueva base {v,u} para R C C? conv = (0,1)y u = (—1,0). As,

Tcw = Aw
Te(u+iv) =i(u+iv)
Tcu—+ilcv =iu—v.

Luego, como
Tcu+iTev = Te(u+iv) = Tu+iTv.

El siguiente lema, serd de mucha utilidad en la demostracién de dos teoremas impor-
tantes que se enuncian mas adelante.

Lema 3. Sea A un operador en un espacio vectorial real E y supongamos
oa<Re(A)<y (1.2.7)

para cada autovalor A de A. Entonces E tiene una base tal que en el correspondiente
producto interno y norma

o |x)? < (Ax,x) < y|x|*, Vx € E. (1.2.8)

Demostracion. Sea ¢ € R tal que R) < ¢ < 7y para cada autovalor A de A. Supongamos
que A es semisimple, es decir, su complejizacion Ac es diagonalizable entonces R” tiene
una descomposicioén de suma directa

R'=E|&---GFE,oF&---®F,

donde cada E; es un subespacio uno-dimensional generado por un autovector e; de A co-
rrespondiente al autovalor A; y cada Fy es un subespacio bidimensional invariante bajo A,
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ar  —bg

} donde ay, + ib; autovalor
bk ay

teniendo una base { fj,¢;} dando a A/F la matriz [

de A.
Por suposicién A4; < cy a; < c.
Dado en R”, el producto interno definido por

(ej.ej) = (fi, fr) = (8k-8k) =1

y todos los otros productos internos entre ¢;, fi y gk son 0.

<ej7fk>:0:<fkagk>:<ej7gk> Vk,VJ
ASf,<A€j,€j> = <7Lej,ej> = ),j <€j,€j> = 7Lj < c.
Como Aw = 4w , 4 = ax +ib y w = fi + igy, se tiene

A (fi+igr) = (ar +iby) (fi +igk) = (axfi — brgk) +i(axg + bifi)
Afi+iAgk = (arfr — brgk) + i (akgk + bifx) -

Asi,

(Afi, i) = (arfi — brgi, fi) = (afi, fi) — (brgks Ji) = ax (> fi) — b (&> fi) = ax < c,
(Agk, gk) = (ar&k + bifi, 8k) = (ar&> &) + DSk, 8k) = ax (&> 8k) + b (fx,8k) = ar < c.

Luego,
X :ZCZ;LZ ‘I’Zann +ZGmgm

Asi, se tiene

(Ax,x) =(A (Y. Cre1+ Y Dufou+Y . Gugm), Y Cie1+ Y Dufu+ Y Gmgm)
=(AY Cie;+AY Dpfu+AY Gugm, Y Cier+ Y Dufu+ Y, Gngm)
=(AY Ce;,Y Cier+ Y Dufu+ Y Gngm)
+(AY Dufn,Y Cier+ Y Dufa+Y Gngm)
+(AY Gugm. Y. Crei+ Y . Dufu+ Y Gugm)
=(AY Ce;,) Cier) +(AY Cier,Y Dufu) +(AY Cier,Y Gingm)
+(AY Dufn,Y . Crer) +(AY Dufn, Y Dufu) +(AY Dufn, Y Gngm)
+(AY Gngm Y. Crer) +(AY Gngm. Y Dufn) +{AY Gngm, Y Gmgm)-
=(AY Cre;,Y Cre;) +(AY. Dy fu, Y. Dufu) +(AY. Gugm. Y. Gmgm) < c|x|*.

Entonces (Ax,x) < ¢ |x|?, Vx € R".
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Sean A cualquier operador y B una base para R", tal que A tenga una matriz en forma
candnica real

A =diag{Ay,...,Ap},

donde cada A; tiene la forma

o
I (1.2.9)
1 Otj
0
D;
! , (1.2.10)
I D;

donde D; = [ g}lz a[:k}ylz[(l) (1) .
Si dotamos a un subespacio E; de E correspondiente a un bloque A la base B tal que
satisfaga el lema para A; entonces todas estas bases juntas satisfacen el lema para A. Por
lo tanto, podemos asumir que A es un bloque tnico.
Para la primera clase de bloque (1.2.9), podemos escribir A = S+ N donde S tiene la

matriz ol y

0
N =
1 0
Por lo tanto, los vectores base {ej,...,e,} son autovectores de S, mientras que

Nel =en
N€2 =e3

Ne, 1 =ey
Ne, =0.

Abhora, sea € > 0 suficientemente pequefio y consideremos una nueva base

1 1 o _
Be = el,gez, ...... ; ——1en = {e1,e2,...... en}-
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De hecho B¢ esta compuesta por autovectores de S, luego

Ne| =¢€ép
Nép =¢€e3
Ne, | =¢€é,
Neé, =0.
Asi, la matriz B, de A es
@j
€ (12.11)
€

Sea (x,y), que denota el producto interno correspondiente a B¢ considerando la matriz
(1.2.11)

ll/m <Ax7x>£ — <Sx7;€>‘
e—0 <x7x>£ ’x’

Por lo tanto, si € suficientemente pequefio, la base B satisface el Lema para el bloque
(1.2.9).

Para la segunda clase de bloque (1.2.10), podemos escribir A = S+ N donde S tiene la
matriz

0

DjIyN:I
I 0

Entonces, los vectores base {ey,...,e,} son autovectores de S, mientras que

Ne| =ep
N€2 —=e3

Ney—1 =ey
Ne, =0.
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Abhora, sea € > 0 suficientemente pequefio y consideremos una nueva base

1 1 o _
Be = el,gez, ...... ; ——1en ={er,e2,...... Jen}-

De hecho, B¢ contiene los autovectores de S, luego

Neée| =¢€ép
Nép =¢€eé3
Ne, | =¢€é,
Neé, =0.
Asi, la matriz B, de A es
Dj
el (12.12)
el Dj

Sea (x,y), que denota el producto interno correspondiente a Be, considerando la matriz
(1.2.12)

A
11/m< x7'x>£ — <Sx7éx>
€0 <x7x>e ’X’

Por lo tanto, si € suficientemente pequefio, la base B satisface el Lema para el bloque
(1.2.10). O]

Teorema 8. Sea A un operador en un espacio vectorial R". Las siguientes afirmaciones
son equivalentes (Hirsch [4] pdg. 145)

a) El origen es un pozo para la ecuacion diferencial lineal X' = Ax.

b) Para cualquier norma en R" hay constantes k > 0, b > 0 tal que

e’Ax‘ <ke ™ |x|,¥t >0yxeR"

c¢) Existe b > 0y una base B de R" cuya norma correspondiente satisface :

e’Ax‘ﬁ <eth |x|ﬁ,Vt >0yxecR".
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Demostracion. (¢) = (b) Supongamos que existe » > 0 y una base § de R” cuya norma
correspondiente satisface

etAx‘[3 ge*tb]x]ﬁ,VIZnyER". (1.2.13)

Por el Teorema de la norma (la demostracion se encuentra en el Apéndice 3).
Sea N : R" — R cualquier norma, existen constantes & > 0, > 0 tal que

o |x| <N (x) < pu|x|,Vx, donde |x| normaeuclidiana.

Asi, por el teorema enunciado se tiene

o e’Ax‘ < etAx‘ﬁ <u ey (1.2.14)
luego por (1.2.13) en (1.2.14)
o etAx‘ < e’Ax‘ﬁ <eth |x|B. (1.2.15)
Por otro lado, tenemos por el teorema enunciado que
a x| < |x|g < plx, (1.2.16)

luego por (1.2.16) en (1.2.15)

o

etAx’ < eftb |x|ﬁ ge”bu |x‘

etAx’ Se_tbﬁ |x] .
(04

Comou>0,a>0:%>0,a51’

etAx’ <ke " |x|, vVt >0,xeR"

Por equivalencia de normas, el resultado obtenido es valida para cualquier norma en
R"™, donde k > 0,b > 0.

(b) = (a) Supongamos que para cualquier norma en R” existen constantes k > 0,5 > 0
tal que

e’Ax’ <ke ' |x| Vi >0,xeR",

esto muestra que el flujo es una contraccién o contractivo esto por definicion.
Veamos si todos los autovalores de A tienen parte real negativa.
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Asi,

x| < lim ke™ tb|x|—khme x| =
f—oo

0 <lim
f—ro0

Por el Teorema 7 el origen es un pozo.

(a) = (b) Supongamos que el origen es un pozo del sistema dindmico x’ = Ax entonces
sus autovalores tienen partes reales negativas A = a +bi, a < 0.

Asi, el flujo ¢" es una contraccién por lo cual existen contantes ¢ > 0y T > 0 tal que

’Ax‘ <ce "|x|,vt >0yx e R"

por equivalencia de normas esto es valido para cualquier norma.

(a) = (c) Recordemos que R; es la parte real del autovalor A.

Supongamos el origen es un pozo para el sistema dindmico x’ = Ax, por lo tanto todos
sus autovalores tienen parte real negativa

A =azxib, cona<O.

Asi,
c1 <Ry <cy<O. (1.2.17)

Sea (x1,x2,...,x,) coordenadas en R” correspondientes a una base 3 y sea una solu-
cion x (1) = (x1 (¢) ,x2(£),...,x, (1)) ax’ = Ax.
Sea || B la norma en términos de esta base, es decir, si x = ):?:1 X;v;j entonces

" 3
ap- (£5)
=1

Entonces, para la norma y producto interno definido por 3 tenemos

1
dlxlg d noL\ 2 2% X
i —ar |\ &Y a

j=1 Zm

XX 0)x () Ex(0)x5()
T lx(2)[

Ay ),X g (),Ax(0)g

x (1)l x(Olg

Ademas, por el Lema 3 tenemos que (1.2.17) es para todo autovalor de A entonces

e e (1) < (x(0) Ax (1)) g <calx ()]3-
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Por lo tanto,

< <
crs <log |x(t)|ﬁ) <cs.

Entonces,

1t <loglx(t)|g —log|x(0)|g <cot

x(1)|g
|x(0)|ﬁ

eCll S Seczl.

Asi,
e 1x(0)|g < x(1)[g < e [x(0)[g-

Como es para todos los autovalores que tienen parte real negativa ¢c; = —b < 0 donde

los autovalores de A tienen parte real menores que —b.

Asi,
x(2)[g <e™™ x(0)]g
e

<e*h’x .
5 <" lg

Definicion 10. Consideremos la ecuacion lineal

x' =Ax, Ae L(R").

(1.2.18)

El origen 0 € R" es llamado una fuente (source) si cada autovalor de A tienen parte

e’Ax’ >ce” |x|, Vt >0yx € R".

53

real positiva. También decimos que el flujo lineal ¢4 es una expansion. (Doering [3])

Definicién 11. Decimos que el flujo ¢4 de A (matrizn x n) es una expansién (Doering
[3]) si existen constantes ¢ > 0y a > 0 tal que



Teorema 9. Suponga que cada autovalor de A € L(R") tiene parte real positiva. Entonces

Iim |x (1)] = e

para cada solucion de x' = Ax.

Demostracion. Sea x (t) una solucién de x' = Ax entonces por el Teorema 5, cada coorde-
nada x; (¢) de la solucion x(¢) es una combinacién lineal de las funciones

t*e'cosbt y t'e'“senbt

donde A = a =+ bi representa a todos los autovaloresde A conb >0y k,l =0,...,n—1.
Asi

x; (t) =Cjt*e" cosbt + D jt' e senbt

entonces

1im |x (¢)| = lim \/Z (Cjtket@cosbr + Djtle'“sen bt)2

{—o0

=lim \/ Z <Cjz~t2k€2[ cos? bt +2C;D jt*+1e?@ cos btsen bt + D?tzlez’ asen? bt)

t—roo

— tlirg \/ ) <C]2.t2kezm cos? bt 4+ 2C;D jt*+!e?a cos btsen bt + D?tzl etasen? bt) :

Como cada autovalor de A tiene parte real positiva, es decir, en A = a =+ bi se tiene que
a > 0, ademds se tiene que |costb| < 1y |sentb| < 1.

Por otro lado, el lim;_.te? = oo | 1imy_yeo t* €% = oo y 1imy_;e0 = oo, pues
el crecimiento exponencial es mucho mayor que la polinomial y como limy, f(g(z)) =
f(limy, g(¢)) cuando el limite de g existe y f es continua, que es nuestro caso. Por lo tanto,
1My o0 |x (2) | = oo N

t21 eZta

Teorema 10. Si cada coordenada de la solucion de X' = Ax tiende a o« cuando t — o, es
decir

lim |x (1)] = e

entonces cada autovalor de A tiene parte real positiva.

Demostracion. (Por Contrareciproco) Veamos por casos.

e Supongamos que A = 0 entonces Av = Av,donde v es el autovector asociado al auto-
valor A asf se tiene que x (1) = e*Mv =v.

Por lo tanto,

tim (1) =y
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e Supongamos ahora que A = a =+ ib autovalor de A con a =0, asi A = +ib con b # 0.
Sea w = u + iv autovector complejo de A correspondiente a A, con u,v € R”, {u,v} son
L.I., tenemos Aw = Aw. Escribiendo z(¢) = e*'w obtenemos

7 (1) = Aetw =M Aw = M Aw = At w = Az ().

Asf, z(1) es una solucién compleja de x’ = Ax.
Luego como A = +ib

z2(t) = ¢w = (cos bt + isenbt) (u+ iv)
= [ucosbt — vsenbt| + i [usenbt +vcosbt]

de modo que,

z(t) =x(t)+iy(t).

x(t) =ucosbt — vsenbt
y(t) =usenbt + vcosbt

entonces

lim |z (7)] :tlgg \/Z(ujcosbt - vjsenbt)2 —i—Z(ujsenbt—i—vj cosbt)?

t—roo

Como |costb| < 1y |sintb| < 1. Por otro lado, 1im, f(g(z)) = f(lim,, g()) cuando el
limite de g existe y f es continua. Por lo tanto, lim;_,e |7 (t)| = K # o0,K € R.

e Supongamos ahora que A = a & ib autovalor de A con a < 0 entonces por el Teorema
5, cada coordenada x; (¢) de la solucion x (¢) es una combinacion lineal de las funciones

t*e'cosbt y t'e'“sinbt

donde A = a + bi representa a todos los autovalores de A conb >0y k,l=0,...,n—1.
Es decir,

x; (t) =Cjt*e' cosbt + Dt e sinbr,

entonces

lim |x (7)| = lim \/Z Cjtke'acosbt + Djt' el smbt)

t—roo t—roo

= lim \/ Z (Cjz.tzkem cos2 bt +2C;D jtk+1e@ cos bt sinbt + D?tzz e21a gin? bt) .

{—o0
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Aplicando la propiedad de limite, que menciona que si g existe y f es continua en-
tonces limy, f(g(t)) = f(limy, g(z)), lo cual se cumple en este caso y como |costb| < 1y
|sintb| < 1, ademds a < 0, luego
2 210 _

lim %% = 0, lim /*T'e** = 0 y lim1¢
t—>o0 t—>o0 t—>o0

Y

pues el crecimiento exponencial es mucho mayor que la polinomial. Por lo tanto,
lim; e |x ()| = 0.

Asi, tenemos que lim,_ |x (¢)| = o cuando cada autovalor de A tiene parte real posi-
tiva. 0

Teorema 11. Sea A un operador en un espacio vectorial R". Las siguientes afirmaciones
son equivalentes (Hirsch [4] pdg. 149)

a) El origen es un fuente para el sistema dindmico x' = Ax.

b) Para cualquier norma en R" hay constantes L > 0, a > 0 tal que

e’Ax‘ > Le' |x|,Vt > 0yx e R".

c¢) Existe a > 0 y una base B de R" cuya norma correspondiente satisface

etAx‘ﬁ > ¢l ]x|13,‘v’t >0yxecRM

Demostracion. (¢) = (b) Supongamos que Ja > 0 y una base  de R” cuya norma co-
rrespondiente satisface

e’Ax‘ﬁ > ¢“|x|g Wi > 0yx € R”. (1.2.19)

Por el Teorema de la norma (la demostracién se encuentra en el Apéndice C).
Sea N : R" — R cualquier norma, existen constantes &« > 0, i > 0 tal que

o |x| <N (x) < ulx|, Vx, donde |x| norma euclidiana.

Por este Teorema tenemos

o e’Ax‘ < etAx‘[3 < e x],
también tenemos que
o x| < |x|g <prx].
Asi, de (1.2.19)
tA tA ta
ule x’E e x‘ >e' x|
B B
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entonces

U etAx‘ >e'|x|g > e x]

(04 (04
etAx‘ Zemﬁ |x| =€"“L|x|, donde L= m > 0.

Por lo tanto, e’Ax‘ > Le'|x|, esto para cualquier norma, por equivalencia de normas.
(b) = (a) Supongamos que para cualquier norma en R”, hay constantes L > 0, a > 0,
tal que

etAx‘ > Le'x|,Vt >0yx€E,

lo que muestra, que el flujo es una expansion.
Asi, se tiene

Iim
t—o0

ex| > lim Le'® |x| = L 1im €'® |x| = oo.
t—oo t—>o0

Por el Teorema 10 se tiene que el origen es una fuente.

(a) = (b) Supongamos que el origen es una fuente del sistema dindmico x’ = Ax
entonces cada autovalor tiene parte real positiva: A = a £ bi, con a > 0.

Asi, el flujo ¢" es una expansion por lo cual existen contantes ¢ > 0y a > 0, tal que

e’Ax) > ce” |x|,Vt > 0yx e R",

por equivalencia de normas esto es valido para cualquier norma.

(a) = (c) Recordemos que R; es la parte real del autovalor A.

Supongamos el origen es una fuente para el sistema dindmico x’ = Ax, por lo tanto,
cada autovalor tiene parte real positiva

A =axib, cona>0.

Asi,
c1 >Ry >c>0. (1.2.20)

Sea (x1,x2,...,x,) coordenadas en R" correspondientes a una base 3 y sea una solu-
cion x (¢) = (x1 (1), x2(¢),...,x,(¢)) ax’ = Ax.

Sea || B la norma en términos de esta base, es decir, si x = Z;?ZI X;jvj , entonces

1

2

n

2

xlp = X
j=1
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Entonces para la norma y producto interno definido por 8 tenemos

dlly _d (iﬁ); 2%

ar—di \\ &Y 2\ /e

_ X (0x0) XX ()X ()
"2 (1) [ (®)lp

@ 0)g (1), Ax(@))g

x(2)[ x(2)[g .

Ademads, por el Lema 3 tenemos que (1.2.20) es para todo autovalor de A, entonces

crlx(t)[f < (x(1),Ax(1))p <ca|x(1)]5 -
Por lo tanto,

(x(1),Ax(t)) g
[x(1)[g

Integrando,
cit <log|x(t)|g —log|x(0)|g <cat,
eclt < | (t)|ﬁ <eC2t
x(0)]p
Asi,

e x(0)|g < lx(r)]p < e [x (0)lg-

Como es para todos los autovalores que tienen parte real positiva ¢; = ¢ > 0 donde los
autovalores de A tienen parte real positiva mayor que c.
Por lo tanto,

e [x(0)|g < |x(r)[g
‘eAtx ; > e xlg Vi =0,xeR"
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1.3. Flujos Hiperbdlicos

Un tipo de flujo lineal ¢4 que es mas comiin que contracciones y expansiones, es el
flujo hiperbdlico, donde todos los autovalores de A tienen parte real distinta de cero. La
importancia del flujo hiperbodlico radica en el hecho de que casi todos los flujos lineales
son hiperbdlicos.

La siguiente definicién nos explica cuando un flujo es hiperbdlico.

Definiciéon 12. Sea A un operador en un espacio vectorial R”. Se dice que el flujo lineal
¢" es hiperbélico cuando todos los autovalores tienen parte real distinta de 0.

Teorema 12. Sea R" un espacio vectorial y e un flujo hiperbélico lineal donde A €
L(R") entonces se tiene una descomposicion de suma directa

R" =ES B E",

invariante bajo A tal que el flujo inducido en E* es una contraccion y el flujo inducido en
EY es una expansion. Esta descomposicion es unica.

Demostracion. Dotamos a R” de una base para que A tenga forma candnica real. (Hirsh
[4] pag. 109.) Ordenamos esta base para que la matriz de forma canénica real primero
tenga bloques correspondientes a los autovalores con parte real negativa, seguidos por
bloques correspondientes a autovalores con partes real positiva.

El primer conjunto de bloques representa la restriccion de A a un subespacio E* C R”,
mientras que los restantes bloques representan la restriccion de A a E* C R". Ya que E* es

invariante bajo A, este es invariante bajo ¢4.

Expresemos Ay = A |gs entonces e/ |gs= € por el Teorema 8 de la anterior sec-

cién e |£s es una contraccién. Y E* es invariante bajo A, este es invariante bajo e asi
expresemos Ay = A |gv entonces ¢ |zu= "4 por el Teorema 11 de la anterior seccién
¢ | pu es una expansion.

Por lo tanto, A; A, = A es la descomposicion deseada.

Ahora verifiquemos la unicidad de la descomposiciéon. Supongamos F* ¢ F" es otra
descomposicién de R” invariante bajo el flujo e/4 tal que ! |ps es una contraccién y
¢ | pu es una expansion.

Por demostrar, E* = F* y E* = F".

Sea x € F*, podemos escribirx =y+z,y€ E’, z € E".

Como ¢"x — 0 cuando ¢ — oo tenemos ¢’y — 0y ¢4z — 0.

Pero |¢z| > €'|z|, a>0,Vt>0.Porlo tanto, |z| = 0. Lo que muestra que F* C E°.

Ahora demostremos que, E° C F*. Asi, seax € E* , podemos escribir

x=y+z,yeF’ ze F".

Como ¢"x — 0 cuando 1 — oo tenemos ¢4y — 0y ¢4z — 0.
Pero, |e"z| > € |z|, a>0,Vt > 0. Porlo tanto, |z| = 0. Lo que muestra que ES C F*.
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Por lo tanto, E° = F*.

Sea x € F*, podemos escribirx =y+z,y€ E*, z € E*

Como e " x — 0 cuando t — oo, tenemos, e "y — 0y e "z — 0.

Pero, |e*y| <e™"|y|, a>0,vr>0.Porlo tanto |y| = 0. Lo que muestra que F* C
E".

Ahora demostremos que E* C F“. Asi sea x € E* , podemos escribir

x=y+z,yeF’ zeF".

Como, e " x — 0 cuando ¢ — oo, tenemos, e "4y — 0y ez — 0.

Pero ,|ey| <e7™|y| a>0,Vt > 0. Por lo tanto [y| = 0. Lo que muestra que E“ C
F".

Por lo tanto, E* = F*.

Asi, demostramos la unicidad. O]

Observacion 3. Un flujo hiperbdlico puede ser una contraccién (E* = 0) o una expansion
(E*=0). Sini E* ni E° es 0. El retrato de fase puede verse como la Figura 1.3.1 en el
caso bidimensional o parecerse a la Figura 1.3.2 en un caso tridimensional. Si, ademads,
los autovalores de A |gs tiene parte imaginaria distinta de cero, todas las trayectorias irdn
en espiral hacia E* como en la Fig. 1.3.3.

EU

E° ES

Figura 1.3.1: EY
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Figura 1.3.2:

Figura 1.3.3: EY

Las letras s y u significan estable e inestable.

1.4. Sistemas Dinamicos y Campos Vectoriales

Definicion. Un sistema dinamico es una forma de describir el paso en el tiempo de todos
los puntos de un espacio dado S. Matemdticamente, S podria ser un espacio euclidiano o
podria ser un subconjunto abierto del espacio euclidiano.

Asi, un sistema dindmico en S, nos dice, para x en S, donde x estd 1 unidad de tiempo
maés tarde, 2 unidades de tiempo mds tarde, etc. Denotamos estas nuevas posiciones de x
por x1,x;, respectivamente. En el tiempo cero x estd en xo. Una unidad antes del tiempo
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cero, x estaba en x_j. Si se extrapola para completar los nimeros reales, se obtiene la
trayectoria x; para todo tiempo ¢.

La funcién R — S el cual envia ¢ hacia x;, es una curva en S que representa la historia
de la vida de x a medida que el tiempo transcurre desde —oo a oo,

Ejemplo. Tomando el problema de Kepler
S=(R*—0) xR* ={(x,v) e R*xR?: x £ 0}

donde S es el conjunto de posiciones y velocidades para el problema de la fuerza central

gravitacional plana.

Definicién 13. Un sistema dindmico es una funcién de clase C!(Hirsch [4] pag. 159 y
M.W.Hirsh [9] pag. 141.)
P:RxS—S
(£,) = ¢ (1,x) = ¢ (x)
donde § es un conjunto abierto de un espacio euclidiano. La funcion ¢, : § — S satisface:

a) ¢o: S — S eslaidentidad.
b) La composicion ¢, - ¢; = ¢ para cadat,s € R.

Notemos que esta definicién implica que ¢, es C' para cada ¢ y tiene ¢_, inversa C'.

Ejemplo. Sea A un operador en un espacio vectorial R*, sea R" =Sy ¢ :RxS§S— S
definido por
¢ (t,x) = .

Por lo tanto, ¢, : S — S puede ser representado por ¢, = ™.

Claramente ¢y = ¢” operador identidad, y ya que elIH9)A — ofA o34 a5i tenemos defi-
nido un sistema dindmico en R”.(Hirsch [4] pag. 160)

Este es un ejemplo de un sistema dindmico que esta relacionado con la ecuacién dife-
rencial % =Axen R".

Definiciéon. (Campo Vectorial) Un sistema dindmico ¢; en S en general da lugar a una
ecuacion diferencial en S, que es , un campo vectorial en S

f:S—=R"
Se supone que S es un conjunto abierto en el espacio vectorial R”. Dado ¢, definimos

£ = 500() o

Por lo tanto, para x en S, f(x) es un vector en R” que consideramos como el vector
tangente a la curva

t—¢(x) ent =0.

Por lo tanto, cada sistema dindmico da lugar a una ecuacion diferencial.
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Definicion. Si ¢, : S — S es un sistema dindmico en E y x € S. Sea x(t) = ¢ (x) y
f:§ — E donde S es un conjunto abierto en el espacio vectorial E. Dado ¢, definimos

d
ﬂ@za@@mﬂ- (1.4.1)

Entonces podemos reescribir (1.4.1) como

X =f(x). (1.4.2)

Por lo tanto, x(¢) y ¢ (x) es la curva solucién de (1.4.2), satisfaciendo la condicién
inicial x (0) = x.

El proceso inverso nos dice que dada una ecuacion diferencial se le asocia un sistema
dindmico.

Observacion 4. La ecuacion (1.4.2) es llamada auténoma, pues no depende explicitamente
del tiempo.
Nuestro énfasis en el presente trabajo esta completamente en el caso auténomo.

Las siguientes definiciones serdn de gran utilidad para la demostracién del teorema de
existencia y unicidad.

Definiciéon 14. Una funcién f : X — Y es continua (Lima [7] pag. 20) en a € X si para
todo € > 0 existe 6 >0

x€X, |[x—a| < 8 entonces |f (x)— f(a)] <&.

En términos de bolas abiertas f : X — Y es continuaena € X
VB(f (a);€),3B(a;d) tal que f(B(a;0)NX) CB(f(a);€)

Definicion 15. (%) Sea f : I — R" un camino, es decir, una aplicacién continua cuyo
dominio es un intervalo de la recta. Se dice que el camino f : I — R”" es diferenciable en
el punto 7y € I cuando existe el limite (Lima [7] pag. 41)

af , .. flto+h)—f(to)
ar (o) = lim I '

(*x) Una funcién f : U — R” definida en el abierto U C R™, se dice diferenciable
en el punto a € U cuando cada una de sus funciones coordenados fi,...,f;, : U — R es
diferenciable en ese punto. Si f es diferenciable en todos los puntos de U, se dice que f
es diferenciable en U.

(x#x) Se dice que f es continuamente diferenciable si /' : U — R™ ™ es continua.
Asi, la funcién es de clase C' (continuamente diferenciable).

63



1.5. Teoria de Existencia y Unicidad para Ecuaciones Di-
ferenciales Autonomas

1.5.1. Teorema Fundamental

Definicion 16. Durante el resto del capitulo E denotara un subespacio vectorial de R”,
dotado con una norma, W C E un conjunto abiertoen E'y f : W — E una funcién continua.
Por una solucién de la ecuacién diferencial

x’:f(x), (1.5.1)
nos referimos a una funcion diferenciable
u:J—w,

definido en algiin intervalo J C R tal que Vr € J, ' () = f (u(?)).
Aqui J podria ser un intervalo de nimeros reales que es abierto, cerrado o semiabierto
(a,b)={t€R :a<t<b},
[a,b] ={t e R :a <t <b},
(a,b] ={t €R :a<t<b},

también, a o b podria ser oo, pero no se permiten intervalos como (a,oo].

f(z) = (o)

T =u(ty)

u(t)

Geométricamente u es una curva en E cuyo vector tangente u’ (1) = f (u(t)), donde la fun-
ciéon f : W — E es un campo vectorial en W. Una solucién u puede considerarse como el
camino de una particula que se mueve en E de modo que en el tiempo ¢, su vector tangente
o velocidad viene dada por el valor del campo vectorial en la posicion de la particula. Por
ejemplo, imagine una particula de polvo en un viento constante, o un electrén moviéndose
a través de un campo magnético constante. Como en la siguiente imagen  Una condicién
inicial para una solucién u : J — W es una condicién que tiene la forma u (zp) = xo don-
de ty € J,xo € W. Por simplicidad, usualmente tomamos #y = 0. Una ecuacion diferencial
podria tener varias soluciones con una condicidn inicial dada.
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Ejemplo 6. Consideremos la ecuacién en R

WIN

X =3x
conW=R=E, f:R— Resdado por f (x) = 3x3.
La funcién idénticamente cero ug : R — R dada por ug (1) = 0 V¢ es una solucién con
la condicién inicial u (0) = 0, pero también lo es la funcién definida por x (1) = 3.

Por lo tanto, para garantizar soluciones tnicas, se deben imponer condiciones adicio-
nales a la funcién f, que f sea continuamente diferenciable, resulta ser suficiente, como
veremos mas adelante.

El siguiente teorema es el Teorema Fundamental Local de las ecuaciones ordinarias. Es
llamado un teorema local porque se ocupa de la naturaleza del campo vectorial f : W — E
cerca de algtn punto xo de W.

Teorema 13. (Teorema de unicidad y existencia) Sea W C E un subconjunto abierto de
un espacio vectorial normado, f : W — E una funcién C' y xy € W. Entonces existe algiin
a > 0y dnica solucion

x: (—a,a) > W

de la ecuacion diferencial X' = f (x), satisfaciendo la condicion inicial x (0) = xo.

La demostracién de este teorema se presenta mas adelante.

1.5.2. Existencia y Unicidad

Definicion 17. (Funcion Lipschitz) Una funcién f : W — E, W un conjunto abierto del
espacio vectorial normado E, se dice ser Lipschitz en W si existe una constante k tal que

’f(y) —f()C)| < k|y—X| 7vx7y ew.
Llamamos a k constante de Lipschitz para f. (Perko [6] pag. 71)

Hemos asumido una norma para E. En una norma diferente f serd Lipschitz por la
equivalencia de normas, sin embargo, la constante k podria cambiar.

Definicion 18. (Funcion Localmente Lipschitz) Una funcién f : W — E, W un conjunto
abierto del espacio vectorial normado E, se dice ser localmente Lipschitz en W si cada
punto de W tiene una vecindad W, tal que la restriccién f |w, es Lipschitz. La constante
de Lipschitz puede variar con Wy. (Hirsch [4] pag. 163)

« La derivada Df (x) para x € W , es un operador lineal en E donde se asigna a un
vector u € E, el vector

Df(¥)u=lim X (f(x+5u)— f(x)), s R,

s—0 §
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que existird si se define Df (x).
s« En coordenadas (x,x2,...,x,) en E, sea f (x) = (f1 (X1,---yXn) e vvy frn (X150 3x0))
entonces Df (x) es representado por la matriz n X n de derivadas parciales

a (fi(x1y...,xn))
8xj '

Definicion 19. Para cada x € W, se define la norma ||Df (x)|| = mdx{|Df (x)| : |x| <1}
del operador lineal Df (x) € L(E). Si u € E, entonces

IDf (x)u| < IDf (x)]] - |ul. (15.2)

Lema 4. Sea la funcién f : W — E una funcién C' entonces f es localmente Lips-
chitz.(Hirsch [4] pdg. 164)

Demostracién. Supongamos que f es C' y xo € W. Sea b > 0 tan pequefio que la bola
By, (xg) esta contenida en W

Wo =By (xg) ={x €W : |[x—xo| < b} cerradoy acotado.

Como Df es continua, pues f es C!, y Wy es compacta, pues W es cerrado y acotado,
entonces existe un limite superior K para ||Df (x)|| en Wj.

El conjunto Wy es convexo, esto es , si y,z € Wy entonces el segmento de linea va de y
azen W.

Seay,z€Wyyu=z—yentonces y+su € Wy para 0 <s<1.Sea ¢ (s)=f(y+su).

Por lo tanto, ¢ : [0, 1] — E es la composicion de

0,1] =Wo L E
s —y+su.
Por la regla de la cadena,
¢’ (s) =Df (y+su)u. (15.3)
Por consiguiente,
f@)=f ¢ (0)

) =0()-
1
:/ o' (s)ds.
0

66



Por (1.5.3) y (1.5.2) de la anterior Definicién

1
f(z)—f(y):/o Df (y-+su)uds

1
|f(Z)—f(y)!§/0 D (y+su) ulds

1
< /O 1D (3 su) | [l ds

1
:/ K |u|ds
0

=K u| = K|x—y]|.
Por lo tanto, f es localmente Lipschitz. [

La siguiente observacidn esta implicita en la demostracién del lema.

Observacion 5. Si Wy es convexo y |Df (x)|| < K Vx € Wy entonces K es una constante
Lipschitz para f |w, .

Definiciéon 20. Un espacio de Banach es un espacio vectorial V sobre el cuerpo de los
ntimeros reales o el de los complejos con una norma ||-|| tal que toda sucesién de Cauchy
en V tiene un limite en V.

Lema 5. (Lema de Andlisis) Suponga uy, : J — E , k=0,1,2,... es una sucesion de
funciones continuas desde un intervalo cerrado J a el subespacio vectorial normado E
que satisface

Dado € > 0 existe cierto N > 0 tal que para cada p,q > N

A t)—u,(t £
méx |u (1) —ug (1)] <

entonces existe una funcion continua u : J — E, tal que

méJX lug (1) —u(t)| = 0 cuando k — oo,
re

esto es llamado convergencia uniforme de las funciones u; (Hirsch [4] pdg. 165).

Demostracion. Supongamos uy : J — E con k=0,1,2,... es una sucesion de funciones
continuas que satisface
Dado € > 0 existe cierto N > 0 tal que para cada p,q > N

mix |up (1) —ug ()| < €. (1.5.4)

Por la definicion tenemos que E es un espacio de Banach, asi toda sucesion de Cauchy en
E tiene un limite en E. Entonces fijando ¢ € J y por (1.5.4) tenemos que:
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Dado € > 0 existe N > 0 tal que p,q > N entonces

|up (1) — ug ()] < max |up (1) —uq (1)| <€,
teJ

por lo cual la sucesién de Cauchy es convergente a un limite que llamaremos u : J — E.
Por lo tanto, para todo € > 0 existe N > 0 tal que para todo k > N

i (1) —u(1)] <e.
Entonces para todo € > 0 existe N > 0 tal que para todo k > N

mix fuy (1) —u (1) <&.

Entonces

lim (rpeajx g (1) — u(f)!) =0.
Ahora, probemos la continuidad de u : J — E, por demostrar
Ve>036>00<|x—a|<d=|f(x)—f(a) <e.
Dadot € J.
Por la convergencia uniforme de la sucesion {uy };<y tenemos que
(1).Ve>03N > O0tal que [u (1) —u(t)] <§ Vk>N VreJ.
Por la continuidad de las funciones u; podemos asegurar que
(2).Ve>036>0,0< |x—1t] <& =|ug (x) —u (r)] < § paraalgin k> N.
Asi, dado € obtenemos Ny (€) y elegimos un k cualquiera k > Ny. Luego, tomamos
ahora la funcién u; y el € > 0 anterior y fijamos ¢ fijo obtenemos 9.
Entonces dado €, existen k,6 tal que cumplen las dos condiciones,

O0<|x—t] <o

o (x) = (1) = foa () —= g (x) 4 e (x) — i (1) +we (1) — w (1)
< o (o) = g (o) |+ foage () = wae (1) 4 o (2) — e (1))
€ €

LiELE
3737378

esto por (1) y (2). Por lo tanto, u es continua . O

Teorema. 13. (Teoremade unicidad y existencia) Sea W C E un subconjunto abierto de

un espacio vectorial normado, f : W — E una funcion C'(continuamente diferenciable )
vy xo € W. Entonces existe algiin a > 0y vnica solucion

x: (—aa) >W

de la ecuacion diferencial X' = f (x), satisfaciendo la condicion inicial x (0) = xo (Hirsch
[4] pdag. 162).
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Demostracion. Probemos primero la existencia
SeaxoeWy
Wo=Bp(xo) ={xeW : |x—xo| <b}.

Supongamos J un intervalo abierto que contiene a0y x : J — W que satisface

X(t)=f(x@) vy x(0)=xo, (1.5.5)

por integracién tenemos t
#0)=x(0) = [ )
Asi,
x (1) :x(0)+/0tf(x(s))ds. (1.5.6)

Reciprocamente, si x : J — W satisface (1.5.6) entonces x (0) = xo y x satisface (1.5.5)
por diferenciacién. Por lo tanto (1.5.6) es equivalente a (1.5.5).

Por nuestra eleccion de Wy, tenemos una constante de Lipschitz K para f en Wy. Ade-
mads | f (x)| esta acotado en Wy supongamos que por la constante M,

[f () <M. (1.5.7)
Sea a > 0 satisface 0 < a < ml’n{ﬂ%, %} y definamos J = [—a,a|. Definimos una su-
cesion de funciones ug, uy,up,... :J = W.

P.D. {u;} converge uniformemente a una funcién que satisface (1.5.6).

Utilizaremos el Lema anterior para obtener la convergencia de los u; : J — Wj. La
sucesion de funciones u; es definida como sigue:

Sean

uop (1) = xo

t
up (t) = xo +/ S (up(s))ds.
0
Asumiendo que uy (7) ha sido definido y que |uy (t) —xo| < bVt € J.

Sea ug1 (1) =x0+ féf(uk (s))ds, lo cual tiene sentido, ya que uy (s) € Wy, por lo que
se define el integrando..

69



Luego tenemos

|ty 1 () — x0| =

x0+/0tf(uk(s))ds—xo
| mtsnas
0

< /O 1 (g (5))] dis

t
S/Mds
0

<Ma < b,

esto por (1.5.7).
Asi, mostramos que

g1 (1) —x0| <b 0wy (t) €Wy, VEEJ,

esto implica que la sucesidn sea continua para ug o, Ux+3 y asi sucesivamente.
Por induccién matematica, probaremos que existe una constante L > 0 tal que Vk > 0,

w1 (1) =g (1)] < (Ka)*L, |1 =0] < a.

En efecto, sea L = méax {|u; (1) —ug (¢)| : |t| < a} tenemos

xo—i—/otf(ul (s))ds—xo—/otf(uo(s))ds

|up (1) —uy (1) =

| [ 1) - s onas

'

§/ K |uy (s) —ugp(s)|ds
0

<aKL,

esto pues f es C’ entonces por Lema 4 es localmente Lipschitz.
Asumiendo por induccién que para algin k > 2

i (1) —wg—y ()] < (aK)'L, i <a. (1.5.8)

Por demostrar para k + 1
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x0+/otf(uk(s))ds—x0—/Otf(uk_l (s))ds

|ty 1 (1) — g (1) =

/ U ) f (s ()] ds

g/OtK|uk () —wr—1(s)|ds
< (aK) (aK)*'L
— (aK)* L,

por (1.5.8). Por lo tanto, vemos que colocando aK=0o < 1.
Asi, para cualquier r > s > N

(1) = s (1 |<2|uk+1 (- < Y e'L<e,
k=N

para cualquier € > 0 determinado, siempre que N sea lo suficientemente grande.

Por el Lema del Andlisis, esto muestra que la sucesion de funciones ug,u, ... converge
uniformemente a una funcién continua x : J — E.

De w1 (t) =x0+ féf(uk (s))ds, tomando limites de ambos lados

x () = lim wgery (1)

_hm [xo—l—/ I (g (s 1

—xo+hm/ I (ug (s

k—so0

o [ {hmﬂuk( >>] ds

—xo-l-/ fx

esto por convergencia uniforme y por continuidad de f.

Por lo tanto, x : J — W, satisface (1.5.6) y por consiguiente es una solucion de (1.5.5).

En particular x : J — Wy es C'.

Asi, hemos demostrado la parte de existencia del teorema.

Ahora probemos la parte de unicidad del teorema.

Sea x,y : J — W dos soluciones de x' (t) = f (x(¢)) que satisfacen x (0) =y (0) = xo
donde podemos suponer que J es el intervalo cerrado [—a,a].

Por demostrar que x (1) =y (¢) Vt € J.
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Sea Q = me’ljx |x(t) —y(t)], el cual se alcanza en algin punto ¢; € J, entonces
te

O=x(t1)—y(t1)|
/1(X’(S)—y’(S))dS

0

< /0 £ () = £ (v () ds
g/o Klx(s) — y(s)|ds

<aKQ.

Ya que aK < 1, esto es imposible a menos que Q = 0. Por lo tanto x(¢) = y(¢). Asi,
demostramos la unicidad. O

Observacion 6. Note que en el transcurso de la demostracion del Teorema 13, lo siguiente
fue demostrado:

v" Dada cualquiera bola Wy C W de radio b > 0 sobre x(y con m%’gi |f (x)| <M, donde
xeWwy

f en Wy tiene constante Lipschitz K y 0 < a < min{ﬁ%, %} entonces existe una unica
solucién x : (—a,a) — W de X' = f(x) tal que x(0) = xo.

v v Considere la situacién del Teorema 13 con una funcién de clase C!, f:W—=E,
W abierto en E. Dos curvas solucién de X' = f (x) no pueden cruzarse. Esta una inmediata
consecuencia de la unicidad.

Enfaticemos este hecho geométricamente

Supongamos @ : J — W , y : J; — W dos soluciones de x' = f (x) tal que

(p(tl) = l[/(tz). (1.5.9)

Entonces @ (1) no es un cruce pues si Yy (1) = y(t, —t; +1) entonces y; es también
una solucién. Ya que v (1) = y (2) = @ (¢;) por (1,5,9) . Por lo tanto, y; y ¢ coinciden
cerca de #1 por la unicidad del Teorema 13.

Por lo tanto, se evita la situacion de la Figura 1.5.1. Similarmente, una curva de solu-
cién no puede cruzarse como en la Figura 1.5.2.
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y=e(t) =¢(t)

Figura 1.5.1:

Figura 1.5.2:

De hecho, si una curva solucién ¢ : J — W de X’ = f(x) satisface @ (t;) = ¢ (1; +w)
para algun #; y w > 0 entonces esta curva solucion debe cerrarse como en la Figura 1.5.3.

p(t1+w) = p(t1)

Figura 1.5.3:

Ejemplo 7. Considere W =Ry x' = f(x) = x.

Busquemos una solucién de X’ () = x en R.

Veamos como el esquema de iteracion utilizado en la demostracion del Teorema 13 se
aplica a una ecuacion diferencial muy simple.

73



Sabemos que la solucién x (¢) que satisface x (0) = x esta dada por x (¢) = xpe’.
Veamos

uo (l) =X0

t
up () :xo+/ xods = xo +1txo = xo (1 +1)
0
2

t t 2 ;
up () :xo+/ ul(s)ds:xo+/ x0(1+s)ds=xo+txo+§x0:xo (1+t+§)
0 0

t
Uk41 (t) :xo—i—/o U (s)ds.

[

Como ¢’ = 1+t+§+§+...:k20 %.YasiukH(t) =x0 L -
Luego -

lim t) = lim —=xp¢ =u(t
0= i < )

que es por supuesto la solucién de nuestra ecuacién original. Hallemos a, tomando xo =
1, claramente xo € R y Wy = Bj (x9) = [0,2]. Por nuestra eleccion de W, tenemos una
constante Lipschitz K para f en Wy, asi Vx,y € [0,2], tal que

1f () = fO) = lx—yl,

con K = 1. Ademds, |f(x)| es acotado en W), supongamos que por la constante M = 2

If()] <2

Sea a > 0 que satisface 0 < a < min {1,1}.

1.5.3. Continuidad de Soluciones en Condiciones Iniciales

Al Teorema 13 de existencia y unicidad se le afiadird la propiedad de que la solucién
x(t) depende continuamente de la condicién inicial x (0). El siguiente teorema refleja esta
propiedad, pero antes enunciaremos el lema de la Desigualdad de Gronwall que serd de
mucha utilidad para la prueba del teorema mencionado.

Lema 6. (Desigualdad de Gronwall) Sea u : [0, o] — R continua y no negativa. Suponga
C > 0,K >0 son tales que

u(t) < C+/ Ku(s)ds Vtel0,0]. (1.5.10)
0
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Entonces
u(t) <cek' vrelo,al.

Demostracion. Primero consideremos C > 0. Denotemos el lado derecho de (1.5.10) por

U (1) :C+/OtKu(s)ds>O,

esto por C > 0, Vt € [0, a], luego por (1.5.10)

Entonces

Por la definicion de U (¢) tenemos
U'(t) =Ku(t).
Por consiguiente,

d(logU (t)) U'(r) Kul(t)

= = <K
dt u@) U@ — 7
esto por (1.5.12). Por lo tanto,
d(logU (1)) _
dt -

Integrando

t
logU (1) —logU (0) §/ Kds = Kt
0
logU (t) <logU (0) + Kzt.

Y como U (0) = C, tenemos

U () <elo2CHKT — ploeC Kt — 0Kt yr c [0, o] .

Asi, por (1.5.11)
u(t) <ceXe.

Ahora suponiendo, C = 0, tenemos
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U (1) :/tKu(s)ds, v e [0,a],
0
luego
u(r) S/O Ku(s)ds=1U(t).

Por definicién de U (¢) encontramos que U’ (1) = Ku (t). Asi,
/
d(logU(r)) U'(r) _ Ku(t) <K

dt U@) U() —
Integrando
logU (t) —logU (0) <Kt
logU (1) <logU (0) + Kt
U (l) SelogU(O)Jth _ CjeKt.
Tomamos c¢; > 0 el cual tiene limc; = 0. Esto prueba el lema. [
Jee

Teorema 14. Sea W C E un subconjunto abierto de un espacio vectorial normado y su-
ponga f : W — E tiene una constante de Lipschitz K. Sea y(t),z(t) soluciones

X (1) =f(x(1),

en el intervalo cerrado [ty,t1]. Entonces (Hirsch [4] pdg. 169).

Vi€ fto,n] |y (1) —z()] <y (t0) —z(t0) X0,

Demostracion. Definamos
v(t)=|y(t)—z(1)|. (1.5.13)

Por otro lado, como y () y z(t) soluciones entonces son de la forma

wwaww+[}@@»w

z(t) =z(to) +/ttf(z(s))ds.
Asi,

ﬂﬁﬂ@zﬂ@+[f@®ﬂkﬂm—[f@®ws
:mm%w@»+/ﬁf@@»—fQQMd&

fo
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Luego tenemos

50201 =) 20+ [ 66 -7 E6)lds

To

Sb’(fo)—Z(lo)H—/tt lf (v (s)) = f(z(s))|ds.

Como f tiene una constante de Lipschitz y por (1.5.13)

30201 by o)~z + [ Kly(s) —2(s)ds

To

v(t) Sv(to)—i—/tKv(s) ds.

Aplicando el Lema de Gronwall a la funcion u () = v (to+1), u(t —t9) =v(t)

V(1) <v(tg) K710,
Es decir,
(1) =z ()| <y (to) — 2 (10)] K10,

lo cual demuestra el teorema. O]

Notemos que este resultado, nos dice que si las soluciones y(¢) y z(¢) inician juntas,
entonces permanecen juntas para ¢ cerca de fy. Si bien estas soluciones pueden separarse
unas de otras, lo hacen no més rdpido que exponencialmente.

1.5.4. Extension de Soluciones

Lema 7. Sea una funcion f : W — E de clase C' dada. Suponga dos soluciones u(t) v (t)
de X' = f (x) definidas en el mismo intervalo abierto J conteniendo a ty y satisface u (ty) =
v(to) . Entonces u(t) =v(t) Vt € J. (Hirsch [4] pdg. 171).

Demostracion. Por el Teorema 13 sabemos que u(t) = v(¢) en algin intervalo abierto
alrededor de 9. La union de esos intervalos abiertos es el intervalo abierto mds grande
J* en J alrededor de 7y en el que u = v. Pero J* debe ser igual a J. De lo contrario,
supongamos J* tiene un punto final #; € J, supongamos #; es el punto final derecho o
el punto final izquierdo. Por continuidad u (¢;) = v (t1), por Teorema 13, u = v en algin
intervalo J’ alrededor de #,. Entonces u = v en algtin J* UJ’ que es mas grande que J*, esto
es una contradiccién al hecho de que J* es el intervalo mds grande, lo cual demuestra el
lema. 0
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Observacion 7. No existe garantia de que una solucién x (7) para una ecuacion diferencial
pueda ser definida V¢ € R. Por ejemplo, la ecuacién en R

X=1 —l—x2,
hallemos sus soluciones
d.x 2
.
ar

dx
= | dt
/1+x2 /

arctan (x) =t — ¢

x=tan(t—c),
donde ¢ es una constante. Asi, se tiene como soluciones las funciones
x=tan(t—c).
Dicha funcién no puede extenderse en un intervalo mayor que

n<l‘< —f—ﬂ:
c—— c+—.
2 2

Yaque lim x(f) = co.

t—ct?

Ahora, consideremos la ecuacién general ¥’ = f(x) , donde la funcién f de clase C!
es definida en un conjunto abierto W C E, para cada xop € W existe un intervalo mdximo
abierto (o, B) que contiene a 0, en el que existe una solucién x () con x (0) = xo (existe un
intervalo de este tipo por el Teorema de existencia y unicidad), asi sea (¢, ) la unién de
todos los intervalos abiertos que contienen 0 en los que existe una solucién con x (0) = xg
(posiblemente, @ = —oc 0 § = o0, 0 ambos). Por el Lema 7, en la unién de dos intervalos
cualesquiera coinciden en las intersecciones de los dos intervalos. Asi, existe una solucién
en todos los (e, f3).

A continuacién, veamos que sucede con las soluciones cuando se acercan a los limites
de su dominio. Indicamos el resultado solo para el limite derecho, el otro caso es similar.

Teorema 15. Sea W C E abierto, sea f : W — E una funcién de clase C'. Sea y(t)
una solucion en un intervalo abierto mdximo J = (o, ) C R con B < . Entonces dado
cualquier conjunto compacto A C W, existet € (o, 3) cony(t) ¢ A.

Demostracion. (Por contrareciproco) Supongamos y (t) € A Vi € (o, ). Como f es con-
tinua, existe M > 0 tal que |f (x)| < M six € A, pues A compacto.

Sea y € (a, B). Demostremos que y se extiende a una funcién continua [y, 3] — E. Por
el Lema del andlisis es suficiente demostrar que y : J/ — E es uniformemente continua.
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Veamos, para fy < t; en J tenemos

151 151
p) =y ()l =| [ 5 6)ds) < [ 7 Ids < -
o to
Asi, y es uniformemente continua. Por lo tanto, podemos definir
y(B) = lim y(z).
t—pB

Ahora probemos que la curva extendida y : [o, B] — E es diferenciable en f y es una
solucion de la ecuacion diferencial, luego tenemos

t

y(B)=y(y)+1im [ ' (s)ds

t—f y
t

(}’)Jrhm f( (s))ds

/ I

por la continuidad uniforme de f (y(s)).
Por lo tanto,

/f ))ds, Vt € [v,B].

Entonces y es diferenciable en B y de hecho y' () = f(y(B)). En conclusién, y es
una solucién en [, B].

Ya que existe una solucién en un intervalo [3,0), 0 > B, podemos extender y al inter-
valo (@, 6). Por lo tanto, (¢, B) no podria ser un dominio méaximo de una solucién. Esto
completa la demostracion del teorema. [

La siguiente proposicién se deduce inmediatamente del teorema.

Proposicion 6. Sea A un subconjunto compacto del conjunto abierto W C E .
Sea f : W — E funcion de clase C'. Sea yy € A y supongamos que se sabe que cada
curva de solucion de la forma

vy [0,B] = W, y(0) = yo,
se encuentra completamente en A. Entonces existe una solucion
y:10,00) =W, y(0)=yo, y(r) €A,V >0.

Demostracion. Sea [0, ) intervalo medio abierto maximo en el que hay una solucién que
se encuentra completamente en A. Entonces y ([0, 8)) C A y asi, B no puede ser finito por
el Teorema 15. Por lo tanto, existe una solucién

y:[0,00) =W, y(0)=yo, y(t)€A Vt>0.
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1.5.5. Soluciones Globales

En el teorema de la Subseccion 1.5.3 asumimos que ambas soluciones estaban defini-
das en el mismo intervalo, en el siguiente teorema no es necesario asumir esto.

El teorema muestra que las soluciones que comienzan en puntos cercanos se definiran
en el mismo intervalo cerrado y permanecerédn cerca una de la otra en este intervalo.

Lema8. Si f : W — E es localmente Lipschitzy A CW es un conjunto compacto (cerrado
y acotado) entonces f |s es Lipschitz. (Hirsch [4] pdg. 173)

Demostracion. (Por contradiccién) Supongamos f |4 no es Lipschitz. Entonces para todo
K > 0, no importa cuan grande, podemos encontrar x y y en A con

[f () =f W) > Klx—yl.

En particular, podemos encontrar x,,y, tal que

|f(xn)_f(yn)| Zn‘xn_yn‘y (1.5.14)
paran=1,2,.... Como A es compacto, podemos elegir subsucesiones convergentes de x,

Y Yn-
Existen x* y y* en A. Asumamos x,, — x*y y, — y*.

Observemos que x* = y*, pues es para todo n
=y = lim ey —yul <07t F () = f ()| <0 '2M

donde M es el valor maximo de f en A.
Existe una vecindad W, de x*, para el cual f |y, tiene una constante Lipschitz K en x.
Asi, existe un ng, tal que x,, € Wy si n > ng. Por lo tanto, para n > ng

| (xn) = f ()| <K |20 =yl
lo cual contradice (1.5.14) para n > K, esto prueba el lema. [

Teorema 16. Sean f (x) funcién C' y y(t) una solucién de X' = f (x) definida en el inter-
valo cerrado [ty,t1] con y(ty) = yo. Existe una vecindad U C E de yo y una constante K
tal que si zo € U entonces existe una nica solucion z(t) también definida en [ty,t1] con
z(to) = zo, y z satisface

ly (£) — 2 ()] <|yo — 20 KU vt € [19,11].

Demostracion. Por compacidad de [ty, ], existe € > 0 tal que x € W si

x—y ()| <e, (1.5.15)

para algin ¢ € [ty,#;]. El conjunto de todos estos puntos es un subconjunto compacto A
de W.
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Como f es C! es localmente Lipschitz esto por el Lema 4 de la subseccién 1.5.2 . Por
el lema mencionado se sigue que f |4 es Lipschitz y tiene una constante Lipschitz K.

Sea § > 0 tan pequefio que 8 < £ y 8¢K(1=0) < g, Afirmamos que si |z9 — yo| < 8
entonces hay una solucién tnica a través de 7o definida en todo [, 7] .

En primer lugar, zo € W ya que |z0 — y (f0)| = |z0 — yo| < €, asi existe una solucién z (¢)
a través de zo en un intervalo maximo [tg, 8).

Demostremos que 3 > t;

Supongamos f3 < t; , entonces por la Desigualdad de Gronwall, para todo ¢ € [to, B) se
tiene

2 (1) =y (1)] <|z0 — yo| K10
<§eK(t—1)
<e.

Por lo tanto, z () se encuentra en el conjunto compacto A ,esto por (1,5,15), por Teo-
rema 15 de la subseccién anterior [fo, 8) no puede ser un dominio de solucién maxima.

Por consiguiente, z(¢) esta definido en [fo,;]. Luego, por el Teorema 14 de la subsec-
cion 1.5.3 se tiene

(1) =2 (1) < |y (t0) — z(t0)| X7 1 € [t9,11].
Por el Lema 7 de la Subseccion 1.5.4 se tiene la unicidad. O]

Interpretemos el teorema de otra manera. Dado f como en el teorema y una solucién
y () definida en [tp,#], vemos que para todo zq suficientemente cerca a yp = y (1), existe
una dnica solucién en [fy,7;] que inicia en zq en el tiempo cero.

Denotemos esta solucién por u (z,z) ; por lo tanto u (0,z0) =z0 y u(t,y0) =y(1).

Entonces el teorema implica

Iim wu(t,20) = u(t,y0)
200

uniformemente en [fy,#;]. En otras palabras, la solucién a través de zo depende continua-
mente de zg.

1.6. El Flujo de una Ecuacion Diferencial

Definicion 21. Consideremos la ecuaciéon

¥ =f(x), (1.6.1)

definida por una funcién cl, f: W — E, W C E abierto. Para xo € W existe una unica
solucién ¢ (7) con ¢ (0) = xo definido en un intervalo maximo abierto J (xp) C R.
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Para indicar la dependencia de ¢ () en xg, escribimos

¢ (1) =9 (1,x0)-

Por lo tanto, ¢ (0,x9) = xo.
Sea Q C RxW el siguiente conjunto

Q={(t,x0) ERxW |reJ(x0)}.
La funcién
¢ :Q —W
(t,x0)—>¢ (£,x0) -

Llamamos a ¢ el flujo de la ecuacién (1.6.1).
Frecuentemente utilizaremos la siguiente notacién

¢ (t,x) =¢r (x) .
Ejemplo 8. Sea f (x) = Ax, A € L(E) . Entonces ¢ (x) = e"x.
Teorema 17. La funcion ¢ tiene la siguiente propiedad (Hirsch [4] pdg. 175.)
Pspr (x) = @5 (@1 (x)) (1.6.2)

Demostracion. Notemos que si un lado de (1.6.2) esta definido, también lo esta el otro y
asi son iguales.
(%) Primero supongamos s > 0y @5 (¢ (x)) esta definida.
AsiteJ(x)yseJ(¢(x)).Seal(x) = (a,p) el intervalo maximo, asi o < 1 < fB.
Por demostrar s +7 < f3.
Definamos la funcién

y: (o, s+1] =W,
por

o (r,x) sioo<r<t
y(r)= . :
O(r—t,¢ (x)) sit<r<s+t

Como dirq) (r,x) = f (¢ (r,x)) asi ¢ (r,x) es solucién

d ! i, dpadu
pRAUR S Z;%// o or
=~ (10 ()

au
=f (o (r—1,¢(x)))
=f(y(r),
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entonces y(r) es una solucién y y(0) = x en (o, s +¢]. Por lo tanto s+ € J(x) y por
unicidad de soluciones

Psps (x) =y (s+1) =0 (5,01 (x)) =95 (¢ (x)) -

(x%) Sis = 0 de hecho se da el teorema.

(xxx) Sis <0y ¢ (¢ (x)) esta definido. Asizr € J(x) y s € J (¢ (x)).
Sea J (x) = (¢, B) el intervalo méaximo, asi o <t < 3.

Por demostrar s +¢ > a. Definamos la funcién

y:ils+6,B) =W,

por

y(r):{q)(r,x) sit<r<p

O(r—t,¢(x)) sis+t<r<t

entonces y (r) es solucién y y(0) = xen [s+1,). Por lo tanto s +¢ € J (x) y por unicidad
de soluciones

Psrr (x) =y (s +12) =0 (5,61 (x)) =05 (91 (x)) -
Esto demuestra el teorema. 0
Teorema 18. Q es un conjunto abierto en RxW'y ¢ : Q — W es una funcion continua .

Demostracion. Primero demostremos que €2 es un conjunto abierto.

Como Q = {(t,x0) E RxW : 1€ J(xp)}. Sea (ty,x0) € Q un punto arbitrario. Supon-
gamos 7o > 0 entonces de acuerdo con la definicién del conjunto €2, la solucién ¢ (z,xo)
del problema de valor inicial

X =f(x)
x(0) =xo

estd definida en [0, 7). Por lo tanto, por teorema, la solucién ¢ (¢,xo) puede extenderse a
un intervalo 0,7y + €] para algin € > 0, es decir, x(¢) = ¢ (¢,x0) es definido en un inter-
valo cerrado [t) — €,1) + €] . Por el Teorema 16, existe una vecindad U C W de x tal que
¢ (t,x0) es definida en [t) — €,19 + €] X U, es decir, (fp — €,tp+€) x U C Q. Por lo tanto,
Qes abiertoen R x W.

Supongamos 7y < 0 entonces de acuerdo con la definicién del conjunto €, la solucién
¢ (t,x0) del problema de valor inicial

X =f(x)
x(0) =xo
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estd definida en [fp, 0]. Por lo tanto, por teorema, la solucién ¢ (¢,xo) puede extenderse a un
intervalo [fo — €,0] para algtin € > 0, es decir, ¢ (¢,x0) es definido en un intervalo cerrado
[to— €,10+ €] . Por el Teorema 16, existe una vecindad U C W de x tal que ¢ (¢,x9) es
definida en [t) — €,70 + €] x U, es decir, (tp — €,f0+ €) x U C Q. Por lo tanto, Q es abierto
en RxW.

Asi, hemos demostrado que €2 es abierto en R x W.

Ahora, probemos que ¢ es una funcién continua.

Probemos que ¢ es continua en (¢, xp).

Sea U una vecindad de xg, U C W y el intervalo cerrado [ty — €, + €| para algiin
€ >0.

Supongamos que la cerradura de U es compacta, U C W.

Como f es C! entonces f es localmente Lipschitz. Como f es localmente Lipschitz y
el conjunto A = ¢ ([tp — €,70+ €] x U) compacto entonces f |4 es Lipschitz, por lo cual
existe una constante K de Lipschitz esto por el Lema 8.

Como f es continua y A es compacta, entonces existe

M = mdx{|f (x)|: x € A}.
Sea 8 > 0 que satisface § < € y si |x; —xp| < & entonces x; € U.
Supongamos |t] —fy| < O, |x] —xp| < & entonces
|9 (11,x1) — ¢ (t0,%0)| =[¢ (11,%1) — ¢ (11,%0) + ¢ (11,%0) — ¢ (0, %0)]
<\ (t1,x1) — ¢ (t1,%0)| + |9 (t1,%0) — ¢ (t0,%0)| -

Como |¢ (11,x0) — ¢ (f0,x0)| — O, pues la solucién en xg es continua. Asi, por Teorema
16 tenemos que

0 (t1,x1) — @ (t0,%0)| <[¢ (t1,x1) — ¢ (t1,%0)]
< |x — xo| K (1—10)
<8K9 =0

Y

Por lo tanto, ¢ es continua. O

Ahora, supongamos (¢,x) € Q entonces x tiene una vecindad U C W cont x U C Q,
ya que demostramos que Q es abierto en R x W. La funcién x — ¢, (x) define

¢[ U —W.

Teorema 19. Sea Q un conjunto abierto en RxW'y ¢ : Q — W una funcion continua. Si
(t,x0) € Q entonces existe una vecindad U de x tal que {t} x U C Q entonces se sigue
que el conjunto’V = ¢ (U) es abierto en Wy que

¢ (¢ (x))=x VxeU

¢ (0 (v) =y VyevV
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Demostracion. Si (t,xp) € Q entonces existe una vecindad de U de xy, tal que

(t—e,t+€)xU CQ,

por lo tanto, {¢t} x U C Q. Para x € U, sea ¢, (x) =y Vt € J(x) entonces —t € J (),
pues h(s) = ¢ (s+1,y) es una solucién de X' = f(x) en [—7,0] que satisface h(—t) =
¢ (—t+t,y) =y, es decir, §_; esta definida en el conjunto V = ¢ (U). Luego por el
primer teorema mencionado en esta subseccion, se sigue que

O (¢ (x)) =0 (x) =x, VxeU

O (0 (v) =¢o(y) =y, VyeV.

Ahora demostremos que V es abierto.
SeaV C V*, V* subconjunto maximal de W en el cual ¢_; esta definida . V* es abierto
pues Q es abierto y

O V¥ > W
es continua pues ¢ es continua. Por lo tanto,
o U —=V.
Asi, la imagen inversa del conjunto abierto U bajo ¢_; es abierto , es decir,
o_:V—-U.

Por lo tanto, V es abierto. ]
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Capitulo 2
Estabilidad del Punto de Equilibrio

La teoria de este capitulo se encuentra principalmente en Doering [3], Hirsch [4], Perko
[6], Lima [7] y Goh [12]

En este capitulo introduciremos la idea importante de estabilidad de un punto de equi-
librio de un sistema dindmico.

Asi, un equilibrio X es estable si todas las soluciones cercanas permanecen cerca y este
es asintoticamente estable si todas las soluciones cercanas no solo permanecen cerca, sino
que también tienden a X. Por supuesto se requieren definiciones precisas, estas son dadas
en la seccién 2.2.

Ya que en el anterior capitulo fue considerado el caso especial de pozos (sinks) linea-
les, veremos el caso de pozos no lineales, pues los pozos son ttiles, ya que ellos pueden
ser detectados por los autovalores de la parte lineal del sistema (que es la derivada del
campo vectorial en X).

También se estudiard los famosos teoremas de Liapunov, ademads de los flujos de gra-
diente.

2.1. Pozos (Sinks) No Lineales

El Teorema de Hartman-Grobman es otro resultado muy importante en la teoria local
cualitativa de ecuaciones diferenciales ordinarias. El teorema muestra que cerca a un punto
de equilibrio hiperbdlico X, el sistema no lineal

¥ = f(x) (2.1.1)
tiene la misma estructura que un sistema lineal
X = Ax (2.1.2)

con A = Df (X). Asumiremos que el punto de equilibrio X se ha trasladado al origen.
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Definiciéon 22. Los sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales (2.1.1) y (2.1.2) se
dice que son topolégicamente equivalentes en una vecindad del origen o que tienen la
misma estructura cualitativa cerca del origen si hay un homeomorfismo H mapeando un
conjunto abierto U que contiene el origen en un conjunto abierto V que mapea las tra-
yectorias de (2.1.1) en U en trayectorias de (2.1.2) en V y conserva su orientacion por el
tiempo en el sentido de que si una trayectoria se dirige de x; a x; en U entonces su imagen
es dirigido de H (x1) a H (x2) en V. Si el homeomorfismo H conserva la parametrizacion
por tiempo entonces se dice que los sistemas (2.1.1) y (2.1.2) se dicen ser topologicamente
conjugados en una vecindad del origen. (Perko [6] pag. 119.)

Teorema 20. (Teorema de Hartman — Grobman) Sea W un subconjunto abierto de R"
que contiene el origen, sea f : W — R" una funcién C' y sea ¢, el flujo del sistema no
lineal (2.1.1). Suponga que f(0) =0 y que la matriz A = Df (0) no tiene autovalores
con parte real cero. Entonces existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que
contiene el origen sobre un conjunto abierto V que contiene el origen de tal manera que
para cada x € U existe un intervalo abierto Iy C R que contiene a cero tal que para todo
xcUytel.
Ho ¢, (x) = VH (%)

, es decir, H mapea trayectorias de (2.1.1) cerca del origen en trayectorias (2.1.2) y con-
serva la parametrizacion por tiempo.(Perko [6] pdg. 120.)

Demostracion. (Esquema de la prueba) Considere el sistema no lineal (2.1.1) con f € C L
donde f : W = R", f(0) =0y A=Df(0).
1. Suponga que la matriz A es escrita en la forma

P O
A=
0]
donde los autovalores de P tienen parte real negativa y los autovalores de Q tienen parte

real positiva.
2. Sea ¢ el flujo del sistema no lineal (2.1.1) y la solucion

x(1,x0) = ¢ (x0) = { »(t,50,%) }

Z(t,y(),Z())

donde x¢ = [ )Z) 0 } eR", yg € ES, el subespacio estable de A y z9 € EY el subespacio
0

inestable de A.
3. Define las funciones

(v0,20) = ¥ (1,¥0,20) — €Yo
(¥0,20) =2 ¢

NI~

(1,y0,20) —€%yo

entonces Y (0) = Z(0) = DY (0) = DZ(0) =0. Y yaque f € C', Y (yo,20) ¥ Z (y0,20) son
continuamente diferenciables.
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Por lo tanto, o
|DY (yo.20)|| < a

1DZ (y0,20)|| < a’

en el conjunto compacto |yg|% + ]z()]2 < s3. La constante a puede tomarse tan pequefio
como queramos eligiendo sq lo suficientemente pequefio.
Sean Y (yo,z0) ¥ Z (0,20) funciones suaves que son iguales a Y (y0,20) ¥ Z (¥0,20)

para |yo| 2+ |z0|* < (%0)2 y cero para |yo| 2+ |zo|* > s3. Entonces por el Teorema del valor

medio
Y (y0,20) < ay/[yol2 + |z0]* < a(lyo| + |z0])
Z(y0,20) < ay/[yol*+ 120> < a(|yo| + |z0])

para todo (yg,z0) € R". A continuacién, sea B = e’ y C = 2. Entonces asumiremos que
hemos realizado la normalizacién (Basada en la subseccién 1.1.1)

b=|Bl|<1 y c=|Cc!<L

4. Para x = [ )Z] } € R", define las transformaciones

L(y,z) = { g]

By+Y (y,2)
T(»n2) = { c§+2(§,§) 1

es decir, L (x) = e“x y localmente T (x) = ¢ (x).
Lema Existe un homeomorfismo H de un conjunto abierto U que contiene el origen
en un conjunto abierto V que contiene el origen tal que

HoT =LoH

Establecemos este lema mediante el método de aproximacidn sucesiva.

Para x € R",
D (y,2) }
H(x)= .
®) { ¥ (y,2)
Entonces HoT = Lo H es equivalente al par de ecuaciones

B®(y,z) =P (By+Y (v,2),Cz+Z(y,2)),

C¥(y,2) =¥ (By+Y (y,2),Cz+Z(y.2)).

En primer lugar, definimos las aproximaciones sucesivas para la segunda ecuacion por
"PO (y7 Z) =<

Wit (n2) =C "W (By+Y (1,2) ,C2+Z(,2)) -

(2.1.3)

(2.1.4)
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Luego, se sigue mediante un sencillo argumento de induccién, que para k =0,1,2,...
las W (v,z) son continuas y satisfacen W (y,z) = z para |y| + |z| > 2so.
A continuacidn, probaremos por induccion que para j = 1,2,...

¥ (v,2) = ¥j_1 (1,2)| < M (]y|+2))°

donde r = ¢[2madx (a,b,c)]5 con 0 € (0,1) suficientemente pequefo para que » < 1 (lo
ac(ZSo)l_a
—r—.

cual es posibleyaquec < 1)y M =
Primero que nada para j =1
W1 (1,2) — o (0,2)| =|C"¥o (By+Y (y,2) ,C2+ Z (3,2)) — 2
=|c7 (Cz+Z(y,2)) 7]
=|Cc™"'Z(y,2)| < || H||1Z (3.2)]
13}
<ca(lyl+zl) < Mr(|yl+2])°,
yaque, Z (y,z) = 0 para |y| + |z| > 2s0. Luego, asumiendo que la hipétesis de induccion es
vélido para j = 1,...,k tenemos
W1 (0,2) =Pk (0,2)| = |C "k (By+Y (3,2),Cz+ Z(3,2))
—C " (By+Y (1,2),C2+Z(3,2))]
<[lcH (M (By+Y (3,2),C2+Z (1,2))
— W1 (By+Y (1,2),C2+Z(y,2))])
<cMr*(IBy+Y (32)| +1Ce+Z (3 2)])°
<cMr*[blyl+2a(lyl +1e)) +cl])”
<eMr* [2mix (a,b,¢)]° ([y| + |z])°
1)
=M (y] +1z2])°.
Asi, W (y,z) es una sucesion de Cauchy de funciones continuas que convergen uni-
formemente cuando k — oo a una funcién continua Wy (y,z). También ¥ (y,z) = z para
|y| + |z| > 2s9. Tomando limites en (2.1.4) muestra que ¥ (y,z) es una solucién de la se-

gunda ecuacion en (2.1.3).
La primera ecuacién en (2.1.3) puede ser escrito como

Bilq)(yaz) = (Bily"i_Yl (y,Z) ,C71Z+Zl (y;Z)> ’ (215)

donde las funciones Y; y Z; son definidas por la inversa de T, (el cual existe si la constante
a es suficientemente pequeiia, es decir, si s es suficientemente pequefio) se sigue que

- B B~ ly+y (»2)
T~ (y,2) = [ C_lz—i—Z]l (»2) } .
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Entonces la ecuacion (2.1.5) puede ser resuelto para @ (y,z) mediante el método de
aproximaciones sucesivas exactamente como se hizo anteriormente con

Dy (v,z) yaque b=|B| <]I.

Por tanto, obtenemos la funcién continua

Hua:{$&3},

se sigue que H es un homeomorfismo de R" en R”.
5. Ahora sea Hy homeomorfismo definido anteriormente, sea L' y T’ las familias de
transformaciones de un parametro definidas por

L'(xg)=e"xg y T'(x0) = (x0).
Definir

1
H= / L HyT*ds.
0

Entonces usando el lema anterior se sigue que existe una vecindad del origen por el
cual

1
L'H = / L' *HoT* 'dsT'
0

1—¢
- / L SHyT*dsT!

t

0 1—¢
= { / LSHoT*ds + / LSHOTSds} T!
0

—t
1
= / LSHoT*dsT'
0
=HT',

ya que, por el anterior Hy = L~ 'HyT que implica

0 0
/ L *HyT*ds = / L H T ds

—t —t

1
= / L HyT*ds.
1

—t

Por lo tanto, H o T" = L'H 0 equivalentemente
Ho ¢ (xo) =¢"'H (x).

y se puede mostrar que H es un homeomorfismo en R” ( Hartman [8] pag. 250-251 ). Esto
completa el esbozo de la prueba del Teorema de Hartman- Grobman. 0
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Ejemplo 9. Considere el sistema

Y ==y
7 =z+y%

la solucién con y (0) =y y z(0) = zo esta dada por

t

y(t) =yoe~

y2
z(t) =z0€' + ?0 (¢ —e ).

Asi, en el contexto de la prueba anterior B=e¢~!,C=e,Y (yo,20) =0y

e —1

Z(yO,ZO):ky% con k:?

Por lo tanto, resolviendo
CY¥(y,z) =¥ (By+Y (v,2),Cz+Z(y,2)),
es equivalente a resolver
¥ (y,2) =¥ (e 'y,ez+ +hky?). (2.1.6)

Las aproximaciones sucesivas definidas por (2,1,4) estan dadas por

Yo (v,2) =2

Wi (y,2) =2+ ke 1y?

¥, (y,2) =z+ke ' (1 +e_3)y2

W3 (y,2) =z+ ke ! (1 +e73 +e‘6> ¥

_ -1
¥, (v,2) =2+ ke ! [1+e‘3+...+(e H" ]yz-

Asi, como m — o

2
W (0.2) ¥ (12) = 245

uniformemente para (y,z) € R". La funcién W (y, z) satisface la ecuacién (2,1,6). Similar-
mente, la funcion @ (y, z) se encuentra resolviendo

B7'®(y,2) =@ (B 'y + Y1 (0,2),C" "2+ 2 (1,2))
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donde, Y; (y,z) =0y Z; (v,z) = —eky?. Esto lleva a
@ (y,2) =,

para todo los (y,z) € R2.
Por lo tanto, el homeomorfismo H esta dado por

y
Hy (y,z) = { 24142 }
3
-1 ,z:[ y ]
0 (y ) z—%yz

ParaL(y,2) =¢* (v.2)" = (¢ 'y.e2) yT (n2) =1 (1n2) = (¢ "yyez+hy?)", se sigue
que HyoT = Lo Hy como en el lema mencionado anteriormente. E1 homeomorfismo H
entonces estd dado por

1
H= / L HyT*ds,
0

donde
L'(yz) = { e }
ez
y
—t
T (2) e'z+ y;e(e’y e ) ]
Por lo tanto,
y
Hia=| 2
y
L'H(yz)=| , e_ty,yz =HoT' (yz).
ez+ex

El retrato fase para el sistema no lineal (2.1.1) y el sistema lineal (2.1.2) de este ejemplo
se muestra en la siguiente figura.
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Wi

1
k , , —
ﬁ — |
wiio) H-!
I

Consideremos la ecuacion diferencial

¥ = f(x) (2.1.7)
donde f : W — R" y W C R” abierto. Supongamos f es C'.

(=

Definicién 23. Un punto x € W es llamado un punto de equilibrio de x’ = f (x) si f (x) =0.

Claramente la funcién constante x (#) = X es una solucion de (2.1.7).

Por unicidad de soluciones ninguna otra curva de solucién puede pasar a través de Xx. Si
W es el espacio de estado de algtin sistema fisico (biolégico, econémico o similar) descrito
por X' = f (x) entonces X es un estado de equilibrio.

Definicion 24. Sea Q C RxW un conjunto abierto y para cada x € W se tiene la funcién
0:Q —W
(t7x>'_>¢ (tvx) = ¢l (X),

flujo asociado con (2,1,7), donde ¢ (x) es la solucién que pasa a través de x cuando ¢ = 0;
definido para 7 en algtin intervalo abierto. Si X es un equilibrio, entonces ¢; (X) =X V¢ € R.
Por esta razén x es llamado punto estacionario o punto fijo del flujo. Otro nombre para ¥
es cero o punto singular del campo vectorial f.

Definicion 25. Supongamos que f es linealW = R" y f(x) = Ax donde A es un operador
lineal en R entonces el origen 0 € R” es un equilibrio de (2.1.7).
En el anterior capitulo vimos que cuando b < 0 es mayor que las partes reales de los

autovalores de A, las soluciones ¢ (x) se aproximan exponencialmente a 0

|; (x)| < ce”, para algiin ¢ > 0.
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Supongamos ahora f es C! campo vectorial (no necesariamente lineal) con un punto de
equilibrio 0 € R". Pensemos de la derivada Df (0) = A como un campo vectorial lineal
que se aproxima a f cerca de 0, el cual llamaremos parte lineal de f en 0. Si todos los
autovalores de Df (0) tienen partes reales negativas, llamamos a 0 un pozo (sink). En
general, un equilibrio X de (2.1.7) es un pozo si todos los autovalores de Df (X) tienen

parte real negativa.

El siguiente teorema nos dice que un pozo no lineal X se comporta localmente como
un pozo lineal, es decir, las soluciones cercanas se acercan a X exponencialmente.

Teorema 21. Sea x € W un pozo de la ecuacion (2.1.7) . Suponga cada autovalor de
Df (x) tiene parte real menor que —c, ¢ > 0. Entonces existe una vecindad U C W de %
tal que (Hirsch [4] pdg. 181):

(a) ¢ (x) es definida y esta en U, para todo x € U; t > 0.

(b) Existe una norma euclidiana en R" tal que

0 (x) —X| <e “|x—X|, Vx€ U; t > 0.
(¢) Para cualquier norma en R", existe una constante B > 0 tal que
@y (x) —X| < Be “|x—x%|, Vx€ U; t > 0.

En particular ¢; (x) — X cuando t — o ¥x € U.

Demostracion. Primero hacemos un cambio de coordenadas x = y+X asi y = x — X para
mover el punto fijo X al origen

y=x=f(y+3) =A4y+g(y)

donde g (y) contiene todos los términos que son cuadréticos y superiores. Por lo tanto,
g(0) =0y Dg(0)=0.

Sea y; (y) el flujo en las y — coordenadas y ¢; (x) en las x — coordenadas. Como ; (yo)
es la solucion de y = Ay + g (y) con ¥ (yp) = yo. Consideremos a g (¥ (yo)) como una
funcién conocida de ¢, que también es una solucién de la ecuacién no homogénea

Y =Ay+g (¥ (),
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cony =y ent = 0. Por lo tanto, podemos aplicar la férmula de variacién de paraimetros
a la solucién para obtener

v (vo) = eyo + /O A9g (ys (v0)) ds. 2.18)

Ahora queremos utilizar las estimaciones para el flujo lineal para obtener estimaciones
para el flujo no lineal. Introduciremos un pequeio error debido a los términos no lineales,
asi tomamos € > 0y b = ¢+ € tal que todos los autovalores A para A satisfacen

Re(A) < —c.

Ahora sea |-| alguna norma para la ecuacion lineal, la cual fue demostrada en el Teorema
8 del capitulo anterior, es decir, la norma satisface

’eA’yo’ <e Pyo| parat>0. (2.1.9)

El término no lineal g comienza con términos cuadraticos, asi existe 0 > 0 tal que para
ly] < & tenemos

g < eyl (2.1.10)

Sea U’ la vecindad de y = 0 dada por U’ = {y :|y| < 8}. Aplicando el estimado a
(2,1,8), si |y (yo)| < & para 0 < & <t entonces

v o)l <[]+ [ (v ) ds

t
0

t

por (2,1,9) <e [yo| + / 009 |g (s (v0)) | ds

e
0
t

por (2,1.10) <e ¥ ol + [ e ePe |y ()] ds
0
t
i ()] <e " (\yo| + [ e i o) ds)
t
¢ |vi (v0)] < Iyol + /0 £ [, (v0)| ds.

Aplicando la Desigualdad de Gronwall a la funcién e” |y, (yo)| , obtenemos

e’ 1y, (vo)| < [yol e
et—bt __

v, (yo)| < |yo| €57 = |yo| e/ 7bF€

)= lyole .
Asi, siyp € U’ con |yg| < 8 entonces la solucién permaneceré en U’, para todo ¢ > 0

v (v0)| < lyo| 278" < 8.
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Por lo tanto, la solucion esta definida para todo t > 0y |y; (yo)| va hacia 0 exponen-
cialmente.
En las x — coordenadas, sea U = {x : |[x—X| < 8}. Paraxp € U, sea yp =x9— Xy

¢ (x0) = ¥ (vo) +x.
Por lo tanto, la solucion ¢ (xg) esta definido paratodos >0y

|01 (x0) —X| <e™|xo — %],

es decir, la solucién se aproxima al punto fijo X exponencialmente.

Ahora para cualquier norma |-|', el resultado de la parte (c) se sigue igual que el caso
lineal por la equivalencia de normas enunciada en el Teorema de la norma del Apéndice
3. O]

El retrato fase en un pozo no lineal x se parece al de la parte lineal del campo vectorial;
en una norma adecuada, las trayectorias apuntan dentro de todas las esferas suficientemen-
te pequeiias alrededor de x.

Pozo no lineal

Cabe mencionar que las esferas no son necesariamente esferas redondas, son esferas
en una norma especial. En coordenadas estdndar pueden ser elipsoides.

Ejemplo 10. Un ejemplo simple fisico de un pozo no lineal es dada por un péndulo en
movimiento en un plano vertical.
Veamos
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Asumimos que una fuerza gravitacional constante hacia abajo, es decir, el peso, es
igual a la masa de la bolilla.

Dejamos de lado la masa y peso de la barra que sostiene la bolilla. Ademads, suponemos
que hay una fuerza de friccion que resiste el movimiento (o viscosidad), proporcional a la
velocidad de la bolilla (v (¢)).

Definamos las siguientes variables:

| =longitud de la barra=radio del circulo=constante .

0 (1) =éngulo en sentido antihorario desde la vertical a la barra en el tiempo ¢.

o (t) =velocidad angular.

v () =velocidad tangencial o velocidad de la bolilla, v(t) =1- @ ().

m =peso de la bolilla.

m, =la fuerza sobre la bolilla que produce movimiento.

Fy =fuerza de friccion.

o = aceleracion angular.

Asi, se tiene que

de de de do d*6
= y=Il—": Fr=—kI— k>0;: - =,
® dt’ v dar - 7 e’ — * dt dt?

Luego, la fuerza total tangente al circulo en el tiempo 7 es

F :Ff+mx
do

:—klE—l— (—msin0)

F=— <k1ﬁ+msin9) .
dt
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Por otro lado, tenemos la aceleracion tangente al circulo a que es igual al producto de
la aceleracion angular « y el radio del circulo /

d>e
a:ﬁgﬁzﬁyﬁ (2.1.11)

Asi, por la Ley de Newton a = ,% y por (2,1,14) se tiene

~k1%® —msin@

l‘ 9// —
m
ki
1-8"=——6"—sinb
m
k 1
0" =——0'— —sinb.
m [
Como @ = ‘é—? = 0’ entonces ® = 6’. Asi, obtenemos el sistema de primer orden
equivalente
o' = 0]
. 2.1.12
o= —}sinf—Lo. ( )
Esta ecuacién auténoma no lineal en R? tiene equilibrios en los puntos
(6,0) =(nm,0)
n=0,+1,+2,....

Por (2.1.15)

0’ 1. k
< o ) =f(0,w) = (a),—75m9 — Ew) ,
el cual es el campo vectorial. La derivada de f en (0, ®)
9h 9h 0 1
Df(6,0)=| 97 39 =[ k}
00 Jdo m
Nos concentramos en el equilibrio (0,0), asf
0 1
Df(0,0) = [ 1 } :
I
Hallemos sus autovalores

det(Df (0,0) — AI) =det {



Luego

1

p 2 2
Asi, tenemos los autovalores A = % {—% + [(%) — ‘7‘] 2} , donde la parte real es —%,

que es negativa siempre y cuando k y m sean positivos. Luego, el equilibrio (6, ®) = (0,0)
entonces 8 = @ = 0 es un pozo. El retrato fase es el siguiente

Asi, para todos los dngulos y velocidades iniciales suficientemente pequeiios, el péndu-
lo tiende hacia la posicién del equilibrio (0,0) , es decir, desde cualquier posicién inicial y
velocidad, el péndulo tendera hacia el estado de equilibrio vertical o hacia abajo, a excep-
cién de algunos estados iniciales que tienden hacia la posicion verticalmente equilibrada.
Sin embargo, verificar matemdticamente esta conclusion fisica requiere de mds trabajo,
volveremos a esta cuestion en la seccidn 2.3. Antes de abandonar el péndulo, sefialamos
una paradoja: el péndulo no puede descansar, esto es, una vez que estd en movimiento-
no en equilibrio- no puede alcanzar un estado de equilibrio, sino solo acercarse de manera
arbitraria.

Esto se sigue de la unicidad de las soluciones de las ecuaciones diferenciales; por su-
puesto, uno sabe que los péndulos realmente se detienen. Uno puede argumentar que el
péndulo no estd realmente en reposo, pero su movimiento es demasiado pequefio para ob-
servar. Una mejor explicacion es que el modelo matematico (2.1.12) sobre el movimiento
del péndulo es solo una aproximacion a la realidad.



2.2. Estabilidad

El estudio del equilibrio juega un papel central en las ecuaciones diferenciales ordina-
rias y sus aplicaciones. Un punto de equilibrio debe satisfacer ciertos criterios de estabili-
dad para ser fisicamente muy significativo (usamos la palabra fisico en un sentido amplio;
por lo tanto, en algunos contextos lo fisico podria ser reemplazado por biolégico, quimico,
o incluso ecoldgico).

Un equilibrio es estable si las soluciones cercanas permanecen para todo el tiempo
futuro. Dado que en las aplicaciones de sistemas dindmicos no se puede determinar exac-
tamente un estado, sino solo aproximadamente, un equilibrio debe ser estable para ser
fisicamente significativo.

La definicién matemadtica es:

Definicion 26. (Estabilidad) Suponga X € W es un equilibrio de la ecuacién diferencial

xl:f(x)7

donde f : W — E una funcién C! de un conjunto abierto W del espacio vectorial E hacia
E. Entonces X es un equilibrio estable, si para cada vecindad U de X en W existe una
vecindad U; de X en U, tal que cada solucién x () con x(0) en U; es definida y estd en U
para todo ¢t > 0. (Hirsch [4] pag. 186)

Estabilidad

Definicion 27. (Asintéticamente estable) Suponga X € W es un equilibrio de la ecuacién
diferencial

X =[x

donde f : W — E una funcién C' de un conjunto abierto W del espacio vectorial E hacia
E. Si para cada vecindad U de x en W existe una vecindad U; de X en U tal que, cada
solucién x (7) con x (0) en U es definida y esta en U paratodos >0y el

tlggx (1) =X
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entonces X es asintoticamente estable. (Hirsch [4] pag. 186)

Estabilidad Asintética

Definicion 28. (Inestabilidad) Un equilibrio que no es estable es llamado inestable. Esto
significa que existe una vecindad U de X tal que para cada vecindad U; de X en U, existe

al menos una solucién x (¢) que comienza en x (0) € Uy, el cual no esta completamente en
U. (Hirsch [4] pag. 186)

Inestabilidad

Ejemplo 11. Un ejemplo de un equilibrio que es estable pero no asintéticamente esta-
ble es el origen en R? para una ecuacién lineal X’ = Ax donde A tiene autovalores puros
imaginarios. Las orbitas son todas elipses.

Estable, pero no asintéticamente estable
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La importancia de este ejemplo en la aplicacion es limitada pues la mds minima pertur-
bacion no lineal destruird su cardcter. Incluso una pequeia perturbacion lineal la convierte
en un pozo o una fuente.

Observacion. (x) Un pozo (sink) es estable asintGticamente y por lo tanto estable.
(#x) Una fuente es un ejemplo de un equilibrio inestable.

Enunciamos el siguiente lema, el cual serd de mucha utilidad para la demostracion de
un teorema posterior:
Lema 9. Existe § > 0 tal que si U es la bola cerrada Bg(0) C W entonces (Hirsch [4]
pdg. 188)

para todo z = (x,y) € CNU donde C = {(x,y) € E1 ®E; : |x| > |y|}.

(a) <X,f1 (x7y)> - <y7f2 (x7y>> >0six 7é 0.

(b) Existe o> 0 con (f (z), z) > a|z|*.

Demostracion. Segun el Teorema 12 (Seccion 1.3.) E = E| @ E, invariante bajo Df (0)
tal que los autovalores de A = Df (0) |, todos tienen parte real positivay B = Df (0) |,
tienen parte real negativa o parte real cero. Sea a > 0, tal que, cada autovalor de A tiene
parte real mayor que a entonces Ej tiene una base tal que en el correspondiente producto
interno y norma (norma Euclidiana)

(Ax,x) > alx|*, Vx € Ej. (2.2.1)

Similarmente, para algin b > 0, Ej tiene una base tal que en el correspondiente producto
interno y norma (norma Euclidiana)

(By,y) > —b|y|*, Vy € E,. (2.2.2)

Elegimos b tal que 0 < b < a
Tomamos el producto interno en E = E| & E; para ser la suma directa de sus productos

internos en E] y E»; también usamos las normas asociadas a estos productos internos en
E,E\yE>.

Siz=(x,y) € E| ®E, entonces |z| = 1/ |x|* + |y]* = <|X\2+ ]y|2>7.
Por la definicién de derivada y recordando que f (0) = 0 tenemos
f @) =f(xy)
=Df(0)z+Q(2)
= (Ax,By) + (R (x,y),S (x,))
(fl (X,y) J2 (X,y)) :f(x7y> = (AX+R(X,y) 7By+S(x7y))7
con (x,y) =zy Q(z) = (R(x,y),S(x,y)) y
0(2)]

lim —— =0
|z|—0 ’Z’
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Por lo tanto, dado algin € > 0 existe 6 > 0 tal que si U = B (0)
Q(2)| < €lz| parazeU. (2.2.3)

Demostremos la parte (b).
Siz=(x,y)eCNU

(f(2),2) =((Ax+R (x,y) ,By+S(x,y)), (x,y))

=((Ax,By) + (R(x,y),S (x,y)), (x,))

(f(2),2) = (Ax,x) + (By,y) +(0Q(2) ,2) - (2.2.4)
Entonces por (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3) en (2.2.4)

2 2 2
(£(2).2) Zalxf = blyP — ez
EnC
x| > [y]
2 2
2>
20x? 2|l + |yl
1 1
2 2 2 2
>— > = .
> 25 (I +DP) = 5 12

Por lo tanto,

b b
@2 kR - JkP el = (§-5-e)lf. @29

Elegimos € >0y o >0,talquea:‘§’—§—8>0.
Por lo tanto, (f(z),z) > a|z|*. Asi, se demostr6 (b).
Ahora, demostremos (a).

<X, fl (x7y)> - <y7 f2 (x,y)) = <)C, Ax+R(x7y)> - <y7 By—l—S(x,y))
= (Ax,x) + (x,R(x,y)) = (By,y) — (»,S (x,y)) -

Pero

|6 R (x,9)) = 00 S (v, 9)| <2(z,2(2))-
Luego

<x7 fl (X,y)> - <y7 f2 (X,y)> = <Ax7x> + <X7R(x7y)> - <By7y> - <y7S(xay)>
>alx” —b|y[* —2[(z,0(2))|,
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esto por (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3) , ademads, por (2.2.5) tenemos

Elegimos €,6 > 0 tal que 5 — % —2& > 0. Asi,

(x, f1(6,3) = O, f2(x,9)) > (2 — = —28) z]> > 0.

Por lo tanto, hemos demostrado (a). N
Ast, se tiene el siguiente teorema de inestabilidad.

Teorema 22. Sea W C E abierto 'y f : W — E continuamente diferenciable. Suponga
f(X) =0y X es un punto de equilibrio estable de la ecuacion

¥ =f(x).
Entonces ningiin autovalor de D f (X) tiene una parte real positiva. (Hirsch [4] pdg. 187)

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que X = 0, x € W donde X es un
punto de equilibrio de f. Supongamos que un autovalor de Df (x) tiene una parte real
positiva. Mostraremos que f no tiene a 0 como punto de equilibrio estable.

Segtin el Teorema 12 ( Seccién 1.3.), E = E| @ E; invariante bajo Df (0) tal que los
autovalores de A = Df (0) |g, todos tienen parte real positivay B = Df (0) |, tiene parte
real negativa o parte real cero. Sea a > 0 tal que cada autovalor de A tiene parte real mayor
que a entonces E; tiene una base tal que en el correspondiente producto interno y norma
(norma Euclidiana)

(Ax,x) > alx]*, Vx € E.

Similarmente, para algun b > 0, E; tiene una base tal que en el correspondiente producto
interno y norma (norma Euclidiana)

(By,y) > —bly]*, Wy € Ex.

Elegimos b tal que 0 < b < a.

Tomamos el producto interno en E = E| & E; para ser la suma directa de sus productos
internos en E; y E> ; también usamos las normas asociadas a estos productos internos en
E,E Yy E,.

1
Siz = (x,y) € E; @ E; entonces |z| =/ |x|* +|y|* = (\X\ZJF b’|2) T
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Por la definicion de derivada y recordando que f (0) = 0 tenemos

f(2)=f(x,y)
=Df (0)z+0Q(2)
= (Ax,By) + (R (x,y),S (x,))
(f1 (x,3), 2 (x,y) =f (x,9) = (Ax+ R (x,y) , By + S (x,y)),

con (x,y)=zy Q(z) =(R(x,y),S(x,y)) y
0G|

|z|ao 2|

Asi, dado algin € > 0 existe § > 0 tal que, si U = B (0)
1Q(z)| <¢€lz| para z€U.

Definamos el cono C = {(x,y) € E\ B E> : |x| > |y|}.

E>

t\%\\

RN

El Cono es la parte sombreado

Segtn el inciso (a) del Lema 9 mencionado.
Sea g : E1 x E; — R definido por g (x,y) = % (\x\z - \y\2> entonces g es C!,
g7 1[0,00) =C y g1 (0) es el limite de C. Ademds, si (x,y) = z € U entonces

Dg (Z)f(Z) =Dg (X,y) (fl <x7y) J2 (X,y))
:()C, _y) (fl (x,y) 7f2 (x,y))
:<x7f1 (xay)> - <_y7f2 (X,y)>,
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el cual va ser positivo si z € g~! (0) por (a).
Esto implica que en una solucién z(¢) en U que pasa a través del limite C, g esta
incrementando ya que por la regla de la cadena

d
5 (8(2(1)) =Dg (2(1)) f (z(r)).

Por lo tanto, ninguna solucién que comienza en C puede abandonar C antes de que
abandone U.

Geométricamente el inciso (b) del Lema 9 implica que cada vector f(z) en z € C
apunta hacia afuera desde la esfera alrededor de O pasando por z.

Asi, (b) implica

2 2
—— >a
L4 1p >l
2
dlog|z| )
et —

Integrando
log|z (¢)]* —log |z (0)[* =20

2
t
log J2( )’2 >0t
|2(0)]

2(5)* =e* z(0).
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Por lo tanto,
|2(1)| > €™ |z(0)].

Asi, cada solucién no trivial z(¢) que comienza en CNU se aleja de 0 a un paso
exponencial siempre que este definido y esteen CNU.

Si z(t) no esta definido para todo 7 > 0 entonces por el Teorema 15 de la subseccién
1.5.4 del anterior capitulo, z(¢) debe dejar el conjunto compacto C U, como hemos visto
anteriormente, por lo tanto, debe dejar U. Por otro lado, si z () se define para todo ¢ ,
también debe dejar o salir de U, ya que U es la bola de radio 6 y ¢* |z(0)| > & para ¢
grande.

Por lo tanto, hay soluciones que comienzan arbitrariamente cerca de 0 y salen de U.
Asi, el campo vectorial f no tiene a 0 como punto de equilibrio estable. 0

Definicion 29. Un punto de equilibrio X de la ecuacién diferencial X' = f (x) es hiperbdlico
si la derivada Df (X) no tiene autovalores con parte real cero.

Corolario 1. Un punto de equilibrio hiperbolico es inestable o asintoticamente estable .

Demostracion. Como un equilibrio X es hiperbdlico, si Df (X) no tiene autovalores con
parte real cero, esto por la Definicién 29, por lo que sus autovalores tienen parte real
positiva o negativa o tiene ambos. Si algiin autovalor de Df (X) es positivo, entonces X es
un punto de equilibrio inestable, esto por el Teorema 22. Si todos los autovalores tienen
parte real negativa, entonces el punto de equilibrio seria un pozo, por lo cual el punto de
equilibrio X es asintéticamente estable, esto por definicién de pozo. En el caso de que tenga
ambos, el retrato fase es una silla, por lo cual, el equilibrio es inestable. O]

Observacion. e En el anterior capitulo presentamos flujos lineales hiperbdlicos. El andlo-
go no lineal es un punto de equilibrio hiperbélico X de un sistema dindmico x’' = f (x); esto
significa que los autovalores de Df () tienen partes reales distintas de cero. Si estas partes
reales son todas negativas, X es por supuesto un pozo; si todos son positivos, x se llama
fuente. Si se presentan ambos signos, X es un punto silla. Del teorema anterior vemos que
un punto silla es inestable.

e Si X es un equilibrio asintético de un sistema dindmico, por definicién existe una
vecindad N de X tal que cualquier curva de solucién que pasa por N tiende hacia .

Definicién 30. La union de todas las curvas solucion que tienden hacia X (cuando t — o)
se llama cuenca (basia de atraccion) de X, denotado por B (X).

Es claro que cualquier curva solucién que cumple con N estd en B(X) y reciproca-
mente, cualquier curva de solucién en B (X) debe cumplir con N. Se sigue que B (X) es un
conjunto abierto, pues por la continuidad del flujo, si la trayectoria de x se encuentra con
N, la trayectoria de cualquier punto cercano también se encuentra con N.

Observacion. Observe que B(X) y B(y) son disjuntos si X y y son equilibrios asint6ti-
camente estables diferentes. Pues si una trayectoria tiende hacia X, esta no puede tender
también hacia y.
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Si un sistema dindmico representa un sistema fisico, uno puede identificar practica-
mente los estados en B(X) con X. Para cada estado en B(X) después de un periodo de
tiempo, se mantendra tan cerca de X como para ser indistinguible de él.

2.3. Funciones de Liapunov

En la anterior seccion definimos lo que es estabilidad y estabilidad asintotica de un
equilibrio X de un sistema dindmico

X =f() (2.3.1)

donde f : W — R" es una funcién C' en un conjunto abierto W C R”.

Si X es un pozo, la estabilidad puede ser detectada examinando los autovalores de la
parte lineal Df (X), en el caso de que no sea un pozo o una fuente, es decir, no hiperbdlico,
la deteccion de la estabilidad a través de los autovalores no es posible.

El matemdtico e ingeniero ruso Aleksandr Mijdilovich Liapunov quien en su tesis
doctoral de 1892 “Probleme générale de la stabilité du mouvement” encontrd un criterio
muy util para la estabilidad, la cual es una generalizacion de la idea de que para un pozo
se tiene una norma en R” tal que |x(¢) —X| disminuye para las soluciones x(¢) cerca de
X. Liapunov mostrd que ciertas otras funciones podrian usarse en lugar de la norma para
garantizar la estabilidad.

Definicion 31. SeaV : U — R una funcién diferenciable definida en una vecindad U C W
de X. Denotemos por V : U — R la funcién definida por

V(x) =DV (x) f(x),
entonces si ¢ (x) es la solucién a (2.3.1) pasando a través de x cuando t =0

_dvV (9 ()

dt t=0

v (x(1)
v x() = S = (9w (0,00, SE D) — (9 (0000 01 ),
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Si V (x(¢)) es negativo entonces V disminuye a lo largo de la solucién de (2.3.1) a
través de x(1).
Ahora podemos establecer el teorema de estabilidad de Liapunov.

Teorema 23. Sea x € W un equilibrio para (2.3.1). (Hirsch [4] pdg. 193)

SeaV : U — R una funcion continua definida en una vecindad U C W de X, diferen-
ciable en U —X, tal que:

a)V(x)=0yV(x)>0six#Xx

D) V <0 en U —X entonces X es estable.

Ademds, si también:

c) V <0 en U —X entonces X es asintdticamente estable.

Demostracion. Sea X un punto de equilibrio de f y sea V una funcion continua definida
en una vecindad U C W de X, diferenciable en U —Xx.

Sea 6 > 0 tan pequefio que la bola cerrada Bg (X) (alrededor de X de radio J) se en-
cuentra completamente en U.

Como V es continua y la esfera Sg (x) = {x e R": |x—X| =0} C W es compacta,
tenemos que

o= min V (x).
x—x|=6

Luego por a) (V (x) > 0 si x # X) entonces & > 0. Ya que V (x) es continua y V (x) = 0.

Sea

Uy ={xeBsX): V() <a},

entonces ninguna solucién que comience en U; puede cumplir Sg (X), ya que V no incre-
menta a lo largo de las curvas de solucién esto por b) (V <0enU — )_c) .

Por lo tanto, todas las soluciones que comiencen en U; nunca salen de Bg (X), esto
prueba que X es estable. Ahora, asumamos c¢) (V <0enU —)_c), de modo que V esta de-
creciendo estrictamente en Orbitas en U — X.

Sea x () una solucién que comienza en U; —X.

Supongamos que x (#,) — zo, donde zo € Bs (X), para alguna sucesién {z,} donde
tn — oo, esta sucesion existe por la compacidad de Bg (X).

Afirmamos que zg = X, observemos que

V(x(t)) >V (z0), Vt >0, (2.3.2)

yaque V (x(z)) decrece y V (x(t,)) — V (z0) , por continuidad de V.
Si zo # X. Sea z(t) la solucién que comienza en 7, para cualquier s > 0, tenemos

Vi(z(s)) <V(z0)-

Por lo tanto, por continuidad para cualquier solucién y (s) que comience lo suficiente-
mente cerca de zg tenemos

V(y(s)) <V (20)-
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Pero entonces para y (0) = x (¢,) para n suficientemente grande tenemos

V(x(th+s)) <V (z0)-

que contradice (2.3.2). Por lo tanto, zo = X , lo cual demuestra que X es el tinico punto
limite posible del conjunto {x(¢) : #+ > 0} . Luego , X es asintGticamente estable.
Asi, se demostr6 el teorema de Liapunov. [

Definicion 32. Una funcién V que satisface a) y b) es llamada una funcién de Liapunov
para X. Si ¢) también se cumple llamamos a V' una funcién estricta de Liapunov. El tnico
equilibrio es el origen x =y = 0.

El teorema de Liapunov se puede aplicar sin resolver la ecuacién diferencial. Por otro
lado, no existe un método corto y rdpido para encontrar las funciones de Liapunov; es una
cuestion de ingenio, prueba y error en cada caso.

En el caso de sistemas mecdnicos o eléctricos, la energia es a menudo una funcién de
Liapunov.

Ejemplo 12. Considere el sistema dindmico en R? descrito por el sistema de ecuaciones
diferenciales

2y(z—1)
x(z—1) (2.3.3)

~ >.<\
I

~

I A
I

Veamos.
El eje z ({(x,y,z) : x=y=0}) consiste enteramente en puntos de equilibrio.
Luego f (x,y,2) = (2yz — 2y, —xz+x,—2 ) campo vectorial.

afi dfi If
é;—x‘ aa—y‘ aa—z‘ 0 2z-2 2y

Df(x,y,z) = a_];z a_];;z aizz = —z+1 0 —X
afs dfs Afs 0 0 -3z
dx  dy dz

Investiguemos la estabilidad del origen. La parte lineal del sistema en (0,0,0) es la
matriz

0
Df(0,0,0)=1{ 1
0
Hallemos sus autovalores
det(Df (0,0,0) —Al) =A (=A% -2).

Asi, los autovalores son A; = 0, A, = v/2i y A3 = —+/2i. Observemos que se tiene un
autovalor 0 y dos autovalores imaginarios. Asi, concluimos que el origen no es un pozo.
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Busquemos una funcién Liapunov para (0,0,0) de la forma V (x,y,z) = ax? +by* 4 cz*
cona,b,c > 0.
Claramente V (0,0,0) =0y V (x,y,z) > 0 para cada (x,y,z) # (0,0,0). Recordemos

V (x,y,z) = <VV (¢t (X)) af((Pt (X))> :
Asi,

V(x,3,2) =(VV (x,5,2), f (x,3,2))
= ((2ax,2by,2cz), (2y(z—1),—x(z— 1), —Z3)>
=2ax2y (z— 1) +2by (—x(z— 1)) +2cz (-2")
=4daxyz — 4axy — 2bxyz + 2bxy — 2ezt
V (x,,2) = (2b — 4a) xy + (4a — 2b) xyz — 2c7*.
Como deseamos que V < 0, esto se puede lograr estableciendo

2b—4a=0=— b =2a,

a=1,b=2a=2,c=1.
Asi,enV (x,y,z) = (2b —4a) xy + (4a — 2b) xyz — 2cz* tenemos
V(x,y,2) =—2z* <0.
Por lo tanto, concluimos que
V(x,v,2) =2 +2y* + 7

es una funcion de Liapunov. Luego por el teorema de Liapunov podemos concluir que el
origen es un punto de equilibrio estable. Ademas, el origen es asintoticamente estable ya
que nuestra funcién V es Liapunov estricta, es decir, satisface c).

Ejemplo 13. Considere una masa (constante) m que se mueve bajo la influencia de un
campo de fuerza conservativo —grad® (x) definida por una funcién potencial

P: Wy—R

en un conjunto abierto Wy C R3.
El sistema dinamico correspondiente en el espacio de estado W = Wy x R? € R3 x R3,
es para (x,v) € Wy x R3
dx
E =V
dv

i —grad® (x)
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Sea (X,v) € Wy x R? un punto de equilibrio. Entonces v =0 y grad® (%) = 0.
Para investigar la estabilidad en (X, 0), intentamos usar la energia total

1
E (x,v) =ym >+ m (2),

para construir una funcion Liapunov. Como una funcién de Liapunov se desvanece en
(x,0), restamos E (x,v) la energia del estado (x,0) que es @ (X) y definimos

Vo Wy xR —R
por

14 ()C,V) =E ()C,V) —E ()_C,O)
1
=5m V> +m® (x) —m® (x).
Por conservacién de energfa V = 0. Como tm [v|* > 0, asumimos que @ (x) > @ (%)
para x cerca de X, x # X, esto para que V sea una funcién de Liapunov.
Asi, hemos demostrado el conocido Teorema de Lagrange. Un equilibrio (X,0) de un
campo de fuerza conservativo es estable, si la energia potencial tiene un minimo absoluto

local en Xx.
a v'(e)

Figura 2.3.1: Superficie Nivelada de una funcién de Liapunov

La Figura 2.3.1 hace que el teorema sea intuitivamente obvio. La condicién V < 0 sig-
nifica que, cuando una trayectoria cruza una superficie nivelada V' (c), se mueve dentro
del conjunto donde V' < ¢ y nunca puede volver a salir. Desafortunadamente no se puede
justificar el diagrama.

Por supuesto, en muchos casos la Figura 2.3.1 es correcta. Por ejemplo si V es una for-
ma cuadrética definida positiva como x% 4 2y?. Pero, que pasa si las superficies niveladas
se parecen a la Figura 2.3.2. Es dificil imaginar una V que cumpla con todos los requisitos
de una funcién de Liapunov.
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V')

Figura 2.3.2: Superficie Nivelada de una funcion de Liapunov

Las funciones de Liapunov no solo detectan equilibrios estables, si no que pueden utili-
zarse para estimar la extension de la cuenca de un equilibrio asint6ticamente estable como
muestra el siguiente teorema. Para enunciarlo, enunciamos las siguientes dos definiciones.

Definiciéon 33. Un conjunto P es positivamente invariante para un sistema dindmico, si
para todo x en P, ¢ (x) esta definido y esta en P, para todo ¢ > 0. (¢ denota el flujo del
sistema).

Definicion 34. Una 6rbita completa del sistema dindmico (2,3,1) es un conjunto de la
forma:

{&(x): 1 €R}
donde ¢ (x) es definido para todo 7 € R.

Teorema 24. Sean x € W un equilibrio del sistema dindamico (2.3.1) yV :U — R una
funcion de Liapunov para X, U una vecindad de x. Sea P C U , P es una vecindad de
X que es cerrado en W. Suponga que P es positivamente invariante y que no existe una
orbita completa en P —X en la que V sea constante entonces X es asintoticamente estable
y P C B(%).

Demostracion. Por el Teorema 25 de Liapunov, tenemos que X es un punto de equilibrio
estable de f.
Para establecer que X es estable asintGticamente y P C B (X) basta mostrar que

;11_>r£1<,x (1) =x.

(Por contradiccion) Sea x () una trayectoria, 0 < 7 < oo, en el conjunto positivamente
invariante P. Suponga x () no tiende a X cuando t — oo.
Entonces debe haber un punto a # X en P y una sucesion t,, — oo tal que

r}ggox (tn) = a.
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Si o =V (a), entonces « es el limite inferior mds grande de {V (x(¢)) : t > 0}, esto se
debe a la continuidad de V' y al hecho que V disminuye a lo largo de las trayectorias.
Sea L el conjunto de todos los puntos a en W

L={aeW : existet, — cconx(t,) — a}

donde x () es la trayectoria mencionada anteriormente.

Como cada punto de L es un limite de puntos en P, y P esta cerrado en W, se deduce
que L C P. Ademas, si a € L, toda la 6rbita de a esta en L; esto es ¢ (a) esta definida y en
L, paratodor € R.

Para ¢ (a) definido para todo ¢ > 0 ya que P es positivamente invariante. Por otro lado,
cada punto ¢, (x(¢,)) esta definido para todo ¢ en el intervalo [—t,,0], ya que

limx(t,) =a
y suponemos que 7] < fp < --- , esto se sigue por la anterior seccién ya que ¢ (a) esta
definido paratodo t € [—1,,0],n=1,2,3,....
Dado que —1, — —oo, ¢ (a) se define para todo r < 0.
Para ver que ¢ (a) € L, para cualquier s € R, note que si x(¢,) — a, entonces

x(ty+s) = @ (a).

Llegamos a una contradiccion, para V (a) = a para todo a € L, por lo tanto, V es
constante en toda una 6rbita en P. Esto es una contradiccion, por lo tanto

[11_>r£10x (1) =7,

para todas las trayectorias en P.
Esto prueba que X es estable asint6ticamente, y también que P C B (X). [

Apliquemos este teorema con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 14. Recordemos el anterior ejemplo simple fisico de un pozo no lineal el cual
esta dada por un péndulo en movimiento en un plano vertical

Aplicamos al equilibrio Xx = (0,0) del péndulo discutido en la seccion 2.1. Para una
funcién de Liapunov probamos la energia total £, que esperamos que disminuya a lo largo
de las trayectorias debido a la friccion.

Ahora,

E =E,+E,

donde E;, = energia potencial y E. = energia cinética.
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Asi, se tiene que

1 1 1
E. zimv2 = Em (19’)2 = Emlza)z,

pues v =1 % = [0'. Para la energia potencial, tenemos la masa por la altura que esta por
encima del punto més bajo del circulo

E,=m(l—lcos0).

Por lo tanto,

1
E=m(l—1cos8) +§m12w2
1
:Emlzwz—f—ml—mlcos 6.

Por el sistema de primer orden obtenido en el ejemplo del péndulo de la seccion 2.1,
se tiene

0’ = 0}
o = —%sin@ — %w. (2.3.4)

Asi, tenemos f (0, ) = (@,—}sin0 — £ ®) entonces

E’(O,a)) :<VE<97(D) ) f(97w>>

1 k
— <(ml sin@,ml’w), (a), —sinf — —w) >

m
—mlwsin® —mlwsin 6 — >0k
= — kI*w?.

Por lo tanto, E' <0y E (0,0) =0 de modo que E es de hecho una funcién de Liapunov.

Para estimar la cuenca o bacio de atraccion del punto de equilibriox = (0, @) = (0,0),
fijemos un ndmero “c”, tal que

0<c<2ml. (2.3.5)

Y define P. = {(6,w): E(0,w) <cy |0]| < n}. Claramente (0,0) € P, probaremos
que P. C B(0,0) es positivamente invariante.

Por supuesto, (0 (1), w(t)), 0 <t < a donde o > 0 es una trayectoria con

(6(0),(0)) € .

Para ver que (0 (o), (a)) € P, observemos que E (6 (o) ,0 (a)) < ¢, yaque E' <0.
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Si |6 ()| > 7, debe existir #p € [0, ] suficientemente pequefio, tal que 0 (tp) = £7
entonces

E(0(ty),w (1)) =E (£m, (1))

i sz (t0) +1 — cos (in))

E(6(19), 0 (to)) = ml (%lwz (to) +2> > 2mi. (2.3.6)

Esto contradice el hecho de que E (0 (@) ,w (a)) < ¢ < 2ml. Esta contradicciéon mues-
tra que 6 (o) < 7y asi P, es positivamente invariante. Asi, P cumple la 2da condici6n del
Teorema 24.

Supongamos que E es constante en una trayectoria., entonces a lo largo de esta trayec-
toria E' = 0y asi, @ = 0.

Por lo tanto, de (2.3.4) tenemos 8’ = 0 = . Asi, 0 es constante en la 6rbita y también
sen® = 0. Ya que |0| < 7 se deduce que 6 = 0.

Por lo tanto, la tnica 6rbita completa en P, en la que E es constante, es la orbita de
equilibrio (0,0).

Finalmente, P, es un conjunto cerrado.

Si (6p, mp) es un punto limite de P, entonces |6y| < 'y E (6, @) < ¢ por continuidad
de E.

Pero |6y| = 7 implica E (6, @) > c esto por (2.3.5) y (2.3.6).

Por lo tanto, |6y| < 7wy asi (6, @) € P..

Del Teorema 24 concluimos que cada P. C B(0,0), de ahi el conjunto

P=U{P.: 0<c<2ml}

estd contenido en B (0,0).
Note que

P={(0,0): E(0,0)<2mly |0 <nr}.

Para 2ml es la energia total del estado (7,0) donde la bolilla del péndulo se equilibra
por encima del pivote. Por lo tanto, si el péndulo no apunta hacia arriba y la energia total
es menor que la energia total del estado ascendente equilibrado entonces el péndulo se
acercard gradualmente al estado (0,0).

Habra otros estados en la cuenca de (0,0) que no estdn en el conjunto P.

Veamos

Considere un estado (7, it ), donde 1 es muy pequefio pero no cero.

Entonces (7, 1) ¢ P, pero el péndulo se mueve inmediatamente a un estado en Py por
lo tanto, se acerca a (0,0). Asi, (z,u) € B(0,0).
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2.4. Sistemas Gradiente

Un sistema gradiente en un conjunto abierto W C R”, es un sistema dindmico de la

forma
¥ = —gradV (x), (2.4.1)

donde V : U — R es una funcién C? (Una funcién es de clase C? si existen sus derivadas
parciales de orden 2 y son continuas, es decir, una funcién C?> se denomina dos veces
continuamente diferenciable) y

aV ’A%
gde( ) (aXI ,x)

es el campo vectorial gradiente de V.
gradV :U — R".

El signo negativo en (2.4.1) es tradicional, notemos que —grad (V (x)) = grad (—V (x)).
Los sistemas de gradiente tienen propiedades especiales que hacen que sus flujos sean

bastante simples.
Propiedad 1. Sea DV : R" — R, evaluado en y € R”

DV (x)y = (gradV (x),y). (2.4.2)

Demostracion. Observemos que
Yo
j=1

<( "78 )a()’l;---,)’n)>-

> = (y1,...,yn). Por lo tanto,

Q.)Q_;QJ
<

Como gradV = (

Q_»
|<

DV (x)y = (gradV (x),y).

]

Definicion 35. Sea V : U — R" la derivada de V a lo largo de las trayectorias de (2.4.1) ,
que es

dv (x(1))

V)= dt

li=0 -

Teorema 25. Sea V (x) < 0 para todo x € U y V (x) =0 si y solo si x es un equilibrio de
x'= —gradV (x). (Hirsch [4] pdg. 200)
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Demostracion. Por la regla de la cadena
V (x) =DV (x)x

y como X' = —gradV (x) y DV (x)y = (grad V (x),y).
Luego

= (gradV (x),x')
=(gradV (x),—gradV (x))

—|gradV (x)|*.
Como |grad V (x)| > 0 entonces |grad V (x)|* > 0. Asi,
V (x) =—|gradV (x)]* <0.

Ademds, x es un punto de equilibrio < f (x) = —gradV (x) =0 < V (x) = 0.
Asi, se ha demostrado el teorema. ]

Corolario 2. Sea X un minimo aislado de V. Entonces X es un equilibrio estable asintoti-
camente del sistema gradiente X' = —gradV (x).

Demostracion. Sea T : W — R una funcién C?definida por T (x) =V (x) — V (%), lue-
go como X es un minimo aislado entonces gradV (x) = 0 y por tanto X es un punto de
equilibrio de (2.4.1), ademds T cumple

AT (x=V(x-V(Xx) =0.

b) Sea x € U — {X}, como X es minimo aislado tenemos V (x) >V (X) entonces T (x) =
V(x)—V (%) >0.

¢) Sea x € U — {X}entonces

T (x) =DT (x) (—grad V (x))
=D (V (x) — V( ) (—gradV(x))
=(DV (x) =DV (x)) (—grad V (x))
=DV (x) (—grad V (x))
=V (x).

Luego como V (x) = — |grad V (x)|? tenemos que T (x) = — |grad V (x)|*, como x # X
y X el dnico minimo, entonces gradV (x) # 0, por tanto T (x) < 0 para todo x € U — {X}.
Asi,dea),b)yc),existeT : W — Rtalque T (x) =0; T (x) >0 paratodox € U —{x} y
T (x) < 0 paratodo x € U — {x}.

Por lo tanto, por el Teorema de Liapunov , X es un punto de equilibrio estable asint6ti-
camente. [
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Definicion 36. (x) Todo punto u donde —gradV (u) # 0 es punto regular del sistema
(2.4.1).

(++) Una curva de nivel de V es una curva donde V (x) = ¢ (¢ constante), es decir, una
curva de nivel es la proyeccion sobre el plano xy de todos los puntos de la gréfica de la
funcién V que se encuentra a una misma altura.

Para entender geométricamente un flujo de gradiente, podemos observar las superficies
niveladas de la funcién V : U — R, estos son los subconjuntos V! (¢) = {x € U : V(x) = ¢},
ceR.

Si u € V=1 (c) es un punto regular donde gradV (x) # 0 entonces V! (c) se ve como
una “superficie” de dimensién n — 1 cerca de x.

Teorema 26. En puntos regulares, el campo vectorial —gradV (x) es perpendicular a las
superficies niveladas de V.

Demostracion. Seag: (—¢€,&) — V~! un camino diferenciable dado , t € (—€, &) tenemos
que g(t) € V! entonces V (g (t)) = c = (Vog)' (t) =0 =DV (g(¢)) g’ (t) = 0. Luego
(gradV (g(t)),g' (t)) = 0 entonces (—grad V(g(t)),&' (t)) = 0. O
Ejemplo 15. Sea V : R? — R la funcién V (x,y) = 22 (x — 1) +?

,/
Figura 2.4.1: Grafico de V = x? (x — 1)* + y2(Hirsch [4])

Entonces, por z = (x,y)

f(z)=—gradV (z) = (—3—2,—%—3) =(—2x(x—1)(2x—1),-2y)
dx
Z:—Zx(x—l)(Zx—l)
dy
— ==
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El estudio de estas ecuaciones diferenciales inician con el equilibrio. Asi, hallemos los
puntos de equilibrio.

—2x(x—1)(2x—1) =0
—2y =0.

Asi,x; =0, x=1,x3= % yy=0.
Asi, obtenemos tres equilibrios: z; = (0,0), zo = (1,0) y z3 = (%,O).

('/2,0)

Figura 2.4.2: Curvas de nivel de V (x,y)(Hirsch [4])

Para examinar sus propiedades de estabilidad, calculamos la derivada Df (z)
afi dfh D)
| oy | —2(6x —6x+1) 0
Df(x,y)—[a_}; i]—[ 0
dx dy
Evaluando en los tres equilibrios dados

Df(O,O):{_Oz _02}, Df(l,O):[_Oz _02} y Df(%,O):H _02}.

Del resultado principal de los pozos no lineales, concluimos que z; = (0,0) y 25 =
(1,0) son pozos mientras que z3 = (%,O) es una silla.
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Figura 2.4.3: Curvas de nivel de V(x,y) y lineas gradientes (x',y') = —grad V(x,y)
(Hirsch [4])

Por el Teorema 22 de la seccién 2.2 , z3 no es un equilibrio estable.

El gréfico de V se ve en la Figura 2.4.1. Las curvas en el grafico representan intersec-
ciones con planos horizontales.Las superficies de nivel (curvas ene este caso) se parecen
a las de la Figura 2.4.2. Curvas de nivel de V(x,y) = x? (x — 1)2 +y? y el retrato fase
(x',y) = —gradV (x,y) superpuesta en la Figura 2.4.2, se parece a la Figura 2.4.3.

2.5. Gradiente y Producto Interno

En esta seccidn se tratara el gradiente de una funcién de valor real V en un espacio
vectorial E dotado con un producto interno (, ).

Definicién 37. Definimos el dual de un espacio vectorial (real) E como el espacio vecto-
rial

E* =L(E,R)
de una funcion lineal £ — R.

Teorema 27. E* es isomorfo a E y por lo tanto tiene la misma dimension. (Hirsch [4]
pdg. 204)

Demostracion. Sea {ey,...,e,} unabase para E'y (, ) el producto interno inducido.
Definamos
u :E— FE*
X Uy

donde u, (y) = (x,y).
Demostremos que u es lineal para todo x,z € E'y ¢ € R.

Uertz (V) = (ex+2,y) = (cx,y) + (2,y) = c(x,y) +(2,y) = cux (y) +uz (y).
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Por lo tanto, u es lineal. Ahora, probemos que u es inyectiva

uy #0 si x#0 ya que uy(x)= (x,x) #0.
Asi, el Kernel de u es 0, en consecuencia, u es inyectiva.
Demostremos que u es sobreyectiva.
Seav € E* yv(e;) =I;. Definimos x = Y [;e;, luego
ux (ex) = (ex,x) = (ex, Y _liei) = Iy
Asi u;, = v. Entonces dimE = dim E™, esto prueba el teorema. O]

Observacion 8. Ya que E y E* tienen la misma dimension, supongamos 7, luego E* tiene
una base de n elementos.

Definicion 38. Si B={ey,...,e,} esunabase para E, determinan una base B* = {¢],...,e;}
para E*, definiendo

ei:E—R
ej (le’ei) = ll‘.
Parai,j=1,...,n. Porlo tanto, ¢} es caracterizado por ¢} (e;) = &;j .Asi, B* es llamado

la base dual de B.

Definicion 39. Supongamos que E es dotado con un producto interno arbitrario (, ). Defi-
nimos una funcién asociada ® : £ — E* por

@ (x) (y) = (x, ).

Claramente P es un isomorfismo por Teorema 27, ya que su Kernel es 0.
SeaV : W — R una funcién continuamente diferenciable definida en un conjunto abier-
toW CE.

La derivada de V es una funcién continua
DV :W —L(E,R) =E*.

Una funcion W — E* se llama 1 — forma en W. Una ecuacion diferencial ordinaria es
lo mismo que un campo vectorial en W, es decir, W — E. Usamos ol E* S E para
convertir la 1 — forma DV : W — E* en un campo vectorial gradV : W — E.

Definicién 40. Sea gradV (x) = @~ (DV (x)), x € W. De la definicién de & obtenemos
la formulacién equivalente

DV (x)y = (gradV (x),y), Vy €E. (2.5.1)

Si E = R" con el producto interno usual, entonces esta definicion de grad V (x) es la

misma que
2% av
(3_361()6)""’8_&,()6)) :
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Demostremos algunos resultados de la seccién anterior sobre la ecuacion diferencial

X' =—gradV (x). (2.5.2)

Usando nuestra nueva definicién de grad V.

Teorema 28. Sea V : W — R una funcion C* (que es DV : V — E* es C' 0 V tiene una
segunda derivada parcial continua) en un conjunto abierto W en un espacio vectorial E
con un producto interno. (Hirsch [4] pdg. 205)

a) X es un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial (2.5.2) si 'y solo si DV (x) = 0.

b) Si x(t) es una solucion de (2.5.2) entonces
dV (x(t
—Eh< ) _\graav (x().

¢) Si x(t) no es constante entonces 'V (x(t)) es una funcion decreciente de t.

Demostracion. Demostremos a).
Tenemos la ecuacidn diferencial

¥ = —gradV (x).

YaqueV es C2, el 1ado derecho de (2.5.2) es una funcién C! de x, por lo tanto, la teoria
basica de unicidad y existencia del anterior capitulo se aplica a (2.5.2).
Por las definiciones, con X un punto de equilibrio,

—gradV (x) =0

siy solo si DV (X) =0, yaque @ : E — E* es un isomorfismo lineal, esto prueba a).
Demostremos b).

Usando la regla de la cadena
W) _py (x(0)) (1) = DV (x(0) (~grad V (x(2)).

por (2.5.2). Luego por (2.5.1) esto es igual

dv (x(1))

o = (gradV (x(t)),—gradV (x(t))) =—|gradV (x (t))|2

Ahora probemos c).
Si x (¢) no es constante, entonces por a), grad V (x(t)) # 0 . Asi, b) implica

dv (x(t
V) radv (x(1) < 0.
dt
Asi, V (x(¢)) es una funcién decreciente en 7. Esto prueba c). O
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Definicién 41. Definimos la adjunta de un operador
T :E—E,

(donde E tiene algiin producto interno fijo) para ser el operador

T" . E—E,
definido por la igualdad
(Tx,y) =(x,T*y); Vx,yenE.
Primero mantengamos y fijo y notemos que la funcién
x—=(Tx,y)
es una funcién lineal E — R, por lo tanto, define un elemento A (y) € E*. Asi, definimos
T'y=®"'A(y),
donde ® : E — E* es el isomorfismo definido anteriormente.

Si B es una base ortonormal para E, es decir,

E = {el,...,en},<ei,ej> = 6;;

entonces la B — matriz de T* resulta ser la transpuesta de la B — matriz para T .
Un operador T € L(E) es la autoadjunta de T* = T que es

(Tx,y) =(x,Ty), Vx,yenE.
En una base ortonormal, esto significa la matriz [ai j] de T es simétrica, que es
Cll'j :aji.

Teorema 29. Sea E un espacio vectorial real con un producto interno 'y sea T un operador
auto-adjunta en E. Entonces los autovalores de T son reales.

Demostracion. Sea E¢ la complejizacion de E.
Extendemos (,) a una funcién E¢ x E¢c — C.
Six—+iy, u+iv € Ec , se define

(xtiy,utiv) = (eu) +i((u) = (xv) + ().
Verifiquemos que para todo a,b € Ec, A € C

(a,a) >0sia#0, (2.5.3)
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Ala,b) = (Aa,b) = <a,Ib>. (2.5.4)

Demostremos (2.5.3). Sea a = x+ iy

(a,a) = (x+iy,x+iy) = (x,x) +i((y,x) + (x, ) — (»y) > 0.

Si(x,x) >0six£0y (y,y) >0si y£0.Asi, a=x+iy#0.
Demostremos (2.5.4). Seaa =x+iy,b=u-+iv € E¢,

Aa,b) =A (x+iy,u+iv) = A ((x,u) +i({y,u) — (x,v)) + (y,v))
= (Ax+idy,utiv) = (A (x+iy),utiv) = (Aa,b) = <a,Ib>

donde - denota la conjugada comple;ja.
Sea T : Ec — E¢ la complejizacion de T'; por lo tanto,

Te (x+iy) =Tx+iTy.
Sea (T*). la complejizacién de T*

(Tea,b) =(Tx+iTy,u+iv) = (Tx,u) + i ((Ty,u) — (Tx,v)) + (Ty,v)
= (6T u) +i (30, T u) — (6, T7)) + (3, T™)
=(x+iy, T 'u+iT"v)
=(x+1iy,(T")c (u+1iv))
(

(Tea,b) = (a,(T") b)) (2.5.5)

Supongamos A € C un autovalor para T y a € Ec un autovector para A, entonces
Tea = Aa.
Por (2.5.5)

(Tca,a) =(a,(T")ca) = (a,Tca),
esto pues 7" = T (T es un operador auto-adjunto en E). Por consiguiente,
(Aa,a) = (a,Aa).
Pero por (2.5.4)
Ala,a) =(Aa,a).
Por otro lado,

Ala,a) =(a,\a).
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Asi, por (2.5.3)

Asi A es real. o
Corolario 3. Una matriz simétrica real n X n tiene autovalores reales.
Demostracion. Es una consecuencia del anterior Teorema 29. [
Ahora consideremos de nuevo un campo vectorial de gradiente
F(x)=—gradV (x).

Por simplicidad, suponemos que el espacio vectorial es R" dotado con el producto
interno usual.

Sea X un equilibrio del sistema x’ = —grad V (x).
El operador DF (X) tiene la matriz
*V  _
B {8xi8xj ()C):| ’

en la base estandar.
Ya que la matriz es simétrica concluimos:

Teorema 30. En un equilibrio de un sistema de gradiente los autovalores son reales.

Este teorema también es cierto para gradientes definidos por productos internos arbi-
trarios.

Por ejemplo, un sistema de gradiente no puede tener espirales o centros en equilibrio.
De hecho tampoco puede tener nodos impropios pues por el siguiente teorema.

Teorema 31. Sea E un espacio vectorial real con un producto interno. Entonces cualquier
operador autoadjunto en E puede ser diagonalizado.

Demostracion. Sea T : E — E autoadjunto.
Ya que los autovalores de T son reales esto por Teorema 32, existe un vector distinto
de cero e; € E, tal que

Teq 22,161, M ER.

Sea E| ={x € E : (x,e;) =0} el complemento ortogonal de e;.
Sea x € E| entonces Tx € E| para

(Tx,e1) = (x,Tey) = (x,Ae;) = A1 (x,e1) =0.
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De ahi T deja E invariante.
Dotando a E; el mismo producto interno que E entonces el operador

Ti :T/E1 EL(El)

es autoadjunta.
De la misma forma encontramos un vector e, # 0, e € Ej, tal que

Te, :Azez, A €R.

Notemos que ej,e; son L.I., ya que (e1,e;) = 0.

Asi, continuando de esa manera encontramos un conjunto independiente méaximo al
cual denotamos por B = {ey,...,e} de autovectores de T, estos deben generar E, de lo
contrario podriamos extender el conjunto al observar la restriccién de T al subespacio
ortogonal {ey,...,e,}. En esta base B, T es diagonal. O
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Capitulo 3
Modelo SIR Epidemiologico

Este capitulo tiene como objetivo principal el estudio y anélisis matemadtico cualitativo
del modelo SIR epidemioldgico, el cual se basa en la teoria expuesta en los anteriores
capitulos.

En tal sentido, se inicia con la seccion 3.1, donde se realiza una breve resefia histérica
sobre las epidemias y la aplicacion de la matemdtica a la epidemiologia. Asimismo, se
introducen algunas definiciones sobre los tipos de enfermedades, donde se observa bajo
qué condiciones se puede considerar que la enfermedad que se estd estudiando es una
epidemia o una endemia. Luego, se asume una serie de hipotesis bajo las cuales se esta-
blecen los modelos S.I., S.I.S. y S.ILR, en consecuencia se definen los compartimentos de
la poblacion afectada, pues los modelos que se formulan son modelos compartimentales.
En la seccién 3.2, se hace un breve estudio del modelo S.I.(Susceptibles-Infectados). En
la seccion 3.3, se estudia y analiza el modelo S.1.S. (Susceptible-Infectados-Susceptible)
donde se define la tasa de reproduccion basica %, mediante el cual se hace un andlisis
de este modelo, donde se obtiene algunos resultados que se demuestran en el transcur-
so.En la seccion 3.4, se realiza el andlisis y estudio matemdtico cualitativo del modelo
S.I.R.(Susceptibles-Infectados-Removidos) epidemioldgico (la cual es una extension del
los modelos S.I'y S.I..S), mediante variables adimensionales y un simplex bidimensional.
Para el anélisis cualitativo se halla los puntos de equilibrio del sistema y se estudia la
estabilidad de las mismas.

En la siguiente seccidn, se observa un enfoque distinto al de la seccion anterior, donde
se halla la relacion de tamaiio y el nimero mdximo de individuos infecciosos en cualquier
instante de tiempo. Finalmente, en la dltima seccidn, se analiza y estudia un modelo SIR
con vacunacion, donde también se hallan sus puntos de equilibrio y se estudia la estabili-
dad de los mismos.
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3.1. Introduccion y Consideraciones Preliminares

A lo largo de la historia de la humanidad, el hombre ha sufrido y atravesado por diver-
sas enfermedades, las cuales se extendieron rapidamente, produciendo epidemias y pan-
demias, dejando a su paso un gran nimero de muertos. La epidemia del Sida, la reciente
epidemia del COV-2(Covid-19), pandemias recurrentes y estallidos de enfermedades co-
mo el virus del Ebola, son eventos de preocupacién y de interés para muchas personas. En
términos histdricos, las enfermedades infecciosas han constituido una amenaza muy grave
para la humanidad.

El historiador William H. Mcneill argumenta en su libro Plagues and People (1976)
que la propagacion de enfermedades transmisibles influyeron en la historia, es asi que la
caida de varios imperios se ha atribuido directa o indirectamente a enfermedades epidémi-
cas; por ejemplo, la derrota de millones de aztecas por Cortez, puede explicarse, en parte,
por la epidemia de viruela que devasto a los aztecas, pero que tuvo poco efecto en los
espaifioles, debido a que los aztecas no tenian inmunidad natural ante esta enfermedad a
diferencia de los espaioles, lo cual propicio la pronta caida del imperio; otro ejemplo, fue
la peste negra o también conocida como la muerte negra, propagada a través de Asia hasta
Europa en el siglo XIV, causando la muerte de hasta un tercio de la poblaciéon de Europa.

En la antigiiedad y en la época medieval las epidemias eran conocidas como “plagas”
debido a la creencia general de que las epidemias representaban una retribucién divina por
una vida pecaminosa, lo cual obstaculizd y retraso los intentos de controlar estas epide-
mias.

La aplicacién de la matematica a la epidemiologia puede remontarse hasta 1760, cuan-
do Daniel Bernoulli un matematico sueco-holandés, quien tenia conocimientos médicos
y matematicos, publicé un tratado sobre la epidemia de la viruela, la cual azoté a Euro-
pa durante los afios 1665-1666. Bernoulli propuso varios modelos matematicos mediante
ecuaciones diferenciales para modelar algunas enfermedades infecciosas. Los resultados
obtenidos por Bernoulli son vélidos aun y al principio de utilizar una técnica matemaética
de investigacion para evaluar medidas alternativas de salud. En 1892, Ronald Ross, un
médico escocés y un competente matematico aficionado, quien estaba convencido de la
necesidad de usar la matemadtica para apoyar las investigaciones epidemioldgicas, expli-
co el ciclo completo de la malaria humana, con la inclusién del mosquito como vector y
el parasito Plasmodium. Después, Ross formul6é un modelo matematico en su libro “The
prevention of Malaria” en 1911, con el propdsito de erradicar dicha enfermedad, ya que
no era necesario extinguir a los mosquitos, sino disminuir su poblacién. Esta idea fue re-
chazada en aquellos tiempos, puesto que se creia que la cantidad de enfermos no estaba
relacionada con la densidad de la poblacion de mosquitos. Ross desarrollé un método que
consistia en suponer hipétesis de las posibles causas de un brote epidémico. Posterior-
mente, formulaba un sistema de ecuaciones diferenciales para describir el brote; después
analizaba los resultados que obtenia con sus ecuaciones y las implicaciones epidémicas.
Finalmente, comparaba sus predicciones con los datos previamente capturados.
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En 1906, Hamer propuso la Ley de accion de masas, que expresa que el nimero de
personas susceptibles que pasan a convertirse en infecciosas es proporcional al nimero
de individuos susceptibles de contraerla, multiplicado por el nimero de infecciosos. El
siguiente gran avance fue el trabajo matematico de Kermack y McKendrick del Labora-
tory of The Royal College of Physicians en Edimburgo, realizado durante el periodo de
1927 a 1939. Ellos formularon un modelo simple en la matematica epidemioldgica, cono-
cido como modelo SIR, el cual es un modelo compartimental determinista que es descrito
mediante sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y
que se basa en la razén de flujo entre los miembros de las clases susceptibles, infectados
y recuperados. En este modelo se asume que luego de recuperarse de la enfermedad, el
individuo ya no se volverd a contagiar de esta. Asi, las enfermedades que se comportan de
esta manera, son las causadas por un virus como el sarampion o la varicela, que cumplen
con el esquema del SIR. En su trabajo también se consideraron las enfermedades endé-
micas y diversos hallazgos interesantes, el resultado excepcional fue el célebre Teorema
Umbral, segtn el cual la introduccién de individuos infecciosos dentro de una poblacién
de susceptibles podia originar una epidemia solo si la densidad de susceptibles rebasa un
cierto valor critico o umbral. Si el umbral se excede, entonces sobreviene el brote, de lo
contrario, desaparece.

Daniel Bernoulli Sir Ronald A. Ross

W.0.Kermack A.G.McKendrick
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Los experimentos en epidemiologia con controles son a menudo dificiles o imposi-
bles de disefiar, incluso si es posible organizar un experimento hay serias cuestiones éticas
relacionadas con la aplicacion del tratamiento, mientras que el modelaje matemédtico en
epidemiologia proporciona una comprension de los mecanismos que influyen en la propa-
gacion de la enfermedad y en el proceso sugiere estrategias de control. A menudo identi-
fican comportamientos que no son claros en datos de experimentos, pues los datos no son
reproducibles y el nimero de datos es limitado; y sujeto a errores de medicion.

El modelaje matematico epidemioldgico consiste en el uso del lenguaje y herramientas
matematicas para explicar y predecir el comportamiento de agentes infecciosos y poten-
cialmente dafiinos para la poblacién humana o animal. Ademas, los modelos matematicos
pueden proyectar como progresan las enfermedades infecciosas, luego mostrar el resulta-
do probable de una epidemia para ayudar a informar a las instituciones de salud publica
y sanidad. Los modelos matemdticos usan suposiciones bdasicas o estadisticas recopiladas
para encontrar pardmetros para enfermedades infecciosas, las cuales se usan para calcular
los efectos de diferentes intervenciones, como programas de vacunacion masiva. El mode-
lado puede ayudar a estudiar los mecanismos por los cuales se propagan las enfermedades,
predecir el curso de un brote y evaluar estrategias para controlar una epidemia.

Existen dos grandes tipos de modelos matematicos epidemiolégicos: deterministas y
estocasticos.

Modelo Determinista: Es un modelo matemético donde las mismas entradas o con-
diciones iniciales producirdn invariablemente las mismas salidas o resultados, no contem-
plandose la existencia de azar, o incertidumbre en el proceso modelado mediante dicho
modelo. Estd estrechamente relacionado con la creacién de entornos a través de simulado-
res para el estudio de situaciones hipotéticas.

Modelo Estocastico: Es una abstraccion matemadtica de un proceso empirico cuyo
desarrollo estd gobernado por leyes probabilisticas. Un modelo estocéstico representa una
situacion donde la incertidumbre esté presente.

Por otro lado, para disefar un modelo de una enfermedad se debe decidir que factores
se incorporardn respecto a las caracteristicas de la poblacidn afectada, el tipo de enferme-
dad y el modelo de la salida de los infectados de la poblacion. Entre los factores estan los
siguientes:

a) La Transmision de la enfermedad: Las enfermedades pueden ser transmitidas por
agentes virales, bacteriales y por vectores. Generalmente, las enfermedades trans-
mitidas por agentes virales como la influenza, el sarampion, la rubéola y la varicela
confieren inmunidad contra la reinfeccidn, mientras que las enfermedades trans-
mitidas por agentes bacteriales como la tuberculosis, meningitis y gonorrea no
confieren inmunidad contra la reinfeccion.
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Otras enfermedades humanas, como la malaria, son transmitidas no directamente de per-
sona a persona, sino por vectores (generalmente insectos) que son infectados por humanos
y que luego transmiten la enfermedad a la poblacidn restante. También existen enfermeda-
des como el virus del Nilo Occidental, que se transmiten de un lado a otro entre animales
y vectores.

b) La dinamica de la poblacion: La poblacién puede ser considerada cerrada, es decir,
no existen nacimientos ni fallecimientos naturales en la poblacién, o abierta, es
decir, se consideran nacimientos y fallecimientos naturales

¢) El grado de una enfermedad: Se debe decidir si un individuo puede ser afectado
por una enfermedad de manera gradual o si la naturaleza de la enfermedad permite
solamente constatar si el individuo estd enfermo o no.

d) La estructura de edad de la poblacién: Esta informacion importa si se trata de una
enfermedad que afecta particularmente a nifios o alternativamente a ancianos.

e) Distribucién por sexo: Esta informacion es evidentemente de interés para el modela-
miento de enfermedades de transmision sexual.

Por otro lado, se tiene la clasificacién de las enfermedades, la cual esta condicionado al
criterio que se use para agruparla.
Clasificacion de las enfermedades segtn el organismo causante.

= Enfermedades microparasitarias: La enfermedad es causada por un virus (por
ejemplo el sarampidn), una bacteria (por ejemplo la tuberculosis) o un insecto (por
ejemplo la malaria).

= Enfermedades macroparasitarias: La enfermedad es transmitida por un gusano,
por ejemplo la lombriz parasitaria o un artrépodo como la pulga. En tales casos, el
grado de la enfermedad es interesante.

Clasificacion de las enfermedades seguin la extension y permanencia de la enfermedad.

= Enfermedades epidémicas: La enfermedad se dice epidémica cuando una enfer-
medad contagiosa se propaga rapidamente en una poblacién determinada, afectando
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simultineamente a un gran nimero de personas, esta estalla solamente en ciertos
momentos o bajo condiciones determinadas, al contrario de las llamadas endémi-
cas.

= Enfermedades endémicas: La enfermedad se dice endémica si es muy extendida
en una poblacién de una region especifica y reaparece en periodos regulares.

= Enfermedades pandémicas: Es una epidemia que afecta a zonas geograficas ex-
tensas (hasta llegar a la distribucién mundial) generalmente durante un tiempo con-
creto.

De este modo, en este capitulo se describird modelos para epidemias donde se considera
= Una poblacién homogénea afectada por una enfermedad microparasitaria.

= [.os modelos epidemioldgicos se basardn en dos hipétesis fundamentales: la hip6te-
sis determinista del modelo y la continuidad de las variables.

= Dentro de la modelizacion epidemioldgica, se tratardn modelos compartimentales,
es decir, se dividird la poblacion total en distintos conjuntos y estudiaremos las
relaciones que se establezcan entre ellos.

Observacion. Las enfermedades que confieren inmunidad tienen una estructura compar-
timental diferente de las enfermedades sin inmunidad y de enfermedades transmitidas por
vectores.(Brauer [1] pag. 349)

Asi, dividimos la poblacion afectada por una enfermedad en los siguientes compartimen-
tos:

= Susceptibles: Los susceptibles estdn denotados por “S” que contiene a todos aque-
llos individuos que no estdn enfermos, pero que pueden o son susceptibles a enfer-
marse.

= Infecciosos: Los infecciosos estdn denotados por “I”” que contiene a los individuos
enfermos, es decir, quienes son infecciosos y exhiben los sintomas.

= Removidos: La clase de los removidos estdn denotados por “R” que contiene a
todos los individuos que ya no pueden ser infectados por la enfermedad porque han
fallecido o porque son inmunes.

Definicion 42. La variable independiente en los siguientes modelos compartimentales es
el tiempo “¢” y las tasas de transferencia entre compartimentos se expresan matemdtica-
mente como derivadas con respecto al tiempo de los tamafios de los compartimentos y
como resultado nuestros modelos se formulan como ecuaciones diferenciales. (Brauer [1]
pag. 349)
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3.2. Modelo S.I. (Susceptibles-Infectados) Epidémico

El modelo S.I. (Susceptibles — Infectados) (Biirger [2] pag. 71 ) es el mds simple
posible, donde la poblacién solamente consiste en Susceptibles(S) e Infecciosos(/) y si
se enferma un individuo (la enfermedad es permanente) no hay recuperacion. Por con-
siguiente, el modelo S.I. (Susceptibles(S) — Infectados(I)) puede ser representado por el

siguiente esquema

Dentro de este marco, se asumiran las siguientes hipétesis para este modelo:

= [a poblacion estd homogéneamente mezclada
= El modelo se aplica al caso en el que una tnica infeccion cause la epidemia.

= El tiempo de incubacién de la enfermedad es despreciable y la duracién de la epide-
mia comparada con la esperanza de vida de los huéspedes es igualmente desprecia-
ble, asi que no se tomaran en cuenta los nacimientos y fallecimientos. Entonces se
considera una poblacién cerrada

S(t)+I1(t)=N,

donde N es la poblacion total de individuos, S () es el nimero de los susceptibles e
I (1) es el nimero de los infecciosos en el instante ¢.

= Toda persona sana serd considerada susceptible
= [a enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.

= El proceso de transmision de la enfermedad estd regido por la ley de accién de
masas, es decir, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en in-
fecciosas es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero de
individuos infectados.

= En cuanto un individuo es infectado, pasa a estar en el compartimento de los infec-
tados y no sale de este compartimento, es decir, no hay recuperacion.

A partir de las hip6tesis explicadas, se formulara el modelo S.I.
En este sentido, el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias describe el
modelo S.I.

ds(t)
——==—f(81)
dt
(3.2.1)
dI(t) B
ek f(8.1)
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donde f(S,1) es la incidencia ! de la enfermedad y como se mencioné en la ley de accién
de masas, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en infecciosas, es
proporcional al producto del nimero de individuos susceptibles por infecciosos, asi, se
tiene

f(S,1)=BS)1(1).

Es decir, el flujo de paso del compartimento de susceptibles al de infectados viene de-
terminado por BS(¢)I(¢) donde B > 0 es el pardmetro que se conoce como tasa de infeccion
por contacto, que representa basicamente la probabilidad de contagio.

Por lo tanto, tenemos

B _ s
al(t) 3.2.2)
— = BSOI{)

con el nimero inicial de susceptibles S(0) = Sy y el de infectados I (0) = Iy. Aunque, el
nimero de individuos en cada compartimento es un nimero natural, las variables S e
pueden ser tratadas como variables continuas.

Interpretando el sistema, en la primera ecuacion el signo negativo de f (S,7) indica la
salida (perdida ) de individuos susceptibles y en la segunda ecuacion el signo positivo de
f(S,I) indica la entrada(ganancia) de individuos infecciosos.

Luego

ds(t)  dl(1)

dt dr
Sin embargo, como S () = N — I (¢) podemos eliminar S(z). Luego, por (3.2.2) se
obtiene la ecuacion

dl (1)
— =BI)(N—1(1))
ya conocida.
Luego, esta ecuacion es solucionable por el método de separacion de variables seguido
de la descomposicién en fracciones simples. Asi, la solucién para I(0) = Iy es

'La incidencia es el niimero de casos nuevos de una enfermedad en una poblacién determinada y en un
periodo determinado
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dl

— =BIN — BI?
7 B B
1, t
i dl
——
i, BIN—BI 0
1 [ 1 [
— | —dl+— | ——dI=t
N J,, BI NB Ji, N—I
1 I (N —
NP Ih(N—1)

IhN
I(t) = .
(t) e NBt(N —Io) +1I

Puesto que / (1) — N cuando t — oo, se advierte que, a la larga toda la poblacién acabara
infectada.

™
1000 +
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—
[7,) - Susceptibles
~ 800 -

wv Infectad
E nfectados
£ 700
=

o

9 600

wv

=

i 500
—
—
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Figura 3.2.1: Simulacién de la dindmica de la enfermedad para el modelo SI con pardmetro
B = 1073 y condiciones iniciales So = 999, Iy = 1. (Biirger [2])
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3.3. Modelo S.I.S (Susceptibles-Infectados-Susceptibles) Epi-
démico

Para mejorar el modelo S.I. (Susceptibles(S) — Infectados(I)) de la anterior seccidn,
consideremos ahora el efecto de recuperacion, pero la recuperacion no resulta en inmuni-
dad (un individuo recuperado puede nuevamente enfermarse), es decir, pasa a ser suscep-
tible.

Por consiguiente, el modelo S.1.S. (Susceptibles(S) — Infectados(I) — Susceptibles(S))
puede ser representado por el siguiente esquema:

—

P

Dentro de este marco, se asumiran las siguientes hipétesis para este modelo:

= La poblacion estd homogéneamente mezclada.
= El modelo se aplica al caso en el que una tnica infeccion cause la epidemia.

= El tiempo de incubacién de la enfermedad es despreciable y la duracién de la epide-
mia comparada con la esperanza de vida de los huéspedes es igualmente desprecia-
ble, asi que no se tomaran en cuenta los nacimientos y fallecimientos. Entonces se
considera una poblacién cerrada

St)+1(t)=N

donde N es la poblacién total de individuos, S (¢) es el nimero de los susceptibles e
I(t) es el nimero de los infecciosos en el instante .

= Toda persona sana serd considerada susceptible
= [a enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.

= El proceso de transmision de la enfermedad estd regido por la ley de accién de
masas, es decir, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en in-
fecciosas es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero de
individuos infectados.

= En cuanto un individuo es infectado, pasa a estar en el compartimento de los infec-
tados.
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= Se considera el efecto de recuperacion, pero la recuperacion no resulta en inmuni-
dad (un individuo recuperado puede nuevamente enfermarse), es decir, pasa a ser
susceptible.

A partir de las hipétesis explicadas, se formula el modelo S.1.S.
En este sentido, se formula el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describe el modelo S.LI.S. (Susceptibles(S)—Infectados(I)—Susceptibles(S)).

B pisn+e,
M _pisn -,

donde f(S,I) es la incidencia de la enfermedad y como se mencioné en la ley de accién
de masas, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en infecciosas, es
proporcional al producto del nimero de individuos susceptibles por infecciosos, asi, se
tiene

F(8,1) =BS(6)I(1).

Es decir, el flujo de paso del compartimento de susceptibles al de infectados viene
determinado por BS(7)I(t) donde B > 0 es el parametro que se conoce como tasa de in-
feccion por contacto, que representa basicamente la probabilidad de contagio. Por otro
lado, el flujo de paso del compartimento de infectados al de susceptibles viene determina-
do por g(I) = yI(t) donde ¥y > 0 es la tasa de recuperacion, es decir, la probabilidad de
recuperacion de un individuo.

Por lo tanto, tenemos

dfl_(tf) — —BS()I(1)+ VI (1)
d;_f) _ BS()I(t)—yI(1)

con el nimero inicial de susceptibles S(0) = Sy y el de infectados I (0) = Iy. Aunque, el
nuimero de individuos en cada compartimento es un nimero natural, las variables S e
pueden ser tratadas como variables continuas.

Interpretando el sistema de ecuaciones diferenciales, en la primera ecuacion el signo
negativo de f(S,/) indica la salida (perdida) de individuos susceptibles, el signo positivo
de g (I) indica la entrada(ganancia) de individuos susceptibles y en la segunda ecuacin
el signo positivo de f(S,7) indica la entrada(ganancia) de individuos infecciosos, el signo
negativo de g (/) indica la salida (pérdida) de individuos infectados.

Entonces mediante el modelo S.1.S., se describe los flujos de entrada y salida.

(3.3.1)
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BSI
vI
Asi, por (3.3.1) se puede reducir el sistema a una dimension, luego con la sustitucién
S(t) =N —1I(t), se tiene la siguiente ecuacién diferencial

2-ni-§)-]

que admite solucion analitica por el método de separacion de variables. Por tanto, la solu-
cién con I (0) = Iy es
BN —v
B+ [ BN-v) B] e—(BN=)t
Para facilitar la discusion del modelo 1ntroduc1remos variables no dimensionales, uti-
lizando

I(t) =

S
u=— —>S=uN,

N
1
v=— —I=VN,
N
T=y—t=—

Luego de la primera ecuacion de (3.3.1), se obtiene la ecuacion para u

_d(u;\l) =—BvNuN + ywN <— du _ pruN
(%)

dT ~— Y
y de la segunda ecuacién de (3.3.1), se obtiene la ecuacién para v

d(vN) dv _ BvuN
VNuN — yvN — — —
() P

Definicion 43. Definimos el nimero de reproduccion basico %y como

BN

Y
donde BN es la tasa con la cual un infeccioso individual en una poblacion de tamafio N
contagia a los demds individuos, 71, es la esperanza del tiempo que un infectado permanece

infeccioso, por lo tanto, % es el nimero esperado de contactos infecciosos hechos por un
infectado.

Ko =
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Por consiguiente, por la definicién de %, la ecuacién para u asume la forma

d
ﬁ = (Bou—1)v (3.3.2)
y la ecuacioén para v asume la forma
d
d—; = (Bou—1)v. (3.3.3)
Asi, se tiene el nuevo modelo
d
ﬁ = —Zouv+ v}
d
d—; = ZXouv —v
cuyo Unico pardmetro es %y = ﬁ—N, que es el numero de reproduccién basico. Asi, se

procede con el andlisis cualitativo del nuevo sistema.

v

( M: ) = f(u,v) = (—Zouv + v, Zouv —v)

. —Zoyv —Zou-+1
Df(u’v) - { %()v %Ou—l ] '

Hallemos los puntos de equilibrio

—Zouv+v=0
Zouv —v = 0.
Luego, los puntos de equilibrio son de la forma P = (1,0) y T = (Q%O,v) ,en especifico
los puntos de equilibrio (1,0) y (ﬂ%o’ 1— %)
Analicemos la estabilidad de estos puntos de equilibrio.
Respecto al punto (1,0), los autovalores son A} =0y A, = %y — 1, en este caso el

punto de equilibrio no es hiperbdlico, pues posee un autovalor nulo, esto por el anterior

capitulo. Asi, no se puede inferir conclusiones de estabilidad.
1
//0 [}
caso el punto de equilibrio también no es hiperbdlico, pues posee un autovalor nulo, esto
por el anterior capitulo. Asi, no se puede inferir conclusiones de estabilidad.

Por otro lado, a partir de % es posible estimar el comportamiento del proceso infec-

cioso en la poblacion. Asi, se tiene el siguiente teorema denominado Teorema umbral.

Respecto al punto ( 1— ﬂ%o)’ los autovalores son A} =0y A, = 1 — %, en este

Teorema 32. Para %y < 1 se extingue la enfermedad . Para %y > 1 la enfermedad per-
manece en la poblacion como enfermedad endémica.(Biirger [2] pdg. 75)
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Demostracion. Iniciemos con el primer caso.
SeaZy<lconu=1-—v.
Por (3.3.3), se obtiene

V = j; (Zo (1 —v) —1)v=Rov— RV —v = (Ro—1)v— R

Puesto que, Zp < 1y v2 >0, asi —Zpv* < 0, por lo tanto,

dV
/
= _1
V T < (,%0 )v

para % < 1 . Luego, v decrece exponencialmente y tiende a cero.
Efectivamente, la solucién positiva de v/ = j—; = (% —1)v es

% :Ce(‘%_l)T.

Luego, como e%0—T 5 ( cuando T — oo (ya que T = vt), la cantidad v desaparece

exponencialmente cuando 7" — oo.

Veamos el segundo caso.

Sea %y > 1 con u =1 —v. Se demostrara que la ecuacién (3.3.3) posee un limite
cuando 7 — o y que este limite es un estado estacionario.

Tomamos la ecuacion diferencial ordinaria

, dv o
V= = (%o —1)v—Zo?,

que es del tipo Bernoulli. Asi, se toma z(T) = (v(T))' ™%, luego
Z(T)=(1—a)(v(T)"“V(T).
Con o =2, en el presente caso se tiene la solucién
~1 -2
2T)=((T) " = (T)=—(T)) V(T).
Por consiguiente,

V(T) = (%o —1)v=—Zv?,
v 2 (T)— (%o — l)v_1 = —%,
-7 (T)— (%y—1)z(T) = —e@o,
Z(T)+ (% —1)z(T) =
Luego, observamos que P (T) = (%o — 1), Q(T) = %,. Entonces,

o P(T)AT _ [(F—1)dT _ (%o—1)T

141



Asi, en

se tiene

z(T) _— [ P(T)dT [/efP(T)dTQ(T)dT_'_C}

(T) =~ [ Fo-1)ar [/ef(%’ol)dT%;OdT_'_C}
— o (Zo-1)T [%O/e(%l)rdTJrc]

:e(«@ol)T{ o e(«%’ol)T_|_C}

Ko — 1
__ %o —(Bo—1)T
—%O 1 +Ce
% C % —1 —(,@0—1)7‘
o(r) 0O Ve T
Ko — 1
Como 2(T) =v ! (T) = v(T) = 7
(1 :
v = ~
RBo+C(RBy—1)e (Ho-1)T
Hy—1
B By—1
" Ro+C (R —1)e=%1T
B
e o T Lo(y-1)
o(Zo-1)T
v(T) = (%o — 1)6(‘%)0_1” _ f(T)
Foe 0T £ C (1) §(T)’
Luego, el
lim v(T) =1 — —
TLOQV o R’
En efecto, ya que limv(7) = lim Ay aplicamos la Regla de L’Hopital. Asi, se
y Teo8(T) — o
tiene
/
tim v(7) = 1im £ _ i £
# = ey ~ g
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Luego,

(T . (%o—1)(%By—1)e%o-DT
lim = lim
Tooo g/ (T)  Teo  (RBo— 1) Rpel#o-1)T
— Ko — 1
T e %
1

-1 —

Ry

Entonces, se tiene

Luego, como %, > 1, la enfermedad permanece en la poblacion. 0
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Infectados(l) Susceptibles (S)

200 A
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Figura 3.3.1: Dindmica de la enfermedad para el modelo SIS con pardmetros 3 = 0,01
y Y =1, con condiciones iniciales Sy = 950 e Iy = 50. El ntimero de reproduccién es
Zy = 10, lo que significa que los 50 infectados introducidos en la poblacion de suscep-
tibles contagiardn, en promedio, a otras 10 personas. Entonces la enfermedad permanece
endémica. (Biirger [2])
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Figura 3.3.2: Dindmica de la enfermedad para el modelo S.I.S con pardmetros = 0,01
y ¥ =15, y condiciones iniciales Sy = 950 e Iy = 50 con el nimero reproductivo bésico
o = 2. Asi, la enfermedad permanece endémica. (Biirger [2])
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Figura 3.3.3: Dindmica de la enfermedad para el modelo S.I.S con pardmetros = 0,01
y v =20, y condiciones iniciales Sy = 950 e Iy = 50 con el nimero reproductivo bdsico
P = 0,5. Asi, la enfermedad se extingue. (Biirger [2])

3.4. Modelo S.I.R ( Susceptibles-Infectados-Removidos)
Epidémico

El modelo S.I.R. epidémico es una extension de los modelos S.I. y S.I.S. con la no-
vedad esencial de que ahora los individuos que salen de la clase I (Infectados) no pueden
ser infectados nuevamente, sino que terminan en la clase R (Removidos), es decir, para el
proposito del modelamiento, estos individuos se consideran inmunes, muertos o aislados.

Por consiguiente, el modelo S.I.R. (Susceptibles(S) — Infectados(I) — Removidos(R))
puede ser representado por el siguiente esquema.

- (N - (N

Dentro de este marco, se asumiran las siguientes hipétesis para este modelo:

= La poblacion estd homogéneamente mezclada

= El modelo se aplica al caso en el que una tnica infeccion cause la epidemia.
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= El tiempo de incubacién de la enfermedad es despreciable y la duracién de la epide-
mia comparada con la esperanza de vida de los huéspedes es igualmente desprecia-
ble, asi que no se tomaran en cuenta los nacimientos y fallecimientos. Entonces se
considera una poblacién cerrada.

S({)+I1(t)+R(t)=N

donde N es la poblacién total de individuos, S(z) es el nimero de los susceptibles,
I(t) es el nimero de los infecciosos en el instante ¢ y R(z) es el nimero de los
removidos en el instante 7.

» Toda persona sana serd considerada susceptible
» [a enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.

= E] proceso de transmision de la enfermedad estd regido por la ley de accién de
masas, es decir, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en in-
fecciosas es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero de
individuos infectados.

= En cuanto un individuo es infectado, pasa a estar en el compartimento de los infec-
tados.

= Los individuos del compartimento de infectados 7 (¢) se acaban recuperando de la
enfermedad y adquieren la inmunidad o mueren, pasando en ambos casos al com-
partimento de los removidos R (¢).

A partir de las hip6tesis mencionadas, se formulard el modelo S.I.LR. Asi, segtn la Ley de
accion de masas, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en infeccio-
sos, es proporcional al producto del nimero de individuos susceptibles por infecciosos, es
decir, el flujo de paso del compartimento de susceptibles al de infectados viene determi-
nado por BS(7)I(t) donde B > 0 es el parametro que se conoce como tasa de infeccion
por contacto, que representa basicamente la probabilidad de contagio. El flujo de paso del
compartimento de infectados al de removidos viene determinado por ¥/ (¢) donde y > O es
la tasa de remocion.

En este sentido, se formula el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describe el modelo S.L.R.(Susceptibles(S) — Infectados(I) — Removidos(R)).

B0 _BS@)I(),
M)~ BS()I(t) (1), (3.4.1)
w0 — ¥ (),

con el nimero inicial de susceptibles Sy, el de infectados Iy y el de removidos Ry. Aunque,
el nimero de individuos en cada compartimento es un niimero natural, las variables S, [ 'y
R pueden ser tratadas como variables continuas.

146



Interpretando el sistema, en la primera ecuacion el signo negativo de S () (¢) indica
la salida (perdida) de individuos susceptibles, en la segunda ecuacién el signo positivo
de BS(¢)1(¢) indica la entrada(ganancia) de individuos infecciosos y el signo negativo de
¥l () indica la salida (perdida) de individuos infectados; y en la tercera ecuacién el signo
positivo de ¥I () indica la entrada(ganancia) de individuos.

Entonces mediante el modelo S.I.R. se describe los flujos de entrada y salida.

EN-HN- KN

A diferencia de los modelos anteriores, el modelo S.I.R. carece de solucién analitica
explicita, por lo que se realizard un estudio cualitativo del sistema anterior.

Para facilitar la discusion del modelo introduciremos variables no dimensionales, uti-
lizando

S
u=— —S=uN,
N
1
v=— —I=vVN,
N
_R —R=N
W—N = Nw,
T—yt—>t—T
”

Asi, en (3.4.1).
De ‘é—‘f = —BIS , obtenemos

d (uN) = —BvNuN Hﬂ = —BWN,
d(l) ar Y
Y
de 4 = BIS —yI
d(vN) dv _ BuvN
d(1> = BvNuN — yvN oo = v
Y
y de % =yl
d(Nw) dw
d<1) _yvN<—>dT—v
Y

Por lo tanto, se tiene
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du _ BuvN

dT y
dv _ BuvN
ar -~y 7
dw
T ="
Pero, como se defini6 en la anterior seccion la tasa de reproduccion basica % = ﬁTN, se
tiene un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales
% = —Rouv
5—; = Pouv—v= (Zou—1)v (3.4.2)
dw _ 12
dT

Asi, se puede proceder con el andlisis cualitativo del nuevo sistema, pero antes se tiene
la siguiente definicion.

Definicion 44. El n — simplex estdndar es el subconjunto de R"*! dado por
A" =2 (to,...,t) ER™ Y 5i=1 y >0Vig,
i

retirando la restriccion #; > 0 en la condicidn anterior da una n — dimensional subespacio
afin de R"*! conteniendo el n — simplex estandar. Por ejemplo, un 0 — simplex es un punto,
un / — simplex un segmento de una linea, un 2 — simplex un tridngulo, un 3 — simplex es
un tetraedro y un 4 — simplex es un pentacoron.

Entonces, el sistema de ecuaciones (3.4.2) puede ser resuelta sobre el simplex bi-
dimensional

So={(u,y,w): 0<u<1;0<v<1;,0<w<1; utv+w=1}.

Como las dos primeras ecuaciones de (3.4.2) no depende de w, este simplex puede ser
proyectado sobre el plano (u#,v). De modo que, resulta un tridngulo acotado por u = 0,
v=0yu+v=1 (nos limitaremos a consideraciones cualitativas) entonces se tiene

du —Aouv
a1 0 (3.4.3)

5—;: RHouv —v = (ZHou—1)v

(1) =) = () o) = (R =),
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an af — Ry~
p " o ov ou

Asi, hallemos los puntos de equilibrio

du
a7 =—%ouv =0,

dv
T Fouv —v = (Zou—1)v=20

Luego, los puntos de equilibrio son todos aquellos P* = (#,0) con u € [0, 1], en especifico
los puntos de equilibrio a = (0,0), b = ((9%0,0) y ¢ = (1,0). Asi, cada punto del eje —u
es un punto de equilibrio cuando v = 0.

Puesto que, el interés estd en la estabilidad de los puntos de equilibrio, analizamos la
matriz asociada a los puntos de equilibrio.

Respecto al punto de equilibrio a = (0,0)

| %00 —%0 | |0 0
Df(o’o)_[ R0 %0—1}_{0 —1}

Asi, tenemos los autovalores A; =0y A, = —1
Respecto al punto de equilibrio b = (g%o,())

1 — B0 —Rp- _
Df(—.0)= 0 10 %y _ 0 1 .
X o0 Rozg: — 1 0 O
Asi, tenemos los autovalores A} =0y A, =0
Respecto al punto de equilibrio ¢ = (1,0)

[ -%0 % | _[0 -
Df“’o)_{ o0 %0—1}_[0 %—1}

Asi, tenemos los autovalores A =0y A, = %y — 1
Claramente, se observa que los puntos de equilibrio a = (0,0), b = <@%0, 0> yc=(1,0)

no son hiperbdlicos, ya que poseen autovalores nulos, esto por lo estudiado en el anterior
capitulo. Por lo tanto, no se pueden inferir conclusiones de estabilidad para los puntos de
equilibrio.

Otro método para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio consiste en
buscar una funcién Lyapunov V (u,v). Dado un punto de equilibrio P = (,0), con u €
(0, 1] se propone la siguiente funcién (Goh [12]):

V(u,v) =u—u—1uln <g> +v
u
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definida en el dominio U = {(u,v) : u € (0,1], ve [0,1] u+v =1}, contenido en la
proyeccién de S, sobre el plano (u,v). Esta funcién cumple que

. V(@,0) =0.

= V(u,v) > 0 para todo (u,v) € U~ {P}. En primer lugar, se observa que no existen
minimos relativos en Int (U) (interior de U). En efecto, analizando los extremos
relativos a cada variable, se tiene que las derivadas parciales resultan
oV (u,v) { u  JdV(u,v)

—_—t =1l ——=1

u u v

De este modo, se comprueba que es imposible encontrar un minimo relativo que
anule ambas derivadas parciales. Ademads, puede verse que

lim V(u,v) = —T—7 { lim In (Z)} = oo,

u—0+t u—0+ u

A continuacién se estudia la funcidn en la frontera de U, denotada como dU, salvo
en u = 0, donde V no estd definida. En particular, se busca el minimo cuando v = 0.
Definiendo f(u) como V (u,0), se tiene

minV (#,0) = min f(u) = minu —u—uln (ﬁ) .
7

De la primera derivada, se encuentra un extremo de f

flw)=1-2— f@=0.

La segunda derivada indica que se trata de un minimo, pues

Ademds, se observa que f () = 0. Por tanto, f(u) alcanza un minimo absoluto en
u = u. Queda analizar V en los puntos de la frontera que cumplen v =1 —u con
u € (0,1]. Asi, definiendo g(u) como V (u,1 —u), se tiene
gu)=u—u—1uln <§> +1—u, uec(0,1].
u
Luego, se observa que
g(1)=1—m—aln (Z) Fl-1=1-a(l—In(@), uc(0,1].
u

Si se define A (x) como x (1 —Inx) para x € (0, 1], puede verse que toma un maximo
en x = 1. En efecto, &’ (x) = (1 —Inx) + (_x1)> = —Inx, por lo que /' (1) = 0. Se

X) = —;IC < 0 para todo x > 0. Asi,

X

comprueba que es un maximo, ya que h”

~ N

gl)=1—h(u)>1—mdxh(u)=1—h(1)=0.
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Por otra parte, g'(u) = —% < 0 para todo u € (0, 1]. De este modo, puede concluirse
que g(u) > g(1) > 0, para todo u € (0,1]. Por todo lo anterior, se confirma que
V(u,v) > 0 para todo (u,v) € U~ {P}.

V(u,v) < 0 para todo (u,v) € U~ {P}, si el punto de equilibrio cumple que # <
g%o < 1. Luego,

V(u,v) =(VV(u,v), (—Rouv, Zouv —v))

:<(1 -z 1) ,(—%uv,%uv—v)>

= — Zouv + %ouvz + Zouv — v
u

=Xovii — v
= (%oﬁ — 1) V.

En efecto, si u < «%0 entonces V (u,v) < 0 para todo (u,v) € U . {P}. El proceso
anterior es vélido para todos los puntos de equilibrio P = (#,0) con u € (0, 1]. Por
ello, queda probado que son estables si cumplen que u < g%o < 1 por el Teorema
de Liapunov mencionado en el anterior capitulo. Claramente, V no es una funcion
estricta de Liapunov.

Figura 3.4.1: Grafico de V (u,v) =u—u—uln () +veconu=0,7

El trazado del retrato fase puede ser determinado mediante el campo vectorial o por

integracion de las ecuaciones diferenciales. Como queremos limitarnos a consideraciones
cualitativas, estudiaremos las nulclinas, es decir, las curvas en el plano de fase en las cuales
el campo vectorial es horizontal o vertical, es decir, donde ' =00V = 0.

Veamos las nulclinas, primero definamos lo que es nulclina.
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Definicion 45. (Nulclinas en el plano) Dado el sistema de ecuaciones diferenciales no li-

/
neales ( z, > = f (u,v). Las nulclinas en el plano son curvas donde

f(M,V) = (fl (u7v) s J2 (uvv)) =0,

es decir, son los puntos donde se producen los cambios de signo de las derivadas, puntos
donde u (t),v(t) pasan de crecer a decrecer o viceversa.

Analicemos las nulclinas correspondientes al sistema de ecuaciones diferenciales

du

d—T——e%()MV—O,

dv

T RHouv —v = (Z%ou—1)v=0

La nulclina respecto de u’ (T') estan dados por los ejes u 'y v pues

luego las nulclinas son el eje u y la linea vertical u = g%.
0

Ast, el eje u (v = 0) es una nulclina para ambas ecuaciones.
Veamos, como es la direccidon del campo vectorial sobre las nulclinas.

= Sobre el eje v. Se obtiene que ' = 0 e v/ = —v, entonces, las soluciones tienden al
punto (0,0) a lo largo de esta linea.

m Sobrelarectau = gl,o. Se obtiene que v = 0 e u’ = —v, entonces, el campo vectorial
sobre esta linea vertical, apunta al oeste.

= Si se toma un punto (ugp,vp), con vy >0y ug > g%). Se obtiene que Zyuv > v entonces
u’ serd negativo, e V' serd positivo, y el campo vectorial apuntara hacia el noroeste.

= Si se toma un punto(ug,vp), con vo > 0y uy < 9%0 Se obtiene que u’ y V' serdn
negativos, y las soluciones apuntaran hacia el sudoeste.
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En la siguiente figura se observa el diagrama de las nulclinas y el retrato fase del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.4.3), por lo que se confirma la informacién que se tenia
sobre la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Figura 3.4.2: Nulclinas y direccion del campo vectorial del Modelo S.I.LR. (M.W.Hirsh [9])

1

u=g?0

Figura 3.4.3: Retrato fase para el Modelo S.I.LR (M.W.Hirsh [9])

En el diagrama derecho de la siguiente figura, que corresponde al caso %y > 1, la
nulclina Zou — 1 = 0 divide el tridngulo. En el diagrama izquierdo esto no sucede, puesto
que u = «%%o estd fuera de la region considerada.
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SIR epidemic, Fi°<1 SIR epidemic, FI0>1
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susceptible fraction susceptible fraction

Figura 3.4.4: Plano de fase del modelo SIR epidémico para %, < 1 (izquierda) y Zy > 1
(derecha). (Biirger [2] pag. 79)

A continuacion, se presenta a modo de ejemplo las siguientes figuras, que son ejemplos
numéricos de los casos Zy = 10, Zy = 2 y %y = 0,90, respectivamente.

b -Susceptible
1200 B fectados

BlRemovidos
1000

800

600

400

200

Susceptibles (S) Infectados(l) Removidos (R)

1] 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tiempo (dias)

Figura 3.4.5: Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los parametros utilizados
son N = 1000, B = 0,01y y= 1, con condiciones iniciales S(0) = 950, I(0) =50 y R(0) =
0. En este caso Zy = TN = 10. (Biirger [2] pag. 80)
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Susceptibles (S) Infectados(l) Removidos (R)
8 & 3 3

o

~
1000
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05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Tiempo (dias)

Figura 3.4.6: Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los pardmetros utilizados
son N = 1000, B =0,01 y y=5, con condiciones iniciales S(0) =950, 1(0) =50y R(0) =
0. En este caso Z = ﬁTN = 2. (Biirger [2] pag. 81)
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e00

800

600
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200

100
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Figura 3.4.7
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B fectados
ElRemovidos

0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 -] 6.5

Tiempo (dias)

: Dindmica de la enfermedad para el modelo SIR. Los parametros utilizados

son N = 1000, B = 0,01 y v = 11, con condiciones iniciales S(0) = 950, I(0) =50 y
R(0) = 0. En este caso Zy = ﬁ—;v =0.90. (Biirger [2] pag. 80)
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3.5. Modelo S.I.R Simple Epidémico de Kermack—-McKendrick

Uno de los primeros triunfos de la epidemiologia matemética fue la formulacién de
un modelo simple por Kermack y McKendrick (1927) (Brauer [1] pag. 350) (F. Brauer
[10]pag. 19) cuyas predicciones son muy similares a comportamientos observados en in-
numerables epidemias.

Cabe mencionar que William Ogilvy Kermack fue un bioquimico escocés, que hizo
sus estudios matematicos de la propagacion de la epidemia, y establecié vinculos entre
factores ambientales, y enfermedades especificas, por otro lado, Anderson Gray McKen-
drick fue un médico militar y epidemidlogo escocés, que fue pionero en el uso de métodos
matematicos en epidemiologia.

Kermack y McKendrick elaboraron modelos compartimentales basicos que describen
la transmision de enfermedades, estos modelos estan contenidas en una secuencia de tres
articulos, la primera fue publicada en 1927, la segunda en 1932 y la tercera en 1933. El
primer articulo describié los modelos epidémicos, lo que a menudo se denomina Modelo
de Kermack y McKendrick que es en realidad un caso especial del modelo general presen-
tado en este articulo. El modelo general incluye la dependencia de la edad de la infeccidn,
que es el tiempo transcurrido desde la infeccidn, y se puede utilizar para proporcionar un
enfoque unificado de modelos epidémicos compartimentales.

Ast, el caso especial del modelo propuesto por Kermack y McKendrick de 1927 es un
modelo compartimental basado en supuestos relativamente simples sobre las tasas de flujo
entre diferentes clases de miembros de la poblacién, donde divide la poblacién en estudio
en tres compartimentos Susceptible (S), Infectados (I) y Removidos (R).

Entonces, se uzard la terminologia S./.R. para describir una enfermedad que confiere
inmunidad contra la reinfeccion.

Observacion. * El nimero de miembros en un compartimento es una funcién diferenciable
del tiempo “t”. (Brauer [1])

x Este modelo es plausible cuando el brote de la enfermedad se ha establecido, pero
no es valido al comienzo de un brote. (Brauer [1])

Luego, el caso especial del modelo propuesto por Kermack y McKendrick es el si-
guiente

S'= —BsI,
I'= BSI—yl }
R = 78

Asi, se tiene el siguiente diagrama de flujo para el modelo S./.R.
S—1—R,

el cual se basa en las siguientes suposiciones.

i) Un miembro promedio de la poblacién hace suficiente contacto para transmitir la in-
feccion con BN por unidad de tiempo, donde N representa el tamafio total de la
poblacién.
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ii) Los infecciosos abandonan la clase infecciosa a una tasa y por unidad de tiempo.

iii) No hay entrada ni salida de la poblacién, excepto posiblemente a través de muerte por
la enfermedad.

iv) No hay muertes por enfermedades y el tamaio total de la poblacién es N.
Segtn 1)

= Dado que la probabilidad de que un contacto aleatorio con un infectado sea con un
susceptible, quien puede transmitir la infeccidn, es %; el nimero de nuevas infeccio-

nes en unidad de tiempo por infeccioso es BN (1§v) , lo que nos da nuevas infecciones
(BN) (2 ) 1=psi
N = .

= Alternativamente, para un contacto por un susceptible, la probabilidad de que este
contacto sea con un infeccioso es IL\, , por lo tanto, la tasa de nuevas infecciones por

susceptibles es (BN) (ZL\,) , lo que nos da nuevas infecciones
(BN) (=) s =psr
v ) S=BSL.

Tomemos en cuenta que para un modelo de enfermedad S./.R.

N=S+I+R.
Segtn iii)

= La escala de tiempo de la enfermedad es mucho mas ripida que la escala de tiempo
de nacimientos y muertes. Asi, los efectos demograficos en la poblacién puede ser
ignorada (es decir, solo nos interesa estudiar la dindmica de un solo brote epidémi-
co).

Expliquemos ii).

= Asi, consideremos la cohorte? de miembros que fueron todos infectados al mismo
tiempo y sea u (s) que denota el nimero de los mencionados, que todavia son infec-
ciosos s— unidades de tiempo después de haber sido infectados. Si una fraccién y
de estos deja la clase infecciosa en la unidad de tiempo, entonces

/
u = —yu.

2Cohorte se refiere a un grupo de sujetos que comparten una caracteristica, en el campo de la medicina,
una cohorte es un grupo que forma parte de un ensayo clinico o estudio al que se observa durante un periodo
de tiempo.
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La solucidn de esta ecuacion diferencial elemental es

u =—"yu
du

— = — YU
ds ¥

E- [
u

logu(s) —logu(0) =—1s
u(s)=u(0)e".

z,

Puesto que u (0) = 1, asi
u(s)=e "

De modo que, la duracion del periodo infeccioso se distribuye exponencialmente con
promedio

periodo promedio :/e_ysds
0

1
— ™=
Y
1
m
Esto es lo que ii) realmente asume.
Volviendo a nuestro sistema
S'=  —BSI,
I'= BSI—vl, } (3.5.1)
R = 78

En la primera ecuacién del sistema (3.5.1), el signo negativo indica la perdida de in-
dividuos susceptibles; en la 2da ecuacidn del sistema (3.5.1), el signo positivo del primer
término indica la ganancia de individuos infecciosos y el signo negativo del segundo tér-
mino indica la salida de la clase de los infecciosos; y en la tercera ecuacion del sistema
(3.5.1) indica la ganancia de individuos recuperados la cual sali6 de la clase de los infec-
Ci0s0s.

Cabe resaltar que se puede construir y analizar modelos mas generales, pero nuestro
objetivo aqui es mostrar lo que se puede deducir de modelos extremadamente simples,
pues resultard que muchos modelos mads realistas exhiben comportamientos cualitativos
muy similares.

Retomando el modelo, se observa que R se puede determinar una vez que se conocen S
e 1, por lo cual podemos dejar de lado la ecuacion R’ de nuestro modelo dejando el sistema
de dos ecuaciones diferenciales
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S'=—BsI,
I'=(BS—71,

con las condiciones iniciales S(0) = So; 1(0) =1Ip y So+1o = N.

Supongamos que se introduce una pequefia cantidad de infecciosos en una poblacién
de susceptibles, la pregunta es si habrd una epidemia.

Observemos que el modelo tiene sentido mientras S (¢) e I (¢) permanezcan no negati-
vos. Entonces, si S (¢) o /(z) llegan a cero consideramos que el sistema ha terminado.

En otras palabras, se tiene los siguientes casos.

Caso I: Si I’ > 0 en el tiempo ty entonces I’ (0) = Iy (BSo — ) > 0, por las condiciones
iniciales sabemos Iy > 0, si Sg > By; es decir, si ﬁ—io > 1, por tanto el nimero de infecciones
aumentara y habrd una epidemia, entonces para algin ¢ > 0 existird un brote epidémico si
I(t) > 1y >0.

Caso II: Si I’ < O en el tiempo £y entonces I’ (0) = I (BSo — ) < 0, por las condiciones
iniciales sabemos Iy > 0. Como I’ (0) = I (BSo — ¥) < 0 si BSyo— ¥ < 0; es decir, si ﬁ—i‘o <
1, por tanto, no habrd una epidemia, pues podemos observar que S’ < 0 para cualquier
instante de tiempo ¢, por tanto, S’ (1) <0Vr > 0.

Si se considera inicialmente la condicion Sy <
I(BS—7y) <O0entonces Iy > 1(t) YVt > 0.

Observemos que dentro del analisis expuesto se tiene la cantidad ﬁ—;‘), la cual es similar
a la cantidad umbral o nimero basico de reproduccion.

siempre se cumplird que I’ (1) =

™R

Definicién 46. El Nimero Basico de Reproduccién(Z%) es el nimero de infecciones
secundarias causadas por un tnico infeccioso en una poblacidn totalmente susceptible de
tamafio N ~ Sy durante el transcurso de la infeccion de este tnico infeccioso. Como un
infeccioso hace BN contactos en una unidad de tiempo, todos los cuales son con suscep-
tibles, por lo tanto, se producen nuevas infecciones, y el periodo infeccioso promedio es
71,, por lo cual, el nimero de reproduccién basico es en realidad ﬁTN en lugar de B—f‘) Ast,
By =B,

Donde si Z < 1 se extingue la enfermedad, mientras que si % > 1 hay una epidemia.

Otra forma de ver esta aparente discrepancia es considerar dos formas en las que una
epidemia puede comenzar.

1ra Forma: Es una epidemia iniciada por un miembro de la poblacién estudiada, por
ejemplo, al regresar de un viaje con una infeccion adquirida fuera de casa, se tendria

Ip >0, So+1p=N.
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2da Forma: Es una epidemia iniciada por un visitante de fuera de la poblacién. En
este caso se tendria
So=N.
Revisando el sistema

S =—bsi } (3.5.2)

I'=(BS—yl.
Ya que este sistema de ecuaciones diferenciales es autonoma y bidimensional, el en-
foque natural seria encontrar equilibrios y linealizar sobre cada equilibrio para determinar
su estabilidad (se determiné su estabilidad en la anterior seccion). Sin embargo, dado que
cada punto con I = 0 es un equilibrio, el sistema tiene una linea de equilibrio y este enfo-
que no es aplicable (la matriz de linealizacién en cada equilibrio tiene un autovalor cero).
Afortunadamente, existe un enfoque alternativo que nos permite analizar el sistema.
La suma de las dos ecuaciones es

(S+1) = —7l. (3.5.3)

Asi, S+ 1 es una funcién decreciente suave no negativa, por lo tanto, tiene un limite
cuando f — oo,
Como I, = lim I (¢) = 0, por lo tanto,
t—ro0

lim § (t)+1(r) = }‘_{250) +lim 7 (1) = Seo-
Ahora demostremos que I, = 0.
Demostracion. lim] (1)=0& tleR’ (r)=0 yaque R'(t) = al (7).
Por reduccién al absurdo, supongamos que

im I (t) = I, con I € (0,N].

t—ro0
Entonces
IimR’ (t) = lim 7 (1) = Ylo = Ve > 0,37 > 0,

t—ro0

IR (1) — Vlo| < €,V >1,

tomando € = % entonces —% <R (t)—7yl. < % Vt > 7, entonces

Yl Voo +2Vlee Voo A
R(t)> —"Zdyle=—""_"""2="17"vr>1
Integrando Vt > ¢
1o
R(t) > %t +k—> oo
cuando t — oo, esta es una contradiccion al hecho que R (¢) esta acotada. Por lo tanto,
limI () = 0. O

t—ro0
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Luego, la integracion de (3.5.3) de 0 a .o da
Idt=—— [ (S(t)+1(t)) dt
0 YJo

(So+1p — Sw)

—_——__ = | =

Idt =— (N — So
/O S(V-s)

esto por la condicién inicial So+ Iy = N y por I, = 0.

Por otro lado, dividimos la 1ra ecuacion del sistema, es decir, S’ = —BSI por S
_S’ B BSI
s s

Luego la integramos de 0 a oo,

_[7dS@) [T
|56 = pld
— (log See —10g Sp) :ﬁ/ Idt
0

So 1
og o B y( )

g 30 BN (| _S=
S Y N

loe— =%y 1—— 354
025 o( N)’ ( )

donde la ecuacion (3.5.4) se llama Relacion de Tamaiio Final, que da una relacion entre
el nimero basico de reproduccion y el tamafio de la epidemia. Tomemos en cuenta
que el tamafio final de la epidemia, el nimero de miembros de la poblacién que estan
infectados durante el transcurso de la epidemia es N — S.. La relacién de tamaiio final
(3.5.4) se puede generalizar a modelos epidémicos con mds estructura compartimental
que el modelo S.I.R. simple, incluyendo modelos con periodos expuestos, modelos de
tratamiento y modelos que incluyen cuarentena de individuos sospechosos y aislamiento
de infecciosos diagnosticados.
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Luego, integrando (3.5.3) de 0 a ¢, se obtiene

/Otlds = %//Ot (S(s)+1(s)) ds

1
= (=S () +So—1(t)+1o)
1
=3 (So+1o—S(t)—1(1))
® 1
/ Idt = L (N=s(0) = 1(0))
0 Y
esto por la condicion inicial So+Ip = N.
Dividiendo la primera ecuacion del sistema, es decir S’ = —BSI por S, se tiene
S BSI
s S’

luego, integrando de 0 a ¢

"dS(r)  [!
], S5y =, B
By
Y

log =% =P (w50~ 1(1)),

§(1)

se obtiene

Y So

Elogm =N—-S(t)—1(1t),
Y So
I(t)—f—S(I) ——Elogm‘f’N
I(t)+S(t)=— %logSo+%logS(t) +N
1) +S(1)— %ng(r) —N— %logSo. (3.5.5)

Esta relacién implicita entre S e I describe las 6rbitas de las soluciones de (3.5.2) en el
plano (S,1).

Cabe considerar que las cantidades Sy y S pueden calcularse mediante estudios sero-
16gicos® , antes y después de una epidemia; y a partir de estos datos el niimero %, puede
estimarse utilizando (3.5.4).

3La serologia (también, pruebas seroldgicas) es el estudio o examen o conjunto de estudios o exdmenes
que permite comprobar la presencia de anticuerpos en la sangre.
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Si existiera una epidemia, primero nos interesaria saber que tan severa es, por lo cual
calcularemos el nimero maximo de infecciosos, al cual denotaremos como I,4«. El nu-
mero méaximo de individuos infecciosos en cualquier instante de tiempo, es el nimero de
infecciosos cuando I’ = 0 e I # 0. Asi, de la segunda ecuacién de (3.5.2)

0=1=BIS—1lI,

(BS—v)1=0.
Como I # 0, se obtiene

s=7.

B

Entonces, el nimero maximo de infecciosos; es decir, /5« se da cuando S = % en
(3.5.5). Asi, se obtiene

I(t)+——zlog— :N—%logSo,

=

Figura 3.5.1: Retrato de fase del Modelo S.I.LR. (M.W.Hirsh [9] pag. 237)
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3.6. Modelo S.I.R. con Vacunacion

En esta seccidn veremos una aplicacion del modelo SIR a la eleccion de estrategias de
vacunacion. Asi, si un individuo de la poblacién recibe una vacunacion exitosa, este pasa
directamente al compartimento de personas removidas R(¢), es decir, que esta persona ya
no puede ni recibir ni transmitir la enfermedad. Por lo tanto, introduciremos un modelo en
donde se considera que la razén de individuos vacunados es p.

Dentro de este marco, se asumiran las siguientes hipétesis para este modelo:
= La poblacion estd homogéneamente mezclada.
= El modelo se aplica al caso en el que una tnica infeccion cause la epidemia.

= E] tiempo de incubacion de la enfermedad es despreciable y la duracion de la epide-
mia comparada con la esperanza de vida de los huéspedes es igualmente desprecia-
ble, asi que no se tomaran en cuenta los nacimientos y fallecimientos. Entonces se
considera una poblacién cerrada.

S(t)+1(t)+R(t)=N

donde N es la poblacion total de individuos, S(7) es el nimero de los susceptibles, I (¢) es
el nimero de los infecciosos en el instante 7 y R(¢) es el nimero de los removidos en el
instante .

= Toda persona sana serd considerada susceptible

» [a enfermedad se transmite por contacto directo entre las personas.
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= El proceso de transmision de la enfermedad estd regido por la ley de accién de
masas, es decir, el nimero de personas susceptibles que pasan a convertirse en in-
fecciosas es proporcional al nimero de individuos susceptibles por el nimero de
individuos infectados.

= En cuanto un individuo es infectado, pasa a estar en el compartimento de los infec-
tados.

= Los individuos del compartimento /(¢) se acaban recuperando de la enfermedad y
adquieren la inmunidad o mueren, pasando en ambos casos al compartimento R (7).

= [os tnicos que son vacunados son los susceptibles.

= Siun individuo de la poblacién recibe una vacunacion exitosa, este pasa directamen-
te al compartimento de individuos removidos R(r). Donde la razén de individuos
vacunados es p.

Asi, el modelo SIR con individuos vacunados es

S'= —BSI-VS
I'= BSI—yI } 3.6.1)
R'= 9yI+VS.

Como lo denotamos en la Seccién 3.4, un individuo pasa de estar susceptible a in-
fectado con una tasa de infeccion B y pasa de estar infectado a recuperado con una tasa
de recuperacion y. Cabe resaltar que los pardmetros 3 y ¥ son positivos. Un individuo
vacunado sale de la clase de susceptibles con una razén p > 0.

Ya que S+ 17+ R = N es constante, sabemos que una vez determinadas /(1) y S(z) se
puede hallar R (¢). De esta manera, se puede considerar el siguiente sistema bidimensional

(3.6.2)

§'=(-BI-p)S
I'=(BS—7)l.

Como el sistema carece de una solucidn explicita, se realizard un estudio cualitativo
del sistema. Entonces hallemos los puntos de equilibrio del sistema (3.6.2).
Para encontrar los puntos de equilibrio, observemos en que puntos S’ e I’ se anulan

(=BI—p)S=0, (3.6.3)

(BS—y)I=0. (3.6.4)

Luego, se tiene que (3.6.4) se anulaen/ =0y S = % entonces

= Si/=0en (3.6.3) obtenemos S = 0.
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» SiS= % en (3.6.3) obtenemos %(—ﬁl—p) =0—1= —%

De modo que, se tiene dos puntos de equilibrio M = (0,0) y G = <%, —%). Pero como

las ecuaciones solo tienen sentido para S, I > 0, entonces el sistema estd en Ri, luego el
tinico punto de equilibrio que admite es M = (0,0).
Analicemos la estabilidad en M = (0,0).

(3 ) =70 = (S0 (5.0 =(-PSt — pS. 5T~ ).

9h oh —Bl—-p —BS
Df(S,I)=| 95 91 | = p }
on-|§ 4 - [750
Asi, la matriz asociada al punto de equilibrio M es
[-p O
proo=| 7 0|

obteniendo los autovalores A = —p, A, = —y y como los autovalores tiene parte real
negativa, entonces el punto de equilibrio es un pozo, lo cual nos dice que M es un punto
de equilibrio asintoticamente estable, por tanto, es un punto de equilibrio asintéticamente
estable.

Por otro lado, como el sistema es de interés cuando S e I son positivos y como S+ 1 +
R = N entonces se tiene que S+ 1 < N, por lo tanto, el modelo S./.R. con vacunacion serd
de interés en la region triangular

A={(S,1)eR*: S, >0, S+I<N}.
Observemos que

S'+1I'=—BSI—pS+ BSI—yI
Q' =—(pS+vI).

Por esta razon, se obtiene que Q' < 0, lo que implica que Q = S+ 1 es decreciente, por
lo tanto, el campo vectorial sobre la hipotenusa apunta hacia dentro de la regién A.
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L | : _ S+I=N

S
Figura 3.6.1: Q' <0, asiQ = S+ 1 es decreciente. ()

Por lo tanto, las soluciones en el modelo de vacunacién tienden al punto de equilibrio
M = (0,0) cuando t — oo. Asi, el estado final del sistema serd S=1=0y R=N.
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Conclusiones

Una vez desarrollado el modelo S.I.R. epidemioldgico para analizar su comportamien-
to cualitativo, se plantean conclusiones que corresponden a los objetivos del presente tra-
bajo.

Con respecto a los objetivos generales, se concluye que el modelo S.I.R. epidemiol6-
gico es descrito por un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas no
lineales, las cuales estdn descritas en funcién de los compartimentos establecidos por el
modelo; es decir, Susceptibles(S), Infectados(I) y Removidos(R), donde se refleja el flujo
de paso de los compartimentos. Por otro lado, el comportamiento cualitativo del modelo
es establecido mediante la linealizacion del sistema, pero antes se realiza un cambio de
variables, donde se observa que los puntos de equilibrio no son hiperbdlicos, por lo que se
recurre a la funcién de Liapunov V (u,v) = u—u —1uln (%) + v, para determinar la estabi-
lidad de los puntos de equilibrio, donde se observa que el comportamiento en los puntos
P = (u,0) conu € (0, 1] serd estable si u < 9%0 < 1. Ademas, se observa que el comporta-
miento de la enfermedad depende mucho del nimero bésico de reproduccion %, ya que
este permite analizar el impacto de una enfermedad, asi como un panorama general de su
desarrollo, por lo cual es recomendable tener datos precisos sobre la tasa de infeccion 8
y la tasa de recuperacion ¥, esto para determinar Z,. Asi mismo, el modelo permite una
descripcion aproximada en lo que se refiere al nimero maximo de infectados de lo que se
podria llamar una primera ola.

Con respecto, al modelo S.I.R. epidemioldgico con vacunacién, la cual también es
descrita por un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias homogéneas no lineales,
donde a través del estudio de los puntos de equilibrio, se determiné un punto de equilibrio
hiperbdlico, donde se observé que el comportamiento de la enfermedad suponiendo que
la vacuna es exitosa es bastante favorable, pues este desaparece.

En conclusion, el modelo SIR, aunque limitado, es una herramienta matematica muy
util para reproducir de manera aproximada el comportamiento de una epidemia. Asi, el
modelo SIR sirve como punto de partida para el estudio de modelos mds complejos, donde
se pueden contemplar nuevos aspectos como el introducir nuevos compartimentos y otros.
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Apéndice A

Ecuaciones Diferenciales con
Coeficientes Constantes y Operadores

La teoria y teoremas de este apéndice se encuentra principalmente en Hirsch [4] y
Lima [7].

A.1. Ecuaciones Diferenciales con Autovalores Reales y
Distintos

Teorema. 1. Sea A un operador en R” gue tiene n autovalores distintos reales. Entonces
p q
para todo xo € R", la ecuacion diferencial lineal

x = Ax, (A.1.1)
con x(0) = xq , tiene una vinica solucion.

Demostracion. Sea un operador 7 en R" y A la matriz representante de T en una base
estandar B

[T]B = An><n>

la cual tiene n distintos autovalores reales, por un teorema conocido se tiene que existe
una matriz invertible R (n x n) tal que la matriz RAR™! es diagonal. Asf,

RAR™ ' =diag{A,...,2,} =B

donde A;,...,A, son los autovalores de A. Introduciendo las nuevas coordenadas y = Rx
en R” con x = Ry, como x’ = Ax entonces

y =RxX' = RAx = RAR*Iy =By

entonces
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y' = By. (A.1.2)

Como B es diagonal esto significa
Yi=Xyi; i=1,...,n. (A.1.3)

Sabemos que (A.1.3) tiene una dnica solucién para cada condicién inicial y; (0)

yi (t) = y; (0) ™.

Para resolver (A.1.1), coloquemos y (0) = Rxq . Si y(¢) es la solucién correspondencia
de (A.1.2) entonces la solucion de (A.1.1) es

x(H) =R y().

Mais explicitamente,

x(t)::fvfl(yl(O)elﬂ,“.,yn(O)e%ﬂ).

La diferenciacién muestra que

X()=R Y (@)=R 'By(t) =R 'RAR" 'y =AR 'y = Ax(1).

Ademas,
X (O) = R*Iy (0) = RileO = X0.

Ya que x (¢) realmente resuelve (A.1.1).

Ahora, demostremos que (A.1.1) tiene una tnica solucién. Notemos que x (¢) es una
solucién para (A.1.1) si y solo si Rx(¢) es una solucién para y’ = By, y(0) = Rx(0),

por lo tanto, dos soluciones diferentes de (A.1.1) conducirian a dos soluciones dife-
rentes para y = By, lo cual es imposible ya que B es diagonal. [

Observemos que la prueba es constructiva; en realidad muestra como encontrar solu-
ciones en cualquier caso especifico. Revisemos el procedimiento para encontrar la solu-
cién de X' = Ax.

1. Encontrar los autovalores de A, encontrando las raices del polinomio caracteristico
de A através de Det (A — AI) = 0.

2. Para cada autovalor A; encontrar un correspondiente autovector f; resolviendo el
sistema de ecuaciones lineales correspondiente a la ecuacion vectorial

(A=) f; = 0.
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3. Escribir cada autovector f; en coordenadas: f; = (pi1,...,pin). Obteniendo asi una
matriz P = [p,- j} , luego

xj:Zp,-jyi o x=PYy. (A.1.4)
l

la i-esima columna de P’ consiste en las coordenada de f; . La matriz R en la prueba
del teorema es la inversa de P'.

4. En las nuevas coordenadas la ecuacion diferencial original se convierte en

Yy =Xy, i=1,...,n. (A.1.5)
5. Asi, la solucion general es
yi (t) = aje'™, (A.1.6)
coni=1,...,ndonde ay,...,a, son constantes arbitrarias, a; = y; (0).

6. Para la ecuacién original, la solucién general se encuentra a partir de (A.1.4), es

decir,
xj(t)=Zpl~ja,-etli;j:I,...,n (A.1.7)
i
x1 (t) a et
x@)=1| + |[w@)= :
Xn t) anemﬂ

Para encontrar una solucién x () con valor inicial especificada
x(0) = u= (ur, ... ttn)

una sustitucion t = 0 en (A.1.7), iguala el lado derecho a u, y resuelve el sistema resultante
de ecuaciones algebraicas lineales para las incognitas (ay, ..., a,)

Zpljal:uj’ jzl,...,l’l,
i

esto es equivalente a la ecuacion matriz Pla = u ; a = (aj,...,a,). Yaque a = (P') ' u.
Otra forma de decir esto, es que los valores iniciales x (0) = u corresponden al valor inicial
y(0) = (P") ' u de (A.1.6).

La siguiente observacion es una consecuencia inmediata de la prueba del Teorema 1.
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Teorema. 2. Sea la matriz A (n x n) que tiene n distintos autovalores reales Ay, ..., A,
entonces cada solucion para la ecuacion diferencial

¥ =Ax; x(0)=u, (A.1.8)

es de la forma

xi (1) = ciie™M 4.+ cipet:

i=1,..,n,
para constantes tinicas dependiendo de u.

Demostracion. Como la matriz A (n x n) tiene n distintos autovalores reales Ay, ..., 4,.
Ellos son reales y distintos, asi, el teorema se aplica

¥ = Ax; x(0) = u,

M 0 ... 0
. . . . : 0 A 4
tiene una Unica solucién . Asi la matriz B = _ _ = QAQ™".
0o ... 0 A,
Introduciendo las nuevas coordenadas y = Qx , entonces
Y =0x' = QAx=QAQ 'y = By.
Asi, y; = A;y; que tiene como solucién a
yi (1) = aze (A.1.9)
donde a; constantes arbitrarias. Ahora, para relacionar las antiguas coordenadas xi, ..., x,
con las nuevas coordenadas y1,...,y, debemos encontrar los autovalores correspondientes

a ),1, cee ,An.

Resolviendo: (A — A1) f; = 0, se tiene los f; autovectores correspondientes a cada au-
tovalor A; coni=1,...,ndonde f; = (pi1,-..,Pin)-

Asi, obtenemos una matriz P = [pi j} . De donde x = P'y siendo P’ = Q~!. Donde

pir p21 .- Pnl
P=| " (A.1.10)
Pin P2n --- DPnn
Luego por (A.1.9) y (A.1.10)
x1 (1) P11 P21 --- Pnl ajeM’
x20) | | pi2 P2 - Pm are’?!
Xn (t) Pin P2n --- Pnn anel"t
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la solucién para (A.1.8) es de la forma

l]l lzl

xj(t):pljae + p2jae +...+pnjaneM

donde cada solucién para la ecuacién diferencial ¥’ = Ax ; x(0) =u, j=1,...,nes de la
forma
Xj (l‘) = leellt +... —l—CjneA"t.

]

Si todos los autovalores son negativos evidentemente 1im,_,..x () = 0 para cada solu-
ci6én x () y reciprocamente. Este aspecto de la ecuacién diferencial lineal va ser investiga-
do en el primer capitulo.

El Teorema 2 nos conduce a otro método de solucién de (A.1.8). Consideremos c;;
coeficientes como incégnitas

Xi (l‘) = Zcijeljl; i=1,..,n,
J

y lo sustituimos en x’ = Ax; x (0) = u luego igualamos los coeficientes de Mt y resolve-
mos para los ¢;; . Se obtienen un sistema de ecuaciones algebraicas lineales para los ¢;;
que siempre se puede satisfacer siempre que A1, ..., 4, sean reales y distintos. Este es el
método de los coeficientes indeterminados.

Observemos que la conclusién del Teorema 2 es definitivamente falsa para algunos
operadores con autovalores reales y repetidos.

Ejemplo. 1 Considere el operador A = [ i (1) } cuyo unico autovalor es 1 y el sistema
X' =Ax

x'l =X1

x’z =x1+Xx3.

Obviamente x; (1) = ae’, a = cte pero no hay una constante b tal que x; (r) = be' es
una solucién. De hecho una solucion es:

x1 (t) = ae'

con a,b constantes.
x2 (1) = (at+b)’ ’

A.2. Autovalores Complejos

Una clase de operadores que no tienen autovalores reales son los operadores planares
Top: R? — RR? representados por matrices de la forma

a —b
.
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El polinomio caracteristico es A* —2aA + (a* + b*), donde las raices son a+ ib, a — ib
e i = v/—1. Interpretemos 7, ;, geométricamente como sigue; introduciendo los nimeros
r, 0 por
1
— (2 2\2. — ay. _a
r=(a*+b%)?%; 6 =arccos(4); cosf =2
Entonces al proporcionar b > 0, T;, ;, es una rotacion en sentido antihorario a través de

los radianes 6 seguido de un estiramiento (o reduccién ) de la longitud de cada vector por
un factor de r. Que es, si Ry denota la rotacion a través 0 radianes, entonces

T,»(x) =1Rg (x) = Rg (rx).

Para ver esto primero observe que a = rcos@ y b = rsen0 . En la base estindar, la
cos® —sen0 }

matriz de Rg es
b [ sen@ cosO

. . qe ., r
La matriz de la multiplicacién escalar por r es rl = [ 0

a —b| | r O cos@ —sen6

b a | |0 r sen® cos@ |’
confirma nuestra afirmacién. Hay otra interpretacion algebraica de T, ;. Se identifica el
plano R? con el campo de los nimeros complejos

2 ] . La igualdad

(x,y) <> x+iy.

Entonces con la identificacion, el operador T, corresponde a la multiplicacién por
a-+ib

(x,7) © Xty
Operar por T, ) ) multiplicar por a+ib
(ax—by,bx+ay) <+ (ax—by)+i(bx+ay)

Note también que r es la norma (valor absoluto) de a+ bi 'y 6 es su argumento. Recor-
demos la férmula a + ib = re'®.
La interpretacion geométrica de T, ;, hace que sea fécil de calcular. Por ejemplo para
calcular la p — ésima potencia de T, 5:
p 0 —rP 0
(T“’b) (r1)" (Ro) (r"1) <Rp6) rPsenp® rPcospb |’

A continuacién, consideremos el operador T en R? donde la matriz es [
el polinomio caracteristico es

A2 2442
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dando las raices son 1 +iy 1 —i. T no corresponde a la multiplicacién por un nime-
ro complejo ya que su matriz no es de la forma A, ;. Pero es posible introducir nuevas
coordenadas en RZ, que es, encontrar una nueva base dando a 7' una matriz A, j,.

Sea (x1,x7) las coordenadas estindar en R?, sustituyendo

X1= y1+»
X2 = —y1-

Asi, que las nuevas coordenadas estdn dadas por

Y1 = —X2
Y2 = X1+x3.

1 —1
1 1
0= %. Por lo tanto, en el plano (y;,y2), T es una rotacién de %, seguida de un estiramiento

La matriz de T en las y — coordenadas es Ay | = . Para esta matriz r = v/2,

de v/2. En las coordenadas originales (x1,x,), T es una clase de rotacion eliptica seguida
por el estiramiento v/2. Si los vectores en R? se identifican con niimeros complejos a través
de las coordenadas y ; el vector y cuyas coordenadas son (y;,y,) se convierten en y; + iy,
entonces 7' corresponde a la multiplicacion por 1 +i. Esto muestra que aunque 7' no es
diagonalizable, se pueden introducir coordenadas en las que 7 tiene una interpolacién
geométrica simple, es decir, una rotacién seguida de un estiramiento uniforme. Ademas,
la cantidad de rotaciones y estiramientos se puede deducir de las raices del polinomio
caracterfstico, ya que ¥ = arg (141i); v2 = [1+il.

Ahora, mostramos como la estructura compleja en R? (que es, la identificacién de R?
por C) podria ser usada para resolver una clase correspondiente de ecuaciones diferencia-
les

Ejemplo. 2 Sea

dx

— =ax—by

dt (A2.1)
d_)t/ =bx+ay

Usamos variables complejas para encontrar formalmente una solucién. Asi, reempla-

zar (x,y) por x+yi=zy [ Z } por a+ bi = 1 entonces (A.2.1) se convierte en

7 =pz. (A22)
Escribimos una solucion para (A.2.2)

z(t) = Ke't.
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Interpretemos esto en términos de niimeros complejos y reales. Escribamos el nimero
complejo K como u+iv y el conjunto z(t) = x(t) +iy(t); e* = e'%/"’. Una férmula
estdndar para numeros complejos nos dice que

"’ — costb + isentb.

Reuniendo esta informacion y tomando partes reales e imaginarias obtenemos

x(t) = ue'“costb —ve'“sentb
t , (A2.3)
y(t) = ue'“sentb +ve'“ costb

Luego,vimos como la introduccién de variables complejas puede ser una ayuda para
resolver ecuaciones diferenciales. Este caso fue un caso muy especial. Sin embargo, mu-
chos sistemas que no estan en la forma (A.2.1) se pueden llevar a esa forma a través de un
cambio de coordenadas.

A.3. Aplicacién de Algebra Lineal Compleja a Ecuacio-
nes Diferenciales

Extendiendo un operador T en un espacio vectorial E (real) a un operador T¢ en un
espacio complejo Ec. Los autovalores complejos de T estdn asociados con autovectores
complejos de a.

Primeramente, desarrollemos espacios vectoriales complejos. Cabe resaltar que las de-
finiciones y propiedades elementales de R" van directamente a C"; y los espacios vecto-
riales complejos mediante la sustitucion sistemdtica de los ntimeros reales con nimeros
complejos.

Sea el espacio cartesiano complejo C" (R" C C")que es el conjunto de todas las n —

tuplas z = (z1,...,2,) de nimeros complejos.( El conjunto de nimeros complejos C es el
plano cartesiano R? considerado como un espacio vectorial; i = (0,1) en R?).
Sea z = (z1,...,2,) en C" un vector complejo o un punto en C" y A es un nimero

complejo. Asi,
Az=(Az1,...,Az,) multiplicacionescalar

Sea F #£ @ , F C C" un subespacio o un subespacio lineal si es cerrado bajo las ope-
raciones de adicion y multiplicacién escalar en C” un espacio vectorial complejo va a
significar un subespacio de C". Cabe mencionar que todas la propiedades algebraicas del
espacio vectorial real y sus mapas lineales se trasladan a espacios vectoriales complejos
y sus mapas lineales. En particular, la determinante de un operador complejo 7', o una
matriz n X n es definida en C.

Considere ahora un operador en C" o mds generalmente, un operador 7' en un espacio
vectorial complejo F € C"

T:F—F
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donde procedemos a estudiar sus autovalores y autovectores. Sea A un autovalor de T,
donde A € C tal que Tv = Av tiene una solucién distinta de cero con v € F. El vector
v € F es llamado autovector perteneciente a A. Los métodos para encontrar autovalores y
autovectores reales se aplica a este caso de nimeros complejos.

Asi, dado un operador complejo 7', se le asocia un polinomio p (A) =det(7T — AI) con
coeficientes complejos tal que el grado de p (A) es la dimensién de F y las raices de p (1)
son los autovalores de 7'. (Hirsch, M. W. and Smale [4] pag. 63.)

Teorema. 3.Sea T : F — F un operador en un espacio vectorial complejo F n— dimensional
. Si el polinomio caracteristico tiene raices distintas entonces 7 puede ser diagonalizable.
Esto implica que cuando estas raices son distintas, entonces uno puede encontrar una base
{e1,...,e,} de autovectores para T. Asi, que

n
= ZZjej,
J=1

en F entonces

n
Tz = Z A jR €y
Jj=1
donde ¢; es el autovector perteneciente al autovalor complejo A; (comple jo).
Observemos que este teorema es mas fuerte que el teorema correspondiente en el caso
real.

Como hemos sefialado R" C C", ahora consideramos de manera mas general las re-
laciones entre espacios vectoriales en R" y espacios vectoriales complejos en C. Sea F
un subconjunto complejo de C" entonces Fr = F NR” conjunto de todas las n — tuplas
(x1,...,%,) que estdn en F y son reales. Evidentemente F es cerrado bajo la operacion de
adicion, asi como la de multiplicacién escalar por nimeros reales. Por lo tanto Fr es un
espacio vectorial real (subespacio de R") .

Ahora el proceso inverso. Sea E C R" un subespacio y Ec un subconjunto de C”
obtenido por tomar todas las combinaciones de vectores en E con coeficientes complejos.
Por lo tanto,

k
Ec = ZEC"/z:ZMZi,ZiEE, rLeCy,
i=1

donde E¢ es un subespacio complejo de C". Note que (E¢)p = E. Recuerde que si z =
x+ iy un ndimero complejo, entonces 7 = x — iy = 0 (z), asi que

c:C—C,

con la propiedad 62 = ¢ - ¢ = 1 la identidad. El conjunto de puntos fijos de &, que es el
conjunto z tal que o (z) =z, es exactamente el conjunto de nimeros reales en C.
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Esta operacién ¢ o conjugacion puede ser extendida a C" definiendo
c:C"—(C",

conjugando cada coordenada; es decir, o (z1,...,2,) = (Z1,...,21), para esta extension el

conjunto de puntos fijos estan en R”. Note también que si F' es un subespacio complejo de

C" tal que o (F) = F entonces el conjunto de puntos fijos de ¢ en F es exactamente Fg.
Sea F C C" un subespacio lineal o — invariante de C" asi parave Fy A € C

6(Av) =0 (1) (V)

o si escribimos o (w) =w para w € F, Av = A¥. Por lo tanto, G no es complejo lineal. Sin
embargo

oc(v+tw)=0c(v)+o(w).
Asi, se sigue que para cualquier subespacio F C C"
Fr={z€F/o(z) =2z},

F C C" puede ser descomplejizado; esto es, expresado en forma F = E¢ donde E C R”,
F puede ser descomplejizado siy solosi 6 (F) C F.
Por si 0 (F) C F entonces x — iy € F cuando x+iy € F con x,y € R"; asi x € F pues

x =5 [(x+iy) +(x—iy)]

=N

yZZ[(Hiy)—(x—iy)]-

Asi, F es la complejizacion del espacio de vectores reales en F. La inversa es trivial.
Aligual que cada subespacio E C R” tiene una complejizacion Ec C C", cada operador
T : E — E tiene una extension a un operador lineal complejo

Tc : Ec —>E(C7

llamado la complejizacion de T'. Para definir T¢, z € E¢, sea

z=)Y Aixji AjeC, x;€E (A.3.1)

entonces Tez = Y. A;Tx;.

SiB ={ei,...,e,} es unabase para E que es también una base para el espacio vectorial
complejo Ec y la matriz B para T¢ es la misma para 7T'.

En particular, si 7 € L(R") es representado por una matriz A, , entonces T¢ € L(C")
es también representado por A.
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Proposicion. 1. Sea E C R" un espacio vectorial y Ec C C" su complejizacion.
Si Q € L(Ec) entonces Q = T¢ para algiin T € L(E) siy solo si

Qo =o00.
donde o : Ec — Ec es la conjugacion.

Demostracion. (=) Supongamos Q = T, por otro lado tenemos ¢ : Ec — E¢ la conju-
gacion donde 6 (z) = z.

Como se defini6é Tg : Ec — E¢ llamado complejizacién de T definida por T (z) =
Y AjTxjdonde T € L(E).

Como z € E¢ entonces 7 = ):ﬂjjxj; k_j €C, x; €E,asi

Q0 (z) =Tc (0 (2))
=Tt (2)

(<) Supongamos que Q conmuta con 6. Entonces Q (E) C E; por si x € E entonces
o (x) = x por lo tanto
cQx = Qo (x) = Ox.
Asi,Ox e {y€ Ec/o(y) =y} =Ecr =E. Sea
Q\E=T€cL(E)
Esta claro por la definicién de T¢ que Te = Q. [

Observacion. Un operador T en un espacio vectorial real E es semisimple si su compleji-
zacion ¢ es un operador diagonalizable en E¢.

A.3.1. Operadores Reales con Autovalores Complejos

Ahora descartamos la hip6tesis de que los autovalores deben ser reales.
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Proposicion. 2. Sea T un operador en un espacio vectorial real E entonces el conjunto de
sus autovalores se conserva bajo conjugacion compleja. Por lo tanto, si A es un autovalor
también lo es A.

Podemos escribir los autovalores de T como:

M,...,Artodos reales,

up,ug,... U, todos no reales.

Demostracion. Primero observemos que los autovalores de 7' coinciden con los autovalo-
res de su complejizacion T¢ , pues ambos 7'y Tt tienen el mismo polinomio caracteristico.
Sea A un autovalor de T¢ y v un autovector correspondiente en Eg, asi,

Tecv = Av.
Aplicando la operacién de conjugacién ¢ a ambos lados
o (Tev) = 6 (Av) = A¥,
por la proposicion anterior
o (Tev) =Teo (v) =Te (V).

Por lo tanto, .
Tev = Av.
En otras palabras, A es un autovalor de Tt con autovector correspondiente V. O]

Las propiedades bdsicas de los operadores reales estdn contenidas en los siguientes
tres teoremas.

Teorema. 4. Sea T : E — E un operador real con autovalores distintos enumerados como
en la proposicion anterior. Entonces E y T tiene una descomposicion de suma directa

E=E,OE,; T=T1,0T),

conT, :E, —E,, Ty,: E, — Ej, donde T, tiene autovalores reales y T, autovalores no
reales.

Demostracion. El operador T : E — E tiene una extension a un operador lineal complejo
Tt : Ec — Ec , aplicando el teorema anterior, el cual implica que encontramos una base

B = {61 N i L fn,]Tn} para Ec , compuesta por autovectores de T¢ correspon-
dientes a los autovalores Ay,..., A, uy, U1, ..., Uy, ly,.
Sea F, el subespacio complejo de Ec generado por {ey,...,e,} y Fj el subespacio

generado por { f1, fi,..., fu, fu } Por lo tanto F, y F}, son subespacios invariantes para T¢
en Ec donde Ec = F,® Fp,.

Ademads, F, y F;, son invariantes bajo la conjugacion compleja. Sea E, = ENF, y
E, = ENF, entonces F, y Fj, son las complejizaciones de E,; y E , E = E, D E},. L]
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Este teorema proporciona un desacoplamiento de ecuaciones diferenciales

dx T
5 = I
Asi, podemos escribir, esta ecuacién como un par de ecuaciones
dx,
dr =1LgXq,
d
dr bXb,

donde 7, T, son como estan definidas en el teorema y x, € E,, x5, € Ep,.

Teorema. 5. Sea T : E — E un operador en un espacio vectorial real con autovalores no
reales (uy,uy,...,uy,uy,). Entonces hay una descomposicion de suma directa invariante
para E y una correspondiente descomposicion de suma directa para T

E=E ®...0F,,
T=T\®..0T,

cada E; es bidimensional y T; € L(E;) tiene autovalores u;,u; .

Demostracion. Sea F; el subespacio complejo de Ec generado por los autovectores f;, f;
correspondientes a los autovalores u;,u; . Entonces sea E; = F; N E entonces F; es la com-
plejizaciéon de E; donde i = 1,....n y E =E| S E, & ... E, ademés T; : E; — E;; asi
J=T1e1,&...8T,. [

Teorema. 6. Sea T : E — E un operador en un espacio vectorial bidimensional E C R"
con autovalores no reales u,u con u = a+ ib. Entonces existe una matriz representante A

paraT
a —b
A= [ a - } |
Demostracion. Sea Tt : Ec — E¢ la complejizacion de 7. Por lo tanto, T¢ tiene los mis-

mos autovalores como 7', hay autovectores v, v en E¢ pertenecientes a u, i respectivamente.
Seav=a+if3, con o, € R" entonces v = a —if3 , note que «, B estdn en E¢ para

Oc:%(v-l—v),
I _
5:—5(V—V)~

Por lo tanto a y f estan en Ec NR” = E. Ademds, es facil ver que o, 8 son indepen-
dientes ( por la independencia de v y V). Por lo tanto, {8, } es una base para E. Para
calcular la matriz de T en esta base, iniciamos en

Te(a+ipB) =(a+ib) (a+iP)
=ao +iaP +ioab—bp
=(—bB +aa)+i(aP + ab).
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También Tg (o +if) =T (o) +iT (B). Por lo tanto,
T (B) =aB + o
T (o) =—bp +aa.

Entonces la matriz de T en la base {3, ot} es { Z _ab } : O

En el curso de la demostracién, hemos encontrado la siguiente interpretacion de un
autovalor complejo de un operadorreal T € L (E), E C R™

Corolario. 1. Sea v € Ec un autovector de T perteneciente a u =a+ib, b #0. Si v =

. . |a —b
o+ i € C entonces {B,a} es una base para E dando v la matriz b
Demostracion. Es consecuencia del teorema anterior. L]
Ahora, consideremos
dx
—=Tx A3.2
7 ) ( )

en R", T un operador en R” (matriz3 x 3). Supongamos T tiene n autovalores distintos
entonces los Teoremas 5,4 y 6 se aplican. Dejando E = R”, primero aplicamos el teorema
5 para obtener el siguiente sistema equivalente a (A.3.2).

dx
—dt" = T,x,, (A.3.3)
dxb
—2 = Tx. A34
7 bXb ( )

Porlotanto, T =T, ® T}, x = (x4,xp) € E = E, @ E},. Donde T, tiene autovalores reales
y T;, tiene autovalores no reales, (A.3.3) definida en el subespacio E, y (A.3.4) definida en
el subespacio en Ej,.

Ejemplo. 3 Considere la ecuacion

o X' =Ax, x=(x1,x2) donde A = { (1) _22 }

Asi, los autovalores de A son A; = 1+, A_l = 1 —i. Encontremos el autovector perte-
necientead; = 1+i

(A—(1+i)1)w:o,we<c2;»[ _11_i 1__2i} [W‘ } :[O].
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Luego, se tiene

(—1—i)w; =2wp
wyp = (—1 + i) wo
donde podemos observar que todas las soluciones son complejas.
Siwy=—i=w;=i+1.Asi, w=(1+1i,—i) = (1,0)+i(1,—1) = a+if autovector
complejo perteneciente a 1 + i. Asf, elegimos la nueva base {B,a} para R* C C?, con
B=(1,-1),x=(1,0).
Para encontrar nuevas coordenadas yi,y, correspondiente a esta nueva base, note que
cualquier x puede escribirse

X=X (1,0)—1—)62 (071) =N (17_1)+y2(170)7

X1 =y1+y2
X2 ==y

ox=Py,P= { _11 (1) } . Las nuevas coordenadas estdn dadas por
V1= —X2 %y:pli}‘:[O —1}
Y2 =X1+x .
La matriz A en las y — coordenadas es
1, | O —1 0 -2 1 1| |1 —1]|_
PAP_[] 1}[1 2}[—10_1 1 =B
Luego, nuestra ecuacion diferencial

dx_

A
dt %

en R2, teniendo la forma % = By.

Yi=y1-y
Ya=y1+y2
entonces se tiene y () = ke', e = €'’ = ¢! (costh + isentb), donde k = a + Bi. Asi,
y1 (t) = ae' cost — Be' sent,

y2 (t) = ae'sent + Bé’ cost,
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La ecuacion original tiene como solucién general

x| |1 1 ae' cost — e’ sent

x| | -1 0 ae'sent + e’ cost
| (ote'cost — Be'sent) + (ae' sent + B cost)
- —aeé' cost + Pe' sent

x1(t) =(a+B)é cost + (ot — B) e’ sent,
x; (1) = — aé' cost + Be' sent.
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Apéndice B
Topologia en R”

La teorfa y teoremas de este apéndice se encuentra principalmente en Hirsch [4] y
Lima [7].

B.1. Norma en R" y Producto interior

Definamos la funcién producto interior
(V:R"XR" >R
(x,) = (x,y).

Sea x,y € R" tal que (x,y) = x1y1 +x2y2 + ... + X,y que satisface:

i) Simetria (x,y) = (y,x).

ii) Bilinealidad (x+y,z) = (x,2) + (y,2), (x,y+2) = (x,2) + (,2),
(Ax,y) =A{x,y), AL € R.

iii) Definicion Positiva (x,x) > 0, (x,x) =0 <> x = 0.

Definamos la funcion norma euclidiana

|-[:R" =R
x> |x|.
Sea x,y € R" tal que |x| = (x,x>% = /x4 x3+4...+x2 que tiene las siguientes pro-
piedades:
i) |x| > 0.

i) |x] =0+ x=0.

iii) |Ax| =|A||x|, donde |A| es el valor absoluto del escalar A.

iv) x4y < x| +[yl.

Ademais, se tiene la Desigualdad de Cauchy para lo cual, sea x,y € R", tal que

(e, y) < Ixl- Iyl
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La igualdad vale si uno de los vectores x, y es multiplo de otro, es decir, y = ox.

Demostracion. Six=0— (0,y) =0 —=0= (x,y) < |x||y| =10]]y| =0
Supongamos que x # 0y para y € R” se cumple y = ax+z con x1z donde ot = gz i
entonces

[ = |ox +2* = |ox]” + [2]* > |ax]?

y* >a? .
Asi,
2 2
2 <X,y>) 2 <x7y> 2
> | — X =——5|X
P2 () M=
2
2 <X,y>
¥ >
vl W
P [xl? > (x,0)?
x| Iyl = (x, ) -
Siy=Ax

[ (e = e Ax)| = 2] (xx) = 4] |xf?
xl [Aox] = 2 [A] ] = 2 [,

Ademas, geométricamente, |x| es la longitud del vector x y
{x,) = [x[ - [y[ - cos 6.
Definamos la distancia entre dos puntos, para lo cual, sea x,y € R”
d:R'"xR"—=R
(x,y) = d (x,y) =[x —yl,

que satisface
i)d(x,y) >0=(y,x):d(x,y) =0 x=y.
ii)d (x,y) =d(y,x) .
i) d (x,z) <d(x,y) +d (y,2).
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B.2. Bolas

Seax,yeR"ye >0
B(x,e) ={y eR"/|y—x| <€},

una bola abierta de centro x y radio €.
Seax,yeR"ye>0

Blx.e] = {yeR"/|[y—x <e},

una bola cerrada de centro x y radio €.

B.3. Conjuntos Abiertos y Acotados

= Un punto a € X C R” es llamado punto interior de X si existe r < 0 tal que B (a,r) C
X. Asi, un conjunto se dice abierto si todos sus puntos son interiores; es decir, X C
R un conjunto abierto si y solo si Vx € X existe € > 0 tal que B(x,€) C X.

= Denotamos con Int (X) al conjunto de todos los puntos interiores de X C R”.
= Silnt (X) = X entonces X es abierto.
» Sia € Int (X) decimos que X es una vecindad de a.

= Decimos que X C R” es un conjunto acotado si existe a > 0 tal que X C B(0,a).

B.4. Sucesiones en R”
Una sucesion es una funcion N sobre R” de la forma

X No>R'=RxRx...xR

kv x, = (x,i,x,%, . ,xZ) ,
que denotamos por {xy } .y 0 {xx}.

Definicion. 1 x Decimos que la sucesién {x;} converge a un punto y € R” si Ve > 0
Jko € N tal que k > ko entonces |x; — y| < €; es decir, k > ko — x; € B(y,€).

« La sucesion {x; } en R” converge a el limite y € R" si limy_.. |xx —y| = 0.

* Una sucesion {x; } en R” se dice convergente cuando existe 1imy_... x; = a, asi resulta
que toda sucesion convergente es acotada.

Teorema. 7 {x;} C R" converge al punto y, es decir,
limy_,oox; =y siy solo silimg_ Xy = y; donde i=1,2,...,n.
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Demostracion. (—) Para cada i =1,...,n se tiene |x; — y;| < |xx —y|. Por otro lado, te-
nemos que 1imy_,..x; =y que es Ve > 0 Jky € N tal que k > kg entonces |x; —y| < €.
Asi, tenemos que Ve > 0 Jko € N tal que k > ko , |xx; —yi| < |xx —y| < € entonces
limy 00 Xgi = Yi.
(+) Ahora, supongamos limy_..,xz; = y; , dado € > 0, existen 3ky,k, ...k, € N tales
que k > ki— |x —vyil <€ (i=1,...,n). Tomando ko = mdx{ky,ks,... k,} tomando la
norma del maximo vemos que k > ky — |x; —y| < €. Asi, tenemos

lim x; = y.
k—oo

]

Definicion. 2 Una subsucesion de una sucesion {x;} es una restriccion de esta sucesion a
un subconjunto infinito N’ = {k} < -+ <k, <---} CN.

ke Dk tmen @ ke X ++) 5
denotan una subsucesion.
Proposicion. 3 Toda sucesion convergente es acotada.

Demostracion. Sea {x;} C R" una sucesion que converge a y € R"; es decir,
limy .. xx = y entonces limy_,..x;; =y; paratodo i=1,2,...,n.
Por lo tanto, se tiene {x;; }es acotada entonces

aM; > Otal que |x;| < M; Vk.
Asi, se tiene que
k] < xae] + ok + Pesi| 4+ | < memdix{x} =n-M; =M.
Por lo tanto, {x;} es acotada. O

Teorema. 8 (Bolzano — Weierstrass)Toda sucesion acotada en R" posee una subsucesion
convergente.

Demostracion. Sea {x;} C R" una sucesion acotada que converge a y € R” entonces la
sucesion coordenada {x;;} C R con i =1,2,...,n también es acotada. Consideremos la
sucesion {x;;} C R acotada, asi, por el teorema de Bolzano-Weierstrass aplicado a R,
existe un conjunto N; C N infinito y un y; € R tal que existe una subsucesion x;; que
converge a yj, es decir,

lim x 1=JY1-

keN; k Y

Por otro lado, la sucesidén acotada {ka}keN1 en R, asi, por el teorema de Bolzano-

Weierstrass aplicado a R, existe un conjunto No C N; C N infinito y un y; € R tal que
existe una subsucesion xi, que converge a y;; es decir,

lim X2 = Y2.
keN, %
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Asi, sucesivamente hasta que consigamos n conjuntos infinitos
N,CcN,_;jCc..cNyCN;CN
y nimeros reales y1,ys,...,y, tal que

lim xz; = y;, parai=1,2,... n.
keN;

Luego, por y = (y1,y2,---,¥n) y €l Teorema 7 mencionado, se tiene

lim x;, = y.
keN, k=D

]

Definicion. 3 (Sucesion de Cauchy) Una sucesion de puntos {x;} en R” se llama sucesién
de Cauchy si

Ve > 0dado, existe ko € N tal que k,r > ko = |x;, — x| < €,

lo que implica que 1imy ;o0 | X5 — x| =0 0 limyen ren [k — x| =0
Asi, toda sucesion de Cauchy es acotada.

Teorema. 9 (Criterio de Cauchy) Una sucesion en R" converge si y solo si es una suce-
sion de Cauchy en R"

Demostracion. (—) Sea {x;} C R”" una sucesion que converge a y € R"; es decir,

lim |x; —y| =0.
k—>o0

Asi,
e —2xe| = e —y+y — x| = [(x —y) — (xr — )]
e — x| = | (i —y) = (% = y)|
ook — x| < g — ¥+ [ — 1,
luego

0

. . 0.
<
k’lrlmw |k — x| hrrolo F lim 0

lim |x; —x,[=0
k,r—yoo
entonces {x;} es de Cauchy en R”.
(«—) Supongamos que {x;} C R" es de Cauchy entonces {x;} es acotado por el Teo-
rema de Bolzano-Weierstrass {x;} posee una subsucesion que converge; es decir, existe
N C N infinito tal que lim, ¢y x- = v, y € R” 0 lim,.<py |x — y| = 0. También se sabe

Iim |xz —x,| =0,
keN,reN’
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esto por la definicién de Cauchy entonces

[k — y| = |k — xr +x, — y|
= otk — x| + [xr — ¥
lim |xe—y| = 1i - lim |x, —y| =0.
Jim | —y| (Jm e — x|+ Hm [~y
keN,reN/

Por lo tanto, limy_e |xx —y| = 0, asi {x; } converge a y en R". O

B.5. Conjunto Cerrado

Sea X C R”, un punto a € R" se dice que es adherente a X si existe una sucesiéon de
términos {x;} en X tal que
lim x; = a.
k—oo

Definicion. 4 La clausura de X C R" es el conjunto de puntos:
X ={a€R"/aesadherente a X},

es decir,
a€X<:>klimxk:a; {x} CR™
—>00

* Un conjunto Y C R" es cerrado <Y =Y.

Teorema. 10

(a) Un punto a es adherente al conjunto X C R" < toda bola de centro a contiene
algtin punto de X.

(D) Y es cerrado en R" < R" —Y es abierto

Demostracion. a) (—) Si a es adherente a X entonces

dxp e XVkeN : limx;, =a,
k—yo0

por definicién de convergencia, toda bola B (a,r), r > 0 contiene puntos de X, en este caso
todos los x; con k suficientemente grande.
(+) Supongamos que toda bola de centro a contiene un elemento de X entonces po-

demos considerar las bolas .
B <a, %) conk € N.

Por hipétesis, x; € B (a, %) con x; € X entonces |x; —a| < % tomando limite k — oo,
Asi , limy_,.. x; = a. Por lo tanto, a es adherente al conjunto X.

b) Supongamos que Y es cerrado en R” +» x € R” —Y entonces x no es adherente a Y
<> x € R" —Y entonces existe r > 0 tal que B (x,r) C R" —Y por la parte (a) <> (R"—Y)
es abierto. 0
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El inciso b) es equivalente a: Un subconjunto ¥ C R" es cerrado si toda sucesion de
puntos en Y que es convergente tiene su limite en Y.

B.6. Aplicaciones Continuas y Conjuntos Compactos
Definicion. 5 Una funcién f : X — Y es continua en a € X, si para todo € > 0 existe 6 >0
xe€X, x—al<d—=|f(x)—f(a)| <e.

En términos de bolas abiertas f : X — Y es continuaena € X:

VB(f (a);€),3B(a,d) tal que f (B(a,0)NX) C B(f(a);€).

Teorema. 11 Sea f : X — R" continua en a € X < ¥ {x;} C X sucesion tal que

limx; =a entonces lim f(x;) = f(a).
k—yo0 k—yo0

Demostracion. (—) Sea f : X — R” continua en el punto a. Dada una sucesién de puntos
X € X con limy_,x;, = a para todo € > 0 existe § > 0 tal que f (B (a,0)) C B(f(a),¢€).
Para 0, existe ko € N tal que k > ko, x; € B(a, 9), luego k > kg entonces f (x;) € B(f (a),€).
Por lo tanto, limy_,e f (x¢) = f (a).

(«—) Por contradiccién. Supongamos que f no es continua en a , asi, existe € > 0 para
todo 6 >0

It jx—a| <6, |f(x)—f(a)| >e.

Aplicando lo anterior a los x; tenemos existe € > 0 para todo 6 = % > 0conk >k se
tiene

-l <7 v Ifw)~f(@)] >

Asi, tenemos 1imy_,. Xx = a mas no tenemos que limy_,. f (x;) = f(a), lo cual es una
contradiccion a nuestra hipétesis de que limy_,..x; = a entonces limy_,o. f (xx) = f (a).
Por lo tanto f es continua en a. [

Definicion. 6. Un conjunto X C R” es compacto si y solo si X es cerrado y acotado.

Teorema. 12. Si K C R”" son equivalentes
i) K compacto en R".
ii) Toda sucesion de puntos {x;} C K admite una subsucesion que converge en K.

Demostracion. (i) — ii)) Supongamos K es compacto entonces K es cerrado y acotado.

Sea {x; } una sucesién en K, como K es acotado por el Teorema de Bolzano-Weierstrass
esta sucesion posee una subsucesién convergente {xj},.ny que converge a un punto a.
Ademas, como K es cerrado se tiene que a € K.
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(if) — i)) Por demostrar K es cerrado y acotado.

Supongamos que toda sucesion de puntos {x;} C K admite una subsucesién que con-
verge en K

Demostremos que K acotado.

Supongamos K no es acotado entonces M € N tal que {x;} C K se cumple |x;| > M
asi ninguna sucesion {x;} C K converge en K. Asi, esta no poseeria una subsucesion
convergente, lo cual es una contradiccidn a nuestra hipétesis. Por lo tanto K es acotado.

Demostremos que K es cerrado.

Sea {x;} C K tal que limgenx; = a Vk € N entonces por hipdtesis esta admite una
subsucesion {xy } o que converge a a € K. Pero, sabemos por unicidad de limite que si

limx;, = a — lim x; = a.
keN keN/

Y como a € K, asi K es cerrado. O
Teorema. 13 Sea K C R" compactoy f : K — R" continua entonces f (K) es compacto.
Demostracion. Sea {y;} una sucesién de puntos en f (K)

f:K—R"
X = f ()

tal que para todo k € N existe x; € K tal que f(x;) = yx. Como K es compacto en R” .
Asi, por el anterior teorema tenemos que toda sucesion {x;} C K admite una subsucesion
{*k }renv que converge para un punto en K

limxy =a,ack.
keN

Como f es continua entonces por el Teorema 11 mencionado

Jim £ (xx) = f (a) , donde f (a) € f (K).
c !

Luego, toda sucesién de puntos yx = f (xx) € f(K) posee una subsucesion {yg},cny
convergente para un punto f (a) € f (K). Por consiguiente, f (K) es compacto por el Teo-
rema 12 mencionado. 0

Teorema. 14 Sea K C R" compacto y f : K — R una funcion real continua entonces
existen xo,x| € K tal que Vx € K

[ (x0) < f(x) < f(xr).

Demostracion. Como K C R" es compacto y f continua entonces f : K — R es compacto
esto por Teorema 13. Como f (K) es compacto, f (K) es cerrado y acotado. Luego como
f(K) es acotado, por el axioma del supremo, existe yo = inf (f (K)) y y; = sup(f(K))y
como f (K) es cerrado se tiene yg,y; € f(K).
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Por otro lado, como

yo € f(K) — Ixp € K tal que f (x0) = yo.

vi € f(K) — 3x; € K tal que f (x1) =y;.
Luego, para todo x € K

[ (x0) = yo = inf (f (x)) < f(x) <sup(f(x)) =y1 =f(x1).
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Apéndice C
Normas

La teorfa y teoremas de este apéndice se encuentra principalmente en Hirsch [4] y
Lima [7].

C.1. Norma en General

Definamos una norma cualquiera en R":
N :R" — R,

que satisface:
i) N(x)>0.
ii)N(x)=0<«+x=0.
iii) N(x+y) <N(x)+N(y).
iv) N(Ax) = |A|N (x).

Ahora veamos normas especificas en R" :

|x|mdx :mdx{|x1|7|x2|7---a|xn|}7

‘xlsum = ‘x1| + ‘x2| + + ‘xn| .

Veamos la siguiente equivalencia de normas:

|x|ma’x < |X| < |x|sum <n ’x|ma’x‘
Demostracion. Primero demostremos que x|, < n|x|,. ..
Luego, como
mdx =

Xl = 21

¥l =l

X e = X1+ x| = X -
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Por lo tanto, |x|,,,, < n|x|,,4-
A continuacién, demostremos que |x| < |x|
Por induccion, para k =2

sum*

(bt |+ [x2)? = et [P 42 e | o] =+ ] > et [P+ o f* = xf -+ 43

Ix1] + 2| >4/x2 4 x3.
1 2

Entonces |x|,,,, > |x| para R?. Supongamos, para k =n — 1 se cumple

il el 1| >/ g+ 22

Por demostrar k = n

2
(Ix1] + 2| + - 4 [t |+ x> > ( XXX+ |xn]>

n—1

=(X{+X5+...+xa_ +x7)+2 (\/x%+x§+...+x2 ) (Jxn)

Zx%—l-x%—I—...—I—x,Zl_l —|—x,%.

Asi,
ler| =+ 2|+ x|+ x| > \/x%—kx%—i— X2 422
¥ = [
en R".
Ahora, demostremos |x],, .. < |x].
Sea |x;| = mdx {|x1|,...,|xi|,...,|x:|} = |x],,4 entonces

2 <|xif 4 P ]
R U B U R

X e = %] SA/XT X4 X 22 = A

|x|mdx < |)C| .

Sea B ={f1,f2,...,[n} una base para R" y define la norma 8 — euclidiana

xlg =/ ((F 4. +12),

Slx = Z;le tjfj ; en otras palabras,
(t1,t2, .. 1y).
La norma 3 —mdximo de x, B = {f1, f>,-- -, f»} una base para R" y se define la norma

x| g s la norma Euclidiana de x en B — coordenadas

%1 g e = max{[tr], ..., |tn}-
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Proposicion. 4 Sea N : R" — R alguna norma. Existen constantes A > 0, B > 0 tales que
Alx| <N (x) <Blx|
para todo x en R", donde |x| es la norma euclidiana.

Demostracion. Tomamos N : R"” — R alguna norma. Consideremos la norma del maximo.
Claramente por la equivalencia de normas

¥ e < ¥l <

mdax —

2 2 2
(|x|mdx) S ij S n (|x|ma’x> ’
J

mdx

tomando la raiz cuadrada
|x|mdx S |x| S \/ﬁ’x’mdx'

Asi, la norma del méximo puede tomar A = \/Lﬁ yB=1

1

—n|XI <o < 1] (C.1.1)

mdx

Ahora, mostraremos que N es continua.
Tenemos x = ) x;e;, luego

N(x) =N () xje;) <Y xiN(e;),

donde {ej,ey,...,e,} es la base estindar. Si tomamos M = mdx{N (e;),...,N(e,)} en-
tonces

aum <M -nl|x|, .. <M-n|x|, (C.1.2)

n
N (x) SM-Z‘xj’ =M -|x|
j

por (C.1.1). Luego por la desigualdad triangular N (x+y) < N (x) + N (y) y por (C.1.2), se
tiene
IN(x) =N ()| <N(x—y) <M-nlx—y|.

Asi, se tiene la definicion de Funciones Lipchitz.
Por otro lado, sea {x;} una sucesién en R" y supongamos limx; =y en R". Asi, se
tiene

IN () =N ()| <M-nlx—y|

entonces IimN (x;) = N (y) en R. Por lo tanto, N es continua y este alcanza un valor
méaximo By un valor minimo A en el conjunto cerrado acotado

K={xcR"/|x| =1}.

Como K compacto y N continua entonces por Teorema 8 del Apéndice 2, N toma
valores mdximo y minimo.
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Ahora, seax e R". Six=0
A|0] <N (x) <BI0|
N(x)=0.
Si |x| = o # 0 entonces
N(x)=N(ao 'x) =aN (a 'x).
Ya que ](x_lx‘ =a '|x| =a o =1 se tiene
A<N(a'x)<B.

Por lo tanto,

Asi, queda demostrada la desigualdad. 0

Definicion. 7 Sea E C R" un subespacio. Definamos una norma en E, sea
N :E — R,

que satisface i), ii) , iii) y iv). (Cada norma en E es obtenida de una norma en R”" por
restriccién). Definimos un espacio vectorial normado (E,N) para ser un espacio vectorial
(que es subespacio de R") junto con una norma particular N en E.

Existen A, B € R tal que la Proposicién 4 se mantiene Vx en R”, asi esto se mantiene
con mayor motivo Vx en E.

Proposicion. 5 Sea (E,N) espacio vectorial normado. Una sucesion {x;} en E converge
ay siysolo si
Iim N (x; —y) =0.

k—yo0

Demostracion. (<) Sea (E,N) espacio vectorial normado, donde N cumple la proposi-
cién anterior. Sea A > 0 ,B > 0 tal que

Alx] <N(x) <Blx|. (C.1.3)
Sea {x;} una sucesién en E, supongamos

lim N (x; —y) =0,

k—yo0

es decir, para todo € > 0 existe ko € N tal que Vk > ko N (x;y —y) < € y por (C.1.3)
Alxg—y| <N (i —y) < Blx — |

1
e —y| SATIN(xp —y) < AE<E
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Por lo tanto, limy_,.x; = y.
(—) Sea (E,N) espacio vectorial normado y supongamos que una sucesion {x;} en E
converge a y, es decir,

E E
VE>OEIk06N tal que Yk >k \xk—y\<E.

Como N : E — R alguna norma, cumple la Proposicion 4.
Asi,

N (xx—y) < Blx;—y)| <B}£9 =e€.
Por lo tanto, limy_,.. N (x; —y) = 0. o
Proposicion. 6 Sea (E,N) espacio vectorial normado entonces la bola unitaria:
D={x€E/N(x)<1}
es compacta.
Demostracion. Como (E,N) espacio vectorial normado entonces sea B > 0 tal que
N (x) < Blx|
entonces D esta contenida en
F={xeR"/|x|<B'}.

Por lo tanto, D es un subconjunto acotado de R”". Sea {x;} una sucesién en D, por la
Proposicion 5, tenemos que 1imy_,.. N (x;) = 0. Asi, se tiene que D es cerrado. 0

Proposicion. 7 Sea (E,N) espacio vectorial normado entonces una sucesion {x;} en E
converge a un elemento en E si 'y solo si para cada € > 0, existe un entero ng > 0 tal que
si p > n > ng entonces N (x, —x,) < €

Demostracion. Supongamos E C R” y consideremos {x;} una sucesién en R” que con-
verge ay € E C R” siy solo si {x;} es de Cauchy

£
Ve > 0dado, existe ng € Ntal que p,n > ng — |xp—xn‘ < B

Por la equivalencia de normas de la Proposicion 4

A}xp—xn‘ <N (xp —x,) SB‘xp—xn|.

Luego,
£
N (xp —x,) < B|xp —xn} < Bl_3 =€
N (x, —x,) < E.
Pero y € E, porque los subespacios son conjuntos cerrados. 0
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Notemos que una sucesiéon en R” ( o en un subespacio de R" ) es frecuentemente
denotado por una serie infinita
Y
k=0

Esta es una notacién sugestiva para la sucesién de sumas parciales {s;}, donde
S =X1+Xx2+ ...+ Xk

Si limy .5y =y se escribe
Y =y
k=0

la serie ) x; converge a y.
Observemos, que si todos los x; estdn en un subespacio E C R” entonces también
y € E pues E es un conjunto cerrado.

Definicion. 8 Una serie ) x; en un espacio vectorial normado (E,N) es absolutamente
convergente si la serie de nimeros reales };” o N (x;) es convergente.

Por otro lado, se tiene el Criterio de Comparacién que menciona que dados }7"  a, y
Y. by dos series de términos positivos tal que a, < b, Vn > n( entonces

Z b, converge = Z a, converge.
n=1 n=1
Definicién. 9 Una serie ) x; en un espacio vectorial normado (E,N) converge absoluta-
mente siempre que haya una serie convergente ) a; de nimeros reales a; no negativos tal
que
N()Ck) Sak;...k: 1,2,...

. Tomemos la sucesiéon de sumas parciales. Sean p,q € N y supongamos g < p, tenemos
claramente

14
YN@) =Y N =Y, N(x)
k=1 k=1 k=q+1
14 q 14
Zak—Zak: Z ay
k=1 k=1 k=q+1
p J4
0< Y Nax< ) a
k=q+1 k=q+1

Luego, por hipdtesis ) a; es convergente. Asi, es de Cauchy, para todo € > 0 existe
m € N tal que para p,q > m se tiene

14 q
Z ay — Z ayp| < E.
k=1 k=1
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Asi, se tiene que para p,g > m

p q p
ZN(xk)—ZN(xk) = Z N(xk) <€
k=1 k=1 k=q+1

entonces también es una sucesion de Cauchy. Por lo tanto, una sucesién de Cauchy.

Teorema. 15 Toda serie absolutamente convergente es convergente, lo que implica que
Y x; que es convergente en E. (Independientemente de la norma en E, esto por la equiva-
lencia de normas).

Demostracion. Sea una serie Y x; es un espacio vectorial normado (E,N) que converge
absolutamente, por definicién, entonces la serie de ntimeros reales Y ;° N (xi) es conver-
gente, que significa que existe una serie convergente Y a; de nlimeros reales no negativos
ay tal que

N(xk) Sak; k= 1,2,...,

esto por la Definicion 9. Por otro lado, sean p,q € Ny supongamos g < p, claramente

P q P P
Zxk_zxk = Z x| < Z k|
=1 k=1 k=q+1 k=q+1
P q
=Y =Y Il
k=1 k=1

Por hipdtesis, Y |x;| es convergente. Asi, es una sucesién de Cauchy, entonces para
todo € > 0 existe m € N tal que para p,q > m se tiene

p q
Z x| — Z ]| < e
k=1 k=1

Asi, para p,q > m se tiene

P q
Zxk — Z Xp| <E,
k=1 k=1

luego Y ;" | xx es convergente. U
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