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Resumen

El objetivo del presente trabajo de proyecto de grado es estudiar un
resultado importante en la teoría de álgebras de Lie de dimensión finita,
sobre un campo algebraicamente cerrado de característica cero: Cada par
de subálgebras de Cartan son conjugadas entre sí, vía algún automorfis-
mo de la álgebra. Este resultado es relevante pues garantiza la existencia
de elementos regulares contenidos en las subálgebras de Cartan, los cua-
les hacen más fácil describirlas por completo. Para la demostración en
el caso de álgebras de Lie complejas de dimensión finita, se requieren
apenas herramientas del análisis y la topología como el Teorema de la
Función Implícita para el caso real y nociones de componentes conexas
del complemento de las raíces de cierto polinomio distinguido (polinomio
de Killing), en el caso complejo. En el caso de álgebras de Lie de dimensión
finita, cuyo cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado de caracterís-
tica cero, ya que la noción de límite, esencial para el cálculo diferencial
en este caso esta ausente, pues requiere para su uso pleno la completitud
del cuerpo . Por tanto requeriremos de ciertos resultados algebraicos cu-
ya finalidad es de obtener un resultado análogo al Teorema de la Función
Implícita para funciones y aplicaciones polinomiales.
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Introducción

En 1870, Sophus Lie y el joven matemático aleman Felix Klein, cu-
yos primeros artículos trataban sobre geometría, estaban interesados en
grupos continuos y su importancia para la geometría. Mientras Klein se
decanto hacia la interpretación de la geometría de Lobachevski, Lie orien-
tó su estudio sobre las conexión entre transformaciones geométricas y
ecuaciones diferenciales, específicamente el problema de integrabilidad
por cuadraturas de ecuaciones diferenciales, es decir la expresión de la
solución de esas ecuaciones en términos de integrales de funciones co-
nocidas. Sus investigaciones, le llevaron a publicar, entre los años 1883
y 1884, un artículo llamado «Clasificación e integración de ecuaciones
diferenciales ordinarias que admiten un grupo de transformaciones», en
donde establecía la relación entre una ecuación diferencial y un grupo
continuo admitido bajo esta ecuación. Según Cartan, Lie «sintió» la ne-
cesidad de exponer en un gran compendio didáctico, los resultados de
sus primeras investigaciones, principalmente aquellas relacionadas con
la teoría de grupos. En un periodo de 9 años de trabajo, fue publicado
sucesivamente en tres volúmenes, su "Teoría de grupos de transformacio-
nes". Lie consideró una gran clase de grupos continuos, cuyos elementos
dependen de un número finito de parámetros reales o complejos, el mismo
denominó a tales grupos con el nombre de "grupos finitos continuos". Ac-
tualmente, estos grupos son denominados «Grupos de Lie». También Lie,
acabaría descubriendo lo que el mismo denominaría "Grupos Infinitesi-
males"; y que si uno es dado, entonces define completamente el grupo de
transformaciones en una vecindad de la transformación identidad. En la
actualidad, a dichos grupo infinitesimales, se les denomina "Álgebras de
Lie", debido a la sugerencia del matemático Hermann Weyl, en su artículo
"La estructura y representaciones de grupos continuos"(1935). Elie Car-
tan había mostrado en su tesis el año 1894, que todo elemento regular en
un álgebra de Lie, pertenece a una únicamente determinada subálgebra
nilpotente, de dimensión l. En su trabajo, daba una pureba rigurosa del
hecho de que el «subgrupo de rango cero» de un grupo de Lie semisimple
es conmutativo y puede ser considerado como un conjunto de elementos
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del grupo que conmutan con un elemento general(elemento regular) del
grupo. Gracias a este hecho, en el presente; este subgrupo es llamado el
Subgrupo de Cartan, y el subálgebra del álgebra de Lie correspondiente a
este subgrupo es llamado Subálgebra de Cartan.
En 1941, el matemático francés Claude Chevalley, se hizo conocido al
otorgar un enfoque más algebraico, a los resultados publicados por su
colega, el matemático alemán Hermann Weyl, sobre conjugación de subál-
gebras de Cartan, cuando la álgebra g es semisimple. El trabajo de Cheva-
lley en este aspecto es sorprendente a primera vista, pues ya que el grupo
adjunto en sí mismo, no es necesariamente algebraico, este contiene un
subgrupo algebraico que tiene la sufiente cantidad de elementos, como
para transformar cualquier subálgebra de Cartan, en otra.
Este enfoque algebraico, funciona cuando el álgebra de Lie en cuestión,
utiliza como cuerpo de base, a uno que sea algebraicamente cerrado de
característica cero. Chevalley consigue la conjugación de cualquier par de
subálgebras de Cartan, gracias a resultados de geometría algebraica, apli-
cados a polinomios en varias variables. Una álgebra de Lie es un espacio
vectorial g dotado de un producto(denominado corchete), el cual es bili-
neal, antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi. Las álgebras de
Lie constituyen la base de lo que se conoce como la teoría de Lie. Dentro
de esta, similarmente a otras estructuras, se estudian las subálgebras de
Lie, ideales, homomorfismos, derivaciones, representaciones, etc.
Ya que, el objeto matemático utilizado son las subálgebras de Cartan; que
en particular son maximales nilpotentes, el presente trabajo se inclinará
más en aquellos resultados que brinden información sobre la cualidad de
nilpotente. Los más utilizados son los siguientes:

(Teorema) Dado un espacio vectorial, de dimensión finita V , sea h un
subálgebra de gl(V ), de modo que todo elemento de h es nilpotente,
entonces existe un elemento v ∈ V , con v ̸= 0, tal que para todo A ∈ h,
Av = 0.

(Teorema de Engel) Dada una álgebra de Lie g de dimensión finita,
si la adjunta de todo elemento de g es nilpotente, entonces la álgebra
de Lie también es nilpotente.

(Descomposición en espacio de pesos) Suponga que el cuerpo de
escalares es algebraicamente cerrado. Sea ρ una representación de
g en V , donde V es de dimensión finita y g es nilpotente. Entonces,
existen funcionales lineales λ1, . . . λs, tal que si

Vλi
= {v ∈ V : ∀X ∈ g,∃n ≥ 1, (ρ(X)− λi(X))nv = 0},
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entonces Vλi
es g - invariante, con i = 1, . . . , s y

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλs .

El primero, interviene en muchas de las propiedades y resultados necesa-
rios de las subálgebras de Cartan. Respecto al segundo resultado, ayuda
a conseguir una descomposición de una álgebra de Lie en espacio de pe-
sos; en particular, para la representación adjunta, el funcional lineal nulo
es siempre un peso de tal representación.

Un resultado respecto a las derivaciones de una álgebra de Lie g que
será desarrollado en el presente trabajo, dice que al tomar D una de ellas
y su respectiva descomposición en componentes primarias

g =
⊕
i

gλi
,

entonces [gλi
, gλj

] ⊂ gλi+j
. Por tanto, una subálgebra de Cartan es exacta-

mente una subálgebra como g0, que es el autoespacio generalizado aso-
ciado al autovalor nulo de la adjunta de un elemento regular.

Los elementos regulares jugarán un rol muy importante en el desa-
rrollo del presente trabajo, ya que través de estos, se da la existencia de
subálgebras de Cartan, en álgebras de Lie de dimensión finita .
El resultado recíproco; es decir, dada un subálgebra de Cartan de una
álgebra de Lie de dimensión finita, entonces esta contiene un elemento
regular, será uno de los principales focos de atención del presente traba-
jo. Este será desarrollado primero de forma particular, para después ver
el caso general.
En el caso particular; es decir, cuando el cuerpo de escalares es R, el
resultado anterior será desarrollado vía herramientas del análisis como
el Teorema de la Función Implícita. Esto es posible ya que R es comple-
to. Dado este hecho, el resultado anterior cuando el álgebra de Lie es
compleja, se obtendrá vía realificaciones. Con estas mismas herramien-
tas, además de algunas otra relacionadas con los conceptos de conexidad
y clases de equivalencia de automorfismos de g, se obtendrá uno de los
principales resultados del presente trabajo:

(Teorema) En álgebras de Lie complejas, las subálgebras de Cartan
son conjugadas entre sí.

Ahora, al considerar álgebras de Lie sobre cuerpos algebraicamente cerra-
dos de característica cero en general, serán utilizados métodos puramente
algebraicos, considerando aplicaciones polinomiales.
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En realidad, para este tipo de aplicaciones, se mostrará una versión «aná-
loga» del Teorema de la Función Implícita, que es la siguiente:

(Teorema) Sea P : V −→ W una aplicación polinomial y supongamos
que dX0P es sobreyectiva para algún X0 ∈ V . Sea p ̸= 0 ∈ K[V ], enton-
ces existe q ∈ K[W ] tal que para todo Y ∈ W tal que q(Y ) ̸= 0, existe
X ∈ V , con p(X) ̸= 0 y tal que P (X) = Y .

Finalmente se definirá lo que es la exponencial de una aplicación, donde el
contexto es netamente algebraico. Este tipo de aplicaciones serán enton-
ces los automorfismos que buscamos para obtener otro de los resultados
principales del presente trabajo:

(Teorema) En una álgebra de Lie de dimensión finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado de característica cero, las subálgebras de
Cartan son dos a dos conjugadas entre sí.



Capítulo 1

Definiciones y Preliminares

Definición 1.1. Sea K un cuerpo. Una álgebra de Lie g, es un K - espacio
vectorial dotado de un producto (usualmente llamada corchete o commuta-
dor):

[, ] :g× g −→ g

(X, Y ) 7→ [X, Y ],

que satisface las siguientes propiedades:

1. (Antisimetría) [X,X] = 0

2. (Identidad de Jacobi) [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0,

para todo X, Y, Z ∈ g.

Observación 1.0.1. 1. De (2), tenemos que para todo X, Y ∈ g
[X + Y,X + Y ] = 0; es decir:

[X,X] + [X, Y ] + [Y,X] + [Y, Y ] = 0,

y por (1), [X,X] = [Y, Y ] = 0, entonces

[X, Y ] + [Y,X] = 0 ⇔ [X, Y ] = −[Y,X].

2. De (1), haciendo X = Y tenemos que:

2[X,X] = 0.

Si K no es de característica dos, entonces [X,X] = 0; es decir, tenemos
la equivalencia.

3. La identidad de Jacobi puede ser reescrita de las siguientes formas,
vía (2) y la bilinealidad del corchete:
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(a) [X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [Z,X]],

(b) [[X, Y ], Z] = [[X, Y ], Z] + [Y, [Z,X]]

4. Para cualquier X ∈ g:

[0, X] =��
��[0, X] + 0 = [0 + 0, X] =��

��[0, X] + [0, X].

Luego [0, X] = 0. De manera análoga [X, 0] = 0 y por tanto [X, 0] = 0 =
[0, X].

5. Dos elementos X, Y ∈ g cualesquiera, tal que [X, Y ] ̸= 0, son linealmen-
te independientes sobre K. En efecto, sean a, b ∈ K de modo que:

aX + bY = 0. (∗)

Por 4:

0 = [0, X] = [aX + bY,X] = a[X,X] + b[Y,X] = −b[X, Y ],

de modo que b = 0. Del mismo modo:

0 = [0, Y ] = [aX + bY, Y ] = a[X, Y ] + b[Y, Y ] = a[X, Y ],

de mod que a = 0. Así, X, Y son linealmente independientes.

Definición 1.2. Una álgebra A, es un espacio vectorial sobre un cuerpo K
dotado de operación binaria m(·, ·) : A× A −→ A que es bilineal, es decir:

m(au+ bv, w) = am(u,w) + bm(v, w),

m(w, au+ bv) = am(w, u) + bm(w, v)

para todo a, b ∈ K y u, v, w ∈ A. La aplicación m(·, ·) es llamada operación
algebraica. La álgebra A se denomina asociativa, si

m(u,m(v, w)) = m(m(w, v), w).

Observación 1.0.2. A partir de este punto, se denotará m(u, v) = u · v o
simplemente uv. Dado esto, las ecuaciones anteriores se pueden reescribir
así:

(au+ bv) · w = a(u · w) + b(v · w)
w · (au+ bv) = a(w · u) + b(w · v),

y si A es asociativa:

u · (v · w) = (u · v) · w.



7

Ejemplo 1.0.1 (Álgebras Asociativas). 1. Sea V un espacio vectorial so-
bre K. Denotamos por gl(V ) al conjunto de operadores lineales de V .
Entonces gl(V ), junto con la composición de funciones se convierte en
una álgebra asociativa.

2. Del ejemplo anterior, si V es de dimensión finita, entonces podemos to-
mar una base de V , para obtener gl(n,K), esto es la álgebra asociativa
de las matrices de n× n, con entradas en K.

Proposición 1.1. Sea (A, ·) una álgebra asociativa y [·, ·] otra operación
algebraica en A, tal que para u, v ∈ A:

[u, v] = u · v − v · u,

denominado el conmutador de u y v en A. Entonces (A, [·, ·]) es una álgebra
de Lie.

Demostración. 1. (Antisimetría)

[u, u] = u · u− u · u
= 0.

2. (Identidad de Jacobi)

[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] =

[u, v · w − w · v] + [w, u · v − v · u] + [v, w · u− u · w] =
u · (v · w − w · v)− (v · w − w · v) · u
+w · (u · v − v · u)− (u · v − v · u) · w
+v · (w · u− u · w)− (w · u− u · w) · v =

u · (v · w)− u · (w · v)− (v · w) · u+ (w · v) · u
+w · (u · v)− w · (v · u)− (u · v) · w + (v · u) · w
+v · (w · u)− v · (u · w)− (w · u) · v + (u · w) · v =

u · (v · w)− u · (w · v)− (v · w) · u+ (w · v) · u
+w · (u · v)− (w · v) · u− u · (v · w) + (v · u) · w
+(v · w) · u− (v · u) · w − w · (u · v) + u · (w · v) = 0,

pues (A, ·) es asociativa.
Por tanto, (A, ·, [, ]) define una estructura de álgebra de Lie.

Ejemplo 1.0.2. Por la proposición anterior, gl(V ) define una álgebra de Lie,
junto con la composición de funciones, y lo mismo para gl(n,K) junto con la
multiplicación de matrices, si V es de dimensión finita.
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Ejemplo 1.0.3. Sean K = R y el espacio vectorial R3, sobre K. El producto
vectorial es una función bilineal × : R3 × R3 −→ R3, tal que para cuales-
quiera x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3):

x× y = (x2y3 − x3y2,−(x1y3 − x3y1), x1y2 − x2y1).

Entonces (R3,×) es una álgebra de Lie.
En efecto, si además z = (z1, z2, z3), entonces

[x+ y, z] = (x+ y)× z

= ((x2 + y2)z3 − (x3 + y3)z2, (x3 + y3)z1 − (x1 + y1)z3, (x1 + y1)z2 − (x2 + y2)z1)

multiplicando y asociando:

= (x2y3 − x3y2,−(x1y3 − x3y1), x1y2 − x2y1)

+ (y2z3 − y3z2,−(y1z3 − y3z1), y1z2 − y2z1)

= (x× z) + (y × z)

= [x, y] + [y, z].

Análogo para [x, y+z] y la propiedad [ax, y] = a[x, y] = [x, ay]. La antisimetría
es un hecho muy conocido del producto vectorial. Ahora, para la Identidad
de Jacobi, será necesaria la siguiente propiedad:

x× (y × z) = (x · z)y − (x · y)z, (∗)

donde ” · ” es el producto escalar usual de R3. Por tanto, para los demás
sumandos de la identidad de Jacobi:

z × (x× y) = (z · y)x− (z · x)y y y × (z × x) = (y · x)z − (y · z)x,

al sumarlos todos obtenemos que x × (y × z) + z × (x × y) + y × (z × x) = 0.
Así, (R3,×), es una álgebra de Lie.

Proposición 1.2 (Complexificación de una Álgebra de Lie). Sea g una ál-
gebra de Lie real de dimensión finita y gC su complexificación. Entonces
el corchete sobre g se extiende a gC, que hace de gC una álgebra de Lie
compleja, denominada complexificación de la álgebra de Lie g.

Demostración. Sean X1+iX2, Y1+iY2 ∈ gC. La multiplicación por escalares
complejo esta dada por:

i(X1 + iX2) = −X2 + iX1.

Extendemos el corchete en gC siendo:

[X1 + iX2, Y1 + iY2] = ([X1, Y1]− [X2, Y2]) + i([X1, Y2] + [X2, Y1]),

el cual satisface las tres condiciones de la definición de álgebras de Lie,
en efecto:
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1. (Bilinealidad) Sea α = (a+ ib) ∈ C, entonces:

[α(X1 + iX2), Y1 + iY2] = [(a+ ib)(X1 + iX2), Y1 + iY2]

= [a(X1 + iX2) + ib(X1 + iX2), Y1 + iY2]

= [aX1 + a(iX2) + b(iX1)− bX2, Y1 + iY2]

= [aX1 − bX2 + i(aX2 + bX1), Y1 + iY2]

= [aX1 − bX2, Y1]− [aX2 + bX1, Y2] + i([aX1 − bX2, Y2] + [aX2 + bX1, Y1])

= a[X1, Y1]− b[X2, Y1]− a[X2, Y2]− b[X1, Y2]

+ia[X1, Y2]− bi[X2, Y2] + ia[X2, Y1] + ib[X1, Y1]

= (a+ ib)([X1, Y1]− [X2, Y2]) + i([X1, Y2] + [X2, Y1])

= α[X1 + iX2, Y1 + iY2].

Análogo podemos concluir que:

[X1 + iX2, α(Y1 + iY2)].

La suma por la izquierda, con Z1 + iZ2 ∈ gC :

[(X1 + iX2) + (Y1 + iY2), Z1 + iZ2] = [(X1 + Y1) + i(X2 + Y2), Z1 + iZ2]

= [X1 + Y1, Z1]− [X2 + Y2, Z2]

+ i([X1 + Y1, Z2] + [X2 + Y2, Z1])

= [X1 + iX2, Z1 + iZ2] + [Y1 + iY2, Z1 + iZ2].

Análogo concluimos también que:

[X1 + iX2, (Y1 + iY2) + (Z1 + iZ2)].

2. (Antisimetría)

[X1 + iX2, Y1 + iY2] = [X1, Y1]− [X2, Y2] + i([X1, Y2] + [X2, Y1])

= [Y2, X2]− [Y1, X1]− i([Y2, X1] + [Y1, X2])

= −([Y1, X1]− [Y2, X2] + i([Y1, X2] + [Y2, X1]))

= −[Y1 + iY2, X1 + iX2]

3. (Identidad de Jacobi)

[X1 + iX2, [Y1 + iY2, Z1 + iZ2]] = [X1, [Y1, Z1]]− [X1, [Y2, Z2]]− [X2, [Y1, Z2]]− [X2, [Y2, Z1]]

= i[X1, [Y1, Z2]] + i[X1, [Y2, Z1]] + i[X2, [Y1, Z1]]− i[X2, [Y2, Z2]].
(∗)
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También:

[Z1 + iZ2, [X1 + iX2, Y1 + iY2]] = [Z1, [X1, Y1]]− [Z1, [X2, Y2]]− [Z2, [X1, Y2]]− [Z2, [X2, Y1]]

+i[Z1, [X1, Y2]] + i[Z1, [X2, Y1]] + i[Z2, [X1, Y1]]− i[Z2, [X2, Y2]].
(∗∗)

Por otra parte:

[Y1 + iY2, [Z1 + iZ2, X1 + iX2]] = [Y1, [Z1, X1]]− [Y1, [Z2, X2]]− [Y2, [Z1, X2]]− [Y2, [Z2, X1]]

+i[Y1, [Z1, X2]] + i[Y1, [Z2, X1]] + i[Y2, [Z1, X1]]− i[Y2, [Z2, X2]].
(∗ ∗ ∗)

Sumando (1),(2) y (3), tenemos que:

[X1+iX2, [Y1+iY2, Z1+iZ2]]+[Z1+iZ2, [X1+iX2, Y1+iY2]]+[Y1+iY2, [Z1+iZ2, X1+iX2]] = 0

Luego de (∗), (∗∗), (∗ ∗ ∗) tenemos la identidad de Jacobi en gC.

Así, de 1,2 y 3, gC es una álgebra de Lie compleja.

1.1. Subálgebras

Definición 1.3. Sea g una álgebra de Lie. Un subespacio h ⊂ g, es una
subálgebra, si [X, Y ] ∈ h, para todo X, Y ∈ h. Si h es una subálgebra de g,
denotamos tal hecho siendo h ≤ g.

Definición 1.4. Si X, Y son subconjuntos de una álgebra de Lie g, entonces
[X, Y ] = Span{[X1, Y1] : X1 ∈ X, Y1 ∈ Y }, denotará al subespacio generado
por los corchetes de elementos de X e Y . Es claro que h ≤ g si y solo sí
[h, h] ⊂ h.
Cuando X = Y = g, [g, g] se denomina la subálgebra derivada de g, denota-
da por g′.

Proposición 1.3. Sean h, h1, h2, n, p subespacios de g, entonces

1. [h1 + h2, h] ⊂ [h1, h] + [h2, h].

2. [n, p] = [p, n].

3. [h, [n, p]] ⊂ [n, [p, h]] + [p, [h, n]]

Demostración. 1. Sean X1+X2 ∈ h1+h2 y H ∈ h, entonces [X1+X2, H] ∈
[h1 + h2, h] y

[X1 +X2, H] = [X1, H] + [X2, H].

Por lo tanto, [X1 +X2, H] ∈ [h1, h] + [h2, h]; es decir, [h1 + h2, h] ⊂ [h1, h] +
[h2, h].



1.1. SUBÁLGEBRAS 11

2. Sea N ∈ n y P ∈ p, entonces

[N,P ] ∈ [n, p] ⇔ [N,P ] = −[P,N ]

⇔ [N,P ] = [P,N ′] (por la antisimetría)
⇔ [N,P ] ∈ [p, n]. (donde N ′ = −N )

3. De la observación 1.0.1, tenemos que:

[H, [N,P ]] = [[H,N ], P ] + [N, [P,H]].

Así, [H, [N,P ]] ∈ [[h, n], p]+[n[p, h]]. Del item anterior, [[h, n], p] = [p, [h, n]].
Por tanto [H, [N,P ]] ∈ [n[p, h]] + [p, [h, n]]; es decir [h, [n, p]] ⊂ [n, [p, h]] +
[p, [h, n]].

Ejemplo 1.1.1 (Álgebras Abelianas). Cualquier espacio vectorial V dotado
de un corchete de Lie, definido por [X, Y ] = 0, para todo X, Y ∈ V , define
una estructura de álgebra de Lie conocida como álgebra de Lie abeliana.

1. Cualquier álgebra de Lie, de dimensión uno es abeliana, por la antisi-
metría del corchete.

2. Si h es un subespacio de una álgebra de Lie g de dimensión uno, en-
tonces h es una subálgebra abeliana de g. En sí, todo subespacio de
una subálgebra abeliana, es una subálgebra.

Ejemplo 1.1.2 (Subálgebras de gl(n,K)). 1. El espacio de las matrices
diagonales es una subálgebra abeliana de gl(n,K). En efecto, sean
A = diag{a1, ..., an} y B = diag{b1, ..., bn} dos matrices diagonales, en-
tonces:

[A,B] = AB −BA

= diag{a1b1, . . . , anbn} − diag{b1a1, . . . , bnan}
= 0.

2. Sea so(n,K) = {X ∈ gl(n,K) : X+X t = 0; es decir, el espacio de matrices
antisimétricas, entonces, so(n,K) es una subálgebra de gl(n,K).
En efecto, dados X, Y ∈ so(n,K),

[X, Y ]t = (XY − Y X)t

= (XY )t − (Y X)t

= Y tX t − (X tY t) (propiedad de la transpuesta)
= (−1)Y (−1)X − ((−1)X(−1)Y ))

= Y X −XY

= −(XY − Y X)

= −[X, Y ].
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Por tanto, so(n,K) es una subálgebra de gl(n,K).

3. Sea sl(n,K) = {X ∈ gl(n,K) : tr(X) = 0}, el subespacio de matrices de
traza cero.
Para X, Y ∈ sl(n,K),

tr([X, Y ]) = tr(XY − Y X)

= tr(XY )− tr(Y X)

como tr(XY ) = tr(Y X),

tr([X, Y ]) = 0.

Por tanto, sl(n,K) es un subálgebra de gl(n,K).

4. El subespacio de matrices triangulares superiores; es decir,

{X ∈ gl(n,K) : X =

a1 ∗
. . .

0 an

},

es una subálgebra de Lie.

Ejemplo 1.1.3. Es posible caracterizar todas las álgebras de Lie de di-
mensión dos. En efecto, para una álgebra de Lie g, consideremos una base
{X ′, Y ′}. Sean W,Z ∈ g, entonces:

W = a′X ′ + b′Y ′ y Z = c′X ′ + d′Y ′

por tanto,

[W,Z] = [a′X ′ + b′Y ′, c′X ′ + d′Y ′]

= a′d′[X ′, Y ′]− c′b′[X ′, Y ′]

= (a′d′ − c′b′)[X ′, Y ′].

Si [X ′.Y ′] = 0, entonces g es abeliana.
Por otra parte si [X ′.Y ′] ̸= 0, sea Y = [X ′, Y ′]. Luego, para X /∈ Span{Y }, el
conjunto {X, Y } constituye una base de g. Ahora:

X ′ = aX + bY y Y ′ = cX + dY.

Por tanto

[X ′, Y ′] = [aX + bY, cX + dY ]

= (ad− cb)[X, Y ].

Ya que el corchete es bilineal, para ad − cb ̸= 0 podemos poner X = (ad −
bc)−1X ;es decir, si g no es abeliana, existe una base {X, Y } de g, tal que
[X, Y ] = Y .
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1.2. Generalidades Algebraicas

1.2.1. Homomorfismos

Definición 1.5. Sean g1, g2, dos álgebras de Lie, sobre K y ϕ : g1 −→ g2 una
transformación lineal.

1. ϕ es un homomorfismo, si ϕ([X, Y ]) = [ϕ(X), ϕ(Y )].

2. ϕ es un isomorfismo, si es un homomorfismo inversible.

3. ϕ es un automorfismo, si ϕ es un isomorfismo y g1 = g2.

Si existe un isomorfismo entre g1 y g2, entonces decimos que g1 y g2 son
isomorfos, denotado por g1 ∼= g2.

Ejemplo 1.2.1. Sea g = so(3,R). Consideremos una base α = {M1,M2,M3}
de g, donde

M1 =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , M2 =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , M3 =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 ,

entonces tenemos las siguientes igualdades: [M1,M2] = M3, [M2,M3] = M1,
[M3,M1] =M2. Sean X, Y ∈ g, luego

[X, Y ] = (x2y3 − x3y2)M1 + (−(x1y3 − x3y1))M2 + (x1y2 − x2y1)M3.

Sea la correspondencia siguiente:

ϕ : (R3,K) −→ g

(x1, x2, x3) 7−→ ϕ(x1, x2, x3) = x1M1 + x2M2 + x3M3.

Entonces ϕ es un isomorfismo entre las álgebras de Lie (R3,R) del ejemplo
1.0.3 y so(3,R).

Ejemplo 1.2.2. Sea P ∈ gl(n,K) una matriz invertible. Entonces, la conju-
gación por P :

ϕ :gl(n,K) −→ gl(n,K)

A 7→ ϕ(A) = PAP−1,

define un automorfismo de gl(n,K). En efecto,
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1. (Linealidad) Para A,B ∈ gl(n,K) y a, b ∈ K, tenemos que

ϕ(aA+ bB) = P (aA+ bB)P−1

= (aPA+ bPB)P−1

= aPAP−1 + bPBP−1

= aϕ(A) + bϕ(B).

2. (Preservación del corchete)

ϕ([A,B]) = P ([A,B])P−1

= P (AB −BA)P−1

= PABP−1 − PBAP−1

= PA(P−1P )BP−1 − PB(P−1P )AP−1

= (PAP−1)(PBP−1)− (PBP−1)(PAP−1)

= [PAP−1, PBP−1]

= [ϕ(A), ϕ(B)]

3. (Inyectiva) Basta verificar, que ker ϕ = 0. Si A ∈ ker ϕ, entonces

ϕ(A) = PAP−1

= 0

entonces,

PA(P−1P ) = 0P

PA = 0

(P−1P )A = P−10

A = 0.

Por tanto, ker ϕ es inyectiva.

4. (Sobreyectiva) Sea B = P−1AP , entonces

ϕ(B) = PBP−1

= P (P−1AP )P−1

= A.

Por tanto, A ∈ imϕ, y por tanto ϕ es sobreyectiva.

En resumen, por (1), (2), (3), (4), ϕ es un automorfismo de gl(n,K).
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Ejemplo 1.2.3. La aplicación traza

tr : gl(V ) −→ K,

vista en el ejemplo 1.1.2, es un ejemplo de homomorfismo de álgebras de
Lie, pues al ser tr(XY − Y X) = 0 para cualesquiera X, Y ∈ V , esto implica
que tr[X, Y ] = 0 = [trX, trY ], pues K visto como una álgebra de Lie, es
unidimensional y por tanto abeliana.

1.2.2. Construcciones con Ideales y Cocientes

Definición 1.6. Sea h un subespacio de una álgebra de Lie g, entonces h
es un ideal, si [X, Y ] ∈ h, para todo X ∈ g y Y ∈ h.

Observación 1.2.1. Por la antisimetría del corchete, los ideales por la de-
recha, coinciden con los ideales por la izquierda.
La definición anterior, también puede replantearse como sigue:

h es ideal de g si y solo sí [g, h] ⊂ h.

Ejemplo 1.2.4. Todo ideal es una subálgebra, pero no toda subálgebra es

un ideal. En efecto, sea h = Span{
(
1 0
0 −1

)
} ≤ sl(2,R). Luego, para la matriz(

0 1
−1 0

)
∈ sl(2,R), su respectivo conmutador:

[

(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
1 0

)
] =

(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
−
(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)
=

(
0 2
−2 0

)
no es un elemento de h.

Proposición 1.4. Sean h1 y h2 subespacios de g:

1. h1 + h2 y h1 ∩ h2 son ideales, cuando h1 y h2, también lo son.

2. Si h1 es una subálgebra y h2 es un ideal, entonces h1 + h2 y h1 ∩ h2 son
subálgebras.

Demostración. Sean X1, X2 en h1 y h2, respectivamente y X ∈ g, entonces

1.

[X,X1 +X2] = [X,X1] + [X,X2]. (∗)
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Como h1, h2 son ideales de g, entonces en (∗), [X,X1] ∈ h1 y [X,X2] ∈ h2.
Por lo tanto [X,X1+X2] ∈ h1+h2, para todo X ∈ g y por ende, h1+h2 es
un ideal de g. Por otra parte, para Y ∈ h1∩ h2, tenemos que [X, Y ] ∈ h1
y [X, Y ] ∈ h2 o [X, Y ] ∈ h1 ∩ h2, entonces, h1 ∩ h2 también es un ideal de
g.

2. Ahora, cuando h1 es un subálgebra, sean X1 + X2, Y1 + Y2 ∈ h1 + h2,
entonces

[X1 +X2, Y1 + Y2] = [X1, Y1 + Y2] + [X2, Y1 + Y2]

= [X1, Y1] + [X1, Y2] + [X2, Y1] + [X2, Y2].

Entonces, [X1, Y1] ∈ h1 por ser h1 subálgebra, y [X1, Y2] + [X2, Y1] +
[X2, Y2] ∈ h2, por ser este ideal de g. Así, h1+h2 es un subálgebra de g.
Finalmente, la intersección de subálgebras, es también una subál-
gebra y como todo ideal es una subálgebra, entonces tenemos que
h1 ∩ h2 es una subálgebra de g cuando h1 es una subálgebra.

Proposición 1.5. Sea ϕ : g1 −→ g2 un homomorfismo de álgebras de Lie,
entonces

1. ker ϕ es un ideal de g1.

2. im ϕ es un subálgebra de g2.

Demostración. 1. Sea X1 ∈ g1, luego para todo Y ∈ ker ϕ,

ϕ([X1, Y ]) = [ϕ(X1), ϕ(Y )] = [ϕ(X1), 0] = 0.

Por lo tanto, [X1, Y ] ∈ ker ϕ; es decir, ker ϕ es un ideal de g1.

2. Para Y, Z ∈ im ϕ, existen Y ′, Z ′ ∈ g1, tal que

ϕ(Y ′) = Y, ϕ(Z ′) = Z,

respectivamente.
Ahora,

[Y, Z] = [ϕ(Y ′), ϕ(Z ′)]

= ϕ([Y ′, Z ′]);

es decir, [Y, Z] ∈ im ϕ.
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Definición 1.7. Sea h un ideal de g, entonces considerando el espacio
vectorial cociente g/h, se puede dotar a g/h, una estructura de álgebra de
Lie como sigue:

[X,Y ] = [X, Y ],

donde X denota la clase de equivalencia X + h = {X +H : H ∈ h}.

Proposición 1.6. El espacio vectorial g/h es una álgebra de Lie, sobre K.

Demostración. 1. Sean X = X ′ y Y = Y ′, entonces X−X ′ ∈ h y Y −Y ′ ∈
h.
Ahora, como h es un ideal:

[X −X ′, Y ′] = [X, Y ′]− [X ′, Y ′] ∈ h.

De la misma forma:

[X, Y − Y ′] = [X, Y ]− [X, Y ′] ∈ h,

Entonces

[X, Y ]− [X, Y ′] + [X, Y ′]− [X ′, Y ′] = [X, Y ]− [X ′, Y ′] ∈ h.

Esto es equivalente decir que [X, Y ] = [X ′, Y ′]. Por lo tanto, el corchete
de Lie, para g/h está bien definido.

2. (Bilinealidad)

[X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z]

= [X,Z] + [Y, Z]

= [X,Z] + [Y , Z]

Análogamente:

[Z,X + Y ] = [Z,X] + [Z, Y ]

= [Z,X] + [Z, Y ]

= [Z,X] + [Z, Y ].

Sea a ∈ K,

a[X, Y ] = [aX, Y ]

= [aX, Y ]

= [aX, Y ]
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y

a[X, Y ] = [X, aY ]

= [X, aY ]

= [X, aY ],

para cualesquiera X,Y ∈ g/h.

3. (Antisimetría)

[X,Y ] = [X, Y ] = −[Y,X] = −[Y,X] = −[Y ,X].

4. (Identidad de Jacobi) Sean X, Y, Z ∈ g. Al ser g una álgebra de Lie,
entonces

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

Por la buena definición del corchete en g/h:

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]]

= [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y , [Z,X]]

= [X, [Y , Z]] + [Z, [X,Y ]] + [Y , [Z,X]]

= 0.

Por lo tanto, de 1,2,3 y 4, g/h es una álgebra de Lie con el corchete
definido en 1.7.

Proposición 1.7. Sea π : g −→ g/h, donde para X ∈ g, π(X) = X. Entonces,
π es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostración. Sean X, Y ∈ g y a ∈ K,

1. (Linealidad)

π(X + Y ) = X + Y

= X + Y

= π(X) + π(Y )

;y

π(aX) = aX

= aX

= aπ(X)
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2. (Homomorfismo)

π([X, Y ]) = [X, Y ]

= [X,Y ]

= [π(X), π(Y )].

3. (Sobreyectividad) Si tomamos X ∈ g/h, entonces para X ∈ g − h,
tenemos que X = π(X). Ahora, si X ∈ h entonces X = 0.

Por tanto de (1), (2), (3), π es un homomorfismo sobreyectivo.

Teorema 1.1. Sea ϕ : g1 −→ g2, un homomorfismo de álgebras de Lie,
entonces

g1/ker ϕ ∼= im ϕ.

Si h y h′ son ideales de g, entonces

h+ h′/h′ ∼= h/(h ∩ h′).

Demostración. La correspondencia α de g1/ker ϕ a im ϕ; tal que
α(X1) = ϕ(X1) es un isomorfismo, en efecto:

1. (Buena Definición) Sean Y , Z ∈ g1/ker ϕ tal que Y = Z. Sea Y, Z ∈
g1 representantes de clase de Y , Z respectivamente, entonces Y −
Z ∈ ker ϕ, luego

ϕ(Y − Z) = ϕ(Y )− ϕ(Z) = 0.

Por lo tanto ϕ(Y ) = α(Y ) = α(Z) = ϕ(Z).

2. (Linealidad)

α(Y + Z) = α(Y + Z)

= ϕ(Y + Z)

= ϕ(Y ) + ϕ(Z)

= α(Y ) + α(Z).

Además, para a ∈ K,

α(aY ) = a(αY ) = ϕ(aY ) = aϕ(Y ) = aα(Y ).

3. (Homomorfismo)

α([Y , Z]) = α([Y, Z])

= ϕ([Y, Z])

= [ϕ(Y ), ϕ(Z)]

= [α(Y ), α(Z)].
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4. (Inyectividad) Si α(Y ) = α(Z), entonces
ϕ(Y ) − ϕ(Z) = ϕ(Y − Z) = 0. Esto implica que Y − Z ∈ ker ϕ y por
tanto Y = Z.

5. (Sobreyectividad) Sea Y ∈ im ϕ, entonces existe Z ∈ g1, tal que
ϕ(Z) = Y , es decir α(Z) = Y , (im ϕ = α(g1/ker ϕ)).

Así, de 1),2,3,4,5, α es un isomorfismo de álgebras de Lie.

El segundo item es consecuencia inmediata de lo mostrado reciente-
mente. En efecto, la correspondencia que permite el isomorfismo es
el siguiente:

ϕ :h1 + h2 −→ h2/(h1 + h2)

(X1 +X2) 7−→ ϕ(X1 +X2) = X2,

cuyo codominio es una álgebra de Lie pues h1 + h2 es un ideal de g,
por la proposición 1.4.

1. ϕ esta bien definida, pues para cualesquiera X1 +X2,
Y1 + Y2 ∈ h1 + h2 de modo que X1 +X2 = Y1 + Y2; es decir, X1 − Y1 =
Y2 − X2. Esto último implica que X1 − Y1 ∈ h2, en consecuencia
X1 − Y1 ∈ h1 ∩ h2. Ahora por la proyección canónica, tenemos que
X1 − Y1 = 0 = Y2 −X2. Así Y2 −X2 = Y2 −X2 = 0.
Por tanto Y2 = X2 o equivalentemente ϕ(X1 +X2) = ϕ(Y1 + Y2).

2. (Linealidad) Para cualesquiera a, b ∈ K

ϕ(a(X1 +X2) + b(Y1 + Y2)) = ϕ(aX1 + bY1 + aX2 + bY2)

= aX2 + bY2

= aϕ(X1 +X2) + bϕ(Y1 + Y2).

3. (Preservación del Corchete)

ϕ([X1 +X2, Y1 + Y2]) = ϕ([X1, Y1] + [X1, Y2] + [X2, Y1] + [X2, Y2]),

como [X1, Y1] ∈ h1 y [X1, Y2], [X2, Y1] ∈ h1 ∩ h2,

ϕ([X1 +X2, Y1 + Y2]) = [X2, Y2]

= [X2, Y2]

= [ϕ(X1 +X2), ϕ(Y1 + Y2)].

Por lo tanto de (1), (2) y (3), ϕ es un homomorfismo. Entonces del
item anterior, tenemos que h1 + h2/ker(ϕ) ∼= im(ϕ), lo cual indica que
hace falta verificar que ker(ϕ) = h1 y im(ϕ) = h2/h1 ∩ h2.
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• (ker(ϕ) = h1) En efecto,

X1 +X2 ∈ ker(ϕ) ⇔ ϕ(X1 +X2) = 0

⇔ ϕ(X2) = 0

⇔ X2 ∈ h1 ∩ h2 (h1 y h2 son ideales de g)
⇔ X1 +X2 ∈ h1.

• (im(ϕ) = h2/h1 ∩ h2) Para cualquier Z2 ∈ h2/h1 ∩ h2, existe Z1h1, tal
que ϕ(Z1 + Z2) = Z2. Por tanto im(ϕ) ⊃ h2/h1 ∩ h2.

En conclusión, h1 + h2/h1 ∼= h2/h1 ∩ h2.

Ejemplo 1.2.5. Sean

g = {X ∈ gl(3,K) : X =

0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0

}

y

h = {X ∈ gl(3,K) : X =

0 0 ∗
0 0 0
0 0 0

}.

Notemos que h es un ideal de g, ya que si X ∈ h y Y ∈ g son cualquiera,
entonces [X, Y ] = 0. Entonces el espacio cociente g/h es una álgebra abe-
liana, pues dados cualesquiera X, Y ∈ g, tenemos que [X, Y ] ∈ h. Por tanto
[X, Y ] = [X,Y ] = 0. La álgebra g es conocida como álgebra de Heisenberg.

1.2.3. Extensión del cuerpo de escalares

Definición 1.8. Sea g una álgebra de Lie sobre un cuerpo K y K una ex-
tensión de K. Sea también gK el espacio vectorial sobre K. Los elementos de
gK son de la forma X =

∑
aiXi con ai ∈ K, Xi ∈ g.

Para X =
∑

aiXi, Y =
∑

biYi ∈ gK, se define:

[X, Y ] =
∑

aibj[Xi, Yj].

Proposición 1.8. El corchete de la definición 1.8 asociado a gK, define una
estructura de álgebra de Lie

Demostración. Ya que la bilinealidad, antisimetría y la identidad de Ja-
cobi, son propiedades de g, se concluye que gK es también una álgebra de
Lie.
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1.3. Representaciones

Definición 1.9. Sea V un espacio vectorial, gl(V ) la álgebra de transfor-
maciones lineales de V y g una álgebra de Lie, sobre el mismo cuerpo de
escalares de V . Una representación de g en V es un homomorfismo

ρ : g −→ gl(V ).

Ejemplo 1.3.1. Sea g una subálgebra de gl(V ), entonces

I : g −→ gl(V )

X 7→ I(X) = X,

es una representación de g en V , denominada representación canónica.

Ejemplo 1.3.2. Sea g = sl(2,K) y sea la aplicación ρ:(
a b
c −a

)
ρ−→

2a −2b 0
−c 0 b
0 2c −2a

 ,

la cual es una representación de g. Para ver esto, sean A =

(
a b
c −a

)
y B =(

a′ b′

c′ −a′
)

en g. La linealidad de ρ es evidente. Se procede a continuación a

verificar la preservación del corchete:

ρ([A,B]) = ρ(AB −BA) = ρ(

(
aa′ + bc′ ab′ − ba
ca′ − ac′ cb′ + aa′

)
+

(
−a′a− b′c −a′b+ b′a
−c′a+ a′c −c′b− a′a

)
)

= ρ(

(
bc′ − b′c −2a′b+ 2ab′

−2ac′ + 2a′c aa′ − a′a

)
)

=

2bc′ − 2b′c 4a′b− 4ab′ 0
2ac′ + 2a′c 0 −2a′b+ 2ab′

0 4a′c− 4ac′ 2b′c− 2bc′

 . (1)

Por otra parte,

[ρ(A), ρ(B)] = ρ(A)ρ(B)− ρ(B)ρ(A)

=

4aa′ + 2bc′ −4ab′ −2bb′

−2a′c 2b′c+ 2bc′ −2a′b
−2cc′ −4ac′ 2b′c+ 4aa′


+

−4aa′ − 2bc′ 4ab′ 2bb′

2ac′ −2b′c− 2bc′ 2ab′

2cc′ 4a′c −2c′b− 4aa′


=

2bc′ − 2b′c 4a′b− 4ab′ 0
2ac′ − 2a′c 0 2ab′ − 2a′b

0 4a′c− 4ac′ 2cb′ − 2c′b

 . (2)
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Por lo tanto de 1 y 2, ρ([A,B]) = [ρ(A), ρ(B)] es decir, ρ es una representación.

1.3.1. Representación Adjunta

Proposición 1.9. Sea X ∈ g. Considere la siguiente transformación lineal:

ad(X) :g −→ g

Y 7→ ad(X)Y = [X, Y ].

Entonces, la aplicación

ad :g −→ gl(g)

X 7→ ad(X),

define una representación de g en g.

Demostración. Sean X, Y, Z ∈ g. Luego, para cualesquiera a, b ∈ K:

1. (Lineal) ad(aX + bY )Z = [aX + bY, Z] = (a(ad(X)) + b(ad(Y ))Z, por la
linealidad del corchete.

2. (Homomorfismo) De la Identidad de Jacobi,

[ad(X), ad(Y )]Z = (ad(X)ad(Y )− ad(Y )ad(X))Z

= ad(X)(ad(Y )Z)− ad(Y )(ad(X)Z) (antisimetría)
= [X, [Y, Z]] + [[X,Z], Y ]

= [[X, Y ], Z] (Identidad de Jacobi)
= ad([X, Y ])Z

Por tanto, ad es una representación de g en g.

Definición 1.10. El núcleo (o kernel) de la representación adjunta, como
en 1.9, denotado por z(g), es tal que:

z(g) = {X ∈ g : ad(X)(Y ) = [X, Y ] = 0,∀Y ∈ g}.

Se denomina a z(g) centro de g.
De manera más general, para A ⊂ g, se define el centralizador de A como
sigue:

z(A) = {Y ∈ g : ∀X ∈ A, [X, Y ] = 0}.

Proposición 1.10. 1. Para una representación adjunta de g, z(g) es un
ideal.
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2. Para cualquier A ⊂ g, z(A) es una subálgebra de g. Además

z(A) =
⋂
X∈A

z({X}).

Demostración. 1. Ya que ad : g −→ gl(g) es un homomorfismo, en-
tonces por la proposición 1.5, ker(ad) es un ideal de g. Además, la
definición de z(g) es equivalente a lo siguiente:

{X ∈ g : ad(X)(Y ) = 0,∀Y ∈ g} = ker(ad).

Por tanto, z(g) es un ideal de g.

2. Sea
⋂
X∈A

z({X}) = B, luego:

Y ∈ B ⇐⇒ ∀X ∈ A : Y ∈ z({X})
⇐⇒ ∀X ∈ A : [X, Y ] = 0

⇐⇒ Y ∈ z(A).

Así,
⋂
X∈A

z({X}) = z(A).

Ejemplo 1.3.3. Sean g una álgebra bidimensional no abeliana y β = {X, Y }
una base de g tal que [X, Y ] = Y . Luego

(ad(X))β =

(
0 0
0 1

)
(ad(Y ))β =

(
0 0
−1 0

)
.

Luego, si Z = aX + bY , entonces

(ad(Z))β = (ad(aX + bY ))β = a(ad(X))β + b(ad(Y ))β =

(
0 0
−b a

)
.

Notemos además que, el núcleo de esta representación es nulo, pues ad(Z) =
0 implica que Z = 0. Esto equivale a concluir que el centro de g es trivial.

Ejemplo 1.3.4. Afirmamos que zl(g) = h, donde g = gl(n,K) y h = Span{I}.
En efecto, si suponemos que una matriz A ∈ z(g), donde para alguna en-
trada aij de A con i ̸= j (es decir, aij no está en la diagonal principal de A),
tenemos que aij ̸= 0, entonces existe B ∈ g tal que

AB = C = (cij) y BA = C ′ = (c′ij)
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y C ̸= C ′.
Ya que, por definición de producto de matrices:

ci1 =
n∑

k=1

aikbk1

y

c′i1 =
n∑

k=1

bikak1,

Sea B tal que bj1 = 1 y bk1 = 0 para todo k ̸= j. Observemos también que
la i - ésima fila de B tiene solo su primer elemento bi1 = 0. Asumiendo, sin
pérdida de generalidad que i < j:

B =



0
...

bi1 = 0 bi2 . . . bin
...

bj1 = 1
...
0


.

Por un lado, tenemos que ci1 =
n∑

k=1

aikbk1 = aij ̸= 0 por hipótesis y; por otro

lado, tenemos que c′i1 =
n∑

k=1

bikak1 = bi2a21 + · · ·+ binan1. Por lo tanto, podemos

elegir b′i1 s adecuados de tal modo que c′i1 ̸= ci1 = aij. Así, acabamos de
encontrar B ∈ g, tal que AB ̸= BA, lo que contradice la elección de A. Por
tanto aij = 0, para todo i ̸= j o equivalentemente A ∈ h.

1.3.2. Construcciones con Representaciones

Representaciones Equivalentes

Definición 1.11. Sean ρ1 y ρ2 dos representaciones de una misma álgebra
de Lie g en los espacios V1 y V2 respectivamente; las tres sobre el mismo
cuerpo de escalares K. Se dice que ρ1 y ρ2 son equivalentes si existe un
isomorfismo lineal P : V1 −→ V2, tal que

ρ2(X) ◦ P = P ◦ ρ1(X).
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Proposición 1.11. Sean ρ1 una representación de g en V1 y P un isomor-
fismo lineal de V1 en V2. Entonces existe una representación ρ2 en V2 que es
isomorfa a ρ1.

Demostración. Definimos ρ2 de la siguiente manera. Para cualquier X ∈
g:

ρ2(X) = P ◦ ρ1(X) ◦ P−1.

Entonces, ρ2 es una representación de g en V2. En efecto, la linealidad vie-
ne dada por la composición de homomorfismos. Dado esto, para cualquier
Y, Z ∈ g y v2 ∈ V2:

(ρ2[Y, Z])v2 = (P ◦ ρ1[Y, Z] ◦ P−1)v2

= Pρ1[Y, Z]P
−1v2

= P ([ρ1(Y ), ρ1(Z)]P
−1v2)

= P (ρ1(Y )ρ1(Z)P
−1v2 − ρ1(Y )ρ1(Z)P

−1v2)

= (P ◦ ρ1(Y ) ◦ ρ1(Z) ◦ P 1 − P ◦ ρ1(Z) ◦ ρ1(Y ) ◦ P 1)v2

= ((P ◦ ρ1(Y ) ◦ P−1) ◦ (P ◦ ρ1(Z) ◦ P 1)

− (P ◦ ρ1(Z) ◦ P−1) ◦ (P ◦ ρ1(Y ) ◦ P−1))v2

= (ρ2(Y ) ◦ ρ2(Z)− ρ2(Z) ◦ ρ2(Y ))v2

= [ρ2(Y ), ρ2(Z)]v2.

Por tanto, ρ2([Y, Z]) = [ρ2(Y ), ρ2(Z)] y en consecuencia define una represen-
tación en V2. Además, por como está definido, se tiene que ρ2(X) ◦ P =
P ◦ ρ1(X); es decir, ρ1 y ρ2 son equivalentes.

Representaciones Duales

Definición 1.12. Sea ρ una representación de g en V , se define la aplica-
ción ρ∗ : g −→ gl(V ∗), tal que

ρ∗(X)(λ) = −λ ◦ ρ(X),

donde X ∈ g y λ ∈ V ∗.

Proposición 1.12. La aplicación definida en 1.12, es una representación
de g en gl(V ∗).

Demostración. Sean X, Y ∈ g, λ1, λ2 ∈ V ∗, v, w ∈ V y α ∈ K:

1. Si λ1 = λ2, entonces

(λ1 − λ2)(ρ(X)v) = 0
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de donde,

λ1(ρ(X)v) = λ2(ρ(X)v)

−λ1 ◦ ρ(X)v = −λ2 ◦ ρ(X)v

ρ∗(X)(λ1) = ρ∗(X)(λ2).

Por tanto ρ∗ está bien definida.

2. Linealidad:

ρ∗(X + Y )(λ1) = −λ1 ◦ ρ(X + Y )

= (−λ1 ◦ ρ(X)) + (−λ ◦ ρ(Y ))

= ρ∗(X)(λ1) + ρ∗(Y )(λ1),

por tanto, ρ∗(X + Y ) = ρ∗(X) + ρ∗(Y ). Del mismo modo:

ρ∗(αX)(λ1) = −λ1 ◦ ρ(αX)

= α(−λ1 ◦ ρ(X))

= α(ρ∗)(λ1)).

Por tanto, ρ∗ es lineal.

3. Ahora:

[ρ∗(X), ρ∗(Y )])(λ1) = ρ∗(X) ◦ ρ∗(Y )(λ1)− ρ∗(Y ) ◦ ρ∗(X)(λ1)

= ρ∗(X)(−λ1 ◦ ρ(Y ))− ρ∗(Y )(−λ1 ◦ ρ(X))

= −(−λ1 ◦ ρ(Y )) ◦ ρ(X)− λ1 ◦ ρ(X)) ◦ ρ(Y )

= λ1 ◦ ρ(Y )) ◦ ρ(X)− λ1 ◦ ρ(X)) ◦ ρ(Y )

= −λ1 ◦ (−ρ(Y ) ◦ ρ(X)) + ρ(X) ◦ ρ(Y ))

= −λ1 ◦ ([ρ(X), ρ(Y )])

= −λ1 ◦ ρ([X, Y ])

= ρ∗([X, Y ])(λ1).

Por lo tanto, ρ∗([X, Y ]) = [ρ∗(X), ρ∗(Y )]; es decir, un homomorfismo.

Finalmente, de 1, 2 y 3, ρ∗ es una representación de g en V ∗, el dual de
V .

Restricción de Representaciones

Definición 1.13. Sea ρ una representación de g en V . Dado W , subespacio
de V , decimos que W es un subespacio invariante por ρ, o ρ - invariante,
si

∀X ∈ g, ρ(X)W ⊂ W.
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Proposición 1.13. Dada una representación ρ de g en V y W ⊂ V un
subespacio ρ - invariante, entonces la aplicación ρ|W : g −→ gl(W ) tal que,

ρ|W (X) = ρ(X)|W ,

es una representación de g en W .

Demostración. Sean X, Y ∈ g, w,w′ ∈ W y α ∈ K, entonces:

1. Si X = Y , entonces por la buena definición de ρ tenemos que ρ(X) =
ρ(Y ), donde para cualquier w ∈ W , ρ(X)w = ρ(Y )w ∈ W . Por tan-
to ρ(X)|Ww = ρ(Y )|Ww; es decir, ρ|W (X) = ρ|W (Y ). Así ρ|W está bien
definida.

2. Ahora,

ρ|W (X + Y ) = ρ(X + Y )|W
= ρ(X)|W + ρ(Y )|W
= ρ|W (X) + ρ|W (Y ).

Además, ρ|W (αX) = ρ(αX)|W = αρ(X)|W = aρ|W (X). Por tanto, ρ|W es
lineal.

3.

ρ|W ([X, Y ]) = ρ([X, Y ])|W
= [ρ(X), ρ(Y )]|W
= (ρ(X)ρ(Y )− ρ(Y ), ρ(X))|W
= ρ(X)|Wρ(Y )|W − ρ(Y )|Wρ(X)|W
= [ρ(X)|W , ρ(Y )|W ]

= [ρ|W (X), ρ|W (Y )].

Así, ρ|W es un homomorfismo.

Finalmente, de 1, 2 y 3, ρ|W es una representación de g en W .

Cociente de Representaciones

Proposición 1.14. Sea ρ una representación de g en V y W ⊂ V un subes-
pacio ρ - invariante. La aplicación ρW : g −→ gl(V/W ) tal que

ρW (X) = ρ(X),

define una representación de g en V/W .
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Demostración. 1. ρ está bien definida, pues sean X, Y ∈ g. Definimos
ρ(X)Y = ρ(X)Y En efecto, para W,W ′ ∈ V/W tal que W = W ′, tenemos
que

w − w′ ∈ Wpor igualdad de clases
ρ(w − w′) = ρ(X)w − ρ(X)w′ ∈ W

ρ(X)w = ρ(X)w′ (W es ρ - invariante)

ρ(X)w = ρ(X)w′.

Por lo tanto, tenemos que ρ(X) está bien definida, para todo X ∈ g.
Ahora, si Z = Z ′, entonces

ρ(Z) = ρ(Z ′)

ρ(Z)v = ρ(Z ′)v (por la buena definición de ρ)

ρ(Z)v = ρ(Z ′)v (para todo v ∈ V )

ρ(Z)v = ρ(Z ′)v. (para todo v ∈ V/W )

Por lo tanto, ρ(Z) = ρ(Z ′) y por ende tenemos que ρW (Z) = ρW (Z ′),
esto es, ρW está bien definida.

2. Para Z,Z ′ ∈ g, tenemos que

ρW (Z + Z ′)v = ρ(Z + Z ′)v

= ρ(Z + Z ′)v

= ρ(Z + Z ′)v

= ρ(Z)v + ρ(Z ′)v

= ρ(Z)v + ρ(Z ′)v

= ρ(Z)v + ρ(Z ′)v

= (ρW (Z) + ρW (Z ′))v,

para todo v ∈ V/W .
Por lo tanto, ρW (Z + Z ′) = ρW (Z) + ρW (Z ′).
Sea ahora a ∈ K, entonces

ρW (aZ)v = ρ(aZ)v

= aρ(Z)v

= aρ(Z)v

= aρW (Z).

Por tanto, ρW es lineal.
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3. Finalmente,

ρW ([Z,Z ′])v = ρ([Z,Z ′])v

= [ρ(Z), ρ(Z ′)]v

= [ρ(Z)v, ρ(Z ′)v]

= [ρ(Z), ρ(Z ′)]v

= [ρW (Z), ρW (Z ′)]v.

Por lo tanto, ρW ([Z,Z ′]) = [ρW (Z), ρW (Z ′)]; es decir, ρW es un homo-
morfismo.

Así, de 1, 2 y 3 ρW es una representación de g en V/W .

Ejemplo 1.3.5. Sea g la álgebra de Heisenberg, mostrada en el ejemplo
1.2.5. Considerando

ρ : g −→ gl(K3)

X =

0 a b
0 0 c
0 0 0

 7−→ ρ(

0 a b
0 0 c
0 0 0

) = ρ(X) : K3 −→ K3,

tal que ρ(X)(x, y, z) = (ay + bz, cz, 0), con x, y, z ∈ K.
Sea {e1, e2, e3} la base canónica de K3, entonces los subespacios W1 =
Span{e1} y W2 = Span{e1, e2} de K3 son invariantes por ρ. En efecto, para
cualquier X ∈ g, tenemos que ρ(X)(1, 0, 0) = (0, 0, 0) ∈ W1. Por otra parte, sea
(x′, y′, 0) ∈ W2, entonces ρ(X)(x′, y′, 0) = (ay′, 0, 0) = ay′e1 ∈ W2, por lo tanto W2

también es ρ - invariante.

Ahora, por la proposición 1.13, es posible considerar las restricciones
de ρ tanto para W1, como para W2. En efecto, para cualquier X ∈ g, tene-
mos que ρ|W1(X) = ρ(X)|W1 = 0, pues ρ(X)|W1(1, 0, 0) = (0, 0, 0). En cambio,
ρ(X)|W2(x, y, 0) = (ax, 0, 0), entonces

(ρ(X)|W2){e1,e2} =

(
0 a
0 0

)
.

Ahora, al evaluar ρ(X) en los elementos de la base canónica de K3, aplican-
do la proyección canónica obtenemos lo siguiente:

ρ(X)e1 = 0 ⇒ ρ(X)e1 = ρ(X)e1 = 0

ρ(X)e2 = ae1 ⇒ ρ(X)e2 = ρ(X)e2 = ae1

ρ(X)e3 = be1 + ce2 ⇒ ρ(X)e3 = ρ(X)e3 = be1 + ce2.
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Considerando la álgebra g/W1, {e2, e3} es una base de g/W1, entonces

(ρ(X)|W1) = (ρ(X)){e2,e3} =

(
0 c
0 0

)
.

De forma análoga, ρ(X)|W2 = 0.

1.4. Derivaciones

Definición 1.14. Sea D : g −→ g una aplicación lineal. Entonces D es una
derivación de la álgebra de Lie g, si se cumple lo siguiente:

D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] para todo X, Y ∈ g.

Denotamos al conjunto de todas las derivaciones de g, siendo ∂g

Ejemplo 1.4.1. Para X ∈ g, tenemos que ad(X) es una derivación, pues
por la identidad de Jacobi:

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0,

por tanto:

[X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]]

es decir,

ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [Y, ad(X)Z].

A cualquier aplicación lineal A de g, tal que A = ad(X), para algún X en g, la
denominamos derivación interna. Denotamos a tal conjunto como ad(g).

Ejemplo 1.4.2. Afirmamos que ∂g es una subálgebra de gl(g). En efecto,
sean D,E derivaciones de g:

[D,E][X, Y ] = (DE − ED)[X, Y ]

= DE[X, Y ]− ED[X, Y ]

= D[EX, Y ] +D[X,EY ]− E[DX, Y ]− E[X,DY ])

= [DEX, Y ] + [EX,DY ] + [DX,EY ] + [X,DEY ]

− [EDX, Y ]− [DX,EY ]− [EX,DY ]− [X,EDY ]

= [(DE − ED)X, Y ] + [X, (DE − ED)Y ]

= [[D,E]X, Y ] + [X, [D,E]Y ],

donde X, Y ∈ g son cualesquiera. Por lo tanto el subespacio de derivaciones
de g, es una subálgebra de gl(g).
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Proposición 1.15. Sean g una álgebra de Lie y X ∈ g:

1. Una transformación lineal D : g −→ g es una derivación, si y solo sí,
ad(DX) = [D, ad(X)].

2. ϕ : g −→ g es un automorfismo, si y solo sí, ad(ϕX) = ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1.

Demostración. 1. Si D es una derivación, sea Y ∈ g,

[D, ad(X)]Y = (D · ad(X))Y − (ad(X) ·D)Y, (pues ad(X), D ∈ gl(g))
= D(ad(X)Y )− ad(X)(DY )

= D[X, Y ]− [X,DY ]

= [DX, Y ] + [X,DY ]− [X,DY ] (por ser D derivación,)
= [DX, Y ]

= ad(DX)Y.

Como Y ∈ g es cualquiera, [D, ad(X)] = ad(DX). Ahora, para X, Y ∈ g,

[DX, Y ] + [X,DY ] = ad(DX)Y + ad(X)DY

= [D, ad(X)]Y + ad(X)DY (por hipótesis,)
= D(ad(X)Y )− ad(X)DY + ad(X)DY

(ad(X), D ∈ gl(g))

= D[X, Y ].

Por tanto, D es una derivación.

2. Supongamos que ϕ : g −→ g es un automorfismo. Sea Y ∈ g,

(ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1)Y = ϕ(ad(X)ϕ−1Y )

= ϕ([X,ϕ−1Y ])

= [ϕ(X), ϕ(ϕ−1Y )]

= [ϕ(X), Y ] (por hipótesis,)
= ad(ϕX)Y. (ϕ es invertible,)

Como Y ∈ g es cualquiera, ad(ϕX) = ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1.
Ahora, supongamos que ad(ϕX) = ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1. Asumimos, por
hipótesis que ϕ es biyectiva, entonces, para Y, Z ∈ g, cualesquiera:

ϕ[Y, Z] = ϕ[Y, ϕ−1(ϕZ)]

= (ϕ ◦ ad(Y ) ◦ ϕ−1)ϕZ

= ad(ϕX)ϕZ (por hipótesis,)
= [ϕY, ϕZ].

Por tanto, ϕ es automorfismo de g.
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Como consecuencia de esta proposición, ad(g) es un ideal de ∂g.

Proposición 1.16. Sea g una álgebra de Lie sobre R de dimensión finita y
D : g −→ g una transformación lineal. Entonces, D es una derivación si y
solo sí, para todo t ∈ R, etD es un automorfismo de g.

Demostración. ⇐ Sea etD un automorfismo de g, para todo t ∈ R.
También para cualesquiera X, Y ∈ g se cumple que:

etD[X, Y ] = [etDX, etDY ] para todo X, Y ∈ g.

Derivando la igualdad anterior respecto de t, obtenemos

DetD[X, Y ] = [DetDX, etDY ] + [etDX,DetDY ].

Haciendo t = 1 tenemos que D[X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ]; es decir, D
es una derivación.

⇒ Supongamos que D es una derivación. Sean las siguientes curvas:

α(t) = etD[X, Y ] y β(t) = [etDX, etDY ].

Cuando t = 0, tenemos que α(0) = [X, Y ] = β(0); es decir, ambas tie-
nen las mismas condiciones iniciales. Luego derivando ambas res-
pecto de t:

α′(t) = DetD[X, Y ] = Dα(t)

y

β′(t) = [DetDX, etDY ] + [etDX,DetDY ]

= D[etDX, etDY ]

= Dβ(t).

Por tanto, α y β satisfacen la ecuación diferencial X ′(t) = DX(t).
En conclusión, por la unicidad de la solución, tenemos que α(t) =
β(t), para todo t ∈ R.

Ejemplo 1.4.3. Sea g la álgebra bidimensional no abeliana y {X, Y } una
base de g tal que [X, Y ] = Y . Sea D una derivación de g tal que

D =

(
a b
c d

)
.
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Ahora, tenemos que D[X, Y ] = DY = [DX, Y ] + [X,DY ]. Como X, Y son ele-
mentos de la base de g, la anterior igualdad queda como sigue:

bX + dY = [aX + cY, Y ] + [X, bX + dY ] = a[X, Y ] + d[X, Y ] = (a+ d)Y.

Por lo tanto, a = b = 0. Reemplazando esto último en la matriz de D, tene-
mos:

D =

(
0 0
c d

)
.

Esto último, junto a lo concluido del ejemplo 1.3.3, muestran que toda deri-
vación de g es una derivación interna.



Capítulo 2

Álgebras Nilpotentes y Solubles

2.1. Serie Central Descendente

Definición 2.1. Sea g una álgebra de Lie sobre K. La serie central des-
cendente se define como sigue:

g1 = g

g2 = [g, g] = g′

g3 = [g, g2]

...

gk = [g, gk−1].

Proposición 2.1. 1. [gi, gj] ⊂ gi+j.

2. gk es el subespacio generado por todos los posibles productos que in-
volucran k elementos de g: [X1, . . . [Xk−1, Xk] . . . ].

Demostración. 1. Para probar 1 se procederá vía inducción sobre j.
Sea entonces j = 1, sabemos que g1+i = [g, gi], por tanto:

[gi, g1] = −[g, gi] = −gi+1,

de modo que [gi, g1] ⊂ gi+1. Ahora supongamos el resultado válido
para j ≥ 1,

[gi, gj+1] = [gi, [g, gj]]

⊂ [[gi, gj], g] + [gj, [gi, g]]

⊂ [gi+j, g] + [gj, gi+1] (Identidad de Jacobi)

⊂ gi+j+1 + gj+i+1

= gi+(j+1).

35
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2. Sea Ak el subespacio de g generado por todos los posibles productos
de k elementos de g.
Vía inducción sobre k, si k = 2:

g2 = A2 = Span{[X, Y ] : X, Y ∈ g}. = [g, g1].

Ahora supongamos que Ak−1 = gk−1, con k ≥ 2.
Ya que gk = [g, gk−1] = [g, Ak−1], tenemos que el lado derecho de la
anterior igualdad, es un subespacio de g cuyos elementos son pro-
ductos de k elementos de g. Por tanto gk ⊂ Ak. Sea ahora Z ∈ Ak; es
decir:

Z =
∑
i

Zi,

donde para cada i, Zi es un producto de k elementos de g. Entonces
por la identidad de Jacobi y la antisimetría del corchete:

Z =
∑
i

[Xi, Yi],

con Xi ∈ g y Yi ∈ Ak−1 = gk−1.
Por lo tanto, Z ∈ gk y en consecuencia Ak ⊂ gk. Luego gk = Ak, con
k ≥ 2.

Proposición 2.2. Sea g una álgebra de Lie, entonces

1. gk+1 ⊂ gk; es decir, la serie central descendente es de hecho, descen-
dente.

2. gk es un ideal para todo k ≥ 1.

Demostración. 1. De 2 en la proposición anterior, tenemos que gk+1 =
Ak+1, donde k ≥ 1. Entonces los elementos de gk+1 son combinaciones
lineales de productos de k+1 elementos de g. Ahora, por la clausura
del corchete de Lie, es posible seleccionar de cada miembro de la
combinación lineal, un corchete de modo que, se lo pueda considerar
como un solo elemento de g. Por lo tanto, los elementos de gk+1,
se pueden escribir como combinaciones lineales de productos de k
elementos; es decir, gk+1 ⊂ Ak = gk.

2. Ya que gk+1 = [g, gk], del item anterior sabemos que gk+1 ⊂ gk, entonces

[g, gk] ⊂ gk.

Por tanto, gk es un ideal de g, para todo k ≥ 1.
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Proposición 2.3. Para g una álgebra de Lie, gk/gk+1 es una álgebra abelia-
na.

Demostración. Sean X, Y en gk/gk+1. Entonces para dos representan-
tes de clase X e Y , tenemos que [X, Y ] ∈ gk+1 ⊂ gk, por el item 1, de la
proposición anterior. Esto último es equivalente a concluir que

[X, Y ] = [X,Y ] = 0 = 0.

Por tanto, gk/gk+1 es una álgebra abeliana.

Proposición 2.4. Sea π : g −→ g/h el homomorfismo canónico. Entonces

π(gk) = (g/h)k.

Demostración. Vía inducción sobre k, tenemos que si k = 1, π(g1) = π(g) =
g/h por la sobreyectividad de π.
Ahora, sea el resultado válido para k ≥ 1, entonces

π(gk+1) = π([g, gk])

= [π(g), π(gk)]

= [g/h, (g/h)k]por hipótesis de inducción

= (g/h)k+1.

Por lo tanto, π(gk) = (g/h)k, para todo k ≥ 1.

Ejemplo 2.1.1. 1. Sea g = {

0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0

} ⊂ gl(3,K). Entonces g2 = {

0 0 ∗
0 0 0
0 0 0


y g3 = {

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 0. Por lo tanto gk = 0 para k ≥ 3.

2. Sea g = {

∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗

} ≤ gl(3,K); es decir, la subálgebra de matrices

triangulares superiores de 3. Entonces g2 = {

0 ∗ ∗
0 0 ∗
0 0 0

. Por lo tanto

gk = g2 para k ≥ 3.

3. Sea g la álgebra de dimensión dos no abeliana, donde existe una base
{X, Y } tal que [X, Y ] = Y . Luego g2 = [g, g] = Span{Y }.
Ahora g3 = [g, g2] = [g, Span{Y }] = Span{Y }, de modo que siguiendo el
proceso de la serie central descendente, tenemos que gk = Span{Y },
con k ≥ 2.
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2.2. Álgebras Nilpotentes

Definición 2.2. Una álgebra de Lie se denomina nilpotente, si gk0 = {0},
para algún k0 > 0.(por tanto, gk = 0 para todo k ≥ k0).

Proposición 2.5. Sea g una álgebra de Lie nilpotente, entonces z(g) ̸= 0.

Demostración. Ya que g es nilpotente, entonces gk = 0 para algún k ≥ 1.
Sea k0 = max{k : gk ̸= 0}. De esto último, observamos que gk0+1 = 0 o
equivalentemente [g, gk0 ] = 0. Por tanto gk0 ⊂ z y en consecuencia, z es no
trivial.

Proposición 2.6. Sea g una álgebra de Lie nilpotente:

1. Si h ⊂ g es un subálgebra, entonces h es nilpotente.

2. Si h es un ideal de g, entonces g/h es nilpotente.

3. Si g/z(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostración. 1. Sea h una subálgebra de g, entonces por ser h nilpo-
tente, afirmamos que hk ⊂ gk, para todo k ≥ 1. En efecto, vía induc-
ción sobre k, el primer paso de inducción es evidente.
Sea entonces el resultado válido para k,

hk+1 = [h, hk]

⊂ [h, gk]por hipótesis de inducción

⊂ [g, gk].primer paso de inducción

= gk+1

Ahora, sea k0 ≥ 1, de modo que gk0 = 0, por ser h nilpotente, entonces
del anterior paso, concluimos que:

hk0 ⊂ gk0 = 0.

Por tanto, hk0 = 0; es decir, h también es nilpotente.

2. Sea ahora h un ideal de g, la nilpotencia del cociente, se deduce
fácilmente de la siguiente afirmación. Dado π un homomorfismo de
g:

π(gk) = (π(g))k.
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En efecto, vía inducción sobre k, el primer paso de inducción es tri-
vial. Sea ahora el resultado válido para k ≥ 1:

π(gk+1) = π([g, gk])

= [π(g), π(gk)]

= [π(g), (π(g))k]

= (π(g))k+1. (hipótesis de inducción)

Por tanto, π(gk) = (π(g))k, para todo k ≥ 1.
Ahora sean π el homomorfismo canónico y k0 ≥ 1, de modo que gk0 =
0. Luego, por la proposición 2.4:

π(gk0) = (g/h)k0 = 0.

Así g/h es nilpotente.

3. Ya que z(g) es un ideal de g, el espacio cociente g/z(g) es una álgebra
de Lie. Ahora para el homomorfismo canónico, tenemos que:

π(gk) = (π(g))k,

para todo k ≥ 1 entero. También tenemos que π(gk) = gk/z(g) y
(g/z(g))k = (π(g))k. Por tanto:

(g/z(g))k = gk/z(g).

Ahora, si para algún m ≥ 1, (g/z(g))m = 0, entonces gm/z(g) = 0. Por lo
tanto gm ⊂ z(g); es decir,

gm+1 = [g, gm] ⊂ [g, z(g)] = 0.

Por lo tanto, g es nilpotente.

Proposición 2.7. Sean g una álgebra de Lie nilpotente, sobre K y K una
extensión de K:

1. (gn)K = (gK)
n, n ≥ 1.

2. g es nilpotente, sí y solo si, gK es nilpotente.

Demostración. 1. Sea X ∈ gnK, entonces X = [X1, . . . , [Xn−1, Xn] . . . ] don-
de Xi ∈ gK, ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Ahora para Y ∈ (gK)

n del mismo modo, Y = [Y1, . . . , [Yn−1, Yn] donde
Yi ∈ gK,∀i ∈ {1, . . . , n}.



40 CAPÍTULO 2. ÁLGEBRAS NILPOTENTES Y SOLUBLES

De lo anterior, Yi =
∑
ri

airiZ
i
ri

con airi ∈ K y Zi
ri
∈ g para todo i.

Por la bilinealidad del corchete en gK, deducimos que Y ∈ (gK)
n si y

solo sí Y ∈ (gn)K; es decir,

(gn)K = (gK)
n, n ≥ 1.

2. Sea gK = g nilpotente, entonces dado k ≥ 1 tal que gk = 0, entonces

(gK)
k = (gk)K = 0

si y solo sí, gK es nilpotente.

Proposición 2.8. Sea g una álgebra de Lie nilpotente y X ∈ g, entonces el
operador ad(X) es nilpotente.

Demostración. Sea k ≥ 1, de modo que gk = 0. Del item 1, de la proposi-
ción 2.1, se tiene que en particular, se tiene un producto de k elementos
de g, de modo que:

[X, . . . , [X, Y ] . . . ] = 0,

donde X aparece k − 1 veces. Esto último, traducido en lenguaje de ope-
radores, es equivalente a:

ad(X)k−1Y = 0;

es decir, las adjuntas son operadores nilpotentes, para todo X ∈ g.

2.3. El Teorema de Engel

Lema 2.1. Sea V un espacio de dimensión finita y A ∈ gl(V ). Si A es nilpo-
tente, entonces ad(A) es nilpotente.

Demostración. Afirmamos que para cualesquiera A,B ∈ g, se tiene ad(A)nB =
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
An−jBAj, para todo n ≥ 0.

En efecto, vía inducción sobre n tenemos que si n = 1, ad(A)B = AB − BA
por definición del corchete en gl(V ).
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Sea ahora el resultado válido para n, entonces

ad(A)n+1B = ad(adn(A)B)

= Aadn(A)B − adn(A)BA

=
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
A(n+1)−jBAj +

n∑
j=0

(−1)j+1

(
n

j

)
An−jBAj+1

= An+1B +
n∑

j=1

(−1)j
(
n

j

)
An−jBAj (hipótesis de inducción)

+
n+1∑
j=1

(−1)j
(

n

j − 1

)
An−(j−1)BAj

= An+1B +
n∑

j=1

(−1)j
(
n

j

)
An−jBAj

+
n∑

j=1

(−1)j
(

n

j − 1

)
An−j)BAj + (−1)n+1BAn+1

= An+1B +
n∑

j=1

(−1)j(

(
n

j

)
+

(
n

j − 1

)
)An−j)BAj + (−1)n+1BAn+1

= An+1B +
n∑

j=1

(−1)j
(
n+ 1

j

)
An−jBAj + (−1)n+1BAn+1

=
n+1∑
j=0

(−1)j
(
n+ 1

j

)
A((n+1)−j)BAj.

Por tanto, para todo n ≥ 0, adn(A)B =
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
An−jBAj.

Ahora si r ≥ 0 es tal que Ak = 0, entonces para

ad(A)2kB =
2k∑
j=0

(−1)j
(
2k

j

)
A2k−jBAj, sea t+ j = 2k.

Si t ≥ k, entonces AtBAj = 0.
Si t < k, 2k − j < k; de modo que, k < j y también AtBAj = 0.

Entonces, por lo anterior, ad(A)2kB =
2k∑
j=0

(−1)j
(
2k

j

)
A2k−jBAj = 0, lo cual

implica que ad(A) es nilpotente.

Teorema 2.1. (Lema de Engel) Sea V ̸= 0 un espacio vectorial de dimensión
finita y g ⊂ gl(V ) una subálgebra. Supongamos que todoX ∈ g es nilpotente.
Entonces, existe v ∈ V , con v ̸= 0 tal que Xv = 0 para todo X ∈ g.
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Demostración. Se demostrará el resultado vía inducción sobre la dimen-
sión de g. Para el primer paso de inducción, sean dim(g) = 1 y X ∈ g no
nulo (en realidad g = Span{X}), entonces existe k ≥ 1 tal que Xk = 0 y
Xk ̸= 0. De esto último, tenemos que existe w ∈ V , de modo que Xk−1w ̸= 0.
Sea v = Xk−1w ̸= 0, de modo que

Xv = X(Xk−1w) = Xkw = 0.

De este modo, queda verificado el primer paso de inducción.
Ahora, supongamos que el resultado es válido para álgebras de Lie, cuya
dimensión es estrictamente menor que la dimensión de g, donde dim(g) >
1.
Afirmamos que g contiene subálgebras propias, pues para X ̸= 0, Span{X}
es una subálgebra propia de g.
Ahora, sea h ≤ g; de modo que dim(h) = min{dim(h′) : h′ ≤ g}. Se mostrará
ahora que h, es un ideal de codimensión 1.
En efecto, para X ∈ h es evidente que ad(X)h ⊂ h. Al considerar la re-
presentación adjunta de h en g, por la proposición 1.14, obtenemos una
representación ρ, de g en g/h, tal que

ρ : h −→ g/h

X 7→ ρ(X) = ad(X).

Del lema 2.1, ad(X) es nilpotente, para todo elemento de gl(V ) ⊃ h, por
tanto ad(X) es nilpotente, para todo elemento de g y, en consecuencia ρ(X)
es nilpotente, para todo X ∈ h. Al considerar la subálgebra ρ(h), hallamos
que también es una subálgebra de transformaciones nilpotentes, tal que
dim(ρ(h)) < dim(g).
Por hipótesis de inducción, existe w ∈ g/h, con w ̸= 0 de modo que

ρ(X)w = ad(X)w = 0, X ∈ h.

Sea W ∈ g − h un representante de clase de w, entonces de la anterior
igualdad, [W,X] ∈ h, para todo X ∈ h. Ahora consideremos h′ = Span{W, h},
entonces h′ ≤ g y dim(h′) = dim(h)+1. Esto último no es posible debido a la
elección de h, por tanto dim(h) = dim(g) − 1; es decir, h es de codimensión
uno. En realidad, al tener [W, h] ⊂ h, concluimos que h es un ideal de
codimensión uno.
Por otra parte, la hipótesis de inducción se puede aplicar a h, entonces:

V ′ = {v ∈ V : Xv = 0,∀X ∈ h}

es tal que V ′ ̸= 0. Además V ′ es invariante por W , pues sea X ∈ h y v′ ∈ V ′,

XWv′ = [X,W ]v′ +WXv′

= 0 (pues [X,W ] ∈ h.)
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Por tanto, Wv′ ∈ V ′; es decir V ′ es invariante por W .
Tomando en cuenta que la restricción W |V ′ también es nilpotente y Span{W}
siendo una subálgebra de dimensión uno, por el primer paso de inducción
tenemos que

∃v ∈ V ′, v ̸= 0 :W |V ′v = Wv = 0.

En conclusión, ya que existe v ∈ V , de modo que para todo X ∈ h, Xv = 0
y Wv = 0, al ser g = Span{W, h}, entonces

∃v ∈ V, v ̸= 0 : Xv = 0,∀X ∈ g.

Teorema 2.2. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita n y g un
subálgebra de gl(V ) de modo que todo elemento de g es nilpotente. Entonces
existe una base de V en la cual todo elemento de g, está representado por
matrices estrictamente triangulares superiores.

Demostración. Procedemos vía inducción sobre dim(V ). Si V = {0} el
resultado es trivial. Sea válido el resultado para dim(V ) ≥ 1. Entonces
para cualquier X ∈ g, por el teorema anterior existe v ̸= 0 ∈ V tal que
Xv = 0.
Podemos considerar U = Span(v), para aplicar la proposición 1.14. En
efecto, considerando la representación canónica:

I : g −→ gl(V ) tal que I(X) = X.

Observemos que U es I - invariante, pues I(X)v = Xv = 0 ∈ U . Entonces
de 1.14:

ρU : g −→ gl(V/W ) tal que ρU(X) = I(X) = X,

es una representación de g en V/U .
Ahora, consideremos el conjunto {ρU(X) : X ∈ g}, que es una subálgebra
de gl(V/U). Además todo elemento de esa subálgebra es nilpotente, pues
todo elemento de g también es nilpotente.
Así, {ρU(X) : X ∈ g} está en las condiciones del teorema anterior y co-
mo dim(V/U) = n − 1 por hipótesis de inducción, existe una base β =
{v1, . . . , vn−1}de V/U , de modo que para todo X ∈ V/U :

X =


0 ∗ . . . ∗
0 0 . . . ∗
...

... . . .
...

0 0 . . . 0

 .
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De esta representación, se podrá obtener el resultado. En efecto, observe-
mos que:

Xv1 = Xv1 = 0.

Entonces para un representante de clase v1 ̸= 0 de v1 tal que v1 /∈ Span{v},
tenemos que Xv1 ∈ U ; es decir,

Xv1 = a12v.

Ahora,
Xv2 = Xv2 = a23v1.

Entonces para un representante de clase v2 ̸= 0 de Xv2 − a23v1 tal que
v2 /∈ Span{v, v1}, tenemos que Xv2 ∈ U ; es decir,

Xv2 − a23v1 = a13v

o

Xv2 = a13v + a23v1.

Continuamos hasta llegar a vn, del cual obtenemos:

Xvn−1 = Xvn−1 − an−1nvn−2 − · · · − a2nv1 = a1nv.

Entonces, para un representante de clase vn−1 ̸= 0 de
Xvn−1 − an−1nvn−2 − · · · − a2nv1 − a1nv, tal que
vn−1 /∈ Span{v, v1, v2, . . . , vn−2} tenemos que:

Xvn−1 = a1nv + a2nv1 + · · ·+ an−1nvn−2.

Por lo tanto, γ = {v, v1, v2, . . . , vn−1} constituyen una base de V , donde para
cualquier X ∈ g:

[X]γ =


0 a12 . . . a1n
0 0 . . . ∗
...

... . . .
...

0 0 . . . an−1n

0 0 . . . 0

 ,

es decir, todo elemento de g es representado por matrices estrictamente
triangulares superiores.

Corolario 2.1 (Teorema de Engel). Una álgebra de Lie g es nilpotente, sí y
solo si ad(X) es nilpotente para cualquier X ∈ g.
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Demostración. Sea X ∈ g y suponga que ad(X) es nilpotente. De acuerdo
a la representación adjunta de g en g, tenemos que ad(g) es un subálgebra
de g, constituida de elementos nilpotentes, entonces por el lema de Engel:

∃Y ̸= 0 ∈ g : ad(X)Y = 0,∀X ∈ g.

Esto último es equivalente a concluir que z(g) es no nulo; es mas, recor-
demos que este mismo es el núcleo de la representación adjunta; es decir,
ker(ad) = z(g), por la proposición 1.10. Por el teorema 1.1 entonces:

g/z(g) ∼= im(ad) = ad(g).

Del teorema anterior, existe una base de g de modo que todo elemento de
ad(g) es representado por matrices estrictamente triangulares superiores
y, al ser tal conjunto un subálgebra nilpotente de gl(g), entonces g/z(g) es
nilpotente.
Por tanto, por (3) de la proposición 2.6, tenemos que g es nilpotente.

2.4. Álgebras Solubles y el Teorema de Lie

Definición 2.3. Sea g una álgebra de Lie. Definimos vía inducción, los
siguientes subespacios de g:

g(0) = g

g(1) = g′ = [g, g]

g(2) = [g(1), g(1)] = [g′, g′]

...

g(k) = [g(k−1), g(k−1)].

Entonces g(k) es un ideal de g, para todo k ≥ 0. En particular g(k) es un
subálgebra y, por tanto, la secuencia es decreciente; es decir :

g(k+1) ⊂ g(k).

Esta secuencia de ideales de g se denomina la serie derivada de g y cada
una de sus componentes, son las álgebras derivadas de g.
Se dice que g es soluble, si alguna de sus álgebras derivadas se anula,
esto es:

g(k0) = {0}
para algún k0 ≥ 1 ( y por tanto, g(k0) = 0, para todo k ≥ k0.

Proposición 2.9. Sea A una álgebra asociativa y tome x, y ∈ A,
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1. Sea adl(x)y = xy − yx, se tiene que para todo n ≥ 1, la fórmula de
conmutación izquierda:

xny =
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−py)xp.

2. La fórmula de conmutación por la derecha, viene dada por:

yxn =
n∑

p=0

(
n

p

)
xp(adr(x)

n−py),

donde adr(x)y = yx− xy.

Demostración. 1. Vía inducción sobre n, para n = 1 tenemos que xy =
yx+ [x, y] por hipótesis. Asumiendo válido el resultado para n, enton-
ces

xn+1y = x(xny)

= (xny)x+ [x, xny]

= (
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−py)xp)x+ [x,
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−py)xp]

=
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−py)xp+1 +
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−p+1y)xp

=
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−py)xp+1 +
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n−p+1y)xp

=
n+1∑
p=1

(
n

p− 1

)
(adl(x)

n+1−py)xp +
n∑

p=0

(
n

p

)
(adl(x)

n+1−py)xp

= yxn+1 +
n∑

p=1

(
n

p− 1

)
(adl(x)

n+1−py)xp

+
n∑

p=1

(
n

p

)
(adl(x)

n+1−py)xp + adl(x)
n+1y

= yxn+1 + adl(x)
n+1y +

n∑
p=1

(

(
n

p− 1

)
+

(
n

p

)
)(adl(x)

n+1−py)xp

= yxn+1 + adl(x)
n+1y +

n∑
p=1

(
n+ 1

p

)
(adl(x)

n+1−py)xp

=
n+1∑
p=0

(
n+ 1

p

)
(adl(x)

(n+1)−py)xp.
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Por tanto, para todo n ≥ 0, se verifica la fórmula de conmutación por
la derecha.

La fórmula de conmutación derecha se obtiene de manera análoga al
de la izquierda.

Lema 2.2. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K algebrai-
camente cerrado de característica cero, g una subálgebra de gl(V ) y h un
ideal de g. Sea λ : h −→ K es un funcional lineal y

K = {v ∈ V : Av = ϕ(A)v,∀A ∈ h},

entonces K es un subespacio invariante de g.

Demostración. Sea X ∈ g, entonces debemos mostrar que XK ⊂ K; es
decir, para cualquier v ∈ K y Y ∈ h, Y Xv = λ(Y )Xv. Para esto, recordemos
que [X, Y ] = XY − Y X, entonces

Y X = XY − [X, Y ],

de donde para v ∈ K,

Y Xv = XY v − [X, Y ]v = λ(Y )Xv − λ([X, Y ])Xv, (∗)

pues [X, Y ] ∈ h, al ser h un ideal. Afirmamos que de la ecuación anterior,
λ([X, Y ]) = 0.
En efecto, es posible tomar v ̸= 0 ∈ K. Sean v0 = v, v1 = Xv, . . . , vk =
Xkv, . . . . Denominando Us = Span{vs, s ≥ 0}, al ser V de dimensión finita
tenemos que los Us son subespacios de dimensión finita. Sea m ≥ 0 el
menor número, tal que {v0, . . . , vm} sea linealmente dependiente. De este
modo dim(Um) = m, pues {v0, v1, . . . , vm−1} es linealmente independiente.
Ahora sea Z ∈ h, por la proposición 2.9:

Zvr = ZXrv

=
r∑

p=0

(
r

p

)
Xp((ad(X)r−pZ)v)

=
r∑

p=0

(
r

p

)
Xpλ(ad(X)r−pZ)v

. =
r∑

p=0

(
r

p

)
λ(ad(X)r−pZ)Xpv (h es ideal)

=
r∑

p=0

(
r − 1

p

)
λ(ad(X)r−pZ)Xpv + λ(Z)Xrv.
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Esto último muestra que ZUm ⊂ Um. De la relación

Zvr =
r∑

p=0

(
r − 1

p

)
λ(ad(X)r−pZ)Xpv + λ(Z)vr, Z|Um se representa, en la base

β = {v0, v1, . . . , vm−1}:

(Z|Um)β =


λ(Z) ∗ . . . ∗
0 λ(Z) . . . ∗
...

... . . . ∗
0 0 . . . λ(Z)


Ahora, tr(Z|Um) = mλ(Z), donde Z ∈ h es cualquiera. En particular, se
verifica que, para Z = [X, Y ] ∈ h:

tr([X, Y ]|Um = tr(XY |Um)− tr(Y X|Um)) = 0 = mλ([X, Y ]).

Al ser K de característica cero, de la anterior ecuación se concluye que
λ([X, Y ]) = 0, por lo tanto, reemplazando esto último en la ecuación (∗):

Y Xv = λ(Y )Xv, ∀X ∈ g.

Así XK ⊂ K o K es g invariante.

Teorema 2.3. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K, un
cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero y g una subálgebra
soluble de gl(V ), entonces existe un vector no nulo x ∈ V y un funcional
lineal λ tal que Xx = λ(X)x para todo X ∈ g.

Demostración. La prueba es vía inducción sobre la dimensión de g. Su-
pongamos que dim(g) = 1, entonces g = Span{X}, con X ̸= 0 ∈ g. Como K
es algebraicamente cerrado, el polinomio característico de X, tiene todas
sus raíces en K y en consecuencia, X tiene autovectores. Sea α ∈ K un
autovalor de X y x ̸= 0 ∈ V un autovector asociado a X; es decir, Xx = αx.
Por otra parte, para cualquier Y ∈ g, tenemos que Y = aX. Sea λ : g −→ K
una aplicación, tal que λ(Y ) = aα. Es evidente que λ es un funcional lineal
y, además verifica lo siguiente:

Y x = (aX)x = a(Xx) = a(αx) = (aα)x = λ(Y )x,∀Y ∈ g.

Por tanto, el primer paso de inducción esta verificado. Sea ahora el resul-
tado válido para álgebras de Lie solubles, cuya dimensión es menor que
dim(g).
Afirmamos que g contiene un ideal de codimensión uno, pues al consi-
derar g′, si ocurriese que g′ = 0, entonces g sería abeliana y por tanto
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unidimensional, lo cual contradice que dim(g) > 1. Así, es posible encon-
trar un ideal h de g, tal que dim(h) = dim(g)− 1; además, soluble pues g es
soluble.
Por hipótesis de inducción:

∃x′ ̸= 0 ∈ V : Xx′ = λ′(X)x′,∀X ∈ h,

donde λ′ : h −→ K.
Sea W = {w ∈ V : Xw = λ′(X)w,∀X ∈ h}. Luego por el lema 2.2, YW ⊂ W
para todo Y ∈ g.
Ahora, para X0 ̸= 0 ∈ g − h, consideremos Span{X0}, entonces g = h ⊕
Span{X0}. Ya que en particular X0W ⊂ W , se puede considerar la restric-
ción X0|W , de modo que este tenga un autovector en W ; es decir,

∃x ̸= 0 ∈ W : X0x = σx, σ ∈ K.

Por otra parte, sea Y ∈ g, entonces Y = H + bX0. Definimos la correspon-
dencia λ : g −→ K, de modo que:

λ(Y ) = λ(H + bX0) = λ′(H) + bσ. (∗)

Concluimos que λ está bien definida, pues g = h ⊕ Span{X0} y además es
lineal, pues σ ∈ K y λ′ ∈ h∗.
El funcional lineal λ es tal que:

Y x = (H + bX0)x = (λ′(H) + bσ)x = λ(Y )x,

por (∗) y para todo Y ∈ g.

Corolario 2.2. (Teorema de Lie) Sea g una subálgebra soluble de gl(V ), en-
tonces existe una base de V , de modo que todo elemento de g, se representa
con matrices triangulares superiores.

Demostración. Por el teorema 2.3, existe v1 ̸= 0 ∈ V y un funcional lineal
λ1 : g −→ K, de modo que

Xv1 = λXv1,∀X ∈ g. (1)

Ahora, al considerar la representación canónica i, de g en gl(V ), V1 =
Span{v1} resulte ser invariante por i.Luego por la proposición 1.14 obte-
nemos una representación ρ1 = iV1, de g en gl(V ), dada por ρ1(X) = i(X) =
X : V/V1 −→ V/V1.
Ahora, observemos que ρ1(g) = {ρ1(X) : X ∈ g} es soluble, pues ρ1 es
un homomorfismo, entonces por el teorema de Lie, existe w1 ∈ V/V1 y
τ1 : ρ(g) −→ K un funcional lineal, tal que

ρ1(X)w1 = τ(ρ1(X))w1,
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con X ∈ g. Sea λ2 = τ1 ◦ ρ1 : g −→ K. Notemos que λ2 es un funcional lineal,
entonces en la anterior ecuación:

ρ1(X)w1 = Xw1 = λ2(X)w1;

es decir,
Xw1 − λ2(X)w1 = 0.

Por tanto, para un representante de clase v2 ̸= 0 ∈ V − V1 de w1, Xv2 −
λ2(X)v2 ∈ V1, y por ende, existe z1 ∈ V1, tal que:

Xv2 = λ2(X)v2 + z1; (2)

donde {v1, v2} es linealmente independiente y X ∈ g cualquiera. Ahora, sea
V2 = Span{v1, v2}, de nuevo V2 es I - invariante por (2). Así, ρ2 = IV2 : g −→
gl(V/V2) es una representación.
Tenemos también que ρ2(g) es soluble, así por el teorema de Lie, existe
w2 ̸= 0 ∈ V/V2 y τ2 : ρ2(g) −→ K funcional lineal, de modo que:

ρ2(X)w2 = τ2(ρ2(X))w2,

con X ∈ g. Haciendo λ3 = τ2 ◦ ρ2 : g −→ K, similar al paso anterior, para un
representante de clase v3 ̸= 0 ∈ V − V2,

Xv3 = λ3(X)v3 + z2, z2 ∈ V2, (3)

de modo que {v1, v2, v3} es linealmente independiente y X ∈ g es cualquie-
ra.
Este proceso, puede ser repetido n = dim(V ) < ∞. Por lo tanto, se encon-
trarán λ1, . . . λn funcionales lineales, de modo que:

Xv1 = λ1(X)v1

Xvj = λj(X)vj + zj−1, j = {2, . . . , n}.

Además, por construcción β = {v1, v2, . . . , vn} es una base de V y para
cualquier X ∈ g,

[X]β =


λ1(X) ∗ . . . ∗

0 λ2(X) . . . ∗
...

... . . . ∗
0 0 . . . λn(X).



Corolario 2.3. Sea g una álgebra de Lie, entonces g es soluble, sí y solo si,
g′ es nilpotente.
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Demostración. Supongamos que K es algebraicamente cerrado.

⇐= Si g′ es nilpotente, entonces g′ es soluble, de modo que al considerar
el cociente g/g′ es abeliana, por tanto soluble y también g es soluble.

=⇒ Si g es soluble, consideremos la representación adjunta de g en g; es
decir ad : g −→ gl(g).
Luego, ad(g) es un subálgebra soluble de gl(g). Por el corolario de Lie,
para cualquier X ∈ g, tenemos que:

[ad(X)]β =


∗ ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗
...

... . . . ∗
0 0 . . . ∗


donde β es una base de g.
Ahora, sea Y ∈ g, entonces

[ad([X, Y ])]β = [[ad(X), ad(Y )]]β

= [ad(X)ad(Y )− ad(Y )ad(X)]β

= [ad(X)]β[ad(Y )]β − [ad(Y )]β[ad(X)]β

=


0 ∗ . . . ∗
0 0 . . . ∗
...

... . . . ∗
0 0 . . . 0,


pues el corchete de matrices triangulares superiores, tiene todos los
elementos de su diagonal principal iguales a cero. Esto quiere decir
que para cualquier Y ′ ∈ g′,

[ad(Y ′)]β =


0 ∗ . . . ∗
0 0 . . . ∗
...

... . . . ∗
0 0 . . . 0;


es decir, ad(Y ′) ∈ gl(g) es nilpotente, para todo Y ′ ∈ g′.
Ya que g′ es ideal de g, entonces ad(X)g′ ⊂ g′, entonces al considerar
la restricción, tenemos que ad(Y ′)|g′ : g′ −→ g′, es nilpotente, para
todo Y ′ ∈ g′.
Finalmente, como ad(Y ′)|g′ = ad|g′(Y ′), entonces por el corolario de
Engel, g′ es nilpotente.
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2.5. Representaciones de Álgebras Nilpotentes

Proposición 2.10. Sea D una derivación de g, donde g es de dimensión
finita y K algebraicamente cerrado. Considerando la descomposición pri-
maria de g, respecto a D:

g = gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλs

donde gλi
= {X ∈ g : (D − λi)

nX = 0, n ≥ 1} es el auto-espacio generalizado
asociado al autovalor λi. Entonces

[gλi
, gλj

] ⊂ gλi+λj
.

(gλi+λj
= 0) si λi + λj no es autovalor de D.

Demostración. Sean X, Y ∈ gλi
, gλj

, entonces para algunos k, s ≥ 1 tene-
mos que (D − λi)

kX = 0 y (D − λj)
sY = 0. Observemos lo siguiente:

(D − (λi + λj))[X, Y ] = D[X, Y ]− (λi + λj)[X, Y ]

= [DX, Y ] + [X,DY ]− λi[X, Y ]− λj[X, Y ]

= [(D − λi)X, Y ] + [X, (D − λj)Y ],

pues D ∈ ∂g. Después:

(D − (λi + λj))
2[X, Y ] = (D − (λi + λj))([(D − λi)X, Y ] + [X, (D − λj)Y ])

= [(D − λi)
2X, Y ] + 2[(D − λi)X, (D − λj)Y ] + [X, (D − λj)

2Y ]).

Vía inducción, vamos a obtener que:

(D − (λi + λj))
n[X, Y ] =

n∑
r=0

(
n

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ]
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para todo n ≥ 1. En efecto, asumiendo el resultado para n− 1:

(D − (λi + λj))
n[X, Y ] = (D − (λi + λj))(D − (λi + λj))

n−1[X, Y ]

= (D − (λi + λj))(
n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−1−rY ])

=
n−1∑
r=0

(D − (λi + λj))

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−1−rY ]

=
n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

r+1X, (D − λj)
n−1−rY ]

+
n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ]

=
n∑

r=1

(
n− 1

r − 1

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ]

+
n−1∑
r=0

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ]

=
n−1∑
r=1

(
n− 1

r − 1

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ] + [(D − λi)

nX, Y ]+

+ [X, (D − λj)
nY ] +

n−1∑
r=1

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ]

= [X, (D − λj)
nY ] +

n∑
r=1

(
n− 1

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ] + [(D − λi)

nX, Y ]

=
n∑

r=0

(
n

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ].

Ahora si hacemos que n = k + s, para 0 ≤ r ≤ n si n − r ≥ s entonces
(D − λj)

n−rZ = 0 y si n− r < s entonces k < r y por ende (D − λi)
rZ = 0.

Así (D − (λi + λj))
n[X, Y ] =

n∑
r=0

(
n

r

)
[(D − λi)

rX, (D − λj)
n−rY ] = 0 y por tanto

[X, Y ] ∈ gλi+λj
, con i, j ∈ {1, . . . , s}.

Proposición 2.11. Supongamos que el cuerpo de escalares es algebraica-
mente cerrado. Sean A y B en gl(V ) y Vλi

, los autoespacios generalizados
de A. Entonces BVλi

⊂ Vλi
para todo i, si y solo sí ad(A)qB = 0, para algún

q ≥ 1.

Demostración. =⇒ Sea Ai = A − λiI = A − λi. Afirmamos que ad(A)qB =
0 sí y solamente si ad(Ai)

qB = 0, para algún q ≥ 1. En efecto, si
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suponemos que ad(A)qB = 0, entonces

ad(Ai)
qB = ad(Ai)(ad(Ai)

q−1B)

= Ai(ad(Ai)
q−1B)− (ad(Ai)

q−1B)Ai

= (A− λi)ad(Ai)
q−1B − ad(Ai)

q−1B(A− λi)

= Aad(Ai)
q−1B − ad(Ai)

q−1BA

= ad(A)ad(Ai)
q−1B. (1)

Ahora, vemos que

ad(Ai)
q−1B = ad(Ai)ad(Ai)

q−2B

= ad(A)ad(Ai)
q−2B. (2)

De (1) y (2) tenemos lo siguiente: ad(Ai) = ad(A)2ad(Aq−2)B.
Entonces podemos repetir el proceso anterior q veces, de modo que

ad(Ai)
q = ad(A)qad(Ai)

0B = ad(A)qB = 0.

Recíprocamente, si ad(Ai)
qB = 0:

ad(A)qB = ad(A)ad(A)q−1B

= Aad(A)q−1B − ad(A)q−1BA

= (Ai + λi)ad(A)
q−1B − ad(A)q−1B(Ai + λi)

= ad(Ai)ad(A)
q−1B. (pues Ai = A− λi)

De la misma forma, es posible repetir el proceso anterior q veces, de
modo que

ad(A)qB = ad(Ai)
qad(A)0B = ad(Ai)

qB = 0,∀i = 1, . . . , s.

Ahora sea v ∈ Vλi
, de modo que existe k ≥ 1 tal que (Ai)

k = 0. Enton-
ces por la fórmula de conmutación izquierda de la proposición 2.9,
tenemos que

(Ai)
nB =

n∑
p=0

(
n

p

)
(ad(Ai)

n−pB)Ap
i . (3)

Elijamos n, de modo que n > q + k, donde q y k son fijos. Ya que
0 ≤ p ≤ n y n > k, puede darse que p > k. En ese caso, (Ai)

nB = 0,
Por otra parte, para k > p, −k ≤ −p; sumamos n y tenemos n − k ≤
n− p. Como n− k > q, entonces n− p > q y otra vez, (Ai)

nB = 0. Por lo
tanto, para n > k, (Ai)

nBv = 0; es decir, Bv ∈ Vλi
para todo i = 1, . . . , s.
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⇐= Supongamos ahora que BVλi
⊂ Vλi

, i = 1 . . . , s. Por la definición de Vλi,
Ai|Vλi

es un operador nilpotente, para todo i. Por hipótesis Bi = B|Vλi

es un operador lineal. Del lema 2.1, ad(Ai|Vλi
) también es nilpotente,

de modo que para algún qi:

ad(Ai|Vλi
)qiBi = 0

para algún qi. Tomando q = max{q1, . . . , s} entonces

ad(A)qB = ad(A)qB1 + · · ·+ ad(A)qBs,∀i.

y como en Vλi
, ad(A)q = ad(A)q|Vλi

= ad(Ai)
q:

= ad(A1)
qB1 + · · ·+ ad(As)

qBs = 0,

lo cual prueba la recíproca del teorema.

Teorema 2.4. Sea g una álgebra de Lie nilpotente sobre K, un cuerpo alge-
braicamente cerrado de característica cero. Sea ρ una representación de g
en V , donde dim(V ) < ∞. Entonces existen funcionales lineales λ1 . . . λs tal
que si:

Vλi
= {v ∈ V : ∀X ∈ g,∃n ≥ 1, (ρ(X)− λi(X))nv = 0},

entonces Vλi
es g - invariante, con i = 1, . . . , s y

V = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλs .

Demostración. Sean X, Y ∈ g, como g es nilpotente, ad(X)qY = 0 para
algún q ≥ 1. Al ser ρ un homorfismo, entonces:

ρ(ad(X)qY ) = ad(ρ(X))qρ(Y ) = 0.

Fijando X ∈ g, consideramos la descomposición primaria de V :

V = V1 ⊕ V2⊕, . . . ,⊕Vs,

dada por ρ(X). Entonces por la proposición 2.11, ρ(Y )Vi ⊂ Vi, para todo
i = 1, . . . , s y como Y ∈ g es cualquiera, entonces Vi es ρ - invariante.
Entonces por la proposición 1.13,

ρVi
:g −→ gl(Vi)

Y 7→ ρVi
(Y ) = ρ(Y )|Vi

,

es una representación, para todo i = 1, . . . , s.
Ahora considerando la descomposición primaria de Vi, dada por ρ(Y )|Vi

:
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1. En el caso de que para todo i, la descomposición primaria de ρ(Y )|Vi
,

tenga un único elemento, entonces Vi ⊂ Wi, donde

Wi = {v ∈ Vi : (ρ(Y )|Vi
− λi(Y ))kv = (ρ(Y )− λi(Y ))kv = 0, k ≥ 1},

, para todo i = 1, . . . , s.

2. Supongamos que la descomposición primaria de Vi, vía ρ(Y )|Vi
pre-

senta mas de un elemento; es decir:

Vi = W i
1⊕, . . . ,⊕W i

t ,

donde W i
j = {v ∈ Vi : (ρ(Y )|Vi

− λij)
kiv = 0, ki≥1}, ∀j = 1, . . . , t. Por tanto,

V quedará como sigue:

V = W1⊕, . . . ,⊕(W i
1⊕, . . . ,⊕W i

t )⊕, . . . ,⊕Ws.

Ahora, con esta nueva descomposición de V es posible repetir el ar-
gumento anterior. En efecto, sea ahora Y ∈ g fijo y para cualquier
Z ∈ g, tenemos que ad(Y )rZ = 0. aplicando ρ|Vi

a la anterior igual-
dad entonces ad(ρ|Vi

(Y ))r(ρ|Vi
)(Z) = 0. Por la proposición 1.13, todos

los miembros de V son invariantes por ρ|Vi
(Z), en particular para W i

j

para todo j = 1, . . . , t. Entonces:

ρW i
j
:g −→ gl(W i

j )

Z 7→ ρW i
j
(Z) = ρVi

(Z)|W i
j
,

es una representación de g es W j
i , con j = 1, . . . , t.

Considerando la descomposición primaria de W i
j , vía ρW i

j
(Z), esta puede

tener; como en el proceso anterior, dos posibilidades. De darse el segundo
caso, es posible obtener una nueva descomposición de V , fijando ahora Z
y considerando la representación ρW i

j
.

Como dim(V ) < ∞, este proceso se detiene en algún momento, pues las
dimensiones de los subespacios van disminuyendo, conforme se aplica
la descomposición primaria. Por lo tanto, obtenemos una descomposición
en subespacios g-invariantes:

V = W1⊕, . . . ,⊕Wp,

de modo que Wi = {v ∈ V : ∀Y ∈ g, (ρ(Y )− λi(Y ))kv = 0, k ≥ 1}.
Por como están definidos los λi, estos pueden ser considerados como apli-
caciones de g en K; es decir, λi : g −→ K,∀i. Podemos suponer que al
realizar el proceso anterior, encontramos una descomposición de V , tal
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que V = W1,⊕, . . . ,⊕Ws, de modo que λi ̸= λj si i ̸= j.
Notemos que bajo las condiciones anteriores, Wi ⊂ Vλi

.
Primero, se mostrará la linealidad de λi. En efecto, sea ρi la restricción de
ρ a Vλi

, por como está definida Vλi
, deducimos que ρ(X)− λi(X) para todo

X ∈ g. Así, tr(ρ(X)− λi(X))) = 0 o

λi(X) =
tr(ρi(X))

dim(Vλi
)
.

Por lo tanto, λi es lineal, para todo i = 1 . . . s por la linealidad de la traza.
Al considerar los λ′i s distintos, es posible encontrar X ∈ g tal que λi(X) ̸=
λj(X), si i ̸= j. Luego con X de esa forma notemos que λi(X) es un autova-
lor de ρ(X). Considerando entonces el autoespacio generalizado asociado
Vλi(X), para todo i = 1 . . . s. Así tenemos que su suma:

Vλ1(X) + · · ·+ Vλs(X)

es directa, pues los autovalores son distintos dos a dos. También Wi ⊂ Vλi

lo que hace que la suma coincida con V ; es decir:

V = Vλ1(X) ⊕ · · · ⊕ Vλs(X),

lo cual implica que Wi = Vλi(X), para todo i = 1, . . . , s; aparte, Vλi
⊂ Vλi(X)

por como está definido Vλi(X).
Así Vλi

⊂ Vλi(X) = Wi, lo que concluye la prueba del teorema.

Definición 2.4. Sea g una álgebra de Lie y ρ una representación de g en
V . Un peso de ρ es un funcional lineal λ : g 7−→ K tal que el subespacio Vλ
de V definido por:

Vλ = {v ∈ V : ∀X ∈ g,∃n ≥ 1, (ρ(X)− λ(X))nv = 0},

cumple la condición de ser no nulo; es decir, Vλ ̸= 0. El subespacio Vλ es
denominado subespacio de pesos asociado a λ. La dimensión de Vλ se
denomina la multiplicidad de λ.

Ejemplo 2.5.1. Sea g = sl(2,C) y la base β = {X,H, Y } la base canónica
de g. Sea h = Span{H}. Considerando la representación adjunta de h en g,
el teorema anterior concluye que g se descompone en espacio de pesos. En
efecto:
Sea Z ∈ h, entonces Z = αH con α ̸= 0 ∈ C. Ahora

ad(Z) =

2α 0 0
0 0 0
0 0 −2α

 .
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Ahora calculando los autovalores de [ad(Z)]β:

det(λ− [ad(Z)]β) =

λ− 2α 0 0
0 λ 0
0 0 λ+ 2α

 = (λ− 2α)(λ+ 2α)λ = 0,

Calculamos primero gλ1. Para n = 1, Ker((ad(Z)− λ1)
n = Ker(ad(Z)n):2α 0 0

∣∣ 0
0 0 0

∣∣ 0
0 0 −2α

∣∣ 0


cuya solución es H. Ya que Ker(ad(Z))k = Ker(ad(Z)) para todo k ≥ 1,
tenemos que gλ1 = Span{H} = h.
Ahora para λ2, Ker((ad(Z)− λ2)):0 0 0

∣∣ 0
0 −2α 0

∣∣ 0
0 0 −4α

∣∣ 0


cuya solución es X. Ya que Ker(ad(Z)−λ2)k = Ker(ad(Z)−λ2) para todo k ≥
1, entonces gλ2 = Span{X}. De forma análoga, finalmente gλ3 = Span{Y }.
Los funcionales lineales λ1(α) = 0, λ2(α) = 2α, λ3(α) = −2α son tal que:

g = h⊕ gλ1 ⊕ gλ2

es la descomposición de g en espacio de pesos, respecto a la representación
adjunta de h en g.

Sea ahora h1 = Span{H1} donde H1 = X−Y . Esta subálgebra es abeliana
y por tanto nilpotente. Por tanto es posible aplicar el procedimiento anterior,
para obtener una descomposición de pesos de g:

g = h1 ⊕ gλ′
2
⊕ gλ′

3
,

donde h1 = gλ1 = Span{H1}, gλ′
2
= Span{X1} y gλ′

3
= Span{Y1} con:

λ′1(Z1) = 0 λ′2(Z1) = 2iα λ′3(Z3) = −2iα

funcionales lineales de

X1 =

(
i 1
1 −i

)
, H1 =

(
0 1
−1 0

)
, Y1 =

(
−i 1
1 i

)
los cuales conforman una base de g.
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Corolario 2.4. Sea g una álgebra de Lie de dimensión finita sobre K, un
cuerpo algebraicamente cerrado de característica cero. Sea h una subálge-
bra nilpotente de g de modo que:

g = g0 ⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλs

que es la descomposición en espacio de pesos de la representación adjunta
de h en g. Entonces para todo i, j ∈ {0, . . . s}:

[gλi
, gλj

] ⊂ gλi+λj
.

(Cuando λi + λj no sea peso de la representación, [gλi
, gλj

] = 0).

Demostración. Sean X, Y ∈ gλi
, gλj

respectivamente. Entonces de la pro-
posición 2.10, ya que ad(H) es una derivación, [X, Y ] ∈ gλi(H)+λj(H), para
todo H ∈ h; es decir,

[X, Y ] ∈
⋂
H∈h

gλi(H)+λj(H) = gλi+λj

Por lo tanto, [gλi
, gλj

] ⊂ gλi+λj
, ∀i, j = {0, . . . s}.



Capítulo 3

Subálgebras de Cartan

3.1. Definición y propiedades

Definición 3.1. Sea h una subálgebra de una álgebra de Lie g. Entonces
el siguiente conjunto

n(h) = {X ∈ g : [X, h] ⊂ h}
es denominado el normalizador de h en g.

Observación 3.1.1. 1. Sea S ⊂ g, entonces denotamos al normaliza-
dor de h en S,

nS(h) = {X ∈ S : [X, h] ⊂}.

2. n(h) denota a ng(h).

Sobre el normalizador, tenemos las siguientes propiedades:

Proposición 3.1. Sea h ≤ g, una subálgebra de g:

1. n(h) ≤ g y h ≤ n(h)

2. n(h) es la subálgebra de g más grande, que contiene a h como un ideal.

Demostración. 1. Sean X y X ′ ∈ n(h), entonces para todo H ∈ h, [X,H] ∈
h y [X ′, H] ∈ h.
Por la identidad de Jacobi, la antisimetría y la bilinealidad del cor-
chete:

[[X,X ′], H] = −([H, [X,X ′]])

= −([[H,X], X ′] + [X, [H,X ′]])

= [X ′, [H,X]] + [X, [X ′, H]].

Observemos que, [X ′, [H,X]] y [X, [X ′, H]] son elementos de h.
Por tanto, [X,X ′] ∈ n(h) y por ende, n(h) ≤ g; ademas, todo elemento
de h es un elemento del n(h), pues h ≤ g. Así, h ⊂ n(h).

60
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2. Sean H ∈ n(h) y X ∈ h. Entonces [X,H] ∈ h pues [H, h] ⊂ h, por lo
tanto h es un ideal de n(g).
Por otra parte, si h′ ≤ g tal que n(h) ⊂ h, donde h es un ideal de h′,
entonces [h, h′] ⊂ h; es decir, h′ ⊂ n(g). Por tanto n(h) = h′ o equivalen-
temente n(h) es maximal.

Definición 3.2. Sea g una álgebra de Lie y h una subálgebra de g, decimos
que h es una subálgebra de Cartan(abreviado como CSA en sus siglas en
inglés), si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. h es nilpotente.

2. h = n(h)

Observación 3.1.2. La condición 2 de la definición anterior es equivalente
a:

Si [X, h] ⊂ h, entonces X ∈ h.

Proposición 3.2. 1. Si g es una álgebra de Lie nilpotente, la única subál-
gebra de Cartan de g, es g.

2. Cualquier subálgebra de Cartan de g, es maximal y nilpotente; es de-
cir, no está contenida en ninguna subálgebra nilpotente de g.

Demostración. 1. Sea g es nilpotente y h ≤ g una subálgebra propia.
Primero observemos que para cualquier H ∈ h, ad(H)H ′ ∈ h con H ′ ∈
h.Podemos considerar entonces la representación adjunta de h, en g:

ad : h −→ gl(g).

Observemos que h es invariante por ad. Por la proposición 1.14,

ρ : h −→ gl(g/h)

tal que ρ(H) = ad(H) define una representación.
La representación de h en g es nilpotente, pues existe un entero n ≥
1 tal que ad(H)nY = 0 para todo H ∈ h y Y ∈ g. Por otra parte,
recordemos que:

ρ(H)Y = ad(H) = [H, Y ] = [H,Y ] = ad(H)Y .

Luego,

ρ(H)2Y = ad(H)(ad(H)Y )

= ad(H)([H,Y ])

= [H, [H,Y ]]

= ad(H)2Y .
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Hasta en n-ésimo paso entonces,tendremos:

ρ(H)nY = ad(H)nY = 0.

Tanto H ∈ h y Y ∈ g son elementos cualesquiera.Por lo tanto la repre-
sentación ρ de h en g/h inducida por la adjunta, es también nilpoten-
te. Por el lema de Engel, existe Z ̸= 0 en g/h, tal que ρ(H)Z = [H,Z] = 0
para todo H ∈ h.
Sea Z ∈ g − h, un representante de clase de Z ̸= 0, entonces deduci-
mos de la última igualdad, que [H,Z] ∈ h y Z ̸∈ h. Pero esto contradice
el hecho de que h sea una subálgebra de Cartan. Por lo tanto g no
contiene subálgebras de Cartan no triviales.

2. Afirmamos primero que para h una subálgebra de Cartan y h′ ≤ g tal
que h ⊂ h′, h es una subálgebra de Cartan de h′. Es claro que h es
nilpotente en h′.
Sea ahora X ∈ nh′(h), luego [X, h] ⊂ h. Al ser h′ ≤ g, tenemos que X,
visto como elemento de g es tal que [X, h] ⊂ h. Por lo tanto X ∈ n(h) =
h; es decir, nh′(h) ⊂ h.
Por otro lado, para cualquier X ∈ h ⊂ h′, [X, h′] ⊂ h′; es decir, h ⊂ nh′(h).
Así, h es una subálgebra de Cartan de h′. Ahora sea h′ ≤ g nilpoten-
te, tal que h ⊂ h′. Observemos primero que h′ es nilpotente, luego
por la afirmación anterior, h es una subálgebra de Cartan de h′. Del
item anterior deducimos de inmediato que h′ = h. Así h es maximal
nilpotente.

Ejemplo 3.1.1. Sea g = sl(2,R) y h1 = {
(
a 0
0 −a

)
, a ∈ R}, entonces h es

una subálgebra de Cartan. En efecto, de entrada vemos que h1 es abeliana
y por tanto nilpotente. Ahora, sea β = {X,H, Y } una base ordenada de g,
donde

X =

(
0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
,

Ahora, los corchetes de estos elementos vienen dados por [H,X] = 2X, [H,Y ] =
−2Y y [X, Y ] = H. Sea Z = aX + bH + cY ∈ n(h1), luego, al ser h1 = Span{H}:

[H,Z] = [H, aX + bH + cY ] = 2aX − 2cY. (∗)

De (∗), ya que [H,Z] ∈ h1, entonces a = c = 0; es decir, Z ∈ span{H} = h1.
Por tanto, n(h1) = h1 o sea, una subálgebra de Cartan de g. Ahora, sea
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h2 = {
(

0 a
−a 0

)
, a ∈ R}. Considerando otra base ordenada de g: siendo

S =

(
0 1
1 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, A =

(
0 −1
1 0

)
deducimos que h2 = Span{A} y los corchetes entre ellos satisfacen

[H,A] = −2S, [H,S] = −2A, [S,A] = 2H.

Entonces para cualquier Z = aS + bH + cA ∈ n(h2):

[A,Z] = [A, aS + bH + cA] = −2bS − 2aH. (∗∗)

Por (∗∗), el corchete es un elemento de h2, lo cual ocurre cuando a = b = 0.
Esto último implica que Z ∈ Span{A} = h2. Además, no olvidemos que h2
es abeliana, por lo tanto nilpotente. Por lo tanto, h2 es una subálgebra de
Cartan de g.

Ejemplo 3.1.2 (Maximal Nilpotente que no es de Cartan). Bajo las mis-
mas condiciones del ejemplo anterior, sea h = Span{X}. Entonces h es una
subálgebra maximal nilpotente pero no es una subálgebra de Cartan. En
efecto supongamos que h1 ≤ g es propia y nilpotente, tal que h ⊂ h1. Por lo
tanto dim(h1) ≤ 2. Si dim(h1) = 2, entonces h1 es abeliana o existe una base
{X, Y } de h1, tal que [X, Y ] = Y . Sin embargo, h1 no puede ser del segundo
tipo, pues dejaría de ser nilpotente. Así h1 es abeliana.
Ahora si g ∈ h1, entonces para g = αX + βH + γY , pues Span{X,H, Y } = g.
Luego

0 = [X, g] = βH − 2γX.

Por tanto β = γ = 0; es decir, g ∈ h y por tanto h = h.
Si tomamos h = αX + βH + γY un elemento de n(h), tenemos:

[X, h] =

(
β −2γ
0 −β

)
,

es decir, las matrices triangulares superiores de g, normalizan h, por lo tanto
h no es una subálgebra de Cartan.

Proposición 3.3. Sea g una álgebra de Lie y gK la álgebra de Lie obtenida
de g vía extensión de K. Sea h ≤ g y hK ≤ gK generada por h, sobre K.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. h es una subálgebra de Cartan de g,

2. hK es una subálgebra de Cartan de gK.
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Demostración. =⇒ Al ser h nilpotente, hK también lo es, por la proposi-
ción 2.7.
Ahora sea Y ∈ n(hK), entonces:

∀H ∈ hK, [Y,H] ∈ hK.

Como hK ⊃ h:
∀H ∈ h, [Y,H] ∈ h.

Por tanto, Y ∈ n(h) = h ⊂ hK. Así n(hK) ⊂ hK; es decir, hK ≤ gK es una
subálgebra de Cartan.

⇐= Ahora, si hK es una subálgebra de Cartan de gK tenemos primero
que h es una subálgebra nilpotente de g.
Para cualquier X ∈ n(h), afirmamos que X ∈ n(hK). En efecto para
cualquier H =

∑
j

bjhj ∈ hK, tenemos que:

[X,H] =
∑
j

[X, hj]

y como X ∈ g es tal que [X, hj] ∈ h para todo j, [X, hK] ⊂ hK. Esto
último implica que X ∈ n(hK) y, como n(hK) = hK, por lo tanto X ∈ hK.
Ya que X ∈ g; es decir, definido sobre K, X ∈ h. En resumen n(h) = h
y por lo tanto h es una subálgebra de Cartan de g.

3.2. Subálgebras de Cartan y elementos regula-
res

Definición 3.3. Sea g una álgebra de Lie de dimensión finita n. Para X ∈
g, el polinomio carácteristico de ad(X) denotado por pX tiene la siguiente
forma:

pX(λ) = det(λI − ad(X)) = λn + pn−1(X)λn−1 + · · ·+ p1(X)λ+ det(ad(X)).

Denominamos a pX(λ) el polinomio de Killing de g. El rango de una
álgebra de Lie de dimensión finita es el menor índice para el cual, pi no
es idénticamente nulo. Un elemento X ∈ g es llamado regular, si pi(X) ̸= 0,
donde i es el rango de g

Observación 3.2.1. 1. Ya que ad(X)X = 0 = 0 · X, entonces 0 siempre
es un autovalor de ad(X), para todo X ∈ g. En consecuencia, pX(0) =
p0(X) = det(ad(X)) = 0.



3.2. SUBÁLGEBRAS DE CARTAN Y ELEMENTOS REGULARES 65

2. La frase "pi son polinomios en g", significa que al fijar una base β =

{X1, . . . , Xn} de g y escribir un elemento Y =
n∑

i=1

aiXi, los coeficientes

del polinomio de Killing pi, son polinomios en los ai.

3. Denotando rank(g) = i, entonces de la definición anterior, se observa
lo siguiente:

0 < rank(g) ≤ n.

4. Los elementos regulares son aquellos para los cuales, la dimensión
del autoespacio generalizado asociado al autovalor 0, es mínima; es
decir:

dim(g0(X)) ≥ rank(g),

donde la igualdad produce cuando X ∈ g es regular. En efecto, sea
i = rank(g) donde el polinomio de Killing de g es dado por el siguiente:

pX(λ) = det(λI − ad(X)) = λn + pn−1(X)λn−1 + · · ·+ pi(X)λi.

Al ser 0 un autovalor de ad(X),

pX(λ) = λkqX(λ),

donde deg(qX(λ)) + k = n. Si X ∈ g es regular, entonces el término inde-
pendiente de q es pi(X), por tanto k = i o equivalentemente dim(g0(X)) =
rank(g). Si X no fuese regular, entonces pi(X) = 0 y por tanto i < k ≤ n
tal que pj(X) ̸= 0 o equivalentemente dim(g0(X)) ≥ i.

5. Sea gK, donde K una extensión del cuerpo de escalares K. Para X ′ ∈
gK, su polinomio de Killing viene dado por:

pX′(λ) =
n∑

i=0

p′(X ′)λi,

donde p′i son polinomios cuyas variables pertenecen a K. Por tanto
p′i|g = pi, donde pi son los coeficientes del polinomio de Killing de ad(X).
Así para X ∈ g regular, tomando i el rango de g, entonces pi(X) ̸= 0.
Por el paso anterior, p′i(X)|g = pi(X) ̸= 0. Es posible reconocer a X como
un elemento de gK lo cual implica que p′i(X) ̸= 0.
Recíprocamente, para X ∈ gK regular con j el rango de gK, consideran-
do ahora a X como elemento de g, entonces p′j(X) = p′j|g(X) = pj(X) ̸=
0. Por tanto X es regular en g; es decir, rank(g) = rank(gK) y:
Un elemento X ∈ g es regular si y solo sí X es regular en gK.
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Ejemplo 3.2.1. 1. Sea g = sl(2,K), donde

X =

(
0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, Y =

(
0 0
1 0

)
,

constituyen una base de g. Calculando los corchetes de estas matri-
ces, tenemos que:

[X,H] = −2X, [X, Y ] = H, [Y,H] = 2Y.

Sea Z = aX + bH + cY un elemento cualquiera de g, escrito en la base
ordenada β = {X,H, Y }. Entonces:

[ad(Z)]β =

2b −2a 0
−c 0 a
0 2c −2b

 ,

donde pZ(λ) = det(λ−ad(Z)) = λ3−4(b2+ac)λ. Observemos que rank(g) =

1, de modo que Z =

(
b a
c −b

)
es regular sí y solo si b2 + ac ̸= 0. Así, H

es regular en g, mientras que tanto X como Y no son regulares.

2. Sea g una álgebra de Lie, de modo que dim(g) = 2 y {X, Y } constituya
una base de g tal que [X, Y ] = Y . Luego para Z = aX+ bY ∈ g, tenemos
que

ad(Z) =

(
0 0
−b a

)
.

El polinomio de Killing es pZ(λ) = λ2 − aλ. Por tanto rank(g) = 1 y
Z es regular en g si y solo sí a ̸= 0. Por tanto, para Z no regular,
Z = bY = [X, Y ]; es decir, Z ∈ g′.

Teorema 3.1. Sea X ∈ g y denote por g0(X) el autoespacio generalizado
asociado al autovalor nulo, en la descomposición primaria

g = g0(X)⊕ gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλk

de ad(X), con λ1, . . . , λk autovalores no nulos. Entonces, g0(X) es una subál-
gebra de Cartan, si X es regular.

Demostración. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que el cuerpo de
escalares K es algebraicamente cerrado.
Primero g0(X) ≤ g; en efecto, ya que ad(X) es una derivación de g y 0 es
un autovalor de ad(X), entonces por la proposición 2.10 :

[g0(X), g0(X)] ⊂ g0+0(X) = g0(X),
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por tanto g0(X) es una subálgebra de g. Segundo, Sea Y ̸∈ g0(X), por la
descomposición de g,

Y = Y0 + Y1 + · · ·+ Yk, donde Y0 ∈ g0(X) y Yi ∈ gλi
,

por linealidad,

ad(X)Y = ad(X)Y0 + ad(X)Y1 + · · ·+ ad(X)Yk.

Sean ahora las restricciones de ad(X), a los autoespacios no nulos; es de-
cir,

ad(X) |gλi : gλi
−→ gλi

; i = 1, . . . , k.

Tales restricciones son invertibles, en efecto Z ∈ ker(ad(X)) | gλi
), por tanto

ad(X) |gλi Z = 0.
Como Z ∈ gλi

, existe mi ≥ 1 tal que

(ad(X) |gλi −λiI |gλi )
miZ = 0.

Por otra parte,

(ad(X) |gλi −λiI |gλi )
miZ = (ad(X) |gλi −λiI |gλi )

mi−1(ad(X) |gλi −λiI |gλi )Z
= (ad(X) |gλi −λiI |gλi )

mi−1(ad(X) |gλi Z − λiI |gλi Z)
= (ad(X) |gλi −λiI |gλi )

mi−1)(−λiZ)
= (−λi)(ad(X) |gλi −λiI |gλi )

mi−1Z

= 0,

pues Z ∈ gλi
. Ya que los λi son no nulos, entonces (ad(X) |gλi −λiI |gλi

)mi−1Z = 0.

Reiterando el proceso anterior mi − 1 veces, tenemos:

(ad(X) |gλi −λiI |gλi )Z = ad(X) |gλi Z − λiI |gλi Z = −λiI |gλi Z = −λiZ = 0.

Así, Z = 0 y por tanto, ad(X) |gλi , es invertible, para todo i = 1, . . . , k.
En consecuencia, si para todo i = 1, . . . , k, ocurre que [X, Yi] = ad(X) |gλi
Yi = 0, entonces Yi = 0 y por tanto Y = Y0 ∈ g0 lo que es una contradicción.
Así, para algún i = 1, . . . , k; ad(X) |gλi Yi = [X, Yi] ̸= 0 y como X ∈ g0(X),
Y ̸∈ n(g0(X)).
Acabamos de mostrar que no hay elementos fuera de g0(X) que normali-
cen tal subálgebra, entonces n(g0(X)) = g0(X).
Tercero, para la nilpotencia de g0(X), consideremos lo siguiente:
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Sea Y ∈ g0(X). Sea π0 = λr + · · · + qr−i(X)λr−i el polinomio característico
de la restricción de ad(Y ) a g0(X); es decir, ad(Y ) |g0(X): g0(X) −→ g0(X), tal
que i > 0 y qr−i(Y ) ̸= 0.
Resulta que los gi’s son invariantes por ad(Y ), ya que para todo i = 0, . . . , k,
ad(Y )gλi

⊂ gλi
, pues [g0(X), gλi

] ⊂ gλi
.

Por tanto, pY (λ) = π0π1 · · · πk, donde πi es el polinomio característico de las
restricciones de ad(Y ) a gλi

.
Notemos que det(ad(Y ) |gλi) son los términos constantes de πi con i =
1, . . . , k. Definimos la aplicación

di : g0(X) −→ K
Z 7→di(Z) = det(ad(Z) |gλi),

para todo i = 1, . . . , k.
Ya que cada una de las restricciones de ad(Y ) a los gλi

, son invertibles,
entonces di es un polinomio no nulo, en g0(X).
Ya que π0(λ) = π0π1 · · · πk, al hacer tal producto, se tiene que su término de
menor grado, tiene como coeficiente al polinomio

qr−i(Y )d1(Y ) · · · dk(Y ),

que no es idénticamente nulo en Y .
Por otro lado, tenemos que X ∈ g0(X) y ad(X) |g0 es nilpotente, por como
está definido ese subespacio. Por tanto, su respectivo polinomio caracte-
rístico, será:

pX(λ) = λr.

Esto último implica que qr−i(X)d1(X) · · · dk(X) = 0 y en consecuencia X no
es regular lo cual contradice el hecho de que X es regular. Así, para todo
i > 0, qr−i = 0, entonces π0(λ) = λr.
Por el teorema de Cayley-Hamilton, ad(Y ) |g0 es nilpotente ∀Y ∈ g0(X), y
por el teorema de Engel, g0(X) es nilpotente.

Corolario 3.1. Existen subálgebras de Cartan en álgebras de Lie de di-
mensión finita.

Demostración. Si g una álgebra nilpotente, entonces por la proposición
3.1, g no tiene mas subálgebras de Cartan que ella misma.
Si g no es nilpotente, entonces g contiene al menos un elemento regular
X, y por el teorema 3.1, g0(X) es una subálgebra de Cartan.

Corolario 3.2. Sea h ≤ g una subálgebra de Cartan y supongamos que
X ∈ h es regular, entonces h = g0(X).
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Demostración. Al ser h nilpotente, entonces ad(X) |h es nilpotente, por
tanto h ⊂ g0(X).
Ahora, por la proposición 3.2, h es maximal nilpotente, y como g0(X) es
tambien es una subálgebra nilpotente de g, por el teorema 3.1, entonces
h ⊃ g0(X). Así h = g0(X).

Demostrar el recíproco del teorema 3.1 es uno de los objetivos princi-
pales de este trabajo.

Lema 3.1. Sea h una subálgebra de Cartan y ρ una representación de h en
g/h inducida por la representación adjunta de h en g. Entonces para X ∈ h,
g0(X) = h si y solo sí ρ(X) es invertible.

Demostración. Inducida por la adjunta significa, según la proposición
1.14:

ρ : h −→ gl(g/h)

ρ(X)Y = ad(X)Y = [X,Y ] = [X, Y ].

Ahora, para cualquier X ∈ h afirmamos que:

ρ(X) es inversible ⇐⇒ ker(ρ(X)) = 0

⇐⇒ g0(X) ⊂ h.

En efecto, supongamos que ker(ρ(X)) = 0, sea Z ∈ g0(X), entonces para
algún m ≥ 1, ad(X)m(Z) = 0.
Por un paso inductivo, de lo anterior, también obtenemos que:

ad(X)mZ = ad(X)
m
Z = ad(X)(ad(X)

m−1
Z) = 0.

Ya que ker(ρ(X)) = 0, ad(X)m−1Z = 0.
Luego,

ad(X)m−1Z = ad(X)
m−1

Z = ad(X)(ad(X)
m−2

Z) = 0.

Ya que ker(ρ(X)) = 0, ad(X)m−2Z = 0.
Repetimos el proceso, hasta tener lo siguiente:

ad(X)1Z = ad(X)Z = 0.

Ya que ker(ρ(X)) = 0, Z = 0, o equivalentemente, Z ∈ h.
Ahora, supongamos que g0(X) ⊂ h.
La restricción ad(X) |g0(X), es nilpotente, entonces por el teorema de Engel,
existe Z ∈ g0(X), con Z ̸= 0, tal que:

ad(X) |g0(X) Z = ad(X)Z = 0.
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Aplicando la proyección canónica a la anterior igualdad, tenemos:

ad(X)Z = ad(X)Z = 0,

entonces, Z ∈ ker(ρ(X)).
Como hemos supuesto que g0(X) ⊂ h, entonces Z ∈ h; es decir:

Z = 0,

por lo tanto, ker(ρ(X)) = 0 y en consecuencia ρ(X) es invertible, para todo
X ∈ h.
Finalmente observemos que h ⊂ g0(X) por como está definido g0(X). Así
g0(X) = h y en consecuencia tenemos la equivalencia.

Lema 3.2. Sea h una subálgebra de Cartan. Entonces, existe X ∈ h tal que
h = g0(X).

Demostración. Consideremos la representación, ρ : h −→ gl(g/h), tal que
ρ(X) = ad(X), con X ∈ h.
Por el teorema 2.4, tenemos la siguiente descomposición de g/h:

g/h = Vλ1 ⊕ Vλ2 ⊕ · · · ⊕ Vλs ,

donde Vλi
= {Y ∈ g/h : ∃n ≥ 1, (ad(X)− λi(X))nY = 0}, para todo i = 1, . . . , s.

Supongamos que, para algún i = 1, . . . , s, λi(X) = 0.
Luego, tenemos que las restricciones de ρ(X) a V0 = {v ∈ g/h : ∃n ≥
1, ad(X)

n
Y = 0} son nilpotentes, entonces por el lema de Engel,

∃W ∈ V0,W ̸= 0, tal que ad(X)W = 0.

A su vez, sea Z, un representante de clase de W , entonces Z ∈ g − h y
[X, Y ] ∈ h,∀X ∈ h. Esto contradice el hecho de que h sea una subálgebra
de Cartan, por tanto, ninguno de los pesos se anula y, en consecuencia,
existe X ∈ h, tal que λi(X) ̸= 0, para todo i ∈ {1, . . . , s}.
Por tanto, ρ(X) = ad(X) es inversible ∀X ∈ h y por el lema 3.1, g0(X) =
h.

Proposición 3.4. Sean ϕ un automorfismo de g y X ∈ g, entonces ad(X)
y ad(ϕX) tienen el mismo polinomio característico. En consecuencia, X es
regular, si y solo sí ϕ(X) es regular.
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Demostración. Tenemos:

det(ad(ϕX)− λI) = det(ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1 − λI)

= det(ϕ ◦ ad(X) ◦ ϕ−1 − ϕ ◦ ϕ−1 ◦ (λI))
= det(ϕ ◦ (ad(X) ◦ ϕ−1 − ϕ−1 ◦ (λI)))
= det(ϕ ◦ (ad(X) ◦ ϕ−1 − λϕ−1 ◦ I))
= det(ϕ ◦ (ad(X) ◦ ϕ−1 − λI ◦ ϕ−1))

= det(ϕ ◦ (ad(X)− λI) ◦ ϕ−1)

= det(ϕ)det((ad(X)− λI))det(ϕ−1))

= det(ϕ)det(ϕ−1))det((ad(X)− λI))

= det((ad(X)− λI)).

Por tanto, ad(X) y ad(ϕX) tiene el mismo polinomio característico.

Con estos resultados, ya es posible dar una demostración del recíproco
del teorema 3.1 cuando K = R.

3.2.1. Caso Real

Teorema 3.2. Sea g una álgebra de Lie de dimensión finita, sobre R y h
una subálgebra de Cartan, entonces existe un elemento regular X ∈ h.

Demostración. Consideremos la aplicación:

ψ :g× h −→ g

(Y,X) 7→ ψ(Y,X) = ead(Y )X.

Por la proposición 1.4.1, como ad(Y ) es una derivación, ead(Y ) es un auto-
morfismo de g.
La aplicación ψ es diferenciable, así procedemos ahora a calcular la dife-
rencial de ψ, en el punto (0, X). En efecto, para Z ∈ g y W ∈ h, tenemos
que:

dψ(0,X)(Z,W ) = (ψ ◦ λ)′(0),

donde para δ > 0, λ : (−δ, δ) −→ g × h es un camino rectilineo, tal que
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λ(t) = (0, X) + t(Z,W ) = (tZ,X + tW ). Luego:

dψ(0,X)(Z,W ) =
d

dt
ψ(tZ,X + tW )(0)

=
d

dt
ead(tZ)(X + tW ) |t=0

=
d

dt
et·ad(Z)(X + tW ) |t=0

=
d

dt
(et·ad(Z)X) |t=0 +

d

dt
(t · et·ad(Z)W ) |t=0

= ad(Z)(et·ad(Z)X) |t=0 +e
t·ad(Z)W |t=0 +(t · ad(Z)(et·ad(Z)W )) |t=0

= −ad(X)Z +W.

Sea ahora X ∈ h, por el lema 3.2, h = g0(X), entonces por el lema 3.1,
ρ(X) es inversible, donde ρ es la representación de h en g/h inducida por
la representación adjunta de h en g. Esto último implica que:

g = h+ ad(X)g.

En efecto, para cualquier S ∈ g, por la buena definición de la proyección
canónica, tenemos que S ∈ g/h, por tanto, existe un único B ∈ g/h tal que

ρ(X)B = ad(X)B = S,

es decir; [X,B] = S o equivalentemente [X,B]− S ∈ h.
Entonces, para algún H ∈ h, tenemos que [X,B]− S = H; o

S = −H + [X,B] = −H︸︷︷︸
∈h

+ ad(X)B︸ ︷︷ ︸
∈ad(X)h

.

Por lo anterior, podemos concluir que dψ(0,X) es sobreyectiva.
Ahora por el Teorema de la Función Implícita, para el punto (0, X) ∈ g× h,
existen abiertos V y Z, donde 0 ∈ V ⊂ g y (0, X) ∈ Z ⊂ g × h, de modo que
existe ϵ : V −→ h y; para cada Y ∈ V ,

(Y, ϵ(Y )) ∈ Z y ψ(Y, ϵ(Y )) = X = ψ(0, X);

es decir, hay un abierto W ⊂ h tal que X = ψ(0, X) ∈ W y cualquier
elemento de W es de la forma ψ(Y1, Y2), donde Y1 ∈ V y Y2 ∈ h.
Como gr, el conjunto de elementos regulares es denso en g, entonces gr ∩
W ̸= ∅. Por lo tanto, existen (Y1, Y2) ∈ V ×h, de modo que ψ(Y1, Y2) = ead(Y1)Y2
es regular y, por la proposición 3.4, Y2 ∈ h es regular.
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3.2.2. Caso Complejo

Proposición 3.5. Sea g una álgebra de Lie compleja y gR el realificado de
g. Entonces rank(gR) = 2 ∗ rank(g) y por tanto X ∈ g es regular si y solo si
X ∈ gR es regular.

Demostración. Sea T : g −→ g un operador lineal, entonces:

P (λ) = det(λ− T ) = (λ− λ1)
k1 · · · (λ− λs)

ks

donde los autovalores λj de T son complejos.
Ahora, si TR : gR −→ gR denota al operador T como transformación lineal
real, entonces:

Q(λ) = det(λ− TR) = (λ− λ1)
k1(λ− λ1)

k1 · · · (λ− λs)
ks(λ− λs)

ks .

Notemos que deg(Q) = 2∗deg(P ) y también que la multiplicidad de λj como
raíz de Q es el doble de su multiplicidad como raíz de P . En particular
para los polinomios de Killing de g y gR, la multiplicidad del autovalor nulo
satisface lo afirmado anteriormente y, como los elementos regulares tanto
de g como de gR son aquellos en los cuales la multiplicidad algebraica del
autovalor 0 coincide con el rango, entonces rank(gR) = 2rank(g).
De esta última igualdad X ∈ g es regular sí y solo si X ∈ gR es regular.

Corolario 3.3. Sea g una álgebra de Lie compleja de dimensión finita y h
una subálgebra de Cartan de g, entonces existe un elemento regular X ∈ h.

Demostración. Sea h una subálgebra de Cartan de g, entonces h es una
subálgebra de Cartan de gR. Si dim(g) = n entonces la dimensión de
gR = 2n. Por tanto dim(h) se duplica, cuando se la considera una subálge-
bra de gR.
Por el teorema 3.2, existe un elemento regular X ∈ h ≤ gR y por la propo-
sición anterior, X ∈ h ≤ g es regular.

3.2.3. Sobre la conjugación cuando K = C
Proposición 3.6. Sea ϕ : g −→ g un automorfismo y h ⊂ g una subálgebra
de Cartan, entonces ϕ(h) es una subalgebra de Cartan de g.

Demostración. 1. Claramente, ϕ(h) es una subálgebra de g.

2. Ya que h es nilpotente, existe k0 ≥ 1, tal que hk0 = 0.
Como ϕ es automorfismo, ϕ(h)t = ϕ(ht); en efecto, vía inducción, sobre
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k0, para k0 = 1, ϕ(h) = h, es cierto.
Ahora, supongamos que ϕ(h)t−1 = ϕ(ht−1), luego

ϕ(h)t = [ϕ(h), ϕ(h)t−1]

= [ϕ(h), ϕ(ht−1)]

= ϕ[h, ht−1]

= ϕ(ht).

Por tanto, por 5.2, ϕ(h)k0 = ϕ(hk0) = ϕ(0) = 0. Luego ϕ(h) es nilpotente.

3. Sea Y ∈ n(ϕ(h)), entonces [X, Y ] ∈ ϕ(h), ∀X ∈ ϕ(h).
Como ϕ−1 también es un automorfismo, tenemos que ϕ−1(X) ∈ h,
entonces ϕ−1[X, Y ] = [ϕ−1(X), ϕ−1(Y )] ∈ h, esto último implica que,
ϕ−1(Y ) ∈ n(h) = h, sí y solo sí Y ∈ ϕ(h).
Por tanto, n(h) = h.

Finalmente, por 1), 2) y 3), ϕ(h) es una subálgebra de Cartan.

Proposición 3.7. Sea g una álgebra de Lie y h1, h2 subálgebras de Cartan
de g. Definimos la relación "△", tal que

h1△h2 sí y solo si, existe un automorfismo, ϕ : g −→ g tal que h1 = ϕ(h2).

Entonces, ”△” es una relación de equivalencia.

Demostración. Sean h1, h2, h3 subálgebras de Cartan de g:

1. La relación △ es reflexiva, pues h1 = I(h1), donde I es el operador
identidad, que es un automorfismo de g.

2. La relación ”△” es simétrica, pues si h1△h2, entonces existe un au-
tomorfismo ϕ : g −→ g, tal que h1 = ϕ(h2).
Por lo tanto, podemos considerar el automorfismo ϕ−1, ya que h2 =
ϕ−1(h1); por lo que, h2△h1.

3. La relación ”△” es transitiva, pues si h1△h2 y h2△h3, sean los auto-
morfismos de g, ϕ y γ, tales que h1 = ϕ(h2) y h2 = γ(h3).
Entonces, tomando la composición γ ◦ ϕ, tenemos un automorfismo
de g, tal que h1 = (ϕ ◦ γ)(h3); es decir, h1△h3.

Por tanto, de 1),2) y 3), △ es una relación de equivalencia.

Vamos a denotar al conjunto de todos los elementos regulares en g por
gr.
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Observación 3.2.2. 1. Si X ∈ gr, g0(X) es una subálgebra de Cartan
por el Teorema 3.1, entonces en gr definimos la siguiente relación de
equivalencia:

X ∼ Y sí y solo si, existe un automorfismo, ϕ : g −→ g tal que g0(X) = ϕ(g0(Y ))

y denotamos por [X] = {Y ∈ gr : X ∼ Y } las clases de equivalencia de
gr.

2. Sea ϕ un automorfismo de g y X ∈ gr, luego ϕ(X) ∈ gr y ad(ϕ(X)) = ϕ ◦
ad(X)◦ϕ−1. Un paso inductivo muestra que ad(ϕ(X))n = ϕ◦ad(X)n ◦ϕ−1,
entonces

Z ∈ g0(ϕ(X)) ⇔ ad(ϕ(X))n = 0, n ≥ 1

⇔ ϕ ◦ (ad(X)n ◦−1 (Z) = 0

⇔ ϕ(ad(X)n(ϕ−1(Z))) = 0

⇔ ad(X)n(ϕ−1(Z)) = 0

⇔ ϕ−1(Z) ∈ g0(X)

⇔ Z ∈ ϕ(g0(X)).

Por lo tanto g0(ϕ(X)) = ϕ(g0(X)) o equivalentemente X ∼ ϕ(X). Esto
quiere decir que las clases de equivalencia de ∼ son invariantes por
automorfismos de g.

Teorema 3.3. Sea g una álgebra de Lie real. Las componentes conexas
de gr, son abiertos en g. Tome X e Y en una misma componente conexa,
entonces X ∼ Y .

Demostración. Sea X ∈ gr. Consideremos la aplicación,

ψ : g× g0(X) −→ g

ψ(Y1, Y2) = ead(Y1)Y2.

En el desarrollo de la demostración del Teorema 3.2, mostramos que
dψ(0,X) es sobreyectiva, pues g0 es una subálgebra de Cartan. Entonces
es posible aplicar el Teorema de la Función Implícita, por tanto existe un
entorno U de X = ψ(0, X) en gr, tal que para todo Z ∈ U , existen Y1 ∈ U1,
Y2 ∈ U2, tal que Z = ψ(Y1, Y2), donde U1 ⊂ g es un entorno del origen y
U2 ⊂ g0(X), es un entorno de X en g0(X).
Por el teorema 3.2, g0(X) contiene elementos regulares, entonces es posi-
ble restringir U2 y asumir que U2 ⊂ gr.
Ya que Y2 ∈ U2, entonces g0(Y2) = g0(X), pues por el corolario 3.2, se tiene
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que g0(X) = g0(Y2).
Así,

g0(Z) = g0(ψ(Y1, Y2))

= g0(e
ad(Y1)Y2)

= ead(Y1)g0(Y2) (por (2) de 3.2.2)

= ead(Y1)g0(X).

Por lo tanto, para todo Z ∈ U , Z ∼ X, o equivale concluir que U ⊂ [X],
y como gr es abierto de g, [X] también es abierto de g. Finalmente al ser
gr =

⋃
X∈gr

[X], entonces cada [X] es cerrado en g, pues [X]c es unión de

abiertos y por tanto abierto de gr. Así, cada clase de equivalencia [X] de
g es abierto y cerrado en gr, de modo que [X] es unión de componentes
conexas de g.
Sea i = rank(g), entonces pi ̸= 0 en el polinomio de Killing de g. Como
gr = {X ∈ g : pi(X) ̸= 0} tiene una cantidad finita de componentes conexas.
Por tanto las componentes conexas de gr son abiertos de g, pues cada
componente conexa de gr es un subconjunto cerrado de gr y como su
complemento en [X] es cerrado, cada componente conexa es un abierto
de gr y luego un abierto de g, por la topología del subespacio.
Sean Y1, Z1 en alguna componente conexa de gr, luego existe X1 ∈ gr tal
que [X1] contiene a la componente conexa de Y1 y Z1. Por lo tanto Y1 ∼ X1

y X1 ∼ Z1 y debido a la transitividad de ∼, Y1 ∼ Z1.

Proposición 3.8. Sea p : Cn −→ C un polinomio que no es idénticamente
nulo, entonces C = {v ∈ Cn : p(v) ̸= 0} es conexo.

Demostración. La prueba será vía inducción sobre n: Si n = 1, tenemos
que mostrar que el conjunto C = {v ∈ C : p(v) ̸= 0} ⊂ C es conexo.
Consideremos la colección C − C = {w ∈ Cn : p(w) = 0}; es decir, las raí-
ces del polinomio p. Por el Teorema fundamental del Álgebra, se tiene que
C − C es un conjunto finito y por tanto es discreto, cuyo complemento C
es conexo.
Ahora, supongamos válido el resultado válido, hasta n− 1, con n ≥ 1.
Sean entonces, z = (z1, z2, . . . , zn) y w = (w1, w2, . . . , wn) dos elementos en C,
talque p(z) ̸= 0 y p(w) ̸= 0. Esto es posible, al ser p un polinomio no idén-
ticamente nulo. Ahora, es posible, obtener, a partir de p, dos polinomios
q1, q2 de la siguiente manera:
Fijando las coordenadas zn y wn, de z y w respectivamente,

q1 : Cn−1 −→ C, con q1(x1, x2, . . . , xn−1) = p(x1, x2, . . . , xn−1, zn),

q2 : Cn−1 −→ C, con q2(x1, x2, . . . , xn−1) = p(x1, x2, . . . , xn−1, wn).
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Observemos que q1 y q2, por como están, definidos, no son identicamente
nulos.
Por otra parte, afirmamos que, de manera general, para un polinomio
no identicamente nulo cualquiera q : Cn −→ C, con n ≥ 1, tenemos que
Cq : {r ∈ Cn : q(r) ≤ 0}, es abierto y denso en Cn, pues al ser C un espacio de
Hausdorff, además de la continuidad de q y la aplicación nula, entonces
Cn − C es cerrado; es decir, C es abierto.
Ahora, supongamos que int(Cn − C) es no vacío, esto implica que q es
idénticamente nulo, pues q sería analítica en un abierto de Cn−C, lo cual
contradice la elección de q. Por lo tanto, C también es denso.
Regresando a nuestro problema, por lo anterior, tenemos que

Cq1 = {r ∈ Cn−1 : q1(r) ̸= 0} ∩ Cq2 = {s ∈ Cn−1 : q2(s) ̸= 0} ≠ ∅;

es decir, existe x0 = (x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1) ∈ Cn−1, tal que q1(x0) ̸= 0 ̸= q2(x

0).
Ahora, por lo anterior:

q1(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n−1) = p(x01, x

0
2, . . . , x

0
n−1, zn) ̸= 0

q1(z1, z2, . . . , zn−1) = p(z1, z2, . . . , zn−1, zn) ̸= 0.

Entonces, por hipótesis de inducción, Cq1 es conexo. Por lo anterior dedu-
cimos que Cq1 es un conexo de C, que contiene a (x01, x

0
2, . . . , x

0
n−1, zn) y a z.

Por tanto, (x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1, zn) y z pertenecen a una misma componente co-

nexa de C.
Un argumento similar, muestra que (x01, x

0
2, . . . , x

0
n−1, wn) y a w pertenecen a

una misma componente conexa de C.
Por otra parte, consideremos el siguiente polinomio:

r(u) = p(x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1, u).

Vemos que por como está definido r, es un polinomio no nulo.
Luego,

r(zn) = p(x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1, zn) = q1(x

0) ̸= 0

r(wn) = p(x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1, wn) = q2(x

0) ̸= 0.

Por el primer paso de inducción, Cr es conexo; es mas, Cr es un conexo
de C, que contiene a los puntos (x01, x

0
2, . . . , x

0
n−1, zn) y

(x01, x
0
2, . . . , x

0
n−1, wn), por lo tanto, estos pertenecen a una misma compo-

nente conexa de C.
Luego, z y w están en una misma componente conexa de C, así C tiene
que ser conexo.

Teorema 3.4. En álgebras de Lie complejas, las subálgebras de Cartan
son conjugadas entre sí.
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Demostración. Como consecuencia del teorema 3.3, la cantidad de cla-
ses de equivalencia de ∼, no supera a la cantidad de componentes cone-
xas de g. Por otro lado, consideremos el realificado gR. El teorema anterior
muestra que si X, Y están en una misma componente conexa de gRr , en-
tonces X ∼ Y . Así, X ∼ Y , donde X, Y están en una misma componente
conexa de gr. Ahora, siendo i = rank(g), tenemos por la proposición 3.8
que

gr = {X ∈ g : pi(X) ̸= 0}
es conexo, por lo tanto la única componente conexa de gr es ella misma;
es decir, existe solo una clase de equivalencia de ∼.
Sea X ∈ gr, entonces [X] = gr. Además, por el corolario 3.3 para cuales-
quiera h1, h2 subálgebras de Cartan de g, existen X1, X2 ∈ gr tal que X1 ∈ h1
y X2 ∈ h2.
Por lo tanto al tener X1 ∼ X2, existe un automorfismo ϕ de g, tal que:

g0(X1) = ϕ(g0(X2))

y, por el teorema 3.1, h1 = ϕ(h2) lo cual muestra que h1 y h2 son conjuga-
das.

Ejemplo 3.2.2. 1. Sea hβ = {[X]β = diag(λ1, . . . , λn)} ≤ g, donde g =
sl(n,C) y β es una base de Cn. Afirmamos que hβ es una subálge-
bra de Cartan. En efecto, hβ es abeliana y por tanto nilpotente. Aho-
ra si A = (aij) ∈ n(hβ) entonces ad(H)A = (λi − λj)aij = 0 para todo
i, j = 1, . . . , n. Si ocurre que λi ̸= λj cuando i ̸= j, entonces aij = 0
para las entradas de A fuera de la diagonal principal. Así ad(H)A es
diagonal sí y solo si A es diagonal y por tanto n(hβ) = hβ; es decir,
hβ es una subálgebra de Cartan. Del teorema anterior, deducimos que
rank(g) = dim(hβ) = n− 1.
Las subálgebras de Cartan hβ1 y hβ2 de g son conjugadas el siguiente
automorfismo:

ϕ : g −→ g

A 7−→ ϕ(A) = PAP−1,

donde P es la matriz de cambio de la base β1 a la base β2. Este au-
tomorfismo es tal que ϕ(hβ1) = hβ2. La recíproca de nuestra afirmación
también es cierta; es decir, cualquier subálgebra de Cartan de g es de
la forma hβ para alguna base β de Cn. Para eso consideremos A ∈ g
en su respectiva forma canónica de Jordan. Entonces

A =

A1 0
. . .

0 Ak


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donde

Aj =


ajj 1 . . . 0

ajj 1 . . . 0
. . .

ajj 1
0 ajj


nj×nj

= ajjInj
+


0 1 . . . 0

0 1 . . . 0
. . .

0 1
0 0


nj×nj

.

Si B =

B1 0
. . .

0 Bk

 ∈ g de modo que Bp son bloques triangulares

superiores del mismo tamaño de los bloques de A, entonces B ∈ g0(A),
en particular cuando B es una matriz diagonal. Es así que la dimen-
sión de g0(A) ≥ dim(hβ), donde la igualdad se da cuando los bloques
de Jordan son de 1× 1; es decir, con todos sus autovalores distintos.
Como consecuencia del teorema anterior, las subálgebras de Cartan
tienen la misma dimensión, de modo que cuando A es regular tene-
mos que dim(g0(A)) = dim(hβ).
Así, los autovalores de A son todos distintos si A es regular en sl(n,C).
En conclusión, las subálgebras de Cartan son de la forma hβ, con β
base de Cn y sus elementos regulares son aquellos cuyos autovalores
son distintos dos a dos.

2. Observemos que el complexificado de g es gC = sl(n,C). Luego h es
una subálgebra de Cartan de sl(n,R) sí y solo si h es una subálgebra
de Cartan de sl(n,C). Por lo tanto rank(sl(n,R)) = rank(sl(n,C)) y en
consecuencia X ∈ sl(n,R) es regular sí y solo si X ∈ sl(n,C) es regular.
De lo anterior existe una base β de Cn tal que X ∈ sl(n,R) regular, es
una matriz diagonal cuyos autovalores son distintos dos a dos y como
los coeficientes de pX son números reales, las raíces de pX sobre C
tienen la siguiente forma:

λ1, λ1, λ2, λ2, . . . , λk, λk, µ1, . . . , µs.

donde para todo j = 1, . . . , k, λj, λj ∈ C y para todo k′ = 1, . . . , s, µk′ ∈ R
de modo que n = 2k + s. Los autovectores asociados a estos autovalo-
res, constituyen una base

β = {w1, w1, . . . , wk, wk, v1, . . . , vs}

de Cn, donde vj ∈ Rn. Ya que los vectores wj, wj ∈ Cn, entonces wj =
Aj + iBj y wj = Aj − iBj, donde Aj, Bj ∈ Rn para todo j = 1, . . . , k. Luego
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la colección γ = {Rew1, Imw1, . . . , Rewk, Imwk, v1, . . . , vs} es una base
de Rn de modo que:

[X]γ =



a1 −b1
b1 a1

. . .
ak −bk
bk ak

µ1

. . .
µs


(∗)

con λj = aj + ibj. Ahora sea h la subálgebra de Cartan asociada a X(o
sea g0(X)) y denotamos por hC su complexificada.
Por tanto hC = hβ en sl(n,C), pero los elementos de h tienen sus entra-
das reales y son diagonales en la base β, por tanto estos se represen-
tan en la base γ de la misma forma que X en (∗), con k bloques de
2× 2 y una cantidad s = n− 2k de elementos diagonales.
Por tanto, para cada 0 ≤ k ≤ n/2, entonces cada k determina una fa-
milia de subálgebras de Cartan que son aquellas en las cuales, para
una base de Rn, sus elementos se escriben como en (∗). Ya que el ran-
go de sl(n,C) es n − 1, para un valor arbitrario de k, la dimensión de
las subálgebras de Cartan de sl(n,R) es siempre n− 1.
Así en sl(n,R), dos subálgebras de Cartan dados por un mismo k, son
conjugadas entre sí, ya que una se obtiene de otra por un cambio de
base. En cambio dos subálgebras con valores de k distintos no son
conjugadas, pues la cantidad de autovalores complejos de las adjun-
tas de sus elementos depende de k.
Finalmente, es posible contar la cantidad de clases de conjugación de
las subálgebras de Cartan de sl(n,R):
Cuando n es par, contando la ausencia de autovalores complejos, exis-
ten n/2 + 1 clases de conjugación.
Si n es impar existen (n+ 1)/2 clases de conjugación, por la presencia
de un autovalor real.

3. Para n = 2, g = sl(2,R) por lo anterior, presenta dos clases de conjuga-
ción para sus subálgebras de Cartan; es decir, k es tal que 0 ≤ k ≤ 1,
de modo que k = 0 o k = 1.
Sean h1 = Span{H} y h2 = Span{X − Y }. Al ser H y X − Y regulares,
tenemos que h1 = g0(H) y h2 = g0(X − Y ). Notemos que los autovalores
de H son 2 y −2, mientras que los autovalores de X − Y son i,−i.
De este modo, h1 pertenece a la clase de conjugación de k = 0 y h2
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pertenece a la clase de conjugación de k = 1, de modo que h1 y h2 no
son conjugadas en sl(2,R).
Recordemos el polinomio de Killing de g es PZ(λ) = λ3 − 4(b2 + ac)λ,
donde Z = aX + bH + cY ∈ g y, este será regular sí y solo si P (a, b, c) =
b2 + ac ̸= 0.
Entonces gr = {Z ∈ g : P (Z) ̸= 0} ⊂ R3 tiene tres componentes conexas.
De acuerdo a la proposición 3.8, gr es conexo cuando g = sl(2,C), de
modo que solo hay una componente conexa, lo que implica que debe
existir una sola clase de conjugación, pues C es la clausura algebraica
de R.

Figura 3.1: Los elementos de gr ⊂ g real son aquellos que están fuera de
la superficie coloreada.

3.3. Un Enfoque Algebraico

En esta sección, K denotará un cuerpo algebraicamente cerrado de
característica cero y los espacios vectoriales en cuestión, serán de dimen-
sión finita.

Definición 3.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita sobre K y

β = {v1, . . . , vm} una base de V . Sea X ∈ V , entonces X =
m∑
i=1

xivi, donde el

vector de coordenadas de X en la base β es el vector [X]β = (x1, . . . , xm) ∈
Kn. Sea f(λ1, . . . , λm) ∈ K[λ1, . . . , λm], el anillo de polinomios en las m - inde-
terminadas λi, con coeficientes en K. Entonces f(λ1, . . . , λm) y la base β ⊂ V
definen una aplicación

f : V −→ K
X 7−→ f(X) = f(x1, . . . , xn).
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Se denomina a f función polinomial o polinomio en V .

Observación 3.3.1. 1. Sea β′ = {v′1, . . . , v′m} otra base de V , entonces f y
β′ definen una función polinomial que puede ser distinta a la función
polinomial, definida a partir de f y β. En todo caso, f y β′ no dejan
de definir una función polinomial en V . En este sentido la noción de
función polinomial es independiente respecto a la elección de alguna
base para V .

2. Una función polinomial f se puede entender como una combinación
lineal de monomios del tipo

xr11 · · ·xrmm (∗)

donde [X]β = (x1, . . . , xm). El grado de un monomio xr11 · · · xrmm es igual a
r1 + · · ·+ rm.
Por tanto el grado de una función polinomial f =

∑
Ci1,...,imx

i1
1 · · ·ximm es

igual al mayor grado de los monomios que lo componen.
Los funcionales lineales πi ∈ V ∗ tal que πi(vj) = δij forman una base
del dual de V . Así f se escribe como suma de productos finitos de
funcionales lineales:

πr1
1 · · · πrm

m .

Proposición 3.9. Denotamos por K[V ], al conjunto de funciones polinomia-
les en V sobre K. Sean f, g ∈ K[V ] y X ∈ V , definimos

(f + g)(X) = f(X) + g(X)

(fg)(X) = f(X)g(X)

y para α ∈ K,

(αf)(X) = αf(X).

Entonces K[V ] junto estas operaciones, es una álgebra asociativa.

Demostración. Esto se desprende del hecho de que el conjunto de funcio-
nes de A en K, donde A es un conjunto cualquiera, define una estructura
de álgebra asociativa.

Proposición 3.10. 1. Sea v ∈ V y β = {v1, . . . , vm} de modo que [v]β =
(x1, . . . , xm). Entonces si para todo v ∈ V se cumple que f(x1, . . . , xm) =
0, entonces f = 0 ∈ K[λ1, . . . , λm].

2. Sea γ : K[λ1, . . . , λm] −→ K[V ] una correspondencia tal que

γ(f(λ1, . . . , λm)) = f ∈ K[V ],

entonces γ es un homomorfismo inyectivo de álgebras.
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Demostración. 1. En efecto vía inducción sobre m. El caso m = 1, sig-
nifica que f(x) = 0, para todo x ∈ K y como K es de característica
cero, es infinito y por tanto f = 0.
Ahora asumamos válido el resultado para m ≥ 1, entonces:

f(λ1, . . . , λm) =

q∑
r=1

fr(λ1, . . . , λm−1)λ
q
m,

donde fr(λ1, . . . , λm−1) ∈ K[λ1, . . . , λm−1]. Fijando x1, . . . , xm−1 ∈ K, tene-
mos que por el primer paso de inducción:

q∑
r=1

fr(x1, . . . , xm−1)x
q
m = f(x1, . . . , xm−1, xm) = 0,

para todo λn ∈ K.
Ya que x1, . . . , xm−1 ∈ K son arbitrarios entonces fr(x1, . . . , xm−1) = 0
donde 0 ≤ r ≤ q y por hipótesis de inducción fr(λ1, . . . , λm−1) = 0. Por
lo tanto
f(x1, . . . , xm−1, λm) = 0. Por tanto, si g ∈ Ker(γ) entonces g = 0 por la
afirmación anterior. Así γ es inyectiva.

2. Sean f(λ1, . . . , λm), g(λ1, . . . , λm) ∈ K[λ1, . . . , λm] y X ∈ V , entonces

(γ(f(λ1, . . . , λm)) + γ(g(λ1, . . . , λm))(X)

= γ(f(λ1, . . . , λm)(X) + γ(g(λ1, . . . , λm)(X))

= f(X) + g(X)

= (f + g)(X)

= γ((f + g)(λ1, . . . , λm))(X). (1)

También tenemos:

γ(f(λ1, . . . , λm)γ(g(λ1, . . . , λm))(X)

= γ(f(λ1, . . . , λm))(X)γ(g(λ1, . . . , λm))(X)

= f(X)g(X)

= (fg)(X)

= (γ(fg(λ1, . . . , λm)))(X). (2)

Finalmente, para α ∈ K:

(αγ(f(λ1, . . . , λm)))(X) = αγ(f(λ1, . . . , λm))(X)

= α(f(X))

= (αf)(X)

= γ(αf(λ1, . . . , λm))(X). (3)
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Por tanto, de (1), (2) y (3), γ es un homomorfismo de álgebras. La
inyectividad de γ es consecuencia de la afirmación anterior.

Definición 3.5. Sea W , otro espacio vectorial, de dimensión finita sobre K
y, ρ = {w1, . . . , wn} una base de W . Una aplicación P de V en W , se dice que
es polinomial, cuando las coordenadas de los elementos de la imagen de
P , son funciones polinomiales de V ; es decir:

X =
m∑
i=1

αivi −→ P (X) = Y =
n∑

j=1

βjwj,

donde para todo j, βj = pj(α1, . . . , αm), con pj(λ1, . . . , λm) ∈ K[λ1, . . . , λm].

Proposición 3.11. Sean V,W y U , espacios vectoriales de dimensión finita.

1. El conjunto de aplicaciones polinomiales de V en W , forma un espacio
vectorial bajo la suma y multiplicación escalar de funciones.

2. Sea P una aplicación polinomial de V en W y, Q otra aplicación poli-
nomial, de W en U . Entonces la composición Q ◦ P es una aplicación
polinomial, de V en U .

3. Si f ∈ K[W ], entonces f ◦ P ∈ K[V ]. Además, la correspondencia σP :
K[W ] −→ K[V ], tal que, σP (f) = f ◦P , es un homomorfismo de álgebras.
Recíprocamente, dado un homomorfismo σ : K[W ] −→ K[V ], existe una
aplicación polinomial P , de V en W , tal que σ = σP .

4. Si σP = σQ, entonces P = Q.

Demostración. 1. En tal conjunto, definimos las operaciones de la si-
guiente forma:

(P +Q)(X) = P (X) +Q(X)

y para α ∈ K,

(αP )(X) = αP (X).

para cualquier X ∈ V .
Por tanto el conjunto de aplicaciones polinomiales con estas opera-
ciones, constituye un espacio vectorial sobre K.

2. Sean βV = {v1, v2, . . . , vm}, βW = {w1, w2, . . . , vn}, βU = {u1, u2, . . . , up} ba-
ses de V , W y U , respectivamente.
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Sean también X ∈ V , donde X =
m∑
i=1

αivi, entonces P (X) =
n∑

j=1

γj(α1, α2, . . . , αm)wj,

donde γj ∈ K[λ1, . . . , λm], pues P es una aplicación polinomial.
Ya que Q también es una aplicación polinomial, tenemos:

Q(P (X)) =

p∑
k=1

ϵk(γ1(α1, . . . , αm), γ2(α1, . . . , αm), . . . , γn(α1, . . . , αm))uk,

donde, ϵk ∈ K[λ1, . . . , λn], con k = 1, 2, . . . , p.
Por lo tanto deducimos que ψk = ϵk(γ1, γ2, . . . , γn) ∈ K[λ1, . . . , λm], por
tanto Q ◦ P es una aplicación polinomial.

3. Notemos que toda función polinomial, es una aplicación polinomial,
pues el elemento identidad en K visto como un espacio vectorial, se
constituye en una base de K. Entonces por (2), tenemos que f ◦ P ∈
K[V ].
Ahora, para f y g en K[W ] y X ∈ V :

σP (f + g)(X) = ((f + g) ◦ P )(X)

= (f + g)(P (X))

= f(P (X)) + g(P (X))

= σP (f)(X) + σP (g)(X)

= (σP (f) + σP (g))(X).

Como X es arbitrario, entonces

σP (f + g) = σP (f) + σP (g). (∗)
Para el producto,

σP (fg)(X) = ((fg) ◦ P )(X)

= (fg)(P (X))

= f(P (X))g(P (X))

= σP (f)(X)σP (g)(X)

= (σP (f)σP (g))(X).

Así:

σP (fg) = σP (f)σP (g). (∗∗)
Ahora, para α ∈ K,

σP (αf)(X) = ((αf) ◦ P )(X)

= (αf)(P (X))

= α(f(P (X))

= (ασP (f))(X).
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Entonces,

σP (αf) = ασP (f). (∗ ∗ ∗)

Finalmente, por (∗), (∗∗) y (∗ ∗ ∗), σP define un homomorfismo entre
K[W ] y K[V ].
Recíprocamente, sea σ : K[W ] −→ K[V ] un homomorfismo. Conside-
remos los funcionales lineales

lj :W −→ K

Y 7→ lj(Y ) = lj(
n∑

s=1

ysws) = yj donde j = 1, 2, . . . , n.

Observemos que lj ∈ K[W ],∀j = 1, 2, . . . , n, luego las imágenes bajo
sigma de los lj, son funciones polinomiales de V , entonces para X =
m∑
i=1

xivi ∈ V :

σ(lj)(X) = σ(lj)(
m∑
i=1

xivi) = fj(x1, . . . , xm),

donde fj ∈ K[λ1, . . . , λm].
De la igualdad anterior, podemos definir la siguiente aplicación:

P : V −→ W tal que X =
m∑
i=1

xiwj −→ P (X) =
n∑

j=1

fj(x1, . . . , xm)wj.

Es claro que P es una aplicación polinomial; además:

σP (lj)(X) = (lj ◦ P )(X)

= lj(P (X))

= fj(x1, . . . , xm)

= σ(lj)(X).

Por tanto, σP (lj) = σ(lj), con j = 1, . . . , n.
Ya que los lj, generan K[W ] y σ es un homomorfismo, entonces σ =
σP .

4. Sea f ∈ K[W ], de modo que σP (f) = σQ(f); es decir

f ◦ P = f ◦Q, ∀q ∈ K[W ].
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Sea X =
m∑
i=1

xivi, entonces P (X) =
m∑
i=1

fivi, con fi ∈ K[V ]. Por tanto

lj(P (X)) = fj, para todo j = 1, . . . ,m. De la misma forma lj(Q(X)) = gj
donde j = 1, . . . ,m. Donde Q es una aplicación polinomial de V en W .
Así, por la igualdad, tenemos que lj(P (X)) = lj(Q(X)); es decir, P (X) =
Q(X) y como X ∈ V es cualquiera, tenemos que P = Q.

Proposición 3.12. Sea τ : K[W ] −→ K un homomorfismo, entonces existe
Y ∈ W tal que τ(q) = q(Y ), con q ∈ K[W ].

Demostración. Sea V = 0, luego si p ∈ K[V ] entonces p(0) ∈ K. Por otra
parte, para cualquier aplicación polinomial P : V −→ W , P (0) = y ∈ W . Ya
que τ es un homomorfismo, por (3) de la proposición 3.11 tenemos que
τ = σP , donde para q ∈ K[W ], tenemos

τ(q) = σP (q) = q ◦ P = q ◦ P (0) = q(y).

Ahora, sea X =
m∑
i=1

xivi ∈ V donde los {v1, . . . , vm} es una base de V . Por

otra parte, f ∈ K[V ] entonces f(X) es una combinación lineal de mono-
mios en xi; es decir, las coordenadas de X. Sea xr11 x

r2
2 · · ·xrmm uno de esos

monomios, entonces la derivada parcial de un monomio, se define como
sigue:

(
∂

∂λi
)λl=xl

(xr11 x
r2
2 · · ·xrmm ) = rix

r1
1 x

r2
2 · · · xri−1

i · · ·xrmm .

Por lo tanto, la derivada parcial de f , respecto a xi por linealidad; se ex-
tiende sumando las derivadas de todos los monomios que contienen a xi
en f . En caso de que f = C, donde C ∈ K es una constante, entonces

(
∂f

∂λi
)λl=xl

= 0,∀i = 1, . . . ,m.

Definición 3.6. Sea f ∈ K[V ] y sea X =
m∑
i=1

αivi en V , la aplicación dXf :

V −→ K, de modo que para Y =
m∑
i=1

ηivi en V ,

dXf(Y ) = (dXf)(
m∑
i=1

ηivi) =
m∑
k=1

(
∂f

∂λk
)λl=αl

ηk

se denomina la diferencial de f en X.
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Por tanto, podemos deducir los siguientes hechos:

Proposición 3.13. Sean f, g ∈ K[V ] y X ∈ V ,

1. dX(f + g) = dXf + dXg.

2. dX(αf) = α(dXf); con α ∈ K.

3. dX(fg) = f(X)(dXg) + g(X)(dXf)

Demostración. Sean {v1, . . . , vm} una base de V y X =
m∑
i=1

xivi. Entonces

para cualquier Y =
m∑
j=1

yivi por definición:

1.

dX(f + g)Y =
m∑
k=1

(
∂(f + g)

∂λk
)λl=xl

yk

=
m∑
k=1

(
∂f

∂λk
)λl=xl

yk +
m∑
k=1

(
∂g

∂λk
)λl=xl

yk

= dXf(Y ) + dXg(Y )

Como Y ∈ V es cualquiera, entonces dX(f + g) = dXf + dXg.

2.

dX(αf)Y =
m∑
k=1

(
∂(αf)

∂λk
)λl=xl

yk

= α
m∑
k=1

(
∂f

∂λk
)λl=xl

yk

= αdXf(Y ).

Así, dX(αf) = αdXf .

3.

dX(fg)Y =
m∑
k=1

(
∂(fg)

∂λk

)
λl=xl

yk

=
m∑
k=1

(
(
∂f

∂λk
)λl=xl

g(X) + f(X)(
∂g

∂λk
)λl=xl

)
yk

= g(X)
m∑
k=1

(
∂f

∂λk
)λl=xl

yk + f(X)
m∑
k=1

(
∂g

∂λk
)λl=xl

yk

= f(X)dXg(Y ) + g(X)dXf(Y ),∀Y ∈ V.
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Así dX(fg) = f(X)(dXg) + g(X)(dXf).

Observación 3.3.2. La proposición anterior, muestra que la diferencial es
un funcional lineal de V . Por tanto la diferencial se representa en la base
{v1, . . . , vm} como sigue:

(dXf) =

(
(
∂f

∂λk
)λ1=α1 , . . . , (

∂f

∂λm
)λm=αm

)
1×m

.

Definición 3.7. Sea ahora P , una aplicación polinomial, de V en W , donde

para Y =
m∑
i=1

ηivi −→ P (Y ) =
n∑

j=1

pj(η1, . . . , ηn)wj, entonces la diferencial de P

en X =
m∑
i=1

αivi, se define como:

dXP (Y ) =
n∑

j=1

(
m∑
k=1

(
∂pj
∂λk

)λl=αl
ηk

)
vj.

Observación 3.3.3. De la definición anterior la diferencial de P en X =
m∑
i=1

αivi es lineal, por lo tanto:

(dXP ){v1,...,vm} =



(
∂p1
∂λk

)λ1=α1 (
∂p1
∂λ2

)λ2=α2 . . . (
∂p1
∂λm

)λm=αm

(
∂p2
∂λ1

)λ1=α1 (
∂p2
∂λ2

)λ2=α2 . . . (
∂p2
∂λm

)λm=αm

...
... . . .

...

(
∂pn
∂λ1

)λ1=α1 (
∂pn
∂λ2

)λ2=α2 . . . (
∂pn
∂λm

)λm=αm


Ejemplo 3.3.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensión dos, con una
base β = {v1, v2}. La siguiente aplicación:

p :V −→ V

λ1v1 + λ2v2 7−→ (λ1λ2 + λ22)v1 + (λ21 + λ22)v2

es una aplicación polinomial. Haciendo v = λ1v1 + λ2v2 y w = µ1v1 + µ2v2,
podemos calcular su diferencial:

dvp(w) = (λ2µ1 + (λ1 + 2λ2)µ2)v1 + (2λ1µ1 + 2λ2µ2)v2.
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Proposición 3.14. (Regla de la Cadena) Sean P : V −→ W,Q : W −→ U ,
aplicaciones polinomiales, entonces

dX(Q ◦ P ) = dP (X)Q ◦ dXP.

Demostración. Sea βV = {v1, . . . , vm}, βW = {w1, . . . , wn}, βU = {u1, . . . , up}

bases de V,W y U respectivamente. Para X =
m∑
i=1

xivi e Y =
m∑
i=1

yivi tenemos

que:

dXP (Y ) =
n∑

j=1

(
m∑
r=1

(
∂pj
∂λr

)λt=xtyr

)
wj.

También:

dP (X)Q(dXP (Y )) =

p∑
k=1

(
n∑

s=1

(
∂qk
∂λs

)λt=pt(x1,...,xm )

m∑
r=1

(
∂pk
∂λr

)λt=xtyr

)
uk.

=

p∑
k=1

(
m∑
r=1

(
n∑

s=1

(
∂qk
∂λs

)λt=pt(x1,...,xm )(
∂pk
∂λr

)λt=xtyr

))
uk. (∗)

Por otro lado, tenemos lo siguiente:

dX(Q ◦ P )(Y ) =

p∑
k=1

(
m∑
r=1

(
∂qk(p1, . . . , pn)

∂λr

)
λt=xt

yr

)
uk. (∗∗)

Ya que
(
∂qk(p1, . . . , pn)

∂λr

)
λt=xt

=
n∑

s=1

(
∂qk
∂λs

)λt=pt(x1,...,xm )(
∂pk
∂λr

)λt=xt para cada k =

{1, . . . , p} y r = {1, . . . ,m}, por lo tanto

dP (X)(dXP (Y )) = dX(Q ◦ P )(Y ),∀Y ∈ V.

Así
dP (X)Q ◦ dXP = dX(Q ◦ P ).

Lema 3.3. Sea P : V −→ W una aplicación polinomial y suponga que para
algún a ∈ V , daP es sobreyectiva. Entonces la transpuesta σP : K[W ] −→
K[V ] es inyectiva.

Demostración. Se procederá por reducción al absurdo.
Sea q ∈ ker(σP ), con q ̸= 0 y de grado mínimo; es decir:

σP (q) = q ◦ P = 0.
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Notemos que, al ser σP (q) ∈ K[V ], donde dim(V ) = m, entonces, por la regla
de la cadena:

dX(q ◦ P ) = dP (X)q ◦ dXP = 0. (∗)

Donde X =
m∑
j=1

xjuj es cualquiera, en V y {u1, . . . , um} es una base de V .

Sea a =
m∑
i=1

aiui en V .Ya que P es una aplicación polinomial,

P (X) = p1(x1, . . . , xm)w1 + p2(x1, . . . , xm)w2 + · · ·+ pn(x1, . . . , xm)wn,

donde pt ∈ K[x1, . . . , xm], para todo t ∈ {1, . . . , n} De (∗), por un lado, obte-
nemos que:

daP (X) =

(
(
∂p1
∂λ1

)λ1=a1x1 + (
∂p1
∂λ1

)λ2=a2x2 + · · ·+ (
∂p1
∂λm

)λm=amxm

)
w1

+

(
(
∂p2
∂λ1

)λ1=a1x1 + (
∂p2
∂λ2

)λ2=a2x2 + · · ·+ (
∂p2
∂λm

)λm=amxm

)
w2

+

...

+

(
(
∂pn
∂λ1

)λ1=a1x1 + (
∂pn
∂λ2

)λ2=a2x2 + · · ·+ (
∂pn
∂λm

)λm=amxm

)
wn.

Por otra parte,

(dqP (a) ◦ daP )(X) = dqP (a)(daP (X))

= (
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

(
(
∂p1
∂λ1

)λ1=a1x1 + · · ·+ (
∂p1
∂λm

)λm=amxm

)
+

...

+ (
∂q

∂ρn
)ρ1=pn(x)

(
(
∂pn
∂λ1

)λ1=a1x1 + · · ·+ (
∂pn
∂λm

)λm=amxm

)
.

Ahora, para todo s ∈ {1, . . . ,m}:

(dqP (a) ◦ daP )(us) = (
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)(

∂p1
∂λs

)λs=as + · · ·+ (
∂q

∂ρn
)ρn=pn(x)(

∂pn
∂λs

)λs=as

= (
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

∂p1
∂as

+ · · ·+ (
∂q

∂ρ1
)ρn=pn(x)

∂pn
∂as

.
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Entonces, por (∗), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

∂p1
∂a1

+ · · ·+ (
∂q

∂ρn
)ρn=pn(x)

∂pn
∂a1

= 0

(
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

∂p1
∂a2

+ · · ·+ (
∂q

∂ρn
)ρn=pn(x)

∂pn
∂a2

= 0

...

(
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

∂p1
∂am

+ · · ·+ (
∂q

∂ρn
)ρn=pn(x)

∂pn
∂am

= 0.

O equivalentemente:

∂p1
∂a1

∂p2
∂a1

· · · ∂pn
∂a1

∂p1
∂a2

∂p2
∂a2

· · · ∂pn
∂a2

...
...

...
...

∂p1
∂am

∂p2
∂am

· · · ∂pn
∂am





(
∂q

∂ρ1
)ρ1=p1(x)

(
∂q

∂ρ2
)ρ2=p2(x)

...

(
∂q

∂ρn
)ρn=pn(x)


=


0
0
...
0



Por hipótesis, daP es sobreyectiva, entonces, alguno de sus menores de
n× n es no nulo. Por este hecho, tenemos que

(
∂q

∂ρk
)ρk=pk(x) = 0, (∗∗)

para todo k ∈ {1, . . . , n}, donde x = (x1, x2, . . . , xm).
Observemos que los polinomios de (∗∗), son de menor grado que q y están
en el núcleo de σ. Por tanto

∂q

∂pk
= 0, k = 1, . . . , n.

Por tanto, q es una función polinomial constante, y como q ∈ Ker(σ),
entonces q = 0, lo cúal contradice la elección inicial de q, por lo tanto σ es
inyectiva.

Definición 3.8. Sea B una álgebra asociativa sobre K y A ⊂ B una subál-
gebra de B. Entonces

A[x1, . . . , xr]

denota la subálgebra de B generada por A y {x1, . . . , xr} ⊂ B.

Teorema 3.5. Sea K una extensión de K. Sean también A y B = A[x1, . . . , xr]
subálgebras de K. Sea p ∈ B, con p ̸= 0. Entonces existe q ∈ A, tal que si
σ : A −→ K es un homomorfismo con σ(q) ̸= 0, entonces σ se extiende a un
homomorfismo τ : B −→ K con τ(p) ̸= 0.
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Demostración. Se probará el resultado, vía inducción sobre r:
Si r = 1 entonces B = A[x]. Consideremos C, el subcuerpo de K generado
por A, entonces tenemos dos posibilidades para x ∈ B:

1. (Caso I: x es trascendente sobre C.)
Dado este hecho, para b ∈ B:

b = b0 + b1x+ · · ·+ bsx
s bi ∈ A, s ≥ 0.

Al tener supuesto que p ̸= 0 en B, entonces

p = p1 + p2x+ · · ·+ ptx
t,

donde pt ̸= 0. Haciendo q = pt, es posible extender el homomorfismo
σ : A −→ K:
En efecto, asumiendo que σ(q) ̸= 0, consideremos el siguiente polino-
mio:

P (λ) = σ(p0) + σ(p1)λ+ · · ·+ σ(pt)λ
t.

Observemos que P ∈ K[λ] y que tiene exactamente t raíces en K.
Además, por ser de característica 0, K es infinito, por lo tanto, existe
c ∈ K tal que P (c) ̸= 0.
Ahora estamos en condiciones de proponer la extensión de σ:
Consideremos:

τ : B = A[x] −→ K
b = b0 + b1x+ · · ·+ bsx

s 7→ τ(b) = σ(b0) + σ(b1)c+ · · ·+ σ(bs)c
s.

La aplicación τ está bien definida es un homomorfismo. En efecto:
Sean b = b0 + b1x + · · · + bsx

s y b′ = b′0 + b′1x + · · · + b′s′x
s′ en B, tal que

b = b′. Entonces s = s′ y luego,

b− b′ = (b0 − b′0) + (b1 − b′1)x+ · · ·+ (bs − b′s)x
s

= 0.

Por esto último, habríamos encontrado un polinomio, con coeficien-
tes no nulos en C, que tiene a x como raíz, lo cual contradice la
trascendencia de x. Por tanto (bs − b′s) = 0, con s ≥ 0.
Entonces,

σ(bs − b′s) = σ(bs)− σ(b′s)

= σ(0)

= 0.
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Por lo tanto,

τ(b)− τ(b′) = (σ(b0)− σ(b′0)) + (σ(b1)− σ(b′1))c+ · · ·+ (σ(bs)− σ(b′s))c
s

de donde, por ∗

= 0.

Así, τ está bien definida, pues:

τ(b) = τ(b′). (1)

Por otra parte, asumiendo sin pérdida de generalidad, que s′ ≥ s:

τ(b) + τ(b′) = (σ(b0) + σ(b1)c+ · · ·+ σ(bs)c
s)+

+ (σ(b′0) + σ(b′1)c+ · · ·+ σ(b′s′)c
s′)

= (σ(b0) + σ(b′0)) + (σ(b1) + σ(b′1))c+ · · ·+ (σ(bs)+

+ σ(b′s))c
s + σ(bs+1)c

s+1 + · · ·+ σ(bs′)c
s′

= (σ(b0) + b′0)) + (σ(b1) + b′1))c+ · · ·+ (σ(bs) + b′s))c
s+

+ σ(b′s+1)c
s+1 + · · ·+ σ(b′s′)c

s′

= τ(b+ b′). (2)

Además,

τ(bb′) =
s+s′∑
k=0

(
k∑

p=0

σ(bp)σ(b
′
k−p))c

k

=
s∑

i=0

s′∑
j=0

σ(bi)σ(b
′
j)c

i+j

= τ(b)τ(b′). (3)

Por tanto, por (1), (2) y (3), τ es un homomorfismo que extiende σ a
B y; que también verifica:

τ(p) = σ(p0) + σ(p1)c+ · · ·+ σ(pt)c
t

= P (c) ̸= 0.

2. (Caso I: x es algebraico sobre C.) Sea

P (λ) = a0 + a1λ+ · · ·+ amλ
m,

un polinomio, tal que ai ∈ C, con i = 1, 2, . . . ,m, de modo que

P (x) = 0. (4)
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Vamos a considerar a P , con el menor grado posible, de aquellos
polinomios que tienen como raíz a x. Bajo estas condiciones, P es
irreducible en el anillo de polinomios C[λ].
Consideremos la siguiente aplicación:

π : C[λ] −→ A[x] tal que π(R) = R(x).

Esta aplicación es un homomorfismo sobreyectivo de álgebras, en-
tonces por el teorema de isomorfismo:

A[x] ∼= C[λ]/kerπ. (5)

Ahora sea σ : A −→ K un homomorfismo, tal que σ(am) ̸= 0, conside-
remos el siguiente polinomio:

P σ(λ) = σ(a0) + σ(a1)λ+ · · ·+ σ(am)λ
m.

Notemos que P σ ∈ K[λ], entonces tiene raíces en K, al ser este alge-
braicamente cerrado.
Sea c ∈ K tal que, P σ(c) = 0, definimos:

τ ′ : C[λ] −→ K tal que τ ′(
∑

aiλ
i) =

∑
σ(ai)c

i.

Esta aplicación, extiende σ a C[λ], cuando se considera a A ⊂ C[λ]
siendo el conjunto de polinomios constantes, con coeficientes en A.
Ahora, sea R ∈ C[λ], tal que R ∈ ker(π). Entonces

π(R) = R(x) = 0.

Por la elección de P , al ser am ̸= 0, a−1
m P es minimal, y por tanto es

un divisor de R, entonces R = a−1
m PS, o equivalentemente:

akmR = PS, (6)

donde S es algún polinomio y k algún exponente. Evaluando τ ′ en
(6), tenemos lo siguiente:

τ ′(amR) = τ ′(PS)

σ(akm)τ
′(R) = τ ′(P )τ ′(S)

= (σ(a0) + σ(a1)c+ · · ·+ σ(am)c
m)τ ′(S)

ya que c es raíz de P:

= 0τ ′(S)

= 0.
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Como σ(akm) = σ(am)
k es no nulo, por tanto τ ′(R) = 0. En resumen,

τ ′(kerπ) = 0, esto es, la imagen bajo τ ′, de cualquier polinomio en C,
que contiene a x como raíz, es siempre cero. Luego, consideremos la
siguiente aplicación:

τ : C[λ] −→ K, tal que τ([R]) = τ ′(R).

Por ∗ y (5), τ es un homomorfismo bien definido, que extiende σ a
A[x]. Ahora, sea p ̸= 0 en A[x], entonces p es algebraico sobre C y por
tanto, se puede considerar un polinomio Q = c0+c1λ+· · ·+cnλn ∈ A[λ],
de grado mínimo tal que Q(p) = 0.
Observemos que Q(0) ̸= 0; es decir, 0 no puede ser raíz de Q, por ser
Q irreducible.
Sea q = Q(0)am = c0am ∈ A. Dado un homomorfismo σ : A −→ K, tal
que σ(q) ̸= 0 y ya que σ(q) = σ(c0)σ(am), entonces σ(c0) ̸= 0 y σ(am) ̸= 0.
Esto último permite extender σ a un homomorfismo τ : A[x] −→ K,
por lo hecho anteriormente.
Finalmente, τ(p) ̸= 0. En efecto, considere el polinomio:

Qσ(λ) = σ(c0) + σ(c1)λ+ · · ·+ σ(cn)λ
n.

Entonces, ya que Q(p) = 0,

τ(Q(p)) = τ(0)

τ(c0 + c1p+ · · ·+ cnp
n) = 0

τ(c0) + τ(c1)τ(p) + · · ·+ τ(cn)τ(p)
n = 0

σ(c0) + σ(c1)τ(p) + · · ·+ σ(cn)τ(p)
n = 0

Qσ(τ(p)) = 0.

Ya que Qσ(0) = σ(c0) ̸= 0; es decir 0 no es raíz de Qσ, por tanto τ(p) ̸= 0
como se quería demostrar.

Ahora, suponiendo el resultado válido hasta r− 1, sean B = A[xr] de modo
que A′ = B[x1, . . . , xr−1].
Por hipótesis de inducción, para algún a′ ∈ A′, con a′ ̸= 0, existe b ∈ B tal
que si ρ : B −→ K es un homomorfismo, donde ρ(b) ̸= 0 se extiende a un
homomorfismo ρ′ : A′ −→ K, tal que ρ′(a′) ̸= 0.
Por el primer paso de inducción, para h ∈ B, existe g ∈ A tal que σ : A −→
K es un homomorfismo con σ(g) ̸= 0, se extiende a un homomorfismo
ρ : B −→ K, tal que ρ(h) ̸= 0. En resumen, para a′ ̸= 0 en A′ , σ puede
extenderse a ρ y a su vez ρ puede extenderse a ρ′, entonces σ puede ex-
tenderse a ρ′ : A′ −→ K y; como A′ = B[x1, . . . , xr−1] = A[xr][x1, . . . , xr−1] =
A[x1, . . . , xr−1, xr], se tiene el resultado.
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Teorema 3.6. Sea P : V −→ W una aplicación polinomial y supongamos
que dX0P es sobreyectiva para algún X0 ∈ V . Sea p ̸= 0 ∈ K[V ], entonces
existe q ∈ K[W ] tal que para todo Y ∈ W tal que q(Y ) ̸= 0, existe X ∈ V , con
p(X) ̸= 0 y tal que P (X) = Y .

Figura 3.2: El teorema anterior se refiere a que Aq ⊂ P (Ap); es decir, la
imagen del ”abierto” Ap = {p(X) ̸= 0} contiene al ”abierto” Aq = {q(Y ) ̸= 0}.

Demostración. Como P es polinomial, la transpuesta σP : K[W ] −→ K[V ]
es inyectiva.
Por el lema 3.3, ya que dX0P es sobreyectiva, σ es inyectiva.
Ahora, al ser K[V ] un dominio integral, está embebido en K, su cuerpo de
fracciones racionales. Notemos que K ⊂ K, entonces K es una extensión
de K.
Sean A = σP (K[W ]) y B = K[V ]. Podemos ver tanto A como B, subálgebras
de K. Consideremos el siguiente conjunto:

{θ1, θ2, . . . , θm} ⊂ K[V ],

donde θi ∈ V ∗,∀i = 1, 2, . . . ,m. Ya que Span(θ1, θ2, . . . , θm) = K[V ], entonces
B = A[θ1, θ2, . . . , θm].
Por lo tanto, por el teorema 3.5; para p ∈ B, con p ̸= 0, existe q′ = σP (q) ∈
A, con q ∈ K[W ]. El siguiente paso será buscar un homomorfismo, cuya
imagen en q′ sea no nula.
Previo a eso, por la inyectividad de σP , obtenemos K[W ] ∼= σP (K[W ]) = A.
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Ahora, dada la existencia de q, del enunciado, sea y ∈ W , tal que q(y) ̸= 0,
a partir de ese elemento, podemos definir el siguiente homomorfismo:

σ : K[W ] ∼= A −→ K tal que σ(q) = q(y)

Este es el homomorfismo buscado, pues se cumple que

σ(σP (q)) = σ(q)(y)

= q(y)

̸= 0.

Entonces, σ se extiende a un homomorfismo τ : B = K[V ] −→ K tal que
τ(p) ̸= 0.
Por la proposición 3.12, τ(p) = p(x), para algún x ∈ V , entonces p(x) ̸= 0.
Finalmente, sea cualquier r ∈ K[W ], luego

r(P (x)) = σP (r)(x)

= τ(σP (r)) (por 3.12)
= σ(σP (r)) (τ extiende a σ)
= σ(r) (A ∼= K[W ])
= r(y)

Como r es cualquiera, entonces P (x) = y.

3.3.1. Conjugación de Subálgebras de Cartan

Lema 3.4. Sea D una derivación nilpotente de g. Entonces eD =
∞∑

m=0

Dm

m!
es

un automorfismo de g, (notemos que la suma es de una cantidad finita de
términos).

Demostración. La linealidad de eD es consecuencia de la linealidad de D.

Sea ahora Y ∈ ker(eD), si el índice de D es n, entonces eDY =
∞∑
i=0

Di

i!
Y = 0,

o equivalentemente:

eDY = Y +DY +
D2

2!
Y + · · ·+ Dn−1

(n− 1)!
Y = 0. (1)

Es conocido de los resultados del álgebra lineal, que el conjunto {Y,DY . . .Dn−1Y }
es linealmente independiente, por tanto (1) es imposible, a menos que
Y = 0.
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Por tanto, eD es una biyección.
Mostrar que eD es un automorfismo, requiere el siguiente resultado:

Dm[Y, Z] =
m∑
k=0

(
m

k

)
[DkY,Dm−kZ]. (2)

Para verificar este hecho, utilizaremos inducción sobre m:
Para m = 1,

1∑
k=0

(
1

k

)
[DkY,D1−kZ] = [Y,DZ] + [DY,Z] = D[Y, Z],

pues D ∈ ∂g.
Supongamos el resultado válido, para m, entonces

Dm+1[Y, Z] = D(Dm[Y, Z])

= D

(
m∑
k=0

(
m

k

)
[DkY,Dm−kZ]

)
(hip. de inducción)

=
m∑
k=0

(
m

k

)
D[DkY,Dm−kZ]

=
m∑
k=0

(
m

k

)
[Dk+1Y,Dm−kZ] +

m∑
k=0

(
m

k

)
[DkY,Dm−k+1Z]

=
m+1∑
k=1

(
m

k − 1

)
[DkY,Dm−k+1Z] +

m∑
k=0

(
m

k

)
[DkY,Dm−k+1Z]

= [Dm+1Y, Z] +
m∑
k=1

(
m

k − 1

)
[DkY,Dm−k+1Z]

+
m∑
k=1

(
m

k

)
[DkY,Dm−k+1Z] + [Y,Dm+1Z]

= [Dm+1Y, Z] +
m∑
k=1

((
m

k − 1

)
+

(
m

k

))
[DkY,Dm−k+1Z] + [Y,Dm+1Z]

= [Dm+1Y, Z] +
m∑
k=1

(
m+ 1

k

)
[DkY,Dm−k+1Z] + [Y,Dm+1Z]

=
m+1∑
k=0

(
m+ 1

k

)
[DkY,Dm+1−kZ].

Por tanto, se verifica para todo m entero no negativo.
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Finalmente, para cualesquiera Y y Z en g,

eD[Y, Z] =
∞∑
i=0

Di

i!
[Y, Z]

=
∞∑
i=0

1

i!
Di[Y, Z]

=
∞∑
i=0

1

i!

i∑
j=0

i!

j!(i− j)!
[DjY,Di−jZ] (por (2))

=
∞∑
k=0

∞∑
j=0

1

j!k!
[DjY,DkZ]

=
∞∑
k=0

1

k!

∞∑
j=0

[
1

j!
DjY,DkZ]

= [
∞∑
j=0

1

j!
DjY,

∞∑
k=0

1

k!
DkZ]

= [eDY, eDZ]

Esto implica que eD es un automorfismo de g.

Ya que ad(X) es una derivación de g, con X ∈ g, el lema anterior implica
que si ad(X) es nilpotente, ead(X) es un automorfismo de g. Tal automor-
fismo es denominado propio y la colección de todos los automorfismos
propios de g, denotado como Int(g), constituye un subgrupo con la com-
posición de funciones, del grupo de automorfismos de g.

Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 3.7. En una álgebra de Lie sobre K, donde K es un cuerpo alge-
braicamente cerrado de característica cero, las subálgebras de Cartan son
dos a dos conjugadas entre sí.

Demostración. Sea h una subálgebra de Cartan de g. Ya que h es nilpo-
tente, por el teorema 2.4, g se descompone en subespacio de pesos:

g = h⊕ gλ1 ⊕ . . . gλs .

donde gλj
= {X ∈ g : ∀H ∈ h, ∃nj ≥ 1, (ad(H) − λj(H)I)njX = 0}, con j =

1, . . . , n.
Sea X ′ ∈ gλj

y H ∈ h, entonces existe nj ≥ 1 tal que

(ad(H)− λj(H)I)njX ′ = 0,
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Considerando la restricción de ad(H) a gλj
es claro que λj(H) es su único

autovalor. Recordemos que los λj son funcionales lineales de h.
Sea Y ∈ gλk

, entonces [X ′, Y ] ∈ gλk+λj
,a siempre y cuando λk + λj sea un

peso de h.
Por otra parte, [X ′, [X ′, Y ]] = ad(X ′)2Y ∈ g2λk+λj

, siempre y cuando 2λk + λj
sea un peso de h.
Entonces, por un paso de inducción, se sigue que:

ad(X ′)rY ∈ grλk+λj
,

siempre y cuando rλk + λj sea un peso de h.
Por otra parte, observemos que el conjunto {rλk + λj, r ≥ 1} es infinito y,
como solo hay una cantidad finita de pesos de h, entonces, para algún r′

apropiado, rλk + λj ya no es peso de h, y por tanto ad(X ′)r
′
Y = 0; esto es,

ad(X ′) es nilpotente, sobre cada uno de los subespacios de pesos, relacio-
nados a h.
Sean Xλ1 , . . . , Xλs ∈ gλ1 , . . . , gλs, entonces el siguiente operador:

ead(Xλ1
)ead(Xλ2

) · · · ead(Xλs ), (∗)

es un automorfismo de g por el lema 3.4.
Sea {h1, . . . , hl, el+1, . . . , en} una base de g tal que {h1, . . . , hl} es una base de
h y {el+1, . . . , en} base de

∑
k

gλk
, formada por la unión de bases de los gλi

,

con i = {1, . . . , s}.
Consideremos la siguiente aplicación:

ϕ : Kn −→ g,

ϕ(λ1, . . . , λn) = ead(λl+1el+1)ead(λl+2el+2) · · · ead(λnen)(
l∑

i=1

λihi)

=
l∑

i=1

pi(λ1, . . . , λn)hi +
n∑

j=l+1

pj(λ1, . . . , λn)ej (∗∗)

Notemos que, por como está definida ϕ, es una aplicación polinomial, pues
los automorfismos son aplicaciones polinomiales, es por esto que los pi’s
y pj ’s son polinomios en los λ’s.
Esto último, nos permite definir la siguiente aplicación polinomial, de g:

P :
l∑

i=1

αihi +
n∑

j=l+1

αjej −→
l∑

i=1

pi(α1, . . . αn)hi +
n∑

j=l+1

pj(α1, . . . αn)ej = ϕ(α1, . . . αn).
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Por otro lado recordemos que los pesos λk’s son no nulos y, como K es de
característica cero, tenemos que:∏

k ̸=0

λk ̸= 0.

Ese producto a su vez, es una función polinomial, y por tanto existe X0 =
l∑

i=1

µihi en h tal que: ∏
k ̸=0

λk(X0) ̸= 0.

Así que en X0 tenemos que λ1(X0), λ1(X0), . . . , λs(X0) ̸= 0, luego la restric-
ción de ad(X0) a gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλs es no singular.
Ahora, vamos a calcular la diferencial de P en X0, para esto sean X = h+e

donde h =
l∑

i=1

ξihi, e =
n∑

j=l+1

ξjhj y t una indeterminada:

P (X0 + tX) = P (X0 + t(h+ e))

= ead(tξl+1el+1)ead(tξl+2el+2) · · · ead(tξnen)(X0 + th)

≡ ead(tξl+1el+1)ead(tξl+2el+2) · · · ead(tξn−1en−1)(X0 + th+ ad(tξnen))X0 (mod t2)

≡ ead(tξl+1el+1)ead(tξl+2el+2) · · · ead(tξn−2en−2)(X0 + th+ ad(tξn−1en−1)X0

+ ad(tξnen)X0) (mod t2)
...
≡ X0 + th+ ad(tξl+1el+1)X0 + · · ·+ ad(tξnen)X0 (mod t2)
≡ X0 + th+ tξl+1[el+1, X0] + · · ·+ tξn[en, X0] (mod t2)
= X0 + th+ t[ξl+1el+1 + · · ·+ ξnen, X0] (mod t2)
= X0 + th+ t[e,X0] (mod t2)
= X0 + t(h+ [e,X0]) (mod t2)
= X0 + t(h− ad(X0, e)). (mod t2)

Comparando, la diferencial dX0P viene dada por la siguiente correspon-
dencia :

dX0P : h+ e −→ h− ad(X0)e.

Ya que ad(X0) es no singular sobre gλ1 ⊕ · · · ⊕ gλs, entonces dX0P es sobre-
yectiva.
Ahora, sea i el rango de g y el polinomio de Killing de g, esto es

det(λI − ad(X)) = λn + p1(X)λn−1 + · · ·+ pn−i(X)λn−i,
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donde pi(X) ̸= 0 .
Observemos que pi ∈ K[g]. Por el lema 3.3, σP es inyectiva y por tanto

p = σP (pi) ̸= 0.

Por el teorema 3.6, existe q ∈ K[g], tal que para todo Y ∈ g con q(Y ) ̸= 0,
existe Z ∈ g donde p(Z) ̸= 0 y P (Z) = Y .

Ahora,

p(Z) = σP (pi)Z

= pi(P (Z))

= pi(Y )

̸= 0.

Esto implica que cualquier Y ∈ g tal que q(Y ) ̸= 0, es regular.

Sea Z =
l∑

i=1

zihi +
n∑

j=l+1

zjej, entonces

Y = P (Z)

= ead(zl+1el+1) · · · ead(znen)(
l∑

i=1

zihi)

= θ(h′).

Esto último quiere decir que Y es la imagen de un elemento h′ ∈ h, donde
θ = ead(zl+1el+1) · · · ead(znen) es un automorfismo de g.
Luego h′ = θ−1(Y ) y por la proposición 3.4, θ−1(Y ) es regular implica que h
contenga elementos regulares.
Sean ahora h1 y h2 subálgebras de Cartan de g. Al contener h1 elementos
regulares, existe q1 ∈ K[g], con q1 ̸= 0 tal que el conjunto Aq1 = {Y1 ∈ g :
q1(Y1) ̸= 0} está constituido por elementos regulares y si Y1 ∈ Aq1, existe un
automorfismo ϕ1 de g, tal que ϕ1(Y1) ∈ h1.
De un modo similar, para h2, existe un polinomio q2 ̸= 0 ∈ K[g] tal que el
conjunto Aq2 esta constituido por elementos regulares y para Y2 ∈ Aq2 ,
existe un automorfismo ϕ2 de g tal que ϕ2(Y2) ∈ h2.
Ya que q1q2 ̸= 0, entonces existe Y ∈ g tal que q1(Y ) ̸= 0 y q2(Y ) ̸= 0; es decir,
Y ∈ Aq1 ∩ Aq2.
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Entonces, por el corolario 3.2, tenemos que

h2 = g0(ϕ2(Y ))

= g0(ϕ2(ϕ
−1
1 (ϕ1(Y ))))

= ϕ2ϕ
−1
1 (g0(ϕ1(Y )))

= ϕ2ϕ
−1
1 (h1) (pues ϕ1(Y1) ∈ h1 y es regular)

= ϕ(h1);

donde ϕ = ϕ2◦ϕ1 es un automorfismo de g. Por tanto h1 y h2 son conjugadas
entre sí.

Observación 3.3.4. 1. El teorema anterior en realidad muestra que las
subálgebras de Cartan son conjugadas entre sí, vía elementos de
Int(g).

2. En caso de que K no sea algebraicamente cerrado, es posible que exis-
tan subálgebras de Cartan, que no son conjugadas. Considerando la
clausura algebraica K, las subálgebras de Cartan h se extienden a
subálgebras de Cartan hK y si pi es el polinomio que determina los ele-
mentos que son regulares, entonces pi no se anula en hK y por tanto,
pi no se anula en h, pues h ⊂ hK. Así h contiene elementos regulares.

Ejemplo 3.3.2. Sea g = sl(2,C) y β = {X,H, Y } una base ordenada de g,
donde los corchetes entre los elementos de β son los siguientes:

[H,X] = 2X , [H, Y ] = −2Y , [X, Y ] = H

donde X =

(
0 1
0 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
y Y =

(
0 0
1 0

)
. Vimos del ejemplo 3.1.1

que h = Span{H} es una subálgebra de Cartan. Por otra parte, los opera-
dores ad(X), ad(Y ) son tal que ad(X)3 = ad(Y )3 = 0, entonces siguiendo el
desarrollo del teorema anterior:

P (αX + βH + γY ) = ϕ(β, α, γ)

= eαad(X)eγad(Y )(βH)

= β(1 + αad(X) +
1

2
α2(ad(X))2)(1 + γad(Y ) +

1

2
γ2(ad(Y ))2)H

= −γ(2α2β + 2α)X + 2γβY + γ(1 + 2αβ)H (∗)

Ahora, note que para cualquier S = aX + bH + cY ∈ g, pS(λ) = λ3 +4(b2 + ac)λ
y por tanto S ∈ g es regular si y solo sí b2 + ac ̸= 0. Como X − Y es regular
entonces g0(X + Y ) = h1 es una subálgebra de Cartan. Considerando la
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descomposición en espacio de pesos de g, relacionado a la representación
adjunta ad : h1 −→ gl(g) tenemos:

g = h′ ⊕ Span{X ′} ⊕ Span{Y ′}

donde h1 = Span{H1}, X1 = X + iH + Y, Y1 = X − iY + H y H1 = X − Y .
Entonces:

[X1, H1] = 2iX1, [X1, Y1] = 4iH1, [H1, Y1] = 2iY1,

de modo que:

P (α1X1 + β1Y1 + γ1H1) = ϕ(γ1, α1, β1)

= eα1ad(X1)eβ1ad(Y1)(γ1H1)

= γ1(1 + α1ad(X1) +
1

2
α2
1(ad(X1))

2)(1 + β1ad(Y1) +
1

2
β2
1(ad(Y1))

2)H1

= γ1(2α1i+ 8α2
1β1i)X1 + γ1(1− 8α1β1i)H1 − 2γ1β1iY1.

Haciendo α1 = β1 = 0 y γ1 = 1, se encontrarán α, β y γ en C, tal que P (αX +
βY + γH) = H1 = X − Y . Por tanto:

−γ(2αβ + 2α) = 1, 2γβ = −1 y γ(1 + 2αβ) = 0.

Las soluciones de este sistema, son para α = i:

β =
i

2
, γ = i

y para α = −i:

β = − i

2
, γ = −i.

Así para el primer caso:

eiad(X)e
i
2
ad(Y )(iH) = H1

y por lo tanto:
eiad(X)e

i
2
ad(Y )(h) = h1.

Además, para el segundo conjunto de soluciones tenemos:

e−iad(X)e−
i
2
ad(Y )(−iH) = H1

que también cumple:
e−iad(X)e−

i
2
ad(Y )(h) = h1.



Conclusiones

Las subálgebras de Cartan en realidad, existen para álgebras de Lie de
dimensión finita siempre que el cuerpo de escalares sea infinito(en nues-
tro caso es así, pues consideramos cuerpos de característica cero), pues
las mismas están estrechamente relacionadas con los elementos regula-
res, cuya presencia en las subálgebras de Cartan es independiente de si
el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado o no.
La principal consecuencia del teorema 3.7 es que todas las subálgebras
de Cartan tienen la misma dimensión, la cual es determinada por el ran-
go de la álgebra. Si bien el resultado es muy fuerte para la teoría, en la
práctica puede resultar bastante complicado encontrar los automorfismos
adecuados que realizan la conjugación, en especial si las álgebra de Lie
son de dimensiones grandes.
El estudio de las subálgebras de Cartan en este trabajo, hace uso de con-
ceptos y resultados del Álgebra Lineal, Álgebra Abstracta, Análisis y Topo-
logía, a fin de mostrar lugares comunes que pueden motivar a acercarse
a la teoría de Lie.
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Apéndice A

Álgebra Lineal

A.1. Descomposición Primaria y formas de Jor-
dan

Teorema A.1. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y T : V −→ V
un operador lineal. El polinomio minimal de T es dado por:

p = pr11 · · · prkk

donde los pi son polinomios mónicos irreducibles distintos sobre K y los ri
enteros positivos. Sean Vλi

subespacios de V tal que:

Vλi
= {v ∈ V : pi(T )

riv = 0, para algún ri ≥ 1}.

para todo i ∈ {a, . . . , k}. Entonces

V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλk

con Vλi
T - invariante, para todo i.

El hecho de que los Vλi
sean T - invariantes, permite considerar el

operador Ti, restricto a Vλi
cuyo polinomio minimal es prii . Además, cuando

K es algebraicamente cerrado, pi = T − λi con λi autovalor de T , entonces

Vλi
= {v ∈ V : (T − λiI)

riv = 0, para algún ri ≥ 1}

para todo i.

Ahora, cada uno de los operadores (T−λiI)|Vi
son nilpotentes, entonces

existen conjuntos linealmente independientes

107
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{N iw, . . . , w, i ≥ 0, w ∈ V } con N i+1 = 0 y N = (T − λiI)|Vλi
de modo que:

N =


λj 1 . . . 0

λj 1 . . . 0
. . .

λj 1
0 λj


Estos son los bloques de Jordan del operador T , donde la matriz repre-
sentante de T representa a T es su forma canónica de Jordan.

A.2. Realificación

Sea V un espacio vectorial sobre C y V R el espacio vectorial sobre R,
obtenido por la restricción de los escalares a R. Sea dim(V ) = n y β =
{v1, . . . , vn} una base de V . Entonces cualquier X ∈ V se escribe:

X = x1v1 + · · ·+ xnvn

con xi ∈ C. Dado que xi = ai + bii donde ai, bi ∈ R,∀i. Entonces

X =
n∑

i=1

aivi +
n∑

i=1

bi(ivi)

y luego, la colección γ = {v1, iv1, . . . , vn, ivn} constituye una base de V R, por
tanto dim(V R) = 2dim(V ).

Teorema A.2. Sea T : V −→ W una transformación lineal y {v1, . . . , vn}, {w1, . . . , wm}
bases sobre C de V y W respectivamente. Sea también A = B+ iC la matriz
representante de T , donde B,C son matrices reales. Denotemos por TR al
realificado de T , que va de V R a WR. Entonces la matriz representante de
TR en las bases {v1, . . . , vn, iv1, . . . , vn}, {w1, . . . , wm, iw1, . . . , iwm} de V R y WR

respectivamente es de la forma (
B −C
C B

)
.

Demostración. Tenemos que:

f(vl) =
m∑
k=1

Aklwk =
m∑
k=1

Bklwk +
m∑
k=1

Ckl(iwk).
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y

f(ivl) = i
m∑
k=1

Aklwk =
m∑
k=1

−Ckl(iwk) +
m∑
k=1

Bkliwk

para todo l = {1, . . . , n}. Así:

[TR]
{w1,...,wm,iw1,...,iwm}
{v1,...,vn,iv1,...,vn} =

(
B −C
C B

)
.

El siguiente corolario establece la relación entre los determinantes de
un operador complejo y su realificación:

Corolario A.1. Sea T : V −→ V un operador lineal complejo donde V es de
dimensión finita. Entonces det(TR) = |detT |2

Demostración. Tenemos que T se representa como B + iC en alguna
base {v1, . . . , vn} de V . Aplicando el teorema anterior, tenemos que TR =(
B −C
C B

)
, de modo que vía operaciones elementales de fila y columna,

obtenemos:

det(TR) = det(

(
B −C
C B

)
) = det(

(
B + iC −C + iB
C B

)
)

= det(

(
B + iC + iC 0

C B − iC

)
)

= det(B + iC)det(B − iC) = det([T ])det([T ]) = det([T ])det([T ]) = |det(T )|2

Ahora sea T un operador en V , escribimos su polinomio característico
de la siguiente forma:

pT (λ) = (λ− a1)
k1 · · · (λ− ar)

kr .

Por otra parte, la descomposición en bloques de Jordan de T , es dada por
conjuntos linealmente independientes {w1, . . . , wk} tal que:

Twl = ajwl + wl−1.

Sea ahora U = Span{w1, . . . , wk}, donde U es invariante por T . Del mismo
modo, es posible obtener una base w1iw1, . . . , wk, iwk de U como subespacio
real de V R que también será invariante por T como transformación de V R.
Sea aj = αj + iβj, de modo que:

Twl = αjwl + βj(iwl) + wl−1 y T (iwl) = −βjwl + αj(iwl) + iwl−1.
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Así, estas expresiones determinan la forma canónica de Jordan real de T
como transformación de V R, cuya diagonal está conformada por bloques
de tipo: (

αj −βj
βj αj

)
Por tanto, en cada bloque, al calcular el polinomio característico q(λ) del
realificado de T , tendremos que:

det(

(
αj −βj
βj αj

)
) = (λ− αj)

2 + β2
j = (λ− aj)(λ− aj).

Así:
q(λ) = (λ− a1)

k1(λ− a1)
k1 · · · (λ− ar)

kr(λ− ar)
kr .

A.3. Complexificación

Presentamos los siguientes resultados relacionados a la complexifica-
ción de un espacio vectorial real.
Sea V un espacio vectorial sobre R, la complexificación de V ,denotado
por VC, es el producto cartesiano V × V , cuyos elementos son los pares
ordenados (u, v) con u, v ∈ V los cuales denotaremos como u+ iv.

La suma en VC está definida como

(u1 + iv1) + (u1 + iv1) = (u1 + u2) + i(v1 + v2)

para todo u1, v1, u2, v2 ∈ V .

La multiplicación por un escalar complejo sobre V C está definida por

(a+ ib)(u+ iv) = (au− bv) + i(av + bu)

para todo a, b ∈ R y u, v ∈ V .

Si z = u+ iv, la parte real de z es u ∈ V y es denotado por Re(z) y la parte
imaginaria de z es v, que es denotada por im(z). Así z = Re(z) + iIm(z),
para todo z ∈ VC.

Proposición A.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita n:

1. Si v1, . . . , vn es una base de V (como espacio vectorial real), entonces
v1, . . . , vn es una base de VC(como espacio vectorial complejo).
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2. La dimensión de VC(como espacio vectorial complejo) es igual a la di-
mensión de V (como espacio vectorial real).

Ahora supongamos que T es un operador del espacio vectorial real V .
La complexificación de T , denotado por TC, es definido:

TC :VC −→ VC

u+ iv 7−→ Tu+ iTv

para u, v ∈ V .

Proposición A.2. Sea V un espacio vectorial real y β{v1, . . . , vn} una base
de V . Entonces para un operador lineal T : V −→ V :

[T ]β = [TC]β.

Proposición A.3. Sea V un espacio vectorial real y T un operador de V .
Entonces el polinomio minimal de TC es igual al polinomio minimal de T .

Los siguientes resultados responden a cuestiones respecto a los auto-
valores de una complexificación:

Proposición A.4. Sea V un espacio vectorial real y T un operador de V y
TC definido sobre VC:

1. Para λ ∈ R, λ es un autovalor de TC sí y solo si λ es un autovalor de T .

2. Sean u, v ∈ V y j un entero no negativo, entonces:

(TC − λI)j(u+ iv) = 0 sí y solo si (TC − λI)j(u− iv) = 0

Por tanto, cuando j = 1, tenemos que λ también es un autovalor de TC.

3. Sea λ ∈ C un autovalor de TC entonces su multiplicidad algebraica
coincide con la multiplicidad de λ como autovalor de TC.

4. Todo operador sobre un espacio vectorial real, cuya dimensión es im-
par tiene un autovalor.

Ya que la definición de elemento regular, surge a partir del polinomio
carácterístico de ciertos operadores:

Proposición A.5. Sea V un espacio vectorial real y T un operador de V y
TC definido sobre V C su complexificado:

1. Los coeficientes del polinomio característico de TC son todos reales. En
consecuencia los polinomios característicos de T y TC coinciden.
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A.4. Polinomios

A.4.1. Diferenciación

Sean R un anillo conmutativo y f(x) =
∑

aix
i un polinomio con co-

eficientes en R[x]. Para una indeterminada t, consideremos el dominio de
polinomios R[x, t] y el polinomio:

f(x+ t) =
∑

ai(x+ h)i.

Desarrollando las potencias en t, obtenemos:

f(x+ t) = f(x) + tf1(x) + t2f2(x) + . . .

o

f(x+ t) ≡ f(x) + tf1(x) (mod(t2))

El coeficiente f1 de la primera potencia de t, que está unívocamente de-
terminado se denomina la derivada de f(x) y es denotado por f ′(x). Esta
tiene las siguientes propiedades:

Proposición A.6. 1. (f + g)′ = f ′ + g′

2. (fg)′ = f ′g + fg′.

Demostración. 1.

f(x+ t) + g(x+ t) ≡ f(x) + tf ′(x) + g(x) + tg′(x). (mod(t2))

2.

f(x+ t)g(x+ t) ≡ (f(x) + tf ′(x))(g(x) + tg′(x))

≡ f(x)g(x) + t(f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)). (mod(t2))

En general, de manera inductiva se cumple:

(f1 + · · ·+ fn)
′ = f ′

1 + · · ·+ f ′
n

(f1f2 · · · fn) = f ′
1f2 · · · fn + f1f

′
2 · · · fn + · · ·+ f1f2 · · · f ′

n

de modo que para f(x) = axn se cumple:

(axn) = nan−1

y si f(x) =
n∑

i=0

akx
k, combinando los resultados anteriores podemos dedu-

cir:

(
n∑

i=0

akx
k)′ =

n∑
i=0

kakx
k−1.



Apéndice B

Topología y Espacios Normados

Esta sección presenta resultados los cuales permiten introducir con-
ceptos topológicos y del cálculo diferencial en varias variables a las álge-
bras de Lie, en especial a aquellas de dimensión finita sobre los reales.

B.1. Topología

Proposición B.1. Sea X un espacio topológico y S ⊂ V que es abierto y
cerrado(clopen). Entonces S es unión de componentes conexas de X.

Demostración. Sea s ∈ S de modo que Ss es la componente conexa de
X, que contiene a s. Afirmamos que S = ∪s∈SSs; en efecto, notemos que
S ⊂ ∪s∈SSs, pues s ∈ §s.
Ahora tomemos A = S ∩ Ss y B = Sc ∩ Ss. Notemos que A y B son abiertos
de Ss pues C es abierto y cerrado. Además son disjuntos, de modo que
constituyen una separación de Ss y al ser este conexo:

A = ∅ o B = ∅.

Asumir que A es vacío conduce a una contradicción, ya que s ∈ S. Por lo
tanto B = ∅ lo cual implica que Ss ⊂ S y así ∪s∈SSs ⊂ S.
En resumen S = ∪s∈SSs.

Proposición B.2. Sea f(x) = f(x1, . . . , xn) un polinomio con coeficientes
reales, que no es idénticamente nulo, definido sobre Rn. Entonces A =
{(x1, . . . , xn) : f(x1, . . . , xn) ̸= 0} es abierto y denso en Rn.

Demostración. Afirmamos que A es abierto en Rn, ya que f y el polinomio
nulo son aplicaciones continuas y R es un espacio de Hausdorff, entonces
el siguiente conjunto:

{(x1, . . . , xn) : f((x1, . . . , xn)) = 0} ⊂ Rn

113
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es cerrado, por tanto A es abierto en Rn. Ahora A es denso en Rn pues
para x ∈ Rn y y ∈ Rn tal que f(y) ∈ A, el polinomio ϕ(t) = f(x + t(y − x)) es
un polinomio en la variable real t que no es idénticamente nulo. A medida
de que t tiende a cero, tenemos que ϕ(t) ̸= 0; es decir, x está en la clausura
de A y por tanto A es denso en Rn.

El siguiente resultado se presenta sin demostración, el cual es el nexo
entre funciones polinomiales y conceptos topológicos como son las compo-
nentes conexas, los cuales están estrechamente relacionados al concepto
de elemento regular:

Proposición B.3. Sea V un espacio vectorial real de dimensión finita n y
F un polinomio en V de grado d. Sea S = {v ∈ V : F (v) ̸= 0}, entonces
el número de componentes conexas de S es finito y está acotado por una
constante que depende solamente de n y d.

B.2. Espacios Normados

El siguiente resultado se refiere a las normas en espacios vectoriales
de dimensión finita, donde el cuerpo de escalares K es R o C.

Teorema B.1 (Tychonoff). Dos normas en un espacio vectorial V de dimen-
sión finita n son siempre equivalentes.

Demostración. El resultado es evidente para n = 0, pues la única norma
sobre V es la norma cero. Supongamos que n ≥ 1 y sea {v1, . . . , vn} ⊂ V
una base. Luego esta base define el siguiente isomorfismo:

t : Kn −→ V

(λ1, . . . , λn) 7→ t(λ1, . . . , λn) = λ1v1 + · · ·+ λnvn.

Sea ∥ · ∥ : V × V −→ R una norma fija en V y

∥ · ∥∞ : Kn ×Kn −→ R
(λ1, . . . , λn) 7→ ∥(λ1, . . . , λn)∥∞ = sup{|λ1|, . . . , |λn|}

una norma de Kn. Afirmamos que V y Kn son homeomorfos bajo t. En
efecto, vía inducción sobre n; si n = 1, t y t−1 son tal que:

t : λ1 7→ λ1v1 y t : λ1v1 7→ λ1.

Ahora, como se cumple:

∥λ1v1∥ = |λ1|∥v1∥ y |λ1| =
1

∥v1∥
∥λ1v1∥,
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tanto t como t−1 son continuas.
Sea n ≥ 2 y el resultado válido para n− 1. Primero t es continua pues por
la desigualdad triangular:

∥λ1v1 + · · ·+ λnvn∥ ≤ |λ1|∥v1∥+ · · ·+ |λn|∥vn∥,

es decir;
∥t(λ1, . . . , λn)∥ ≤ C · ∥(λ1, . . . , λn)∥∞

donde λ1, . . . , λn ∈ K son cualesquiera y C = ∥v1∥ + . . . ∥vn∥. Entonces t es
un operador acotado y por tanto continuo.
Para la continuidad de t−1 las funciones componentes:

f1 : λ1v1 + · · ·+ λ1vn 7−→ λ1 ∈ K

son tal que t−1(λ1v1+· · ·+λnvn) = (f1(x), . . . , fn(x)) donde x = λ1v1+· · ·+λnvn ∈
V .
Luego t−1 es continua sí y solo si f1, . . . , fn son continuas. Sea i ∈ {1, . . . , n},
notemos que fi es un funcional lineal de V y que H = ker(fn) es un subes-
pacio de V de dimensión n − 1 de modo que, al fijar una base de H, el
isomorfismo entre Kn−1 7−→ H definido de la misma forma que t, es un
homeomorfismo por hipótesis de inducción. Así H es un espacio de Ba-
nach pues Kn−1 es un espacio de Banach con la norma ∥ · ∥∞, luego H es
cerrado. Esto último implica la continuidad de fi, para todo i y por ende
la continuidad de t−1. Así t es un homeomorfismo entre V y Kn.
Ahora sean ∥ · ∥1 y ∥ · ∥2 dos normas en V y V1 y V2 sus espacios normados
correspondientes. Considerando la aplicación identidad I : V1 −→ V2 tene-
mos que t = I ◦ t y como t es un homeomorfismo entonces I también es
un homeomorfismo, de modo que ∥ · ∥1 y ∥ · ∥2 definen la misma topología
en V , es decir; son equivalentes.

En realidad el siguiente corolario resume lo desarrollado en la primera
parte del teorema anterior:

Corolario B.1. Todo isomorfismo entre dos espacios vectoriales normados
de la misma dimensión, es necesariamente un homeomorfismo.

Definimos la Topología Natural de un espacio vectorial V de dimensión
finita n siendo la topología definida en V por cualquier norma sobre V , la
cual es independiente de la elección de la norma. Si n ≥ 1, esa topología
natural es la única topología en V que convierte en un homeomorfismo
cualquier isomorfismo entre Kn y V , donde Kn tiene la topología del pro-
ducto.



Observación B.2.1. De manera general, el teorema de Tychonoff concluye
que en todo espacio vectorial de dimensión finita V , existe una y sólo una
topología que hace la suma y el producto por escalares operadores conti-
nuos.

Ahora, sea V un espacio vectorial de dimensión finita, sobre C. Debido
a que Cn = Rn + iRn donde i2 = −1, Cn junto con el producto interior
Euclidiano:

z · w =
n∑

j=1

zjwj

del cual podemos inducir la norma Euclidiana:

∥z∥2 =
√
z · z

para cualesquiera w, z ∈ Cn. Así este espacio es un espacio de Hilbert
complejo y la aplicación:

Rn × Rn −→ Cn tal que (x, y) 7→ x+ iy

es una isometría. Debido a esta isometría entre Cn y Rn × Rn las nociones
topológicas de estos espacios coinciden.
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