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Resumen

El objetivo del presente trabajo de proyecto de grado es estudiar un
resultado importante en la teoria de algebras de Lie de dimension finita,
sobre un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero: Cada par
de subalgebras de Cartan son conjugadas entre si, via algan automorfis-
mo de la algebra. Este resultado es relevante pues garantiza la existencia
de elementos regulares contenidos en las subalgebras de Cartan, los cua-
les hacen mas facil describirlas por completo. Para la demostracion en
el caso de algebras de Lie complejas de dimension finita, se requieren
apenas herramientas del analisis y la topologia como el Teorema de la
Funcion Implicita para el caso real y nociones de componentes conexas
del complemento de las raices de cierto polinomio distinguido (polinomio
de Killing), en el caso complejo. En el caso de algebras de Lie de dimension
finita, cuyo cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado de caracteris-
tica cero, ya que la nociéon de limite, esencial para el calculo diferencial
en este caso esta ausente, pues requiere para su uso pleno la completitud
del cuerpo . Por tanto requeriremos de ciertos resultados algebraicos cu-
ya finalidad es de obtener un resultado analogo al Teorema de la Funcion
Implicita para funciones y aplicaciones polinomiales.



Introduccion

En 1870, Sophus Lie y el joven matematico aleman Felix Klein, cu-
yos primeros articulos trataban sobre geometria, estaban interesados en
grupos continuos y su importancia para la geometria. Mientras Klein se
decanto hacia la interpretacion de la geometria de Lobachevski, Lie orien-
to su estudio sobre las conexion entre transformaciones geomeétricas y
ecuaciones diferenciales, especificamente el problema de integrabilidad
por cuadraturas de ecuaciones diferenciales, es decir la expresion de la
solucién de esas ecuaciones en términos de integrales de funciones co-
nocidas. Sus investigaciones, le llevaron a publicar, entre los anos 1883
y 1884, un articulo llamado «Clasificacion e integracion de ecuaciones
diferenciales ordinarias que admiten un grupo de transformaciones», en
donde establecia la relacion entre una ecuacion diferencial y un grupo
continuo admitido bajo esta ecuacion. Segun Cartan, Lie «sintio» la ne-
cesidad de exponer en un gran compendio didactico, los resultados de
sus primeras investigaciones, principalmente aquellas relacionadas con
la teoria de grupos. En un periodo de 9 anos de trabajo, fue publicado
sucesivamente en tres volumenes, su "Teoria de grupos de transformacio-
nes". Lie considero una gran clase de grupos continuos, cuyos elementos
dependen de un numero finito de parametros reales o complejos, el mismo
denomino a tales grupos con el nombre de "grupos finitos continuos". Ac-
tualmente, estos grupos son denominados «Grupos de Lie». También Lie,
acabaria descubriendo lo que el mismo denominaria "Grupos Infinitesi-
males"; y que si uno es dado, entonces define completamente el grupo de
transformaciones en una vecindad de la transformacion identidad. En la
actualidad, a dichos grupo infinitesimales, se les denomina "Algebras de
Lie", debido a la sugerencia del matematico Hermann Weyl, en su articulo
"La estructura y representaciones de grupos continuos"(1935). Elie Car-
tan habia mostrado en su tesis el ano 1894, que todo elemento regular en
un algebra de Lie, pertenece a una unicamente determinada subalgebra
nilpotente, de dimension /. En su trabajo, daba una pureba rigurosa del
hecho de que el «subgrupo de rango cero» de un grupo de Lie semisimple
es conmutativo y puede ser considerado como un conjunto de elementos
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del grupo que conmutan con un elemento general(elemento regular) del
grupo. Gracias a este hecho, en el presente; este subgrupo es llamado el
Subgrupo de Cartan, y el subalgebra del algebra de Lie correspondiente a
este subgrupo es llamado Subalgebra de Cartan.

En 1941, el matematico francés Claude Chevalley, se hizo conocido al
otorgar un enfoque mas algebraico, a los resultados publicados por su
colega, el matematico aleman Hermann Weyl, sobre conjugacion de subal-
gebras de Cartan, cuando la algebra g es semisimple. El trabajo de Cheva-
lley en este aspecto es sorprendente a primera vista, pues ya que el grupo
adjunto en si mismo, no es necesariamente algebraico, este contiene un
subgrupo algebraico que tiene la sufiente cantidad de elementos, como
para transformar cualquier subalgebra de Cartan, en otra.

Este enfoque algebraico, funciona cuando el algebra de Lie en cuestion,
utiliza como cuerpo de base, a uno que sea algebraicamente cerrado de
caracteristica cero. Chevalley consigue la conjugacion de cualquier par de
subalgebras de Cartan, gracias a resultados de geometria algebraica, apli-
cados a polinomios en varias variables. Una algebra de Lie es un espacio
vectorial g dotado de un producto(denominado corchete), el cual es bili-
neal, antisimétrico y que satisface la identidad de Jacobi. Las algebras de
Lie constituyen la base de lo que se conoce como la teoria de Lie. Dentro
de esta, similarmente a otras estructuras, se estudian las subalgebras de
Lie, ideales, homomorfismos, derivaciones, representaciones, etc.

Ya que, el objeto matematico utilizado son las subalgebras de Cartan; que
en particular son maximales nilpotentes, el presente trabajo se inclinara
mas en aquellos resultados que brinden informacion sobre la cualidad de
nilpotente. Los mas utilizados son los siguientes:

= (Teorema) Dado un espacio vectorial, de dimension finita V, sea h un
subalgebra de g/(V), de modo que todo elemento de h es nilpotente,
entonces existe un elemento v € V, con v # 0, tal que para todo A € b,
Av = 0.

» (Teorema de Engel) Dada una algebra de Lie g de dimension finita,
si la adjunta de todo elemento de g es nilpotente, entonces la algebra
de Lie también es nilpotente.

= (Descomposicion en espacio de pesos) Suponga que el cuerpo de
escalares es algebraicamente cerrado. Sea p una representacion de
g en V, donde V' es de dimension finita y g es nilpotente. Entonces,
existen funcionales lineales A4, ... \,, tal que si

V)\i = {U eV:vX e 973”’ > ]-7(p(X) - /\Z(X>>nv = 0}7



INDICE GENERAL 3

entonces V,, es g - invariante, coni=1,...,s5y

V=V,eV,d DV,

El primero, interviene en muchas de las propiedades y resultados necesa-
rios de las subalgebras de Cartan. Respecto al segundo resultado, ayuda
a conseguir una descomposicion de una algebra de Lie en espacio de pe-
sos; en particular, para la representacion adjunta, el funcional lineal nulo
es siempre un peso de tal representacion.

Un resultado respecto a las derivaciones de una algebra de Lie g que
sera desarrollado en el presente trabajo, dice que al tomar D una de ellas
y su respectiva descomposicion en componentes primarias

g= @g)\iv

entonces [gy,, 05,] C gx,,,. Por tanto, una subalgebra de Cartan es exacta-
mente una subalgebra como gy, que es el autoespacio generalizado aso-
ciado al autovalor nulo de la adjunta de un elemento regular.

Los elementos regulares jugaran un rol muy importante en el desa-
rrollo del presente trabajo, ya que través de estos, se da la existencia de
subalgebras de Cartan, en algebras de Lie de dimension finita .

El resultado reciproco; es decir, dada un subalgebra de Cartan de una
algebra de Lie de dimension finita, entonces esta contiene un elemento
regular, sera uno de los principales focos de atencion del presente traba-
jo. Este sera desarrollado primero de forma particular, para después ver
el caso general.

En el caso particular; es decir, cuando el cuerpo de escalares es R, el
resultado anterior sera desarrollado via herramientas del analisis como
el Teorema de la Funcion Implicita. Esto es posible ya que R es comple-
to. Dado este hecho, el resultado anterior cuando el algebra de Lie es
compleja, se obtendra via realificaciones. Con estas mismas herramien-
tas, ademas de algunas otra relacionadas con los conceptos de conexidad
y clases de equivalencia de automorfismos de g, se obtendra uno de los
principales resultados del presente trabajo:

» (Teorema) En algebras de Lie complejas, las subalgebras de Cartan
son conjugadas entre si.

Ahora, al considerar algebras de Lie sobre cuerpos algebraicamente cerra-
dos de caracteristica cero en general, seran utilizados métodos puramente
algebraicos, considerando aplicaciones polinomiales.
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En realidad, para este tipo de aplicaciones, se mostrara una version «ana-
loga» del Teorema de la Funcion Implicita, que es la siguiente:

» (Teorema) Sea P : V — W una aplicacion polinomial y supongamos
que dx, P es sobreyectiva para algun X, € V. Sea p # 0 € K[V], enton-
ces existe ¢ € K[IW] tal que para todo Y € W tal que ¢(Y) # 0, existe
X eV,conpX)#0ytalque P(X)=Y.

Finalmente se definira lo que es la exponencial de una aplicacion, donde el
contexto es netamente algebraico. Este tipo de aplicaciones seran enton-
ces los automorfismos que buscamos para obtener otro de los resultados
principales del presente trabajo:

» (Teorema) En una algebra de Lie de dimension finita sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero, las subalgebras de
Cartan son dos a dos conjugadas entre si.



Capitulo 1

Definiciones y Preliminares

Definicion 1.1. Sea K un cuerpo. Una dlgebra de Lie g, es un K - espacio
vectorial dotado de un producto (usualmente llamada corchete o comumuta-
dor):

[Jgxg—g
(X,)Y) — [X,Y],

que satisface las siguientes propiedades:

1. (Antisimetria) [X, X] =0

2. (Identidad de Jacobi) (X, [Y,Z]| + [Z,[X,Y]| + [V, [Z, X]] = 0,
para todo X,Y,Z € g.

Observacion 1.0.1. 1. De (2), tenemos que para todo X,Y € g
(X +Y,X +Y]=0; es decir:

XX+ XY+ Y X+ [V, Y] =0,
y por (1), [X,X] =[Y,Y] = 0, entonces

X, Y]+ [V, X] =0 & [X,Y] = —[Y, X].

2. De (1), haciendo X =Y tenemos que:
2[X, X] =0.

Si K no es de caracteristica dos, entonces [X, X]| = 0; es decir, tenemos
la equivalencia.

3. La identidad de Jacobi puede ser reescrita de las siguientes formas,
via (2) y la bilinealidad del corchete:

5
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(@ [X.[Y,Z]] = [[X,Y], Z] + [\, [Z, X]].
() [[X.Y], 2] = [[X,Y], Z] + [V, [Z,X])
4. Para cualquier X € g:

[0, X] = [0.X]+0=[0+0,X] = [0.X]+ [0, X].

Luego [0, X| = 0. De manera andloga [X,0] = 0 y por tanto [X,0] = 0 =
[0, X].

5. Dos elementos X,Y € g cualesquiera, tal que [ X,Y] # 0, son linealmen-
te independientes sobre K. En efecto, sean a,b € K de modo que:

aX +bY =0. (%)
Por 4:
0=1[0,X]=[aX +bY, X] =alX, X]|+b]Y, X]| = -b]X,Y],
de modo que b = 0. Del mismo modo:
0=1[0,Y]=[aX +bY,Y] =a[X,Y]+b]Y,Y] =a[X,Y],
de mod que a = 0. Asi, X,Y son linealmente independientes.

Definicion 1.2. Una dlgebra A, es un espacio vectorial sobre un cuerpo K
dotado de operacion binaria m(-,-) : A x A — A que es bilineal, es decir:

m(au + bv,w) = am(u, w) + bm(v, w),

m(w, au + bv) = am(w, u) + bm(w, v)

para todo a,b € K y u,v,w € A. La aplicacion m(-,-) es llamada operacion
algebraica. La dlgebra A se denomina asociativa, si

m(u, m(v,w)) = m(m(w,v),w).

Observacion 1.0.2. A partir de este punto, se denotara m(u,v) = u-v 0
simplemente uv. Dado esto, las ecuaciones anteriores se pueden reescribir
asi:

(au~+bv) - w=a(u-w)+blv-w)
w - (au + bv) = a(w - u) + b(w - v),

y si A es asociativa:

u-(v-w)=(u-v)- w.
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Ejemplo 1.0.1 (Algebras Asociativas). 1. Sea V un espacio vectorial so-
bre K. Denotamos por gl(V') al conjunto de operadores lineales de V.
Entonces gl(V), junto con la composiciéon de funciones se convierte en
una dlgebra asociativa.

2. Del ejemplo anterior; siV es de dimension finita, entonces podemos to-
mar una base de V', para obtener gl(n,K), esto es la dlgebra asociativa
de las matrices de n x n, con entradas en K.

Proposicion 1.1. Sea (A,-) una dlgebra asociativa y |-,-|] otra operacién
algebraica en A, tal que para u,v € A:

[u,v] =u-v—v-u,

denominado el conmutador de u y v en A. Entonces (A, |-,-]) es una dlgebra
de Lie.

Demostracion. 1. (Antisimetria)

[u,ul =u-u—u-u

= 0.
2. (Identidad de Jacobi)

[u, [v, w]] + [w, [u, v]] + [v, [w, u]] =
[, v w—w o]+ [wu v — v+ o, wu— e w] =

u-(vow—w-v)—(v-w—w-v)-u
tw-(u-v—v-u)—(u-v—v-u) w
tv-(w-u—u-w)—(w-u—u-w) v=
u-(vew)—u-(w-v)—(v-w) - u+(w-v) u
tw-(u-v)—w-(v-u)—(u-v)-w+ (v-u) w
+o-(w-u)—v-(u-w)—(w-u)- v+ (u-w) v=
w-(v-w)—u-(w-v)—(v-w) - ut+(w-v)-u
tw-(u-v)—(w-v) u—u-(v-w)+ (v-u) w
+v-w) u—(v-u) w—w-(u-v)+u-(w-v)=0,
pues (A, -) es asociativa.
Por tanto, (4, -, [,]) define una estructura de algebra de Lie.

O

Ejemplo 1.0.2. Por la proposicion anterior, gl(V') define una dlgebra de Lie,
junto con la composicion de funciones, y lo mismo para gl(n,K) junto con la
multiplicacion de matrices, siV es de dimension finita.
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Ejemplo 1.0.3. Sean K = R y el espacio vectorial R*, sobre K. El producto
vectorial es una funcioén bilineal x : R* x R® — R3, tal que para cuales-

qU,iera.T = (xh X2, $3>’ Yy = (yla y27y3):
T Xy = (T2ys — T3Y2, —(T1Y3 — T3Y1), T1Y2 — T2Y1).

Entonces (R?, x) es una dlgebra de Lie.
En efecto, si ademds z = (21, 22, 23), entonces

[r 4y, 2l =(z+y)xz

= ((z2 +y2)23 — (23 +y3)22, (T3 + y3)21 — (21 + Y1) 23, (T1 + Y1) 22 — (2 +Y2)21)
multiplicando y asociando:

= (Tays — T3Y2, —(T1Y3 — T3Y1), T1Y2 — Tay1)

+ (y223 — Y322, — (Y123 — Y321), Y122 — Yo21)

=(xx2)+(yx=2)

= [z,9]+ [y, 2.

Andlogo para [z, y+ z| y la propiedad |az,y| = a[z,y] = [z, ay]. La antisimetria
es un hecho muy conocido del producto vectorial. Ahora, para la Identidad
de Jacobi, sera necesaria la siguiente propiedad.:

rX(yxz)=(v-2)y—(z vz, (%)

donde ” -7 es el producto escalar usual de R*. Por tanto, para los demds
sumandos de la identidad de Jacobi:

ix(@xy)=(z-yr—(2-2)y Yy yx@Exz)=y 2)z-(y 27,

al sumarlos todos obtenemos que x X (y X z) + z x (r X y) +y X (z x ) = 0.
Asi, (R?, x), es una dlgebra de Lie.

Proposicién 1.2 (Complexificacion de una Algebra de Lie). Sea g una dl-
gebra de Lie real de dimension finita y gc su complexificacion. Entonces
el corchete sobre g se extiende a gc, que hace de gc una dlgebra de Lie
compleja, denominada complexificacion de la dlgebra de Lie g.

Demostracion. Sean X, +iX,,Y;+1Y; € gc. La multiplicacion por escalares
complejo esta dada por:

iW( X1 +1iXs) = =Xy +1X;.
Extendemos el corchete en g¢ siendo:
[Xl + Z.X27}/1 + Z}/Q] = ([Xh}/l] - [X27}/2]) + Z([X17Y2] + [XQaYi])7

el cual satisface las tres condiciones de la definicion de algebras de Lie,
en efecto:



1. (Bilinealidad) Sea o = (a + ib) € C, entonces:

[a(Xy +iX5),Y) +iYs] = [(a +ib)( Xy +iXy), Yy + Y5

= [a(X| +iX5) +ib(X) +iX3), Y] +iY5)

= [aX1 + a(iX2) + (1 X1) — bXo, Y] + iY)]

= [aX] — bXs +i(aXs +0X3), Y] +1iY3)

= [aX; — bX2, V1] — [aXs + bX1, Ya] +i([aX) — bXo, Y] + [aXy + 0 X3, V1))
= a[X1, V1] = b[Xo, V1] — a[Xa, Vo] — B[ X1, Y5

+ia[ Xy, Ya] — bi[ Xy, Ya] + ta[ Xy, V1] 4 ib[X4, Y1)

= (a +1b)([X1, V1] — [Xa, Ya]) 4+ i([ X7, Vo] + [ X2, V1)

= o[ X + Xy, Y] + Y5

Analogo podemos concluir que:
La suma por la izquierda, con Z; +iZ; € g¢ :

[(X) +iXo) + (Y1 +1iYs), Z1 +i2) = (X1 + Y1) + i(Xo + Y2), Z) + i 2,
=X+ Y1, Z1] — [Xo + Y5, 25
+i([Xy + Y1, Zo] + [ X + Y2, Z1])
= [X1 4+ iXo, Z1 + 2] + [Y1 + iYs, Z1 +i75).

Analogo concluimos también que:

(X1 + X, (Y1 +1Ya) + (71 +i2,)].

2. (Antisimetria)

(X1 +1X5, Y1 +1iY5] = [ X3, V1] — [Xo, Vo] + ([ Xy, Ya] + [ Xy, V1))
= [Y2, Xo] — [Y1, Xu] — i([Y2, Xu] + [Y1, X3])
—([Y1, Xu] = [Ya, Xo +4([Y1, Xo] + [Y2, Xi]))
— Y1 +iYs, Xy + i Xy

3. (Identidad de Jacobi)

(X1 + 11X, (V1 + Y5, Zy 4+ i2s]] = [Xq, V1, Z1]] — [ X4, [Ya, Z5]] — [Xo, (Y1, Z5)] — [Xo, [Ya, Z4]]
Z[le [YL ZQ]] + i[le [3/2’ Zl]] + i[X% [Yi7 Zl]] ?)Z[X% [Y’% ZQH
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También:

(20 + 12, [ X1 +iXo, Y1 + V5] = [Z2, [Xo, V1] = [Z1, [Xa, Ya| = [Z2, [X4, V2| — [Z2, [Xa, Y1)
+i[Z17 [Xh 1/2]] + i[Zlv [X27Y’1H + i[227 [Xla Yi“(— ;[227 [XQv Yé]]

Por otra parte:

(Y1 +iYs, [Z1 +iZy, Xo + 1 Xo]] = [V1, [Z1, Xu]] = [Y1, [Z2, Xo| = [Ya, [Z1, Xo] — [Ya, [Z2, Xi]]

+i[}/1> [Zl, XQ]] + i[}/1> [Z27 Xl“ + i[Y% [Zla X(l]] - )Z[Y% [227X2H'

Sumando (1),(2) y (3), tenemos que:
(Xa+i Xy, Yi+iYs, Z1+i 25|+ Z1+i 2y, [Xa+i X, Yi+iYa ||+ [Y1+iYs, [Z1+iZy, X1 +iX5]] = 0
Luego de (x), (xx), (x * x) tenemos la identidad de Jacobi en gc.

Asi, de 1,2y 3, gc es una algebra de Lie compleja. [

1.1. Subalgebras

Definicién 1.3. Sea g una dlgebra de Lie. Un subespacio ) C g, es una
subadlgebra, si [X,Y]| € b, para todo X,Y € . Sih es una subdlgebra de g,
denotamos tal hecho siendo h < g.

Definicion 1.4. Si X, Y son subconjuntos de una dlgebra de Lie g, entonces
[X,Y] = Span{[X1,Y1] : X1 € X,Y) € Y}, denotara al subespacio generado
por los corchetes de elementos de X e Y. Es claro que ) < g si y solo si

[b,b] Cb.
Cuando X =Y =g, [g, g] se denomina la subalgebra derivada de g, denota-
da poryg'.

Proposicion 1.3. Sean b, b, ho, n, p subespacios de g, entonces

1. [h1 + b2, b] C [b1,b] + [b2, b].
2. [n,p] = [p,n].

3. b, [npl] < [ [, BI] 4 [p, b, n]]

Demostracion. 1. Sean X;+ X, € h;+h,y H € b, entonces [X;+ X, H| €
[hl + h27 h] y
[Xl + XQ,H] - [Xl,H} + [XQ,H]
Por lo tanto, [X; + Xy, H] € [b1, b] + [be, b]; es decir, [h; + bs, ] C [b1, b] +
[h?ab]'
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2. Sea N e ny P € p, entonces
N, P| € [n.p] & [N, P = =[P, N]
& [N, P] = [P,N'] (por la antisimetria)
< [N, P] € [p,n]. (donde N’ = —N)

3. De la observacion [1.0.1] tenemos que:

[H, [N, P]| = [[H,N], P] + [N, [P, H]].
Asi, [H, [N, P]] € [[h,n], p]+ [n[p, b]]. Del item anterior, [[h, n], p| = [p, [h, n].
Por tanto [H [N, P]] € [n[p,b]] + [p,[b,n]]; es decir [b, [n,p]] C [n,[p,b]] +
[p. [, n]]. -

Ejemplo 1.1.1 (Algebras Abelianas). Cualquier espacio vectorial V dotado
de un corchete de Lie, definido por [X,Y] = 0, para todo X,Y € V, define
una estructura de dalgebra de Lie conocida como dlgebra de Lie abeliana.

1. Cualquier dlgebra de Lie, de dimension uno es abeliana, por la antisi-
metria del corchete.

2. Sibh es un subespacio de una dalgebra de Lie g de dimension uno, en-
tonces h es una subadlgebra abeliana de g. En si, todo subespacio de
una subdlgebra abeliana, es una subdlgebra.

Ejemplo 1.1.2 (Subalgebras de gi/(n,K)). 1. El espacio de las matrices
diagonales es una subdlgebra abeliana de gl(n,K). En efecto, sean
A = diag{ay,...,a,} y B = diag{by,...,b,} dos matrices diagonales, en-
tonces:
[A,B] = AB — BA
= diag{aiby,...,a,b,} — diag{bray, ..., bya,}
= 0.

2. Seaso(n,K) ={X € gl(n,K) : X+X" = 0; es decir, el espacio de matrices
antisimétricas, entonces, so(n,K) es una subdlgebra de gl(n, K).
En efecto, dados X,Y € so(n,K),

(X, Y] = (XY — Y X)!

= (XY)' = (v X)'

=Y'X" — (XY (propiedad de la transpuesta)
= (=D)Y(=1)X - (-)X(-1)Y))

=YX -XY

= (XY - YX)

“[X,Y].



12 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRELIMINARES

Por tanto, so(n,K) es una subdlgebra de gl(n,K).

3. Seasl(n,K) = {X € gl(n,K) : tr(X) = 0}, el subespacio de matrices de
traza cero.
Para XY € sl(n,K),

tr([X,Y]) = tr(XY — Y X)
=tr(XY) —tr(YX)
como tr(XY) =tr(Y X),
tr([X,Y]) =0.
Por tanto, sl(n,K) es un subdlgebra de gl(n, K).
4. El subespacio de matrices triangulares superiores; es decir,

aq *

{X egl(n,K): X = },

es una subdlgebra de Lie.

Ejemplo 1.1.3. Es posible caracterizar todas las dlgebras de Lie de di-
mension dos. En efecto, para una algebra de Lie g, consideremos una base
{X")Y'}. Sean W, Z € g, entonces:
W=dX +bY' y Z=7IJX"+dY’
por tanto,
W, Z] = [d'X"+ VY, X"+ dY']
=dd[X"Y'] - VX" Y]
= (d'd - JV)[X",Y'].
Si [X'.Y'] = 0, entonces g es abeliana.
Por otra parte si [X'.Y'| #0, seaY = [X',Y']. Luego, para X ¢ Span{Y}, el
conjunto {X, Y} constituye una base de g. Ahora:
X' =aX +0Y y Y'=cX +4dY.
Por tanto
(X" Y] = [aX +bY,cX + dY]
= (ad — cb)[X,Y].
Ya que el corchete es bilineal, para ad — cb # 0 podemos poner X = (ad —

be) ' X ;es decir, si g no es abeliana, existe una base {X,Y} de g, tal que
[X,Y] =Y.
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1.2. Generalidades Algebraicas

1.2.1. Homomorfismos

Definicién 1.5. Sean g, g2, dos dlgebras de Lie, sobre K y ¢ : g — go una
transformacion lineal.

1. ¢ es un homomorfismo, si ¢([X,Y]) = [¢(X), o(Y)].
2. ¢ es un isomorfismo, si es un homomorfismo inversible.
3. ¢ es un automorfismo, si ¢ es un isomorfismo y g, = gs.

Si existe un isomorfismo entre g, y g,, entonces decimos que g, y g, son
isomorfos, denotado por g; = g..

Ejemplo 1.2.1. Sea g = so(3,R). Consideremos una base o = {M;, M, M3}

de g, donde
00 O 00 1 0 10
My={0 0 -1/, My=1{0 0 0], Ms=|-1 0 0],
01 0 100 0 00

entonces tenemos las siguientes igualdades: [My, My] = Mz, [My, Ms] = M,
[Ms, M| = M,. Sean XY € g, luego

(X, Y] = (zays — w3y2) M1 + (—(21y3 — 23y1)) Mo + (21y2 — 22y1) Ms.
Sea la correspondencia siguiente:

¢: (R K)—g
(1, T2, x3) — O(T1, T2, T3) = 1 My + x9 My + 23 M.

Entonces ¢ es un isomorfismo entre las dlgebras de Lie (R* R) del ejemplo
yso(3,R).

Ejemplo 1.2.2. Sea P < gl(n,K) una matriz invertible. Entonces, la conju-
gacion por P:

¢ :gl(n,K) — gl(n,K)
A ¢(A) = PAP,

define un automorfismo de gi(n,K). En efecto,
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1. (Linealidad) Para A, B € gl(n,K) y a,b € K, tenemos que

¢(aA+bB) = P(aA +bB)P!
= (aPA+bPB)P!
=aPAP™' +bPBP™!
= ag(A) + bo(B).

2. (Preservacion del corchete)

6([A, B]) = P([A, B)P™
= P(AB — BA)P™!
= PABP™' — PBAP™!
= PA(P'P)BP™' — PB(P'P)AP™!
= (PAPYY(PBP™') — (PBP Y (PAP™)
= [PAP7', PBPY]
= [¢(A), ¢(B)]

3. (Inyectiva) Basta verificar, que ker ¢ = 0. Si A € ker ¢, entonces

$(A) = PAP™!
=0

entonces,

PA(P'P) = 0P

PA=0
(P'P)A= P10
A=0.

Por tanto, ker ¢ es inyectiva.

4. (Sobreyectiva) Sea B = P~'AP, entonces

$(B) = PBP™!
= P(P'AP)P!
= A

Por tanto, A € im¢, y por tanto ¢ es sobreyectiva.

En resumen, por (1), (2),(3),(4), ¢ es un automorfismo de gl(n, K).
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Ejemplo 1.2.3. La aplicacion traza
tr:gl(V) — K,

vista en el ejemplo[1.1.2, es un ejemplo de homomorfismo de dlgebras de
Lie, pues al ser tr(XY — Y X) = 0 para cualesquiera X,Y € V, esto implica
que tr(X,Y] = 0 = [trX,trY], pues K visto como una dlgebra de Lie, es
unidimensional y por tanto abeliana.

1.2.2. Construcciones con Ideales y Cocientes

Definicion 1.6. Sea l) un subespacio de una dlgebra de Lie g, entonces |
esunideal, si[X,Y] €h, paratodo X e gyY €.

Observacion 1.2.1. Por la antisimetria del corchete, los ideales por la de-
recha, coinciden con los ideales por la izquierda.
La definicion anterior, también puede replantearse como sigue:

h es ideal de g si y solo si [g,h] C b.

Ejemplo 1.2.4. Todo ideal es una subdlgebra, pero no toda subdlgebra es

un ideal. En efecto, sea h = Span{ ((1) _01>} <sl(2,R). Luego, para la matriz

( 0 1) € sl(2,R), su respectivo conmutador:

D6y
()

Proposicion 1.4. Sean b, y b, subespacios de g:

no es un elemento de .

1. b1 + bs y by N hy son ideales, cuando b, y by, también lo son.

2. Sib; es una subdlgebra y b, es un ideal, entonces b, + hy y h; N hy son
subadlgebras.

Demostracion. Sean X, X, en h; y by, respectivamente y X € g, entonces

1.

[X,X1+X2]:[X,X1]+[X,X2]. [*)
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Como by, b, son ideales de g, entonces en (x), [X, X;]| € h; y [X, X3 € ha.
Por lo tanto [ X, X; + X,] € h; +bs, para todo X € gy por ende, h; +h, es
un ideal de g. Por otra parte, para Y € h; Nh,, tenemos que [X,Y] € b,
y [X,Y] € by 0 [X,Y] € h; N b, entonces, h; Nh, también es un ideal de

g.

2. Ahora, cuando h; es un subalgebra, sean X; + X5, Y; + Yo € by + ho,
entonces

(X1 + X0, Y1 +Y5] = [X1, Y1 + Yo + [ X0, Yy + Y5
= [ X1, V1] + [X1, Yo + [Xo, V1] + [ X5, V3.

Entonces, [X,Yi] € b; por ser h; subalgebra, y [Xi,Ys] + [Xo, V1] +
[X3,Ys] € hy, por ser este ideal de g. Asi, h; + hs €s un subalgebra de g.
Finalmente, la interseccion de subalgebras, es también una subal-
gebra y como todo ideal es una subalgebra, entonces tenemos que
b1 N by es una subalgebra de g cuando h; es una subalgebra.

]

Proposicion 1.5. Sea ¢ : g — g2 un homomorfismo de dlgebras de Lie,
entonces

1. ker ¢ es un ideal de g .
2. im ¢ es un subalgebra de gs.

Demostracion. 1. Sea X € gy, luego para todo Y € ker ¢,
o([X1,Y]) = [¢(X1), 6(Y)] = [6(X1),0] = 0.
Por lo tanto, [X;,Y] € ker ¢; es decir, ker ¢ es un ideal de g;.
2. Para Y, Z € im ¢, existen Y', 7' € gy, tal que
oY) =Y. ¢(Z") = Z,

respectivamente.
Ahora,

Y, Z] = [¢(Y"), (Z")]
= o([Y", Z));

es decir, [Y, Z] € im ¢.
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Definiciéon 1.7. Sea h un ideal de g, entonces considerando el espacio
vectorial cociente g/, se puede dotar a g/h, una estructura de dlgebra de

Lie como sigue: o
[X7Y] = [X7 Y]’

donde X denota la clase de equivalencia X +bh = {X + H: H € b}.

Proposicion 1.6. El espacio vectorial g/h es una dlgebra de Lie, sobre K.
Demostracion. 1. Sean X = X'yY =Y/, entonces X - X' chyY -Y' ¢
Zhora, como h es un ideal:
(X - X"Y'=[X,Y]-[X"Yl€eb.
De la misma forma:
(XY —-Y'|=[X,Y]-[X,Y'] €b,
Entonces

(XY - [ X, YV]+ [X,)Y] - [XY]=[X,Y] - [X" Y] €b.

Esto es equivalente decir que [X,Y]| = [X’, Y”]. Por lo tanto, el corchete
de Lie, para g/h esta bien definido.

2. (Bilinealidad)

Analogamente:

Seaa € K,
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para cualesquiera X,Y < g/b.

3. (Antisimetria)

[77 Y=[X,Y]=-[Y X]=-[V,X]=-[Y, X].

4. (Identidad de Jacobi) Sean X,Y,Z € g. Al ser g una algebra de Lie,
entonces
(X [V, Z]| + [, [ X, Y]]+ [Y,[Z, X]] = 0.

Por la buena definicion del corchete en g/bh:

>

V2N + 12 XY+ IV (2, X] = (XY 2 + (2, (X Y+ Y [Z, X]

Por lo tanto, de 1,2,3 y 4, g/bh es una algebra de Lie con el corchete
definido en 1.7 O

Proposicién 1.7. Sear : g — g/h, donde para X ¢ g, 7(X) = X. Entonces,
7 es un homomorfismo sobreyectivo.

Demostracion. Sean X,Y € gy a € K,

1. (Linealidad)

m(aX) =aX
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2. (Homomorfismo)

Aﬁlx
v_|_

[ (V)]

3. (Sobreyectividad) Si tomamos X € g/b, entonces para X € g — b,
tenemos que X = 7(X). Ahora, si X € ) entonces X = 0.

Por tanto de (1), (2), (3), 7 es un homomorfismo sobreyectivo. O
Teorema 1.1. = Sea ¢ : g1 — g2, un homomorfismo de dlgebras de Lie,
entonces

g1/ker ¢ = im ¢.
= Sih yb' sonideales de g, entonces
b+b'/b"=b/(hNY).

Demostracion. = La correspondencia « de g;/ker ¢ a im ¢; tal que
a(X1) = ¢(X;1) es un isomorfismo, en efecto:

1. (Buena Definicién) Sean Y, Z E g1 g1/kerptalqueY = Z. Sea Y, Z €
g1 representantes de clase de Y, Z respectivamente, entonces Y —
Z € ker ¢, luego

Por lo tanto ¢(Y) = a(Y) = a(Z) = ¢(Z).
2. (Linealidad)

Ademas, para a € K,
a(aY) = alaY) = ¢(aY) = ap(Y) = aa(Y).

3. (Homomorfismo)
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4. (Inyectividad) Si ( Y)=
oY) —9(2) = 9(Y - 2)
tanto Y = 7.

5. (Sobreyectividad) Sea_ Y € im ¢, entonces existe Z € g;, tal que
o(Z) =Y, esdecir a(Z) =Y, (im ¢ = a(g,/ker ¢)).

a( 7), entonces
= (0. Esto implica que Y — Z € ker ¢ y por

Asi, de 1),2,3,4,5, a es un isomorfismo de algebras de Lie.

El segundo item es consecuencia inmediata de lo mostrado reciente-
mente. En efecto, la correspondencia que permite el isomorfismo es
el siguiente:

¢ b1+ by —> bo/(b1 + b2)
(X1 + Xo) — o(X1 + Xo) = X,

cuyo codominio es una algebra de Lie pues b; + h; es un ideal de g,
por la proposicion (1.4,

1. ¢ esta bien definida, pues para cualesquiera X; + X,
Y1 +Y5 € hy + by de modo que X; + Xy =Y; +Ys; es decir, X; -V =
Y; — X,. Esto ultimo implica que X; — Y; € by, en consecuencia
Xi —Y) € b1 Nhy. Ahora por la proyeccion canodnica, tenemos que
X1 YVl—O—YQ XQ ASIE/Q X2 Yé X2—O
Por tanto Y, = X, o equivalentemente ¢(X; + X,) = ¢(Y; + Y3).

2. (Linealidad) Para cualesquiera a,b € K
d(a(Xy + X3) + (Y1 + Y3)) = ¢(aXy + bY] + aXs + bYs)

= CLXQ + b}/g
= ap(X1 + Xo) +bo(Y1 +Y2).

3. (Preservacion del Corchete)
O([X1 + Xo, Y1 + Ya]) = o([ X1, Yi] + [X1, Vo] + [Xa, V1] + [Xo, Y2)),
como [X1,Y1] € by [ X1, Ys], [Xo, V1] € b1 N bo,
O([X1 + X, Y1+ Y5]) = [X,, Y]
= [X5, Y]
= [0(X1 + X3), 0(Y1 + Y2)].
Por lo tanto de (1), (2) y (3), ¢ es un homomorfismo. Entonces del

item anterior, tenemos que h; + ho/ker(¢) = im(¢), lo cual indica que
hace falta verificar que ker(¢) = b1 y im(¢) = ha/b1 N ha.
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* (ker(¢) = b1) En efecto,

X1+ X €ker(¢) & (X1 + X3) =0
& P(Xy) =0
< Xo € b Ny (h1 y b son ideales de g)
< X1+ X € by

* (im(¢) = ha/h1 N ho) Para cualquier 7, € hy/h N by, existe Z;h;, tal
que ¢(Z, + Zy) = Z,. Por tanto im(¢) D by /b1 N bho.
En conclusion, h; + ha/bh1 = ha/bh1 N bs.

Ejemplo 1.2.5. Sean

g={Xeg3K):X=[0

(@)
*
—

0 0 =
h={Xegl3,K): X=[0 0 0]}
000

Notemos que h es un ideal de g, ya que si X € h yY € g son cualquiera,
entonces [X,Y] = 0. Entonces el espacio cociente g/ es una dlgebra abe-
liana, pues dados cualesquiera X,Y € g, tenemos que [X,Y] € h. Por tanto
[X,Y] = [X,Y] =0. La dlgebra g es conocida como dlgebra de Heisenberg.

1.2.3. Extension del cuerpo de escalares

Definicién 1.8. Sea g una dlgebra de Lie sobre un cuerpo K y K una ex-
tension de K. Sea también g el espacio vectorial sobre K. Los elementos de
gz sonde la forma X = Z a;X; cona; €K, X; € g.

Para X = ZaiXi’ Y = Z b;Y; € g, se define:

(X, V] =) aib[X;,Yj).
Proposicion 1.8. El corchete de la definicién[1.8§ asociado a gg, define una
estructura de dlgebra de Lie

Demostracion. Ya que la bilinealidad, antisimetria y la identidad de Ja-
cobi, son propiedades de g, se concluye que gx es también una algebra de
Lie. [l
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1.3. Representaciones

Definicion 1.9. Sea V' un espacio vectorial, gl(V') la dlgebra de transfor-
maciones lineales de V y g una algebra de Lie, sobre el mismo cuerpo de
escalares de V. Una representacion de g en V' es un homomorfismo

pg— gl(V).
Ejemplo 1.3.1. Sea g una subdlgebra de gl(V'), entonces
I:g—gl(V)
X I(X) =X,
es una representacion de g en 'V, denominada representacion canonica.
Ejemplo 1.3.2. Sea g = sl(2,K) y sea la aplicacion p:
20 —2b 0

(a _b ) L 1— 0 b ,
©~a 0 2¢ —2a
la cual es una representacion de g. Para ver esto, sean A = (CCL _ba) yB=

C
verificar la preservacion del corchete:

aa + b ab — ba) (—a’a —be —db+ b’a>)

ca' —ac cb + ad —ca+dc —db—da

_ b — Ve —2a’'b + 2ab’ )
PN\ oud +2d¢  ad —da
2bc — 2b'c  4a'b — 4ab’ 0
= [ 2ac + 2d'c 0 —2a’b+ 2ab’ | . (1)
0 4ad'c — 4ac 2b'c — 2bd
Por otra parte,

[p(A), p(B)] = p(A)p(B) — p(B)p(A)

daa’ + 2bc —4ab’ —2b0'
—2d'c 20 c + 2bc’ —2a’b
—2¢c —4ad 20 ¢ + 4ad’

(4aa — 2bc 4al/ 200

/ /
(a, _a,) en g. La linealidad de p es evidente. Se procede a continuacion a

o1, Bl) = p(aB - 54) = o

2ac —2b'c — 2bc 2ab
2¢c 4d' e —2¢'b — 4ad’

2bc 20'c  4ad'b — 4al/ 0

2ac — 2d'c 0 2ab’ — 2a'b | . 2)
0 4a'c — 4ac 2cb — 27D
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Porlotantode 1y 2, p(|A, B]) = [p(A), p(B)] es decir, p es una representacion.

1.3.1. Representacion Adjunta

Proposicion 1.9. Sea X € g. Considere la siguiente transformacion lineal:

ad(X):g — g
Y o ad(X)Y = [X,Y].

Entonces, la aplicacion

ad :g — gl(g)
X — ad(X),

define una representaciéon de g en g.

Demostracion. Sean X,Y, 7 € g. Luego, para cualesquiera a,b € K:

1. (Lineal) ad(aX + bY)Z = [aX +bY, Z] = (a(ad(X)) + b(ad(Y))Z, por la
linealidad del corchete.

2. (Homomorfismo) De la Identidad de Jacobi,

[ad(X),ad(Y)|Z = (ad(X)ad(Y') — ad(Y)ad(X))Z
— ad(

=ad(X)(ad(Y)Z) — ad(Y)(ad(X)Z) (antisimetria)
= [X, [V, Z]| + [[X, 2], Y]
=[[X,Y], Z] (Identidad de Jacobi)
=ad([X,Y])Z

Por tanto, ad es una representacion de g en g. 0

Definicion 1.10. El ntcleo (o kernel) de la representaciéon adjunta, como
en(1.9, denotado por ;(g), es tal que:

3(0) = {X €g:ad(X)(Y) = [X,Y] =0,VY € g}.

Se denomina a 3(g) centro de g.
De manera mds general, para A C g, se define el centralizador de A como
sigue:

3(A)={Y eg:VX € A [X,Y] =0}

Proposicion 1.10. 1. Para una representacion adjunta de g, 3(g) es un
ideal.
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2. Para cualquier A C g, 3(A) es una subdlgebra de g. Ademads

3(4) = () s({x}).

XeA

Demostracion. 1. Ya que ad : ¢ — gl(g) es un homomorfismo, en-

tonces por la proposicion 1.5, ker(ad) es un ideal de g. Ademas, la
definicion de 3(g) es equivalente a lo siguiente:

{Xeg:ad(X)(Y)=0,VY € g} = ker(ad).
Por tanto, 3(g) es un ideal de g.

2. Sea ﬂ 3({X}) = B, luego:
XeA

YeB<=VXecA:Ye;({X})
= VX eA: [X,)Y]=0
Y €;3(A).

Asi, (1) 3({X}) = 5(A).
€A -

Ejemplo 1.3.3. Sean g una dlgebra bidimensional no abelianay f = {X,Y'}
una base de g tal que [ X,Y] =Y. Luego

i) = (g 1) i = (2 9):

Luego, si Z = aX + bY, entonces

0 0
(ad(Z))p = (ad(aX +bY))s = a(ad(X))s + b(ad(Y))s = (—b a) :
Notemos ademds que, el niicleo de esta representacion es nulo, pues ad(Z) =
0 implica que Z = 0. Esto equivale a concluir que el centro de g es trivial.

Ejemplo 1.3.4. Afirmamos que 3l(g) = b, donde g = gl(n,K) y h = Span{l}.
En efecto, si suponemos que una matriz A € 3(g), donde para alguna en-
trada a;; de A coni # j (es decir, a;; no esta en la diagonal principal de A),
tenemos que a;; # 0, entonces existe B ¢ g tal que

AB=(C = (Cij) y BA = C/ = (C;j>
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yC #dC'.
Ya que, por definicion de producto de matrices:

3

/
Ci1 = birag1,
k=1

Sea B tal que bj; = 1 y by = 0 para todo k # j. Observemos también que
la i - ésima fila de B tiene solo su primer elemento b;; = 0. Asumiendo, sin
pérdida de generalidad que i < j:

Por un lado, tenemos que c¢;; = Zaikbkl = a;; # 0 por hipdtesis y; por otro

k=1
n

lado, tenemos que ¢, = Z birar1 = bjgasy + - - - + bjna,1. Por lo tanto, podemos
k=1

elegir b}, s adecuados de tal modo que ¢}, # ¢y = a;;. Asi, acabamos de

encontrar B € g, tal que AB # BA, lo que contradice la eleccion de A. Por

tanto a;; = 0, para todo i # j o equivalentemente A € |.

1.3.2. Construcciones con Representaciones
Representaciones Equivalentes

Definicion 1.11. Sean p; y p» dos representaciones de una misma dlgebra
de Lie g en los espacios Vi y V, respectivamente; las tres sobre el mismo
cuerpo de escalares K. Se dice que p; Yy p, son equivalentes si existe un
isomorfismo lineal P : V; — Vs, tal que

p2(X)o P =Pop(X).
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Proposicion 1.11. Sean p; una representacién de g en V; y P un isomor-
fismo lineal de V; en V;. Entonces existe una representacion p, en V, que es
isomorfa a p;.

Demostracion. Definimos p, de la siguiente manera. Para cualquier X €
g:
po(X) = Popi(X)o PV,

Entonces, p; es una representacion de g en V5. En efecto, la linealidad vie-
ne dada por la composicion de homomorfismos. Dado esto, para cualquier
Y, Z gy € Vs

(p2Y, Z])v2 = (P o p[Y, Z] o P~ "),

= Ppi[Y, Z|P " v,

= P([p1(Y), p1(2)]P " v2)

= P(p(Y)p1(Z)P vg — pr(Y)p1(Z2) P~ o)

=(Popi(Y)opi(Z)oP'—Popi(Z)op(Y)oPu
=((Pop(Y)oP ) o (Popi(Z)oP)
—(Popi(Z)oP™h)o(Pop(Y)o P ))u
= (p2(Y) © p2(Z) — pa(Z) © p2(Y') )02
= [p2(Y), p2(2)]02.

Por tanto, p,([Y, Z]) = [p2(Y), p2(Z)] y en consecuencia define una represen-

tacion en V;. Ademas, por como esta definido, se tiene que py(X) o P =
P o pi(X); es decir, p; y p2 son equivalentes. O

Representaciones Duales

Definicion 1.12. Sea p una representacion de g en V, se define la aplica-
cionp*: g — gl(V"), tal que

P (X)(A) = =X o p(X),
donde X e gy e V™.

Proposicién 1.12. La aplicacion definida en[I.12], es una representacion
degengl(V").

Demostracion. Sean X,Y € g, A, e V', v,w e Vyack:

1. Si A\ = )9, entonces

(A1 = A2)(p(X)v) =0
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de donde,

A (p(X)v) = Aa(p(X)v)
—A 0 p(X)v = =Xy 0 p(X)v
(

P (X) (M) = p"(X)(A2).

Por tanto p* esta bien definida.
2. Linealidad:

PrX+Y)N)=—-Nop(X+Y)
= (=M op(X))+ (=Aop(Y))
= p"(X)(A1) + p"(Y) (A1),

por tanto, p*(X +Y) = p*(X) + p*(Y). Del mismo modo:

p(aX)(M) = =M1 0 plaX)
— (= 0 p(X)
— a(p") ().

Por tanto, p* es lineal.

3. Ahora:

["(X), p" (V) (A1) = p"(X) 0 p" (V) (A1) — p*(Y) 0 p"(X) (M)

= p'(X)(=A10p(Y)) = p*(Y)(=A1 o p(X))
= —(=Aop(Y)) o p(X) = Ao p(X))op(Y)

= Ao p(Y)) o p(X) = Aop(X))ep(Y)

= —Ao (=p(Y) e p(X)) + p(X) 0 p(Y))

= =0 ([p(X), p(Y)])

= —A1op([X,Y])

= p (X, Y] ().

Por lo tanto, p*([X,Y]) = [p"(X), p*(Y)]; es decir, un homomorfismo.

Finalmente, de 1, 2 y 3, p* es una representacion de g en V*, el dual de
V. O

Restriccion de Representaciones

Definicién 1.13. Sea p una representacion de g enV. Dado W, subespacio
deV, decimos que W es un subespacio invariante por p, o p - invariante,
si

VX €g,p(X)W CW.
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Proposicion 1.13. Dada una representacion p de g en V.y W C V un
subespacio p - invariante, entonces la aplicacion pyy : g — gl(W) tal que,

piw (X) = p(X)w,
es una representacion de g en .
Demostracion. Sean X,Y € g, w,w' € Wy a € K, entonces:

1. Si X =Y, entonces por la buena definicion de p tenemos que p(X) =
p(Y), donde para cualquier w € W, p(X)w = p(Y)w € W. Por tan-
to p(X)|ww = p(Y)|lww; es decir, ply(X) = plw(Y). Asi p|y esta bien
definida.

2. Ahora,
plw(X +Y) =p(X +Y)|w

= p(X)|w + p(Y)|w
= plw (X) + plw (Y).

Ademas, plw(aX) = p(aX)|w = ap(X)|w = ap|w(X). Por tanto, p|y es
lineal.

Asi, p|ly es un homomorfismo.

Finalmente, de 1, 2y 3, p|w es una representacion de g en W. [

Cociente de Representaciones

Proposicion 1.14. Sea p una representacion de g enV y W C V un subes-
pacio p - invariante. La aplicacién py, : g — gl(V/W) tal que

pw (X) = p(X),

define una representacion de g en V/W.
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Demostracion. 1. p esta bien definida, pues sean X,Y € g. Definimos
p(X)Y = p(X)Y En efecto, para W, W’ € V/W tal que W = W', tenemos
que

w —w' € Wpor igualdad de clases

plw—w') = p(X)w — p(X)u'" € W
p(X)w = p(X)w’ (W es p - invariante)
p(X)w = p(X)

Por lo tanto, tenemos que p(X) esta bien definida, para todo X € g.
Ahora, si Z = Z', entonces

o(Z) = p(Z)
p(Z)v = p(Z" v (por la buena definicién de p)
p(Z)v = p(Z"w (para todo v € V)
p(Z)o = p(Z")v. (para todo v € V/W)

Por lo tanto, p(Z) = p(Z') y por ende tenemos que pw(2) = pw(Z’'),
esto es, py esta bien definida.

2. Para Z, 7' € g, tenemos que

para todo v € V/W.
Por lo tanto, pw(Z + Z') = pw(Z) + pw(Z").
Sea ahora a € K, entonces

pw(aZ)v = p(aZ)v
= ap(Z)
= ap(Z)
apw (2).

<

S]]

~—

Por tanto, py es lineal.
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3. Finalmente,

Por lo tanto, pw([Z,Z']) = [pw(Z),pw(Z")]; es decir, pyw es un homo-
morfismo.
Asi, de 1, 2y 3 py es una representacion de g en V/W. ]

Ejemplo 1.3.5. Sea g la dlgebra de Heisenberg, mostrada en el ejemplo
[1.2.5. Considerando

p:g— gl(K?)
0 a b 0 a b
X=(00 c|]r——p(l0 0 c]|)=pX): K — K
0 00 0 00

tal que p(X)(x,y, z) = (ay + bz,cz,0), con x,y, z € K.

Sea {e;,es,e3} la base candnica de K3, entonces los subespacios W, =
Span{e;} y Wa = Span{ei, e} de K* son invariantes por p. En efecto, para
cualquier X € g, tenemos que p(X)(1,0,0) = (0,0,0) € W,. Por otra parte, sea
(«',y,0) € Wy, entonces p(X)(x',y/,0) = (ay’,0,0) = ay'e; € Ws, por lo tanto W,
también es p - invariante.

Ahora, por la proposicion [1.13, es posible considerar las restricciones
de p tanto para Wy, como para W,. En efecto, para cualquier X € g, tene-
mos que plw,(X) = p(X)|w, = 0, pues p(X)|w,(1,0,0) = (0,0,0). En cambio,
p(X)|w,(z,y,0) = (az,0,0), entonces

O = (g 6):

Ahora, al evaluar p(X) en los elementos de la base canénica de K*, aplican-
do la proyeccion canénica obtenemos lo siguiente:

p(X)er = 0= p(X)er = p(XJex =0
p(X)ey = aey = p(X)es = p(X)ez = aey

p(X)es = bey + ces = p(X)es = p(X)ez = bey + cez.
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Considerando la algebra g/W,, {e3,e3} es una base de g/W,, entonces

(O = ez = () ¢)-

De forma andloga, p(X)|w, = 0.

1.4. Derivaciones

Definicion 1.14. Sea D : ¢ — g una aplicacion lineal. Entonces D es una
derivacion de la dlgebra de Lie g, si se cumple lo siguiente:

D[X,Y]|=[DX,Y]+ [X,DY] para todo X,Y € g.
Denotamos al conjunto de todas las derivaciones de g, siendo Og

Ejemplo 1.4.1. Para X € g, tenemos que ad(X) es una derivacion, pues
por la identidad de Jacobi:

XY 2 + 12, X Y+ [V, [Z, X]] = 0,
por tanto:
(XY, 2] = [[X, Y], 2] + Y X Z])
es decir,
ad(X)[Y, Z] = [ad(X)Y, Z] + [V, ad(X) Z].

A cualquier aplicacién lineal A de g, tal que A = ad(X), para algun X en g, la
denominamos derivacion interna. Denotamos a tal conjunto como ad(g).

Ejemplo 1.4.2. Afirmamos que 0g es una subdlgebra de gl(g). En efecto,
sean D, E derivaciones de g:

[D, E][X,Y] = (DE — ED)[X, Y]
— DE[X,Y] — ED[X,Y]
= D[EX,Y] + D[X,EY] — E[DX,Y] — E[X, DY])
— [DEX,Y] + [EX,DY] + [DX, EY] + [X, DEY]
— [EDX,Y] - [DX,EY] — [EX,DY] — [X, EDY
[(DE — ED)X,Y] + [X, (DE — ED)Y]
=[[D, EIX, Y]+ [X,[D, E]Y],

R}

donde X,Y € g son cualesquiera. Por lo tanto el subespacio de derivaciones
de g, es una subdlgebra de gl(g).
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Proposicion 1.15. Sean g una dlgebra de Liey X € g:

1. Una transformacion lineal D : ¢ — g es una derivacion, si y solo si,
ad(DX) = [D, ad(X)].
2. ¢: g — g es un automorfismo, siy solo si, ad(¢X) = poad(X)o ¢ .
Demostracion. 1. Si D es una derivacion, sea Y € g,
[D,ad(X)]Y = (D -ad(X))Y — (ad(X) - D)Y, (pues ad(X), D € gl(g))
= D(ad(X)Y) — ad(X) (DY)
= D[X,Y] — [X, DY]
= [DX,Y]|+ [X,DY] - [X,DY] (por ser D derivacion,)
~ [DX.Y]
= ad(DX)Y.
Como Y € g es cualquiera, [D,ad(X)] = ad(DX). Ahora, para X,Y € g,
[DX,Y]+[X,DY] = ad(DX)Y + ad(X)DY
= [D,ad(X)]Y + ad(X)DY (por hipétesis,)
= D(ad(X)Y) — ad(X)DY + ad(X)DY
(ad(X), D € gl(g))
= D[X,Y].

Por tanto, D es una derivacion.

2. Supongamos que ¢ : g — g €s un automorfismo. Sea Y € g,

(¢0ad(X)o¢ )Y = d(ad(X)¢™'Y)

= o([X,¢7'Y])

= [6(X), 667 'Y)]

= [¢(X),Y] (por hipétesis,)
= ad(¢pX)Y. (¢ es invertible,)

Como Y € g es cualquiera, ad(¢X) = ¢poad(X)o ¢ .
Ahora, supongamos que ad(¢X) = ¢ o ad(X) o ¢~ '. Asumimos, por
hipotesis que ¢ es biyectiva, entonces, para Y, Z € g, cualesquiera:
oY, Z] = ¢V, 6 (62)]
= (¢0ad(Y) oo )oZ
= ad(¢pX)pZ (por hipétesis,)
= [oY, 0Z].

Por tanto, ¢ es automorfismo de g.
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Como consecuencia de esta proposicion, ad(g) es un ideal de 0Jg.

Proposicion 1.16. Sea g una dlgebra de Lie sobre R de dimension finita y
D : g — g una transformacion lineal. Entonces, D es una derivacion si y
solo si, para todo t € R, '’ es un automorfismo de g.

Demostracion. <« Sea e'” un automorfismo de g, para todo t € R.
También para cualesquiera X,Y € g se cumple que:

eP[X,Y] = [eP X, ePY] para todo X,Y € g.
Derivando la igualdad anterior respecto de ¢, obtenemos
De'P[X,Y] = [De'P X, e'PY] + [P X, De'PY .

Haciendo ¢ = 1 tenemos que D[X,Y]| = [DX,Y]| + [X, DY]; es decir, D
es una derivacion.

= Supongamos que D es una derivacion. Sean las siguientes curvas:
a(t) = (X, Y] y B(t) = [ X, Y],

Cuando t = 0, tenemos que «(0) = [X,Y] = 5(0); es decir, ambas tie-
nen las mismas condiciones iniciales. Luego derivando ambas res-

pecto de t:
o (t) = De'P[X,Y] = Da(t)
y
B'(t) = [DeP X, ePY] + [P X, De'PY ]
= D[P X, ePY]
= DA(t).

Por tanto, a y 3 satisfacen la ecuacion diferencial X'(t) = DX (t).
En conclusién, por la unicidad de la solucién, tenemos que «(t) =
p(t), para todo t € R.

0

Ejemplo 1.4.3. Sea g la dlgebra bidimensional no abeliana y {X,Y} una
base de g tal que [X,Y] =Y. Sea D una derivacién de g tal que

D:@ g).
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Ahora, tenemos que D(X,Y| = DY = [DX,Y] + [X, DY]. Como X,Y son ele-
mentos de la base de g, la anterior igualdad queda como sigue:

bX +dY = [aX +cY, Y]+ [ X, 0X +dY] =a[X,Y]+d[X,Y] = (a +d)Y.
Por lo tanto, a = b = 0. Reemplazando esto ultimo en la matriz de D, tene-

meos:
0 0
)

Esto ultimo, junto a lo concluido del ejemplo[1.3.3, muestran que toda deri-
vacion de g es una derivacion interna.



Capitulo 2
Algebras Nilpotentes y Solubles

2.1. Serie Central Descendente

Definicion 2.1. Sea g una dlgebra de Lie sobre K. La serie central des-
cendente se define como sigue:

g =g
g=[g.9=¢
g’ =g, 9"

g =1[g,0"7".

Proposicién 2.1. 1. [¢’, g’] C g"™.

2. g* es el subespacio generado por todos los posibles productos que in-
volucran k elementos de g: [ X, ... [Xp_1, Xk ...].

Demostracion. 1. Para probar 1 se procedera via induccion sobre j.
Sea entonces j = 1, sabemos que g'** = [g, g'|, por tanto:

o', 0'] = ~[g,0'] = —¢"",
de modo que [¢',g'] C g'™'. Ahora supongamos el resultado valido
para j > 1,
o', 6" = [g', [0, ']

Cllg" o) 0] + o, 0", 0]

C o, 9] + ¢/, 0" (Identidad de Jacobi)

Cg +g+1 4 gttt

gz+(j+1)

35
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2. Sea Aj el subespacio de g generado por todos los posibles productos
de k elementos de g.
Via induccion sobre k, si k = 2:

g° = Ay = Span{[X,Y]: X,Y € g}. = [g,¢"].

Ahora supongamos que A;_; = g"!, con k > 2.

Ya que g* = [g,¢"'] = [g,4;_1], tenemos que el lado derecho de la
anterior igualdad, es un subespacio de g cuyos elementos son pro-
ductos de k elementos de g. Por tanto g* C A,. Sea ahora Z € A;; es

decir:
zZ=Y 7

donde para cada i, Z; es un producto de k elementos de g. Entonces
por la identidad de Jacobi y la antisimetria del corchete:

Z = Z[Xz',yi],

1

con X; € gy Y,e A1 = Ok—1.
Por lo tanto, Z € g, y en consecuencia A; C g~ Luego g, = Ai, con
k> 2.

H

Proposicion 2.2. Sea g una dlgebra de Lie, entonces

1. g"! c g"; es decir, la serie central descendente es de hecho, descen-
dente.

2. ¢g* es un ideal para todo k > 1.

Demostracion. 1. De 2 en la proposicion anterior, tenemos que g"™' =
Ayj.1, donde k > 1. Entonces los elementos de g“*! son combinaciones
lineales de productos de k + 1 elementos de g. Ahora, por la clausura
del corchete de Lie, es posible seleccionar de cada miembro de la
combinacion lineal, un corchete de modo que, se lo pueda considerar
como un solo elemento de g. Por lo tanto, los elementos de gf'!,
se pueden escribir como combinaciones lineales de productos de k

elementos; es decir, g"™' C 4, = g¢.

k+1

2. Ya que g""! = [g, "], del item anterior sabemos que g**! C g*, entonces

9.0"] C ¢".

Por tanto, g* es un ideal de g, para todo k > 1.
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k+1

Proposicién 2.8. Para g una dlgebra de Lie, g* /g"™ es una dlgebra abelia-

na.

Demostracion. Sean X, Y en g"/g"*!. Entonces para dos representan-
tes de clase X e Y, tenemos que [X,Y] € ¢"™ C ¢*, por el item 1, de la
proposicion anterior. Esto ultimo es equivalente a concluir que

[X,Y]=[X,Y]=0=0.

k+1

Por tanto, g"/¢g"™ es una algebra abeliana. ]

Proposicion 2.4. Sea r : g — g/h el homomorfismo candnico. Entonces
m(g") = (g/b)".

Demostracion. Via induccion sobre k, tenemos que sik =1, n(g') = 7(g) =
g/b por la sobreyectividad de 7.
Ahora, sea el resultado valido para k > 1, entonces

(g"") = 7(lg, "))
= [r(g),7(g")]
= [g/b, (g/b)*]por hipotesis de induccion
= (g/h)**".
Por lo tanto, 7(g") = (g/h)", para todo k > 1. O
0 * = 0 0 =
Ejemplo 2.1.1. 1. Seag={|0 0 * |} Cgl(3,K). Entoncesg>={[0 0 0
000 000
0 00
yg={[0 0 0| =0. Porlo tanto g* = 0 para k > 3.
0 00
* ok ok
2. Seag={|0 x x|} < gl(3,K); es decir, la subdlgebra de matrices
0 0 =

triangulares superiores de 3. Entonces g* = { . Por lo tanto

o O O
S O %
S ¥x %

g" = ¢° para k > 3.

3. Sea g la dlgebra de dimension dos no abeliana, donde existe una base
{X,Y} tal que [X,Y] =Y. Luego ¢* = [g, 9] = Span{Y}.
Ahora g° = [g,9°] = [g, Span{Y'}] = Span{Y'}, de modo que siguiendo el
proceso de la serie central descendente, tenemos que g° = Span{Y},
conk > 2.
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2.2. Algebras Nilpotentes

Definicién 2.2. Una dlgebra de Lie se denomina nilpotente, si g = {0},
para algun k, > 0.(por tanto, g" = 0 para todo k > k).

Proposicion 2.5. Sea g una dlgebra de Lie nilpotente, entonces 3(g) # 0.

Demostracion. Ya que g es nilpotente, entonces g° = 0 para algun k > 1.
Sea ky = maxz{k : g" # 0}. De esto ultimo, observamos que g™ = 0 o
equivalentemente g, gko] = 0. Por tanto g™ C j y €n consecuencia, 3 €s no
trivial. [

Proposicion 2.6. Sea g una dlgebra de Lie nilpotente:
1. Sih C g es un subdlgebra, entonces ) es nilpotente.
2. Sih es un ideal de g, entonces g/h es nilpotente.

3. Sig/;(g) es nilpotente, entonces g es nilpotente.

Demostracion. 1. Sea h una subalgebra de g, entonces por ser h nilpo-
tente, afirmamos que h* C g", para todo k£ > 1. En efecto, via induc-
cion sobre k, el primer paso de induccion es evidente.

Sea entonces el resultado valido para k,

b**' = [b.b"]
C [h, g*]por hipétesis de induccién
C [g, g*].primer paso de induccién

)

+1

gk

Ahora, sea k, > 1, de modo que g™ = 0, por ser h nilpotente, entonces
del anterior paso, concluimos que:

hro c gt = 0.
Por tanto, h* = 0; es decir, h también es nilpotente.

2. Sea ahora h un ideal de g, la nilpotencia del cociente, se deduce
facilmente de la siguiente afirmacion. Dado 7 un homomorfismo de

g.
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En efecto, via induccion sobre k, el primer paso de induccion es tri-
vial. Sea ahora el resultado valido para k£ > 1:

) =n(lg.g")

[7(g). 7(g")]
= [(g). (v(9))"]
= (m(g)""".

Por tanto, 7(g") = (n(g))*, para todo k > 1.
Ahora sean 7 el homomorfismo canénico y k, > 1, de modo que g =

0. Luego, por la proposicion [2.4}
m(g") = (g/h)" =

(g

(hipotesis de induccion)

Asi g/bh es nilpotente.

3. Ya que 3(g) es un ideal de g, el espacio cociente g/3(g) es una algebra
de Lie. Ahora para el homomorfismo canénico, tenemos que:

para todo k > 1 entero. También tenemos que 7(g") = g"/3(g) y
(g/3(9))* = (7(g))*. Por tanto:

(9/3(0))" = ¢"/3(a).

Ahora, si para algun m > 1, (g/3(g))" = 0, entonces g”/3(g) = 0. Por lo
tanto g™ C 3(g); es decir,

m+1

g"" =1g,8" Clg,5(9)] = 0.

Por lo tanto, g es nilpotente.
O

Proposicién 2.7. Sean g una dlgebra de Lie nilpotente, sobre K y K una
extension de K:

1. (g")% = (gg)". n > 1.
2. g es nilpotente, sty solo si, g es nilpotente.

Demostracion. 1. Sea X € gi, entonces X = [Xi,...,[X,1,X,]...] don-
de X; € gg, Vi€ {1,...,n}.
Ahora para Y € (gg)" del mismo modo, Y = [Vi,...,[Y,_1,Y,] donde
Y; € QK,Vi S {1,...,n}.
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De lo anterior, ¥; = ) "a! Z! cona, € Ky Z. € g para todo .
Por la bilinealidad del corchete en gr, deducimos que Y € (gg)" siy
solo si Y € (g")x: es decir,

(6")g = (gg)"n = 1.
2. Sea gx = g nilpotente, entonces dado k > 1 tal que g* = 0, entonces
(02)" = (6")g = 0

siy solo si, gr es nilpotente.
O

Proposicion 2.8. Sea g una dlgebra de Lie nilpotente y X € g, entonces el
operador ad(X) es nilpotente.

Demostracion. Sea k > 1, de modo que g" = 0. Del item 1, de la proposi-
cién [2.1], se tiene que en particular, se tiene un producto de k elementos
de g, de modo que:

(X,...,[X,Y]...]=0,

donde X aparece k — 1 veces. Esto ultimo, traducido en lenguaje de ope-
radores, es equivalente a:

ad(X)*'Y = 0;

es decir, las adjuntas son operadores nilpotentes, para todo X € g. []

2.3. El Teorema de Engel

Lema 2.1. Sea V' un espacio de dimension finita y A € gl(V'). Si A es nilpo-
tente, entonces ad(A) es nilpotente.

Demostracion. Afirmamos que para cualesquiera A, B € g, se tiene ad(A)"B

Z(—l)j (n) A"IBA’, para todo n > 0.

- J

7=0

En efecto, via induccion sobre n tenemos que si n =1, ad(A)B = AB — BA
por definicion del corchete en gi(V).
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Sea ahora el resultado valido para n, entonces

ad(A)"™' B = ad(ad"(A)B)
= Aad"(A)B — ad"(A)BA

(—1)’ (") AT BAT 43 (=1 (”) AT BATH!
— J

j =

A"TIB 4+ Z ( )A” IBA’ (hipotesis de induccion)

n+1
i " n—(-1) g A
+Z( 1) (j_1>A BA
_A”+1B+Z ( )A” iBAI
+ Z(—l)j ( M )A”j)BAj + (=1 BAT!
j=1

=A"B + Zn:(—l)j( (?) + <j " 1>)A”j)BAj + (—1)"H BA™H!

An—HB + Z (n + 1) A" jBAj ( 1)n+lBAn+1
n+1
= (=1Y (n " 1) AlHD=9 B AT,

Por tanto, para todo n > 0, ad"(A)B = E (1) (n> A"IBA,
A J
j=0

Ahora si r > 0 es tal que A" = 0, entonces para

2k

2k

ad(A)**B =Y (-1y (J )A% TBA’, sea t + j = 2k.
j=0

Si ¢t > k, entonces A'BA’ = (.

Sit <k, 2k—j<k; de modo que, k < j y también A'BA’ = 0.

2k
2
Entonces, por lo anterior, ad(4)*B = Y (-1)’ ( k) A* I BAY = 0, lo cual
. J
7=0
implica que ad(A) es nilpotente. O
Teorema 2.1. (Lema de Engel) SeaV # 0 un espacio vectorial de dimension

finitay g C gl(V) una subdlgebra. Supongamos que todo X € g es nilpotente.
Entonces, existe v € V, conv # 0 tal que Xv = 0 para todo X € g.
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Demostracion. Se demostrara el resultado via induccion sobre la dimen-
sion de g. Para el primer paso de induccion, sean dim(g) =1y X € g no
nulo (en realidad g = Span{X}), entonces existe k > 1 tal que X* =0y
XF* £ 0. De esto ultimo, tenemos que existe w € V, de modo que X"~ 1w # 0.
Sea v = X" 1w # 0, de modo que

Xv=X(X""'w) = X*w =0,

De este modo, queda verificado el primer paso de induccion.

Ahora, supongamos que el resultado es valido para algebras de Lie, cuya
dimension es estrictamente menor que la dimension de g, donde dim(g) >
1.

Afirmamos que g contiene subalgebras propias, pues para X # 0, Span{X}
es una subalgebra propia de g.

Ahora, sea ) < g; de modo que dim(h) = min{dim(h’) : b’ < g}. Se mostrara
ahora que h, es un ideal de codimension 1.

En efecto, para X € h es evidente que ad(X)h C h. Al considerar la re-
presentacién adjunta de h en g, por la proposicion [I1.14] obtenemos una
representacion p, de g en g/b, tal que

p:b—g/bh

X — p(X) = ad(X).
Del lema [2.1] ad(X) es nilpotente, para todo elemento de gl(V) D b, por
tanto ad(X) es nilpotente, para todo elemento de gy, en consecuencia p(X)
es nilpotente, para todo X € h. Al considerar la subalgebra p(h), hallamos
que también es una subalgebra de transformaciones nilpotentes, tal que
dim(p(h)) < dim(g).
Por hipétesis de induccion, existe w € g/h, con w # 0 de modo que

p(X)w =ad(X)w =0,X € bh.

Sea W € g — b un representante de clase de w, entonces de la anterior
igualdad, [W, X]| € b, para todo X € h. Ahora consideremos b’ = Span{W, h},
entonces h' < gy dim(h’) = dim(h) + 1. Esto ultimo no es posible debido a la
eleccion de b, por tanto dim(h) = dim(g) — 1; es decir, h es de codimension
uno. En realidad, al tener [W,h] C b, concluimos que h es un ideal de
codimension uno.

Por otra parte, la hipotesis de induccion se puede aplicar a §j, entonces:

Vi={veV:Xv=0,VX € b}
es tal que V' # 0. Ademas V' es invariante por 1V, pues sea X e hy v’ € V’,

XWo' = [X, W' + WX
0 (pues [ X, W] € b.)
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Por tanto, W' € V’; es decir V' es invariante por W.
Tomando en cuenta que la restriccion W|,» también es nilpotente y Span{W}
siendo una subalgebra de dimension uno, por el primer paso de induccion
tenemos que

eV v£0: Wlypv=Wv=0.

En conclusion, ya que existe v € V, de modo que para todo X € h, Xv =0
y Wov =0, al ser g = Span{W, b}, entonces

JveVuv#0: Xo=0VX €g.
O

Teorema 2.2. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n y g un
subdlgebra de gl(V') de modo que todo elemento de g es nilpotente. Entonces
existe una base de V en la cual todo elemento de g, esta representado por
matrices estrictamente triangulares superiores.

Demostracion. Procedemos via inducciéon sobre dim(V). Si V = {0} el
resultado es trivial. Sea valido el resultado para dim(V) > 1. Entonces
para cualquier X € g, por el teorema anterior existe v # 0 € V tal que
Xv=0.

Podemos considerar U = Span(v), para aplicar la proposicion (1.14. En
efecto, considerando la representacion canonica:

I:g—gl(V) tal que I(X)=X.

Observemos que U es [ - invariante, pues /(X)v = Xv = 0 € U. Entonces

de [1.14k

Py g — gl(V/W) tal que py(X) =1(X) =X,

es una representacion de g en V/U.

Ahora, consideremos el conjunto {p,(X) : X € g}, que es una subalgebra
de g/(V/U). Ademas todo elemento de esa subalgebra es nilpotente, pues
todo elemento de g también es nilpotente.

Asi, {py(X) : X € g} esta en las condiciones del teorema anterior y co-
mo dim(V/U) = n — 1 por hipétesis de induccion, existe una base g =
{v1,...,9,-1}de V/U, de modo que para todo X € V/U:

0 ... *

0
— 0
X:
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De esta representacion, se podra obtener el resultado. En efecto, observe-
mos que: -
XU_1 == XUl = 6

Entonces para un representante de clase v; # 0 de 77 tal que v; ¢ Span{v},
tenemos que Xv, € U; es decir,

XU1 = a12V.

Ahora,
XUy = Xvy = ag30y.

Entonces para un representante de clase v, # 0 de Xwvy, — ag3v; tal que
ve & Span{v,v;}, tenemos que Xuv, € U; es decir,

X0y — a3y = a3V

XUQ = 13V -+ 92301 .

Continuamos hasta llegar a 7v,,, del cual obtenemos:

Xvn—l - Xvn—l — Qp—1pUp—2 — *** — A2pV1 = G1,0.

Entonces, para un representante de clase v, # 0 de
XUy 1 — Gp_1pVp_o — -+ — A2, V1 — a1,0, tal que
Un—1 & Span{v,vi,vs,...,v, 2} tenemos que:

Xvn—l = A1V + A2pV1 + -0+ Ap_1pUn—2.

Por lo tanto, v = {v, v, v, ...,v,_1} constituyen una base de V, donde para
cualquier X € g:
0 a2 ... A1y
0O 0 ... *
Xl,y=1: + ... |,
0 0 ... Gup_1n
o 0 ... 0

es decir, todo elemento de g es representado por matrices estrictamente
triangulares superiores. [

Corolario 2.1 (Teorema de Engel). Una dlgebra de Lie g es nilpotente, sty
solo si ad(X) es nilpotente para cualquier X € g.



2.4. ALGEBRAS SOLUBLES Y EL TEOREMA DE LIE 45

Demostracion. Sea X € gy suponga que ad(X) es nilpotente. De acuerdo
a la representacion adjunta de g en g, tenemos que ad(g) es un subalgebra
de g, constituida de elementos nilpotentes, entonces por el lema de Engel:

Y £0€g:adX)Y =0,YX € g.

Esto ultimo es equivalente a concluir que 3(g) es no nulo; es mas, recor-
demos que este mismo es el nucleo de la representacion adjunta; es decir,

ker(ad) = 3(g), por la proposicion |1.10| Por el teorema entonces:
9/3(g) = im(ad) = ad(g).

Del teorema anterior, existe una base de g de modo que todo elemento de
ad(g) es representado por matrices estrictamente triangulares superiores
y, al ser tal conjunto un subalgebra nilpotente de gi(g), entonces g/3(g) es
nilpotente.

Por tanto, por (3) de la proposicion [2.6] tenemos que g es nilpotente. [

2.4. Algebras Solubles y el Teorema de Lie

Definicion 2.3. Sea g una dlgebra de Lie. Definimos via induccion, los
siguientes subespacios de g:

gV =g =[g.9
@ =[gW, gV =g, ¢
g® = [, g 1],

Entonces g*) es un ideal de g, para todo k > 0. En particular g es un
subdlgebra y, por tanto, la secuencia es decreciente; es decir :

Esta secuencia de ideales de g se denomina la serie derivada de g y cada
una de sus componentes, son las dlgebras derivadas de g.

Se dice que g es soluble, si alguna de sus dlgebras derivadas se anula,
esto es:

g™ = {0}
para algtin k, > 1 (y por tanto, g*°) = 0, para todo k > k.

Proposicion 2.9. Sea A una dlgebra asociativa y tome z,y € A,
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1. Sea ad)(z)y = zy — yx, se tiene que para todo n > 1, la formula de
conrmutacion izquierda:

ity =3 (1) ey e

p=0 p

2. La formula de conmutacion por la derecha, viene dada por:
. n
yr" = ( >xp(adr(:1:)”py),
donde ad,(x)y = yr — xy.

Demostracion. 1. Via induccion sobre n, para n = 1 tenemos que zy =
yx + [z, y] por hipotesis. Asumiendo valido el resultado para n, enton-
ces

2"y = afay)
= (z"y)x + [z, 2"y]

_ +1 (1) tteremme 3 (0 oy

=yt 4 Zn: < " )(adl(:c)”“py):cp

p—1

#32 (;) wte ga  attay

_ yl,n—i-l + adl(:ﬂ)”Hy + Z(( n 1) n (n))(adl(x)n-i-l—py)xp
= \p - p

ol nt1 — (n+1 nt1—p, \..p

= ya" ™ +ad) ()" Ty + Z ) (ad;(x) y)x

p=1
n+1

-3 (“ ; 1) (ady(z) "D PP
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Por tanto, para todo n > 0, se verifica la féormula de conmutacion por

la derecha.
La formula de conmutacion derecha se obtiene de manera analoga al
de la izquierda. O

Lema 2.2. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K algebrai-
camente cerrado de caracteristica cero, g una subdlgebra de gl(V) y h un
ideal de g. Sea \ : h — K es un _funcional lineal y

K={veV:Av=¢(Av, VA€ b},
entonces K es un subespacio invariante de g.

Demostracion. Sea X < g, entonces debemos mostrar que XK C K; es
decir, para cualquier v € Ky Y € b, Y Xv = A\(Y)Xv. Para esto, recordemos
que [X,Y] = XY — Y X, entonces

YX = XY - [X,Y],
de donde para v € K,
YXv=XYv—[X,Y]v=AY)Xv—AX,Y]) X0, ()

pues [X,Y] € b, al ser h un ideal. Afirmamos que de la ecuacién anterior,
M[X,Y]) =0.

En efecto, es posible tomar v # 0 € K. Sean vy = v,v; = Xv,...,v, =
X*y,.... Denominando U, = Span{v,,s > 0}, al ser V de dimensién finita
tenemos que los U, son subespacios de dimension finita. Sea m > 0 el
menor numero, tal que {v,...,v,} sea linealmente dependiente. De este
modo dim(U,,) = m, pues {vy,v1,...,v,_1} €s linealmente independiente.
Ahora sea Z € b, por la proposicion [2.9]

Mad(X)PZ) XPv (h es ideal)
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Esto ultimo muestra que ZU,, C U,,. De la relacion

 (r—1
Zv,. = Z (T ))\(ad(X)”_pZ)va + A(Z)v,, Z|u, se representa, en la base
p
p=0
ﬂ = {Uo, V1. .- ,Umfl}:

ANZ) * *

0 X2) *

(Zlv,.)ps = : §
0 0 AZ)

Ahora, tr(Z|y,) = mA(Z), donde Z € b es cualquiera. En particular, se
verifica que, para Z = [X,Y] € b:

tr([X,Y]|v,, = tr(XY|p,) —tr(YX|y,)) = 0=mA([X,Y]).

Al ser K de caracteristica cero, de la anterior ecuacion se concluye que
A([X,Y]) =0, por lo tanto, reemplazando esto ultimo en la ecuacion (x):

YXv=AY)Xv,VX €g.
Asi XK C K o K es g invariante. ]

Teorema 2.3. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K, un
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y g una subalgebra
soluble de gl(V'), entonces existe un vector no nulo x € V y un funcional
lineal \ tal que Xz = \(X)z para todo X € g.

Demostracion. La prueba es via induccion sobre la dimension de g. Su-
pongamos que dim(g) = 1, entonces g = Span{X}, con X # 0 € g. Como K
es algebraicamente cerrado, el polinomio caracteristico de X, tiene todas
sus raices en K y en consecuencia, X tiene autovectores. Sea o € K un
autovalor de X y x # 0 € V un autovector asociado a X; es decir, Xz = ax.
Por otra parte, para cualquier Y € g, tenemos que Y =aX. Sea A : g — K
una aplicacion, tal que \(Y') = aa. Es evidente que A es un funcional lineal
y, ademas verifica lo siguiente:

Y= (aX)r =a(Xz)=a(lazr) = (aa)r = A\(Y)z,VY € g.

Por tanto, el primer paso de induccién esta verificado. Sea ahora el resul-
tado valido para algebras de Lie solubles, cuya dimension es menor que
dim(g).

Afirmamos que g contiene un ideal de codimension uno, pues al consi-
derar g, si ocurriese que g’ = 0, entonces g seria abeliana y por tanto



2.4. ALGEBRAS SOLUBLES Y EL TEOREMA DE LIE 49

unidimensional, lo cual contradice que dim(g) > 1. Asi, es posible encon-
trar un ideal h de g, tal que dim(h) = dim(g) — 1; ademas, soluble pues g es
soluble.

Por hipoétesis de induccion:

W #£0eV: X' =N(X)2' VX €,

donde X : h — K.

Sea W ={w €V : Xw=N(X)w,VX € h}. Luego por el lema 2.2 YW C W
para todo Y € g.

Ahora, para X, # 0 € g — b, consideremos Span{X,}, entonces g = h &
Span{Xo}. Ya que en particular X,/ C W, se puede considerar la restric-
cion Xo|w, de modo que este tenga un autovector en IW; es decir,

dJr#0eW: Xox =0x,0 € K.

Por otra parte, sea Y € g, entonces Y = H + bX,. Definimos la correspon-
dencia ) : g — K, de modo que:

AY) = AH +bXo) = N(H) + bo. )

Concluimos que ) esta bien definida, pues g = h @ Span{X,} y ademas es
lineal, pues c € Ky X € b*.
El funcional lineal \ es tal que:

Y= (H+bXo)r = (N(H) +bo)z =AY )z,
por (x) y para todo Y € g. N

Corolario 2.2. (Teorema de Lie) Sea g una subdlgebra soluble de gl(V'), en-
tonces existe una base de V', de modo que todo elemento de g, se representa
con matrices triangulares superiores.

Demostracion. Por el teorema [2.3] existe v; # 0 € V y un funcional lineal
A1t g — K, de modo que

X :/\th\VIXeg. [1)

Ahora, al considerar la representacion canénica i, de g en gi(V), Vi =
Span{v,} resulte ser invariante por i.Luego por la proposicion [1.14] obte-
nemos una representacion p; = iy,, de g en gl(V'), dada por pi(X) =i(X) =
X:V/Vi — V/W.

Ahora, observemos que pi(g) = {p1(X) : X € g} es soluble, pues p; es
un homomorfismo, entonces por el teorema de Lie, existe w; € V/V} y
71 : p(9) — K un funcional lineal, tal que

p1(X)wr = 7(p1(X))wr,
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con X € g. Sea \, = 1y 0p; : g — K. Notemos que )\, es un funcional lineal,
entonces en la anterior ecuacion:

p1(X)wr = Xwy = Ao(X)wy;

es decir,

X’LUl — )\Q(X)wl = 6

Por tanto, para un representante de clase v, # 0 € V — V; de wy, Xvy —
Xo(X)vy € Vi, y por ende, existe z; € 1, tal que:

Xvg = A(X)vg + 213 2)

donde {v;,v2} es linealmente independiente y X € g cualquiera. Ahora, sea
Vo = Span{vy,ve}, de nuevo V; es I - invariante por (2). Asi, po = Iy, : g —
gl(V/V3) es una representacion.

Tenemos también que ps(g) es soluble, asi por el teorema de Lie, existe
wy #0 € V/Vay 7 pa(g) — K funcional lineal, de modo que:

p2( X)Wy = Ta(p2(X))y,

con X € g. Haciendo A3 = 0 py : ¢ — K, similar al paso anterior, para un
representante de clase v3 #0 € V — V5,

XUg = )\3(X)U3 + 29,29 € ‘/2, (3)

de modo que {v, v2,v3} es linealmente independiente y X € g es cualquie-
ra.

Este proceso, puede ser repetido n = dim(V') < co. Por lo tanto, se encon-
traran )\, ...\, funcionales lineales, de modo que:

Xvp = M (X)v
XUj = )\j(X)Uj + Zj_l,j = {27 s 7”}'

Ademas, por construccion f = {vj,vs,...,v,} es una base de V y para
cualquier X € g,

A (X) * *
[X]s = : .
0 0 An(X)

]

Corolario 2.3. Sea g una dlgebra de Lie, entonces g es soluble, si y solo si,
g’ es nilpotente.
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Demostracion. Supongamos que K es algebraicamente cerrado.

<= Si ¢ es nilpotente, entonces g’ es soluble, de modo que al considerar
el cociente g/g’ es abeliana, por tanto soluble y también g es soluble.

—> Si g es soluble, consideremos la representacion adjunta de g en g; es
decir ad : g — gl(g).
Luego, ad(g) es un subalgebra soluble de gi(g). Por el corolario de Lie,
para cualquier X € g, tenemos que:

[ad(X)]s = | .

donde $ es una base de g.
Ahora, sea Y € g, entonces

= [ad(X)ad(Y) — ad(Y)ad(X)]s

= [ad(X)]g[ad(Y)]s — [ad(Y)]g[ad(X)]s
0 =*

B 0 0
00 .. 0

pues el corchete de matrices triangulares superiores, tiene todos los
elementos de su diagonal principal iguales a cero. Esto quiere decir
que para cualquier Y’ € ¢/,

00 ... 0

es decir, ad(Y’) € gl(g) es nilpotente, para todo Y’ € ¢'.

Ya que ¢ es ideal de g, entonces ad(X)g C g', entonces al considerar
la restriccion, tenemos que ad(Y')|y : ¢ — ¢, es nilpotente, para
todo Y’ €¢'.

Finalmente, como ad(Y')|y = ad|y(Y’), entonces por el corolario de
Engel, g’ es nilpotente.

]
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2.5. Representaciones de Algebras Nilpotentes

Proposicion 2.10. Sea D una derivacion de g, donde g es de dimension
finita y K algebraicamente cerrado. Considerando la descomposicion pri-
maria de g, respecto a D:

g=0x D--- Do,

donde gy, ={X €g:(D—X\)"X =0,n > 1} es el auto-espacio generalizado
asociado al autovalor )\;. Entonces

[g)\ivg)\j] C Ot
(gx,+1;, = 0) ST\ + \; no es autovalor de D.

Demostracion. Sean X,Y < g, g,,, entonces para algunos k,s > 1 tene-
mos que (D — \)*X =0y (D — )\;)*Y = 0. Observemos lo siguiente:
(D = (N + X)X, Y] = DX, V] = (A + X)) [X, Y]
— [DX,Y] +[X,DY] — N[X, Y] — \;[X, Y]
pues D € 0g. Después:

(D = N+ 2)°[X, Y] = (D = (N + ))[(D = \) X, Y]+ [X, (D = A\)Y])
= [(D = XN)*X, Y]+ 2[(D = X)X, (D = N)Y] + [X, (D = \)*Y)).

Via induccion, vamos a obtener que:

(D~ (\+2)" XY =Y (:f) (D = \)"X, (D — A\)""Y]
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para todo n > 1. En efecto, asumiendo el resultado para n — 1:
(D =N+ )X, Y] = (D = (A + ) (D = (Ai+ X)X, Y]
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X, (D - A"Y+Z<n_l)[(D X)X, (D = \)"Y]
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r=1

= Zn; (:) (D= X)X, (D= \)" Y.

Ahora si hacemos que n = k+ s, para 0 < r < n si n—1r > s entonces
(D—=X\)""Z=0ysin—1r <sentonces k < ry por ende (D —\,)"Z = 0.

Asi (D — (A + X)X, Y] =) (") (D —X\)"X,(D—\)""Y] =0y por tanto
r
r=0
[X,Y] € gy coni,je{l,... s} O
Proposicion 2.11. Supongamos que el cuerpo de escalares es algebraica-
mente cerrado. Sean A y B en gl(V) y V,,, los autoespacios generalizados
de A. Entonces BV,, C V), para todo i, siy solo siad(A)!B = 0, para algtin
qg=1.

Demostracion. — Sea A; = A — N\, I = A — )\;. Afirmamos que ad(A)!B =
0 si y solamente si ad(A;)?B = 0, para algin ¢ > 1. En efecto, si

—
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suponemos que ad(A)?B = 0, entonces

ad(A;)'B = ad(A;)(ad(A;) ' B)
= Ai(ad(A)'B) — (ad(A;)? ' B) A,
= (A= \)ad(A;) "B — ad(A;) ' B(A - \;)
= Aad(A;)"'B — ad(A;)"'BA
= ad(A)ad(A;)" ' B. (1)

Ahora, vemos que

CLd(Ai)q_lB = ad(Ai)ad(Ai)q_QB
= ad(A)ad(A;)"2B. 2)

De (1) y (2) tenemos lo siguiente: ad(4;) = ad(A)*ad(A, 2)B.
Entonces podemos repetir el proceso anterior ¢ veces, de modo que

ad(4;)? = ad(A)%ad(A;)°B = ad(A)'B = 0.
Reciprocamente, si ad(A;)?B = 0:

ad(A)B = ad(A)ad(A)"'B
— Aad(A)Y'B — ad(A)"'BA
— (A + \)ad(A)* B — ad(A)Y B(A; + \)
= ad(A;)ad(A)"'B. (pues A; = A — \)

De la misma forma, es posible repetir el proceso anterior ¢ veces, de
modo que

ad(A)'B = ad(A;)%ad(A)°B = ad(A;)'B =0,Vi=1,...,s.

Ahora sea v € V), de modo que existe k > 1 tal que (4;)" = 0. Enton-
ces por la formula de conmutacion izquierda de la proposicién [2.9]
tenemos que

(A)yB=Y (") (ad(A;)"PB) AP 3)

p=0 b

Elijamos n, de modo que n > ¢ + k, donde ¢ y k son fijos. Ya que
0 <p<nyn>k, puede darse que p > k. En ese caso, (4;)"B =0,

Por otra parte, para k£ > p, —k < —p; sumamos n y tenemos n — k <
n —p. Como n — k > ¢, entonces n —p > q y otra vez, (A;)"B = 0. Por lo
tanto, para n > k, (4;)"Bv = 0; es decir, Bv € V,, paratodoi=1,...,s.
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<= Supongamos ahora que BV,, C V,,,i=1...,s. Por la definicion de V),
A,lv,, es un operador nilpotente, para todo :. Por hipétesis B; = Bly,,
es un operador lineal. Del lema [2.1] ad(A4;|v,,) también es nilpotente,
de modo que para algun g;:

ad(Ailv,,)%B; =0
para algun ¢;. Tomando ¢ = maz{q,...,s} entonces
ad(A)?B = ad(A)IBy + - - - + ad(A)?Bs, Vi.
y como en V), ad(A)? = ad(A)Y|V), = ad(A;)?:
=ad(Ay)!B; + -+ ad(As)!Bs =0,

lo cual prueba la reciproca del teorema.
O

Teorema 2.4. Sea g una algebra de Lie nilpotente sobre K, un cuerpo alge-
braicamente cerrado de caracteristica cero. Sea p una representacion de g
enV, donde dim(V') < co. Entonces existen funcionales lineales \; ...\, tal
que si:

Vi, ={veV:VXegdn>1 (p(X)— NX))"v=0}
entonces V,, es g - invariante, coni=1,...,s Yy
V:V)\lEBV)\Q@”'@V)\S.

Demostracion. Sean X,Y € g, como g es nilpotente, ad(X)?Y = 0 para
algun ¢ > 1. Al ser p un homorfismo, entonces:

plad(X)?Y) = ad(p(X))*p(Y) = 0.
Fijando X € g, consideramos la descomposicion primaria de V:
V=Viele,... &V,

dada por p(X). Entonces por la proposicion 2.11] p(Y)V; C V;, para todo
i=1,...,sycomo Y € g es cualquiera, entonces V; es p - invariante.
Entonces por la proposicion (1.13]

pv; g — gl(Vj)
Y = py(Y) =p(Y)

Vis

es una representacion, para todo:=1,...,s.
Ahora considerando la descomposicién primaria de V;, dada por p(Y)|y;:
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1. En el caso de que para todo i, la descomposicién primaria de p(Y)
tenga un unico elemento, entonces V; C W;, donde

Vi

Wi ={v € Vit (p(Y)l; = M(Y))"v = (p(Y) = M(Y))"v = 0,k > 1},

,paratodoi=1,...,s.

2. Supongamos que la descomposicion primaria de V;, via p(Y)|y, pre-
senta mas de un elemento; es decir:

V;=Wi®,..., oW/,

donde W} = {v € V; : (p(Y)
V quedara como sigue:

v, = A)%v = 0,ki=1},Vj = 1,...,t. Por tanto,

V=Wa,...,oWie,...,oW)a,...,oW,.

Ahora, con esta nueva descomposicion de V es posible repetir el ar-
gumento anterior. En efecto, sea ahora Y € g fijo y para cualquier
Z € g, tenemos que ad(Y)"Z = 0. aplicando p|y, a la anterior igual-
dad entonces ad(p|v,(Y))"(p|lv;)(Z) = 0. Por la proposicion [1.13] todos
los miembros de V son invariantes por ply,(Z), en particular para I/
para todo j = 1,...,t. Entonces:

Pwi 8 — 91<W;>
Z PWJ?’(Z) = PW(Z)|W;7

es una representacion de g es Wij ,conj=1,...,t.

Considerando la descomposicion primaria de W', via pW];(Z ), esta puede
tener; como en el proceso anterior, dos posibilidades. De darse el segundo
caso, es posible obtener una nueva descomposicion de V, fijando ahora Z
y considerando la representacion pwi-

Como dim(V) < oo, este proceso se detiene en algin momento, pues las
dimensiones de los subespacios van disminuyendo, conforme se aplica
la descomposicion primaria. Por lo tanto, obtenemos una descomposicion
en subespacios g-invariantes:

V=wa,.. . oW,

de modo que W; = {v € V: VY € g, (p(Y) — Mi(Y))*v = 0,k > 1}.

Por como estan definidos los \;, estos pueden ser considerados como apli-
caciones de g en K; es decir, )\; : ¢ — K,Vi. Podemos suponer que al
realizar el proceso anterior, encontramos una descomposicion de V, tal
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que V =W;,®,...,&W,, de modo que \; # \; sii # j.

Notemos que bajo las condiciones anteriores, W; C V..

Primero, se mostrara la linealidad de );. En efecto, sea p; la restriccion de
p aV,,, por como esta definida V),, deducimos que p(X) — \;(X) para todo
X €g. Asi, tr(p(X) — N(X))) =00

_tr(p(X))

i

Ai(X)

Por lo tanto, ); es lineal, para todo : = 1...s por la linealidad de la traza.
Al considerar los ), s distintos, es posible encontrar X € g tal que \;(X) #
A;(X), sii # j. Luego con X de esa forma notemos que \;(X) es un autova-
lor de p(X). Considerando entonces el autoespacio generalizado asociado
Vi (x). paratodo i = 1...s. Asi tenemos que su suma:

V/\I(X) + -+ V)\S(X)

es directa, pues los autovalores son distintos dos a dos. También W; C V),
lo que hace que la suma coincida con V; es decir:

V=Vix) @ - ®Vyux),

lo cual implica que W; = V), (x), para todo ¢ = 1,...,s; aparte, V), C V),(x)
por como esta definido V), (x).
Asi V), C V), (x) = W;, lo que concluye la prueba del teorema. O

Definicion 2.4. Sea g una dlgebra de Lie y p una representacion de g en
V. Un peso de p es un funcional lineal ) : g — K tal que el subespacio V,
de V definido por:

Vi={veV:VX eg an>1 (p(X)— ANX))"v =0},

cumple la condicion de ser no nulo; es decir, V), # 0. El subespacio V, es
denominado subespacio de pesos asociado a ). La dimensién de V, se
denomina la multiplicidad de ).

Ejemplo 2.5.1. Sea g = s51(2,C) y la base f = {X, H,Y} la base canénica
de g. Sea h = Span{H}. Considerando la representacion adjunta de h) en g,
el teorema anterior concluye que g se descompone en espacio de pesos. En
efecto:

Sea Z € b, entonces Z = aH cona # 0 € C. Ahora
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Ahora calculando los autovalores de [ad(Z)]p:

A—2a 0 0
det(\ — [ad(Z)]5) = 0 A 0 = (A —20)(A+20)A =0,
0 0 A+2a

Calculamos primero g,,. Paran =1, Ker((ad(Z) — \)" = Ker(ad(Z)"):

cuya solucion es H. Ya que Ker(ad(Z))* = Ker(ad(Z)) para todo k > 1,
tenemos que g,, = Span{H} = h.
Ahora para Xy, Ker((ad(Z) — X2)):

cuya solucion es X. Ya que Ker(ad(Z) — Xo)* = Ker(ad(Z) — \) para todo k >
1, entonces g,, = Span{X}. De forma andloga, finalmente g,, = Span{Y}.
Los funcionales lineales A\ («) = 0, A\a(a) = 2a, A\3(a) = —2a son tal que:

g=bDgr Do,

es la descomposicion de g en espacio de pesos, respecto a la representacion
adjunta de b en g.

Sea ahoraty, = Span{H,} donde H, = XY . Esta subdlgebra es abeliana
y por tanto nilpotente. Por tanto es posible aplicar el procedimiento anterior,
para obtener una descomposicion de pesos de g:

g=h1D g Doy,
donde , = gy, = Span{H}, g, = Span{X,} y gy, = Span{¥;} con:

Jfuncionales lineales de

i1 0 1 —i 1
o= )= (G = ()

los cuales conforman una base de g.
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Corolario 2.4. Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita sobre K, un
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Sea ) una subdlge-
bra nilpotente de g de modo que:

g=00Dgr D Dg,

que es la descomposicion en espacio de pesos de la representacion adjunta
de h en g. Entonces para todo i,j € {0,...s}:

[gz\wg)\j] C N+
(Cuando \; + \; no sea peso de la representacion, [g»,, g»,] = 0).

Demostracion. Sean X,Y ¢ g,,, g\, respectivamente. Entonces de la pro-
posicion [2.10, ya que ad(H) es una derivacion, [X,Y]| € gy, )+x, ), para
todo H € b; es decir,

[(X,Y] € ﬂ ONi(H)+Xj(H) = Oxi+);

Heh

Por lo tanto, [gy,, 8x,] C gr+»,, Vi, 7 = {0,...s}. O



Capitulo 3
Subalgebras de Cartan

3.1. Definicion y propiedades

Definicion 3.1. Sea h una subdlgebra de una dlgebra de Lie g. Entonces
el siguiente conjunto

n(h) ={X eg:[X,b] Ch}

es denominado el normalizador de |y en g.

Observacion 3.1.1. 1. Sea S C g, entonces denotamos al normaliza-
dordebhensS,
ng(h) = {X € 5+ [X,b] c}.
2. n(h) denota a ny(h).
Sobre el normalizador, tenemos las siguientes propiedades:

Proposicion 3.1. Sea h) < g, una subdlgebra de g:
1. n(h) <gybh <n(b)

2. n(h) es la subdlgebra de g mas grande, que contiene a ) como un ideal.
Demostracion. 1. Sean X y X' € n(h), entonces paratodo H € b, [X, H] €
by [X', H] €b.
Por la identidad de Jacobi, la antisimetria y la bilinealidad del cor-
chete:
[[Xv X/]v H] = _([H> [Xv X/H)
= _(HH7 X]axl] + [Xv [Hv X/H)
= [le [H? XH + [Xv [X/7HH'
Observemos que, [X',[H, X]] y [X, [X', H]] son elementos de b.

Por tanto, [X, X'] € n(h) y por ende, n(h) < g; ademas, todo elemento
de h es un elemento del n(h), pues h < g. Asi, h C n(h).

60
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2. Sean H € n(h) y X € h. Entonces [X, H] € h pues [H,h] C b, por lo
tanto h es un ideal de n(g).
Por otra parte, si h’ < g tal que n(h) C b, donde h es un ideal de b’,
entonces [h, h’] C b; es decir, b’ C n(g). Por tanto n(h) = b’ o equivalen-
temente n(h) es maximal.
[

Definicion 3.2. Sea g una dlgebra de Lie y h una subdlgebra de g, decimos
que h es una subadlgebra de Cartan(abreviado como CSA en sus siglas en
inglés), si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. b es nilpotente.

2. h=n(h)
Observacion 3.1.2. La condicion 2 de la definicion anterior es equivalente
a:
Si [X,h] C b, entonces X € .

Proposicion 3.2. 1. Sig es una dlgebra de Lie nilpotente, la tinica subdl-
gebra de Cartan de g, es g.

2. Cualquier subdlgebra de Cartan de g, es maximal y nilpotente; es de-
cir, no esta contenida en ninguna subalgebra nilpotente de g.

Demostracion. 1. Sea g es nilpotente y h < g una subalgebra propia.
Primero observemos que para cualquier H € b, ad(H)H' € h con H' €
h.Podemos considerar entonces la representacion adjunta de b, en g:

ad : h — gl(g).
Observemos que ) es invariante por ad. Por la proposicion [1.14]
p:h—gl(a/h)

tal que p(H) = ad(H) define una representacion.

La representacion de h en g es nilpotente, pues existe un entero n >
1 tal que ad(H)"Y = 0 para todo H € h y Y € g. Por otra parte,
recordemos que:

p(H)Y =ad(H)=[H,Y]=[H,Y] = ad(H)Y
Luego,
p(H)YY = ad(H)(ad(H)Y)
= ad(H)([H,Y])
= [H7 [H’ Y]]
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Hasta en n-ésimo paso entonces,tendremos:
p(H)'Y = ad(H)"Y = 0.

Tanto H € hy Y € g son elementos cualesquiera.Por lo tanto la repre-
sentacion p de h en g/h inducida por la adjunta, es también nilpoten-
te. Por el lema de Engel, existe Z # 0 en g/b, talque p(H)Z = [H,Z] =0
para todo H € b.

Sea Z € g — b, un representante de clase de Z # 0, entonces deduci-
mos de la ultima igualdad, que [H, Z] € h y Z ¢ h. Pero esto contradice
el hecho de que h sea una subalgebra de Cartan. Por lo tanto g no
contiene subalgebras de Cartan no triviales.

2. Afirmamos primero que para h una subalgebra de Cartan y ' < g tal
que h C b, h es una subalgebra de Cartan de h'. Es claro que § es
nilpotente en §'.

Sea ahora X € ny(h), luego [X,h] C h. Al ser h’ < g, tenemos que X,
visto como elemento de g es tal que [ X, h] C h. Por lo tanto X € n(h) =
h; es decir, ny (h) C b.
Por otro lado, para cualquier X € h C ', [X,bh'] C b'; es decir, b C ny ().
Asi, b es una subalgebra de Cartan de h'. Ahora sea ' < g nilpoten-
te, tal que h C h'. Observemos primero que h’ es nilpotente, luego
por la afirmacion anterior, h es una subalgebra de Cartan de §'. Del
item anterior deducimos de inmediato que h’ = h. Asi h es maximal
nilpotente.
O
Ejemplo 3.1.1. Sea g = sl(2,R) y bh; = {(3 Oa) ,a € R}, entonces h es
una subdlgebra de Cartan. En efecto, de entrada vemos que b, es abeliana
y por tanto nilpotente. Ahora, sea = {X, H,Y} una base ordenada de g,

donde
01 1 0 00
S ) Bl ) R ()

Ahora, los corchetes de estos elementos vienen dados por [H, X| = 2X,[H,Y] =
=2Y y[X,Y]=H. Sea Z = aX +bH +cY € n(h,), luego, al ser h,; = Span{H}:

[H,Z] = [H,aX +bH + ¢Y]| = 2aX — 2¢Y. (%)

De (%), ya que [H, Z] € b,, entonces a = ¢ = 0; es decir, Z € span{H} = b;.
Por tanto, n(h;) = h; o sea, una subdlgebra de Cartan de g. Ahora, sea
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—a 0

=) () ()

deducimos que h, = Span{A} y los corchetes entre ellos satisfacen

by = {( 0 a) ,a € R}. Considerando otra base ordenada de g: siendo

[H, A] = =285, [H,S] = —2A, [S, Al = 2H.
Entonces para cualquier Z = aS + bH + cA € n(hy):
A, Z] = [A,aS + bH + cA] = —2bS — 2aH. (xx)

Por (xx), el corchete es un elemento de b, lo cual ocurre cuando a = b = 0.
Esto ultimo implica que Z € Span{A} = h,. Ademas, no olvidemos que b
es abeliana, por lo tanto nilpotente. Por lo tanto, h, es una subdlgebra de
Cartan de g.

Ejemplo 3.1.2 (Maximal Nilpotente que no es de Cartan). Bajo las mis-
mas condiciones del ejemplo anterior, sea ) = Span{X}. Entonces h es una
subdlgebra maximal nilpotente pero no es una subdlgebra de Cartan. En
efecto supongamos que h; < g es propia y nilpotente, tal que h C h,. Por lo
tanto dim(bh;) < 2. Si dim(h;) = 2, entonces h; es abeliana o existe una base
{X,Y} de b, tal que [X,Y] =Y. Sin embargo, h; no puede ser del segundo
tipo, pues dejaria de ser nilpotente. Asih; es abeliana.

Ahora si g € by, entonces para g = aX + fH +~Y, pues Span{X,H,Y} = g.
Luego

0=[X,g9] =0H —27X.

Por tanto § = v = 0; es decir, g € h y por tanto b = .
Si tomamos h = aX + fH + ~Y un elemento de n(h), tenemos:

_ (B =2
[X ) h] - <O _ ﬁ )
es decir, las matrices triangulares superiores de g, normalizan fy, por lo tanto

h no es una subdlgebra de Cartan.

Proposicion 3.3. Sea g una dlgebra de Lie y gi la dlgebra de Lie obtenida
de g via extension de K. Sea h < g y hg < gx generada por b, sobre K.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. h es una subdlgebra de Cartan de g,

2. b es una subdlgebra de Cartan de gx.
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Demostracion. —> Al ser h nilpotente, hi también lo es, por la proposi-
cion 2.7

Ahora sea Y € n(hg), entonces:
VH € hKa [Y7 H] < hK'

Como b D h:
VH €,[Y,H] €.

Por tanto, Y € n(h) = b C bg. Asi n(bg) C bg; es decir, b < gr €s una
subalgebra de Cartan.

» <= Ahora, si hi es una subalgebra de Cartan de gy tenemos primero
que h es una subalgebra nilpotente de g.
Para cualquier X € n(h), afirmamos que X € n(hi). En efecto para
cualquier H = Z bjh; € br, tenemos que:
J

X H) =) (X k)

J

y como X € g es tal que [X,h;] € h para todo j, [X,bhg|] C br. Esto
ultimo implica que X € n(hg) y, como n(hg) = by, por lo tanto X € by.
Ya que X € g; es decir, definido sobre K, X € . En resumen n(h) = b
y por lo tanto h es una subalgebra de Cartan de g.

O

3.2. Subalgebras de Cartan y elementos regula-
res

Definicion 3.3. Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita n. Para X €
g, el polinomio cardcteristico de ad(X) denotado por px tiene la siguiente
Jorma:

px(A) = det(\ — ad(X)) = \" + pp 1y (X)N"! 4 -+ 4 pr (X)X + det(ad(X)).

Denominamos a px(\) el polinomio de Killing de g. El rango de una
algebra de Lie de dimension finita es el menor indice para el cual, p; no
es idénticamente nulo. Un elemento X € g es llamado regular, sip;(X) # 0,
donde es el rango de g

Observacion 3.2.1. 1. Ya que ad(X)X = 0 = 0- X, entonces 0 siempre
es un autovalor de ad(X), para todo X € g. En consecuencia, px(0) =
po(X) = det(ad(X)) = 0.
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La frase "p; son polinomios en g”, significa que al fijar una base 3 =

{Xi,...,X,} de g y escribir un elemento Y = Z a; X;, los coeficientes
=1
del polinomio de Killing p;, son polinomios en los a;.

Denotando rank(g) = i, entonces de la definicion anterior, se observa
lo siguiente:
0 < rank(g) < n.

Los elementos regulares son aquellos para los cuales, la dimension
del autoespacio generalizado asociado al autovalor 0, es minima; es
decir:

dim(go(X)) > rank(g),

donde la igualdad produce cuando X € g es regular. En efecto, sea
i = rank(g) donde el polinomio de Killing de g es dado por el siguiente:

px(A) = det( A — ad(X)) = A" + pu 1 (XN 4+ 4 i (X)N.
Al ser 0 un autovalor de ad(X),
px(N) = Xgx (),

donde deg(gx(\)) + k =n. St X € g es regular, entonces el término inde-
pendiente de q es p;(X), por tanto k = i o equivalentemente dim(gy(X)) =
rank(g). St X no fuese regular, entonces p;(X) =0y por tantoi < k <n
tal que p;(X) # 0 o equivalentemente dim/(gy(X)) > i.

Sea gz, donde K una extension del cuerpo de escalares K. Para X' €
gx. su polinomio de Killing viene dado por:

pxr(N) = Zp’(X’W}

donde p) son polinomios cuyas variables pertenecen a K. Por tanto
pi|ls = pi, donde p; son los coeficientes del polinomio de Killing de ad(X).
Asi para X € g regular, tomando i el rango de g, entonces p;(X) # 0.
Por el paso anterior, p;(X)|, = pi(X) # 0. Es posible reconocer a X como
un elemento de gg lo cual implica que p;(X) # 0.

Reciprocamente, para X € gi regular con j el rango de g, consideran-
do ahora a X como elemento de g, entonces p(X) = p|4(X) = p;(X) #
0. Por tanto X es regular en g; es decir, rank(g) = rank(gg) y:

Un elemento X € g es regular siy solo si X es regular en gg.
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Ejemplo 3.2.1. 1. Sea g =sl(2,K), donde

0 1 10 0 0
(o) = 5)r=0)

constituyen una base de g. Calculando los corchetes de estas matri-
ces, tenemos que:

[X,H] = —2X, [X,Y] = H, Y, H] = 2V

Sea 7 = aX + bH + ¢Y un elemento cualquiera de g, escrito en la base
ordenada = {X, H,Y}. Entonces:

2b —2a O
lad(Z)|g=|—c O a |,
0 2¢ —-2b

donde pyz(\) = det(A\—ad(Z)) = \*~4(b*+ac)\. Observemos que rank(g) =

1, de modo que Z = (l; es regular si y solo sib® + ac # 0. Asi, H

a

—b
es regular en g, mientras que tanto X como Y no son regulares.

2. Sea g una dlgebra de Lie, de modo que dim(g) = 2 y {X,Y} constituya
una base de g tal que [X,Y] =Y. Luego para Z = aX +bY € g, tenemos

que
ad(Z) = (_Ob 2) |

El polinomio de Killing es pz(\) = A* — a)\. Por tanto rank(g) = 1 y
Z es regular en g si y solo si a # 0. Por tanto, para Z no regular,
Z=0bY =[X,Y]; esdecir, Z € ¢'.

Teorema 3.1. Sea X € g y denote por go(X) el autoespacio generalizado
asociado al autovalor nulo, en la descomposiciéon primaria

g=00(X)Dgr - Dy,

de ad(X), con A, ..., \; autovalores no nulos. Entonces, go(X) es una subdl-
gebra de Cartan, si X es regular.

Demostracion. Asumimos, sin pérdida de generalidad, que el cuerpo de
escalares K es algebraicamente cerrado.

Primero go(X) < g; en efecto, ya que ad(X) es una derivacion de gy 0 es
un autovalor de ad(X), entonces por la proposicion :

[90(X), 80(X)] C goro(X) = go(X),
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por tanto go(X) es una subalgebra de g. Segundo, Sea Y ¢ go(X), por la
descomposicion de g,

Y=Yy+Y1+---+Y, donde Y; € go(X) y Y; € gy,,
por linealidad,
ad(X)Y = ad(X)Yo + ad(X)Y1 + - - - + ad(X) Y.

Sean ahora las restricciones de ad(X), a los autoespacios no nulos; es de-
cir,
ad(X) lg: 80 —> st =1,..., k.

Tales restricciones son invertibles, en efecto Z € ker(ad(X)) | g»,), por tanto
ad(X) gy, Z = 0.
Como Z € g,,, existe m; > 1 tal que

(ad(X) |9)\Z~ =Nl |9Ai)miZ =0.
Por otra parte,

(ad(X) lg,, =Nl g,)™Z = (ad(X) [g,, =Ml [g,)™  (ad(X) [g,, =Nl [g,)Z

= (ad(X) |G>\i =il ‘gxi)miil(ad(X) ’gxi Z =Nl |gxi Z)
) |E,\i —Ail |gxi)mi_1)(_)‘iz)

=) (ad(X) lg,, =Nl )™ Z

pues Z € gy. Ya que los \; son no nulos, entonces (ad(X) [q,, —Nil g,
ymlz = 0.

Reiterando el proceso anterior m; — 1 veces, tenemos:
(ad(X) |9Ai =il |9,\,-)Z = ad(X) |9Ai Z =Nl |9,\1; Z =-Nl |E,\i Z ==Xz =0.

Asi, Z =0y por tanto, ad(X) |4, ., €s invertible, para todo i =1,... k.

En consecuencia, si para todo i = 1,...,k, ocurre que (X, Yi] = ad(X) |q,,
Y; =0, entonces Y; = 0y por tanto Y =Y, € gy lo que es una contradiccion.
Asi, para algun i = 1,...,k; ad(X) [g, Vi = [X,Y]] # 0y como X € go(X),
Y & n(go(X)).

Acabamos de mostrar que no hay elementos fuera de go(X) que normali-
cen tal subalgebra, entonces n(gy(X)) = go(X).

Tercero, para la nilpotencia de go(X), consideremos lo siguiente:
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Sea Y € go(X). Sea mp = X"+ --- + ¢,_i(X)\"" el polinomio caracteristico
de la restriccion de ad(Y') a go(X); es decir, ad(Y) |g,(x): 90(X) — go(X), tal
que i >0y q—;(Y) #0.

Resulta que los g;’s son invariantes por ad(Y), ya que para todoi =0, ..., k,
ad(Y)g)\i C g, pues [gO(X)’ g)\i] C Ox-

Por tanto, py(\) = mym - - - 1, donde 7; es el polinomio caracteristico de las
restricciones de ad(Y) a g,,.

Notemos que det(ad(Y) |4,,) son los términos constantes de m; con i =
1,...,k. Definimos la aplicacion

Z —di(Z) = det(ad(Z) |y,,),

paratodoi=1,..., k.

Ya que cada una de las restricciones de ad(Y) a los g,,, son invertibles,
entonces d; es un polinomio no nulo, en gy(X).

Ya que 7my(\) = mom - - - ™k, al hacer tal producto, se tiene que su término de
menor grado, tiene como coeficiente al polinomio

Gr—i(Y)d1(Y) -+ - di(Y),

que no es idénticamente nulo en Y.
Por otro lado, tenemos que X € go(X) y ad(X) |4, es nilpotente, por como
esta definido ese subespacio. Por tanto, su respectivo polinomio caracte-
ristico, sera:

px(A) =\

Esto ultimo implica que ¢,._;(X)d;(X)---dx(X) = 0 y en consecuencia X no
es regular lo cual contradice el hecho de que X es regular. Asi, para todo
i>0, ¢_; =0, entonces m(\) = \".

Por el teorema de Cayley-Hamilton, ad(Y) |,, es nilpotente VY € go(X), y
por el teorema de Engel, go(X) es nilpotente. O

Corolario 3.1. Existen subdlgebras de Cartan en dlgebras de Lie de di-
mension finita.

Demostracion. Si g una algebra nilpotente, entonces por la proposicion
3.1], g no tiene mas subalgebras de Cartan que ella misma.

Si g no es nilpotente, entonces g contiene al menos un elemento regular
X, y por el teorema [3.1], go(X) es una subalgebra de Cartan. O

Corolario 3.2. Sea ) < g una subdlgebra de Cartan y supongamos que
X € b es regular; entonces b = go(X).
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Demostracion. Al ser h nilpotente, entonces ad(X) |, es nilpotente, por
tanto h C go(X).

Ahora, por la proposicion [3.2] h es maximal nilpotente, y como go(X) es
tambien es una subalgebra nilpotente de g, por el teorema [3.1], entonces
b D go(X). Asi b = go(X). H

Demostrar el reciproco del teorema es uno de los objetivos princi-
pales de este trabajo.

Lema 3.1. Sea ) una subdlgebra de Cartan y p una representacion de h en
g/b inducida por la representacion adjunta de h en g. Entonces para X € b,
go(X) = b siy solo si p(X) es invertible.

Demostracion. Inducida por la adjunta significa, segun la proposicion

.14k

p:bh— gl(g/b)
p(X)Y =ad(X)Y = [X,Y] = [X,Y].

Ahora, para cualquier X € h afirmamos que:

p(X) es inversible <= ker(p(X)) =0
< go(X) Cb.

En efecto, supongamos que ker(p(X)) = 0, sea Z € go(X), entonces para
algun m > 1, ad(X)™(Z) = 0.
Por un paso inductivo, de lo anterior, también obtenemos que:

m—1—

Z) = 0.

ad(X)"Z = ad(X)" Z = ad(X)(ad(X)

Ya que ker(p(X)) =0, ad(X)™1Z = 0.
Luego,

aWd(X)"1Z = ad(X)" Z = ad(X)(ad(X)" " Z) = 0.

Ya que ker(p(X)) =0, ad(X)™2Z = 0.
Repetimos el proceso, hasta tener lo siguiente:

ad(X)'Z = ad(X)Z = 0.

Ya que ker(p(X)) =0, Z =0, o equivalentemente, Z < b.

Ahora, supongamos que go(X) C b.

La restriccion ad(X) |, (x). €s nilpotente, entonces por el teorema de Engel,
existe Z € go(X), con Z # 0, tal que:

ad(X) |go(X) Z = ad(X)Z = 0.
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Aplicando la proyeccion canénica a la anterior igualdad, tenemos:

ad(X)Z = ad(X)Z =0,

entonces, Z € ker(p(X)).
Como hemos supuesto que go(X) C b, entonces Z € b; es decir:

Z =0,

por lo tanto, ker(p(X)) = 0y en consecuencia p(X) es invertible, para todo
X eb.

Finalmente observemos que h C go(X) por como esta definido go(X). Asi
go(X) = b y en consecuencia tenemos la equivalencia. []

Lema 3.2. Sea l) una subdlgebra de Cartan. Entonces, existe X € h tal que
b = go(X).

Demostracion. Consideremos la representacion, p : h — gi(g/h), tal que
p(X)=ad(X), con X €.
Por el teorema tenemos la siguiente descomposicion de g/bh:

g/f):VAI@V)\Q@"‘@V)\S,

donde V), = {Y €g/b:3In>1,(ad(X) — \(X))"Y =0}, paratodoi=1,...,s.
Supongamos que, para algan i =1,...,s, \;(X) =0.

Luego, tenemos que las restricciones de p(X) a V; = {v € g/b : In >
1,ad(X)"Y = 0} son nilpotentes, entonces por el lema de Engel,

IW €V, W #£0, tal que ad(X)W = 0.

A su vez, sea Z, un representante de clase de W, entonces Z € g — b y
[X,Y] € h,VX € h. Esto contradice el hecho de que h sea una subalgebra
de Cartan, por tanto, ninguno de los pesos se anula y, en consecuencia,
existe X € b, tal que \;(X) # 0, para todo i € {1,...,s}.

Por tanto, p(X) = ad(X) es inversible VX € b y por el lema (3.1}, go(X) =
h. O

Proposicion 3.4. Sean ¢ un automorfismo de g y X € g, entonces ad(X)
y ad(¢pX) tienen el mismo polinomio caracteristico. En consecuencia, X es
regular; siy solo si ¢(X) es regular.
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Demostracion. Tenemos:

det(ad(¢pX) — N) = det(poad(X)o ¢t — \I)
=det(poad(X)op ™t —pop o (X))
=det(¢po (ad(X) o™ — ¢ o (A)))
— det(é 0 (ad(X) 0 6~ — Mg~ o 1))
=det(¢po (ad(X)op™ ' —Alog™h))
= det(¢po (ad(X) — M) o ¢p™)
= det(¢)det((ad(X) — X))det(¢™"))
= det(¢p)det(¢"))det((ad(X) — A))
= det((ad(X) — \I)).

Por tanto, ad(X) y ad(¢X) tiene el mismo polinomio caracteristico. O

Con estos resultados, ya es posible dar una demostracion del reciproco
del teorema cuando K = R.

3.2.1. Caso Real

Teorema 3.2. Sea g una dlgebra de Lie de dimension finita, sobre R y b
una subdlgebra de Cartan, entonces existe un elemento regular X € b.

Demostracion. Consideremos la aplicacion:

Yigxh—g
(Y, X) = (Y, X) = ¥ X,

Por la proposicion [1.4.1] como ad(Y) es una derivacion, ¢***) es un auto-
morfismo de g.

La aplicacion ¢ es diferenciable, asi procedemos ahora a calcular la dife-
rencial de ¢, en el punto (0, X). En efecto, para Z € gy W € ), tenemos
que:

dipo.x)(Z, W) = (10 A)(0),

donde para 6 > 0, A : (—0,0) — g x h es un camino rectilineo, tal que
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At)=(0,X)+t(Z,W)=(tZ, X +tW). Luego:

Ao (2, W) = 512, X +6)(0)

_ 4 paiez) (X +tW) |i=o

dt
— %et‘adm (X 4+ tW) |1=0
_ i(et‘“d(z)X) ’t—O +i(t . 6t.ad(Z)W) ‘t—o

dt = T dt -
= ad(Z) ("D X)) |1 +€ DWW | +(t - ad(Z) ("D W)) | =g
= —ad(X)Z + W.

Sea ahora X € b, por el lema 3.2 h = go(X), entonces por el lema [3.1]
p(X) es inversible, donde p es la representacion de h en g/h inducida por
la representacion adjunta de h en g. Esto ultimo implica que:

g="h+adX)g.

En efecto, para cualquier S € g, por la buena definicion de la proyeccion
canoénica, tenemos que S € g/h, por tanto, existe un unico B € g/h tal que

p(X)B = ad(X)B = S,

es decir; [X, B] = S o equivalentemente [X, B] — S € b.
Entonces, para algun H € b, tenemos que [X,B] - S = H; o0

S=—H+[X,B] = —H +ad(X)B.

S €ad(X)h

Por lo anterior, podemos concluir que dv o x) €s sobreyectiva.

Ahora por el Teorema de la Funcién Implicita, para el punto (0, X) € g x b,
existen abiertos V'y Z, donde 0 € V C gy (0,X) € Z C g x b, de modo que
existee:V — hy; paracadaY €V,

(Y,e(Y)) € Z y DY e(Y)) = X = (0, X);

es decir, hay un abierto W C bh tal que X = ¢(0,X) € W y cualquier
elemento de W es de la forma (Y3, Y,), donde Y; € Vy Y, € h.

Como g,, el conjunto de elementos regulares es denso en g, entonces g, N
W # (. Por lo tanto, existen (Y3, Y3) € V x b, de modo que 1(Y7,Y;) = e*Y,
es regular y, por la proposicién [3.4] Y, € §j es regular. [
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3.2.2. Caso Complejo

Proposicién 3.5. Sea g una dlgebra de Lie compleja y g* el realificado de
g. Entonces rank(g®) = 2 * rank(g) y por tanto X € g es regular si y solo si
X € g® es regular.

Demostracion. Sea T : ¢ — g un operador lineal, entonces:
PA) =detA—T) = (A=) - (A= \)F

donde los autovalores )\; de T' son complejos.
Ahora, si Ty : g° — ¢~ denota al operador T como transformacion lineal
real, entonces:

Q) = det(A — Tr) = (A — X)) (A = X))o (A= A)F (N = Xy)Pe.

Notemos que deg(Q) = 2xdeg(P) y también que la multiplicidad de )\; como
raiz de @) es el doble de su multiplicidad como raiz de P. En particular
para los polinomios de Killing de g y g*, la multiplicidad del autovalor nulo
satisface lo afirmado anteriormente y, como los elementos regulares tanto
de g como de g* son aquellos en los cuales la multiplicidad algebraica del
autovalor 0 coincide con el rango, entonces rank(g®) = 2rank(g).

De esta ultima igualdad X € g es regular siy solo si X € g® es regular. [

Corolario 3.3. Sea g una dlgebra de Lie compleja de dimension finita y b
una subdlgebra de Cartan de g, entonces existe un elemento regular X € .

Demostracion. Sea l) una subalgebra de Cartan de g, entonces h) es una
subalgebra de Cartan de g®. Si dim(g) = n entonces la dimension de
g* = 2n. Por tanto dim(h) se duplica, cuando se la considera una subalge-
bra de g®.

Por el teorema , existe un elemento regular X € h < g* y por la propo-
sicion anterior, X € h < g es regular. ]

3.2.3. Sobre la conjugacion cuando K =C

Proposicion 3.6. Sea ¢ : ¢ — g un automorfismo y h C g una subdlgebra
de Cartan, entonces ¢(h) es una subalgebra de Cartan de g.

Demostracion. 1. Claramente, ¢(h) es una subalgebra de g.

2. Ya que b es nilpotente, existe k, > 1, tal que h* = 0.
Como ¢ es automorfismo, ¢(h)" = ¢(h'); en efecto, via induccion, sobre
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ko, para ko = 1, ¢(h) = b, es cierto.
Ahora, supongamos que ¢(h)'' = ¢(h' 1), luego
)

Por tanto, por 5.2, ¢(h)™ = #(h*) = ¢(0) = 0. Luego 4(h) es nilpotente.

3. Sea Y € n(¢(h)), entonces [X,Y] € ¢(h), VX € ¢(h).
Como ¢~ ' también es un automorfismo, tenemos que ¢ '(X) € b,
entonces ¢ '[X,Y] = [¢7'(X),¢ (V)] € b, esto ultimo implica que,
¢ (YY) en(h) =h, siysolosiY € oh).

Por tanto, n(h) = b.
Finalmente, por 1), 2) y 3), ¢(h) es una subalgebra de Cartan. O

Proposicion 3.7. Sea g una dlgebra de Lie y b1, h, subdlgebras de Cartan
de g. Definimos la relacion "A”, tal que

h1Abs sty solo si, existe un automorfismo, ¢ : g — g tal que h; = ¢(hs).
Entonces, ”/A\” es una relacion de equivalencia.

Demostracion. Sean b, bh,, h; subalgebras de Cartan de g:

1. La relacion A es reflexiva, pues h; = I(h;), donde [ es el operador
identidad, que es un automorfismo de g.

2. Larelacion ”A\” es simétrica, pues si h;/\h,, entonces existe un au-
tomorfismo ¢ : g — g, tal que b; = ¢(h2).
Por lo tanto, podemos considerar el automorfismo ¢!, ya que b, =
¢~'(h1); por lo que, hrAb;.

3. La relacion ”A” es transitiva, pues si h;Abs y hoAbs, sean los auto-

morfismos de g, ¢ y v, tales que h; = ¢(ha) ¥ ba = v(h3).
Entonces, tomando la composicion « o ¢, tenemos un automorfismo

de g, tal que h; = (¢ o v)(bh3); es decir, h; Abs.

Por tanto, de 1),2) y 3), A es una relacion de equivalencia. O

Vamos a denotar al conjunto de todos los elementos regulares en g por
9r-
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Observacion 3.2.2. 1. Si X € g,, go(X) es una subdlgebra de Cartan
por el Teorema [3.1], entonces en g, definimos la siguiente relacién de
equivalencia:

X ~Y sty solo si, existe un automorfismo, ¢ : g — g tal que go(X) = ¢(go(Y))

y denotamos por [X] ={Y € g, : X ~ Y} las clases de equivalencia de
Gr-

2. Sea ¢ un automorfismode gy X € g,, luego ¢(X) € g, y ad(¢p(X)) = ¢o
ad(X)o¢~'. Un paso inductivo muestra que ad(¢(X))" = ¢oad(X)"op™?,
entonces

Z € go(9(X)) & ad(o(X))" =0,n > 1
& ¢o(ad(X)" o™ (Z) =
< ¢(ad(X)" (¢~ 1(2)))
< ad(X)"(071(2)) =
& ¢7H(Z) € go(X)
& Z € ¢(go(X)).

Por lo tanto go(¢(X)) = ¢(go(X)) o equivalentemente X ~ ¢(X). Esto
quiere decir que las clases de equivalencia de ~ son invariantes por
automorfismos de g.

Teorema 3.3. Sea g una dlgebra de Lie real. Las componentes conexas
de g,., son abiertos en g. Tome X e Y en una misma componente conexa,
entonces X ~ Y.

Demostracion. Sea X < g,. Consideremos la aplicacion,

Vg xgo(X)—g
)(V3,Ys) = 0V,

En el desarrollo de la demostraciéon del Teorema [3.2] mostramos que
dio,x) €S sobreyectiva, pues g, es una subalgebra de Cartan. Entonces
es posible aplicar el Teorema de la Funcion Implicita, por tanto existe un
entorno U de X = (0, X) en g,, tal que para todo Z € U, existen Y; € Uy,
Yy, € U, tal que Z = ¢(Y1,Y3), donde U; C g es un entorno del origen y
Uy C go(X), es un entorno de X en go(X).

Por el teorema [3.2] go(X) contiene elementos regulares, entonces es posi-
ble restringir U, y asumir que U, C g,.

Ya que Y; € Us,, entonces go(Y2) = go(X), pues por el corolario , se tiene
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que go(X) = go(Y2).
Asi,

g0(Z) = go(v(Y1,Y2))
= go(e"10VY))
= " Mgy (Y2)
= "0 gy(X).

(por (2) de

Por lo tanto, para todo Z € U, Z ~ X, o equivale concluir que U C [X],
y como g, es abierto de g, [X] también es abierto de g. Finalmente al ser

g9 = U [X], entonces cada [X]| es cerrado en g, pues [X|° es union de
Xegr

abiertos y por tanto abierto de g,. Asi, cada clase de equivalencia [X] de
g es abierto y cerrado en g¢,, de modo que [X]| es union de componentes
conexas de g.

Sea i = rank(g), entonces p; # 0 en el polinomio de Killing de g. Como
g, = {X € g:p;(X) # 0} tiene una cantidad finita de componentes conexas.
Por tanto las componentes conexas de g, son abiertos de g, pues cada
componente conexa de g, es un subconjunto cerrado de g, y como su
complemento en [X| es cerrado, cada componente conexa es un abierto
de g, y luego un abierto de g, por la topologia del subespacio.

Sean Y;, Z; en alguna componente conexa de g,, luego existe X; € g, tal
que [X;] contiene a la componente conexa de Y; y Z;. Por lo tanto Y] ~ X;
y X; ~ Z; y debido a la transitividad de ~, Y; ~ Z;. O

Proposicion 3.8. Sea p : C" — C un polinomio que no es idénticamente
nulo, entonces C' = {v € C" : p(v) # 0} es conexo.

Demostracion. La prueba sera via induccion sobre n: Si n = 1, tenemos
que mostrar que el conjunto C' = {v € C: p(v) # 0} C C es conexo.
Consideremos la coleccion C — C = {w € C" : p(w) = 0}; es decir, las rai-
ces del polinomio p. Por el Teorema fundamental del Algebra, se tiene que
C — C es un conjunto finito y por tanto es discreto, cuyo complemento C
€s conexo.

Ahora, supongamos valido el resultado valido, hastan — 1, con n > 1.
Sean entonces, z = (z1,29,...,2,) Y w = (wy,wy, ..., w,) dos elementos en C,
talque p(z) # 0y p(w) # 0. Esto es posible, al ser p un polinomio no idén-
ticamente nulo. Ahora, es posible, obtener, a partir de p, dos polinomios
¢1, 2 de la siguiente manera:

Fijando las coordenadas z, y w,, de z y w respectivamente,

~1

q1 - c" — (Ca con q1($17$2a s 7$n—1) :p(zlax27' - 7$n—1vzn)7
1

@2 : C" — C, con qo(x1,22, ..., Tp1) = p(x1, T2, ..., Tp_1,Wy).
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Observemos que ¢; y ¢2, por como estan, definidos, no son identicamente
nulos.

Por otra parte, afirmamos que, de manera general, para un polinomio
no identicamente nulo cualquiera ¢ : C* — C, con n > 1, tenemos que
Cy: {r € C" : ¢q(r) < 0}, es abiertoy denso en C", pues al ser C un espacio de
Hausdorff, ademas de la continuidad de ¢ y la aplicacion nula, entonces
C" — C es cerrado; es decir, C es abierto.

Ahora, supongamos que int(C" — C') es no vacio, esto implica que ¢ es
idénticamente nulo, pues ¢ seria analitica en un abierto de C" — C, lo cual
contradice la eleccion de ¢. Por lo tanto, C' también es denso.

Regresando a nuestro problema, por lo anterior, tenemos que

Co ={reC " iqu(r) #0}NCy, = {s € C"" 1 qu(s) # 0} # 0
es decir, existe 2° = (29,25, ...,2% ) € C"', tal que ¢(2°) # 0 # qa(2°).
Ahora, por lo anterior:

(29,25, ... 2% ) =p@f a2l .. 20, 2) #£0

Q1(21, 22, .oy 2n—1) = p(21, 225« oy Zn—1, 2n) # 0.

Entonces, por hipétesis de induccion, C,, es conexo. Por lo anterior dedu-

cimos que C,, es un conexo de C, que contiene a (z7,29,...,22_ | z,) y a z.

Por tanto, (2%, 25,...,2° |, 2,) y 2 pertenecen a una misma componente co-
nexa de C.

Un argumento similar, muestra que (2%, 29,...,2° | w,)y a w pertenecen a
una misma componente conexa de C.

Por otra parte, consideremos el siguiente polinomio:

r(u) = p(:v(l), xg, . ,x%_l, w).

Vemos que por como esta definido r, es un polinomio no nulo.
Luego,

’I"(Zn) = p(x(l)v :Eg, s 7x?z—17 Zn) = Q1(x0) 7é 0

r(wy,) = p(x(l], ng, o ,x%fl, wy) = qg(xo) £ 0.

Por el primer paso de induccion, C, es conexo; es mas, C, €S un conexo

de C, que contiene a los puntos (z9,25,...,2° |, 2,)y
(29,29,...,2° | w,), por lo tanto, estos pertenecen a una misma compo-

nente conexa de C.
Luego, 2z y w estan en una misma componente conexa de C, asi C tiene
que Sser conexo. [

Teorema 3.4. En dlgebras de Lie complejas, las subdlgebras de Cartan
son conjugadas entre si.



78 CAPITULO 3. SUBALGEBRAS DE CARTAN

Demostracion. Como consecuencia del teorema [3.3] la cantidad de cla-
ses de equivalencia de ~, no supera a la cantidad de componentes cone-
xas de g. Por otro lado, consideremos el realificado g*. El teorema anterior
muestra que si X,Y estdn en una misma componente conexa de g~, en-
tonces X ~ Y. Asi, X ~ Y, donde X,Y estan en una misma componente
conexa de g,. Ahora, siendo i = rank(g), tenemos por la proposicion
que

gr = {X e g:pi(X) # 0}
es conexo, por lo tanto la iinica componente conexa de g, es ella misma;
es decir, existe solo una clase de equivalencia de ~.
Sea X € g,, entonces [X] = g,. Ademas, por el corolario para cuales-
quiera by, h, subalgebras de Cartan de g, existen X, X, € g, tal que X; € b,
y X2 < hg.
Por lo tanto al tener X; ~ X5, existe un automorfismo ¢ de g, tal que:

90(X1) = ¢(g0(X2))

y, por el teorema 3.1} h; = ¢(h,) lo cual muestra que bh; y h, son conjuga-
das. O

Ejemplo 3.2.2. 1. Sea hz = {[X]|z = diag(M,....\,)} < g, donde g =
sl(n,C) y f es una base de C". Afirmamos que hz es una subdlge-
bra de Cartan. En efecto, hz es abeliana y por tanto nilpotente. Aho-
ra st A = (a;;) € n(hg) entonces ad(H)A = (N — Aj)a;; = 0 para todo
i,j = 1,...,n. St ocurre que \; # \; cuando ¢ # j, entonces a;; = 0
para las entradas de A fuera de la diagonal principal. Asi ad(H)A es
diagonal si y solo si A es diagonal y por tanto n(hz) = bhg; es decir,
hs es una subdlgebra de Cartan. Del teorema anterior, deducimos que
rank(g) = dim(hg) =n — 1.

Las subdlgebras de Cartan b, y bhg, de g son conjugadas el siguiente
automorfismo:

p:g—9
Ar— ¢(A) = PAPY,
donde P es la matriz de cambio de la base 5, a la base [3,. Este au-
tomorfismo es tal que ¢(hs,) = hs,. La reciproca de nuestra afirmacion
también es cierta; es decir, cualquier subdlgebra de Cartan de g es de

la forma bz para alguna base [ de C". Para eso consideremos A € g
en su respectiva _forma canonica de Jordan. Entonces

Ay 0
A: T,
0 Ay
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donde
a;; 1 0 01 0
Aj = = a1, +
a;; 1 01
0 ajj njXn; O NG Xn;
B 0
Si B = € g de modo que B, son bloques triangulares
0 By

superiores del mismo tamano de los bloques de A, entonces B € go(A),
en particular cuando B es una matriz diagonal. Es asi que la dimen-
sion de go(A) > dim(hz), donde la igualdad se da cuando los bloques
de Jordan son de 1 x 1; es decir, con todos sus autovalores distintos.
Como consecuencia del teorema anterior, las subalgebras de Cartan
tienen la misma dimension, de modo que cuando A es regular tene-
mos que dim(go(A)) = dim(bg).

Asit, los autovalores de A son todos distintos si A es regular ensl(n,C).
En conclusion, las subalgebras de Cartan son de la forma hg, con 3
base de C" y sus elementos regulares son aquellos cuyos autovalores
son distintos dos a dos.

2. Observemos que el complexificado de g es g© = sl(n,C). Luego b es
una subdlgebra de Cartan de si(n,R) si y solo sih es una subdlgebra
de Cartan de sl(n,C). Por lo tanto rank(sl(n,R)) = rank(sl(n,C)) y en
consecuencia X € sl(n,R) es regular siy solo si X € sl(n,C) es regular.
De lo anterior existe una base  de C" tal que X € sl(n,R) regular, es
una matriz diagonal cuyos autovalores son distintos dos a dos y como
los coeficientes de px son numeros reales, las raices de px sobre C
tienen la siguiente forma:

>‘17>‘_17)‘27)‘_27"'7>\ka)‘_ka,u1>"'71u8'

donde paratodo j =1,... .k, )\j,)\_je Cyparatodok' =1,...,s, yw €R
de modo que n = 2k + s. Los autovectores asociados a estos autovalo-
res, constituyen una base

6:{wlaw_lv‘"7wk7w_kavla"'7vs}

de C", donde v; € R". Ya que los vectores w;,w; € C", entonces w; =
Aj+iB; yw; = A; —iB;, donde A;, B; € R" para todo j = 1,...,k. Luego
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la coleccion v = {Rewy, Imwy,..., Rewy, Imwy,vy,...,v0s} es una base
de R" de modo que:

a; —b
b

ar —by

M1

s

con \; = a; +ib;. Ahora sea b la subdlgebra de Cartan asociada a X (o
sea go(X)) y denotamos por hc su complexificada.

Por tanto hc = hg ensl(n,C), pero los elementos de |l tienen sus entra-
das reales y son diagonales en la base 3, por tanto estos se represen-
tan en la base v de la misma forma que X en (x), con k bloques de
2 x 2 y una cantidad s = n — 2k de elementos diagonales.

Por tanto, para cada 0 < k < n/2, entonces cada k determina una fa-
milia de subdlgebras de Cartan que son aquellas en las cuales, para
una base de R", sus elementos se escriben como en (x). Ya que el ran-
go de sl(n,C) es n — 1, para un valor arbitrario de k, la dimension de
las subdlgebras de Cartan de sl(n,R) es siempre n — 1.

Asiensl(n,R), dos subdlgebras de Cartan dados por un mismo k, son
conjugadas entre si, ya que una se obtiene de otra por un cambio de
base. En cambio dos subdlgebras con valores de k distintos no son
conjugadas, pues la cantidad de autovalores complejos de las adjun-
tas de sus elementos depende de k.

Finalmente, es posible contar la cantidad de clases de conjugacion de
las subdlgebras de Cartan de sl(n,R):

Cuando n es par, contando la ausencia de autovalores complejos, exis-
tenn/2 + 1 clases de conjugacion.

Sin es impar existen (n + 1)/2 clases de conjugacion, por la presencia
de un autovalor real.

. Paran = 2, g = sl(2,R) por lo anterior, presenta dos clases de conjuga-
cion para sus subdlgebras de Cartan; es decir, k es tal que 0 < k < 1,
demodo quek =00k =1.

Sean by, = Span{H} y b, = Span{X — Y}. Al ser H y X — Y regulares,
tenemos que h; = go(H) y ha = go(X — Y). Notemos que los autovalores
de H son 2 y —2, mientras que los autovalores de X —Y son i, —i.

De este modo, h; pertenece a la clase de conjugacion de k = 0 y ho
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pertenece a la clase de conjugacion de k = 1, de modo que h; y h, no
son conjugadas ensl(2,R).

Recordemos el polinomio de Killing de g es Pz(\) = \* — 4(b* + ac)),
donde Z = aX + bH + ¢Y € g y, este serd regular sty solo si P(a,b,c) =
b? + ac # 0.

Entonces g, = {Z € g: P(Z) # 0} C R® tiene tres componentes conexas.
De acuerdo a la proposicion , g, es conexo cuando g = sl(2,C), de
modo que solo hay una componente conexa, lo que implica que debe

existir una sola clase de conjugacion, pues C es la clausura algebraica
de R.

Figura 3.1: Los elementos de g, C g real son aquellos que estan fuera de
la superficie coloreada.

3.3. Un Enfoque Algebraico

En esta seccion, K denotara un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica cero y los espacios vectoriales en cuestion, seran de dimen-
sion finita.

Definicion 3.4. Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre K y

g =A{v,...,u,} una base de V. Sea X € V, entonces X = szvl donde el
=1

vector de coordenadas de X en la base ( es el vector [X|z = (x1,...,2m) €

K™ Sea f(Ai,...,Am) € K[\, ..., \n], el anillo de polinomios en las m - inde-

terminadas \;, con coeficientes en K. Entonces f(\y,...,\,,) ylabase g CV

definen una aplicacion

f:V—K
X — f(X) = fx1,...,2,).
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Se denomina a f funcion polinomial o polinomio en V.

Observaciéon 3.3.1. 1. Sea ' = {vi,...,v),} otra base deV, entonces f y
f" definen una _funcién polinomial que puede ser distinta a la_funcién
polinomial, definida a partir de f y 3. En todo caso, f y 3 no dejan
de definir una funcién polinomial en V. En este sentido la nocién de
Jfuncion polinomial es independiente respecto a la eleccién de alguna
base para V.

2. Una funcién polinomial f se puede entender como una combinacion
lineal de monomios del tipo

Tyt eeeam (+)

donde [X]g = (x1,...,%y). El grado de un monomio =7 - - -z, es igual a
LAt T
Por tanto el grado de una _funcién polinomial f = Z Ciy..., imx?f . :c;g” es
igual al mayor grado de los monomios que lo componen.
Los funcionales lineales m; € V* tal que 7,;(v;) = §;; forman una base
del dual de V. Asi f se escribe como suma de productos finitos de
funcionales lineales:

AN iAC

Proposicion 3.9. Denotamos por K[V], al conjunto de funciones polinomia-
les enV sobre K. Sean f,g € K[V] y X € V, definimos

(f +9)(X) = fF(X) +9(X)
(f9)(X) = f(X)g(X)
Yy paraa €K,
(af)(X) = af(X).
Entonces K[V] junto estas operaciones, es una dlgebra asociativa.

Demostracion. Esto se desprende del hecho de que el conjunto de funcio-
nes de A en K, donde A es un conjunto cualquiera, define una estructura
de algebra asociativa.

O

Proposicion 3.10. 1. Seav € V y f = {vy,...,v,} de modo que [v]s
(x1,...,2m). Entonces si para todo v € V' se cumple que f(xy,...,zy)
0, entonces f =0 € K[A1,..., A\l

2. Sea v : K[\, ..., \n] — K[V] una correspondencia tal que

Vs Am)) = f e K[V,

entonces v es un homomorfismo inyectivo de dlgebras.
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Demostracion. 1. En efecto via induccién sobre m. El caso m = 1, sig-
nifica que f(z) = 0, para todo = € Ky como K es de caracteristica
cero, es infinito y por tanto f = 0.

Ahora asumamos valido el resultado para m > 1, entonces:

q
FOL ) =D f(A e Amc) AL,
r=1

donde f,(A1,..., Am—1) € K[A1,..., \—1]. Fijando z4, ..., 2,1 € K, tene-
mos que por el primer paso de induccion:

q
S hrw )2l = f(@ . T, ) = 0,
r=1

para todo )\, € K.

Ya que zi,...,2,_1 € K son arbitrarios entonces f,.(z1,...,2,-1) = 0
donde 0 < r < ¢ y por hipétesis de induccion f,.(Aq,..., \n—1) = 0. Por
lo tanto

f(z1,..., &m-1, ) = 0. Por tanto, si ¢ € Ker(y) entonces g = 0 por la
afirmacion anterior. Asi v es inyectiva.

2. Sean f(A1,.. s Am), g(A1, .. s Am) € KA, ..., \] ¥ X € V, entonces

(Y1, Am)) F (g, Am) ) (X)
= Y(f(A1s - An) (X)) +9(9( A1, -5 A (X))

= [(X) + 9(X)

= (f+9)(X)

=((f +9) (A, An))(X). (1)
También tenemos:

YO A V(A - Am) ) (X))

= 7(f(A1s e, An)) (XA, -+ Am) ) (X)

= f(X)g(X)

= (f9)(X)

= (Y(fg(Ar, -0, Am)))(X). (2)

Finalmente, para a € K:

(@ (f(Ars - Am)))(X) = ay(f(Ar, - Am) ) (X)
= a(f(X))
= (af)(X)
=y(af(Ar, - Am))(X). (3)
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Por tanto, de (1), (2) y (3), v es un homomorfismo de algebras. La
inyectividad de v es consecuencia de la afirmacion anterior.
O

Definicion 3.5. Sea W, otro espacio vectorial, de dimensién finita sobre K
Yy, p={wy,...,w,} una base de W. Una aplicacién P deV en W, se dice que
es polinomial, cuando las coordenadas de los elementos de la imagen de
P, son funciones polinomiales de V'; es decir:

X=Y aw—PX)=Y =) Buw,
i=1 j=1

donde para todo j, 5; = pj(oa, ..., ), conp;(A, ..., An) € KA1, ..., Ayl
Proposicion 3.11. Sean V, W y U, espacios vectoriales de dimension finita.

1. El conjunto de aplicaciones polinomiales de V en W, forma un espacio
vectorial bajo la suma y multiplicacion escalar de_funciones.

2. Sea P una aplicacion polinomial de V en W y, () otra aplicacion poli-
nomial, de W en U. Entonces la composicion () o P es una aplicacion
polinomial, de V en U.

3. Si f € K[W], entonces f o P € K[V]. Ademadas, la correspondencia op :
K[W] — K[V], tal que, op(f) = fo P, es un homomorfismo de dlgebras.
Reciprocamente, dado un homomorfismo o : K[W] — K[V], existe una
aplicacion polinomial P, deV en W, tal que 0 = op.

4. Siop = 0g, entonces P = ().

Demostracion. 1. En tal conjunto, definimos las operaciones de la si-
guiente forma:

(P +Q)(X) = P(X) + Q(X)
y para a € K,
(aP)(X) = aP(X).

para cualquier X € V.
Por tanto el conjunto de aplicaciones polinomiales con estas opera-
ciones, constituye un espacio vectorial sobre K.

2. Sean [y = {v1,ve, ..., 0}, Bw = {wi,wa, ..., v}, Bu = {ur,us, ..., u,} ba-
ses de V, Wy U, respectivamente.
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Sean también X € V, donde X = Z a,;v;, entonces P(X) = Z vilar, oo, ..., a)wj,
i=1 Jj=1
donde v; € K[\, ..., \,], pues P es una aplicacion polinomial.
Ya que () también es una aplicacion polinomial, tenemos:
p

Q(P(X)) = Zek(%(al, co )y, )y e, Q) U,

donde, ¢, € K[Ay,..., A\, conk=1,2,... p.
Por lo tanto deducimos que ¥, = ex(v1,72,---,7) € KA1, ..., A\n], por
tanto @) o P es una aplicacion polinomial.

. Notemos que toda funcion polinomial, es una aplicacion polinomial,
pues el elemento identidad en K visto como un espacio vectorial, se
constituye en una base de K. Entonces por (2), tenemos que fo P €
K[V].
Ahora, para fygen K[W]y X € V:
or(f +9)(X) = ((f +9) o P)(X)

= (f +9)(P(X)

= J(P(X)) +g(

= op(/)(X) +op(9)(X)
= (op(f) +op(9))(X).

Como X es arbitrario, entonces

op(f+g)=op(f) +op(g). (*)

)
P(X))

Para el producto,

Asi:
op(fg) = opr(flor(g). ()
Ahora, para a € K,
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Entonces,

op(af) = aop(f). ( * %)

Finalmente, por (x), (x%) y (x * *), op define un homomorfismo entre
KWy K[V].

Reciprocamente, sea ¢ : K[W] — K[V] un homomorfismo. Conside-
remos los funcionales lineales

lj W —K
Y = (V) = ;O _yaw,) =y; donde j =1,2,....n.
s=1

Observemos que [; € K[W],Vj = 1,2,...,n, luego las imagenes bajo
sigma de los /;, son funciones polinomiales de V, entonces para X =

zm:.l’i'l]i eV:
=1

donde f; € K[\, ..., Ayl
De la igualdad anterior, podemos definir la siguiente aplicacion:

=1

P:V —Wtalque X =) zuw; — P(X) =Y filx1,..., zm)w;.
j=1

Es claro que P es una aplicacion polinomial; ademas:
op(l;)(X) = (I o P)(X)
= 1;(P(X))
= fj(l‘l, N ,J]m)

= a(l;)(X).

Por tanto, op(l;) = 0o(l;), conj=1,...,n.
Ya que los /;, generan K[IV] y ¢ es un homomorfismo, entonces o =
op.

4. Sea f € K[IW], de modo que op(f) = og(f); es decir

foP=foQYqeKW)
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Sea X = szv, entonces P(X Z fivi, con f; € K[V]. Por tanto

Li(P(X)) = f], paratodo j =1,...,m. De la misma forma [;(Q(X)) = g,
donde j =1,...,m. Donde @) es una aplicacion pohnomlal de V en V.
Asi, porla igualdad, tenemos que [;(P(X)) = [;(Q(X)); es decir, P(X) =
Q(X)y como X €V es cualquiera, tenemos que P = Q.

0

Proposicion 3.12. Sea 7 : K[IW| — K un homomorfismo, entonces existe
Y € W tal que 7(q) = q(Y), con q € K[W].

Demostracion. Sea V = 0, luego si p € K[V] entonces p(0) € K. Por otra
parte, para cualquier aplicacion polinomial P : V — W, P(0) =y € W. Ya
que 7 es un homomorfismo, por (3) de la proposicion tenemos que
T = op, donde para g € K[W], tenemos

7(q) = op(q) = qo P = qo P(0) = q(y).
0

m
Ahora, sea X = Z z;v; € V donde los {vy,...,v,} es una base de V. Por
=1
otra parte, f € K[V] entonces f(X) es una combinaciéon lineal de mono-
mios en z;; es decir, las coordenadas de X. Sea z}'zy*---x,™ uno de esos
monomios, entonces la derivada parcial de un monomio, se define como
sigue:
a r1 T2

<8/\ )Az iﬂz(xl ) I;;n) 1Ty A

=z xy’ T I:)T

Por lo tanto, la derivada parcial de f, respecto a x; por linealidad; se ex-
tiende sumando las derivadas de todos los monomios que contienen a x;
en f. En caso de que f = C, donde C € K es una constante, entonces

of

(ﬁ))\l:rl =0,Vi=1,...,m

Definicion 3.6. Sea f € K[V] y sea X = Zaivi enV, la aplicacion dx f :

i=1

V — K, de modo que parayY = Z nv; en'V,

i=1

axF(¥) = (dx ) vaz > e
k=1

se denomina la diferencial de | en X.
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Por tanto, podemos deducir los siguientes hechos:
Proposicion 3.13. Sean f,g e K[V|y X € V,

1. dx(f +9) =dxf +dxg.

2. dx(af) =a(dxf); cona € K.

3. dx(fg) = f(X)(dxg) + g(X)(dx f)

m
Demostracion. Sean {vy,...,v,,} una base de 'y X = Zmzvz Entonces
=1

para cualquier Y = Z y;v; por definicion:

i=1

1.
— I(f+g
ix(+oy =Y (ALED)
k=1
= 2(8)\ In=nYk + 2(8)\ ) \=a: Yk
k=1 k=1
=dx f(Y)+dxg(Y)
Como Y € V es cualquiera, entonces dx(f + g) = dxf + dxg.
2.
— d(af)
dx(af)Y =3 (5), e
p O
=0
= ;(a)\k)Nﬂyk
= Oéde(Y)
Asi, dx(Oéf) = ade.
3.

=900 > et + £

k=1 k=1

= f(X)dxg(Y) +g(X)dx f(Y).¥Y € V.
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Asi dx(fg) = f(X)(dxg) + g(X)(dx f).
]

Observacion 3.3.2. La proposicion anterior, muestra que la diferencial es
un funcional lineal de V. Por tanto la diferencial se representa en la base
{v1,...,v,} como sigue:

0 0
(de) = <(8_Af;€)>\1011? sty (an))\mam> :
m Ixm

Deﬁmc:on 3.7. Sea ahora P, una aplicacion polinomial, de V en W, donde

parayY = Z nv; — P(Y Z pi(m,...,n,)w;, entonces la diferencial de P
i=1

en X = E a;v;, Se define como:

=1

Observacion 3.3.3. De la definicion anterior la diferencial de P en X =

m

Z a,;v; es lineal, por lo tanto:
=1

8p1 8]71 apl
(a)\k))q:(h (a)\2)/\2=062 (8)\ ) m=0m
Gy, Oy (O,
(AxP) oy = | ON7TT 20N T RON, T
Opn. Opn. Opn
(a)\l)hzal (a)\2)/\2=062 (8)\771 ))\m:am

Ejemplo 3.3.1. Sea V' un espacio vectorial real de dimension dos, con una
base 3 = {vy,v,}. La siguiente aplicacion:

p:V—V
)\11)1 + )\2’112 — ()\1)\2 + )\3)7}1 + ()\% + )\%)Ug

es una aplicacion polinomial. Haciendo v = A\v; + AU Y W = 101 + fio¥s,
podemos calcular su diferencial:

dup(w) = (Aapir + (A1 + 2X2)pi2)v1 + (A1 + 2A9p12)v2
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Proposicion 3.14. (Regla de la Cadena) Sean P : V. — W,Q : W — U,
aplicaciones polinomiales, entonces

dx(QOP) Idp(x)Qdep.
Demostracion. Sea Sy = {vi,...,von}, fw = {wi,...,w.},0v = {u1,...,up}

bases de V, W y U respectivamente. Para X = Z rv;eY = Z y;v; tenemos

=1 =1

dxP(Y) =) (Z(g];\i)xt m%«)

que:

También:

p n m
dq op
dpx)Q(dx P(Y)) = > (E (—a;)xt:pm ,,,,, o) D (—a;)xtmtyr) Uy

= (Z <Z<ai]: ))\t =p¢(z1,..., :vm)(a_zj\]:)&%yT)> Uk (*)

s=1

Por otro lado, tenemos lo siguiente:

dx(Qo P)(Y) = Z (Z (aqk(pgs\; : ,Pn)))\ B yr) U (%)

k=1 r=1

Oqe(p1, - - - Pn) 8% Opr,
Ya que ( O\, N - ; )\t =pt(21,....2m) (a)\ )/\t =z, para cada k =
{1,...,p}yr=A{1,...,m}, por lo tanto

dp(X)<dXP(Y)) = dX(Q o P)(Y),VY eV.

Asi
dp(x)Q o dxP = dx(Qo P).
O
Lema 3.3. Sea P : V — W una aplicacion polinomial y suponga que para

algin a € V, d,P es sobreyectiva. Entonces la transpuesta op : K[W] —
K[V] es inyectiva.

Demostracion. Se procedera por reduccion al absurdo.
Sea g € ker(op), con ¢ # 0y de grado minimo; es decir:

op(q) =qo P =0.
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Notemos que, al ser op(q) € K[V], donde dim (V') = m, entonces, por la regla

de la cadena:
()

dx(qo P) =dpixyqgodxP = 0.

Donde X = ijuj es cualquiera, en V' y {us,...,u,} es una base de V.

J=1
m

Sea a = E a;u; en V.Ya que P es una aplicacion polinomial,

i=1

P(X) =pi(xy, ...

donde p; € K|z, ...,
nemos que:

, T )W + Pa(xy, ...,

z,], para todo t € {1,...,

ajm)w2 + - +pn(x17 v 7~Tm)wna

0 0 0
daP(X) = ((8_];1”1(11 1+ (a_];\i)kzasz +oeeet (%)Amamxm) w1
Opa Ops Opa
(Pt 4 (G hamaste oo (5t ) s
+
Opn Opn
+ (<8)\ ))\1 alxl (a)\2>)\2 a2x2 +---+ (a)\m))\m:amxm> W, -

Por otra parte,

(dgp(a) © daP)(X) = dgp(a)

(da P(X))

dq Ip1 Ip1
= s (Gt + 4 (Gt
+
9q Opn Ipn
(o) (s + 4 (G2 ).
Ahora, para todo s € {1,...,m}:
Jq op1 dq Opn
P = (=— - . _
(dQP(a) © da )('LLS) <8p1 )Pl =p1(z (a>\ ))\s—as + g (apn) (a)\ ))\s—as
dq 8p1 dq Opn,
(ap )Pl =p1(x 3(13 +oeee (apl )anPn(I) aas :

n} De (%), por un lado, obte-
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Entonces, por (x), tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

dq Ipy Jq Opn
(apl )PIZPI(I) 8@1 + + (apn),on:pn(x) 8@1 =0
dq op1 Jq Opn
(apl )01:191(@ aa2 + + (apn>pn:pn(x) 8@2 =0
dq op1 Jdq Opn
(apl )Pl=p1(ff) aam + (apn)pn=pn(9€) a&m = 0.
O equivalentemente:
Opi Op2 = O\ (D0
8@1 8@1 8@1 8 1 prepe
o Oom o || X
8a2 8a2 8a2 8/)2 p2=p2(2) = .
o O om || 0 !
da,, Oay, Oa, dpy PP l®)

Por hipotesis, d,P es sobreyectiva, entonces, alguno de sus menores de
n x n es no nulo. Por este hecho, tenemos que

dq
(a_pk)pk:pk(x) =0, (%%)

para todo k € {1,...,n}, donde x = (z1,z9,...,2).
Observemos que los polinomios de (xx), son de menor grado que ¢ y estan
en el nucleo de ¢. Por tanto

—=0,k=1,...,n.

Opy,
Por tanto, ¢ es una funciéon polinomial constante, y como ¢ € Ker(o),
entonces ¢ = 0, lo cual contradice la eleccion inicial de ¢, por lo tanto ¢ es
inyectiva. u

Definicion 3.8. Sea B una dlgebra asociativa sobre K y A C B una subdl-
gebra de B. Entonces
Alxy, ... 2,

denota la subdlgebra de B generada por A y {x1,...,z,} C B.

Teorema 3.5. Sea K una extensiéon de K. Sean también Ay B = Alzy, ..., ,]
subdlgebras de K. Sea p € B, con p # 0. Entonces existe q € A, tal que si
o : A — K es un homomorfismo con o(q) # 0, entonces o se extiende a un
homomorfismo 7 : B — K con 7(p) # 0.
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Demostracion. Se probara el resultado, via induccion sobre r:
Sir = 1 entonces B = A[z]. Consideremos C, el subcuerpo de K generado
por A, entonces tenemos dos posibilidades para x € B:

1. (Caso I: x es trascendente sobre C'.)
Dado este hecho, para b € B:

b:b0+b1$+"'+b3$8 b; GA,SZO.
Al tener supuesto que p # 0 en B, entonces
p=p1+pet+ -+ pat,

donde p; # 0. Haciendo ¢ = p;, es posible extender el homomorfismo
c:A—K:
En efecto, asumiendo que o(q) # 0, consideremos el siguiente polino-
mio:

P(X) =0a(po) + o(p)X +--- + a(p) A"
Observemos que P € K[)\] y que tiene exactamente ¢ raices en K.
Ademas, por ser de caracteristica 0, K es infinito, por lo tanto, existe
c € K tal que P(c) # 0.
Ahora estamos en condiciones de proponer la extension de o:
Consideremos:

7:B=A}zx] — K
b="by+byx+ - +bx’®— 7(b) =0(by) + c(br)c+ -+ ca(bs)c’.

La aplicacion 7 esta bien definida es un homomorfismo. En efecto:
Sean b = by + byz + --- + ba* y b = b + bz + --- + b,z* en B, tal que
b =10". Entonces s = s’ y luego,

b—b = (bg—bpy) + (by — b))z + -+ -+ (bs — V.)z*

=0.

Por esto ultimo, habriamos encontrado un polinomio, con coeficien-
tes no nulos en C, que tiene a z como raiz, lo cual contradice la
trascendencia de z. Por tanto (b; — ,) =0, con s > 0.

Entonces,

U(bs - bls) = ‘7(68) - O-(bie)

=0(0)
= 0.
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Por lo tanto,
7(b) = 7(t') = (o(bo) — o(bp)) + (o(br) — o(by))e+ -+ - + (o(bs) — o (b))c?
de donde, por x*
= 0.
Asi, 7 esta bien definida, pues:

7(b) = 7(b). (1)

Por otra parte, asumiendo sin pérdida de generalidad, que s’ > s:

7(0) + () = ((bo) + o (by)e + - + o (by)e*)+
+ (o (b)) + o (b)) + -+ + o (b))
= (o(bo) +o(bpy)) + ( ( 1) +o®))et -+ (o(bs)+

/

+ o (b)) + o(bgyr)c T4+ (b et
= (a(bo) +b5)) + (a(br) + b'))c -+ (o(bs) + b))+

+o(B)e T 4o (b))
=7(b+V). (2)
Ademas,
s+s' k
T(0b) =Y (O oby)a(b_,))c"
k=0 p=0

I
)
—~
S
~—
q
~~
ST
N~—
(@)
s
+
<

= 7(b)T (V). (3)

Por tanto, por (1), (2) y (3), 7 es un homomorfismo que extiende o a
By; que también verifica:

7(p) = o(po) + o(p1)c+ -+ o(p)c’
= P(c) #0.

. (Caso I: = es algebraico sobre C'.) Sea

PA\) =ap+atA+ -+ an A",
un polinomio, tal que a; € C, con i = 1,2,...,m, de modo que

P(z) = 0. (4)
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Vamos a considerar a P, con el menor grado posible, de aquellos
polinomios que tienen como raiz a z. Bajo estas condiciones, P es
irreducible en el anillo de polinomios C[)].

Consideremos la siguiente aplicacion:

7 C[A\] — A[z] tal que n(R) = R(z).

Esta aplicacion es un homomorfismo sobreyectivo de algebras, en-
tonces por el teorema de isomorfismo:

Alz] = C[\|/kerm. (5)

Ahora sea 0 : A — K un homomorfismo, tal que o(a,,) # 0, conside-
remos el siguiente polinomio:

P?(\) = o(ag) + o(a) A+ - + o(a,)\™.

Notemos que P’ € K[)], entonces tiene raices en K, al ser este alge-
braicamente cerrado.
Sea ¢ € K tal que, P?(c) = 0, definimos:

7 C[]\] — K tal que T/(Z a;\') = Z o(a;)c.

Esta aplicacion, extiende o a C[)\|, cuando se considera a A C C[)]
siendo el conjunto de polinomios constantes, con coeficientes en A.
Ahora, sea R € C[)\], tal que R € ker(w). Entonces

7(R) = R(z) = 0.

Por la eleccion de P, al ser a,, # 0, a,'P es minimal, y por tanto es
un divisor de R, entonces R = a,' PS, o equivalentemente:

a® R = PS, (6)

donde S es algin polinomio y & algun exponente. Evaluando 7’ en
(6), tenemos lo siguiente:
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Como o(a") = o(a,,)* es no nulo, por tanto 7(R) = 0. En resumen,

7'(kerm) = 0, esto es, la imagen bajo 7/, de cualquier polinomio en C,
que contiene a x como raiz, es siempre cero. Luego, consideremos la
siguiente aplicacion:

7: C[\] — K, tal que 7([R]) = 7'(R).

Por * y (5), 7 es un homomorfismo bien definido, que extiende ¢ a
Alz]. Ahora, sea p # 0 en A[z], entonces p es algebraico sobre C'y por
tanto, se puede considerar un polinomio @) = co+ciA+-- -+, A" € A[N],
de grado minimo tal que Q(p) = 0.

Observemos que Q(0) # 0; es decir, 0 no puede ser raiz de (), por ser
Q irreducible.

Sea ¢ = Q(0)a,, = cpa,, € A. Dado un homomorfismo ¢ : A — K, tal
que o(q) # 0y ya que o(q) = o(cp)o(a,,), entonces o(cy) # 0y o(an,) # 0.
Esto ultimo permite extender ¢ a un homomorfismo 7 : Afz] — K,
por lo hecho anteriormente.

Finalmente, 7(p) # 0. En efecto, considere el polinomio:

Q7(N) =o(co) +a(c)A+ -+ o(e) A"

Entonces, ya que Q(p) =0,

(0)

T(Q(p))
T(co+ap+ -+ cup")
7(co) + 7(e))T(p) + -+ + 7(cn)7(p)
)T(p) + -+ 0(ca)T(p)

Q7 (7(p))

Ya que Q7(0) = o(cp) # 0; es decir 0 no es raiz de ?, por tanto 7(p) # 0
como se queria demostrar.

n

n

I
o o o o 3

Ahora, suponiendo el resultado valido hasta r — 1, sean B = A[z,| de modo
que A" = Blxy,...,z,_1].

Por hipétesis de induccion, para algan o' € A, con da’ # 0, existe b € B tal
que si p : B — K es un homomorfismo, donde p(b) # 0 se extiende a un
homomorfismo p' : A’ — K, tal que p'(a’) # 0.

Por el primer paso de induccion, para h € B, existe g€ Atalque o : A —
K es un homomorfismo con o(g) # 0, se extiende a un homomorfismo
p: B — K, tal que p(h) # 0. En resumen, para o' # 0 en A’ , ¢ puede
extenderse a p y a su vez p puede extenderse a p/, entonces o puede ex-
tenderse a p/ : A — Ky; como A" = Blxy,...,z,1] = Alz,][x1,...,2,1] =
Alxy,...,z._1,x,], se tiene el resultado. O]
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Teorema 3.6. Sea P : V — W una aplicacion polinomial y supongamos
que dx,P es sobreyectiva para algin X, € V. Sea p # 0 € K[V], entonces
existe q € K[W] tal que para todo Y € W tal que q(Y') # 0, existe X € V, con
p(X)#0ytalque P(X) =Y.

A, = (XeV:p(X) #0) Ag = WeW:q) #0)

Figura 3.2: El teorema anterior se refiere a que A, C P(A4,); es decir, la
imagen del "abierto” A, = {p(X) # 0} contiene al "abierto” A, = {¢(Y) # 0}.

Demostracion. Como P es polinomial, la transpuesta op : K[W] — K[V]
es inyectiva.

Por el lema [3.3] ya que dy, P es sobreyectiva, o es inyectiva.

Ahora, al ser K[V] un dominio integral, estd embebido en K, su cuerpo de
fracciones racionales. Notemos que K C K, entonces K es una extension
de K.

Sean A = op(K[W]) y B = K[V]. Podemos ver tanto A como B, subalgebras
de K. Consideremos el siguiente conjunto:

{61,0,,...,0,,} C K[V],

donde 6; € V* Vi = 1,2,...,m. Ya que Span(b,06.,...,0,,) = K[V], entonces
B = Al0,,0s,...,05].

Por lo tanto, por el teorema ; para p € B, con p # 0, existe ¢ = op(q) €
A, con ¢q € K[W]. El siguiente paso sera buscar un homomorfismo, cuya
imagen en ¢’ sea no nula.

Previo a eso, por la inyectividad de op, obtenemos K[W] = op(K[W]) = A.
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Ahora, dada la existencia de ¢, del enunciado, sea y € W, tal que ¢(y) # 0,
a partir de ese elemento, podemos definir el siguiente homomorfismo:

o:K[W] =~ A— K tal que o(q) = q(y)

Este es el homomorfismo buscado, pues se cumple que

o(op(q)) = o(q)(y)
=q(y)
£ 0.

Entonces, ¢ se extiende a un homomorfismo 7 : B = K[V] — K tal que

7(p) # 0.
Por la proposicion , 7(p) = p(x), para algun x € V, entonces p(z) # 0.

Finalmente, sea Cualquler r € K[W], luego

r(P(z)) = ap(r)(z)
= r(op(r)) (por 3.12)
= o(op(r)) (7 extiende a o)
=o(r) (A =K[W])
r(y)
Como r es cualquiera, entonces P(x) = y. O

3.3.1. Conjugacion de Subalgebras de Cartan

Dm
Lema 3.4. Sea D una derivacion nilpotente de g. Entonces e = Z — es
m.

un automorfismo de g, (notemos que la suma es de una cantidad ﬁmta de
términos).

Demostracion. La linealidad de ¢” es consecuencia de la lineahdad de D.
D’L

Sea ahora Y ¢ ker(e”), si el indice de D es n, entonces e’Y = Z =0,
1=0
o equivalentemente:
D2 n—1
Y =Y+DY+ Y+ + ——YV =0 (1)
2! (n—1)!

Es conocido de los resultados del algebra lineal, que el conjunto {Y, DY ... D"V}
es linealmente independiente, por tanto (1) es imposible, a menos que
Y =0.
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Por tanto, ¢” es una biyeccion.
Mostrar que e” es un automorfismo, requiere el siguiente resultado:

m

DY, Z) = (Z’Z) [D*Y, D™ 7). 2)

k=0

Para verificar este hecho, utilizaremos induccion sobre m:
Param =1,

i </1€) [D*Y,D'"*Z] = [Y,DZ] + [DY, Z] = D[Y, Z],

pues D € 0Og.
Supongamos el resultado valido, para m, entonces

D™ Y, Z) = D(D™Y, Z))

(Z <TIZ) [DkY, Dm—kZ]> (hip. de induccion)

k=0

|
o

m
k
m i m
Dk+1Y DM ch DkY DM k+1Z
() =3 () |

NE

)D[DkY, D™ 7]

i}
o

NE

x>

3
oo

<k‘7il 1) [Dk Y. D™ k+IZ + Z < > DkY, Dmflﬁ*lz]

k=1 k=0

Dm+1Y Z DkY DmkarlZ
Sz S (o |
m
DkY Dmfk+1Z Y. Dm+1Z
+2_; ()it | +[v, D17

= [D"™YY, 7] + Z ((k”f 1) + (7;)) [D}Y, D™ 1 7] + [y, D™ Z]

1
[Dm+1Y Z _|_ Z (m + )[Dk}/, Dm_k+1Z] ‘|‘ D/, Dm+1Z]

m+1
1
k=0

Por tanto, se verifica para todo m entero no negativo.
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Finalmente, para cualesquiera Yy Z en g,

.
D D
i

Y, Z]

:E:% _fﬂfﬂme”ﬂ (por (2))

Esto implica que ¢” es un automorfismo de g. O

Ya que ad(X) es una derivacion de g, con X € g, el lema anterior implica
que si ad(X) es nilpotente, ") es un automorfismo de g. Tal automor-
fismo es denominado propio y la coleccion de todos los automorfismos
propios de g, denotado como Int(g), constituye un subgrupo con la com-
posicion de funciones, del grupo de automorfismos de g.

Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 3.7. En una dlgebra de Lie sobre K, donde K es un cuerpo alge-
braicamente cerrado de caracteristica cero, las subdlgebras de Cartan son
dos a dos conjugadas entre si.

Demostracion. Sea l) una subalgebra de Cartan de g. Ya que h es nilpo-
tente, por el teorema [2.4], g se descompone en subespacio de pesos:

g=0bDgr D...0,.

donde gy, = {X € g : VH € b,3In; > 1,(ad(H) — N\;(H)I)"”X = 0}, con j =
1,...,n.
Sea X' € o), ¥ H € b, entonces existe n; > 1 tal que

(ad(H) — N (H)I)" X' =0,
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Considerando la restriccion de ad(H) a g,, es claro que A;(H) es su unico
autovalor. Recordemos que los )\; son funcionales lineales de b.

Sea Y € g,,, entonces [X',Y] € gy, 4»,.a siempre y cuando )\, + ); sea un
peso de b.

Por otra parte, [ X, [ X', Y]] = ad(X')’Y € gor.4y,. Siempre y cuando 2X, + \;
sea un peso de bh.

Entonces, por un paso de induccion, se sigue que:

a’d(X/)TY € OrantAss

siempre y cuando r)\; + )\; sea un peso de b.

Por otra parte, observemos que el conjunto {r\; + A;,7 > 1} es infinito y,
como solo hay una cantidad finita de pesos de h, entonces, para algun r’
apropiado, 7\, + \; ya no es peso de b, y por tanto ad(X')"Y = 0; esto es,
ad(X') es nilpotente, sobre cada uno de los subespacios de pesos, relacio-
nados a .

Sean X,,,..., Xy, € 9),,---,0:,, entonces el siguiente operador:

: ()

€ad(X/\1)€ad(X)‘2) . ead(X)\S)

es un automorfismo de g por el lema |3.4]

Sea {hi,...,h;, e, ..,6,} una base de g tal que {hq,..., M} es una base de

by e, e.} base de ZQM’ formada por la unién de bases de los g,,,
k

coni={l,...,s}.

Consideremos la siguiente aplicacion:

¢: K" — g,
l
AN, ) = etdPitrertn) pad(Miyzerto) | |, ead(knen)(z Aih;)
=1
l n
:sz(Ah;)\n)hz_" Z pj<)\17--‘>)\n)ej (**)

i=1 j=l+1

Notemos que, por como esta definida ¢, es una aplicacion polinomial, pues
los automorfismos son aplicaciones polinomiales, es por esto que los p;’s
y p;’s son polinomios en los \’s.

Esto ultimo, nos permite definir la siguiente aplicacion polinomial, de g:

l n l n
P: Zaihi + Z aje; — Zpi(al, cooap)h + Z pilag,...an)e; = ¢lag, ... ap).
i=1 i=1

j=l1+1 j=I1+1
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Por otro lado recordemos que los pesos \;’s son no nulos y, como K es de
caracteristica cero, tenemos que:

[Tx#o0.

k0

Ese producto a su vez, es una funcion polinomial, y por tanto existe X, =

l
Zuihi en h tal que:

i=1

[T (x0) #0.

k#0
Asi que en X, tenemos que A\ (Xy), A\ (Xo),...,As(Xo) # 0, luego la restric-
cion de ad(Xy) a gy, @ -+ @ g, €s no singular.

Ahora, vamos a calcular la diferencial de P en X, para esto sean X = h+e

! n
donde h = Z &hie = Z &;h; y t una indeterminada:
i=1 j=1+1

P(Xo+tX)=P(Xo+th+e))

— d(t&y1ei41) pad(t&r2e142) |, ead(tinen)(XO + th)

= eodtSiner) gad(tiacia) . god(€nten—1) (X 4 th + ad(tépe,))Xo  (mod t2)

= ptd(t&iery1) gad(t&r2ers2) |, e“d(t§"*2€"*2)(X0 + th + ad(tén_1en-1) X0

+ ad(ténen) Xo) (mod t?)

= Xo + th+ ad(t&1e141) Xo + -+ - + ad(t&,e,) Xo (
= Xo + th + t§alerr1, Xo) + -+ - + t&ufen, Xo] (
= Xo + th + t[{rrei + - + §nen, Xo (
= X + th + t[e, X (mod t?)
= Xo +t(h+ [e, Xo]) (
= Xo + t(h — ad(Xy, e)). (

Comparando, la diferencial dx,P viene dada por la siguiente correspon-
dencia :

dx,P:h+e— h—ad(Xp)e.

Ya que ad(X,) es no singular sobre g,, @ --- @ g,,, entonces dx, P es sobre-
yectiva.
Ahora, sea i el rango de gy el polinomio de Killing de g, esto es

det(M — ad(X)) = X"+ pr(X)N"F 4o 4 p o (X)N,



3.3. UN ENFOQUE ALGEBRAICO 103

donde p;(X) #0 .
Observemos que p; € K|[g]. Por el lema [3.3] op es inyectiva y por tanto

p=op(p:) # 0.

Por el teorema (3.6, existe ¢ € K[g|, tal que para todo Y € g con ¢(Y) # 0,
existe Z € gdonde p(Z) A0y P(Z) =Y.

Ahora,

p(Z) =op(pi)Z
=pi(P(Z))
=pi(Y)

Esto 1mphca que cualquler Y € g tal que ¢(Y) # 0, es regular.

Sea Z = Zzlh + Z zje;, entonces

i—1 j=l+1
Y = P(Z)
— etd(zr1e141) . ad(zne” Zzl i
= 0(1).

Esto ultimo quiere decir que Y es la imagen de un elemento %’ € ), donde
g = etdzien) . gadinen) eg un automorfismo de g.

Luego b’ = 0~ *(Y) y por la proposicion 01 (Y) es regular implica que b
contenga elementos regulares.

Sean ahora h; y b, subalgebras de Cartan de g. Al contener h; elementos
regulares, existe ¢; € Klg|, con ¢, # 0 tal que el conjunto A4, = {Y, € g :
¢1(Y1) # 0} esta constituido por elementos regulares y si Y; € A,,, existe un
automorfismo ¢; de g, tal que ¢;(Y;) € b;.

De un modo similar, para b, existe un polinomio ¢, # 0 € K]g|] tal que el
conjunto A, esta constituido por elementos regulares y para Y, € A4, ,
existe un automorfismo ¢, de g tal que ¢,(Y3) € hs.

Ya que ¢1¢2 # 0, entonces existe Y € g tal que ¢;(Y) # 0y ¢2(Y) # 0; es decir,
YeA,NA,.
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Entonces, por el corolario [3.2] tenemos que

b2 = go(2(Y))

= go(¢2(¢1 ' (01(Y))))
= datby (80(01(Y)))
= ¢ (h1) (pues ¢,(Y}) € b, y es regular)
= ¢(h1);
donde ¢ = ¢20¢; €s un automorfismo de g. Por tanto b, y h, son conjugadas
entre si. [

Observacion 3.3.4. 1. El teorema anterior en realidad muestra que las
subdlgebras de Cartan son conjugadas entre si, via elementos de
Int(g).

2. En caso de que K no sea algebraicamente cerrado, es posible que exis-
tan subdlgebras de Cartan, que no son conjugadas. Considerando la
clausura algebraica K, las subdlgebras de Cartan b se extienden a
subdlgebras de Cartan b y sip; es el polinomio que determina los ele-
mentos que son regulares, entonces p; no se anula en hi y por tanto,
p; no se anula en by, pues h C bgr. Asi b contiene elementos regulares.

Ejemplo 3.3.2. Sea g = sl(2,C) y f = {X, H,Y} una base ordenada de g,
donde los corchetes entre los elementos de (3 son los siguientes:

[H,X] =2X J[H,Y]=—-2Y X, Y]=H

0 1 1 0 0 0 . ;
donde X = (0 0) JH = (0 _1> yY = (1 0). Vimos del ejemplo|3.1.1

que h = Span{H} es una subdlgebra de Cartan. Por otra parte, los opera-
dores ad(X),ad(Y) son tal que ad(X)* = ad(Y)? = 0, entonces siguiendo el
desarrollo del teorema anterior:

PlaX + fH +7Y) = ¢(8,a,7)
_ eaad(X)e'yad(Y) (BH)

=61+ aad(X) + %a2(ad(X))2)(1 + yad(Y) + %vz(ad(Y)f)H

= —v(2°B + 2a) X + 2vB8Y + (1 + 2a8)H (%)

Ahora, note que para cualquier S = aX +bH +cY € g, ps(\) = N> +4(b* +ac)\
y por tanto S € g es regular si y solo sib* + ac # 0. Como X — Y es regular
entonces go(X +Y) = bh; es una subdlgebra de Cartan. Considerando la
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descomposicion en espacio de pesos de g, relacionado a la representacion
adjunta ad : h; — gl(g) tenemos:

g="b & Span{X'} & Span{Y'}

donde b, = Span{H:}, X; = X +iH+Y) Y, =X —-iY+HyH =X-Y.
Entonces:

[XlaHl] == 2iX17 [Xla}/l] == 4iH17 [Hlayi] == QZ}/la
de modo que:

P(ay Xy + p1Yr +71Hy) = ¢(n,aq, 1)
— ealad(Xl)e,Blad(Yﬂ(,_ylHl)

= (1 + ayad(X;) + %a%(ad(Xl)f)(l + Brad(Y1) + %53(@(1@))2)1{1
=M (2041i + 80&%512))(1 + ’}/1<1 — 80[161’0[’[1 — 2’)/1B121/1

Haciendo a; = 1 =0y = 1, se encontraran o, 5 y v en C, tal que P(aX +
pY +~vH) = H, = X — Y. Por tanto:

—7(208 + 2a) = 1, 278 = —1 y v(1+2a8) = 0.

Las soluciones de este sistema, son para o = i:

y para o = —i:

1 .
6 - _57 7=t
Asi para el primer caso:
eiad(X)egad(Y) (zH) — H,

y por lo tanto: '
eiad(X)eéad(Y)(h) — bl‘

Ademas, para el segundo conjunto de soluciones tenemos:
e iad(X) ,—zad(Y) (—iH) = H,

que también cumple:



Conclusiones

Las subalgebras de Cartan en realidad, existen para algebras de Lie de
dimension finita siempre que el cuerpo de escalares sea infinito(en nues-
tro caso es asi, pues consideramos cuerpos de caracteristica cero), pues
las mismas estan estrechamente relacionadas con los elementos regula-
res, cuya presencia en las subalgebras de Cartan es independiente de si
el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado o no.

La principal consecuencia del teorema [3.7] es que todas las subalgebras
de Cartan tienen la misma dimension, la cual es determinada por el ran-
go de la algebra. Si bien el resultado es muy fuerte para la teoria, en la
practica puede resultar bastante complicado encontrar los automorfismos
adecuados que realizan la conjugacion, en especial si las algebra de Lie
son de dimensiones grandes.

El estudio de las subalgebras de Cartan en este trabajo, hace uso de con-
ceptos y resultados del Algebra Lineal, Algebra Abstracta, Analisis y Topo-
logia, a fin de mostrar lugares comunes que pueden motivar a acercarse
a la teoria de Lie.
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Apéndice A
Algebra Lineal

A.1. Descomposicion Primaria y formas de Jor-
dan

Teorema A.1. Sea V un espacio vectorial de dimension finitayT :V — V
un operador lineal. El polinomio minimal de T es dado por:

donde los p; son polinomios monicos irreducibles distintos sobre K y los r;
enteros positivos. Sean V), subespacios de V' tal que:

Vi, ={veV:p(T)"v =0, para algianr; > 1}.
paratodoi € {a,...,k}. Entonces
V=V& &V,
conVy, T - invariante, para todo .

El hecho de que los V), sean T - invariantes, permite considerar el
operador T;, restricto a V), cuyo polinomio minimal es p;‘. Ademas, cuando
K es algebraicamente cerrado, p; =T — \; con ); autovalor de 7', entonces

Vi, ={veV:(T—-X\I)"v=0, para algan r; > 1}
para todo 1.

Ahora, cada uno de los operadores (7'— \; )|y, son nilpotentes, entonces
existen conjuntos linealmente independientes
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{N'w,...,w,i>0,weV}con N =0y N = (T - \I)|y, de modo que:

o1 0
VRN 0

N = .
A1
0 by

Estos son los bloques de Jordan del operador 7', donde la matriz repre-
sentante de 7T representa a 7' es su forma canénica de Jordan.

A.2. Realificacion

Sea V un espacio vectorial sobre C y V¥ el espacio vectorial sobre R,
obtenido por la restriccion de los escalares a R. Sea dim(V) = ny 8 =
{v1,...,v,} una base de V. Entonces cualquier X € V' se escribe:

X=x01+ - +12,0,

con z; € C. Dado que z; = a; + b;i donde «;, b; € R,Vi. Entonces

=1 i=1

y luego, la coleccion v = {vy,ivy,. .., v,, iv,} constituye una base de V*, por
tanto dim(V*) = 2dim(V).

Teorema A.2. SeaT : V — W una transformacion linealy {vy, ..., v, }, {w1, ..., wn}
bases sobre C de V y W respectivamente. Sea también A = B +iC la matriz
representante de T, donde B,C son matrices reales. Denotemos por T® al
realificado de T, que va de V* a W¥. Entonces la matriz representante de

T en las bases {vi,..., v, iv1,..., 0}, {W1, ..., Wy, dwy, ..., 5w, } de VE y WE
respectivamente es de la_forma

(e %)

flu) = Z Agwy, = Z Brjwy, + Z Cra(iwy,).
k=1 k=1 k=1

Demostracion. Tenemos que:
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y
f(ivl) = ZZ Aklwk = Z —Ckl(zwk) + Z Bklzwk
k=1 k=1 k=1

para todo ! ={1,...,n}. Asi:

[T]R]{wl ..... W iW1 e iwm} <B —C')'

]

El siguiente corolario establece la relacion entre los determinantes de
un operador complejo y su realificacion:

Corolario A.1. Sea T : V — V un operador lineal complejo donde V' es de
dimension finita. Entonces det(Tg) = |detT|*

Demostracion. Tenemos que 7T se representa como B + iC en alguna

base {vi,...,v,} de V. Aplicando el teorema anterior, tenemos que T =
g _BC , de modo que via operaciones elementales de fila y columna,
obtenemos:

det(T®) = det((g _BC)) _ det((B +O7LC —CB+ ¢B>)
B +1iC +iC 0
= det(( o B 20))
= det(B +iC)det(B — iC) = det([T))det([T]) = det([T])det([T]) = |det(T)|?

O

Ahora sea 7' un operador en V, escribimos su polinomio caracteristico
de la siguiente forma:

pTO\) = ()\ — a1>k1 .. ()\ _ ar)kr.

Por otra parte, la descomposicion en bloques de Jordan de 7', es dada por
conjuntos linealmente independientes {w;, ..., w;} tal que:

Tw; = ajw; + wy—q.

Sea ahora U = Span{w,...,w;}, donde U es invariante por 7. Del mismo
modo, es posible obtener una base wiw, ..., wy, iw, de U como subespacio
real de V¥ que también sera invariante por 7' como transformacion de V¥,
Sea a; = a; +if;, de modo que:

Twl = ajwl -+ ﬁj(iwl) + Wi—1 y T(iwl) = _ijl + Oéj (iwl) + iwl_l.
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Asi, estas expresiones determinan la forma canénica de Jordan real de T
como transformacién de V¥, cuya diagonal esta conformada por bloques

de tipo:
(%‘ —53‘)
Bi

Por tanto, en cada bloque, al calcular el polinomio caracteristico ¢(\) del
realificado de 7', tendremos que:

(N =0 =00 - )

Asi:
gN) = A —a)* A —a)" - (A —a,)" (A —a)".

A.3. Complexificacion

Presentamos los siguientes resultados relacionados a la complexifica-
cion de un espacio vectorial real.
Sea V un espacio vectorial sobre R, la complexificaciéon de V' ,denotado
por V¢, es el producto cartesiano V x V, cuyos elementos son los pares
ordenados (u,v) con u,v € V los cuales denotaremos como u + iv.

» La suma en 1 esta definida como
(ug +ivy) + (ug +ivy) = (ug + ug) + i(vy + vo)
para todo uy, vy, us, v € V.
» La multiplicacién por un escalar complejo sobre V© esta definida por
(a+ib)(u +iv) = (au — bv) + i(av + bu)
paratodo a,b e Ry u,v e V.

Si z = u+iv, la parte real de z es u € V' y es denotado por Re(z) y la parte
imaginaria de z es v, que es denotada por im(z). Asi z = Re(z) + iIm(z),
para todo z € V.

Proposicion A.1. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita n:

1. Siv,...,v, es una base de V (como espacio vectorial real), entonces
v1,...,0, es una base de V(como espacio vectorial complejo).
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2. La dimension de V¢(como espacio vectorial complejo) es igual a la di-
mension de V (como espacio vectorial real).

Ahora supongamos que 7' es un operador del espacio vectorial real V.
La complexificacion de 7', denotado por 7¢, es definido:

T(c :Vc—>V@
u+iv— Tu+1Tv

para u,v € V.

Proposicion A.2. Sea V' un espacio vectorial real y f{v1,...,v,} una base
de V. Entonces para un operador linealT : V — V:

[T]s = [1c]s.

Proposicion A.3. Sea V un espacio vectorial real y T un operador de V.
Entonces el polinomio minimal de T es igual al polinomio minimal de T'.

Los siguientes resultados responden a cuestiones respecto a los auto-
valores de una complexificacion:

Proposicion A.4. Sea V un espacio vectorial real y T un operador de V' y
Tc definido sobre V:

1. Para )\ € R, X es un autovalor de T siy solo si A es un autovalor deT'.

2. Seanu,v € V y j un entero no negativo, entonces:
(Te — M) (u+iv) =0 siysolosi  (Tg — M) (u—iv) =0
Por tanto, cuando j = 1, tenemos que A también es un autovalor de T¢.

3. Sea A € C un autovalor de T¢ entonces su multiplicidad algebraica
coincide con la multiplicidad de A como autovalor de 1¢.

4. Todo operador sobre un espacio vectorial real, cuya dimension es im-
par tiene un autovalor.

Ya que la definicion de elemento regular, surge a partir del polinomio
caracteristico de ciertos operadores:

Proposicion A.5. Sea VV un espacio vectorial real y T' un operador de V' y
Tc definido sobre V° su complexificado:

1. Los coeficientes del polinomio caracteristico de T son todos reales. En
consecuencia los polinomios caracteristicos de T y 1 coinciden.
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A.4. Polinomios

A.4.1. Diferenciacion

Sean R un anillo conmutativo y f(x) = Zaixi un polinomio con co-

eficientes en R|z]. Para una indeterminada ¢, consideremos el dominio de
polinomios R[z,t] y el polinomio:

fle+t)=> alz+hn).
Desarrollando las potencias en ¢, obtenemos:
fla+t) = f) + thiz) +f@) + ...

flx+1t)= f(x)+tfi(z) (mod(t?))

El coeficiente f; de la primera potencia de ¢, que esta univocamente de-
terminado se denomina la derivada de f(z) y es denotado por f'(z). Esta
tiene las siguientes propiedades:

Proposicién A.6. 1. (f+g) =f+¢

2. (fg) =fg+f9g.
Demostracion. 1.

fle+t)+g(x+1) = flx) +tf'(x) + g(x) + tg' (). (mod(t*))

fl@+t)g(x+1t) = (f(z) +1f(2))(9(x) + tg'(z))

(f
f@)g(@) +t(f'(2)g(x) + f(z)g (2)). (mod(t*))

En general, de manera inductiva se cumple:

(it ) =fi++ 1
(frforofu) = fifes ot Nifsoofutot fifar o

de modo que para f(z) = az" se cumple:

(az™) = na"*

ysif(z) = Z axz”, combinando los resultados anteriores podemos dedu-
=0
cir:

n n
(Z apr®) = Z kaga™t.
i=0 i=0



Apéndice B

Topologia y Espacios Normados

Esta seccion presenta resultados los cuales permiten introducir con-
ceptos topologicos y del calculo diferencial en varias variables a las alge-
bras de Lie, en especial a aquellas de dimension finita sobre los reales.

B.1. Topologia

Proposicion B.1. Sea X un espacio topoldgico y S C V que es abierto y
cerrado(clopen). Entonces S es union de componentes conexas de X.

Demostracion. Sea s € S de modo que S, es la componente conexa de
X, que contiene a s. Afirmamos que S = U,s5;; en efecto, notemos que
S C UsesSs, pues s € §,.

Ahora tomemos A =SNS;y B=5°NS;,. Notemos que Ay B son abiertos
de S; pues C es abierto y cerrado. Ademas son disjuntos, de modo que
constituyen una separacion de S; y al ser este conexo:

A=10 o B = 0.

Asumir que A es vacio conduce a una contradiccion, ya que s € S. Por lo
tanto B = () lo cual implica que Sy C Sy asi UyesSs C S.
En resumen S = U,cgS,. ]

Proposicion B.2. Sea f(z) = f(x1,...,z,) un polinomio con coeficientes
reales, que no es idénticamente nulo, definido sobre R". Entonces A =
{(z1,...,2n) : f(z1,...,2,) # 0} es abierto y denso en R".

Demostracion. Afirmamos que A es abierto en R", ya que f y el polinomio
nulo son aplicaciones continuas y R es un espacio de Hausdorff, entonces
el siguiente conjunto:

{(x1,...,20) : f((z1,...,2,)) =0} CR"
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es cerrado, por tanto A es abierto en R". Ahora A es denso en R" pues
para xz € R"y y € R" tal que f(y) € A, el polinomio ¢(t) = f(z +t(y —x)) es
un polinomio en la variable real ¢t que no es idénticamente nulo. A medida
de que t tiende a cero, tenemos que ¢(t) # 0; es decir, = esta en la clausura
de Ay por tanto A es denso en R". ]

El siguiente resultado se presenta sin demostracion, el cual es el nexo
entre funciones polinomiales y conceptos topologicos como son las compo-
nentes conexas, los cuales estan estrechamente relacionados al concepto
de elemento regular:

Proposicion B.3. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita n y
F un polinomio en V de grado d. Sea S = {v € V : F(v) # 0}, entonces
el niuimero de componentes conexas de S es finito y esta acotado por una
constante que depende solamente de n y d.

B.2. Espacios Normados
El siguiente resultado se refiere a las normas en espacios vectoriales
de dimension finita, donde el cuerpo de escalares K es R o C.

Teorema B.1 (Tychonoff). Dos normas en un espacio vectorial V' de dimen-
sion finita n son siempre equivalentes.

Demostracion. El resultado es evidente para n = 0, pues la tiinica norma
sobre V' es la norma cero. Supongamos que n > 1y sea {vy,...,v,} CV
una base. Luego esta base define el siguiente isomorfismo:
t: K" —V
()\1;'--7>\n> Ht()q,,)\n) = >\1U1—|—"'+)\n1}n.

Sea ||-]|: V xV — R una norma fijaen V'y

|| : K" x K" — R

Ay An) = [ M) leo = sup{|Aals - - -5 [ Aal }

una norma de K". Afirmamos que V y K" son homeomorfos bajo ¢. En
efecto, via induccion sobre n; sin =1, t y t ! son tal que:

t:)\1»—>)\11)1 y t:)\ﬂ)lH)\l.

Ahora, como se cumple:

1
[Avor]] = [Aaffloa ] y A1l = Aol
[[oa]]
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tanto ¢t como ¢! son continuas.
Sea n > 2y el resultado valido para n — 1. Primero ¢ es continua pues por
la desigualdad triangular:

||)\1U1 + -+ >\TLUTLH S ‘)\I‘HUIH + -+ ’)\n|”vn||7

es decir;
1O A< C - s An) o

donde \,...,\, € K son cualesquieray C = ||v4]| + ... |/v,||. Entonces t es
un operador acotado y por tanto continuo.
Para la continuidad de ¢! las funciones componentes:

fli/\1U1+"‘+)\1Unl—>)\1€K

son tal que t ' (A\vy+- -+ A\v,) = (fi(2),. .., fo(z)) donde x = M\jvi+ - -+ A0, €
V.

Luego ¢t ! es continua siy solo si fy, ..., f, son continuas. Seai € {1,...,n},
notemos que f; es un funcional lineal de V' y que H = ker(f,) es un subes-
pacio de V de dimension n — 1 de modo que, al fijar una base de H, el
isomorfismo entre K" ! —— H definido de la misma forma que ¢, es un
homeomorfismo por hipotesis de induccion. Asi H es un espacio de Ba-
nach pues K" ! es un espacio de Banach con la norma | - ||, luego H es
cerrado. Esto ultimo implica la continuidad de f;, para todo ¢ y por ende
la continuidad de ¢'. Asi ¢t es un homeomorfismo entre V y K".

Ahora sean || -|; y || - || dos normas en V' y V; y V, sus espacios normados
correspondientes. Considerando la aplicacion identidad [ : V; — V5 tene-
mos que t = [ oty como ¢t es un homeomorfismo entonces / también es
un homeomorfismo, de modo que || - ||; y || - || definen la misma topologia
en V, es decir; son equivalentes. O

En realidad el siguiente corolario resume lo desarrollado en la primera
parte del teorema anterior:

Corolario B.1. Todo isomorfismo entre dos espacios vectoriales normados
de la misma dimension, es necesariamente un homeomorfismo.

Definimos la Topologia Natural de un espacio vectorial I de dimension
finita n siendo la topologia definida en V' por cualquier norma sobre V, la
cual es independiente de la eleccion de la norma. Si n > 1, esa topologia
natural es la unica topologia en V' que convierte en un homeomorfismo
cualquier isomorfismo entre K" y V, donde K" tiene la topologia del pro-
ducto.



Observacion B.2.1. De manera general, el teorema de Tychonoff concluye
que en todo espacio vectorial de dimension finita V, existe una y sélo una
topologia que hace la suma y el producto por escalares operadores conti-
nuos.

Ahora, sea V' un espacio vectorial de dimension finita, sobre C. Debido
a que C" = R" + iR" donde i* = —1, C" junto con el producto interior
Euclidiano:

n

Z W = E ijj

J=1

del cual podemos inducir la norma Euclidiana:

I2lla = V2 - 2

para cualesquiera w,z € C". Asi este espacio es un espacio de Hilbert
complejo y la aplicacion:

R" x R" — C" tal que (z,y) — =+ iy

es una isometria. Debido a esta isometria entre C" y R" x R" las nociones
topologicas de estos espacios coinciden.
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