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Introducción

El estudio de espacios de funciones (de una o más variables reales) que tienen especificidad pro-

piedades de diferenciación: los célebres espacios de Sobolev, que se encuentran en el corazón de la

teoría moderna de las ecuación en derivadas parciales (EDP). Muestra cómo se pueden aplicar los

resultados abstractos del Análisis Funcional para resolver EDP. Los espacios de Sobolev ocurren en

una amplia gama de preguntas, tanto en matemáticas aplicadas. Aparecen en EDP lineales y no li-

neales que surgen, por ejemplo, en geometría diferencial, análisis armónico, ingeniería, mecánica y

física. Pertenecen a la caja de herramientas de cualquier estudiante de posgrado en análisis. Desafor-

tunadamente, Análisis Funcional y EDP a menudo se imparten en cursos separados, aunque están

íntimamente conectados. Muchas preguntas abordadas en Análisis Funcional se originaron en EDP

(por una perspectiva histórica, ver, por ejemplo, J. Dieudonné [1] y H. Brezis – F. Navegador [1]).

Hay una gran cantidad de libros (incluso tratados voluminosos) dedicados al Análisis Funcional. Allí

también hay numerosos libros de texto que tratan sobre EDP. Sin embargo, una presentación sintética

destinado a estudiantes es raro, y he tratado de llenar este vacío. Estudiantes que a menudo están

fascinados por las construcciones más abstractas de las matemáticas. atraído por la elegancia de Aná-

lisis Funcional. Por otro lado, son repelidos por la interminable fórmulas EDP con sus innumerables

subíndices. He intentado presentar una transición "suave" del Análisis Funcional a EDP analizando

primero el caso simple unidimensional EDP (es decir, EDO, ecuaciones diferenciales ordinarias), que

parece mucho más manejable para el principiante. En este enfoque, expongo técnicas que son posi-

blemente demasiado sofisticadas para las EDO, pero que luego se convertirán en las piedras angulares

de la teoría EDP.

Para desarrollar la teoria del presente proyecto, recordemos los siguientes hechos básicos:

Teorema 0.1. (Teorema de la convergencia monótona de Beppo Levi) Sea ( fn) una sucesión funcio-

nes de L1, que satisface:

1. f1 ¶ f2 ¶ . . .¶ fn ¶ fn+1 ¶ . . . c.t.p. en Ω,

2. sup
n

∫

fn <∞.
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Entonces, fn(x) converge c.t.p. enΩ a un límite finito denotado por f (x); además f ∈ L1 y ‖ fn− f ‖1→

0.

Teorema 0.2. (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea ( fn) una sucesión de funciones

de L1, que satisface:

1. fn(x)→ f (x) c.t.p. en Ω,

2. existe una función g ∈ L1 tal que para cada n, | fn(x)|¶ g(x) c.t.p. en Ω.

Entonces f ∈ L1 y ‖ fn − f ‖ → 0.

Lema 0.1. (Lema de Fatou) Sea ( fn) una sucesión de funciones de L1, tal que

1. Para cada n, fn ¾ 0 c.p.t.

2. sup
n

∫

fn <∞.

Para cada x ∈ Ω, establecemos f (x) = ĺım inf
n→∞

fn(x)<∞.

Entonces f ∈ L1 y
∫

f ¶ ĺım inf
n→∞

∫

fn.

Un ejemplo básico es el caso en que Ω= Rn,M consiste de los conjuntos medibles de Lebesgue,

y µ es la medida de Lebesgue en Rn.

Nota 0.1. Denotaremos por Cc(Ω) el espacio de las funciones continuas enΩ y con soporte compacto,

es decir,

Cc (Rn) = { f ∈ C (Rn) ; f (x) = 0, ∀x ∈ Rn \ K , donde K es compacto}

Teorema 0.3. (Densidad) El espacio Cc (Rn) es denso en L1 (Rn); es decir,

∀ f ∈ L1 (Rn) ∀ε > 0 ∃ f1 ∈ Cc (Rn) tal que ‖ f − f1‖1 ¶ ε.

Sea (Ω1,M1,µ1) y (Ω2,M2,µ2) dos espacios medibles σ-finitos.

Se puede definir un espacio medible (Ω,M ,µ) en el producto cartesiano Ω= Ω1 ×Ω2.

Teorema 0.4. (Tonelli) Sea F(x , y) : Ω1 ×Ω2→ R una función medible que satisface:

1.

∫

Ω2

|F(x , y)|dµ2 <∞ para c.t.p x ∈ Ω1, y

III CARRERA DE MATEMÁTICA
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2.

∫

Ω1

dµ1

∫

Ω2

|F(x , y)|dµ2 <∞.

Entonces F ∈ L1(Ω1 ×Ω2).

Teorema 0.5. (Fubini) Supongamos que F ∈ L1(Ω1 ×Ω2). Entonces para casi todo x ∈ Ω1,

F(x , y) ∈ L1
y(Ω2) y

∫

Ω2

F(x , y)dµ2 ∈ L1
x(Ω1).

Igualmente, para casi todo y ∈ Ω2,

F(x , y) ∈ L1
x(Ω1) y

∫

Ω1

F(x , y)dµ1 ∈ L1
y(Ω2)

Además se verifica,
∫

Ω1

dµ1

∫

Ω2

F(x , y)dµ2 =

∫

Ω2

dµ2

∫

Ω1

F(x , y)dµ1

=

∫∫

Ω1×Ω2

F(x , y)dµ1dµ2

En conocimiento de estos resultados, podremos desarrollar la teoría presentada en el presente

proyecto de grado, el cual tratará de lo siguiente.

En el capitulo 1. Daremos conceptos de los espacios Lp, donde tendremos conceptos fundamen-

tales respecto al presente proyecto, que vamos a desarrollar, se tocarán temas muy importanes que

luego será de mucha utilidad para los Espacios Sobolev, definiciones acerca de este espacio y propie-

dades fundamentales en los cuales se verán por ejemplo que Lp es un espacio vectorial normado.

En el capítulo 2. Se verán los resultados de los espacios Lp, estos resultados son de mucha uti-

lidad, pues se pretende, por asi decir, que resultados que ocurren el los espacios Lp, también se lo

tiene en los espacios Sobolev como por ejemplo la reflexividad, separabilidad y el espacio dual de Lp.

En el capitulo 3. Vemos que los resultados que se dan en Lp, de cierta forma ocurren en los

espacios Sobolev, de esta forma, veremos resultados que son importantes para este espacio, pero aún

mas interesante desde mi punto de vista, son los resultados que tenemos en el cálculo diferencial e

integral de una variable, el presente proyecto tiene por meta despues de ver los resultados anteriores,

demostrar el teorema que caracteriza la formulación variacional del problema en el contorno.

Para finalizar, suceciones regularizantes, donde vemos los resultados importantes sobre funciones

continuas de soporte compacto. Estos resultados son muy importantes para el estudio del presente

proyecto.

IV CARRERA DE MATEMÁTICA



1
ESPACIOS Lp

Sea (Ω,M ,µ), denota un espacio medible, es decir,

i) M es un σ−álgebra en Ω, es decirM es una colección de subconjuntos de Ω tal que

(a) ; ∈M

(b) A∈M =⇒ Ac ∈M

(c)
∞
⋃

n=1

An ∈M cuando An ∈M , ∀n,

ii) µ es una medida, es decir, µ :M → [0,∞] que satisface:

(a) µ(;) = 0

(b) µ

�∞
⋃

n=1

An

�

=
∞
∑

n=1

µ(An) cuando (An) es una familia de conjuntos contable disjunta deM .

iii) Ω es σ−finito, es decir, existe una familia contable (Ωn) enM tal que Ω=
⋃∞

n=1Ωn y µ(Ωn)<

∞ para todo n.

Los conjuntos E ∈M con la propiedad de µ(E) = 0, son llamados conjuntos de medida nula. Diremos

que una propiedad tiene c.t.p.(casi en todas partes x ∈ Ω), si se mantiene en todas partes excepto en

un conjunto de medida nula.

Asumiremos que el lector esta familiarizado con las nociones de funcion integrable, funcion me-

dible y conjunto de medida cero.
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1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 2

1.1. Definición y Propiedades elementales de Lp

Denotaremos a L1(Ω,µ) por L1(Ω) o (L1) el espacio de funciones en Ω en R.

Escribiremos

∫

f en lugar de

∫

Ω

f dµ , y tambien usaremos la notación:

‖ f ‖L1 = ‖ f ‖1 =

∫

Ω

| f |dµ=
∫

| f |

Definición 1.1. El espacio L1, se define por:

L1(Ω) = { f : Ω −→ R | f es medible y

∫

Ω

| f | ≤∞}

Definición 1.2. Sea p ∈ R con 1¶ p <∞, se define;

Lp(Ω) =
�

f : Ω→ R; f es medible y | f |p ∈ L1(Ω)
	

con norma, denotada por;

‖ f ‖Lp =

�∫

Ω

| f (x)|pd x

�1/p

Mas adelante comprobaremos que ‖ · ‖p es una norma.

Definición 1.3. Se define;

L∞(Ω) = { f : Ω→ R; f es medible y ex iste una constante C tal que | f (x)|¶ C c.t.p. en Ω},

con norma, denotada por;

‖ f ‖L∞ = ı́nf{C; | f (x)|¶ C c.t.p. en Ω}.

Mas adelante comprobaremos que ‖ · ‖∞ es una norma.

Observación 1.1. Si f ∈ L∞, entonces

| f (x)|¶ ‖ f ‖L∞ c.t.p. en Ω.

En efecto, existe una sucesión Cn tal que Cn→ ‖ f ‖L∞ para cada n, | f (x)|¶ Cn c.t.p. en Ω.

Así, | f (x)|¶ Cn para todo x ∈ Ω \ En con µ(En) = 0 para cada n ∈ N.

Sea E =
⋃∞

n=1 En de este modo µ(E) = 0 y se tiene | f (x)|¶ Cn, para todo n y para todo x ∈ Ω\En.

En concecuencia | f (x)|¶ ‖ f ‖L∞ para todo x ∈ Ω \ E.

2 CARRERA DE MATEMÁTICA



1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 3

Nota 1.1. Sea 1¶ p ¶∞, se designa por q el exponente conjugado de p, es decir;

1
p
+

1
q
= 1

Teorema 1.1. (La desigualdad de Hölder) Sean f ∈ Lp y g ∈ Lq con 1¶ p ¶∞. Entonces f g ∈ L1 y
∫

| f g|¶ ‖ f ‖Lp‖g‖Lq

Demostración. La conclusión es obvia si p = 1 o p =∞, supongamos que 1< p <∞. Recordemos

la Desigualdad de Young.

ab ¶
1
p

ap +
1
q

bq, ∀a ¾ 0,∀b ¾ 0

la demostración es evidente, al ser log una función cóncava sobre (0,∞) se tiene

log
�

1
p

ap +
1
q

bq
�

¾
1
p

log ap +
1
q

log bq = log ab

entonces

| f (x)||g(x)|¶
1
p
| f (x)|p +

1
q
|g(x)|q, c.t.p. x ∈ Ω.

De donde resulta que f g ∈ L1 y que;
∫

| f g|¶
1
p
‖ f ‖p

Lp +
1
q
‖g‖q

Lq .

Sustituyendo f por λ f (con λ > 0), resulta que
∫

| f g|¶
λp−1

p
‖ f ‖p

Lp +
1
λq
‖g‖q

Lq

Sea λ= ‖ f ‖−1
Lp ‖g‖

q/p
Lp , para minimizar el término de la derecha se obtiene:

∫

| f g|¶ ‖ f ‖Lp‖g‖Lq

Observación 1.2. Es conveniente retener una consecuencia muy útil de la desigualdad de Hölder,

sean f1, f2, ..., fk funciones tales que:

fi ∈ Lp(Ω), i = 1, 2, ..., k

con

1
p
=

1
p1
+

1
p2
+ ...+

1
pk

.

Entonces el producto f = f1 f2... fk ∈ Lp(Ω) y

‖ f ‖Lp ¶ ‖ f1‖Lp1‖ f2‖Lp2 ...‖ fk‖Lpk .

3 CARRERA DE MATEMÁTICA



1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 4

En particular, si f ∈ Lp(Ω)∩ L r(Ω) con 1 ¶ p ¶ r ¶∞, entonces f ∈ Ls(Ω) para todo p ¶ s ¶ r se

verifica la desigualdad de interpolación

‖ f ‖Ls ¶ ‖ f ‖αLp‖ f ‖1−α
Lr .

donde
1
s
=
α

p
+

1−α
r

(con 0¶ α¶ 1).

Teorema 1.2. Lp es un espacio vectorial y ‖ · ‖Lp es una norma para todo 1¶ p ¶∞.

Demostración. Para p = 1, tenemos L1 es espacio vectorial y para p =∞, L∞ es tambien un espacio

vectorial.

Tenemos que demostrar las propiedades de espacio vectorial para 1 < p <∞, es decir, sean

f , g ∈ LP y α un escalar, se tiene ( f + g) ∈ Lp y α f ∈ Lp, en efecto;

| f + g|P ≤ (| f |+ |g|)p

≤ (2máx{| f |, |g|})p

≤ 2p máx {| f p|, |g|p}

= 2p (| f |p + |g|p)

≤ 2p

�∫

| f |p +
∫

|g|p
�

< ∞

Por tanto, | f + g|P <∞. así ( f + g) ∈ Lp.

Y, támbien para α escalar y f ∈ Lp, tenemos que

|α f |p = |α|p| f |p

entonces
∫

|α f |p = |α|p
∫

| f |p <∞

por tanto α f ∈ Lp. Esto muestra que Lp es un espacio vectorial.

Ahora mostraremos que ‖ ·‖ es norma (para p = 1 y p =∞ tenemos que son normas) tomemos

1< p <∞ tal que;

‖ f ‖p =

�∫

| f |pdλ

�1/p

Veamos si cumple las condiciones de norma.

4 CARRERA DE MATEMÁTICA



1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 5

N1) Evidentemente ‖ f ‖p =

�∫

| f |pdλ

�1/p

¾ 0. Asi ‖ f ‖p ¾ 0. Y tambien se tiene

Si f = 0 c.p.d, entonces

‖ f ‖p =

�∫

| f |pdλ

�1/p

= 0

Por otro lado, se tiene que si

‖ f ‖p = 0 =⇒
�∫

| f |pdλ

�1/p

= 0

=⇒
�∫

| f |pdλ

�

= 0

=⇒ f = 0 c.p.d

N2) De lo anterior tenemos

‖α f ‖p = |α| ‖ f ‖p, ∀ f ∈ Lp y α escalar.

N3) Sean f , g ∈ LP y ( f + g) ∈ Lp se tiene

‖ f + g‖p ¶ ‖ f ‖p + ‖g‖p

demostrado en la desigualdad de Minkowski.

Teorema 1.3. (Fischer-Riez) Lp(Ω) es Banach, para todo p, 1¶ p ¶∞ .

Demostración. Veamos los siguientes casos:

Caso 1: Sea p =∞, sea ( fn) una suceción de Cauchy en L∞. Dado un entero k ¾ 1 existe Nk tal

que

‖ fm − fn‖L∞ ¶
1
k

; para m, n¾ Nk

5 CARRERA DE MATEMÁTICA



1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 6

Y así existe Ek de medida cero tal que,

| fm(x)− fn(x)|¶
1
k
∀x ∈ Ω− Ek, ∀m, n¾ Nk (1.1)

Sea E =
⋃

k

Ek (E es de medida cero), se observa que para todo x ∈ Ω− E la suceción fn(x) es de

Cauchy (en R). Sea fn(x)→ f (x) para x ∈ Ω− E. Aplicando el límite en (1.1) cuando m→∞ se

obtiene

| f (x)− fn(x)|¶
1
k

;∀x ∈ Ω− Ek, ∀n¾ Nk

Así f ∈ L∞ y ‖ f − fn‖L∞ ¶
1
k

, ∀n¾ Nk. Por tanto ‖ f − fn‖L∞ → 0

Por consiguiente L∞ es de Banach.

Caso 2: Supongamos 1 ¶ p < ∞. Sea ( fn) una sucesión de Cauchy en Lp. Para concluir la

demostración es suficiente probar que una subsucesión es convergente en Lp.

Sea una subsucesión ( fnk
) tal que

‖ fnk+1
− fnk

‖p ¶
1
2k

, ∀k ¾ 1

Se procede como sigue: existe n1 tal que ‖ fm − fn‖L∞ ¶
1
2

para m, n ¾ n1; se toma después n2 ¾ n1

tal que ‖ fm − fn‖Lp ¶
1
22

para m, n¶ n2, y así sucesivamente.

Demostraremos que fnk
converge en Lp, para simplificar la notación escribiremos fk en lugar de

fnk
, de forma que se tiene

‖ fk+1 − fk‖p ¶
1
2k

, ∀k ¾ 1

Poniendo

gn(x) =
n
∑

k=1

| fk+1(x)− fk(x)|

Resulta

‖gn‖p ¶ 1.

Del teorema de convergenvia monótona se deduce que c.t.p. en Ω, gn(x) converge a un límite,

que se denota g(x), con g ∈ Lp. Por otra parte, para cada m¾ n¾ 2 se tiene

| fm(x)− fn(x)|¶ | fm(x)− fm−1(x)|+ . . .+ | fn+1(x)− fn(x)|¶ g(x)− gn−1(x).

Y resulta de esto que c.t.p. en Ω, ( fn(x)) es de Cauchy y converge a un límite, designado por f (x).

Se tiene c.t.p. en Ω

| f (x)− fn(x)|¶ g(x), para n¾ 2

6 CARRERA DE MATEMÁTICA



1.1. DEFINICIÓN Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE LP 7

De donde resulta que f ∈ Lp. Por último ‖ fn − f ‖p → 0, en efecto, se tiene | fn(x) − f (x)|p → 0

c.t.p. y | fn(x) − f (x)|p ¶ g p(x) es integrable. Así por el teorema de Lebesgue Lp es Banach para

1¶ p <∞.

Teorema 1.4. Sean ( fn) una sucesión en Lp y f ∈ Lp, tales que ‖ fn − f ‖p → 0. Entonces existe una

subsucesión ( fnk
) tal que

(a) fn(x)→ f (x) c.t.p. en Ω

(b) | fnk
(x)|¶ h(x), ∀k y c.t.p. en Ω, con h ∈ Lp.

Demostración. El resultado es evidente para p =∞.

Supongamos 1¶ p <∞. como la sucesión. Dado una sucesión ( fn) de Cauchy en Lp, recordando

el teorema anterior y considerando la subsucesión ( fnk
) (denotado por ( fk)), tal que satisfacen

‖ fk+1 − fk‖¶
1
2k

, ∀k ¾ 1

tal que fk(x) converge c.t.p. un límite, que se designa por f ∗(x) dada por | f (x)− fn(x)|¶ g(x) para

n¾ 2, tenemos

| f ∗(x)− fk(x)|¶ g(x), ∀x c.t.p. con g ∈ Lp

Por la convergencia dominada (Teorema de Lebesgue), tenemos

fk→ f ∗ en Lp

Por lo tanto f = f ∗ c.t.p. y así obtenemos fk→ f . y támbien

| fk(x)|¶ | f ∗(x)|+ g(x) = h(x).
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2
REFLEXIVIDAD, SEPARABALIDAD, DUAL DE Lp

En esta sección y en las siguientes las funciones se consideran a valores reales, Ω designa un

abierto deRn con medida de Lebesgue λ positiva y los espacios Lp(Ω,Σ,µ) son los espacios de Banach

usuales con la norma p usual, donde se han identificado como iguales las funciones c.t.p.

Además, cuando el dominio de integración se deduzca del contexto escribiremos

∫

f para deno-

tar

∫

Ω

f (t)µ(t) y pondremos Lp en vez de (Lp(Ω,Σ,µ).

Como es habitual, si p y q son números reales tales que
1
p
+

1
q
= 1, con 1 < p <∞, diremos

que p y q son exponentes conjugados entre sí. Por otro lado, diremos que 1 y ∞ son exponentes

conjugados. Usuremos la letra q, a veces sin previo aviso, para referirnos al exponente conjugado p

en ambos casos.

Consideremos por casos:

(A) 1< p <∞

(B) p = 1

(C) p =∞

2.1. Estudio de Lp para 1< p <∞

Este es el caso mas "favorable": Lp es reflxivo, separable y el dual de Lp se identifica con Lq.

Definición 2.1. Llamaremos inmersión canónica de E a la aplicación J = JE : E→ E∗∗, dada por

JE x = Jx ∈ E∗∗, donde Jx(ϕ) = ϕ(x), ∀ϕ ∈ E∗

Es inmediato que para cada x ∈ E, Jx ∈ E∗∗:

8



2.1. ESTUDIO DE LP PARA 1< P <∞ 9

1. Jx(ϕ + cφ) = (ϕ + cφ)(x) = ϕ(x) + cφ(x) = Jx(ϕ) + cJx(φ), ∀ϕ,φ ∈ E∗ y ∀c ∈ R

2. |Jx(ϕ)− Jx(φ)|= |ϕ(x)−φ(x)|= |(ϕ −φ)(x)| ≤ ‖ϕ −φ‖‖x‖, ∀ϕ,φ ∈ E∗∗

es lineal y JE es una isometría, i.e. E ∼= J(E) ⊆ E∗∗. Para verlo tomemos cualquier x ∈ E y recorde-

mos que podemos calcular su norma en forma dual (concencuencia del teorema de Hahan-Banach).

Entonces

‖x‖E = sup ϕ∈BE∗
|ϕ(x)|

= supϕ∈BE∗
|Jx(ϕ)|

= ‖Jx‖E∗∗

= ‖JE(x)‖E∗∗

Definición 2.2. Un espacio normado E es reflexivo si la isometría JE es sobreyectivo (J(E) ∼= E∗∗),

con lo cual E resulta isométrico a su bidual.

Teorema 2.1. Lp es reflexivo para 1< p <∞.

Demostración. La demostración se lleva en tres etapas.

1ª etapa (Primera desigualda de Clarkson). Sea 2¶ p ¶∞ tenemos que








f + g
2









p

p

+









f − g
2









p

p

¶
1
2

�

‖ f ‖p
p + ‖g‖

p
p

�

, ∀ f , g ∈ Lp

En efecto, es suficiente demostrar que
�

�

�

�

a+ b
2

�

�

�

�

p

+

�

�

�

�

a− b
2

�

�

�

�

p

¶
1
2
(|a|p + |b|p), ∀a, b ∈ R

Se tiene

αp + β p ¶
�

α2 + β2
�p/2

, ∀α,β ¾ 0

(reducirlo al caso β = 1 y obeservar que la función (x2 + 1)p/2 − x p − 1 es creciente sobre [0,∞)).

Tomando α=

�

�

�

�

a+ b
2

�

�

�

�

y β =

�

�

�

�

a− b
2

�

�

�

�

resulta

�

�

�

�

a+ b
2

�

�

�

�

p

+

�

�

�

�

a− b
2

�

�

�

�

p

¶
��

�

�

�

a+ b
2

�

�

�

�

2

+

�

�

�

�

a− b
2

�

�

�

�

2�p/2

=
�

a2

2
+

b2

2

�p/2

¶
1
2

ap +
1
2

bp
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2.1. ESTUDIO DE LP PARA 1< P <∞ 10

(está última desigualdad resulta de la convexidad de la función x 7−→ |x |p/2 por ser p ¾ 2)

2ª etapa. Lp es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo para 2 ¶ p <∞. En efecto, sea

ε > 0 fijo. Se supone que

‖ f ‖p ¶ 1, ‖g‖p ¶ 1 y ‖ f − g‖p > ε

Se deduce de la desigualdad de Clarkson que








f + g
2









p

p

< 1−
�ε

2

�p

entonces








f + g
2









p

< 1−δ

con

δ = 1−
�

1−
�ε

2

�p�1/p

> 0

Por consiguiente Lp es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo pues todo espacio de Banach

uniformemente convexo es reflexivo.

3ª etapa. Lp es reflexivo para 1< p ¶ 2

En efecto, sea 1< p ¶ 2. Se considera el operador T : Lp −→ (Lq)∗ definido por

|〈Tu, f 〉|¶
∫

uf , ∀ f ∈ Lq

Se tiene por la desigualda de Hölder

|〈Tu, f 〉|¶ ‖u‖p‖ f ‖q

entonces

‖Tu‖(Lq)∗ ¶ ‖u‖Lp

Por otra parte, supongamos

f0(x) = |u(x)|p−2u(x), ( f0(x) = 0, si u(x) = 0)

Se tiene que f0 ∈ Lq, ‖ f0‖Lq = ‖u‖p−1
Lp y |〈Tu, f0〉|¶ ‖u‖

p
Lq

Entonces

‖Tu‖(Lq)∗ ¾
〈Tu, f0〉
‖ f0‖q

= ‖u‖p
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2.1. ESTUDIO DE LP PARA 1< P <∞ 11

Al comparar ‖Tu‖(Lq)∗ ¶ ‖u‖Lp y ‖Tu‖(Lq)∗ ¾ ‖u‖p. Se obtiene ‖Tu‖(Lq)∗ = ‖u‖p. Así T es una isometría

de Lp sobre un subespacio cerrado (por ser Lp completo) de (Lq)∗. Pero Lq es reflexivo (2ª etapa) y

así (Lq)∗ es reflexivo (pues Lq es Banach). Se sigue que T (Lq) es reflexivo, y por lo tanto también es

reflexivo Lp.

Observación 2.1. Lp también es uniformemente convexo para 1 < p ¶ 2, en efecto, se utiliza la

segunda desigualdad de Clarkson, para 1< p ¶ 2;








f + g
2









q

p

+









f − g
2









q

p

¶
�

1
2
‖ f ‖p

p +
1
2
‖g‖p

p

�1/(p−1)

Esta desigualdad es sensiblemente más dificil de establecer que la primera desigualdad de Clarkson.

Teorema 2.2. (Representación de Riesz) Sea 1 < p < ∞ y sea ϕ ∈ (Lp)∗. Entonces existe una

función u ∈ Lp tal que

〈ϕ, f 〉=
∫

uf , ∀ f ∈ Lp

Además

‖u‖q = ‖ϕ‖(Lp)∗

Nota 2.1. El teorema es muy importante, Dice que toda función lineal continua sobre Lp con 1< p <

∞ puede representarse por medio de una función de Lq. La aplicaciónϕ 7→ u es una isometría sobre-

yectiva lineal que permite identificar el dual de Lp con Lq. en lo que sigue se hará sistemáticamente

la identificación

(Lp)∗ = Lq

Demostración. Consideremos el operador T : Lq → (Lp)∗ definida por 〈Tu, f 〉 =
∫

uf , ∀u ∈ Lq,

∀ f ∈ Lp. El argumento utilizado en la prueba del teorema anterior, se tiene:

‖Tu‖(Lp)∗ = ‖u‖Lq , ∀u ∈ Lq

Afirmamos que T es sobreyectivo. En efecto, sea E = T (Lq). Dado E un espacio cerrado, es sufieciente

demostrar que E es denso en (Lp)∗. Sea h ∈ ((Lp)∗)∗ = Lp (por ser Lp reflexivo) tal que 〈Tu, h〉 = 0

para todo u ∈ Lq, como h ∈ Lp satisface
∫

uh= 0, ∀u ∈ Lq

Eligiendo u= |h|p−2h, tenemos que h= 0.
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Para demostrar el siguiente teorema comenzaremos con una definición y el lema.

Definición 2.3. Sea 1 ¶ p ¶∞, se dice que una función f : Ω→ R pertenece a Lp
loc(Ω) si f χK ∈

Lp(Ω) para todo compacto K ⊂ Ω.

Lema 2.1. Sea f ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫

f u= 0, para todo u ∈ Cc(Ω), entonces f = 0 c.t.p. en Ω.

Demostración. veamos los siguientes pasos

1) Supongamos que además se verifica f ∈ L1(Ω) y |Ω| <∞. Dado ε > 0 existe f ∈ Cc(Ω) tal

que ‖ f − f ‖L1 < ε, de la hipótesis tenemos

�

�

�

�

∫

f1u

�

�

�

�

¶ ε‖u‖L∞ , ∀u ∈ Cc(Ω) (2.1)

Sean

K1 = {x ∈ Ω; f1(x)¾ ε}

K2 = {x ∈ Ω; f1(x)¶ −ε}

Como K1 y K2 son compactos y disjuntos, se puede construir gracias al teorema de Tietze-Urysohn

una funcion u0 ∈ Cc(Ω).

u0(x) =







1 , si x ∈ K1

−1 , si x ∈ K2

y Poniendo K = K1 ∪ K2 resulta
∫

Ω

f1u0 =

∫

Ω\K
f1u0 +

∫

K

f1u0

y así, gracias a (1)
∫

K

| f1|=
∫

K

f1u0 ¶ ε+
∫

Ω\K
| f1u0|¶ ε+

∫

Ω\K
| f1|

Por consiguiente
∫

Ω

| f1|=
∫

K

| f1|+
∫

Ω\K
| f1|¶ ε+ 2

∫

Ω\K
| f1|¶ ε+ 2ε|Ω|

pues

| f1|¶ ε en Ω \ K

entonces

‖ f ‖L1 ¶ ‖ f − f1‖L1 + ‖ f1‖L1 ¶ 2ε+ 2ε|Ω|
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2.2. ESTUDIO DE L1. 13

Como esta desigualdad es válida para todo ε > 0, se concluye que f = 0 c.t.p. en Ω.

2) Consideremos ahora el caso general. Se escribeΩ=
⋃

n

Ωn conΩn abierto,Ωn compacto,Ωn ⊂ Ω

(Tomando, por ejemplo Ωn =
�

x ∈ Ω : dist (x ,Ωc)> 1n

n y |x |< n
	

). Aplicando lo anterior a Ωn y f |Ωn

se ve que f = 0 c.t.p. en Ωn y se concluye que f = 0 c.t.p. en Ω.

Teorema 2.3. El espacio Cc (Rn) es denso en Lp (Rn) para 1¶ p <∞.

Demostración. Se sabe que Cc(Ω) es denso en L1(Ω). Supongamos entonces que 1 < p <∞. Para

demostrar que Cc(Ω) es denso en Lp(Ω) es sufieciente comprobar que si h ∈ Lq(Ω) verifica que
∫

hu = 0 para todo u ∈ Cc(Ω), entonces h = 0. Pero h ∈ L1
loc(Ω) ya que

∫

|h1K | ¶ ‖h‖Lq |K |1/p <∞

y entonces se puede aplicar el lema anterior para concluir que h= 0 c.t.p.

Definición 2.4. Un espacio medible Ω es llamado separable, si hay una familia numerable (En) de

M de tal manera que el σ -álgebra generado por (En) coincide conM (es decir,M es el σ−álgebra

más pequeño que contiene a todos los E′ns)

Teorema 2.4. Lp(Ω) es separable para 1¶ p <∞.

Demostración. Se designa por (Ri)i∈I la familia (numerable) de rectángulos R de la forma R =
n
∏

k=1

(ak, bk) con ak, bk ∈Q y R ⊂ Ω.

Sea E el espacio vectorial sobreQ generado por las funciones 1Ri
(es decir, las combinaciones lineales

finitas con coeficientes racionales de funciones 1Ri
); de modo que E es numerable.

Demostraremos que E es denso en Lp(Ω). Sean f ∈ Lp(Ω) y ε > 0 fijos. Sea f1 ∈ Cc(Ω) tal que

‖ f − f1‖p < ε (Por teorema anterior). Sea Ω
′
un abierto acotado tal que supp f1 ⊂ Ω

′
⊂ Ω.

Como f1 ∈ Cc

�

Ω
′�

, tenemos que f2 ∈ E tal que supp f2 ⊂ Ω
′
y que | f2(x)− f1(x)| ¶

ε

|Ω′ |1/p
c.t.p.

en Ω
′
(se comienza recubriendo a supp f1 con un número finito de rectangulos Ri sobre los cuales la

oscilación de f1 es inferior a
ε

|Ω′ |1/p
). Resulta de esto que ‖ f2− f1‖p ¶ ε y entonces ‖ f − f2‖p < 2ε.

2.2. Estudio de L1.

Teorema 2.5. Sea ϕ ∈
�

L1
�∗

. Entonces existe un u ∈ L∞ única tal que

〈ϕ, f 〉=
∫

uf , ∀ f ∈ L1.

Además se verifica
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2.2. ESTUDIO DE L1. 14

‖u‖∞ = ‖ϕ‖(L1)∗

Nota 2.2. El teorema afirma que toda forma lineal y continua sobre L1 se representa por medio de

una función de L∞. La aplicación ϕ 7→ u es una isometría que permite identificar
�

L1
�∗

con L∞. En

lo que sigue se hará sistemáticamente esta identificación:

�

L1
�∗ ∼= L∞

Demostración. Comencemos demostrando la existencia de u. Sea una función w ∈ L2(Ω) fijo, tal que

para todo compacto K ⊂ Ω, w ¾ εk > 0 c.t.p. en K . (Es claro que tal función existe: tomar por

ejemplo w(x) = αn para x ∈ Ω, n¶ |x |< n+ 1, y considerar las constantes αn > 0 para w ∈ L2(Ω)).

La aplicación f ∈ L2 7→ 〈ϕ, wf 〉 es una forma lineal y continua sobre L2.

Segun el Teorema de representación de Riesz (aplicado con p = 2) existe una función v ∈ L2 tal

que

〈ϕ, wf 〉=
∫

v f , ∀ f ∈ L2

Sea u(x) =
v(x)
w(x)

; lo cual tiene sentido ya que w(x) > 0 para todo x ∈ Ω y u es medible. Demostra-

remos que u ∈ L∞ y que ‖u‖∞ ¶ ‖ϕ‖(L1)∗ . De la igualdad anterior se tiene
�

�

�

�

∫

v f

�

�

�

�

¶ ‖ϕ‖(L1)∗‖wf ‖L1 , ∀ f ∈ L2 (2.2)

Sea C > ‖ϕ‖(L1)∗ . Demostraremos que el conjunto

A= {x ∈ Ω : |u(x)|> C}

es de medida cero (y de ahí resultará que u ∈ L∞ y que ‖u‖∞ ¶ ‖ϕ‖(L1)∗). Razonaremos por reducción

al absurdo. Si A no es de medida cero, existe Ã ⊂ A medible tal que 0 < |Ã| <∞. Sustituyendo en

(2.2) la función

f (x) =



















1 , si x ∈ Ã, u(x)> 0

−1 , si x ∈ Ã, u(x)< 0

0 , si x ∈ Ω \ Ã

Resulta

∫

Ã

|u|w ¶ ‖ϕ‖(L1)∗

∫

Ã

w, y por conseguiente C

∫

Ã

w ¶ ‖ϕ‖(L1)∗

∫

Ã

w, lo cual es absurdo ya

que

∫

Ã

w> 0

Recapitulemos, se ha construido u ∈ L∞(Ω) con ‖u‖∞ = ‖ϕ‖(L1)∗ tal que

〈ϕ, wf 〉=
∫

uwf , ∀ f ∈ L2 (2.3)
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2.3. ESTUDIO DE L∞. 15

De donde resulta que

〈ϕ, g〉=
∫

ug, ∀g ∈ Cc(Ω) (2.4)

En efecto, si g ∈ Cc(Ω), entonces f =
g
w
∈ L2 (ya que w¾ ε > 0 sobre supp g) y se puede sustituir

f en (2.3). Como Cc(Ω) es denso en L1 se deduce de (2.4) que

〈ϕ, g〉=
∫

ug, ∀g ∈ L1

Por último se tiene

|〈ϕ, g〉|=
∫

|ug|¶ ‖u‖∞‖g‖1, ∀g ∈ L1

Luego ‖ϕ‖(L1)∗ ¶ ‖u‖∞. Por consiguiente ‖u‖∞ = ‖ϕ‖(L1)∗ . La unicidad de u es consecuencia inme-

diata de lema anterior.

Observación 2.2. El espacio L1 no es reflexivo. En efecto, supongamos que 0 ∈ Ω. Consideremos la

sucesión fn = αn1B(0, 1
n) con n suficientemente grande para que B

�

0,
1
n

�

⊂ Ω y αn =

�

�

�

�

B
�

0,
1
n

�

�

�

�

�

−1

de

forma que ‖ fn‖1 = 1. Si L1 fuera reflexivo, existiría una subsucesión ( fnk
) y una función f ∈ L1 tales

que fnk
−→ f en la topología débil σ

�

L1, L∞
�

. Así pues

∫

fnk
ϕ −→

∫

f ϕ ∀ϕ ∈ L∞ (2.5)

Cuando ϕ ∈ Cc(Ω \ {0}) se ve que

∫

fnk
ϕ = 0 para k suficientemente grande. Resulta de (2.5) que

∫

f ϕ = 0 ∀ϕ −→ Cc(Ω \ {0})

Aplicando el Lema anterior en el abierto Ω \ {0} a la función f (restringida a Ω \ {0}) se obtiene que

f = 0 c.t.p. en Ω \ {0}. Por lo tanto f = 0 c.t.p. en Ω. Pero si se toma ϕ ≡ 1 en (2.5), resulta que
∫

f = 1, lo que es absurdo.

2.3. Estudio de L∞.

Hemos visto (Teorema 2.2.) L∞ =
�

L1
�∗

. En virtud de este hecho, el espacio L∞ posee algunas

propiedades agradables (por asi decirlo). Entre otras se verifican:

(i) La bola unidad cerrada BL∞ es compacta en la topología débil
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(ii) Si ( fn) es una sucesión acotada en L∞, cabe extraer una subsucesión que converge en L∞ en

la topología débil

Sin embargo, L∞ no es reflexivo (en caso contrario, L1 lo sería y se sabe que L1no es reflexivo).

El dual de L∞ contiene a L1 (ya que L∞ =
�

L1
�∗

) y estrictamente mayor que L1: existe formas

lineales continuas ϕ sobre L∞ que no son del tipo

〈ϕ, f 〉=
∫

uf , ∀ f ∈ L∞, con u ∈ L1

Ejemplo 2.1. Supongamos que 0 ∈ Ω y sea ϕ0 : Cc(Ω) −→ R definida por ϕ0( f ) = f (0) para

f ∈ Cc(Ω). Se tiene que ϕ0 es una forma lineal y continua sobre Cc(Ω) para la norma ‖ · ‖∞. Según

el teorema de Hahn-Banach, ϕ0 se extiende a una forma lineal y continua sobre L∞ notada por ϕ.

Se verifica.

〈ϕ, f 〉= f (0) ∀ f ∈ Cc(Ω)

Demostraremos que no existe una función u ∈ L1 tal que

〈ϕ, f 〉=
∫

uf , ∀ f ∈ L∞

En efecto, si tal función existiera, se tendría
∫

uf = 0, ∀ f ∈ Cc(Ω \ {0})

En virtud al lema ya visto (Aplicado sobre Ω \ {0}) se obtendría u= 0 c.t.p. en Ω \ {0}, y entonces

〈ϕ, f 〉= 0, ∀ f ∈ L∞

pero f (0) 6= 0 lo cual es una contradicción.

Observación 2.3. Si el dual de L∞ no coincide con L1, entonces se pude preguntar a que se parece

(L∞)∗.

A esto consideraremos L∞(Ω;C) como una C∗ álgebra de Banach conmutativa (ver por ejemplo

Rudin [1]). Según el teorema de Gelfand, L∞(Ω;C) es isomorfo e isométrico a C(K;C) (donde K

es un espacio topológico compacto, más exactamente el espectro del álgebra L∞). En concecuencia,

L∞(Ω;C)∗ se identifica con el espacio de las medidas (de Radon) sobre K (con los valores de C) [y

L∞(Ω;C)∗se identifica con el espacio de las medidas (de Radon) sobre K con los valores de R]. Para

mas detalles ver Rudin [1] o Yosida [1], p. 118.

Observación 2.4. El espacio L∞ no es separable, Para establecer este hecho es como utilizar el

siguiente lema.
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Lema 2.2. Sea E un espacio de Banach. Supongamos que existe una familia (Oi)i∈I tal que

(i) Para todo i ∈ I , Oi es un abierto no vacio de E.

(ii) Oi ∩Oj = ; si i 6= j

(iii) I no es numerable.

Entonces E no es separable.

Demostración. (Por contradicción) supongamos que E es separable. Sea (un)n∈N una sucesión densa

en E. Para cada i ∈ I , Oi ∩ (un)n∈N 6= ; y se elige n(i) tal que un(i) ∈ Oi. La aplicación i 7−→ n(i) es

inyectiva; en efecto, si n(i) = n( j) entonces un(i) = un( j) ∈ Oi ∩Oj y así i = j. Por consiguiente, I es

numerable, contrariamente a (iii).

Demostraremos ahora que L∞ no es separable. Para todo a ∈ Ω se fija ra < dist (a,Ωc); se pone

ua = 1B(a,ra) y

Oa =
§

f ∈ L∞ : ‖ f − ua‖∞ <
1
2

ª

Se comprueba fácilmente que la familia (Oa)a∈Ω satisface (i), (ii) y (iii).

El siguiente cuadro recapitula las principales propiedades de los espacion Lp presentadas en el

siguiente cuadro.
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Reflexivo
Separable Espacio Dual

Lp

1< p <∞

SI SI Lq

L1 NO SI L∞

L∞ NO NO contiene estrictamente a

L1
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3
ESPACIOS SOBOLEV Y FORMULACIÓN

VARIACIONAL DE LOS PROBLEMAS DE

CONTORNO DE DIMENSIÓN UNO

3.1. Motivación

Consideremos el siguiente problema. Dada f ∈ C([a, b]) hallar una función u(x) que verifique







−u′′ + u= f

u(a) = u(b) = 0
en [a, b] (3.1)

Una solución clásica (o fuerte) es una función C2 en [a, b] que verifica (3.1) en el sentido usual.

Se sabe que (3.1) puede resolverse explícitamente, mediante un método muy simple de cálculo, pero

ignoraremos este aspecto para ilustrar el método en este ejemplo elemental. Se multiplica (3.1) por

ϕ ∈ C1([a, b]) e integrando por partes tenemos

−u′′ + u= f ⇒ −ϕu′′ +ϕu= ϕ f

⇒ −
∫

ϕu′′ +

∫

ϕu=

∫

ϕ f

⇒
�

−ϕu′
�b

a
+

∫

u
′
ϕ′ +

∫

ϕu=

∫

ϕ f

Por lo cual obtenemos;
∫

u
′
ϕ′ +

∫

ϕu=

∫

ϕ f (3.2)

Para todo ϕ ∈ C1([a, b]) y ϕ(a) = ϕ(b) = 0.
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Note que (3.2) tiene sentido si u ∈ C1([a, b]) (mientras que (3.1) requiere de dos derivadas de

u), de hecho, incluso sería suficiente tener u, u′ ∈ L1(a, b) donde u′ tiene sentido, lo que significa ser

aun más preciso.

Sea (provicionalmente) en C1 una función u que satisface (3.2) es una solución débil de (3.1).

Lo siguiente describe los pasos principales de enfoque variacional en la teoría de ecuaciones

diferenciales parciales.

PASO A Se precisa la noción de solución débil; esto hace intervenir a los espacios de Sobolev, las cuales

son nuestras herramientas básicas.

PASO B Se establece la existencia y unicidad de una solución débil con el método variacional, a travez

del Teorema de Lax-Milgram

PASO C Se demuestra que la solución débil es de clase C2 (por ejemplo): un resultado de regularidad.

PASO D Recuperación de la solución clásica. Se demuestra que toda solución débil de clase C2 es una

solución clásica.

El paso D es muy sencillo. En efecto, supongamos que u ∈ C2([a, b]), u(a) = u(b) = 0 y que u

verifica (3.2). Al integrar por partes (3.2) se obtiene

∫ b

a

(−u′′ + u− f )ϕ = 0, ∀ϕ ∈ C1([a, b]), u(a) = u(b) = 0

y tambien
∫ b

a

(−u′′ + u− f )ϕ = 0 ∀ϕ ∈ C1(a, b)

Como C1
c (a, b) es denso en L2(a, b), −u′′ + u= f c.t.p. (de hecho en todo punto ya que u ∈ C2).

3.2. El espacio de Sobolev W 1,p(I)

Sea I = (a, b) un intervalo acotado o no y sea p ∈ R con 1¶ p ¶∞.

Definición 3.1. El espacio de Sobolev W 1,p(I) se define por

W 1,p(I) =

�

u ∈ Lp(I);∃g ∈ Lp(I) |
∫

I

uϕ′ = −
∫

I

gϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

�

y denotamos

H1(I) =W 1,2(I)

20 CARRERA DE MATEMÁTICA
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para cada u ∈W 1,p(I) se denota u′ = g

Observación 3.1. En la definición de W 1,p se dice que ϕ es una función test. Se puede utilizar

indistintamente C1
c (I) o C∞c (I) como conjunto de funciones test ya que siϕ ∈ C1

c (I), entoncesρn∗ϕ ∈

C∞c (I) para n suficientemente grande y ρn ∗ϕ→ ϕ en C1.

Observación 3.2. Es claro que si u ∈ C1(I) ∩ Lp(I) y si u′ ∈ Lp(I) (aquí u′ es la derivada usual de

u), entonces u ∈W 1,p(I). Además, la derivada usual de u coincide con la derivada de u en el sentido

de W 1,p. En particular si I está acotado, entonces C1(I) ⊂W 1,p(I) para todo 1¶ p ¶∞.

Ejemplo 3.1. La función u(x) = |x | definida en I = (−1, 1). Sea ϕ ∈ C1
c (I) se tiene que

∫

I

uϕ′ = −
∫ 0

−1

xϕ′ +

∫ 1

0

xϕ
′
=

∫ 0

−1

ϕ +

∫ 1

0

ϕ

La ultima igualdad proviende de integrar por partes, teniendo en cuenta que ϕ(−1) = ϕ(1) = 0.

Por lo tanto,
∫

I

uϕ′ = −
∫

I

gϕ

Donde

g(x) =







−1 si − 1< x < 0

1 si 0< x < 1

Claramente g ∈ Lp(I) para todo 1 ¶ p ¶∞. Así u ∈ W 1,p(I) y su derivada débil es u′ = g, a pesar

de que u no es derivable en el sentido usual y por tanto u /∈ C1(I).

Observación 3.3. Con más generalidad, toda función continua sobre I y derivable con continuidad

a trozos en I pertenece a W 1,p(I) para todo 1¶ p ¶∞.

Observación 3.4. A partir de la definición de W 1,p(I) es en realidad un espacio vectorial de Lp, por

ende si u, v ∈W 1,p y c es un número real, entonces u+cv ∈W 1,p. Más aun, la propiedad de linealidad

de la integral también nos da el siguiente lema cuya demostración es trivial.

Lema 3.1. (Linealidad de la derivada débil) Sean u, v ∈W 1,p(I) y c ∈ R, entonces

(u+ cv)′ = u′ + cv′ c.t.p en I

21 CARRERA DE MATEMÁTICA
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Demostración. Sea ϕ ∈ C1
c (I), tenemos

∫

(u+ cv)′ϕ = −
∫

(u+ cv)ϕ′

= −
�∫

uϕ′ + c

∫

vϕ′
�

=

∫

(u′ϕ + cv′ϕ)

=

∫

(u′ + cv′)ϕ

Por tanto (u+ cv)′ = u′ + cv′ c.t.p en I .

W 1,p esta equipado con la norma

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp + ‖u′‖Lp (3.3)

o a veces, si 1< p <∞, con la norma equivalente
�

‖u‖p
Lp + ‖u′‖p

Lp

�1/p
. El espacio H1 esta equipado

del producto escalar

〈u, v〉H1 = 〈u, v〉L2 + 〈u′, v′〉L2 =

∫ b

a

(uv + u′v′)

con la norma asociada

‖u‖H1 =
�

‖u‖2
L2 + ‖u′‖2

L2

�1/2

que como dijimos es equivalente a la norma (3.3) con p = 2.

3.3. Propiedades fundamentales del espacio W 1,p(I)

Proposición 3.1. El espacio W 1,p es Banach para 1 ¶ p ¶∞. El espacio W 1,p es reflexivo para

1< p <∞ y separable para 1¶ p <∞. El espacio H1 es un espacio de Hilbert separable.

Demostración. a) Sea (un) una sucesión de Cauchy en W 1,p, entonces (un) y (u′n)son sucesiones

de Cauchy en Lp. Por consiguiente un→ u en Lp y u′n→ g en Lp. Se tiene

∫

I

unϕ
′ = −

∫

I

u′nϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

y en el límite

22 CARRERA DE MATEMÁTICA



3.3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL ESPACIO W 1,P (I) 23

∫

I

uϕ′ = −
∫

I

gϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Por tanto u ∈W 1,p, u′ = g y ‖un − u‖W 1,p → 0

b) W 1,p es reflexivo para 1< p <∞

En efecto, Lp es reflexivo y en consecuencia el espacio producto E = Lp × Lp es reflexivo.

El operador T : W 1,p → E dada por Tu = (u, u′) es una isometría de W 1,p en E. Por tanto

T
�

W 1,p
�

es un subespacio cerrado de E. Como E es un espacio de Banach reflexivo, T
�

W 1,p
�

un subespacio cerrado de E, tenemos que T
�

W 1,p
�

es reflexivo, y por consiguiente tambien lo

es W 1,p.

c) W 1,p es separable para 1¶ p <∞.

En efecto, el espacio producto E = Lp(I)× Lp(I) es separable, por tanto tambien lo es T
�

W 1,p
�

es separable. Por consiguiente W 1,p es separable.

Observación 3.5. Es conveniente retener de la demostración anterior el siguiente hecho: Sea (un)

es una sucesión en W 1,p, tal que un→ u en Lp y u′n converge a cierto límite en Lp, entonces u ∈W 1,p

y ‖un− u‖W 1,p → 0 (cuando 1< p ¶∞ es suficiente saber que (u′n) está acotada en Lp para concluir

que u ∈W 1,p).

El siguiente teorema afirma que toda función de W 1,p son (a groso modo) primitivas de funciones

de Lp. Exactamente se verifica el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Sea u ∈W 1,p(I), 1¶ p ¶∞, entonces existe una función ũ ∈ C(I) tal que

u= ũ c.t.p. en I

y

ũ(x)− ũ(y) =

∫ y

x

u′(t)d t ∀x , y ∈ I

Nota 3.1. Este teorema afirma que toda función u ∈W 1,p admite un representante continuo (y solo

uno) es decir, existe una función continua pertenecientes a la clase de equivalencia de u para la

relación u ∼ v si u = v c.t.p., cuando esto sea de utilidad, se sustituirá sistemáticamente u por su

representante continuo. Observe por último que la propiedad de u posee un representante continuo,

es distinta de la propiedad "u es continuo c.t.p."

En la demostración del teorema se utilizarán dos lemas.
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Lema 3.2. Sea f ∈ L1
loc(I) tal que

∫

I

f ϕ′ = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (I) (1)

Entonces existe una constante C tal que f = C c.t.p. en I .

Demostración. Sea una función ψ ∈ Cc(I) tal que

∫

ψ = 1. Para toda función w ∈ Cc(I) existe

ϕ ∈ C1
c (I) tal que

ϕ′ = w−
�∫

w

�

ψ

En efecto, la función h = w−
�∫

I

w

�

ψ es continua, con soporte compacto en I , y como

∫

I

h = 0, h

tiene una primitiva (única) con soporte compacto. Se deduce de (1) que
∫

I

f

�

w−
�∫

w

�

ψ

�

= 0 ∀w ∈ Cc(I)

es decir,
∫

I

�

f −
�∫

fψ

��

w= 0 ∀w ∈ Cc(I)

y por tanto f −
�∫

fψ

�

= 0 c.t.p. en I , es decir f = C c.t.p. con C =

∫

fψ

Lema 3.3. Sea g ∈ L1
loc(I) = 0, para y0 fijo en I se pone

v(x) =

∫ x

y0

g(t)d t, x ∈ I

Entonces v ∈ C(I) y
∫

I

vϕ′ = −
∫

I

gϕ ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Demostración. Se tiene

∫

I

vϕ′ =

∫

I

�

∫ x

y0

g(t)d t

�

ϕ′(x)d x

= −
∫ y0

a

d x

∫ y0

x

g(t)ϕ′(x)d t +

∫ b

y0

d x

∫ x

y0

g(t)ϕ′(x)d t

Aplicando el teorema de Fubini, se tiene que
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∫

I

vϕ′ = −
∫ y0

a

g(t)d t

∫ t

a

ϕ′(x)d x +

∫ b

y0

g(t)d t

∫ b

t

ϕ′(x)d x

= −
∫

I

g(t)ϕ(t)d t

Demostración. (Demostración del teorema 3.1.) Sea y0 ∈ I y se pone u(x) =

∫ x

y0

u′(t)d t. Según el

Lema 3.3. se tiene
∫

I

uϕ′ = −
∫

I

u′ϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Por tanto

∫

(u − u)ϕ′ = 0, ∀ϕ ∈ C1
c (I). Tenemos por el lema 3.2. que u − u = C , c.t.p. La función

ũ(x) = u(x) + C , tiene las propiedades deseadas.

Observación 3.6. El Lema (3.3.) demuestra que la primitiva de v de una función g de Lp pertenece

a W 1,p, siempre que v ∈ Lp, y esto ocurre cuando I está acotado.

Proposición 3.2. Sea u ∈ Lp con 1< p ¶∞, las siguientes propiedades son equivalentes

(i) u ∈W 1,p

(ii) Existe una constante C tal que
�

�

�

�

∫

I

uϕ′
�

�

�

�

¶ C‖ϕ‖Lq(I), ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Demostración. (i)=⇒(ii) Veamos, sea u ∈W 1,p, entonces
∫

I

uϕ′ = −
∫

I

u′ϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

de donde

�

�

�

�

∫

I

uϕ′
�

�

�

�

=

�

�

�

�

∫

I

u′ϕ

�

�

�

�

¶
∫

I

|u′ϕ|

¶ ‖u′‖∞‖ϕ‖(Lp)∗

= C‖ϕ‖Lq
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(ii)=⇒(i) La forma lineal

ϕ ∈ C∞c (I) 7→
∫

uϕ′

Definida en un subespacio denso de Lp, es continua para la norma de Lq. Por tanto, se extiende a

una forma lineal y continua F en Lq (aplicar el teorema de Hahn-Banach, o bien la extensión por

continuidad). Según el teorema de representación de Riesz, existe g ∈ Lp, tal que

〈F,ϕ〉=
∫

gϕ ∀ϕ ∈ Lq

De donde, en particular
∫

uϕ′ =

∫

gϕ ∀ϕ ∈ C1
c

y así u ∈W 1,p.

Observación 3.7. Cuando p = 1, permanece válida las siguientes implicación (i)=⇒(ii).

Corolario 3.1. Una función u ∈ L∞(I) pertenece a W 1,∞(I) si y solamente si existe una constante

C tal que

|u(x)− u(y)|¶ C |x − y| c.t.p. x , y ∈ I

Demostración. (⇒) Por teorema 3.1., tememos que

|u(x)− u(y)|¶ C‖u′‖∞|x − y| para c.t.p. x , y ∈ I

(⇐) Sean ϕ ∈ C1
c (I). Para h ∈ R, con |h| suficientemente pequeño, tenemos
�

�

�

�

∫

I

u(x)[ϕ(x − h)−ϕ(x)]d x

�

�

�

�

=

�

�

�

�

∫

I

[u(x + h)− u(x)]ϕ(x)d x

�

�

�

�

(gracias a que ϕ tiene soporte compacto en I). Ahora usando la hipótesis
�

�

�

�

∫

I

u(x)[ϕ(x − h)−ϕ(x)]d x

�

�

�

�

¶ C |h|‖ϕ‖1

Dividiendo por |h| y tomando límite cuando h tiende a 0 obtenemos
�

�

�

�

∫

I

uϕ′
�

�

�

�

¶ C‖ϕ‖1 ∀ϕ ∈ C1
c (I)

y por la proposición 3.2., se tiene u ∈W 1,p(I)

Algunas operaciones fundamentales del Análisis tienen sentido únicamente para las funciones

definidas en todo R (por ejemplo la convolución, la transformada de Fourier, etc.). Así pues, es útil

poder prolongar una función u ∈W 1,p(I) a una función u ∈W 1,p(R). El siguiente resultado responde

a esta cuestión.
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Teorema 3.2. (Operador de prolongación) Sea 1 ¶ p ¶∞. Existe un operador de prolongación

P : W 1,p(I)→W 1,p(R) lineal y continuo tal que

(i) Pu|I = u, ∀u ∈W 1,p(I),

(ii) ‖Pu‖Lp(R) ¶ C‖u‖Lp(I), ∀u ∈W 1,p(I),

(iii) ‖Pu‖W 1,p(R) ¶ C‖u‖W 1,p(I), ∀u ∈W 1,p(I)

(donde C solo depende de |I |).

Demostración. Comenzemos por el caso I = (0,∞) y demostraremos que la prolongación por refle-

xión definida por

(Pu)(x) = ũ(x) =







u(x) si x ¾ 0

u(−x) si x < 0

Resuelve la cuestión

Primeramente se tiene ‖ũ‖Lp(R) ¶ 2 ‖u‖Lp(I). Sea

v(x) =







u′(x) si x > 0

−u′(−x) si x < 0

Se comprueba fácilmente que v ∈ Lp(R) y que

ũ(x)− u(0) =

∫ x

0

v(t)d t ∀x ∈ R

Por consiguiente ũ ∈W 1,p(R) por teorema 1. y ‖ũ‖W 1,p(R) ¶ 2‖u‖W 1,p(I).

Consideremos ahora el caso de un intervalo acotado I , siempre se puede reducir al caso I = (0, 1).

Se fija una función η ∈ C1(R), 0¶ η¶ 1, tal que

η(x) =







1 si x < 1
4

0 si x > 3
4
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Dada una función f definida en (0, 1), se pone

f̃ (x) =







f (x) si 0< x < 1

0 x ¾ 1

Será necesario el siguiente lema

Lema 3.4. Sea u ∈W 1,p(I), entonces

ηũ ∈W 1,p(0,∞) y (ηũ)′ = η′ũ+ηũ′

Demostración. Sea ϕ ∈ C1
c (0,∞), se tiene

∫ ∞

0

ηũϕ′ =

∫ 1

0

u[(ηϕ)′ −η′ϕ]

= −
∫ 1

0

u′ηϕ −
∫ 1

0

uη′ϕ

ya que ηϕ ∈ C1
c (0, 1), así

∫ ∞

0

ηũϕ′ = −
∫ ∞

0

�

ũ′η+ ũη′
�

ϕ

Por tanto, (ηũ)′ = ũ′η+ ũη′ c.t.p. en (0,∞) y ηũ ∈W 1,p(0,∞).

Continuando con la demostración del teorema, sea u ∈W 1,p(I) se escribe
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u= ηu+ (1−η)u

La función ηu se prolonga primero a (0,∞) por ηũ (por el lema 3.4.) y después se prolonga a R por

reflexión. Se obtiene una función v1 ∈W 1,p(I) que prolonga ηu, tal que

‖v1‖Lp(R) ¶ 2‖u‖Lp(I), ‖v1‖W 1,p(R) ¶ C‖u‖W 1,p(I)

(donde C depende de ‖η′‖L∞).

Por otro lado se prolonga (1 − η)u, es decir, se prolonga primero a (1 − η)u a (−∞, 1) por 0

en (−∞, 0) y después se prolonga a R por una reflexión (respecto al punto 1). Se obtiene así una

función v2 ∈W 1,p(R) que prolonga (1−η)u y tal que

‖v2‖Lp(R) ¶ 2‖u‖Lp(I), ‖v2‖W 1,p(R) ¶ C‖u‖W 1,p(I)

Entonces Pu= v1 + v2 es un operador lineal y continuo que satisface (i), (ii) y (iii).

Algunas propiedades de las funciones de clase C1 son válidas para las funciones de W 1,p. Es muy

cómodo establecer estas propiedades por densidad, con ayuda del siguiente resultado.

Teorema 3.3. (Densidad) Sea u ∈ W 1,p(I) con 1 ¶ p <∞. Entonces existe una sucesión (un) en

C∞c (R) tal que un|I → u en W 1,p(I).

Demostración. Suppongamos I = R, en caso contrario se comienza por prolongar u a una función de

W 1,p(R) según el teorema 2. Se utiliza una técnica muy importante de convolución (que proporciona

las funciones C∞) y de truncamiento (que proporciona las funciones con soporte compacto).

a) Convolución Será necesario el

Lema 3.5. Sea ρ ∈ L1(R) y sea v ∈W 1,p(R) con 1¶ p ¶∞. Entonces

ρ ∗ v ∈W 1,p(R) y (ρ ∗ v)′ = ρ ∗ v′

Demostración. Supongamos primero que ρ es de soporte compacto. Se sabe que ρ ∗ v ∈ Lp. Sea

ϕ ∈ C1
c (R), por propiedades en convolución y soportes en la convolución, se tiene que

∫

(ρ ∗ v)ϕ′ =

∫

v(ρ̆ ∗ϕ′)

=

∫

v(ρ̆ ∗ϕ)′

= −
∫

v′(ρ̆ ∗ϕ)

= −
∫

(ρ ∗ v′)ϕ.
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De donde

ρ ∗ v ∈W 1,p y (ρ ∗ϕ)′ = ρ ∗ v′.

Si ρ no es de soporte compacto se introduce una sucesión (ρn) de Cc(R) tal que ρn → ρ en L1.

Por lo anterior se tiene

ρn ∗ v ∈W 1,p y (ρn ∗ v)′ = ρn ∗ v′

Ahora bien, ρn ∗ v→ ρ ∗ v en Lp y ρn ∗ v′→ ρ ∗ v′ en Lp. Se concluye que,

ρ ∗ v ∈W 1,p y (ρ ∗ϕ)′ = ρ ∗ v′

b) Truncamento Se fija una función ζ ∈ Cc(R) tal que 0¶ ζ¶ 1 y

ζ(x) =







1 si |x |¶ 1

0 si |x |¾ 2

Se define la sucesión

ζn(x) = ζ
� x

n

�

para n= 1, 2, ... (1)

Se comprueba fácilmente, gracias al teorema de convergencia dominada, que si una función f ∈ Lp

con 1¶ p <∞ entonces ζn f → f en Lp.

c) Conclusión Se elige una sucesión regularizante (ρn). Demotraremos que la sucesión un =

ζn(ρn ∗ u) converge a u en W 1,p. Primeramente se tiene ‖un − u‖Lp → 0. En efecto, se escribe

un − u= ζn[(ρn ∗ u)− u] + [ζnu− u]

Y entonces

‖un − u‖Lp ¶ ‖(ρn ∗ u)− u‖Lp + ‖ζnu− u‖Lp → 0

Por el lema 3.5. se tiene

u′n = ζ
′
n(ρn ∗ u) + ζn(ρn ∗ u′)

Por consiguiente

‖u′n − u′‖Lp ¶ ‖ζ′n(ρn ∗ u)‖Lp + ‖ζn(ρn ∗ u′)− u′‖Lp

¶
C
n
‖u‖Lp + ‖(ρn ∗ u′)− u′‖Lp + ‖ζnu′ − u′‖Lp → 0

Donde C = ‖ζ′‖L∞ .
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Observación 3.8. En general no se puede elegir, en el teorema 3.3., una sucesión (un) de C∞c (I).

Dicho de otro modo C∞c (I) no es denso en W 1,p(I) (excepto si I = R).

Teorema 3.4. Existe una constante C (dependiendo de |I |¶∞) tal que

‖u‖L∞ ¶ C‖u‖W 1,p(I), ∀u ∈W 1,p(I), ∀1¶ p ¶∞, (3.4)

Dicho de otro modo W 1,p(I) ⊂ L∞(I) con inyección continua para todo 1¶ p ¶∞.

Además, cuando I es acotado se verifica la inyección W 1,p(I) ⊂ C(I) es compacto para 1< p ¶∞

Demostración. Se comienza demostrando (3.4) para I = R, el caso general se deduce de éste gracias

al teorema de prolongación (Teorema 3.2.). Sea v ∈ C1
c (R), si 1 ¶ p <∞ se pone G(s) = |s|p−1s. La

función w= G(v) pertenece a C1
c (R) y

w= G′(v)v′ = p|v|p−1v′

Por tanto, para x ∈ R se tiene

G(v(x)) =

∫ x

−∞
p|v(t)|p−1v′(t)d t

y utilizando la desigualdad de Hölder se obtiene

|v(x)|p ¶ p‖v‖p−1
Lp ‖v′‖Lp

De donde se deduce, gracias a la desigualdad de Young que

‖v‖L∞ ¶ C‖v‖W 1,p , ∀v ∈ C1
c (R) (3.5)

donde C es una constante.

Se razona ahora por densidad. Sea u ∈W 1,p, existe una sucesión (un) ∈ C1
c (R) tal que un→ u en

W 1,p(R) (Teorema 3.3.). Aplicando (3.5) se ve que (un) es de Cauchy en L∞. Así pues, un → u en

L∞ y se obtiene (3.4).

Demostrando que W 1,p(I) ⊂ C(I) es compacto para 1 < p ¶∞ cuando I es acotado , sea H la

bola unidad de W 1,p(I) con 1< p ¶∞. Para u ∈H se tiene

|u(x)− u(y)|=

�

�

�

�

�

∫ x

y

u′(t)d t

�

�

�

�

�

¶ ‖u′‖Lp |x − y|1/q ¶ |x − y|1/q, ∀x , y ∈ I

Y resulta entonces del teorema de Ascoli queH es relativamente compacta en C(I).

Corolario 3.2. Si I no es acotado y u ∈W 1,p(I) con 1¶ p <∞. Entonces

ĺım
|x |→∞

u(x) = 0. (3.6)
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Demostración. Por teorema de densidad (Teorema 3.3.) existe (un) ∈ C1
c (R) tal que un|I → u en

W 1,p(I) y por teorema 3.4. ‖un − u‖L∞(I) → 0 y de aqui se obtiene (3.6). En efecto, dado ε > 0, se

elige n suficientemente grande para que ‖un−u‖L∞(I) < ε, y para |x | suficientemente grande se tiene

un(x) = 0 y por tanto |u(x)|< ε

Corolario 3.3. (Derivación de un producto) Sean u, v ∈ W 1,p(I) con 1 ¶ p ¶∞. Entonces uv ∈

W 1,p(I) y

(uv)′ = u′v + uv′

Además se verifica la fórmula de integración por partes
∫ x

y

u′v = u(x)v(x)− u(y)v(y)−
∫ x

y

uv′, ∀x , y ∈ I

Demostración. Como u ∈ L∞ (Teorema 3.4.), luego uv ∈ Lp. Comenzemos suponiendo p < ∞,

tomemos dos sucesiones (un) y (vn) en C1
c (R) tales que un|I → u y vn|I → v en W 1,p(I). Entonces

un→ u y vn→ v en L∞(I) (Teorema 3.4.), en concecuencia unvn→ uv en L∞(I) y en Lp(I). Se tiene

(unvn)
′ = u′nvn + unv′n→ u′v + uv′ en Lp(I)

De donde resulta uv ∈ W 1,p(I) y que (uv)′ = u′v + uv′ (Por una observación anterior a la suce-

sión unvn). Finalmente se obtiene el resultado de integración por partes al integrar esta igualdad.

Supongamos ahora que u, v ∈W 1,∞(I). Entonces

uv ∈ L∞(I) y u′v + uv′ ∈ L∞(I)

Queda comprobar que
∫

I

uvϕ′ = −
∫

I

(u′v + uv′)ϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Para esto, se fija un intervalo abierto y acotado J ⊂ I tal que Supp ϕ ⊂ J . Entonces u, v ∈ W 1,p(I)

para todo p <∞ y por lo anterior se sabe que;
∫

J

uvϕ′ = −
∫

J

(u′v + uv′)ϕ

es decir
∫

I

uvϕ′ = −
∫

I

(u′v + uv′)ϕ

Corolario 3.4. (Derivación de una composición) Sea G ∈ C1(R) tal que G(0) = 0 y sea u ∈W 1,p(I).

Entonces
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G ◦ u ∈W 1,p(I) y (G ◦ u)′ = (G′ ◦ u)u′

Demostración. Sea M = ‖u‖L∞ . Como G(0) = 0, existe una constante C tal que |G(s)| ¶ C |s| para

s ∈ [−M , M]. Entonces G ◦ u ∈ Lp(I) ya que |G ◦ u| ¶ C |u|. Igualmente (G′ ◦ u)u′ ∈ Lp(I). Falta

comprobar que
∫

I

(G ◦ u)ϕ′ = −
∫

I

(G′ ◦ u)u′ϕ, ∀ϕ ∈ C1
c (I)

Supongamos primero que 1 ¶ p <∞. Entonces existe una sucesión (un) de C∞c (R) tal que un → u

en W 1,p(I) y en L∞(I). Luego G ◦ un→ G ◦ u en L∞(I) y (G′ ◦ un)u
′
n→ (G

′ ◦ u)u′ en Lp(I). También

se verifica
∫

(G ◦ un)ϕ
′ = −

∫

(G′ ◦ un)u
′
nϕ, ∀ϕ ∈ C1

c (I)

de donde tenemos lo que queriamos comprobar.

Para el caso p =∞ se procede como el corolario anterior.

3.4. Los espacios de Sobolev W m,p(I)

Definición 3.2. Dados un entero m ¾ 2 y un número real 1 ¶ p ¶∞, se define por recurrencia el

espacio

W m,p(I) =
�

u ∈W m−1,p(I), u′ ∈W m−1,p(I)
	

Notaremos Hm(I) =W m,2(I)

Se comprueba fácilmente que u ∈W m,p(I) si y solamente si existen m funciones g1, g2, . . . , gm ∈

Lp(I) tales que
∫

uD jϕ = (−1) j

∫

g jϕ, ∀ϕ ∈ C∞c (I), ∀ j = 1, 2, . . . , m

donde D jϕ designa la derivada de orden u ∈W m,p(I), se pueden considerar las derivadas sucesivas

de u, u′ = g1, (u′)′ = g2, ... hasta el orden m, se designan por Du, D2u, . . . , Dmu. El espacio W m,p está

dotado de la norma

‖u‖W m,p = ‖u‖Lp +
m
∑

α=1

‖Dαu‖Lp

y el espacio Hm está dotado del producto escalar

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m
∑

α=1

(Dαu, Dαv)L2 =

∫

I

uv +
m
∑

α=1

∫

I

DαuDαv .
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Se demuestra que la norma ‖ · ‖W m,p es equivalente a la norma |‖u‖| = ‖u‖Lp + ‖Dmu‖Lp , más

exactamente, se establece que si 1 ¶ j ¶ m− 1, entonces para todo ε > 0 existe C (dependiente de

ε y de |I |¶∞) tal que



D ju




Lp ¶ ε‖Dmu‖Lp + C‖u‖Lp , ∀u ∈W m,p

Se puede extender a los espacios W m,p las propiedades demostradas para W 1,p, por ejemplo W m,p(I) ⊂

Cm−1(I) con inyección continua.

3.5. El Espacio W 1,p
0 (I)

Definición 3.3. Dado 1 ¶ p <∞, se designa por W 1,p
0 (I) el cierre de C1

c (I) en W 1,p(I). Se denota

por H1
0(I) =W 1,2

0 (I).

Observación 3.9. W 1,p
0 con la norma inducida por W 1,p, es un espacio de Banach separable y es

reflexivo cuando p 6= 1. H1
0 es un espacio de Hilbert separable.

Observación 3.10. Hemos visto que cuando I = R, C1
c es denso en W 1,p (Teorema Densidad) es

decir W 1,p
0 (R) =W 1,p(R).

Usando sucesiones regularizantes se puede ver que C∞c (I) es denso en W 1,p
0 (I) y que si u ∈

W 1,p(I)∩ Cc(I), entonces u ∈W 1,p
0 (I)

El siguiente resultado provee una caracterización esencial de las funciones de W 1,p
0 (I)

Teorema 3.5. Sea u ∈W 1,p(I), entonces u ∈W 1,p
0 (I) si solo si u= 0 sobre ∂ I .

Demostración. (=⇒) Si u ∈ W 1,p
0 (I), existe una sucesión (un) en C1

c (I) tal que un → u en W 1,p(I).

Entonces un→ u uniformemente sobre I y por consiguiente u= 0 sobre ∂ I .

(⇐) Sea u ∈W 1,p tal que u= 0 sobre ∂ I . Se fija una función G ∈ C1(R) tal que

G(t) =







0 si |t|¶ 1

t si |t|¾ 2

y

|G(t)|¶ |t|, para todo t ∈ R

Sea un =
1
n

G(nu) de forma que un ∈W 1,p(I) (Por el corolario 3.4.). Por otra parte

supp un ⊂
§

x ∈ I : |u(x)|¾
1
n

ª
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y entonces supp un es un compacto incluido en I (utilizar el hecho de que u= 0 sobre ∂ I y u(x)→ 0

cuando |x | →∞, x ∈ I). Por consiguiente un ∈W 1,p
0 . Por último se comprueba fácilmente con ayuda

del teorema de convergencia dominada que un→ u en W 1,p.

Entonces u ∈W 1,p(I).

Observación 3.11. Indiquemos otras caracterizaciones de las funciones de W 1,p
0

(i) Sean 1< p <∞ y u ∈ Lp(I), entonces u ∈W 1,p
0 (I) si y solamente si existe una constante C tal

que

�

�

�

�

∫

I

uϕ′
�

�

�

�

¶ C‖ϕ‖Lq(I), ∀ϕ ∈ C1
c (R)

(ii) Sea 1¶ p <∞ y u ∈ Lp(I), se define u por

u(x) =







u(x) , si x ∈ I

0 , si x ∈ R \ I

Entonces u ∈W 1,p
0 (I) si y solamente si u ∈W 1,p(R)

Proposición 3.3. (Desigualdad de Poincaré) Supongamos que I es acotado. Entonces existe una

constante C (dependiente de |I |) tal que

‖u‖W 1,p ¶ C‖u′‖Lp , ∀u ∈W 1,p(I)

Dicho de otro modo, en W 1,p
0 (I) la cantidad ‖u′‖Lp es una norma equivalente a la norma de W 1,p

Demostración. Para u ∈W 1,p
0 (I) (con I = (a, b)). Como u(a) = 0 se tiene

|u(x)|= |u(x)− u(a)|=
�

�

�

�

∫ x

a

u′(t)d t

�

�

�

�

¶ ‖u′‖L1

y entonces ‖u‖L∞(I) ¶ ‖u′‖L1(I), de donde tenemos por la desigualda de Hölder, se tiene

‖u‖W 1,p ¶ C‖u′‖Lp

Observación 3.12. Si I es acotado, la expresión (u′, v′)L2 define sobre H1
0 un producto escalar, y la

norma asociada, es decir ‖u′‖L2 es equivalente a la norma de H1.

Observación 3.13. Dados un entero m¾ 2 y un real 1¶ p <∞, se define el espacio W m,p
0 (I) como

el cierre de Cm
c (I) en W m,p(I). Se demuestra que

W m,p
0 (I) =

�

u ∈W m,p(I) : u= Du= . . .= Dm−1u= 0 sobre ∂ I
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Es conveniente distinguir bien entre

W 2,p
0 (I) =

�

u ∈W 2,p(I) : u= Du= 0 sobre ∂ I
	

y

W 2,p(I)∩W 1,p
0 (I) =

�

u ∈W 2,p(I) : u= 0 sobre ∂ I
	

3.6. El Espacio Dual de W 1,p
0

Notación.- El espacio dual de W 1,p
0 (I) (1 ¶ p <∞) será denotado W−1,q(I) y dual de H1

0(I) se

denotara por H−1(I).

Sabemos que L2 se identifica con su dual, pero no se identifican H1
0 y su dual. Si se tienen las

inclusiones

H1
0 ⊂ L2 ⊂ H−1

con inyecciones continuas y de imagen densa (identidades de los respectivos subconjuntos)

Si I es acotado, se tiene

W 1,p
0 ⊂ L2 ⊂W−1,q, ∀1¶ p <∞

con inyecciones continuas y de imagen densa.

Los elementos de W−1,q se pueden representar por medio de funciones de Lq

Proposición 3.4. Sea F ∈W−1,q. Entonces existen f0, f1 ∈ Lq tales que

〈 f , v〉=
∫

f0v +

∫

f1v′, ∀v ∈W 1,p
0

y

‖F‖=máx{‖ f0‖Lq ,‖ f1‖Lq}

Cuando I es acotado, se puede tomar f0 = 0

Demostración. Consideramos el espacio E = Lp × Lp con la norma

‖(h0, h1)‖= ‖h0‖Lp + ‖h1‖Lp

La aplicación T : u ∈W 1,p
0 7→ (u, u′) ∈ E, como ya hemos dicho, es una isometría entre estos espacios.

Consideremos el subespacio G = T
�

W 1,p
0

�

, con la norma inducida por E, y llamemos S = T−1 : G→

W 1,p
0 . La aplicación h ∈ G 7→ 〈 f , Sh〉 es un funcional continuo sobre G. Por el teorema de Hahn-Banach

lo podemos extender a un funcional lineal continuo sobre E, denotada por φ con ‖φ‖E∗ = ‖F‖. Por

el teorema de representación de Riez existen f0, f1 ∈ Lq tales que
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〈φ, h〉=
∫

f0h0 +

∫

f1h1, ∀h ∈ E

así vemos que

‖F‖= ‖φ‖E∗ =máx(‖ f0‖q,‖ f1‖q)

Cuando I es acotado el espacio es equipado con la norma ‖u′‖Lp (Poincaré). Se aplica el razonamiento

anterior con E = Lp y T : u ∈W 1,p
0 7→ u′ ∈ Lp.

3.7. Un ejemplo de problema de contorno

Ya estamos en condiciones de resolver por el método variacional el problema propuesto en la

primera sección. Este método es en realidad, muy versátil y se adapta a una gran cantidad de pro-

blemas. En cada problema es fundamental precisar bien el espacio funcional sobre el cual se trabaja.

Recordemos nuestro P.V.I.






−u′′ + u= f en I = (0,1), f ∈ L2(I)

u(0) = u(1) = 0

Definición 3.4. Una solución débil de la anterior ecuación es una función u ∈ H1
0(I) que verifica

∫

I

u′v′ +

∫

I

uv =

∫

I

f v, ∀v ∈ H1
0(I) (3.7)

Completemos los pasos descriptos en la segunda sección.

(1) Toda solución clásica es una solución débil. Esto es evidente gracias a la fórmula de integración

por partes del corolario dado.

(2) Existencia y unicidad de una solución débil.

Proposición 3.5. Para toda f ∈ L2, existe u ∈ H1
0 única solución de (3.7). Además u viene

dada por

mı́n
v∈H1

0

�

1
2

∫

I

�

(v′)2 + v2
�

−
∫

I

f v

�

que es llamado principio de Dirichlet.
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Demostración. Se aplica el teorema de Riez Fréchet en el espacio de Hilbert H1
0(I) con forma

bilineal

a(u, v) =

∫

u′v′ +

∫

uv = 〈u, v〉H1

y con la forma bilineal v 7→
∫

f v

Observación 3.14. Dada F ∈ H−1, se sabe por el teorema de Riez Fréchet que existe u ∈ H1
0

tal que

〈u, v〉H1 = 〈v, F〉, ∀v ∈ H1
0

El operador F 7→ u es el isomorfismo de Riez Fréchet de H−1 sobre H1
0 se puede considerar u

como solución de la ecuación −u′′ + u= F

(3) Regularidad. Notemos que si f ∈ L2 y u es una solución débil, entonces u ∈ H2

∫

u′v′ =

∫

( f − u)v, ∀v ∈ C1
c

y u′ ∈ H1 (ya que f −u ∈ L2), es decir u ∈ H2. Si además f ∈ C(I), la solución u está en C2(I).

En efecto, (u′)′ ∈ C(I) y entonces u′ ∈ C1(I) y por ende u ∈ C2(I)

(4) Recuperación de una solución clásica. Hemos visto que una función u cumpliendo (3.4) es C2 y

además por el teorema 5 cumple las condiciones de contorno (u(0) = u(1) = 0). Solo resta ver

que efectivamente cumple la ecuación del problema de la P.V.I. y observando que las funciones

test v también son nulos en los extremos de I (también por el teorema 5) obtenemos

∫ 1

0

(−u′′ + u− f )v = 0, ∀v ∈ H1
0(I)

y en particular para todo v ∈ C1
c (I). Como C1

c (I) es denso en L2(I), se tiene −u′′+u= f , como

queriamos.

Gracias!!!
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Suceciones Regularizantes

Definición A.1. Se llama sucesión regularizante a toda sucesión de funciones (ρn)n¾1 tal que

ρn ∈ C∞c (R
m),

Supp ρn ⊂ B
�

0,
1
n

�

,
∫

Rn

ρn = 1, ρn ¾ 0.

Para cada n¾ 1

Ejemplo A.1. Si fijamos una función ρ ∈ C∞c (R
n), con Supp ρ ⊂ B(0,1),

∫

ρ > 0 y ρ ¾ 0, en Rm,

por ejemplo

ρ(x) =







e
1

|x |2−1 si |x |< 1

0 si |x |¾ 1

Y si consideramos para cada n ∈ N a la función ρn(x) = Cnmρ(nx) con C =

�∫

ρ

�−1

, obtenemos

una sucesión regularizante.

Proposición A.1. Sea f ∈ C (Rm), entonces ρn ∗ f → f uniformemente sobre todo compacto de Rm.

Demostración. Fijemos un compacto K de Rm. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

| f (x − y)− f (x)|< ε, ∀x ∈ K , ∀y ∈ B(0,δ)

Se tiene

(ρn ∗ f )(x)− f (x) =

∫

[ f (x − y)− f (x)]ρn(y) d y

=

∫

B(0, 1
n)
[ f (x − y)− f (x)]ρn(y) d y.

Entonces, para cada n>
1
δ

y x ∈ K , se tiene
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|(ρn ∗ f )(x)− f (x)|¶ ε
∫

ρn = ε.

Teorema A.1. Sea f ∈ Lp (Rm) con 1¶ p <∞. Entonces ρn ∗ f → f en Lp (Rm).

Demostración. Dado ε > 0 como Cc es denso en Lp, podemos tomar f1 ∈ Cc (Rm) fija, tal que ‖ f −

f1‖Lp < ε. Por la proposición anterior sabemos que ρn∗ f1→ f1 uniformemente sobre todo compacto.

Y por propiedad de soportes de convolucion tenemos.

Supp(ρn ∗ f1) ⊂ B
�

0,
1
n

�

+ Supp f1 ⊂ K , K compacto fijo

Se deduce que

‖ρn ∗ f1 − f1‖Lp → 0, cuando n→∞,

Finalmente se escribe

ρn ∗ f − f = [ρn ∗ ( f − f1)] + [ρn ∗ f1 − f1] + [ f1 − f ]

de donde resulta que

‖ρn ∗ f − f ‖Lp ¶ 2‖ f − f1‖Lp + ‖ρn ∗ f1 − f1‖Lp .

Concluimos que

ĺım
n→∞

‖ρn ∗ f − f ‖Lp = 0.

Corolario A.1. C∞c (Ω) es denso en Lp(Ω) para 1¶ p <∞, donde Ω como siempre es un abierto de

Rn.

Demostración. Sean f ∈ Lp(Ω), ε > 0 y f1 ∈ Cc(Ω) tales que

‖ f − f1‖Lp(Ω) < ε

Consideramos f1, tal que

f1(x) =







f1(x) , si x ∈ Ω

0 , si x /∈ Ω
.

entonces f1 ∈ Lp (Rm) y por el teorema




ρn ∗ f1 − f1





→ 0. Por otro lado

Supp
�

ρn ∗ f1

�

⊂ B
�

0,
1
n

�

+ Supp f1 ⊂ Ω
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para n suficientemente grande.

Sea un =
�

ρn ∗ f1

�

|Ω. Entonces para cada n grande, un ∈ Cc(Ω) y ‖un − f1‖Lp(Ω) → 0, en conse-

cuancia ‖un − f ‖Lp(Ω) < 2ε.
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