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Introduccién

El estudio de espacios de funciones (de una o mds variables reales) que tienen especificidad pro-
piedades de diferenciacién: los célebres espacios de Sobolev, que se encuentran en el corazén de la
teoria moderna de las ecuacién en derivadas parciales (EDP). Muestra cémo se pueden aplicar los
resultados abstractos del Andlisis Funcional para resolver EDP Los espacios de Sobolev ocurren en
una amplia gama de preguntas, tanto en matemadticas aplicadas. Aparecen en EDP lineales y no li-
neales que surgen, por ejemplo, en geometria diferencial, andlisis armonico, ingenieria, mecanica y
fisica. Pertenecen a la caja de herramientas de cualquier estudiante de posgrado en analisis. Desafor-
tunadamente, Andlisis Funcional y EDP a menudo se imparten en cursos separados, aunque estdn
intimamente conectados. Muchas preguntas abordadas en Andlisis Funcional se originaron en EDP
(por una perspectiva histdrica, ver, por ejemplo, J. Dieudonné [1] y H. Brezis — E Navegador [1]).
Hay una gran cantidad de libros (incluso tratados voluminosos) dedicados al Andlisis Funcional. Alli
también hay numerosos libros de texto que tratan sobre EDP. Sin embargo, una presentacion sintética
destinado a estudiantes es raro, y he tratado de llenar este vacio. Estudiantes que a menudo estan
fascinados por las construcciones mds abstractas de las matematicas. atraido por la elegancia de Ana-
lisis Funcional. Por otro lado, son repelidos por la interminable férmulas EDP con sus innumerables
subindices. He intentado presentar una transiciéon "suave" del Andlisis Funcional a EDP analizando
primero el caso simple unidimensional EDP (es decir, EDO, ecuaciones diferenciales ordinarias), que
parece mucho mds manejable para el principiante. En este enfoque, expongo técnicas que son posi-
blemente demasiado sofisticadas para las EDO, pero que luego se convertiran en las piedras angulares
de la teoria EDP

Para desarrollar la teoria del presente proyecto, recordemos los siguientes hechos basicos:

Teorema 0.1. (Teorema de la convergencia mondtona de Beppo Levi) Sea (f,,) una sucesion funcio-

nes de L', que satisface:

1. isfis<...<f,<f1S...ctp.en
2. supan<oo.
n

IT
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Entonces, f,(x) converge c.t.p. en Q a un limite finito denotado por f (x); ademas f € L'y ||f,—f |, —
0.

Teorema 0.2. (Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue) Sea (f,,) una sucesion de funciones

de L', que satisface:

1. f,(x)— f(x)ct.p.enQ,

2. existe una funcién g € L' tal que para cada n, |f,(x)| < g(x) c.t.p. en Q.
Entonces f € L'y ||f,— f|l = 0.
Lema 0.1. (Lema de Fatou) Sea (f,) una sucesién de funciones de L?, tal que

1. Para cadan, f, = 0 c.p.t.

2. supan < 00.

Para cada x € (2, establecemos f (x) = liminf f,(x) < co.
n—oo

ff <h’minfffn.

Un ejemplo basico es el caso en que Q = R", _# consiste de los conjuntos medibles de Lebesgue,

Entonces f € L'y

y u es la medida de Lebesgue en R".

Nota 0.1. Denotaremos por C.(2) el espacio de las funciones continuas en 2 y con soporte compacto,

es decir,
C.(RY)={feC@®");f(x)=0, Yx €eR"\K, donde K es compacto}
Teorema 0.3. (Densidad) El espacio C, (R") es denso en L' (R"); es decir,
VfeL'(R") Ve>03f, €C.(R") tal que ||f — fi|l; <e.
Sea (Qq, M1, 1) Y (2, A5, u,) dos espacios medibles o-finitos.
Se puede definir un espacio medible (2, .#, u) en el producto cartesiano Q = ; x .

Teorema 0.4. (Tonelli) Sea F(x,y): Q; x 2, — R una funcién medible que satisface:

1. J |F(x,y)|du, < oo para c.t.p x € Q;,y
Q2
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2. f dulj |F(x, y)ldu, < 00,
(o) Q,

Entonces F € L'(Q; x Q,).

Teorema 0.5. (Fubini) Supongamos que F € L'(Q, x Q,). Entonces para casi todo x € Q,

F(X;J’)EL;,(QZ) y JF(X;.Y)d.uzeL,l((Ql)-

Q,

Igualmente, para casi todo y € 0,

F(x,y)€L(Q) vy J F(x,y)du, € L} (£2,)

M

fdulf F(x,y)du, = f duzf F(x,y)du,
N Q Q 0
= Jf F(x,y)du,du,
Q1 x0Qy

En conocimiento de estos resultados, podremos desarrollar la teoria presentada en el presente

Ademas se verifica,

proyecto de grado, el cual tratard de lo siguiente.

En el capitulo 1. Daremos conceptos de los espacios L?, donde tendremos conceptos fundamen-
tales respecto al presente proyecto, que vamos a desarrollar, se tocardn temas muy importanes que
luego serd de mucha utilidad para los Espacios Sobolev, definiciones acerca de este espacio y propie-

dades fundamentales en los cuales se veran por ejemplo que L? es un espacio vectorial normado.

En el capitulo 2. Se veran los resultados de los espacios L?, estos resultados son de mucha uti-
lidad, pues se pretende, por asi decir, que resultados que ocurren el los espacios L?, también se lo

tiene en los espacios Sobolev como por ejemplo la reflexividad, separabilidad y el espacio dual de L”.

En el capitulo 3. Vemos que los resultados que se dan en L?, de cierta forma ocurren en los
espacios Sobolev, de esta forma, veremos resultados que son importantes para este espacio, pero aun
mas interesante desde mi punto de vista, son los resultados que tenemos en el calculo diferencial e
integral de una variable, el presente proyecto tiene por meta despues de ver los resultados anteriores,
demostrar el teorema que caracteriza la formulacién variacional del problema en el contorno.

Para finalizar, suceciones regularizantes, donde vemos los resultados importantes sobre funciones
continuas de soporte compacto. Estos resultados son muy importantes para el estudio del presente

proyecto.
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ESPACIOS P

Sea (9, 4 ,u), denota un espacio medible, es decir,

i) . esun o—4dlgebra en (, es decir .Z es una coleccién de subconjuntos de Q2 tal que

(@ be.n
b)) Ae i = A en

(c) UAn € M cuando A, € M, Vn,

n=1

ii) u es una medida, es decir, u : # — [0, 00 ] que satisface:
(@ p@=0

(b) u (UAH) = Z u(A,) cuando (A,) es una familia de conjuntos contable disjunta de ./ .
n=1

n=1

iii) Q es o—finito, es decir, existe una familia contable (£2,) en .# tal que Q = Us; Q, v ulQ,)<

o0 para todo n.

Los conjuntos E € .# con la propiedad de u(E) = 0, son llamados conjuntos de medida nula. Diremos

que una propiedad tiene c.t.p.(casi en todas partes x € 2), si se mantiene en todas partes excepto en

un conjunto de medida nula.

Asumiremos que el lector esta familiarizado con las nociones de funcion integrable, funcion me-

dible y conjunto de medida cero.



1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 2

1.1. Definicion y Propiedades elementales de L?

Denotaremos a L'(Q, u) por L'(R2) o (L') el espacio de funciones en Q en R.

Escribiremos f f en lugar de J fdu , y tambien usaremos la notacién:

Iz = Nf 1 —f fldu = flfl

Definicién 1.1. El espacio L!, se define por:

LY(Q)={f :Q— R| f es medible y J If| < oo}
Q
Definiciéon 1.2. Seap €R con 1 < p < 00, se define;

LP(Q)={f : Q > R; f es medible y |f|P € L'(2)}

1/p
Wf il = U If(X)Ipdx]
Q

Mas adelante comprobaremos que || - ||, es una norma.

con norma, denotada por;

Definicion 1.3. Se define;
L®(Q)={f : Q> R; f es medible y existe una constante C tal que |f(x)| < C c.t.p. en Q},
con norma, denotada por;
lf |l o0 =1Inf{C;|f(x)| < C c.t.p. en Q}.
Mas adelante comprobaremos que || - ||, €S una norma.

Observacion 1.1. Si f € L°°, entonces

[f Gl < If (1o c.t.p. en €.

En efecto, existe una sucesion C, tal que C, — ||f||,~ para cada n, |f (x)| < C, c.t.p. en Q.
Asi, |f(x)| < C, para todo x € Q\ E, con u(E,) =0 para cada n € N.
SeaE = U:Zl E, de este modo u(E) = 0y se tiene |f (x)| < C,, para todo n y para todo x € Q\E,,.

En concecuencia |f (x)| < ||f ||~ para todo x € Q\ E.
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1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 3

Nota 1.1. Sea 1 < p < 09, se designa por q el exponente conjugado de p, es decir;

—+-=1
p q

Teorema 1.1. (La desigualdad de Holder) Sean f € LP y g € LY con 1 < p < 0o. Entonces fg€ L'y

Jlfgl < f Ml llg e

Demostracion. La conclusiéon es obvia si p =1 o p = 00, supongamos que 1 < p < 00. Recordemos

la Desigualdad de Young.

1 1
ab< —-d’+-b%, Va=0,Yb=0
p q

la demostracion es evidente, al ser log una funcién céncava sobre (0, 00) se tiene

1 1 1 1
log(—ap + —bq) > —loga? + —logb? =logab
p q p q

entonces
1 p 1 q
If GOllg ()l < I;If(X)I + alg(X)l ,  ctp.x e
De donde resulta que fg € L' y que;
1 1
J Ifgl< I—)IIfII‘L’p + allgll‘iq-

Sustituyendo f por Af (con A > 0), resulta que

p—1
el < Zf1e, + gl
g p LP A,q g L4

Sea A =||f ||Zp1 ||g||%p , para minimizar el término de la derecha se obtiene:

flfgl < f Ml llg e

O]

Observacion 1.2. Es conveniente retener una consecuencia muy util de la desigualdad de Holder,

sean fi, f5, ..., f funciones tales que:
fiel’(Q),i=1,2,..k

con

1 1 1 1
—=— =t —.
P D1 P2 Pk

Entonces el producto f = f;f,...fr € LP(Q) y

If e < Wfallzon £l o oIl fil e

3 CARRERA DE MATEMATICA



1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 4

En particular, si f € LP(Q)NL"(2) con 1 < p < r < 00, entonces f € L°(2) paratodo p <s <r se

verifica la desigualdad de interpolacion

£ s < NN

a 1—a

(con0<a<l).

Teorema 1.2. L? es un espacio vectorial y || - ||;, es una norma para todo 1 < p < co.

Demostracién. Para p = 1, tenemos L' es espacio vectorial y para p = 0o, L es tambien un espacio
vectorial.
Tenemos que demostrar las propiedades de espacio vectorial para 1 < p < o0, es decir, sean

f,g € L y a un escalar, se tiene (f + g) € LP y af € L?, en efecto;

IA

f +gl” (1f1+1gl)y
(2max{|fl,[gl})"
2P max {|f*], g/}

27 (117 +181P)

(f |f|p+f|g|p)

IA A

IA

2P
< o
Por tanto, |f + g|° < 0o. asi (f + g) € LP.

Y, tdmbien para a escalary f € L?, tenemos que

laf [P = laf?f]P

Jlaf|p=|alpjlf|p<00

por tanto af € LP. Esto muestra que L? es un espacio vectorial.

entonces

Ahora mostraremos que || || es norma (parap =1 y p = ©0 tenemos que son normas) tomemos

1/p
IFIl, = U Iflpdl]

Veamos si cumple las condiciones de norma.

1 < p < oo tal que;

4 CARRERA DE MATEMATICA



1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 5

1/p
N1) Evidentemente ||f]|, = [f |f|pdk] > 0. Asi [|f]|, = 0. Y tambien se tiene

1/p
IFll, = U |f Ipdl) =0

Si f =0 c.p.d, entonces

Por otro lado, se tiene que si

1/p
Ifll,=0 = (flflpdl) =0
= (f|f|?da)=o

= f=0c.pd

N2) De lo anterior tenemos
lafll, =lal [Ifll,, Vf € LPy a escalar.
N3) Sean f,g €L’y (f +g) € L? se tiene

If+gllp, < IIF1l, + gl

demostrado en la desigualdad de Minkowski.

Teorema 1.3. (Fischer-Riez) LP(2) es Banach, para todo p, 1 <p < 0o .

Demostracion. Veamos los siguientes casos:
Caso 1: Sea p = 00, sea (f,) una sucecion de Cauchy en L°°. Dado un entero k = 1 existe N, tal

que
1
”fm fn”L k

para m,n = N,

5 CARRERA DE MATEMATICA



1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 6

Y asi existe E; de medida cero tal que,
1
fn() = fo2)| < VX €Q—Ep, Vm,n > Ny (1.1)

Sea E = U E, (E es de medida cero), se observa que para todo x € 2 —E la sucecién f,(x) es de

Kk
Cauchy (en R). Sea f,(x) — f(x) para x € Q — E. Aplicando el limite en (1.1) cuando m — oo se

obtiene

XEQ Ek,Vn/Nk

»Ir—‘

|f () = falx)] <

Asi f € L y |If — fullpeo < ST Vn Ny. Por tanto ||f — f,|l;ec = O

Por consiguiente L°° es de Banach

Caso 2: Supongamos 1 < p < 00. Sea (f,) una sucesiéon de Cauchy en LP. Para concluir la
demostracion es suficiente probar que una subsucesion es convergente en LP.

Sea una subsucesion (f,,, ) tal que
1
”fn]ﬂ.l_fnk”p< ?; Vk> 1

: : 1 .
Se procede como sigue: existe n; tal que ||f,, — fll 0 < para m,n 2 ny; se toma después n, = n,

1
tal que ||f,, — fullr < > para m,n < n,, y asi sucesivamente.
Demostraremos que f,, converge en L”, para simplificar la notacién escribiremos f; en lugar de

fn,» de forma que se tiene

| fisr — fiell, < 2’<’ Vk=1

Poniendo
2a() = D | () — filx)|
k=1

Resulta

l1gnll, < 1.

Del teorema de convergenvia monotona se deduce que c.t.p. en £, g,(x) converge a un limite,

que se denota g(x), con g € LP. Por otra parte, para cada m = n = 2 se tiene

|fm(x)_fn(x)| < |fm(x)_fm—1(x)| +...+ |fn+1(x) fn(x)l g(X) &n— 1(x)

Y resulta de esto que c.t.p. en Q, (f,(x)) es de Cauchy y converge a un limite, designado por f (x).

Se tiene c.t.p. en 2

|f () —falx)l < g(x), paran=>2

6 CARRERA DE MATEMATICA



1.1. DEFINICION Y PROPIEDADES ELEMENTALES DE L 7

De donde resulta que f € L. Por dltimo ||f, — fIl, — 0, en efecto, se tiene |f,(x) — f(x)[’ — 0
c.t.p. v |f,(x) — f(x)|P < gP(x) es integrable. Asi por el teorema de Lebesgue L? es Banach para
1<p<oo. O]

Teorema 1.4. Sean (f,) una sucesién en L” y f € L?, tales que [|f, — f||, — 0. Entonces existe una

subsucesién (f,,) tal que

(@ f,(x)— f(x)ctp.en
() [f, Gl <h(x), Vkyctp.enQ,conhelLP.

Demostracion. El resultado es evidente para p = 00.
Supongamos 1 < p < 00. como la sucesion. Dado una sucesion (f,,) de Cauchy en L?, recordando

el teorema anterior y considerando la subsucesion (f,, ) (denotado por (f;)), tal que satisfacen

1
| fieer — fiell < o5

tal que f,(x) converge c.t.p. un limite, que se designa por f*(x) dada por |f (x)— f,,(x)| < g(x) para

Vk=1

n = 2, tenemos
lf*(¢)—fi()| < g(x), Vxctp.congelP
Por la convergencia dominada (Teorema de Lebesgue), tenemos
fi— ffenL?
Por lo tanto f = f* c.t.p. y asi obtenemos f, — f.y tambien

[fCGOl < [£700)l + g(x) = h(x).

7 CARRERA DE MATEMATICA



REFLEXIVIDAD, SEPARABALIDAD, DUAL DE L?

En esta seccién y en las siguientes las funciones se consideran a valores reales, Q2 designa un
abierto de R" con medida de Lebesgue A positiva y los espacios LP(£2, %, u) son los espacios de Banach

usuales con la norma p usual, donde se han identificado como iguales las funciones c.t.p.

Ademas, cuando el dominio de integracidn se deduzca del contexto escribiremos | f para deno-

tar f f()u(t) y pondremos L? en vez de (LP(Q, %, u).
Q

Como es habitual, si p y ¢ son nimeros reales tales que 1 + 1 =1,con1 < p < oo, diremos
que p y q son exponentes conjugados entre si. Por otro lado, diremos que 1 y o0 son exponentes
conjugados. Usuremos la letra g, a veces sin previo aviso, para referirnos al exponente conjugado p
en ambos casos.

Consideremos por casos:

(A) 1<p<oo
B p=1
(C) p=o0

2.1. Estudiode LP paral <p < o0
Este es el caso mas "favorable": L? es reflxivo, separable y el dual de L? se identifica con L9.
Definicién 2.1. Llamaremos inmersion canénica de E a la aplicacién J = J; : E — E*, dada por
Jgx =J, € E*, donde J,(¢) = ¢(x), Yy € E*

Es inmediato que para cada x € E, J, € E™":



2.1. ESTUDIO DE L? PARA 1< P < 00 9

L J(p+cp)=(¢+cp)x)=p(x)+cop(x)=J(p)+cJ (¢), Vo, ¢ €E* vy VceR
2. [T () =J (@) = [o(x) = ¢ (x)| = (¢ = $)(x)| < [l — llllx]l, Voo, p € E™

es lineal y J; es una isometria, i.e. E = J(E) C E**. Para verlo tomemos cualquier x € E y recorde-
mos que podemos calcular su norma en forma dual (concencuencia del teorema de Hahan-Banach).

Entonces

lxlle = sup yep,. (x|
= Sup(peBE*le((p)l
=[xl

Ex*

= el

Definicién 2.2. Un espacio normado E es reflexivo si la isometria J; es sobreyectivo (J(E) = E*),

con lo cual E resulta isométrico a su bidual.
Teorema 2.1. L? es reflexivo para 1 < p < oo.

Demostracion. La demostracion se lleva en tres etapas.

12 etapa (Primera desigualda de Clarkson). Sea 2 < p < 00 tenemos que

f+ell” W=¢lf_ 170 )
‘—2 Nea b 5 (71 +1igle),  Vf.gerr
En efecto, es suficiente demostrar que
+b" |a—b|" _1
| *|5| <3Ua 1P, Vaber

Se tiene
2
@+ B2 < (a2 +62)"%, Va,f>0

(reducirlo al caso 3 =1 y obeservar que la funcién (x, + 1)?/2 — xP —1 es creciente sobre [0, 00)).

+b —
Tomando a = d |y[3=‘a resulta
2
a+b|” la—0bl < a+b a—bl’ ol
2 2 - 2 2
az b2 p/2
- (5+4)
2 2
1 1
< -al+-bP
2

9 CARRERA DE MATEMATICA



2.1. ESTUDIO DE L PARA 1 < P < 00 10

(est4 tiltima desigualdad resulta de la convexidad de la funcién x — |x|P/? por ser p = 2)
22 etapa. L? es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo para 2 < p < 00. En efecto, sea

e > 0 fijo. Se supone que

1Al <L gl <1y f =gll,>e

Se deduce de la desigualdad de Clarkson que

p
‘u <1-(5)
2 » 2
entonces
‘Jﬂ 1_5
p
con

se1-(1-(5)) " >0

Por consiguiente L? es uniformemente convexo, y por tanto reflexivo pues todo espacio de Banach
uniformemente convexo es reflexivo.
32 etapa. L? es reflexivo para 1 < p < 2

En efecto, sea 1 < p < 2. Se considera el operador T : L? — (L9)" definido por

(Tu, f)| < f uf, Vfell
Se tiene por la desigualda de Holder
(Tu, A< Mull,llf 1l
entonces
Tl oy < lullze
Por otra parte, supongamos
folx) = [u@)lP?u(x),  (fo(x) =0, siu(x)=0)

. —1
Se tiene que f, € LY, [Ifolle = llull],” v KTuw, fo)l < llullf,
Entonces

(Tu:fo)
[1follg

”Tu”(Lq)* =

= [full,

10 CARRERA DE MATEMATICA



2.1. ESTUDIO DE LP PARA 1 < P < 00 11

Al comparar || Tul| ey < llullpe ¥ [|Tull oy 2 |lull,. Se obtiene || Tul|(zqy = |lull,. As{ T es una isometria
de LP sobre un subespacio cerrado (por ser L? completo) de (L?)". Pero LI es reflexivo (22 etapa) y
asi (L9)" es reflexivo (pues L? es Banach). Se sigue que T (L) es reflexivo, y por lo tanto también es
reflexivo LP.

]

Observacion 2.1. L? también es uniformemente convexo para 1 < p < 2, en efecto, se utiliza la

segunda desigualdad de Clarkson, para 1 < p < 2;

f +g 1 1 1/(p—1)
5 < (211 + S Nl

q —
+Hf g
, 2

q
p

Esta desigualdad es sensiblemente mas dificil de establecer que la primera desigualdad de Clarkson.

Teorema 2.2. (Representacion de Riesz) Sea 1 < p < oo y sea ¢ € (L?)". Entonces existe una

funcién u € L? tal que

(0, f) =JUf, Vfel?

Ademas

llully = llellry

Nota 2.1. El teorema es muy importante, Dice que toda funcién lineal continua sobre L? con 1 < p <
o0 puede representarse por medio de una funcién de L. La aplicacién ¢ — u es una isometria sobre-
yectiva lineal que permite identificar el dual de L? con L. en lo que sigue se hara sistematicamente
la identificacion

(LP)" = L1
Demostracién. Consideremos el operador T : LY — (LP)" definida por (Tu, f) = fuf, Yu € L9,
Vf € LP. El argumento utilizado en la prueba del teorema anterior, se tiene:

I Tulley = llulle,  Vue Ll

Afirmamos que T es sobreyectivo. En efecto, sea E = T (L?). Dado E un espacio cerrado, es sufieciente
demostrar que E es denso en (LP)". Sea h € ((LP)*)" = LP (por ser LP reflexivo) tal que (Tu,h) =0

para todo u € L4, como h € L? satisface
J uh =0, Yue L4

Eligiendo u = |h|P~2h, tenemos que h = 0. ]

11 CARRERA DE MATEMATICA
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Para demostrar el siguiente teorema comenzaremos con una definicién y el lema.

Definicién 2.3. Sea 1 < p < 00, se dice que una funcién f : @ — R pertenece a L; () si fyx €

LP(Q) para todo compacto K C .
Lema 2.1. Sea f € L;, () tal que ffu =0, para todo u € C,(2), entonces f =0 c.t.p. en .

Demostracion. veamos los siguientes pasos
1) Supongamos que ademds se verifica f € L'(Q) y |Q| < oo. Dado € > 0 existe f € C.(Q) tal

que ||f — f|l;1 <€, de la hipdtesis tenemos

Uflu

Ky ={x€Q; fi(x) > ¢}
K, ={x€Q; fi(x) <—e€}

< €llullpe, YueC.(2) (2.1)

Sean

Como K, y K, son compactos y disjuntos, se puede construir gracias al teorema de Tietze-Urysohn

una funcion u, € C.(Q).

1 ,sixek;
up(x) =
-1 ,six €Kk,

ff1u0:f f1u0+ff1uo
Q Q\K K
J |f1|:ff1u0<€+f |f1u0|<€+J |1l
K K Q\K Q\K
Por consiguiente

f|f1|:J|f1|+J |f1|<€+2f f1l < €+ 2¢€|Q
Q K Q\K Q\K

Ifil<e enQ\K

y Poniendo K = K; UK, resulta

y asi, gracias a (1)

pues

entonces

||f||L1 <|If _f1||L1 + ||f1||L1 < 2€ + 2¢(9

12 CARRERA DE MATEMATICA



2.2. ESTUDIO DE L!. 13

Como esta desigualdad es vdlida para todo € > 0, se concluye que f =0 c.t.p. en Q.

2) Consideremos ahora el caso general. Se escribe 2 = U Q, con , abierto, Q, compacto, ,, C

(Tomando, por ejemplo Q, = {x e Q:dist (x,Q°) > % y x| < n}). Aplicando lo anteriora Q,, y f g
se ve que f =0 c.t.p. en ,, y se concluye que f =0 c.t.p. en Q. ]

Teorema 2.3. El espacio C, (R") es denso en L? (R") para 1 < p < oo.

Demostracion. Se sabe que C.(Q) es denso en L'(£2). Supongamos entonces que 1 < p < ©0. Para

demostrar que C.(2) es denso en LP(Q2) es sufieciente comprobar que si h € LY(Q) verifica que

hu = 0 para todo u € C,(f2), entonces h = 0. Pero h € L], () ya que J |h1,| < ||h]lK[YP < oo

y entonces se puede aplicar el lema anterior para concluir que h = 0 c.t.p.
O

Definicion 2.4. Un espacio medible 2 es llamado separable, si hay una familia numerable (E,) de
M de tal manera que el o -algebra generado por (E,) coincide con .# (es decir, ./ es el c—éalgebra

mas pequefio que contiene a todos los E’s)

Teorema 2.4. LP(Q) es separable para 1 < p < oo.

Demostracion. Se designa por (R;);c; la familia (numerable) de rectdngulos R de la forma R =

l_[(ak, b)) cona,, b, cQyRCQ.

k=1
Sea E el espacio vectorial sobre Q generado por las funciones 1; (es decir, las combinaciones lineales

finitas con coeficientes racionales de funciones 1z ); de modo que E es numerable.
Demostraremos que E es denso en LP(Q2). Sean f € LP(Q2) y € > O fijos. Sea f; € C.(2) tal que

|f — f1ll, < € (Por teorema anterior). Sea Q' un abierto acotado tal que supp f, CQ C Q.

Como f; € C, (Q/), tenemos que f, € E tal que supp f, C Q y que |f,(x) — f,(x)] < c.t.p.

€
[P
/ . . v . .
en 2 (se comienza recubriendo a supp f; con un numero finito de rectangulos R; sobre los cuales la
€

|| /p

oscilacién de f; es inferior a ). Resulta de esto que || f,—f1]l, < € y entonces [|[f —f,[|, <2e. [

2.2. Estudio de L.

Teorema 2.5. Sea ¢ € (Ll)*. Entonces existe un u € L°° Unica tal que

(%f)=Juf, VfelLl

Ademas se verifica
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llulloo = Il llzry

Nota 2.2. El teorema afirma que toda forma lineal y continua sobre L! se representa por medio de
una funcién de L°°. La aplicacién ¢ — u es una isometria que permite identificar (Ll)* con L°°. En

lo que sigue se hard sistematicamente esta identificacion:
(1) =1

Demostracion. Comencemos demostrando la existencia de u. Sea una funcién w € L?(Q) fijo, tal que
para todo compacto K C Q, w = €, > 0 c.t.p. en K. (Es claro que tal funcién existe: tomar por
ejemplo w(x) = a,, para x € Q, n < |x| < n+ 1, y considerar las constantes a, > 0 para w € L*(Q)).
La aplicacién f € L? — (p,wf) es una forma lineal y continua sobre L?.

Segun el Teorema de representacién de Riesz (aplicado con p = 2) existe una funcién v € L? tal

que

(so,Wf>=JVf, Vf elL?
v(x)

Sea u(x) = ﬁ ; lo cual tiene sentido ya que w(x) > 0 para todo x € Q y u es medible. Demostra-
w(x

remos que u € L™ y que ||ullo < [|¢llz1y:- De la igualdad anterior se tiene

I

Sea C > ||¢||(z1y:- Demostraremos que el conjunto

<llellgyllwflln,  VfeL? (2.2)

A={x€Q: |u(x)| > C}

es de medida cero (y de ahi resultard que u € L™ y que ||ul| o < [|¢¢llz1)). Razonaremos por reduccién
al absurdo. Si A no es de medida cero, existe A C A medible tal que 0 < |A| < oo. Sustituyendo en

(2.2) la funcién
1 ,six€A u(x)>0
f(x)=1{-1 ,six€A u(x)<0

0 ,sixeQ\A

Resulta J lulw < ||<p||(L1)*J w, y por conseguiente CJ w < ||<p||(L1)*J w, lo cual es absurdo ya
i i .

A A A
quer>O
A

A
Recapitulemos, se ha construido u € L*(£2) con [|ul|s = [l¢|l;1y tal que

(o, wf) = J uwf, VfeL? (2.3)
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2.3. ESTUDIO DE L*°. 15

De donde resulta que
(p,8) = f ug, VgeC.(Q) (2.4)

En efecto, si g € C.(Q2), entonces f = LA (yaque w = € > 0 sobre supp g) y se puede sustituir
w
f en (2.3). Como C.(Q2) es denso en L' se deduce de (2.4) que

(so,g>=Jug, VgelL!
Por ultimo se tiene
{¢, &)l =J lugl < llullooligll;, VgeL!

Luego [|¢ll(11y < |lulloo. Por consiguiente [|ullo, = ||¢]l;1)+. La unicidad de u es consecuencia inme-
diata de lema anterior.

O]

Observacién 2.2. El espacio L' no es reflexivo. En efecto, supongamos que 0 € Q. Consideremos la

1 -1
(03)
n

de
forma que ||f,||; = 1. Si L! fuera reflexivo, existiria una subsucesién ( fr,) y una funcioén f € L' tales

1
sucesion f, = a,1 B(0,1) CON T suficientemente grande para que B (0, —) CQya,=
r n
que f, — f en la topologia débil o (Ll, L°°). Asi pues
ffnkso—>ffso Vo L™ (2.5)

Cuando ¢ € C,(22\ {0}) se ve que f fr ¢ = 0 para k suficientemente grande. Resulta de (2.5) que

Jf<p=0 Vo — C.(2\{0})

Aplicando el Lema anterior en el abierto Q2 \ {0} a la funcién f (restringida a 2\ {0}) se obtiene que

f =0ctp.en Q\ {0}. Por lo tanto f = 0 c.t.p. en Q. Pero si se toma ¢ = 1 en (2.5), resulta que

f =1, lo que es absurdo.

2.3. Estudio de L°°.

Hemos visto (Teorema 2.2.) L = (Ll)*. En virtud de este hecho, el espacio L°° posee algunas

propiedades agradables (por asi decirlo). Entre otras se verifican:

(i) La bola unidad cerrada B; - es compacta en la topologia débil
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2.3. ESTUDIO DE L°°. 16

(ii) Si (f,) es una sucesion acotada en L°°, cabe extraer una subsucesion que converge en L™ en

la topologia débil

Sin embargo, L™ no es reflexivo (en caso contrario, L' lo seria y se sabe que L'no es reflexivo).
El dual de L* contiene a L' (ya que L™ = (Ll) ) y estrictamente mayor que L': existe formas

lineales continuas ¢ sobre L°° que no son del tipo

(‘P’f>=fuf, VfelL®, conuell

Ejemplo 2.1. Supongamos que 0 € Q y sea ¢, : C.(2) — R definida por ¢,(f) = f(0) para
f € C.(£2). Se tiene que ¢, es una forma lineal y continua sobre C.(f2) para la norma || - || .. Segin
el teorema de Hahn-Banach, ¢, se extiende a una forma lineal y continua sobre L notada por ¢.

Se verifica.

(o, f)=f(0) VfeC(Q)

Demostraremos que no existe una funcién u € L tal que

(%f)=Juf, VfeL®

En efecto, si tal funcion existiera, se tendria

f uf =0, VfeC(2\{0})
En virtud al lema ya visto (Aplicado sobre Q \ {0}) se obtendria u = 0 c.t.p. en 2\ {0}, y entonces

(p.f)=0, VfelL®
pero f(0) # 0 lo cual es una contradiccién.

Observacién 2.3. Si el dual de L°° no coincide con L!, entonces se pude preguntar a que se parece
(L)

A esto consideraremos L°°(£2; C) como una C* dlgebra de Banach conmutativa (ver por ejemplo
Rudin [1]). Segun el teorema de Gelfand, L°°(Q;C) es isomorfo e isométrico a C(K;C) (donde K
es un espacio topolégico compacto, mas exactamente el espectro del dlgebra L°°). En concecuencia,
L°°(£2; C)* se identifica con el espacio de las medidas (de Radon) sobre K (con los valores de C) [y
L°°(£2; C)*se identifica con el espacio de las medidas (de Radon) sobre K con los valores de R]. Para
mas detalles ver Rudin [1] o Yosida [1], p. 118.

Observacion 2.4. El espacio L° no es separable, Para establecer este hecho es como utilizar el

siguiente lema.
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Lema 2.2. Sea E un espacio de Banach. Supongamos que existe una familia (O;);; tal que
(i) Paratodo i €1, O; es un abierto no vacio de E.
() 0,n0;=0sii#j
(iii) I no es numerable.
Entonces E no es separable.

Demostracion. (Por contradiccién) supongamos que E es separable. Sea (u,,),cy Una sucesion densa
en E. Paracadai €1, 0;N (u,),ey # @y se elige n(i) tal que u,;, € O;. La aplicacién i — n(i) es
inyectiva; en efecto, si n(i) = n(j) entonces u,; = u,;) € O;NO; y asi i = j. Por consiguiente, I es
numerable, contrariamente a (iii).

Demostraremos ahora que L no es separable. Para todo a € Q se fija r, < dist (a, Q°); se pone

U, = 1B(a,ra) y

0,={f e1=ilf —ull < 3}

Se comprueba facilmente que la familia (O, ),cq satisface (i), (ii) y (iii).
O

El siguiente cuadro recapitula las principales propiedades de los espacion L? presentadas en el

siguiente cuadro.
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Reflexivo
Separable Espacio Dual
L? SI SI L1
l1<p<oo
Il NO SI L%
L° NO NO contiene estrictamente a

Ll

18
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ESPACIOS SOBOLEV Y FORMULACION
VARIACIONAL DE LOS PROBLEMAS DE
CONTORNO DE DIMENSION UNO

3.1. Motivacion
Consideremos el siguiente problema. Dada f € C([a, b]) hallar una funcién u(x) que verifique

—u"+u=f
en[a,b] (3.1)
u(a)=u(b)=0

Una solucién cldsica (o fuerte) es una funcién C? en [a, b] que verifica (3.1) en el sentido usual.
Se sabe que (3.1) puede resolverse explicitamente, mediante un método muy simple de cdlculo, pero
ignoraremos este aspecto para ilustrar el método en este ejemplo elemental. Se multiplica (3.1) por

¢ € C*([a,b]) e integrando por partes tenemos

—u”+u=f = —cpu”+cpu=tp

f
= —f«pu”+J<pu=J<pf
= [—gou’]z+fu/(p’+Japu:Jgof

Ju’¢'+f<pu=ftpf (3.2)

Para todo ¢ € C'([a,b]) y ¢(a) = ¢(b) = 0.

Por lo cual obtenemos;

19
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Note que (3.2) tiene sentido si u € C Y([a, b]) (mientras que (3.1) requiere de dos derivadas de

u), de hecho, incluso seria suficiente tener u,u’ € L'(a, b) donde u’ tiene sentido, lo que significa ser

aun mas preciso.

Sea (provicionalmente) en C! una funcién u que satisface (3.2) es una solucién débil de (3.1).

Lo siguiente describe los pasos principales de enfoque variacional en la teoria de ecuaciones

diferenciales parciales.

PASO A

PASO B

PASO C

PASO D

Se precisa la nocién de solucidn débil; esto hace intervenir a los espacios de Sobolev, las cuales

son nuestras herramientas basicas.

Se establece la existencia y unicidad de una solucién débil con el método variacional, a travez

del Teorema de Lax-Milgram
Se demuestra que la solucién débil es de clase C? (por ejemplo): un resultado de regularidad.

Recuperacién de la solucién clésica. Se demuestra que toda solucién débil de clase C? es una

solucion clésica.

El paso D es muy sencillo. En efecto, supongamos que u € C*([a, b]), u(a) = u(b) = 0y que u

verifica (3.2). Al integrar por partes (3.2) se obtiene

b
f (—u"+u—f)p=0, VoecC(a,b]l), u(a)=u(b)=0

y tambien

b
f (—u"+u—f)p=0VYyp eC'(a,b)

Como C(a, b) es denso en L*(a, b), —u” +u = f c.t.p. (de hecho en todo punto ya que u € C?).

3.2.

El espacio de Sobolev W (1)

Sea I = (a, b) un intervalo acotadoonoyseap €Rcon 1 < p < o0,

Definicién 3.1. El espacio de Sobolev W'*(I) se define por

WP (1) = {u € LP(I);3g e LP(I) | fugo' = —J gy, Vo e Cl(I) }
1

I

y denotamos

HY(D=wYD)
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para cada u € WP(I) se denotau’ = g

Observacién 3.1. En la definicién de W' se dice que ¢ es una funcién test. Se puede utilizar
indistintamente CC1 (I) o C2°(I) como conjunto de funciones test ya que si ¢ € Ccl(I ), entonces p,xp €

CC°° (I) para n suficientemente grande y p, * ¢ — ¢ en C'.

Observacién 3.2. Es claro que si u € CY(I)NLP(I) y siu’ € LP(I) (aqui u’ es la derivada usual de
u), entonces u € WP(I). Ademas, la derivada usual de u coincide con la derivada de u en el sentido

de WP, En particular si I esta acotado, entonces C*(I) ¢ WP(I) para todo 1 < p < oo.

Ejemplo 3.1. La funcién u(x) = |x| definidaen I = (—1,1). Sea ¢ € Ccl(I) se tiene que

0 1 0 1
I -1 0 -1 0

La ultima igualdad proviende de integrar por partes, teniendo en cuenta que ¢(—1) = ¢(1) =0.

Jutp’=—fgso
1 1

-1 si—1<x<0

Por lo tanto,

Donde

g(x)=
1 si0<x<1

Claramente g € LP(I) para todo 1 < p < 00. Asi u € W"P(I) y su derivada débil es u’ = g, a pesar

de que u no es derivable en el sentido usual y por tanto u ¢ C(I).

Observacion 3.3. Con mas generalidad, toda funcion continua sobre I y derivable con continuidad

a trozos en I pertenece a WP(I) para todo 1 < p < co.

Observacién 3.4. A partir de la definicién de WP(I) es en realidad un espacio vectorial de L?, por
ende siu,v € WP y c es un niimero real, entonces u+cv € WP, M4s aun, la propiedad de linealidad

de la integral también nos da el siguiente lema cuya demostracion es trivial.

Lema 3.1. (Linealidad de la derivada débil) Sean u,v € W'P(I) y c € R, entonces

(u+cv) =u+cv' ctpenl

21 CARRERA DE MATEMATICA



3.3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL ESPACIO W (]) 22

Demostracion. Sea ¢ € Ccl(I ), tenemos

f(u +cv) o = —f(u +cv)p’

Por tanto (u+cv) =u'+c¢v ct.penl.

WP esta equipado con la norma
lullwee = lull e + 11l (3.3)

: : 1 . :
oaveces, sil < p < 00, conlanorma equivalente (||u||‘L’p + ||u’||lL’p) /p. El espacio H' esta equipado

del producto escalar

b
(U, V)in = W, v) 2 + W, v = J (uv +u'v")
a

con la norma asociada

1/2
el = (llull?, + I1112)

que como dijimos es equivalente a la norma (3.3) con p = 2.

3.3. Propiedades fundamentales del espacio W P(I)

Proposicién 3.1. El espacio W'? es Banach para 1 < p < oo. El espacio W'? es reflexivo para

1 < p < oo y separable para 1 < p < 00. El espacio H' es un espacio de Hilbert separable.

Demostracion. a) Sea (u,) una sucesién de Cauchy en WP, entonces (u u’)son sucesiones
n n n

de Cauchy en L. Por consiguiente u, — uen L? yu/ — g en LP. Se tiene

J U’ = —J w, YeeCll)
1 1
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fuw’ =—f gy, VYeeclk)
I 1

Por tantou € W, v’ = g y |lu,, — u|lyy1, — O

b) WP es reflexivo para 1 < p < 0o
En efecto, L? es reflexivo y en consecuencia el espacio producto E = L? x L? es reflexivo.

El operador T : W'? — E dada por Tu = (u,u’) es una isometria de WP en E. Por tanto
T (Wl’p ) es un subespacio cerrado de E. Como E es un espacio de Banach reflexivo, T (WLP )
un subespacio cerrado de E, tenemos que T (Wl’p ) es reflexivo, y por consiguiente tambien lo

es WLP,

c) WP es separable para 1 < p < 00.

En efecto, el espacio producto E = LP(I) x LP(I) es separable, por tanto tambien lo es T (WLP )
es separable. Por consiguiente W' es separable.
OJ

Observacion 3.5. Es conveniente retener de la demostracién anterior el siguiente hecho: Sea (u,,)
es una sucesién en W'? tal que u, > uen LP y u/ converge a cierto limite en L?, entonces u € whp
y llu, —ully1, — 0 (cuando 1 < p < oo es suficiente saber que (i) estd acotada en L? para concluir

que u € WhP),

El siguiente teorema afirma que toda funcién de W' son (a groso modo) primitivas de funciones

de LP. Exactamente se verifica el siguiente teorema.
Teorema 3.1. Seau € WP(I), 1 < p < 00, entonces existe una funcién i € C(I) tal que

u=u ctp.enl

y

ﬁ(x)—ﬂ(y)=J u(t)dt Vx,yel

X
Nota 3.1. Este teorema afirma que toda funcién u € W' admite un representante continuo (y solo
uno) es decir, existe una funcién continua pertenecientes a la clase de equivalencia de u para la
relacién u ~ v si u = v c.t.p., cuando esto sea de utilidad, se sustituirad sistematicamente u por su
representante continuo. Observe por tltimo que la propiedad de u posee un representante continuo,

es distinta de la propiedad "u es continuo c.t.p."

En la demostracién del teorema se utilizaran dos lemas.

23 CARRERA DE MATEMATICA



3.3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL ESPACIO W' (1) 24

Lema 3.2. Sea f € L, (I) tal que

sto’ =0, VYeeCX(I) ()
I
Entonces existe una constante C tal que f = C c.t.p. en I.

Demostracion. Sea una funcién ¢ € C.(I) tal que fl/) = 1. Para toda funciéon w € C.(I) existe

()

w) ) es continua, con soporte compacto en I, y como f h=0,h
1

¢ € Cl(I) tal que

En efecto, la funciéon h = w — (f

1
tiene una primitiva (dnica) con soporte compacto. Se deduce de (1) que

[[o=([ )]0 wmecan
ﬂf_qflp)]wzo Vw e G(D)

y por tanto f — (f fl/)) =0c.t.p.enl, esdecir f =C c.t.p. con C = ffl/) O

es decir,

Lema 3.3. Sea g € Llloc(I) = 0, para Y, fijo en I se pone

v(x)= J g(t)dt, xel
y

0

Jw’=—fg<p Vo e Cl(I)
I 1
Demostracion. Se tiene

fw’ = f“ g(t)dt}so’(X)dx
I I'LJyo

Yo Yo b X
= —f dxf g(t)tp’(X)dHf dXJ g(t)p'(x)dt
a x Yo Yo

Aplicando el teorema de Fubini, se tiene que

Entonces v € C(I) y

24 CARRERA DE MATEMATICA



3.3. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL ESPACIO W' (1) 25

Yo t b b
J ve' = —J g(t)dtJ ©'(x)dx + J g(t)dtj @'(x)dx
I a a Yo t

= —fg(t)w(t)dt
I

O]

X

Demostracion. (Demostraciéon del teorema 3.1.) Sea y, € [ y se pone u(x) = J u'(t)dt. Segun el

Yo
fﬂw=—Jw%Vw€QU)
1 1

Por tanto | (u—u)y’ =0, Voy € Ccl(I). Tenemos por el lema 3.2. que u —u = C, c.t.p. La funcién

Lema 3.3. se tiene

ii(x) =u(x) + C, tiene las propiedades deseadas. O

Observacion 3.6. El Lema (3.3.) demuestra que la primitiva de v de una funcién g de L? pertenece

a WP siempre que v € LP, y esto ocurre cuando I estd acotado.
Proposicion 3.2. Seau € LP con 1 < p < 00, las siguientes propiedades son equivalentes
i) uewhr

(ii) Existe una constante C tal que

< Cllellegy, Yo ()

Je
I

Demostracién. (i)==(ii) Veamos, sea u € WP, entonces

fu¢=—fw% Vo e Cl(I)
1 I

1 I
< JWM
I

< lw'lleollpllzey

de donde

= Cllell
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(il)==() La forma lineal
¢ GCCOO(I)HJWP/

Definida en un subespacio denso de L?, es continua para la norma de L?. Por tanto, se extiende a
una forma lineal y continua F en L? (aplicar el teorema de Hahn-Banach, o bien la extension por

continuidad). Segtn el teorema de representacién de Riesz, existe g € L?, tal que

;
<F,¢>=J gp Vpell

De donde, en particular

-
Jutp’= gy Vyec!
J

yasiue wtp, O

Observacion 3.7. Cuando p = 1, permanece vélida las siguientes implicacion (i)=— (ii).

Corolario 3.1. Una funcién u € L°°(I) pertenece a W°(I) si y solamente si existe una constante

C tal que
lu(x)—u(y)|<Clx—y| ctp.x,y€el
Demostracion. (=) Por teorema 3.1., tememos que
[u(x)—u(y)| < Cllu'||oolx —y| parac.tp.x,yel

(<) Sean ¢ € CC1 (I). Para h € R, con |h| suficientemente pequefio, tenemos

f u(x)[p(x —h) —p(x)]dx

J[u(x +h) —u(x)]p(x)dx
I
(gracias a que ¢ tiene soporte compacto en I). Ahora usando la hipdtesis

< Clhlllelly

J u(x)[¢(x —h)—p(x)]dx

Dividiendo por |h| y tomando limite cuando h tiende a O obtenemos

I

y por la proposicién 3.2., se tiene u € WP(I) ]

<Cllell, Yeec!()

Algunas operaciones fundamentales del Andlisis tienen sentido unicamente para las funciones
definidas en todo R (por ejemplo la convolucién, la transformada de Fourier, etc.). Asi pues, es til
poder prolongar una funcién u € WP(I) a una funcién u € W?(R). El siguiente resultado responde

a esta cuestion.
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Teorema 3.2. (Operador de prolongacién) Sea 1 < p < oo. Existe un operador de prolongacion

P: W' (I) - WP(R) lineal y continuo tal que
(i) Pul,=u, YueW?l(I),
(i) [IPullppy < Cllullppqy, Yu € WHE(I),
(i) [|Pullyioy < Cllullwiogy, Yue WHP(I)
(donde C solo depende de |I|).

Demostracion. Comenzemos por el caso I = (0, 00) y demostraremos que la prolongacién por refle-
xién definida por
u(x) six=0

(Pu)(x) =i(x) =

u(—x) six<0
Resuelve la cuestion
Primeramente se tiene ||| ,pr) < 2 [lull (). Sea
u'(x) six>0

v(x)=
—u'(—x) six<O0

Se comprueba facilmente que v € LP(R) y que

X

ﬁ(x)—u(0)=f v(t)dt VxeR

0
Por consiguiente ii € WP(R) por teorema 1.y iy < 2/l

Consideremos ahora el caso de un intervalo acotado I, siempre se puede reducir al caso I = (0, 1).
Se fija una funcién n € C}(R), 0 < n < 1, tal que

1 six<
n(x) =

B ISR

0 six>
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N

| |
! |

1 1
4 2

Dada una funcién f definida en (0, 1), se pone

f(x): flx) sio<x<1

0 x=1

Serd necesario el siguiente lema
Lema 3.4. Sea u € WP(I), entonces
ni € W(0,00) 'y (ni) =n't+ni

Demostracion. Sea ¢ € Ccl(O, 00), se tiene

oo 1
J nip’ = J ul(ne) —n'¢]
0 0

1 1
= —J u’w—f un'y
0 0
ya que ny € C(0,1), asi

f nfw’=—f (@'n+an)e
0 0

Por tanto, (nii) = ii'n +iin’ c.t.p. en (0,00) y nii € W(0, co).

Continuando con la demostracién del teorema, sea u € WP(I) se escribe
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u=nu+(1—nu
La funcién nu se prolonga primero a (0, o) por nii (por el lema 3.4.) y después se prolonga a R por
reflexién. Se obtiene una funcién v, € W'?(I) que prolonga nu, tal que
”vl”LP(]R) < 2||u||LP(I): ”vl”WLP(]R) < C”u”WLP(I)
(donde C depende de ||1’]| o).

Por otro lado se prolonga (1 —n)u, es decir, se prolonga primero a (1 —n)u a (—o0,1) por 0
en (—00,0) y después se prolonga a R por una reflexidon (respecto al punto 1). Se obtiene asi una
funcién v, € WHP(R) que prolonga (1 —n)u y tal que

”VZ”LP(]R) < 2||u||LP(I): ||V2||W1,p(1R) < C”u”WLP(I)

Entonces Pu = v; + v, es un operador lineal y continuo que satisface (i), (ii) y (iii). O

Algunas propiedades de las funciones de clase C' son vélidas para las funciones de W'?. Es muy

comodo establecer estas propiedades por densidad, con ayuda del siguiente resultado.

Teorema 3.3. (Densidad) Sea u € WP(I) con 1 < p < oo. Entonces existe una sucesién (u,) en
C>(R) tal que u,|; — uen WHP(I).

Demostracion. Suppongamos I = R, en caso contrario se comienza por prolongar u a una funcién de
WLP(R) segun el teorema 2. Se utiliza una técnica muy importante de convolucién (que proporciona
las funciones C°°) y de truncamiento (que proporciona las funciones con soporte compacto).

a) Convolucion Sera necesario el
Lema 3.5. Sea p € L'(R) ysea v € W"(R) con 1 < p < co. Entonces
p*xvEWYPR)y (p*v) =p*V

Demostracion. Supongamos primero que p es de soporte compacto. Se sabe que p xv € LP. Sea

pE CC1 (R), por propiedades en convolucién y soportes en la convolucidn, se tiene que

f(p*vm’ = JV(ﬁw’)
= JV(ﬁ*so)’
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De donde

pxveEWY y(pxp) =pxV.
U
Si p no es de soporte compacto se introduce una sucesién (p,) de C.(R) tal que p, — p en L.
Por lo anterior se tiene
PaxvEW y  (p,xv) =p, V'
Ahora bien, p,*v — pxvenLPy p,*v — pxv' en LP. Se concluye que,
pxveW™ 'y (pxp) =pxV
b) Truncamento Se fija una funcién { € C,(R) talque 0<{ <1y
1 sifx|<1
g(x) =
0 si|x|[=2
Se define la sucesion
,(x)=¢ (%) paran=1,2,... (1)

Se comprueba facilmente, gracias al teorema de convergencia dominada, que si una funcién f € L?
con 1 < p < oo entonces {,f — f en LP.
¢) Conclusion Se elige una sucesion regularizante (p,). Demotraremos que la sucesién u, =

¢,(p, *u) converge a u en WP, Primeramente se tiene |lu, —u||,» — 0. En efecto, se escribe
Uy —u=pl(pn*u) —ul+[fu—u]
Y entonces
ey —ullpy < N(op*w) —ullpy + I u—ull,, —0
Por el lema 3.5. se tiene
u, = (pn ) + Colpy + ')

Por consiguiente

lu, —ulle < 18 (en x Wl + 110 (0n x u) —1llLs

C
< lull +10on +u) = wll + 18U — ]l — 0

Donde C = ||{']| . O
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Observacién 3.8. En general no se puede elegir, en el teorema 3.3., una sucesién (u,) de C>°(I).

Dicho de otro modo C°(I) no es denso en WUP(I) (excepto si I =R).

Teorema 3.4. Existe una constante C (dependiendo de |I| < o0) tal que
lulleo < Cllullyrngy, YueW™(I), V1<p<oo, (3.4)

Dicho de otro modo WP(I) c L°°(I) con inyeccién continua para todo 1 < p < co.

Ademds, cuando I es acotado se verifica la inyeccién W'P(I) c C(I) es compacto paral < p < 0o

Demostracion. Se comienza demostrando (3.4) para I = R, el caso general se deduce de éste gracias
al teorema de prolongacién (Teorema 3.2.). Sea v € CS(R), si1<p < oo sepone G(s)=|s|P's. La

funciéon w = G(v) pertenece a CC1 (R)y
w=G'(v)V =pp|F

Por tanto, para x € R se tiene

G(v(x)) = J pIv(O)P~H(6)de
y utilizando la desigualdad de Hoélder se obtiene
v < plvIig, 1Vl

De donde se deduce, gracias a la desigualdad de Young que
VIl < Clvliwee,  ¥v € CHR) (3.5)

donde C es una constante.

Se razona ahora por densidad. Sea u € WP, existe una sucesién (u,) € CC1 (R) tal que u,, » u en
WLP(R) (Teorema 3.3.). Aplicando (3.5) se ve que (u,) es de Cauchy en L. Asi pues, u, — u en
L°° y se obtiene (3.4).

Demostrando que WP(I) ¢ C(I) es compacto para 1 < p < oo cuando I es acotado , sea # la

bola unidad de W'P(I) con 1 < p < 00. Para u € 4 se tiene

f u'(e)dt
y

Y resulta entonces del teorema de Ascoli que J# es relativamente compacta en C(1). O

|u(x) —u(y)l = <'llelx =y YIS e —y |9, Vx,y €1

Corolario 3.2. SiI no es acotadoy u € W"?(I) con 1 < p < oco. Entonces

lim u(x)=0. (3.6)

|x|—>00
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Demostracion. Por teorema de densidad (Teorema 3.3.) existe (u,) € Ccl(R) tal que u,|, — u en
WUP(I) y por teorema 3.4. |[u, —ull ;) = O y de aqui se obtiene (3.6). En efecto, dado € > 0, se
elige n suficientemente grande para que ||lu, —ul|,«(;) < €, y para |x| suficientemente grande se tiene

u,(x) =0y por tanto |u(x)| < € ]

Corolario 3.3. (Derivacién de un producto) Sean u,v € W*?(I) con 1 < p < oo. Entonces uv €
WhP(I) y

w) =uv+w/’

Ademas se verifica la férmula de integracién por partes

f u'v=u(x)v(x)—u(y)v(y) —f w', Vx,yel
Y

Yy
Demostracién. Como u € L (Teorema 3.4.), luego uv € LP. Comenzemos suponiendo p < 00,
tomemos dos sucesiones (u,) y (v,) en CS(R) tales que u,|; — u'y v,|; = v en W"2(I). Entonces

u, > uyv,—venL®(I) (Teorema 3.4.), en concecuencia u,v, — uv en L°°(I) y en LP(I). Se tiene
(u,v,) =u v, +u,v, = uv+uv’ enLP(I)

De donde resulta uv € W(I) y que (uv) = u’v + uv’ (Por una observacién anterior a la suce-
sion u,v,). Finalmente se obtiene el resultado de integracion por partes al integrar esta igualdad.

Supongamos ahora que u,v € W-°°(I). Entonces
uv € L) y uv+u eL®()
Queda comprobar que

f uvy’ = —J(u’v +w)y, Veecll)
I i

Para esto, se fija un intervalo abierto y acotado J C I tal que Supp ¢ C J. Entonces u,v € WP(I)

para todo p < o0 y por lo anterior se sabe que;

fuvap’ =—f(u’v+uv’)<p

J J

fuvap’z—f(u’v-f—uv’)ap
I I

Corolario 3.4. (Derivacién de una composicién) Sea G € C'(R) tal que G(0) =0y sea u € WHP(I).

es decir

]

Entonces
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GoueW™™() vy (Gou)=(Gou

Demostracion. Sea M = ||u]|,. Como G(0) = 0, existe una constante C tal que |G(s)| < C|s| para
s € [-M,M]. Entonces G ou € LP(I) ya que |G o u| < Clu|. Igualmente (G’ o u)u’ € LP(I). Falta

comprobar que

J(G ou)p’ = —J(G’ owu'p, Yo eC(I)
I I

Supongamos primero que 1 < p < oo. Entonces existe una sucesion (u,) de C™°(R) tal que u, — u
en WHP(I) y en L°°(I). Luego Gou, —» Gouen L(I) y (G ow,)u/, = (G’ ou)u’ en LP(I). También

se verifica
J(G ou,)p’ = —J(G’ ouul ¢, VeecCl)

de donde tenemos lo que queriamos comprobar.

Para el caso p = o0 se procede como el corolario anterior. ]

3.4. Los espacios de Sobolev W™?(I)

Definiciéon 3.2. Dados un entero m =2 2 y un ntmero real 1 < p < 00, se define por recurrencia el

espacio
W™P(I) = {ue W P(D), W' € WmHP(D)}
Notaremos H™(I) = W™?(I)

Se comprueba facilmente que u € W™P(I) si y solamente si existen m funciones g, g,,...,&m €

LP(I) tales que
Juchp = (—1)1'J giv, VeecCXx(), Vj=12,....m

donde D’ designa la derivada de orden u € W™F(I), se pueden considerar las derivadas sucesivas
deu,u’' =g, (W) = g,, ... hasta el orden m, se designan por Du, D?u, ..., D™u. El espacio W™P est4

dotado de la norma
m
leellymo = lfullo + > 1D%ulls
a=1

y el espacio H™ esta dotado del producto escalar

m
(u,v)gm = (U, v)2 + Z (D%u,D*v),» = f uv + Z D*uD%v .
a=1

I a=1 1
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Se demuestra que la norma || - ||,ym, €s equivalente a la norma |||ul|| = ||ull,» + [|[D™u||;», mas
exactamente, se establece que si 1 < j < m — 1, entonces para todo € > 0 existe C (dependiente de

€ yde |I| < oo) tal que
|Diu],, < elDmully +Cllully, Vi e W

Se puede extender a los espacios W™ las propiedades demostradas para W, por ejemplo W™ (I) C

C™ () con inyeccién continua.

3.5. El Espacio WO1 P(I)

Definicion 3.3. Dado 1 < p < o0, se designa por Wol’p (I) el cierre de Ccl(I ) en WYP(I). Se denota
por HX(I) = W, (D).

.7 1 . . .
Observacién 3.9. W,” con la norma inducida por WP, es un espacio de Banach separable y es

reflexivo cuando p # 1. Hé es un espacio de Hilbert separable.

Observacién 3.10. Hemos visto que cuando I = R, C! es denso en WP (Teorema Densidad) es
decir W, P(R) = WP(R).

Usando sucesiones regularizantes se puede ver que C™°(I) es denso en Wol’p (I)yquesiue
WLP(I) N C.(I), entonces u € W, P (I)

. . . Ny . . 1,
El siguiente resultado provee una caracterizacion esencial de las funciones de W, (I)

Teorema 3.5. Sea u € WP(I), entonces u € Wol’p(I) si solo si u = 0 sobre J1.

Demostracién. (=) Siu € Wol’p (I), existe una sucesién (u,) en C'(I) tal que u, — u en WP(I).
Entonces u, — u uniformemente sobre I y por consiguiente u = 0 sobre 1.
(&) Seau € WP tal que u = 0 sobre 1. Se fija una funcién G € C'(R) tal que
0 sit|]<1

G(t) =
t si|t|=2

|G(t)| <|t|, paratodoteR

1
Sea u, = —G(nu) de forma que u, € WP(I) (Por el corolario 3.4.). Por otra parte
n

1
supp u,, C {x el: |lu(x)| = —}
n
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y entonces supp u, es un compacto incluido en I (utilizar el hecho de que u = 0 sobre dI y u(x) — 0
. . 1 714 .

cuando |x| — oo, x € I). Por consiguiente u,, € W,”*. Por dltimo se comprueba fécilmente con ayuda

del teorema de convergencia dominada que u, — u en W7,

Entonces u € WP(I). O
Observacion 3.11. Indiquemos otras caracterizaciones de las funciones de Wol’p

(i) Sean1 < p < oo yu € LP(I), entonces u € Wol’p (I) si y solamente si existe una constante C tal

I

(i) Seal<p < oo yueLP(I),se define u por

que

< Cllellagy, Yo €CHR)

_ u(x) ,sixel
u(x) =
0 ,Ssix € R\ T

Entonces u € Wol’p (I) si y solamente si u € W'P(R)

Proposicion 3.3. (Desigualdad de Poincaré) Supongamos que I es acotado. Entonces existe una

constante C (dependiente de |I|) tal que

lullwrs < Clle'll,  Yue WH(I)
Dicho de otro modo, en WO1 (1) la cantidad ||u’||;, es una norma equivalente a la norma de WP
Demostracion. Para u € Wol’p (I) (con I =(a,b)). Como u(a) =0 se tiene

J u'(e)dt

y entonces [|ul| ooy < [[t']l11¢), de donde tenemos por la desigualda de Holder, se tiene

u(x)l = fu(x) —ula) =

< il

Il < Cllullpe
O]

Observacion 3.12. Si es acotado, la expresién (u’,v’);. define sobre Hé un producto escalar, y la

norma asociada, es decir ||u||;> es equivalente a la norma de H'.

Observacién 3.13. Dados un entero m > 2y unreal 1 < p < 00, se define el espacio W, "*(I) como

el cierre de C"(I) en W™P(I). Se demuestra que

Wom:P(I) — {u c Wm’p(]) cu=Du=...=D™'u=0sobre 81}
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Es conveniente distinguir bien entre

W2P(1)={ueW?P(I):u=Du=0sobre dI}

W2P(I) N W, P(1) = {u € W*P(I) : u= 0 sobre 91}

3.6. El Espacio Dual de W,*”

Notacidn.- El espacio dual de Wol’p (I) (1 < p < 00) serd denotado W4(I) y dual de HS(I ) se
denotara por H*(I).
Sabemos que L? se identifica con su dual, pero no se identifican Hé y su dual. Si se tienen las

inclusiones
HycL*cH™
con inyecciones continuas y de imagen densa (identidades de los respectivos subconjuntos)
Si I es acotado, se tiene

W, cL?cw™, Y1<p<oo

con inyecciones continuas y de imagen densa.

Los elementos de W4 se pueden representar por medio de funciones de L?

Proposicién 3.4. Sea F € W11, Entonces existen f,, f; € LI tales que

(f,v) = Jfov + J fiv', Vve Wol’p

IFIl = max{[| follo [l f1llza}

Cuando I es acotado, se puede tomar f, =0

Demostracion. Consideramos el espacio E = LP x LP con la norma

lICho, RNl = llholle + NIy e

La aplicacién T :u € WO1 P (u,u’) € E, como ya hemos dicho, es una isometria entre estos espacios.
Consideremos el subespacio G =T (WO1 P ), con la norma inducida por E, y llamemos S =T"': G —
Wol’P .Laaplicacién h € G — (f, Sh) es un funcional continuo sobre G. Por el teorema de Hahn-Banach
lo podemos extender a un funcional lineal continuo sobre E, denotada por ¢ con ||¢||z. = ||F||. Por

el teorema de representacion de Riez existen f;, f; € L7 tales que
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(¢,h>:Jfoho+Jf1h1, YheE
asi vemos que

IFIl = ll¢llg = max([| follg, llf11lg)

Cuando I es acotado el espacio es equipado con la norma ||u’||;, (Poincaré). Se aplica el razonamiento
. 1
anteriorcon E=LPyT:ueW,” »u' € L*.
OJ

3.7. Un ejemplo de problema de contorno

Ya estamos en condiciones de resolver por el método variacional el problema propuesto en la
primera seccion. Este método es en realidad, muy versatil y se adapta a una gran cantidad de pro-
blemas. En cada problema es fundamental precisar bien el espacio funcional sobre el cual se trabaja.

Recordemos nuestro PVI.

—u"+u=f enl=(0,1), f € L*(I)
u(0)=u(1)=0

Definicion 3.4. Una solucién débil de la anterior ecuacion es una funcién u € Hé (I) que verifica

fu’v'+Juv:ffv, Vv e Hy(I) (3.7)
I I I

Completemos los pasos descriptos en la segunda seccion.

(1) Toda solucidn clésica es una solucién débil. Esto es evidente gracias a la férmula de integracion

por partes del corolario dado.
(2) Existencia y unicidad de una solucién débil.
Proposicién 3.5. Para toda f € L?, existe u € Hé unica solucién de (3.7). Ademas u viene

L)1 N L 2)
mind; | (@700 | 1]

que es llamado principio de Dirichlet.

dada por
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()

4

Demostracion. Se aplica el teorema de Riez Fréchet en el espacio de Hilbert Hé (I) con forma

a(u,v) = f u'v' + f uv = (U, v)m

y con la forma bilineal v — J fv O

bilineal

Observacién 3.14. Dada F € H™', se sabe por el teorema de Riez Fréchet que existe u € Hé

tal que
(u,v)pn = (v,F), VveH]

El operador F — u es el isomorfismo de Riez Fréchet de H™! sobre Hé se puede considerar u

como solucién de la ecuacién —u” +u=F

Regularidad. Notemos que si f € L? y u es una solucién débil, entonces u € H?

Ju’v’zf(f—u)v, Yvec!

yu' € H' (yaque f —u € L?), es decir u € H2. Si ademds f € C(I), la solucién u esta en C(I).
En efecto, (u') € C(I) y entonces u’ € C*(I) y por ende u € C*(I)

Recuperacién de una solucién cldsica. Hemos visto que una funcién u cumpliendo (3.4) es C*y
ademas por el teorema 5 cumple las condiciones de contorno (u(0) = u(1) = 0). Solo resta ver

que efectivamente cumple la ecuacion del problema de la PVI. y observando que las funciones

test v también son nulos en los extremos de I (también por el teorema 5) obtenemos

f (—u"+u—f))v=0, VveH)UI)
0

y en particular para todo v € CC1 (I). Como CC1 (I) es denso en L?(I), se tiene —u” +u = f, como

queriamos.

Gracias!!!
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Suceciones Regularizantes

Definicion A.1. Se llama sucesion regularizante a toda sucesiéon de funciones (p,,),~; tal que
pn € C° (R™),
Supp p, CB (0, %)
J pPn=1,p,20.
Pnara cadan=>1
Ejemplo A.1. Si fijamos una funcién p € C>° (R"), con Supp p € B(0,1), Jp >0yp=0,en R™,
por ejemplo
elxl+—1 si x| <1

p(x) =
0 si|x| =1

-1
Y si consideramos para cada n € N a la funciéon p,(x) = Cn™p(nx) con C = (J p) , obtenemos

una sucesion regularizante.

Proposicion A.1. Sea f € C(R™), entonces p, * f — f uniformemente sobre todo compacto de R™.

Demostracion. Fijemos un compacto K de R™. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
lf(x—=y)—f(x)l <€ Vx €K, Vy €B(0,6)

Se tiene

(pn* f)(x)—f(x) J[f(x—y)—f(x)]pn(y) dy

= J [f(x—y)—f(x)]e.(y) dy.
B(0,1)

1 .
Entonces, para cada n > 5 y x € K, se tiene
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|Gon* f)(x) = fF(xX)| < ef Pn = €.

Teorema A.1. Sea f € L (R™) con 1 < p < oo. Entonces p,, x f — f en LP (R™).

Demostracion. Dado € > 0 como C, es denso en L?, podemos tomar f; € C,(R™) fija, tal que ||f —
f1ll.» < €. Por la proposicion anterior sabemos que p,* f; — f; uniformemente sobre todo compacto.

Y por propiedad de soportes de convolucion tenemos.

Supp(p, * f1) CB (0, %) + Supp f; C K, K compacto fijo
Se deduce que
lon * f1 = fill» = 0, cuando n — oo,
Finalmente se escribe
prxf—f=lpax(f —f)l+1pnxfi—Hl+[A—S]
de donde resulta que
lon* f = flle < 20f = fillo + lon * fr = fill o
Concluimos que
1im llp, % f = fll,» = 0.

O

Corolario A.1. C™°(Q2) es denso en LP(2) para 1 < p < 00, donde 2 como siempre es un abierto de
R".
Demostracion. Sean f € LP(2), e >0y f; € C.(Q) tales que
If = filley <€
Consideramos f;, tal que
filx) ,sixeQ

filx) = :
0 , SIX¢Q

— 0. Por otro lado

pn*f_l_.rl

entonces f; € L? (R™) y por el teorema ‘

— 1
Supp (pn*fl) CB(O, )+Supp frcQ

n
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para n suficientemente grande.
Sea u, = (pn *E) |o- Entonces para cada n grande, u, € C.(Q) y |lu, — fill.»(q) — O, en conse-

cuancia ||u, — f || pq) < 2€. ]
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