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RESUMEN
La teoria de las colas es el estudio matematico de las colas o lineas de espera, donde la formacion
de colas es un fendmeno com(n en nuestro diario vivir que ocurre siempre que la demanda efectiva
de un servicio excede a la oferta efectiva, por lo que se trata de una potente herramienta que puede
ser de gran utilidad en una infinidad de situaciones tanto cotidianas como industriales y que se nos
presentaran reiteradas veces en nuestro ambiente laboral.
Esto lo podemos notar claramente en las largas filas o colas que se forman a la espera de pagar un
articulo en un almacén o para pagar cuentas en un banco. De manera que si estas filas se prolongan
demasiado estos clientes podrian tomar la decisibn de aproximarse hacia otro almacén de la
competencia, por lo que el duefio del almacén obtendria menores ganancias, porque si estos clientes
emigran hacia otros almacenes, las ventas disminuirian. Por otra parte si se controlarian mas
dependientes, significaria mayor tiempo ocioso, que es visto en pérdidas debido a una excesiva
némina del personal. Asi que el propietario del almacén tendria que tomar la decisién de contratar
una numerosa cantidad de empleados que sean capaces de reducir las pérdidas que han sido
provocadas por las ventas no realizadas y por el tiempo ocioso de los dependientes.
La teoria de colas en si no resuelve este problema, se utiliza como ayuda a la toma de decisiones
de la direccién de una empresa.
Con frecuencia, las empresas deben tomar decisiones respecto al caudal de servicios que debe
estar preparada para ofrecer. Sin embargo, muchas veces es imposible predecir con exactitud
cuando llegaran los clientes que demandan el servicio y/o cuanto tiempo sera necesario para dar
ese servicio; es por eso que esas decisiones implican dilemas que hay que resolver con informacién
escasa. Esto no es sencillo, ya que un cliente no llega a un horario fijo, osea que no se sabe con
exactitud en que momento llegaran los clientes, asi como también el tiempo de servicio no tiene un
horario fijo. Pero, por otro lado, carecer de la capacidad de servicio suficiente causa colas
excesivamente largas en ciertos momentos. Cuando los clientes tienen que esperar en una cola
para recibir nuestros servicios, estan pagando un coste, en tiempo, mas alto del que esperaban. Las
lineas de espera largas también son costosas por tanto para la empresa ya que producen pérdida
de prestigio y pérdida de clientes.
El proceso basico por la mayor parte de los modelos de colas, es el siguiente:
Los clientes que requieren servicios, a través del tiempo, provienen de una fuente de entrada. Estos
clientes arriban al sistema de servicios y se unen a una cola.
En un determinado tiempo se selecciona un miembro de la cola, mediante alguna regla conocida

como disciplina de servicio.



Luego, se brinda el servicio requerido por el cliente en un mecanismo de servicio, después de lo cual
el cliente sale del sistema de servicio.

Los objetivos de la teoria de colas, promueven la identificacién del nivel éptimo de capacidad del
sistema que minimiza el costo global. También consisten en evaluar el impacto de posibles
alternativas de modificacion de la capacidad del sistema, contribuye con la informacioén vital que se
requiere para tomar las decisiones concernientes prediciendo algunas caracteristicas sobre la linea
de espera: probabilidad de que se formen, el tiempo de espera promedio. Se basa en atender
eficientemente las llegadas a las instalaciones que prestan algun tipo de servicio.

Es importante destacar que cuando una cola estd compuesta de materiales (objetos inanimados)
esperando algun tipo de procesamiento, el problema que tendrian es basicamente econémico y
cuanto equipo deben comprar. Por otro lado cuando una cola la forman personas esperando un
servicio, podrian ser muy dificiles de cuantificar para ustedes.

La toma de decisiones es un proceso sumamente importante dentro de las empresas, cualquiera
gue sea su area de servicio. Esto se debe a que mediante de estas decisiones, se crean estrategias
para mejorar el estado de la empresa.

Al presentarse un problema de colas, usted define primeramente cudl es el problema principal, es
decir, el por qué se estan llevando a cabo esas colas. Luego analiza esta problematica, definiendo
las principales caracteristicas que presenta. Después usted propone alternativas eligiendo la éptima
para que aplique la decision final y se pueda crear estrategias que mejoren o disminuyan este
problema tan comun en el diario vivir de las personas y claro, también de las empresas.
Basicamente la teoria de colas, estudia técnicas para solucionar problema que presentan separando
asi situaciones en las cuales se forman turnos de espera o colas que requieren la prestacién un

servicio.
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1. INTRODUCCION

Las colas son un aspecto de la vida moderna que nos encontramos continuamente en nuestras
actividades diarias. Esto suele ocurrir, cuando la demanda real de un servicio es superior a la
capacidad que existe para dar dicho servicio. Ejemplos reales de esa situacién son: el pago de
servicios en el sistema bancario, los semaforos mal ajustados, el pago de peaje en una autopista,
los cajeros automaticos, el trafico aéreo de un aeropuerto, la atencidon a clientes en un
establecimiento comercial, la espera de los electrodomeésticos dafiados para ser reparados por un

servicio técnico, la espera de pacientes para ser atendidos en un hospital, etc.

La teoria de colas o linea de espera, es una coleccion de modelos matematicos que describen
sistemas en donde los clientes esperan en una cola para recibir un servicio, estos clientes son
elegidos de acuerdo a ciertos criterios del sistema de eleccion. Entre muchos usos, los modelos de
colas pueden ser empleados para encontrar un “estado estable” en el sistema que genere un
consumo 6ptimo de recursos, también se puede determinar la longitud promedio de la linea de
espera (cola) y el tiempo de espera promedio para un sistema dado. El problema radica en
determinar qué tamafio o tasa de servicio proporciona ese consumo Optimo, esto no es sencillo de
determinar en sistemas de colas en bancos, dada la aleatoriedad en las llegadas de nuevos clientes;
ademas el tiempo de servicio no es fijo, en algunos casos. Esta informacion, junto con los costos

pertinentes, se usa para determinar la capacidad del sistema apropiada.

El analisis de teoria de colas es una de las herramientas utilizadas para la mejora de los diferentes
sistemas de produccién o servicios; particularmente en lo que concierne a los sistemas de servicios,
el sistema bancario es una de las aplicaciones de esta teoria. Puesto que puede usarse para
proporcionar respuestas aproximadas a muchas preguntas como las siguientes: ¢ Cémo cambia el
tiempo de espera en la cola si se agrega o se retira un canal de servicio (cajero)?, ¢ Cuantos clientes
son atendidos por servidor y cuanto tiempo desocupado tendran los servidores?, ¢ Cuantos canales
de servicio o cajeros debera tener un banco si se conoce el nimero de servicios por hora, de manera
gue el tiempo de espera sea aceptable tanto por el cliente, como para el servidor?. A todas las

preguntas formuladas anteriormente se les dara respuesta en el desarrollo de nuestra investigacion.

A continuacién, definiremos algunos conceptos basicos que nos ayudara a entender la teoria de

colas, desde una visibn matematica.



2. ASPECTOS METODOLOGICOS DE ANALISIS

2.1. Objetivo general.

Conocer los diferentes conceptos, con el fin de profundizar y enriquecer el conocimiento a través de
la investigacién y recopilacion de informacién acerca del tema. Mostrar de forma tedrica los pasos a
seguir para realizar un trabajo de forma especifica respecto a la aplicacién de la teoria de colas al
sistema financiero. En donde se busca emitir una opinién independiente respecto al cumplimiento

del sistema

2.2. Objetivos especificos.

o Explicar el desarrollo y aplicacion de la teoria de colas
¢ Describir de los conceptos para el mejor entendimiento de la teoria de colas y su aplicaciéon
al sistema financiero.

e |dentificar las consideraciones cuantitativas y cualitativas del servicio.

2.3. Justificacion.

La realizacion de este trabajo esta basada en la necesidad de conocer la aplicacién de la teoria de
colas que beneficia al sistema financiero en el control de espera, organizacién eficaz de distintas
colas, reduccién de tiempos de espera, asignacion de atencion en funcién al tipo de atencién que

guiere recibir desde la peticion del ticket.

2.4. Alcance.

En el trabajo informe se describe la aplicacion de la teoria de colas en el sistema financiero,
identificando las operaciones que tienen a su cargo y cual es el efecto de los resultados de la entidad

financiera para lograr la atencion eficiente al cliente.

2.5. Nivel de investigacion.

El método de investigacion utilizado para el presente trabajo serd el método deductivo: en este
método consiste en ir de lo general a lo particular, de forma que partiendo de enunciados de caracter
general, se llegan a enunciados particulares, con el fin de establecer su estructura o

comportamiento.

A través del tipo de estudio ya mencionado, se hara un analisis de los elementos que componen la

tematica ya abordada realizando una evaluacion de su comportamiento.



El tipo de estudio del tema sera:

. Descriptivo: Este tipo de estudio permitira detallar, especificar y particularizar los hechos que
se han suscitado en la ejecucidn para que nos permita sacar conclusiones que sean Uutiles para el

presente trabajo.

2.6. Técnica de investigacion.
Es una técnica que consiste en observar atentamente el fenédmeno, hecho o caso, tomar informacion
y registrarla para su posterior analisis. Para las técnicas de investigacién se tomara en cuenta la
siguiente bibliografia como ser:
e A. K. Erlang,(1996) “Solution of some problems in the theory of probabilities of significance
in automatic telephone exchanges”, Birkhauser Boston.
e Cao Abad, Ricardo et. al. (2007-2008): Teoria de colas. Departamento de matematicas
(Universidad de A Coruia).
¢ Domingo Morales Gonzalez (2003), Teoria de Colas. ISBN 84-605-1045-X.
e Gross, Donaldy CarlHarris (2008).Resumen traducido del libro Fundamentals of Queueing
Theory, Wiley.
e Hillier F.S. y Lieberman G.J. (2010). Introduccion a la investigacion de operaciones.

McGrawHill



3. MARCO PRACTICO

3.1. TEORIA DE COLAS
3.1.1. Definicion.

La teoria de colas es el estudio matematico de las colas o lineas de espera dentro de un sistema.
Esta teoria estudia factores como el tiempo de espera medio en las colas o la capacidad de trabajo
del sistema sin que llegue a colapsar. Dentro de las matematicas, la teoria de colas se engloba en
la investigacion de operaciones y es un complemento muy importante a la teoria de sistemas y la
teoria de control. Se trata asi de una teoria que encuentra aplicacion en una amplia variedad de
situaciones como negocios, comercio, industria, ingenierias, transporte y logistica o

telecomunicaciones.

3.1.2. Historia.

Histéricamente, los primeros trabajos que comenzaron a dar cuerpo a la Teoria de Colas son los
debidos al matematico danés A.K.Erlang?, quien en 1909 publicé La teoria de probabilidades y las
conversaciones telefénicas. Erlang era para ese entonces empleado de la Compaiiia Telefénica
Danesa en Copenhage y su trabajo fue una aplicacion de técnicas existentes en teoria de
probabilidad al problema de determinar el nUmero Optimo de lineas telefonicas en una centralita,
teniendo en cuenta la frecuencia de las llamadas y su duracién. Las aplicaciones de la Teoria de
Colas a la telefonia continuaron después de Erlang. En 1927, E.C. Molina publicé Aplicacion de la
teoria de la probabilidad a problemas de lineas telefénicas; en 1928 T.C. Fry publicé Probabilidad y
sus usos en Ingenieria. A principios de los afios 30, F. Pollaczek publicé trabajos innovadores sobre
el caso de llegadas poissonianas y servicios arbitrarios. También, por esa época, los matematicos
de la escuela Rusa A.N. Kolmogorov y A.Y. Khintchine, asi como C.D. Crommelin, en Francia, y C.
Palm, en Suecia, realizaron importantes aportaciones a la teoria de colas. A pesar de que a
comienzos del estudio de la Teoria de Colas, las aportaciones fueron muy escasas, esta situacion
cambi6 notablemente a partir de los afios 50, comenzando a publicarse gran namero de trabajos
sobre el tema. En la actualidad las aplicaciones de la Teoria de Colas en los campos de la
Administracion de empresas, Informatica, las Telecomunicaciones y, en general, las nuevas
tecnologias, abren aun un mayor porvenir a esta teoria matematica. Como bien sabemos la
formacion de colas o lineas de espera suele ocurrir cuando la demanda real de un servicio es
superior a la capacidad que existe para dar dicho servicio. Ejemplos reales de esa situacion son: los

cruces de dos vias de circulacion, los semaforos, el peaje de una autopista, los cajeros automaticos,

1 Historia de la teoria de colas (https://es.wikipedia.org/wiki/Teor%C3%ADa_de_colas)



la atencion a los clientes en un banco, etc. Fendmenos como los citados anteriormente y muchisimos
otros tienen ciertas caracteristicas comunes que dan lugar al desarrollo de modelos de sistemas de
colas. La teoria de colas estudia el comportamiento de sistemas donde existe un conjunto limitado
de recursos para atender las peticiones generadas por los clientes, de tal manera que cuando un
cliente envia una tarea al sistema, ésta podra tener que esperar para ser atendida por algin recurso
del sistema, 0, incluso, podra ser rechazada si el sistema no tiene capacidad suficiente para que sea
atendida. El estudio de estos sistemas implicara el modelado no sélo del sistema en si, sino también
el comportamiento aleatorio del trafico ofrecido por los clientes al sistema. Este trafico ofrecido por
los usuarios se modela mediante dos procesos estocasticos: procesos de llegadas de las tareas al
sistema y procesos de servicios en el sistema, usualmente considerados independientes entre si.
Con frecuencia, las empresas deben tomar decisiones respecto al caudal de servicios que debe
estar preparada para ofrecer. Sin embargo, muchas veces es imposible predecir con exactitud
cuando llegaran los clientes que demandan el servicio y/o cuanto tiempo sera necesario para dar
ese servicio; es por eso que esas decisiones implican dilemas que hay que resolver con informacién
escasa. Estar preparados para ofrecer todo servicio que se nos solicite en cualquier momento puede
implicar mantener recursos ociosos y costos de operacion excesivos. Pero, por otro lado, carecer de
la capacidad de servicio suficiente causa colas excesivamente largas en ciertos momentos. Cuando
los clientes tienen que esperar en una cola para recibir algin servicio, estan pagando un coste, en
tiempo, mas alto del que esperaban. Las lineas de espera largas también son costosas para la

empresa; ya que produce pérdida de prestigio y pérdida de clientes.

La eficiencia en el manejo de los tiempos direcciona a la entidad financiera en la prestacion oportuna
del servicio y permite una satisfaccién en el cliente, representando su calidad de respuesta en lo que
llamamos beneficio colectivo, basado basado en lo que concierne a una solucién que contribuya a
la toma de decisiones y el desarrollo del cumplimiento de los objetivos en comparacién a sus

competencias.

3.1.3. Disciplina de la cola.

La disciplina de colas es el estudio matematico de las colas o lineas de espera dentro de un sistema.
Esta teoria estudia factores como el tiempo de espera medio en las colas o la capacidad de trabajo
del sistema sin que llegue a colapsarse. Dentro de las matematicas, la teoria de colas se engloba
en la investigacién de operaciones y es un complemento muy importante a la teoria de sistemas y
la teoria de control. Se trata asi de una teoria que encuentra aplicacion en una amplia variedad de
situaciones tomando en cuenta los siguientes ejemplos como negocios, comercio, industria,

ingenierias, transporte y logistica o también las telecomunicaciones.



En el caso concreto de la ingenieria, la teoria de colas permite modelar sistemas en los que varios
agentes que demandan cierto servicio o prestacion, confluyen en un mismo servidor y, por lo tanto,
pueden registrarse esperas desde que un agente llega al sistema y el servidor atiende sus
demandas. En este sentido, la teoria es muy Util para modelar procesos tales como la llegada de
datos a una cola en ciencias de la computacion, la congestion de red de computadoras o de

telecomunicacioén, o la implementacion de una cadena productiva en la ingenieria industrial.

En el contexto de la informatica y de las tecnologias de la informacion y la comunicacion las
situaciones de espera dentro de una red son mas frecuentes. Asi, por ejemplo, los procesos
enviados a un servidor para su ejecucion forman colas de espera mientras no son atendidos; la
informacidn solicitada, a través de Internet, a un servidor Web puede recibirse con demora debido a
la congestién en la red; también se puede recibir la sefial de linea de la que depende nuestro teléfono

movil ocupada si la central esta colapsada en ese momento, etc.

3.1.4. Mecanismos de servicio.

Se llama capacidad del servicio al nimero de clientes que pueden ser servidos simultdneamente. Si
la capacidad es uno, se dice que hay un solo servidor (o que el sistema es mono canal) y si hay mas
de un servidor, multicanal. El tiempo que el servidor necesita para atender la demanda de un cliente
(tiempo de servicio) puede ser constante o aleatorio; en este Ultimo caso se supone, por lo general,
gue los tiempos de servicio son vv.aa.ii.i.dd. Ademas, que son independientes de los tiempos entre
llegadas. A veces el servidor sélo esta disponible durante una parte del tiempo de funcionamiento

del sistema.

3.1.5. Estructuras tipica.

El primer sistema que se muestra en la figura, se llama un sistema de un servidor y una cola. El
segundo, una linea con multiples servidores. El tercer sistema, aquél en que cada servidor tiene una
linea de separacion. El cuarto sistema, es una linea con servidores en serie. Este modelo puede

aplicarse a trabajos ordenador que esperan tiempo de procesador.

Una cola se produce cuando la demanda de un servicio por parte de los clientes excede la capacidad

del servicio.

» Se necesita conocer (predecir) el ritmo de entrada de los clientes y el tiempo de servicio con
cada cliente.
» Lateoria de colas es un conjunto de modelos matematicos que describen sistemas de lineas

de espera particulares.



Obijetivo:

» Equilibrar los costos de capacidad del servicio y el “costo” de una espera larga.

3.1.6. Caracteristicas.

Existen dos clases basicas de tiempos de llegada.

» Deterministico: El cual clientes sucesivos llegan en un mismo intervalo de tiempo, fijo y
conocido.

» Probabilistico: El cual el tiempo entre llegadas sucesivas es incierto y variable. Los tiempos
entre llegadas probabilisticas se describen mediante una distribucién exponencial, ya que se
ajusta a las caracteristicas del sistema.

3.2. SISTEMA FINANCIERO.
3.2.1. El sistema financiero global.

Es el marco mundial de acuerdos legales, instituciones y agentes econémicos tanto formales como
informales que en conjunto facilitan flujos internacionales de capital financiero para propésitos de
inversion y financiamiento comercial. Desde que emergi6 a finales del siglo XIX durante la primera
ola moderna de globalizacién econémica, su evolucion es definida por el establecimiento de bancos
centrales, tratados multilaterales, y organizaciones internacionales dirigidas a mejorar la
transparencia, regulacion y eficiencia de los mercados internacionales?. A finales del siglo XIX la
migracion mundial y las tecnologias para la comunicacion facilitaron un crecimiento sin precedentes
en el comercio internacional y la inversion. En el inicio de la Primera Guerra Mundial, el comercio se
contrajo como resultado de que los mercados de divisas se paralizaron a causa de la liquidez del
mercado monetario. Los paises intentaban defenderse de las crisis externas con politicas
proteccionistas y el comercio se detuvo virtualmente en 1933; empeorando los efectos de la Gran
Depresion hasta que una serie de acuerdos comerciales reciprocos lentamente redujo los aranceles
a nivel mundial. Los esfuerzos para renovar el sistema monetario internacional después de la
Segunda Guerra Mundial mejoraron la estabilidad del tipo de cambio, promoviendo un crecimiento

récord en las finanzas globales.

Una serie de devaluaciéon de divisas y crisis petroleras en los 70's provoc6 que las monedas de la
mayoria de los paises fluctuaran. La economia mundial incremento su integracion financiera en los
80's y 90's debido a la liberacion de la cuenta de capital y la desregulacién financiera. Una serie de

crisis financieras en Europa, Asia, y América latina seguidas por efectos contagiosos debido a una

2 James, Paul W.; Patomaki, Heikki (2007). Globalization and Economy, Vol. 2: Globalizing Finance and the New
Economy. London, UK: Sage Publications. ISBN 978-1-4129-1952-4.
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mayor exposicion a flujos de capital volatiles. La crisis financiera global, que se originé en los Estados
Unidos en el 2007, rapidamente se propagd entre las demdas naciones y es conocida como el
catalizador para la Gran Recesion a nivel mundial. Un ajuste de mercado al incumplimiento de Grecia
con su unién monetaria en el 2009 originé una crisis de deuda soberana entre las naciones europeas

conocida como la Crisis de la zona euro.

La decisién de un pais de operar una economia abierta y globalizar su capital financiero lleva consigo
implicaciones monetarias reflejadas en la balanza de pagos. También implica exposicion a los
riesgos de las finanzas internacionales, como deterioracion politica, cambios regulatorios, control de
divisas, e incertidumbres legales de derechos de propiedad e inversiones. Tanto individuos como
grupos participan en el sistema financiero global. Los consumidores y los negocios internacionales
se encargan del consumo, produccion e inversibn. Los cuerpos gubernamentales e
intergubernamentales actian como promotores del comercio internacional, el desarrollo econémico
y la gestién de crisis. Los cuerpos regulators establecen regulaciones financieras y procedimientos
legales, mientras que los cuerpos independientes facilitan la supervision de la industria. Los institutos
de investigacion y otras asociaciones analizan informacion, publican reportes e informes normativos,

y hacen discursos publicos sobre asuntos financieros globales.

Mientras que el sistema financiero global esta en el borde hacia una mayor estabilidad, los gobiernos
deben lidiar con diversas necesidades regionales y nacionales. Algunas naciones estan tratando de
discontinuar ordenadamente las politicas poco convencionales instaladas para lograr recuperarse,
mientras que otras se encuentran expandiendo su alcance y escala. Los legisladores de los
mercados emergentes enfrentan un desafio de precision ya que deben instituir cuidadosamente
politicas macroeconémicas sustentables durante una sensibilidad de mercado extraordinaria sin
provocar que los inversionistas retiren su capital hacia mercados més fuertes. La inhabilidad de las
naciones para alinear sus intereses y lograr un consenso internacional en temas como regulacion

bancaria ha perpetuado el riesgo de futuras catastrofes financieras a nivel global.
3.2.2. El sistema financiero en Bolivia®.

Si bien el ahorro es un elemento clave del bienestar individual, desde un punto de vista
macroeconOmico representa un bien comun, esencial para el crecimiento econémico de cualquier
pais, pues cuando éste se moviliza y se canaliza a la inversion, a través del sistema de

intermediacion financiera, posibilita el financiamiento de iniciativas que promueven una mayor

3 El sistema financiero Boliviano (http://blogdocente.usfx.bo/ramiro-villegas/2017/06/05/el-sistema-financiero-
boliviano/)



actividad econémica. La intermediacién financiera, es por tanto, un proceso por el cual las entidades
financieras median entre el ahorro y la inversién. Es un proceso de confianza y administracién de
riesgos que es necesario preservar. En este sentido, velar por la confianza del publico y la estabilidad
del sistema de intermediacion financiera, constituye una tarea fundamental que ningun Estado puede

soslayar.

Las funciones y el rol que desempefia el Organismo Regulador y Supervisor del sistema de
intermediacion financiera, constituye un elemento esencial de la politica publica en todos los paises,
por constituir este sector un componente basico de la economia. La necesidad de la regulacién y
supervision financiera por parte del Estado responde a la naturaleza de la facultad soberana del
Estado de velar por la cosa publica y el bienestar de la comunidad. En la mayoria de los paises, la
regulaciébn y supervisién financiera ejercida por el Estado, obedece a dos propdsitos
interrelacionados entre si: proteger los depésitos del publico y mantener la solidez y estabilidad de
sistema financiero, constituyéndose ambos en componentes vitales de la red de seguridad
financiera. La accion reguladora del Estado en la actividad del sector financiero debe establecer un
conjunto de principios y de normas relativas a la constitucion de empresas que operan en este sector,
ordenando el acceso al mercado y fijando los requisitos que deben cumplir para desarrollar sus
operaciones. La actividad de intermediacion financiera so6lo puede ser ejercida por entidades
debidamente autorizadas por el Estado. Por tanto, las personas o empresas que realicen la
captacion de depdsitos, bajo cualquier modalidad, sin la debida autorizacion del Estado, infringen

disposiciones legales y exponen a la poblacion a la pérdida de sus ahorros.

3.2.3. Resefa histérica.

La historia de la supervision y fiscalizacién de la actividad financiera en Bolivia esta indisolublemente
asociada a la evolucion econdémica del pais. Desde el origen de la Republica, y aun en periodos
anteriores, el sistema financiero ha estado intimamente ligado a la actividad econémica y a los
modelos o paradigmas de politica econdémica. El sistema financiero formalizado tuvo su origen en
los primeros bancos fundados a iniciativa privada, con atribuciones de entidades emisoras. El Estado
autorizaba su funcionamiento y podia tomar las acciones para ejercer un derecho directo y mantener
su control, ademas de utilizar los servicios de la banca para efectuar depésitos de las recaudaciones
impositivas establecidas por Ley. Entre 1867 y 1871 el gobierno autoriz6 la creacion de las tres
primeras entidades financieras en el pais: Banco Boliviano, Banco de Crédito Hipotecario de Bolivia

y Banco Nacional de Bolivia.

Hasta 1871 los bancos en Bolivia desarrollaron sus actividades en virtud a disposiciones legales

emitidas tanto por el H. Congreso Nacional como por el Poder Ejecutivo, autorizando el
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funcionamiento de cada banco mediante disposicion legal expresa, debido a que no existia una
norma especial para regular el sector en cuanto a su organizacion, funcionamiento y control.
Posteriormente, mediante Ley de 17 de agosto de 1871 se establecio el primer fundamento de la
legislacion bancaria, disponiendo que el Estado era el nico que podia autorizar la organizacion de
los establecimientos de crédito con sujecién a los principios que rigen la materia, con atribuciones
de emision de moneda y, aunque en forma muy rudimentaria, se le facultaba para ejercer control

sobre dicha emision.

En septiembre de 1890, con la promulgacion de la Ley de Bancos de Emisién y Comercio, se amplia
las disposiciones de 1871 y se empezé a regular la creacion y el funcionamiento de este tipo de
instituciones. Esta Ley sistematiz6 una serie de medidas que venian aplicandose y establecio
nuevas disposiciones que incidieron en el mercado financiero de la época. La Ley determin6
capitales minimos de constitucién, depdsitos de seriedad institucional, limites para la emisién de
billetes con respecto al capital de la institucién financiera, determinando que seria el Poder Ejecutivo
quien conozca las solicitudes de establecimiento de Bancos de Emision Asimismo, se nombro por
primera vez el Inspector General, dependiente del Ministerio de Hacienda, con funciones
permanentes de fiscalizar las entidades bancarias, incluyendo la fijacién de su presupuesto, a partir

de contribuciones de los bancos autorizados.

El 1° de noviembre de 1891 se promulg6 una Ley que establecio los procedimientos para efectuar
las inspecciones delimitando de esta manera las atribuciones del Inspector General. Otra disposicion
legal importante fue la Ley de 20 de noviembre de 1895, referida al procedimiento de liquidacion
administrativa cuando el activo no resultase suficiente para cumplir con sus obligaciones. Todas las
disposiciones legales emitidas con caracter posterior, fueron complementando las ya existentes,
entre ellas la Ley de 31 de marzo de 1900, emitida con el propdsito de proteger la confianza del
publico que dejaba en manos de los bancos sus dineros en depdsito, para lo cual determind la

constitucion de reservas para casos de crisis, deficiencias de encaje, colocaciones e inversiones.

La dindmica del sistema financiero hizo necesario considerar la introduccion de reformas al
ordenamiento legal financiero. En 1928, el gobierno de Hernando Siles determind la contratacion de
un grupo de expertos extranjeros que integraban la Mision Kemmerer, con el objeto de aportar en la
creacion de diversas leyes en el pais tanto en materia financiera y tributaria, como de aduanas. En
cuanto al sistema financiero, la Mision propuso tres leyes que incidieron en su funcionamiento: la
Ley Monetaria, la Ley de Reorganizacion del Banco de la Nacién Boliviana, que lo transformé en el

Banco Central de la Nacion Boliviana, y la Ley General de Bancos N° 608 de 11 de julio de 1928.
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La Ley General de Bancos de 1928, mostraba caracteristicas comunes con la actual legislacion,
enfocandose principalmente en la proteccion al ahorrista. Se consideraba que los individuos, al
depositar dinero en las instituciones bancarias, tenian interés en el desenvolvimiento de éstas. Asi,
el desempefio financiero de los bancos era de interés publico y debia ser regulado, motivo por el
cual se cre6 la Superintendencia de Bancos, organismo que de acuerdo a esta Ley tendria los

siguientes deberes:

» Hacer cumplir las leyes y decretos reglamentarios relativos a bancos.

> Vigilar e intervenir en la emisién e incineracion de billetes y letras hipotecarias.

Se determin6 ademas la atribucion de la Superintendencia de realizar inspecciones en los bancos y
las reglas a seguir en casos de liquidacion voluntaria o forzosa. Durante la década de los cuarenta
fue ampliandose el rango de accion de la Superintendencia de Bancos, habilitdndole la regulacion
del sistema provisional. De esta manera, la Superintendencia regulaba el desempefio de las

instituciones financieras de crédito, las compafias de seguro y las cajas jubilatorias.

En 1970 se aprobo la Ley del Sistema Financiero Nacional, con el propésito de unificar el sistema
financiero nacional y contar con un instrumento que garantizase la ejecucion coordinada de la
politica financiera y monetaria. Con la Ley del Sistema Financiero Nacional, la Superintendencia de
Bancos, con todas las funciones y atribuciones, se incorpord al Banco Central de Bolivia, bajo la

denominada Division de Fiscalizacion.

Posteriormente, mediante Decreto Supremo N°21660, se dispuso que la Superintendencia de
Bancos reasuma las funciones otorgadas en la Ley General de Bancos de 1928, como institucion
independiente del Banco Central de Bolivia. La disposicion de restituir la Superintendencia de
Bancos, separandola de la estructura organica del Banco Central de Bolivia, tuvo el objetivo de
estructurar una supervision més fortalecida. Hasta entonces, se habia observado un rezago en el
ambito normativo prudencial y debilidades supervisoras que se reflejaron en diferentes crisis de
instituciones bancarias. EI marco legal vigente hasta 1993, aplicable a la actividad del sistema de
intermediacion financiera en Bolivia, estuvo contenido en la Ley General de Bancos de 1928 y una
serie de disposiciones dispersas. El cambio de orientacion de las disposiciones legales vigentes en
el pais hasta ese afio, se efectivizd con la aprobacion de la Ley N° 1488 de 14 de abril de 1993,
reflejando una nueva perspectiva de modelo financiero, que contrasta con la antigua Ley General
de Bancos de 1928.
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3.2.4. La Autoridad de Supervisién Sistema Financiero — ASFI.

La Autoridad de Supervision del Sistema Financiero (ASFI), es una institucién de derecho publico y
de duracion indefinida, con personalidad juridica, patrimonio propio y autonomia de gestion
administrativa, financiera, legal y técnica, con jurisdiccion, competencia y estructura de alcance

nacional, bajo tuicién del Ministerio de Economia y Finanzas Publicas, y sujeta a control social.

El articulo 16° del Capitulo IV de la Ley N° 393 de Servicios Financieros (LSF) dispone que ASFI
tiene por objeto regular, controlar y supervisar los servicios financieros en el marco de la Constitucion
Politica del Estado, la Ley de Servicios Financieros y los Decretos Supremos reglamentarios, asi
como la actividad del mercado de valores, los intermediarios y entidades auxiliares del mismo. Las
actividades financieras y la presentacion de servicios financieros, seran realizadas GUnicamente por
entidades autorizadas por la Autoridad de Supervision del Sistema Financiero (ASFI), segun los tipos

de entidad financiera que la LSF define.

El articulo 137° del Decreto Supremo N° 29894 de 7 de febrero de 2009, que define la Estructura
Organica del Organo Ejecutivo del Estado Plurinacional, dispone: “... la Superintendencia de Bancos
y Entidades Financieras se denominara Autoridad de Supervision del Sistema Financiero de Bolivia
y asumird ademas las funciones y atribuciones de control y supervisién de las actividades
economicas de valores y seguros...”. Por su parte, el articulo 34° del Decreto Supremo N° 0071 de
9 de abril de 2009, que establece el proceso de extincion de las superintendencias generales y
sectoriales, en su inciso b) manifiesta: “Las atribuciones, competencias, derechos y obligaciones en
materia de valores y seguros de la Superintendencia de Pensiones, Valores y Seguros, establecidos
en la norma vigente, seran asumidos por la Autoridad del Sistema Financiero, en todo lo que no

contravenga a la CPE”

3.2.5. Banco Central De Bolivia.

El 20 de julio de 1928 constituye la fecha fundacional de lo que hoy es el Banco Central de Bolivia.
En ese entonces, la Ley 632 del gobierno del Presidente Hernando Siles determiné la creacion del

Banco Central de la Nacién Boliviana.

“Se declara Ley de la Republica el proyecto enviado por el Poder Ejecutivo, en fecha 4 del mes en
curso, sobre el establecimiento del Banco Central de la Nacion Boliviana, en sus noventa articulos,
quedando asi reorganizado el Banco de la Nacién Boliviana” decia el texto del Articulo Unico de la

Resolucion del Congreso Nacional, promulgada por el Poder Ejecutivo.
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Pero desde el 20 de julio de 1928 pasarian aun varios meses hasta que el Banco Central inaugure
sus actividades y adopte el nombre definitivo de Banco Central de Bolivia. A través de una
modificacion a la Ley de Bancos, el 20 de abril de 1929, el gobierno del Presidente Hernando Siles
promulgo una Ley en la que se resolvia que, desde esa fecha en adelante, el nuevo Banco se

denominaria Banco Central de Bolivia.

3.2.5.1. Funciones del Banco Central de Bolivia.

El Banco Central es una institucion del Estado que ejecuta sus funciones de manera autarquica, con
la potestad de tomar decisiones propias, dirigidas a mantener el poder adquisitivo de la moneda

nacional.

Es la Unica autoridad que define la politica monetaria y cambiaria del pais. Estos dos instrumentos

se complementan y son las herramientas principales del Banco.

La politica monetaria se entiende como el instrumento que regula la circulaciéon del dinero que
requiere la politica econémica del gobierno. La politica cambiaria, en tanto, es un instrumento que
ayuda a mantener la estabilidad del poder adquisitivo de la moneda nacional y apoya al normal

funcionamiento de los pagos internacionales de Bolivia.

ElI BCB es la Unica autoridad monetaria.
Administrar el Sistema de Pagos.
Administrar las Reservas Internacionales.
Definir el Régimen Cambiario.

Funciones con relacion al Sector Publico.

YV V V V VYV VY

Agente Financiero del Gobierno.

> Funciones con relacién al Sistema Financiero.

3.3. DESCRIPCION DE UN SISTEMA DE COLAS.

Un sistema de colas se puede describir como sigue. Un conjunto de “clientes” llega a un sistema
buscando un servicio, esperan si este no es inmediato, y abandonan el sistema una vez han sido
atendidos. En algunos casos se puede admitir que los clientes abandonan el sistema si se cansan

de esperar.

El término “cliente” se usa con un sentido general y no implica que sea un ser humano, puede
significar piezas esperando su turno para ser procesadas o una lista de trabajo esperando para

imprimir en una impresora en red.

13



La teoria de colas fue originariamente un trabajo practico. La primera aplicacion de la que se tiene
noticia es del matematico danés Erlang sobre conversaciones telefénicas en 1909, para el célculo
de tamafio de centralitas. Después se convirti® en un concepto tedrico que consiguié un gran
desarrollo, y desde hace unos afos se vuelve a hablar de un concepto aplicado aunque exige un

importante trabajo de analisis para convertir las formulas en realidades, o viceversa.

Un sistema de cola basico* aunque la mayor parte de los sistemas se puedan representar como en
la figura 1, debe quedar claro que una representacion detallada exige definir un nimero elevado de

parametros y funciones.

3.3.1. Componentes de un sistema de colas.

Seis son los componentes basicos que se deben utilizar para describir adecuadamente un sistema

de colas:

a) Patrén de llegada de los clientes.

b) Patrén de servicio de los servidores.
c) Disciplina de cola.

d) Capacidad del sistema.

e) Numero de canales de servicio.

f) Numero de etapas de servicio
Algunos autores incluyen una séptima caracteristica que es la poblacién de posibles clientes.
a) Patrén de llegada de los clientes:

En situaciones de cola habituales, la llegada es estocastica, es decir la llegada depende de una
cierta variable aleatoria, en este caso es necesario conocer la distribucion probabilistica entre dos
llegadas de cliente sucesivas. Ademas habria que tener en cuenta si los clientes llegan
independiente o simultdneamente. En este segundo caso (es decir, si llegan lotes) habria que definir

la distribucién probabilistica de éstos.

También es posible que los clientes sean “impacientes”. Es decir, que lleguen a la cola y si es

demasiado larga se vayan, o que tras esperar mucho rato en la cola decidan abandonar.

Por ultimo es posible que el patréon de llegada varie con el tiempo. Si se mantiene constante le

llamamos estacionario, si por ejemplo varia con las horas del dia es no-estacionario.

4 Anexos figura 1 sistema de colas basico
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b) Patrones de servicio de los servidores:

Los servidores pueden tener un tiempo de servicio variable, en cuyo caso hay que asociarle, para

definirlo, una funcién de probabilidad. También pueden atender en lotes 0 de modo individual.

El tiempo de servicio también puede variar con el nimero de clientes en la cola, trabajando mas
rapido o mas lento, y en este caso se llama patrones de servicio dependientes. Al igual que el patron

de llegadas el patron de servicio puede ser no estacionario, variando con el tiempo transcurrido.

c) Disciplina de cola:
La disciplina de cola es la manera en que los clientes se ordenan en el momento de ser servidos de
entre los de la cola. Los clientes son seleccionados de la linea de espera mediante algin mecanismo,
pudiendo ser el orden de seleccién alguno de los siguientes, que son los mas habituales, o algin
otro:
FIFO: (first in first out): Primero en llegar primero en ser servido.
LIFO: (Last in first out): Ultimo en llegar primero en ser servido.

SIRO: (Service in random order): Los clientes son servidos en orden aleatorio.

YV V V V

PRI: (Priority): los clientes tienen distinta prioridad.

En cualquier caso dos son las situaciones generales en las que trabajar. En la primera, llamada en
inglés “preemptive”, si un cliente llega a la cola con una orden de prioridad superior al cliente que
esta siendo atendido, este se retira dando paso al mas importante. Dos nuevos subcasos aparecen:
el cliente retirado ha de volver a empezar, o el cliente retorna donde se habia quedado. La segunda
situacién es la denominada “no-preemptive” donde el cliente con mayor prioridad espera a que acabe

el que esta siendo atendido.
d) Capacidad del sistema:

En algunos sistemas existe una limitacion respecto al nimero de clientes que pueden esperar en la
cola. A estos casos se les denomina situaciones de cola finitas. Esta limitacibn puede ser

considerada como una simplificacion en la modelizacién de la impaciencia de los clientes.
e) Numero de canales del servicio:

Es evidente que es preferible utilizar sistemas multiservidos con una Unica linea de espera para
todos que con una cola por servidor. Por tanto, cuando se habla de canales de servicio paralelos,
se habla generalmente de una cola que alimenta a varios servidores mientras que el caso de colas

independientes se asemeja a multiples sistemas con sélo un servidor.
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A continuacion se presenta dos variantes de sistema multicanal

Tiene una sola cola de espera®.

Tiene una sola cola para cada canal®.

Se asume que en cualquiera de los dos casos, los mecanismos de servicio operan de manera

independiente.
f) Etapas de servicio:

Un sistema de colas puede ser unietapa o multietapa. En los sistemas multietapa el cliente puede
pasar por un nimero de etapas mayor que uno. Una pelugueria es un sistema unietapa, salvo que
haya diferentes servicios (manicura, maquillaje) y cada uno de estos servicios sea desarrollado por

un servidor diferente.

En algunos sistemas multietapa se puede admitir la vuelta atras o “reciclado”, esto es habitual en

sistemas productivos como controles de calidad y reprocesos.
Sistema Multietapa con retroalimentacion’.
g) Resumen:

Las anteriores caracteristicas bastan, de modo general, para describir cualquier proceso.
Evidentemente se puede encontrar una gran cantidad de problemas distintos y, por tanto, antes de
comenzar cualquier analisis matematico se deberia describir adecuadamente el proceso atendiendo

a las anteriores caracteristicas.

Una eleccion equivocada del modelo lleva a unos resultados erréneos, y en muchos casos no

analizar adecuadamente nos puede llevar a pensar que el sistema no es posible de modelar.
3.3. TERMINOLOGIA Y NOTACION.
En lo sucesivo utilizaremos las herramientas probabilisticas de los procesos de nacimiento y muerte

para el estudio de colas con distribucion del tiempo entre llegadas y distribucién del tiempo de

servicio exponencial. Antes hemos de fijar la notacion que vamos a usar.

N(t): Denota el niumero de clientes en el sistema en el instante t. N(t) es un proceso estocastico en

tiempo continuo y con espacios de estados discreto.

5 Anexos Figura 2 sistema de colas de espera
® Anexos Figura 3 sistema de colas una cola para cada canal
7 Anexos Figura 4 sistema de colas multietapa
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Z(t): Denota el nimero de clientes que han salido del sistema hasta el instante t.
Nq(t): Representa el nimero de clientes en la cola en el instante t.

Pn(t): Es la probabilidad de que en el instante t, se encuentren n clientes en el sistema. Supongamos

conocido el numero de clientes en el instante cero (usualmente dicho nimero es cero).
C: Denota el niumero de servidores del mecanismo de servicio.

An: Representa el nUmero medio de llegadas de clientes al sistema, por unidad de tiempo, cuando
ya hay n clientes en él. También se denomina tasa de llegadas (que se corresponderia con la tasa
de nacimientos si N(t) es un proceso de nacimiento y muerte).Cuando las tasas de llegada no

dependen de n (es decir, todos los An son constantes) suele denotarse como A dicho valor constante.

pun: Es el nimero medio de clientes a los que se les completa el servicio, por unidad de tiempo,
cuando hay n clientes en el sistema. Es frecuente referirse a los un como tasas de complexién de
servicio (o, simplemente, tasas de servicio). Si todos los servidores tienen la misma distribucion del
tiempo de servicio, suele denotarse por p el nUmero medio de clientes que puede atender cada
servidor por unidad de tiempo. Como consecuencia se tiene que pn = nusin=1,2,...,cy un = c-u

paran 2 c.

p: Es la llamada constante de utilizacion del sistema o intensidad de trafico. Se define, como p = A
c-J Cuando los An son constantes y todos los servidores tienen la misma distribucion de tiempo de
servicio, A: es el nimero medio de clientes que entran en el sistema y c-u es el nUmero medio de
clientes a los que pueden dar servicio los ¢ servidores cuando todos estdn ocupados. En estas
condiciones, p representa la fraccion de recursos del sistema que es consumida por los clientes.
Asi, intuitivamente, parece necesario que se cumpla, en estos casos, que p < 1 y ademas cuanto
mas cercano a 1 sea p, mas trafico ha de soportar el sistema (0 menos tiempo libre tendran los
servidores, o més espera habran de sufrir los clientes, como se quiera expresar). Aunque es evidente
que p no tiene unidades, es habitual medir la intensidad de trafico en Erlangs, en honor a los trabajos

pioneros de Erlang en la teoria de colas.

Los modelos de colas que estudiaremos en el siguiente capitulo son todos estacionarios. En ellos
las distribuciones de probabilidad marginales de los procesos estocésticos {N(t)}t=0 y{Nq(t)}t=0 no

cambian con el tiempo t. En tales condiciones tiene perfecto sentido definir los siguientes conceptos:

N: Es la variable aleatoria que contabiliza el nimero de clientes en el sistema.
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Nqg: Denota la variable aleatoria nimero de clientes en la cola.

S: Representa el tiempo de servicio.

Tq: Representa el tiempo que un cliente invierte en la cola.

T =Tq + S: El tiempo total que un cliente invierte en el sistema.

pn: Es la probabilidad de que se encuentren n clientes en el sistema paran =0,1,....
L: Representa el nimero medio de clientes en el sistema, es decir L = E[N].

Lqg: Es el nimero medio de clientes en la cola, o lo que es lo mismo, Lg = E[Nq].

W: Es la variable aleatoria que describe el tiempo que un cliente pasa en el sistema.
WQq: Es la variable aleatoria que representa el tiempo que un cliente espera en la cola.
W: Es el tiempo medio que un cliente esta en el sistema, o simplemente, W = E[W].
W(q: Denota el tiempo medio de espera en la cola para un cliente genérico.

Matematicamente, Wq = E[Wq]. Para clasificar los posibles tipos de sistemas de colas debemos
especificar las caracteristicas que determinan los elementos que lo componen. Asi, Kendall introdujo
en 1953 la notacion A/B/c para indicar que la distribucién del tiempo entre llegadas es de tipo A, que
B es la distribucién del tiempo de servicio y que ¢ es el nimero de servidores. Posteriormente esta
notacion se extendié dando lugar a la mas habitual en nuestros dias, consistente en designar el

sistema de una cola con la nomenclatura A/B/c/k/m/D, donde:

A: Distribucion del tiempo entre llegadas consecutivas.

B: Alude al patrén del tiempo de servicio por parte de los servidores disponibles.
c: Es el nimero de canales de servicio.

k: Es la restriccion en la capacidad de la cola.

m: Es el tamafio de la poblacién potencial.

D: Es la disciplina de la cola.
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Asi, por ejemplo, la notacion M/D/2/=/»/FIFO indica que se trata del sistema de una cola con tiempo
entre llegadas exponenciales, tiempo de servicio deterministico (i.e. siempre se tarda el mismo
tiempo en darle servicio a cada cliente), hay 2 servidores en el mecanismo de servicio, no existe
limite para el niumero de clientes que pueden estar en la cola de espera, la poblacion potencial se
supone con infinitos clientes y los clientes son atendidos segun una disciplina FIFO. Como los tres
Ultimos valores «/~/FIFO son precisamente los asignados por defecto, la notacion anterior podria
abreviarse como M/D/2. Obsérvese gue este tipo de abreviaturas sélo se pueden realizar si todos
los parametros a partir de uno dado son iguales a los valores por defecto, ya que en caso contrario
se produciria ambigliiedad. Asi, el modelo E2/U/3/~/4/FIFO, no podria abreviarse como
E2/U/3/4/FIFO (aunque si como E2/U/3/=/4), ya que, aunque es claroque A=E2,B=U,c=3yZ

= FIFO, nunca sabriamos si con él pretendemos indicark =4ym =~ bienm=4yk = «,
3.3.1. Formulas de Little.

En los modelos con distribucion entre llegadas y distribucion del servicio exponencial (asi como en
muchos otros modelos mas generales llamados ergddicos) se verifican ciertas formulas que
relacionan los nimeros medios de clientes en el sistema o en la cola, con los tiempos medios de un
cliente en el sistema o en la cola. Estas son las llamadas formulas de Little. Cuando las tasas de
llegada son constantes (es decir; An = A para todo n = 0,1,...), la primera férmula de Little establece

la siguiente igualdad:

Mientras que la segunda se expresa mediante
Lg=A-Wq

Realmente sélo la primera de ellas fue obtenida por Little en 1961, pero es costumbre referirse a
ambas con el término primera y segunda férmula de Little. Una forma intuitiva de entender el porqué
de la validez de las férmulas de Little es la siguiente: considérese un cliente que llega al sistema
justo ahora. Después de un tiempo, cuya media es W, ese cliente saldra servido del sistema. Como
el numero medio de clientes que llegan al sistema por unidad de tiempo es A, el nimero medio de
clientes que habran llegado desde que nuestro cliente en cuestion entré en el sistema hasta que
salio de él es A-W. Por otra parte, es obvio que dicho nimero medio de clientes es precisamente el
namero medio de clientes que hay en el sistema justo en el momento que sale del sistema nuestro
cliente particular, es decir; L. Un razonamiento analogo es valido para la segunda férmula de Little.
Obviamente, las férmulas de Little no pueden ser validas si los An no son constantes (¢,qué seria A

entonces?), pero si pueden generalizarse a esa situacion mediante:
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Siendo:

(0)0)
A= X Anpn
n=20

Otra relacién importante (en este caso para relacionar W y Wq) es la dada por:

1
W =Wq + -
a4+
3.3.2. Procesos de nacimiento y muerte.

El proceso de Poisson (y en general, los procesos de conteo) son Utiles para modelar situaciones
en las cuales el objetivo es contabilizar el nimero de ocurrencias de cierto fendmeno (nacimientos
en una poblacion) hasta un instante t. Sin embargo, existen otros procesos considerados mas
generales, llamados procesos de nacimiento y muerte los cuales contemplan la posibilidad de que
el nimero de individuos en la poblacién pueda disminuir. Por ejemplo: es posible considerar el caso
de contabilizar el ndmero de individuos en la poblacién cada vez que se produzca una muerte.
Entonces, los procesos de nacimiento y muerte, ademas de generalizar el proceso de Poisson,
permite que las tasas de nacimientos y muertes puedan depender del nimero de individuos en la

poblacion.

3.3.2.1. Definicion del proceso de nacimiento y muerte.

Considérese un proceso estocastico {N(t)/t = 0} con espacio de estados discretos: E = {0,1,2,...} y
supdngase que el proceso describe un sistema que diremos que se encuentra en el estado En en el
instante t cuando N; = n. Se dira que el proceso estocastico es de nacimiento y muerte si existen
sucesiones de nimeros no negativos {An; n = 0,1,2,...} y {un; n = 1,2,...} (llamadas tasas de

nacimiento y muerte, respectivamente), tales que se verifican las siguientes propiedades

1. Los cambios de estado permitidos son de Eqa E; y desde Ena E n10 a E n+g, paran 2 18

8 Anexo Figura 5 proceso de nacimiento y muerte de un sistema de colas
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2. Si el sistema se encuentra en el estado En en el instante t, entonces, la probabilidad de que entre
tyt+ At pase al estado E n+1 €s AnAt + 0(At), y sin =1, la probabilidad de que pase a E .1 es pnAt
+ 0(At).

3. La probabilidad de que ocurra mas de un cambio en un intervalo de tiempo entre ty t+At es o (At).

La funcién o(At), es la que representa el error debido al tamano del intervalo At, siendo tan pequefia,

cuanto menor es el intervalo y ademas cumpliendo la propiedad:

o(At)
Atlrgo At

0

De esta propiedad se deduce que la funcién de distribucién de probabilidad de los tiempos entre
llegadas sera continua en cero, es decir; la probabilidad de que el tiempo entre llegadas toma el
valor cero, es considerado infinitesimal. Entonces obtener el proceso de Poisson, a partir del proceso
de nacimiento y muerte implica considerar tasas de muertes iguales a cero y tasas de nacimientos
constantes e iguales a A. A continuacién se pretende determinar la distribucion de probabilidades
asociadas a un proceso de nacimiento y muerte. Sea Pn(t), la probabilidad de que el sistema se
encuentre en el estado En el instante t, matematicamente, P, (t) = P(N: = n). Es importante considerar
gue en los procesos de nacimiento y muerte la posibilidad de transitar entre diferentes estados se
puede explicar de la siguiente forma: Teniendo en cuenta que la probabilidad de que se produzcan
dos 0 mas sucesos en un intervalo pequeno de tiempo es despreciable (0(At)), si en el instante t+At

hay n individuos, sélo deben considerarse tres posibilidades:

» En el instante t habian n-1 individuos y entre t y t+At hubo un nacimiento y ninguna muerte.
» En el instante t habian n individuos y entre t y t+At no hubo ni nacimientos, ni muertes.

» Enelinstante t habian n + 1 individuos y entre t y t + At hubo una muerte y ningun nacimiento.
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De acuerdo con la regla de las probabilidades totales y con ayuda de la figura 5, se logra expresar
de manera sencilla, la probabilidad de que el sistema esté en el estado E;, en el instante t + At, dado

los posibles estados que puede tomar el sistema en el instante t. Asi, sin =1, se tiene que:

Pa(t+At) = P(Nypar = n/N, = n—1)P(N, = n — 1) + P(Npsac = n/N, = n) P(N, = n)
+ P(Nigar = nf/Ny=n+ 1)P(N, = n+ 1)+ o At)
= Pt (D) At AL+ o(AD] [1 — pi1 AL+ 0(Al)]

Pou(t) [1 = At + o Ab)] [1 — g At + o(AtL)]

+ Pur (D) [1 = A1 At + 0(A)] [y AL + o(At)] + o( At)
= P (1) [Aa 1A = A1t 1 (AL)?]

+ Pu(t) [1 = pnt — MAE + A (AL

+ P (t) [t A — pingr Aga (AL)*] + o( At)

= -‘”:u. |{f-j)'-n |"i"l'f - I:'r.l ||:'f})"r.l | v I(-&sz + -‘;Jﬂ.{f-) - -'i-:'nl:f}#'nﬂ'lf - I:'ralzt}}'ﬂ&i
+ fl:u{f:)#n}"ﬂ{i'llrsz + -!”n+l {”ﬁn+lﬂ'ﬁ£ - -Pn+l(”ﬁﬂ+lf""n+](l‘ﬁ1}? —+ fj{-"l”
Si se resta Pn(t) y se divide por At se tiene que,

F.(t + At) — F.(t)
At

-!”n+ 1 {”(#'n+l - )"n+].“~n+l-&!':| + -Pn— 1 {”()lﬂ— 1 = }"ﬂ—lﬁﬂ— l-l'l”
o At)

- Pnf i no "}"rl n‘ﬁ'f
(£)(An + 1 nAL) + ==

Aplicando limite cuando At — 0*

P-,;':t} = "x-n.—l-'rj:rt—l{t:l - {"'.!I“:rl. + #‘mjpnr:f} + _|f.f,n+|_.!::-,_+|{t:|

Fy(t) = =X Po(t) + i Pi(t)

Supongamos que al inicio del tiempo el sistema se encuentra en el estado Eo (es decir; ent =0, no
hay individuos en la poblacion), se tienen condiciones iniciales Po(0) = 1 y Py(0) = 0,vn = 1. En
general, las ecuaciones de balance son dificiles de resolver. De todas formas hay algunos casos

particulares en los que la resolucién es mas sencilla.

Asi,sithn=0Vvn=1,2,..yAn=AVn=0,1,... (Es decir; para el proceso de Poisson), las ecuaciones
de balance resultan especialmente sencillas:
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Pr(t) = APy i (t) = AL(t), n = 1

Polt) = =AB(t)
Y puede probarse sin excesiva dificultad que la solucion es:

e J'ul'("u }'rr

!

Fu(t) , Vi = 0.

De hecho, para n =0, la ecuacion diferencial Po(t) = —~APO(t) esta expresion es muy facil de resolver,
siendo su solucién general, de la forma Po(t) = Ce™ pero bajo la condiciéon inicial Po(0) = 1y
procediendo, en el caso general por induccién en n. Cuando el proceso estocastico de nacimiento y
muerte es estacionario, las funciones P,(t) son constantes pn, que no dependen de t, y por tanto, el
sistema de ecuaciones diferencias de balance se convierte en un sistema de infinitas ecuaciones

lineales:

( ’}"u |P‘r| 1 i,j'-u i .i'r'rl}P'rr f |”'r.l||,”u|| "':"i n =1

0 Appo +

Que también pueden expresarse como:

I{"}"TI | 1”'--);“.-.- )"'n [P 1 g1 Pl sin =1

-'|'|'
J'Hr}i-'lr fafh

Una forma intuitiva de interpretar estas ecuaciones es la siguiente: para cada posible estado, n, el
miembro de la izquierda representa la probabilidad de dicho estado multiplicada por la suma de las
tasas correspondientes a las formas de salir de este estado hacia otro distinto. Los términos de la
derecha de cada ecuacion de balance expresan la suma de las probabilidades de aquellos estados
desde los cuales se puede llegar al estado n en una sola transicion, multiplicadas por las tasas

correspondientes a dicha transicion.

Asi, sin 2 1, en el término de la izquierda se multiplica a pn por la suma de las tasas A, que

corresponde al hecho de que se produzca un nacimiento cuando el sistema esta en el estado n
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(pasando, portanto an + 1) y para el caso de W, corresponde a que se produzca una muerte cuando
hay n individuos en la poblacién (pasando por consiguiente, a una poblacién con n—1 individuos).
Cuando n = 0 el razonamiento anterior es valido salvo en lo referente a [o, el cual no aparece, porque
no es légico considerar de que se produzca una muerte cuando no hay individuos en la poblacion.
Para los términos de la derecha, cuando n = 1, se puede llegar a un estado n procedente del estado
n-1 (en cuyo caso debe haber un nacimiento, con tasa A,-1) o bien del estado n + 1 (siempre que
haya una muerte, con tasa pn+1). Obviamente, si n = 0, no aparecera el término correspondiente a

n-1.

En este caso el proceso de nacimiento y muerte es estacionario, resulta bastante sencillo resolver
las ecuaciones de balance. Asi, tomando la ecuacion correspondiente a n = 0 se puede despejar p1,

obteniendo

Ademas, puede probarse por induccién una generalizacion de esta expresién para cualquier indice
n:
)"'H- 1

Pn = Pr-1-
Ha

En efecto, la expresion es cierta para n = 1. Supongamos que también es cierta para n y probemos

para n + 1. Utilizando la ecuacién de balance n-ésima, se tiene que

(fj"n. ‘I ,”"rl.}.p'rl. "}"TL I]”ﬂ 1 + ,”'TLI IJ”'rrhl
o i [

Y gracias a las hipotesis de induccion, puede escribirse como:

(-f,"n. ) M 101
- | I I}.ra. = FH - — ]
fla H

Entonces,

ﬁ. _ Hoa 1 P

"Tﬁ )

[ fin

Si simplificamos pn y despejamos pnt+1, llegamos a lo que se queria demostrar,
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:”'rl.l 1 = l.”ra.
F'a'.!.l 1
De esta forma se tiene:
)"1]
™ — o
Hi
Al A1 Ag
;J‘-a — ) j.l”
fbz it
Y en general:
NP WP |
T = An_ i 2 ”;u“_. V= 1,2,...
F'HFH 1" 'ﬂ'l
Si denotamos al cociente como c,, entonces:
Ap 1Az A
Ly = n 1on 2 “,"'.-"n—l,'.l,...
“‘TL.”'M | ”‘J

Se tiene que pn = cnpo. Ahora, como las pn son probabilidades, se puede verificar que:

o0
Zriﬂ = 1
w=ll

o+ L;i’u

n=1

= :Pil i Z"'ﬁ'.”il

n=1
mo

I = (I 12‘};) i}
n=1

Por tanto podemos calcular po, de la siguiente manera:

1
Po = W

n—1 En
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Ahora, siempre que Y:5—; cn < . Esta Ultima expresion es llamada condicién de estado estacionario,
esto viene a significar que la existencia de un proceso de nacimiento y muerte estacionario con tasas

de nacimiento {An} n=0 Y tasas de muerte {un} n-1 debe de cumplirse siempre que Y.;_;cn < «.

3.3.3. El modelo de colas determinista d/d/1.

Los problemas mas simples en teoria de colas son aquellos que no necesitan de distribuciones de
probabilidad para ser descritos. Este es el caso de la cola deterministica D/D/1, en la que las llegadas
y los tiempos de servicio son constantes y existe un Unico servidor. Dado el cliente que hace el

numero k de los que han entrado en el sistema definimos:
t « = Instante de llegada del cliente k-ésimo.
T « = Tiempo trancurrido entre dos llegadas (tx —t«—1).
W « = Tiempo de espera en cola.
S k = Tiempo de servicio.
r « = Tiempo de partida.
De lo anterior podemos verificar claramente que:
rk=tk+wg+sk (5.1)
Lo cual podemos ver claramente en la figura 5.1.

Figura 5.1: llustracién de la salida del k-ésimo cliente.

W 5
—th : A k
Lola SErVICHD
F . J\ -
t, L
Liegada Sahda

Si el sistema tiene un Unico canal ¢ = 1, se tiene:
(5.2)
o ) T b g > 0)
ok { 0 g = 0
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Donde n ¢ es el nimero de clientes en el sistema cuando llega el cliente k-ésimo, es decirsin =0
no hay clientes en el sistema, el tiempo de espera para el k-ésimo cliente sera 0, de lo contrario el
tiempo en cola del k-ésimo sera igual al tiempo que tarde el cliente k-1 en salir del sistema menos

el instante de llegada del k-ésimo cliente.

Una observacion importante es que conocidos los tk y los sk, podemos conocer los wk por un
proceso que reconstruye la historia de la cola, el cual veremos en el transcurso de esta seccién.
Supondremos que en el instante inicial t = 0 hay i clientes en cola. Si los clientes llegan a un Unico
canal, a intervalos regulares de tiempo de longitud b (Tasa de servicio 1/b), las variables que definen

el problema son:

Figura 5.2: llustracion del tiempo de espera en cola.

W

I, I, . !
Llegada Salida

TR- — His
5. = b, vk
‘ = 1

b 0 k<
Tl (R d)a k>
En primer lugar determinaremos el tiempo de espera en cola.

Proposicion 1. Si se tienen i clientes en cola cuando llega el cliente k-ésimo, y si el tiempo entre
llegadas de dos clientes consecutivos es a y el tiempo de servicio de dichos clientes es b, entonces

el tiempo en cola del cliente k-ésimo es:

(k—1)b k<
Wy ] ik =ane =10

(k—1)b—(k—1)a ;k>1in >0
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Demostracién. Sabemos que sin x> 0 entonces w =1 =1 —t , siendo n ¢ el nimero de clientes en
el sistema cuando llega el cliente k-ésimo, t « el instante de llegada del cliente k y r el tiempo de

partida del cliente (k—1)-ésimo.

Sik<i (5.3)
k1 k-1
Tk g Ll f:ll,— J_HI, l!lfk ()
=1 i=1
Sik>i . . (5.4)
Te—1 = s = b= |[|rf - J.:HI.J t'-,g- = “1, — '4!:}{1-
=1 =l
Proposicion 2. La relacion
entre los tiempos de espera en cola de los clientes k-ésimo y (k—1)-ésimo viene dada por:
Wy = Wiy +b—a, ng =10 (5.5)
Demaostracion.
Wy = Ty — Ik
= (L1 + wp—q + sp—1) — Le
= —(lbp —tp—q) + Sp—1 + Wiy (5.6)

= uwp1+b—a
Y que:

il b — g

A partir de aqui distinguiremos dos casos:
Primer caso b > a.
Segundo caso b < a.

Si b = a, no habra espera si el sistema comienza con una cola vacia, si no es asi, la cola se

mantendra con longitud constante.
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Primer caso b > a. En este caso el tiempo de espera es cada vez mayor y la cola crece

indefinidamente.

Corolario. El tiempo de espera en cola cuando el tiempo de servicio es mayor que el tiempo entre
llegadas viene dado por:

(k—1)b < (5.7)

Wy —
(k—1)(b—a)+(i—1a k=i

Donde (k—1) (b—a) crece si k crece.

Analicemos las variables asociadas a un instante®.

Proposicion 3. Sean X,Y y Z variables asociadas a un instante t.
i) X(t)=1i+ L—i] Niimero de clienles que han llegado al sistema hasta el instante {.
i) Y(l)= {—] +1 = Niimero de clienles que han entrado en servicio hasta el instante L.
1) Z(L) = [i] = Niimero de clienles que han salido del sistema hasta el instante {.

Demostracion.

i) El nimero de clientes que han entrado en el sistema hasta el instante t, serd igual a los i que hay
al principio, més los que han llegado hasta el instante t sabiendo que lo hacen a intervalos de tiempo

de longitud constante a.

i) EI nimero de clientes que han entrado en servicio hasta el instante t sera igual a la tasa de servicio

(% ) por el tiempo t mas el dltimo cliente que ha entrado en servicio y todavia no ha salido.

iif) EI nimero de clientes que han salido del sistema hasta el instante t seré igual a los que han sido

servidos Y (t) menos el ultimo que entrd y esta siendo servido: Z(t) = Y (t)-1.

Proposicion 4. El nimero de clientes que se encuentran en el sistema en el instante t viene dado

por la siguiente expresion:

9 Los corchetes [-] indican el mayor entero que es menor que la fraccion.
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(5.8)

wo- [T

Jue Croce Lon L.

Demostracidn.

Donde N(t) es el nimero de clientes en el sistema en ese momento.

Segundo caso b < a. En este caso el servicio es mas rapido que la afluencia de clientes a la cola,
con lo cual el tiempo de espera wx, ira disminuyendo hasta hacerse wg = 0. A partir de ese instante

los clientes no tendran que esperar en cola; es decir seran servidos directamente.

Proposicion 5. El dltimo cliente tal que wi > 0 (es decir, tiene que esperar en cola) viene dado por:

a— b
K =
in—b . (5.9)
—_— 1 ;ecaso condrario
a—b

Donde K es el k-ésimo cliente que tiene que esperar. Demostracion. Retomando el resultado

obtenido de la proposicion 1.4.1 para la primera ecuacién en, tenemos:
we = (k—1)b—(k—t)a=0
(k—1)b— (k—1i)a=0
kb—b—ka+ia =10
kE(b—a)—b+ia=10 (5.10)
Ela—b)+b—1a<10

kla —b) <ai—b
ai — b

it — b

k=
(5.11)
Tomando ahora:

30



Wiy = kb — (k+1—1i)a <0
kb—(k+1—i)a<0 (5.12)
kb —ka —a+ia =10}
k(b — a) + (i — 1)a < 0
k(a—b)— (i —Da=>0

k{a —b) = ali — 1)

afi — 1) ai —a+b—b
k=
~ a—>b a—b
ai—b a-—b
 a-b a-b
~oai—b ]
a—b
k> ai — b 1
a—b
- (5.13)
Ast pues, K = [m b] siai —b#ml{a—b) conmc {1,2,3, ...}
a
o - - . - IITEI E’-‘
Siai —b=m(a—b) conm e {1,2,3,...} enlonces K = [ E.-] —1
a —
Corolario. El tiempo de espera en cola seré:
(k—1)b k=i
we=14 (k—1Db—(k—t)a i<k<K
0 k=K
(5.14)

A continuacion calcularemos el instante T, en que desaparece la cola.

Proposicion 6. Asi pues el instante en que la cola desaparece esta dado por la siguiente expresion:

ia —b
i — b

T=(K—-1)b= [ —I] vai —b#Emla—b), me M (5.15)
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Demostracion:
T = ixg +wg
= (K —d)a+ (K —-1)b— (K —ila=(K —1)b

1 — b
N [ﬂ,—b _l]b

Las variables asociadas a un instante verifican:

Proposicion 7. El nUmero de clientes que han entrado al sistema, que estan en servicio y que han

salido de €l hasta el instante t son respectivamente:

. _ i
Xt =t b] (5.16)
|i;:| + 1 f=<T
o ]
YO=\ - .
Kt |—2] t>1 (5.17)
' l!l-
- =T
il :
b — 1 _ .
Z(t) = { K [ ] 1 ;t>T,t€ [ty +ja,tp+ja+b)
a
. b — 1 B . .
h+|: ] =T e [l +ja+ bl + (54 1)a)
\ a

(5.18)
Donde 5 =10,1,2,...

Demostracién: En el caso de la ecuacion (5.16) se resuelve como en el caso i) de la proposicion
1.4.3.Sit<T, (5.17) y (5.18) se razona de igual forma que la proposicion 3, pero sit > T, razonamos

sobre un ejemplo: Seat>TyK=5=T=(K-1)b=4b

En T =4b han salido K -1 =4 clientes y el K-ésimo cliente entra en servicio. A partir de T los clientes

entran en servicio segun llegan y el sistema permanece vacio hasta que llega el siguiente cliente.
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Ast pues, para L > T, habrd entrado en servicio Y(1) = K + [%‘“] =h+3=8.
Ademads:

sil € [tp +ja,tx +jat+b)= Z(1)=Y(t) —1=71, en el ejemplo.

sit € [lp +jJat+bity+ (5 + 1)a)= Z(t) = Y(i).

Es decir, si t esta en un periodo vacio no hay que restar 1 porque no hay nadie en servicio.

Figura 1.3: llustracion del movimiento en el sistema.

I I+ f,':jll' _r‘|l'-‘-,| .+
[ | | | I
| | | | |

| I

| t 1

0 b b ab db S | |
| |

t+a+h  t42abh  fA3atb

.{:.1]:.z'_.k.a.:.-.-'.::.5||.~h'| |:,-?| |:1f!-:.h”|
i

SHrICID i-05amO
L]

Slstema vaclo |pariado -08ima)

3.3.4. El modelo M/M/1.

Este modelo indica que el tiempo entre llegadas consecutivas de clientes al sistema es una
distribucion exponencial con parametro A, independiente del numero de clientes que haya dentro del
sistema, ademas que los tiempos entre servicio de los clientes también estan distribuidos
exponencialmenteconparametrospyunsoloservidor.Losvaloresdelosultimostresparametros segun la

notacion Kendall son por defecto los siguientes:

» No hay restricciones respecto al nimero de clientes en cola.
» La poblacién potencial es infinita.

» Ladisciplina de la cola es FIFO.

Por lo tanto es un sistema de espera de un solo recurso y denotamos por A la tasa de llegadas al

sistema y por U la velocidad de servicio del recurso. Las tasas de llegada y de servicio son:
AM=AVvVn=0,1,2,3,...

pn =p,vn=123,....
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Nos interesa evaluar el sistema en régimen permanente, asi que calculamos la distribucién de
probabilidad. Esta distribucion se obtiene sustituyendo la tasa de llegadas y de servicios en la
funcion:

. (5.19)
Pn = — -1

I"‘I‘!

Viene dada de la distribucion de probabilidades en un proceso de nacimiento

y muerte, al hacer iteraciones de p, resulta:

" A (5.20)
pn=10] ] J“_]

i=1

Ademas, siendo el sistema estable, p, es una distribucion de probabilidad, es decir se satisface que:

i Pa 1

n=I0

(5.21)
Sea:
T }Li‘_]
[ (5.22)
E Hi
Dado la igualdad de los parametros se tiene:
T }'i_ _jl”'
Cn H 1 _ 2 o (5.23)

i "
i /

oo o n

Como Zen=1 = Zm-1F" g5 yna serie geomeétrica, sera convergente siy solo si |p| < 1, es decir;
que 0 < p < 1. Esta condicion 0 < p < 1, es por tanto equivalente a que el modelo sea estacionario.
Otra forma de expresarla es A < |, que tiene la interpretacion adicional de que el nimero medio de
clientes que entran en el sistema por unidad de tiempo sea menor que el nimero medio de clientes
que podrian ser atendidos por el servidor por unidad de tiempo, en caso de que éste estuviese
absolutamente todo el tiempo atendiendo a clientes (cosa que no ocurre siempre). En lo que sigue
supondremos que el sistema de la cola es estacionario (es decir; que p < 1). Lo primero que debemos

calcular es la suma de la serie cy:
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Z Cp = Z ﬂﬂ

n=I =1
Zp" = p+pt+p +pt
= p(ltptp+p +p' )

i.ﬂ" = p (l + iﬁ“)

n=I|

Zﬂ“ pip“ = p

=] =1

(1=p)> " = p

ri—1

oo p
Ir,}‘?}
- (1—p)
(5.24)
Asi de las ecuaciones anteriores podemos obtener el valor de po, donde:

A

p==

H

{ 0 L= 1 = py = 0, ¥n caso desbordado
r’_}n f—

l—p 0<p<l=p,=p"(1—p)¥n (5.25)

En realidad, para que 0 < p < 1, lo que ha ocurrido es que A < u es decir, que el tiempo medio de
llegadas sea menor que el tiempo medio de servicios. Esto es razonable si pensamos que para que
exista una distribucién estacionaria la longitud de la cola no puede tender a infinito, deduzcamos

entonces po, para ello tenemos que:
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o

Ly

Hn

De aqui se tiene la funcién de probabilidad:

P
jL

O

o
Z Pn = Po+ Z Pr

Il n=1
o0 o0
Po + Z pop”™ = poll + E P)
n=1 n—1
1 1

L35 1475
1

1—pbp
1—p

I —p

T

Pop
(1—p)p"

(5.26)

Resulta interesante observar que la probabilidad de encontrar k o0 mas clientes en el sistema es?:

PN =k) = Z;r,-
i=k

= ) (1-p)p
i=k
= Iil—ﬂ}z;v"

= (1— )"+ "+ pF2 4
(1—p)p* (L +p+p*+--)
(05— "N +p+p"+--)

II"-"“"‘I’I"II _I_ﬁk-bg_'_____j,

o

(5.27)

Una vez calculada la distribucién de probabilidad del sistema, calcularemos los parametros de

interés desde el punto de vista del usuario:

a) Numero medio de clientes en el sistema:
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L=E(N) = an" = Zn{l p)p"
n=1}

n=il

= (1 —p) an“

n=i}

{x ]
n— Ei T Ta—
= (L—pp Y _np" Y J—ﬂﬁj=”ﬁ :

n=l)

b) Numero medio de clientes en cola:

Puede obtenerse a partir de Nq de la siguiente manera:

Ly=E[N)] = ) (n—1)p,
=1
= Y e — Y pa= 3 np—(1— )
=1 =1 =l
= L jfjl = p p
1—p
2
P
L. —
') 1 — o

c) Tiempos medio de espera del cliente en el sistema:

Aplicando directamente la férmula de Little tenemos:

Wo— £=ﬁ='_hﬁ=( ! )

(5.28)

(5.29)
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(5.30)

d) Tiempo medio de clientes en cola:

Aplicando nuevamente la férmula de Little encontramos:

(5.31)

™

.
_JE_

W= -1

7 2N X ap—N

. ;- ™ y 1
Ademas, puede comprobarse facilmente que se verifica la relacion W = W + " De hecho esta

relacion junto con las dos férmulas de Little permite calcular el valor de cualesquiera tres de las
cantidades L, L, W y Wy, dada la cuarta. Si se desea tener més informacion sobre la espera de
clientes en la cola o en el sistema, debe calcularse la distribucién de probabilidad de las variables
Wy W,. Estas distribuciones permitiran calcular la probabilidad de cualquier suceso relativo al tiempo

de estancia en la cola o en el sistema.

Primeramente abordaremos el calculo de la funcién de distribucion de W, que denotaremaos por W(t).
Para ello aplicamos la regla de las probabilidades totales condicionando al nimero, N, de clientes

qgue hay en el sistema cuando llega el cliente en cuestion y tenemos en cuenta que.
Wy = (4 1)

De esta forma, para cada t = 0, se tiene:

PIW < (] = i PIW < t|y_.]P[N = n]

n=—il

o 1
= Z (/ —ir"e ’”nﬂt) I
=il [
i
1—

W(t)

7
y  nil
B i ﬂ . i i n
- () ) (5) ()
i (l — —) g |iz {A:l] ] dx

=}

) ; ‘"'T'{:’J"I:Eﬂ.'

A)e =2 gy

[
[n(i-
o

_.:,; — Xz ] x=

=i}
_{.r‘ At
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(5.32)
Que es la funcién de distribucién de una exponencial de parametro u—A. Asi pues,

wi exp(p - A)

1

Es obvio, por tanto, que como conclusion de esto también se puede volver a obtener W = vt

Dado que la distribucion del tiempo de servicio para el sistema M/M/1 es exponencial y esta no tiene
memoria, entonces el valor del tiempo que le queda por servir al cliente que esta siendo atendido

tendré la misma distribucion que el tiempo de servicio demandado.

Asi W, esta condicionado a que hayan n tareas en el sistema por lo tanto, es una suma de n variables
exponenciales independientes e idénticamente distribuidas; es decir es una variable aleatoria

Erlang —n cuya funcién de distribucion es:

n—1

Y
Wlalt) =1— e M z {“ } , V=0

Asi la distribucion de probabilidad marginal de W4 vendra dada por:

W,(1) = PIW, <0

[e

— ZPHP[WH £ ”N:n]

n=Il

= > pabw,(0)]

n=I)

o n—1 I
— Z;Un [1 f:_"rZ%—;}P]

=l _',|'=i'|

= poWlo(t) + EM. [l

n=1

AL
Z“}]

—,u:ul
j—l'i

o0

(1—p)+ ip‘“ e ht Z Do Z {,ui

n=1 G=n0

— ZP” — g m Z{l plp Z {'H”

n—=I n=1 g=

1 {l (' — et Z E {”j}‘]

n—=1 —ll
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Donde

N (Y om ()t N
27" r =) il D0
n=1 4= k=0 i=k+1
Asi pues:

()¢
—
=&
T e
Fold
(]
1:‘-0-.
I
(]
=
o =
=
Cinl
—
=]
e
w
=
sl
+
L+
—

o0 i,ﬂ . i'
z%p Sy

- {Ibi}kﬂk [ p
k! 1 —p

k=0

el

i

Volviendo a (5.33) utilizando el resultado de (5.34) obtenemos:

W,(t) = 1-(1-p)e™ [ﬁ} ot

1 — pe—#ti=r)

— 1 _ iﬁ—f.{;;—}-]
Fi

De esta forma se obtiene:

A

- 1 — Ze =t >
r;“:’ N -

0 <0

Esta funcién de distribucién es discontinua en t = 0, valiendo su salto.

(5.34)

(5.35)

(5.36)
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A
Wo0) — W, () =1——=1—p=p
T

Se trata por tanto de una variable que es mezcla de continua y discreta; toma el valor de 0 con

probabilidad po y para todos los t > 0 tiene una componente continua con funcidon de subdensidad

dada por: _/1(;;—/1) g (At

3.3.5. El modelo M/M/1/k.

Se trata de un modelo como el M/M/1, ya estudiado, pero con limitacion k para el tamafio de la cola.
Donde, la distribucién del tiempo entre dos intentos de llegadas al sistema de clientes consecutivos
es una exp (A), la distribucién del tiempo de servicio es exp (4) y sélo hay un
servidor.Ademaselnimerodeclientesquepuedenestarenlacolaescomomucho k, la  poblaciéon
potencial es infinita y la disciplina es FIFO. Obviamente, en este modelo se puede dar el caso de
gue un cliente que intente entrar en el sistema no lo consiga, por estar la cola llena. A partir de las

especificaciones anteriores se deducen facilmente las tasas de llegada:

A on=01234 .k
An
0 n=k+1,k+2 ...

(5.38)
Mientras que las tasas de servicio son idénticas a las de un M/M/1,
[l = i, W0 =1,2,...
Haciendo uso de A, y W, Se obtienen inmediatamente los c:
(5.39)

{ A ocstn=0,1,2,34, ...k +1
Cp =

0 :sin=k+2k+3, ..

Dado que la serie Y., cn tiene tan sélo un numero finito de términos distintos de cero, es trivialmente
convergente sin ninguna condicién acerca de p. Esto puede interpretarse que por muy frecuente que
sea la llegada de clientes al sistema en relacion con la capacidad del servidor para dar servicio, la
propia limitacion en el tamafio de la cola fuerza a la estacionariedad, pues lo peor que podriamos
imaginar es que practicamente todo el tiempo estuviera el sistema saturado (es decir; P(N =k + 1)

=1). La suma de la serie de los ¢, es realmente una suma finita.
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k1 o2

Zi:u Z.ﬂ‘ﬂ p—1 ¥ ?é ! (5.40)

n=1 n=1 k41 p=1
En la ecuacion (5.40), observamos que si el valor de p = 1 la expresion es inmediata, ya que p en la

sumatoria seria constante y k +1 veces p = 1, ahora bien para el caso en que p 6= 1 vemos lo

siguiente:
k41
an _ P'+P‘2+‘”+Pk+l
n=I1
k41
py o = plp+pt 44 pF
:I'J.=|.
Rt

pY pMtp = prptpt e g P
=]
[

— Zﬁn_‘_pkl‘d

n=1

M1 = P p

k1 "
zlﬂn .I'jj‘+g_p
(p—1)

(5.41)
Esta distincién, p # 1 o p = 1 habra que hacerla a lo largo de todos los célculos sucesivos.
Caso p # 1: En primer lugar calculamos po:
1 1 p—1
PRSI 1+ £ (542
p_1 0,1,2...,k+1
g n=ULan ok
Pn — ij- 1
0, n=k+2k+3,... (5.43)

El nUmero medio de clientes en el sistema puede calcularse a partir de su definicion:
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n=—i}

%n Pl

— II,}R-+2 l

(p—Dp s .| (5.44)

Ahora bien, siguiendo las mismas pautas que las usadas en el M/M/1 en 5.24 para calcular la suma
de una serie convertible en geométrica, podemos ahora calcular la suma de un nimero finito de

términos de la misma. Asi, definiendo:

k+1 s} o0
WA D S
=i} =i} n=k432
B %]
i
1+ 1 i N Z "
p n=k+42

1 L. _
= —— P +pt+p+--)
I —p
1 B2 - T
= —
e
m—il}
1 ki
- l_ - =2
|—p{ p)

Ademas sabemos que:
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k+1 k41 k41
d d

D ompt = Zﬁ{rf’“l ="
=l

=l =l
E+1
il d 1 .
LT ha l. . k-2
zfﬂ,ﬂ 7" dp(l—p){ P

n—=1}
4 (1
dp\ 1—p

—(k + 2)pF" + (k +2)p5? + 1 — pFt?

T

- (1 p)?

_ (k21— (R 2)pM 4
- (1 p)?
(k1) (R 2)pM 1
- (1—p)?

Por lo tanto, de la expresion 5.45 podemos calcular L, de la siguiente forma:

;- (p—1) 1 [kpF 3 20803 — (kK + 2)p"2 + p Pk+.'5]
P (1—p)?
=) [EE2E ) + () —p’“*"’}]
o1 1 p)?
(p—1) [p(l—p""%) — (k+2)(p"* —p’“*“"}]
P [
o Ve [k 1)p" — (k+2)p" 1]
I ! (1—p)?
1) '{k+l}p*"~‘—{k+2},_:m+p]
pk+2 —1 I {1 _ fj}g
{p— 1) _ ";ﬂpk+:i +pﬁ:-|-il _ {.‘i;-l—ﬁ}p”” +p+p"'+:{ _ ﬂk+ﬂj|
prrE—1 (1—p)?
_ 0=p [.ﬂ{] — ) (R 2)(pF? - ﬁk+3)]
1 — pkt2 (1 p)? (1— p)?
_ P _(JEC‘I-?};EJJ“ZU.—;!}E
L—p (1= p)(1—p*2)
i p (k+2)p

L—p  (1—p*%)

(5.45)

(5.46)

El primer sumando de L es precisamente L del modelo M/M/1. Las formulas de Little y la relacién
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entre tiempos medios pueden usarse para calcular las otras tres cantidades medias de interés.

Para ello sera necesario calcular A, ya que ahora las A, no son constantes:

A = ZA " P
=il
&
=il
= M1 = pe )i Pn=mp"
(p—1) k-1
B lr)Jc+:£ 1 (ﬂ‘ l]pﬁ.'+l
= A Pz ]
At — 1)
- (5.47)
A partir de esta expresion se tiene:
W = 2
A
(1-p) . (k1) 3— (kg 2)ph 2 p
_ 14T (1=p)?
- A(pFH1—1)
o
wo— L—p (k+1)p* — (k+2)p" +p
1 AL = p)?
o l—p p— " k(1 — p)pt?
S 1 AL~ p)?
o l—p  [p(1—pMT) (k1) p)ptt?
SR AL p)? AL~ p)?
p_ (k+1)pt
ML—p) AL —p)
1 k4 1)pk
wo— (k+ 1)

n— A - A1 — g+ (5.48)

A partir de esta ultima expersion podemos obtener W de la misma forma que en el modelo M/M/1
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1

W, = W _,E_I
1 {!.:-I—I}Jrf""""g 1
T oaA AT
A (k+ 1)pF+?

plp—A) A1~ pFt)

De igual manera utilizando las formulas de Little se obtiene:

L, = AW,

— 1
— AOV——)
H

= L— é; De las expresiones 546 v 547
14
-1
o (k2 A
1y | — pht? I
p (k+2)p" p(l —pHY
I —p 1 — pkt2 | — pkt?
o (k2 p PRy pE P
1y 1 — pk+? 1 — pk+?
p (k+2)p52  pF2(p — 1) + p(1 — p*?)
 1-p 1— pht2 1 — pht?
P (k+1+ p)p*t?
1—p J 1 — pkt2
o (k+ 1+ p)p*+?
T 1—p N 1 — pkt2

(5.49)

(5.50)

Esta ultima expresion, cuyo primer sumando es precisamente la férmula para Lq en un modelo

M/M/1. Obviamente, si el objetivo es calcular las cuatro cantidades (L, Lq, W y W,) es mas eficiente

obtener el valor de Ay, una vez calculada una de las cuatro, obtener las tres restantes directamente

de las formulas de Little y la relacién entre tiempos medios.

Aunque el modelo M/M/1/k no contiene al M/M/1 como caso particular, en el caso p < 1 (para el cual

el M/M/1 es estacionario) el modelo M/M/1/k debe tender al M/M/1 cuando k — A (que es tanto como

decir que el tamafio maximo permitido para la cola es mas y mas grande).

En efecto, los resultados que ofrecen las férmulas anteriores para los pn, L, Lq, W y W4 coinciden

con los que aparecen en el M/M/1. Asi por ejemplo:
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z - ru ) '[L + E}II”J.'.+'3
k]l_ltl'lm LM,-‘M,-“];A' - 1 p a ;L.]EL: l—ﬂ‘k-'-‘g
_ &
1—p
Lot oD

Haciendo uso de la regla de L Hopital queda que el limite del numerador es cero y por lo tanto el

limite del modelo M/M/1/k coincide con el de un modelo M/M/1.

CASO p =1: En este caso los resultados son faciles de obtener y vienen dados de la siguiente

manera:
1 1 1
Do — ‘ (5.52)
L+3 > e 14+E+1 k42
tomando encuenta que ¢, = p" =1, paran = 1,23, ..., k+ 1, enlonces

1

y, = —— ¥ =0.1,..., k41

Pn k2 | (5.53)

Se puede decir que N tiene una distribucion uniforme discreta sobre su conjunto de valores posibles,

Yy en este caso,

> NUmero medio de clientes en el sistema:
k-1 k41

1
L = anﬂ = Zn -
=l n=l) k+2
B 1 (k+2)(k+1)
(k+2) 2
k+1
2 (5.54)

» Tiempo medio de llegada de los clientes:

k
= ;\Z;ﬂn=)t[p|]+p1 + ot

=]
I ! I
- A[L~.|2}L~.|E}m}k|2
k+1
B
[ﬁ:—!—?]
(5.55)
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» Tiempo medio de clientes en el sistema:

L il k+2

: 2
W N Akt 2N (5.56)
k-2
» Tiempo medio de clientes en cola:
1 kE+2 1 k
W wW-_- - = - =
‘ K 2x A 2 (5.57)
» Numero medio de clientes en cola:
- AME+1) k k(k+1)
Ly, = \W,=—r — — — -
' Tk 2) 2x 2(k + 2) (5.58)

Para cualquier valor de A (igual o distinto de 1), si se desea obtener las funciones de distribucion del
tiempo que un cliente esta en el sistema y del tiempo que un cliente esta en la cola, es necesario
previamente definir g, como la probabilidad de que haya n clientes en el sistema justo cuando una
nueva llegada se esta produciendo. Denotando, como siempre, por N el nimero de clientes en el
sistema y por T el tiempo que falta para que se produzca la llegada del siguiente cliente, las gn
representan P(N = n|T = 0). Usando la notacién f(t|N = n) para la funcién de densidad de la variable

T condicionada a que N = n, se sigue que f(t|N = n) corresponde a la densidad de una exp(An).

Asi, aplicando la regla de Bayes, se tiene:
gn = PN =nlr)
Jr{”':""—n:lpn
k
Em:[] Jr{[}L"-'—m}J”m

— ;’i.ﬂ_{: A""}'J'n
= . -
Zm:[] AmE «’w..[l..“m
13
)L E'rrr —I f—"m
_Pn
I — Prya

(5.59)
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Paran=0,1,... k; mientras que q, = Oparan = k+1,k+2,... para el caso del modelo M/M/c (incluyendo

el caso de ¢ = 1) debe de verificarse que las variables T y N son independientes y, por lo tanto:
gn = P(N = nlg_p) = P(N = n) = p,

Las funciones de distribucién de las variables W y W vienen dadas por:

k n -
W = 1—e™ Zq,,_z —['!:j) L si b =0 (y W(1) = 0 en olro caso) (5.60)
n—l =i}
k n—1
oy (5.61)
W, = 1—e f*"zf;nzh%._ sit >0y W,(t)=0sit<0)
n=1 r=il ’

Este modelo (y en otros posteriores) el significado de p como intensidad de trafico se desvirtua. Aqui
p no puede interpretarse como el cociente entre el niumero medio de llegadas de clientes al sistema
por unidad de tiempo entre el nimero medio de clientes a los que el servidor tendria capacidad de
dar servicio por unidad de tiempo, sino mas bien como un cociente semejante, pero donde el
numerador representa el nimero medio de intentos de llegada, mas que de llegadas efectivas al
sistema. De hecho, por este motivo p puede ser mayor o igual que 1, aun siendo el sistema
estacionario. El valor de A si representa el nimero medio de entradas efectivas de clientes en el
sistema por unidad de tiempo y, asi, la verdadera intensidad de trafico podria medirse a través de

gue efectivamente si es siempre menor que 1.

F Alk41)

12 —k-l_l st p=1
N it k42 15
j_r; = re_ = { "
i Alp -1 .
e kI
i gtz —1 sip#l
3.3.6. El modelo M/M/c.

Este modelo estudia los tipos de colas en donde la distribucién de los tiempos entre llegadas son
exponenciales con parametro A, y ademas los tiempos de servicio se distribuyen exponencialmente
con parametro Py en este caso existen ¢ servidores, bajo la suposicién de que cada servidor realiza
la misma funcion o actividad con el mismo nivel de eficacia que los demas servidores. Con respecto
a los demés parametros del modelo tenemos que la poblacion potencial y la capacidad de la cola es
infinita, la forma de elegir a los clientes en cola para que sean servidos es FIFO. Es por ello que este
modelo es considerado como la generalizacion del modelo M/M/1. Por tanto, las tasas de llegada

vienen dadas por:
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Y las tasas de servicio son:
np; ¥l<n<e

Hn =
cp; Wno>e

De forma similar al caso M/M/1 para obtener cn:

An
An1An-2 ... Ag ﬁ Ai-1 nlpn
O — f— —
Fafa—1 -« 1 i Hy A
E11Efﬂ_"‘; il

Wn=10,1,...

(5.62)

ml<n<ce

5.63
8l W > e ( )

Es necesario también establecer la condicién estacionaria para el sistema (p < 1), o lo que es lo

mismo, siempre que se cumpla A < cu. Para ello basta con determinar la convergencia de la serie

siguiente:
= e—1 A" | a0 A
' E
|n | =g n
T L
n—1 n=1 H n=gc et H
= A" SN A
= D2
LT | b= ot TE—1
—~ nly — ele" "t
e=1 AR A° 00 An—e
Z -”_1“1‘1 + (-Iﬂ_ﬂ Z E.ﬂ—.:‘#n—n:‘ P
n=1 ' N =
I':—I. o
AT A°
= E + . E prr
nlp™  elpe
n=1 o

A

it

(5.64)

Entonces a partir del término c-ésimo, la serie es geométrica de razén p y por tanto convergente

siempre que A < cJ que puede ser interpretado como el numero medio de clientes que entran al

sistema por unidad de tiempo, debe ser menor que el nimero medio de clientes a los que se le
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completa su servicio, por unidad de tiempo; multiplicada por el nUmero de servidores que hay en el

—i

sistema. Probar la convergencia en la serie 2in=cP resulta sencilla.

N o= 14ptp 40+

=

= 1+p(l+p+p+p+..)

1+4p (Z ,a“-*‘)
(1—p)) p" " =1

=i

o . 1
Z'”F - 1—p

r (5.65)

Entonces de 5.64, la suma de las c, es:

e—1 .
An A“ 1
Cpn — + N
Z Z n[”ﬂ {'.'.r},'i.“ 1— p

n=I1 n=I
e—1

z A‘?B + AI"
“— ™ ele — 1) pp 1 — p)

e—1

B Z /‘l,in. l Jiq’:
nlpt (e )t ep — A)
(5.66)
Analogamente al modelo M/M/1 se puede calcular po de la siguiente manera:
B 1
L T— ] + Eu_ cn
B 1
_ 1 _An Ae
Lt Y Ve ey
(5.67)

A la hora de interpretar el calculo para po debemos tener en cuenta, que si el nimero de servidores
del sistema es alto, los términos con n! en el denominador de po, puede ocurrir errores del tipo
“overflow” o pérdidas de tiempo/datos por exceso de calculos. Es importante hacer notar que en
estos casos es ineficiente aplicar las férmulas cada vez que se desee calcular los valores, es mas

atil reutilizar dichos datos. Por ejemplo: si ¢ = 100, en el denominador de cgg apareceria 98!, que, en
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lugar de calcularlo directamente es mas eficiente multiplicar por 98 al término 97! que aparece en
Co7. En resumen, es mas eficiente definir co = 1 y al utilizar calculos recursivos, tenemos:
}‘-n—l )‘

—tp1—, vn=12...,e—1
fin T

Cn = Cu—1

Esto se deduce de la definicion de los c.. Ademas para el caso del término AC
(¢ — 1)pe=Yep — A)

(& &
que presenta Z._r;n en (5.64), vemos que:

=it

AS At A ’ A
— = e
(e— 1 p=Yep—A) (e—1)p=" \ep— A l.(:,u — A
y que denotaremos por D=c, puede calcularse facilmente a partir de d -1 mediante

A
Dep=doy——
S e — A

A
donde ey =1, e =cp1—,Vrn=12,...,e 1y D..=d._, .
T - cpu— A

Ahora para determinar una expresion explicita para las pn:
ATI.

Hllu'“ Py l";"l] E T <o O

Pn = CaPy = 1

(5.68)

lpe Pt pe; Wz

Nuevamente, la aplicaciéon directa de la formula anterior, resulta ser poco eficiente en términos
computacionales. De manera similar al célculo de po, también aqui podemos proceder mas
eficientemente. Una vez calculado po, y si se mantiene en memoria los valores de cn el calculo de
los pn seria muy sencillo. Asi, sin =1,2,...,c—1, se tiene p, = ¢cnpo. Cuando n = ¢ los pn pueden ser

calculados recursivamente ya que p -1 Se ha obtenido antes.
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Pn = G

ﬂ_'upn—l

= pPa-1, VR Zc

Entonces, la manera de proceder es la siguiente:

Calcular directamente pn=cnpo; 1<n<c

(5.69)

Recursivamente pn = p.p n-1; N = ¢ Utilizando las expresiones obtenidas para pn, puede encontrarse

facilimente el valor de L.

=E(Ng) = Opo+pm+...+pea)+ Z (n — ¢)pn; donde p, = cupo

e

= Z{n ¢)en by

=i

o
}lﬂ-
= Z{n. — (;}—E.'!(.“ —

An—eye
- ﬂz{”‘_ }‘._1{1:. an r“r Po

= - — P E J(“ ° seak=mn

cly

=i

= I; ZL;J’”

k=)

A° I A

) = p=
T T EL
-}'nc_'-IH]

(emp(e — Dt (22)°

l.;ﬂ
Ay
(e — 1)ple=D{ep — X)?

(5.70)
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En la practica, dado que ) A® puede calcularse de forma eficiente mediante
) ze = (e— 1l =TT e X) !
la expresion:

A
L,=D-..
i = oep— A

Mediante la segunda formula de Little, se puede obtener W4 (Tiempo medio de espera en cola) a

partir de L4 calculado anteriormente, entonces:

Segun Little:

W, - ér..q
1 }i"H'P[J
TN (e — TP ep — A)?
Apy

(e — 1) ep — A)? (5.71)

Ahora se puede obtener W (Tiempo medio de espera en el sistema) de la siguiente forma

W =Wgq+ % y luego el numero medio de clientes en el sistema L = AW. Entonces ya conocidas A, y,

C Y po. Es facil obtener:

1
W W, + —
et

i) +o 5.72
(c— Dl ep— A2 ' 1 (5.72)

Luego L = AW
L = AW
_ A%y | 1
(¢ — D= Yeu — A p
B AT py LA
(e— 1= Hep — A2 p (5.73)

También, si en algin momento deseamos conocer la funcion de distribucién del tiempo que un

cliente tarda en la cola de un sistema, ésta puede calcularse de la siguiente forma:
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Lema. Sea Frq (t) la funcion de distribucion del tiempo que un cliente pasa en cola, entonces:

e(A/pu)e _
1] — 207 rsi b =10
cle — A;’g{}p” "

(1) (5.74)

A/ p)e(1 — g lne—Al 1 |
. (r-ji—j i}‘(,ur-— ) ' + Fr,(0) ;sit>0

Demostracion:

c—1 c—1
}I.TL
Fri)=PT,=0)=PIN<ec—-1)= =
T, (0) (T, = 0) (N = ) gp Prhg e
Pero sabemnos gque
1
.p” I--_'| .JL“ .Jn'
1+ En:l i + (=1 YWep—A)

1

Zr‘ 1 A + Ar
n=l} n!yu™ (=10 Hep—A)

sty sdlo st
e—1

Z A" 1 (A p)e

—nlpt py clle— A p)

Iintonces
c(A/p)”

BN G VIR

Ahora, si n 2 ¢, el proceso Z(t) (el nimero de salidas hasta el instante t) se comporta como un
proceso de Poisson (cu). Esto significa que los tiempos entre llegadas consecutivas T1, T2,... sSon
v.a.i.i.d. exp. (cpn). Consecuentemente la variable Ty, representa el tiempo transcurrido hasta que

terminen k servicios y se distribuye segun una I'(p = k,a = cp). Entonces:
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Fr,(t)y = P(T,<t) _P{ﬂ_n} FP(0 < T, < {)

Fr )+ ff

=
T {F_TI.—( +1 o= '1}
H}ﬂ' 1

. A
_ { " : n—e {:—-r.lfrr. > . =
T., )+ E i / {n i e dr; Sear m

— 0

e rh t {E”:Jn—r:+1

Fop, (0) + po Z e o e M
r " -

n—e

s (praz)™*
- {ﬂj—'_mmf lz ;&—t}'}

=

'
— u —fe—v)®
= by, (0) 4 jm]( 1 f e dx

A 'F k| O
= T.‘.{U]I-i-?m{{:_]}! P«ff—‘?“ [—e™ 3][3

e (1 — e mtet)
(e —1)! (¢ —7)
e {l fz"":“_*]”)
c—na® -0 (c-my ™ (5.75)

= Fr,(0) +py

Fr(t) = 1-

3.3.7. El modelo M/M/c/k.

Este modelo es una extension del modelo M/M/1/k, ya que en este caso existen c servidores y la
capacidad de la cola es limitada a k clientes. Donde las tasas entre llegadas se comportan como las

del modelo M/M/1/k, mientras que las tasas de servicio son iguales a las de un M/M/c:

Aosin=0,12....,k+e—1
A,_{

0 sin=k+e,k+e+1,k+e+2,...

n;, sin=12...,¢
Hn

cp; sin=c+let+2,...

Como consecuencia de esto se obtiene:
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wsin=c+1l,e+2,...  k+e

(5.76)

i )liﬂ-
wmin=12. .,
nlp™
n , An
I5:1_{:'i'a—.."'ur|.
WL &l T

kt+e+l,k+e+2,...

Entonces la serie ), cn tiene sélo un numero finito de términos distintos de cero y, por tanto,

siempre es convergente. Asi pues el sistema es estacionario siempre (independientemente del valor

de p). Para calcular po necesitamos encontrar una expresion, lo mas sencilla posible para la suma

de la serie:
5 e | e—1 },“ ke )"n.
Cpn = ) Cn = +y ——
| z—; Z]: nlu® Z clen—epn
[ = T T { S
e—1 ke
AT Af e
a Z nlum + clpe Z r
n=—1 ne
Obteniendo como resultado:
-1 . .
An AS 1 phtl
+ . el p £ 1
o0 ; nlp®  cps 1—p P
D en (5.77)
n=1 e=1 n ef I
A A {k- +1) e 1
nlpm el PP
L n=1
Como consecuencia:
i e=1 AR AE 1 JrJ‘Ic+l -1
Z alym | elpe 1 p sp 7l
wep T [ £
4
Po . _ » (5.78)
Xk +1) _
Z + - sip=1
™ o e
5 =1}

Al igual que en el caso de un sélo servidor usaremos la notacién p = A/cy. Tal como ya se comenté

en el modelo M/M/c, la implementacion directa de las formulas anteriores no es precisamente la
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manera mas eficiente de calcular po. Entonces, si empleamos las férmulas recursivas puede

calcularse po mediante

1
P = ¢
211:'[] Cn I‘}E‘f‘
donde: oy = 1,0, = 01 ;ﬁ;, Yn=1,2 ...
Ademas:
. +2

fir'—llf p8l p ?é 1
-'ilj}:: — l o Ir:}

de (E+1) ssip=1 (5.79)

A partir de po, y los pardmetros de entrada del modelo, pueden obtenerse expresiones explicitas

para las pn:
-}‘ﬂ- )
?Jr]rfn:ﬂ[. ;8L 132: -eey O
:PTL — L j”[] —
AT (5.80)

P o sin=c+let+2,.. kte

el e

Nuevamente, las formulas implementadas directamente a partir de estas expresiones son muy poco
eficientes y resulta preferible proceder de forma analoga al modelo M/M/c. Es decir; reutilizando los
valores de cn, necesarios para la implementacién del calculo eficiente de po, los pn se obtienen de
manera sencilla: pn = ¢n -po, VN = 1,2,...,c—1. Por otra parte, sin = c, el término p» debe ser calculado

recursivamente, comenzando en p -1 que ya ha sido calculado:

“}‘TL—‘I

I‘i' 13

P = Pa—1 :P'pn—h\ﬁ”‘:{:!f"-l'11---1k:+f

Férmula que, aun siendo valida para todo valor de p, se trivializa si p = 1, dando como resultado.

Phte = Phte1 = " = Pe= Pe1 parap =1
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Las cuatro medidas de interés (L, Lq, W, y Wq) pueden calcularse a partir de los valores de las pn
recién encontradas. Posiblemente el célculo que resulte més sencillo sea el de Lq, por el cual
comenzaremos. Si p # 1, a partir de la igualdad.

fet 1 ) k42 L oYkt
kE+ 1)z k- 2)x 1
E H:En_l — ( | :II {:{' _{ l}ll‘! }J‘ | (581)

n=il

Demostrada y utilizada ya para el modelo M/M/1/k, se tiene.

otk etk }1.:”
L, = Z (n—¢)p, = Z (n “}mpﬂ
n=c+1 =i o I .
)l"'- otk

= po-p Yy (n—c)pt !

clpe

T

bt .
= po-py -

clpe

=0

A° kp* ! — (k4 1)p* +1
= e “Poc pe (p— 1)
_ A po-pe [l kptt! (k l]f’k] (5.82)
elps(p—1)2

Sin embargo, si p = 1 entonces

-k

Z (n—e¢)-pa
m=c+1

ek
pe1 », (n—0)
N=c+1
E(k+1)
?-"r‘.—l 2
A (R +1)
2e— 1)pst

L,

En resumen, la expresion explicita para el nimero medio de clientes en la cola es
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=1 L I .
A‘ bk +| l,]_l_‘W sip=1
2(c — 1)lps
L, = (5.84)
A pg - pll + kpHtt — (B +1)pF
clpus(1 — p)?

Sin embargo, para la obtencion de un calculo mucho mas eficiente usaremos,

ik 41
MELD, sip=1
Lq = k+1 k.2
1+ kot — (k4 1)p% o 5.85
[ P { _+ :m ]’” Pey 81p#1 ( )
(1 p)?

Para la obtencion de las demas medidas debemos de usar las férmulas de Little y calcular,

primeramente, A:

o0 k+4e41
A= Z/\n P = A Z P = M1 — Prge)s
=} re=I)

Que es la implementacion a usar para un calculo eficiente. Una formula mas explicita que

AT,
A=A (l -5 PL'.”[])
el "

c—1
Que se simplifica a A=A (l — Wﬂn) Si p = 1. De nuevo, en este modelo vuelve a ocurrir

proporcionara este valor es:

que p no representa la intensidad de trafico efectiva.

Este valor puede calcularse mediante

A AC
p=— =7 (1 7 Pk'.ﬂn)
(el ol

}l;:
p = p mﬂ“'}hm (5.86)

A partir de los valores de Lq y A, calculados de forma eficiente, pueden usarse las formulas de Little

para obtener:
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W, = =,
T ,jh E
) o1
W = W;+ -
[t
L = AW.
Esimportantemencionarqueenestemodeloresultabastantecomplicadoobtenerladistribucion del

tiempo que un cliente esta en el sistema. Sin embargo es posible determinar el tiempo que un cliente

pasa en cola a través de la siguiente expresion:

k4e—1 f—e

k)"
W) =13 4.3 w sit=0 (y W,(t)=0sit<D0)
— T

=i

donde las gn tienen el mismo significado que en el modelo M/M/1/k, es decir, la probabilidad de que

haya n clientes en el sistema justo cuando una llegada se esta produciendo, viene dada por

Pa

1— Prte

=012 .. k+ec—1

n =

3.3.8. El modelo M/M/c/c (un caso especial del modelo M/M/c/k).

Un caso especial de este modelo es cuando la capacidad de la cola es igual al nUmero de servidores
gue hay en el sistema, es decir; k = ¢c. Entonces bajo estas condiciones nunca se produciran colas,
es por ello que muchas veces este modelo no es considerado como un sistema de colas propiamente
dicho. Sin embargo; resulta de especial importancia este modelo ya que es considerado como un
modelo clasico de las centrales telefonicas, en la cual el niumero de servidores es el nimero de
lineas en el sistema. Ademas, en este tipo de modelos existe un valor que es especialmente
relevante, nos referimos a la probabilidad de que el sistema esté saturado, es decir, haya c clientes
en el sistema, frecuentemente identificado en las centrales de telefonia como “la probabilidad de no
tener linea”, y cuyo valor como se ha visto con anterioridad es:
 (ep)e/e!
e e (ep) /i

(5.87)

También se puede determinar la probabilidad de que haya n elementos en el sistema por:
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Af )™ (588)

:I'J.!

Pn = S OF
Ei:ﬂ- i!

Demostrar que (5.88) es cierta resulta sencillo, para ello partimos de la expresién pn = cnp0 utilizada

anteriormente para denotar la probabilidad de que hayan n clientes en el sistema, entonces:

n Caln
T

- [

L
a—1 _||' :

™

A
w][ 7 Visn<e

i=1

( ATL )

= p” 1,1

Tl
@

1!

Como pn representa probabilidades, entonces se cumple que:

oo oo fAYE
J-:Z:U‘i =MZ%
=0

i=l

Entonces
c(2)
=1 it
Fa ; i
Por lo tanto
(A (N )"

Pn = ™M= - i ,I?rl E Tt E i
n! nld (At

H

3.3.9. El modelo M/G/1.

Como su nombre indica, se trata del sistema de una cola con un Unico servidor, con tiempo entre
llegadas de clientes consecutivos con distribucion exponencial y con tiempo de servicio de
distribucion arbitraria, G. En este contexto, A seguira siendo el pardmetro de la exponencial que rige
los tiempos entre dos llegadas de clientes consecutivos. Esto significa que el numero de clientes

que llegan al sistema por unidad de tiempo sera también A. Como la distribucién G no tiene por qué
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ser exponencial, el parAmetro u pasara ahora a significar el inverso del tiempo medio de servicio, es

decir:

Esta cola viene caracterizada por las siguientes hipétesis:

1. Tiempos entre llegadas exponenciales independientes; es decir, T1,T2,... Son variables aleatorias
independientes e igualmente distribuidas (v.a.i.i.d) exp(A). Por tanto, N(t): numero de llegadas hasta

el instante t sigue un proceso estocastico (P.E) de Poisson de parametro A.

2. Tiempos de servicio independientes; es decir, s1,52,... son v.a.i.i.d segin una distribuciéon de

probabilidad cualquiera F(-). 3. T1,T2,... ¥ S1,S2,... SOn independientes.
4. hay un anico canal de servicio.

Como el tipo de distribucion para el tiempo de llegadas es desconocido, los calculos de las medidas
de efectividad para este tipo de modelos se pueden obtener mediante la férmula que se definira a

continuacion.

3.3.10. La férmula de Pollaczek-Khintchine.

Sea:

L=p+ % (5.89)
Donde:

g = %, E[S] = :—I, VIS] = ek vy L

gue es el numero medio de clientes en el sistema en estado estacionario.

Para demostrar (5.89) veamos la siguiente relacion:

Xon = Xo -~ UX,) + Ay, (5.90)

Donde:
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. 1. X, =10
I!.J'{kn:' = { ;}: X, =0

Sitomamos esperanzas en (5.90) tenemos:
E[Xyn] = E[Xa] — EUX)] + E[An]
Y tomando en cuenta que en estado estacionario se verifican las igualdades.
L=FE[X,|=FE|[X,u]
Entonces la ecuacion (5.90) nos queda de la siguiente forma:
EU(Xa)] = E [Ansa]

Asi pues:
jlI—r'-'|["‘11nt+l] — Jrl—"-‘1[-E-[-’dln+l,?|l-*{3"r1nt+l]]
= / E [Ani1/Sns] g(t)dt
0

= f Alg(t)dt
0

= }./ .l_fj{!'-jldl'-
0

= AE[S,1]
A
i

= F (5.91)

Elevando al cuadrado (5.90) y tomando esperanzas tenemos:
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Xow = [Xa—U(Xa) + Ana]”
[Xn — U(Xa) + Ania] [Xn — U(X5) + Anya]
X2+ XpApin — XoU(Xp) + A1 X+ A2, — A U(X,)
V(X)X — U(X) A + U(XL)?
X2 U(X) + AL+ 2X A0 — 2U (X)X, — 24,0 U(X,)
BIX2,] = BIXE]+ EU(X0)* + E[AR ] + 2B[Xa] E[An ]

28U (Xn)| E[Xa] — 2E[U(Xa)]| E[Ania]

0 = BEU(Xa)"] + BlAL] — 28U (X)) E[X,)]
—2E[U(X ) E[Ania] + 2E[X ) E[Ansa]

= p+ BE[AZ] 2L —2p* + 2Lp
2L —2Lp = p+ BE[AL,] - 20"

p— 20" + BIAG ]

L= 2(1— p) (5.92)

Desarrollando
H[Aiﬂ] = V[Aun] + H[fd-nﬂ]z
= V[Au] +p*
V[Aun] = EVI[Awn/San]] + V[E[Ani /San]]
= E[ASpn] + V[ASu4]
= AE[Sp1] + AV [Shi4]
Ai + No

(5.93)

= p+Aog (5.94)

Asi que:
p—2p" +p+ Noi+p?
2(1—p)
2p(1 — p) + Mol + p°
2(1—p)

Mok p?

2(1—p) (5.95)

L
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A partir de la ecuacion anterior se pueden obtener W, Wq y Lg ya que siguen verificandose las
férmulas de Little y la relacién entre tiempos medios en el sistema de la cola, vemos entonces los

siguientes resultados:

A

W =% W, =W — =& L,= W,
4. CONCLUSIONES.

La teoria de las colas es el estudio matematico de las colas o lineas de espera. La formacion de
colas es, por supuesto, un fendmeno comdn que ocurre siempre que la demanda efectiva de un

servicio excede a la oferta efectiva.

Con frecuencia, las empresas deben tomar decisiones respecto al caudal de servicios que debe
estar preparada para ofrecer. Sin embargo, muchas veces es imposible predecir con exactitud
cuando llegaran los clientes que demandan el servicio y/o cuanto tiempo sera necesario para dar
ese servicio; es por eso que esas decisiones implican dilemas que hay que resolver con informacién
escasa. Estar preparados para ofrecer todo servicio que se nos solicite en cualquier momento puede
implicar mantener recursos 0ociosos y costos excesivos. Pero, por otro lado, carecer de la capacidad
de servicio suficiente causa colas excesivamente largas en ciertos momentos. Cuando los clientes
tienen gue esperar en una cola para recibir nuestros servicios, estan pagando un coste, en tiempo,
mas alto del que esperaban. Las lineas de espera largas también son costosas por tanto para la

empresa ya que producen pérdida de prestigio y pérdida de clientes.

La teoria de las colas en si no resuelve directamente el problema, pero contribuye con la informacion
vital que se requiere para tomar las decisiones concernientes prediciendo algunas caracteristicas

sobre la linea de espera: probabilidad de que se formen, el tiempo de espera promedio.

Pero si utilizamos el concepto de "clientes internos" en la organizacion de la empresa, asociandolo
a la teoria de las colas, nos estaremos aproximando al modelo de organizacion empresarial "just in
time" en el que se trata de minimizar el costo asociado a la ociosidad de recursos en la cadena

productiva.
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ANEXOS




Figura 1 Sistema de colas basico
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Figura 2 Sistema de colas en espera

e O
LA A1 1) -
-

-
-

Proceso €a ® o

= m ~ i}

Sistemade 1 cola y 2 canales (2 servidores)

Figura 3 Sistema de colas una cola para cada canal
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Figura 4 Sistema de colas multietapa

el ot o) E—(O S O] E—( S
O O
0 O

Figura 5 Proceso de nacimiento y muerte de un sistema de colas

Diagrama de tasas del proceso de nacimiento y

muerte.
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