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Resumen

El origen de la teoría de Cohomologíade álgebras de Lie radica en la topología algebraica. Che-

valley -Eilenberg han demostrado que la cohomología real del espacio topológico subyacente de

un grupo de Lie compacto es isomorfo a la cohomología real de su álgebra de Lie.

Se darán pruebas cohomológicas de los dos teoremas principales en la teoría de álgebras de Lie

sobre un campo de característica 0. El primero de estos teoremas es que las representaciones

de dimensiones finitas de un álgebra de Lie semi-simple son completamente reducibles. El paso

principal en esa prueba será demostrar que el primer grupo de cohomología de una álgebra de

Lie semisimple de dimensión finita es trivial. Esto es conocido como el primer Whitehead Lem-

ma. Luego se demostrará que cada álgebra de Lie g de dimensión finita es la extensión dividida

de un álgebra de Lie semi-simple por el radical de g: el paso principal en la prueba de este re-

sultado será mostrar que el segundo grupo de cohomología de un álgebra de Lie semisimple de

dimensión finita es trivial. Esto se conoce como el segundo Lema de Whitehead.
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Introducción

Las álgebras de Lie forman el aparato básico de lo que se conoce genéricamente por la teoría

de Lie. Esta teoría tuvo su origen alrededor de 1870 a partir de la idea, aparentemente simple,

abordar ecuaciones diferenciales desde el mismo punto de vista que el adoptado por Galois para

las ecuaciones algebraicas. El programa, lanzado por Sophus Lie y Felix Klein, consistió en es-

tudiar las ecuaciones diferenciales a través de sus simetrías. Este programa destacó los continuos

grupos de transformaciones para lo cual se ha creado una extensa teoría a lo largo de los años

con ramificaciones en las áreas más diversas de las matemáticas y sus aplicaciones.

La palanca básica en la creación de este vasto cuerpo de conocimiento matemático fue la descu-

bierta por S. Lie, de los grupos infinitesimales o, como se dice hoy, de las álgebras de Lie. Los

resultados pioneros de la teoría, que luego se llamaron teoremas de Lie, establecen la relación

entre los grupos de transformaciones, actualmente llamados grupos de Lie, y álgebras de Lie,

a través de la aplicación de exponencial. Estos teoremas mostraron tempranamente una de las

características de la teoría de Lie que es la de contrarrestar los conceptos complementarios de

Lie de grupos y álgebras. Los grupos de Lie tienen una naturaleza geométrica, mientras que las

álgebras de Lie son objetos algebraicos por excelencia.

Es difícil hablar de una justificación para el estudio de las álgebras de Lie, sería más conveniente

hablar de justificaciones por las múltiples aplicaciones que puede tener en la ciencia moderna.

Como ya se ha indicado anteriormente, entendemos que la enorme trascendencia de la obra de

Lie, tanto sobre los fundamentos de la Matemática actual como por su extensa aplicación a otras

ciencias, tales como Física, Ingenierías y economía y finanzas por ejemplo, le hacen merecedora

de ser un poco más conocida y estudiada.

Como una muestra de la aplicación del trabajo de Lie a la Física Moderna, destaca que los gru-

pos y las álgebras de Lie son muy utilizadas actualmente como herramientas en el estudio de
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INTRODUCCIÓN

las simetrías, no sólo de las clásicas en el espacio-tiempo, sino en las nuevas asociadas con los

grados de libertad interna de las partículas y de los campos, así como también en la moderna

teoría de las súpercuerdas.

El objetivo de este trabajo es demostrar los teoremas descomposición de Weyl y Levi haciendo

uso de conceptos elementales de la teoría de álgebras de Lie, sus principales resultados (teo-

remas, proposiciones), clasificándolos según sus propiedades para después introducirlos en el

contexto de la cohomología de álgebras de Lie y establecer la relación entre el espacio de coho-

mología y la existencia de complementares. Para esto, se ha estructurado en cuatro capítulos en

los cuales se pretende abordar y desglosar la teoría necesaria para el desarrollo sistemático de

la investigación, comenzando desde una introducción de la teoría de las álgebras de Lie hasta

llegar a los resultados buscados en la cohomología de álgebras de Lie.

En el primer capítulo se estudian y analizan con bastante detenimiento las álgebras de Lie, de-

finiendo formalmente una álgebra de Lie mostrando ejemplos que ilustran sus características y

diversidad de contextos, asimismo algunos resultados relevantes en la teoría. Posteriormente se

estudian ideales, homomorfismos, derivaciones, representaciones y series de composición sobre

estas álgebras.

En el capítulo 2 se definen unos casos especiales de álgebras de Lie como lo son las álgebras

de Lie nilpotentes y las álgebras de Lie solubles, tiene como principal objetivo estudiar estas

álgebras de Lie agregando conceptos sobre los mismos, como la noción de nilrepresentaciones,

espacios de peso, también se presentan resultados acerca de una descomposición en espacios

de peso y existencia de un ideal nilpotente maximal llamado nilradical. Además se presentan

el teorema de Lie y el teorema de Engel sobre álgebras de Lie de solubles de transformaciones

lineales. Se termina la temática abordando las álgebras de Lie simples y semisimples y presen-

tando resultados importantes sobre ellas.

Luego, en el capítulo 3, se introducen las definiciones de espacio de aplicaciones multilineales

alternadas, operador diferencial exterior y cohomología de álgebras de Lie, además de algunas

propiedades, resultados generales y ejemplos, se determinan las relaciones entre el anulamiento

de los espacios de cohomología y la existencia de complementares,las cuales serán fundamen-

tales para realizar construcciones y entender los resultados del capítulo siguiente.

Concluyendo en el último capítulo, se darán pruebas cohomológicas de los dos teoremas prin-
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INTRODUCCIÓN

cipales del trabajo en la teoría de las álgebras de Lie, los teoremas de descomposición de Weyl

y Levi. El primero de estos teoremas afirma que las representaciones de dimensión finita de una

álgebra de Lie semisimple son completamente reducibles. El paso principal en esa prueba será

mostrar que el primer espacio de cohomología de una representación arbitraria de una álgebra

de Lie semisimple es trivial, esto es conocido como el primer Lema de Whitehead. Luego se

demostrará que cada álgebra de Lie de dimensión finita g es la suma directa de un álgebra de

Lie semisimple por el radical soluble de g . El paso principal en la prueba de este resultado será

mostrar que el segundo espacio de cohomología de una representación arbitraria de un álgebra

de Lie semisimple es trivial, esto se conoce como el segundo Lema Whitehead.

Existe una relación muy estrecha entre la cohomologia de Algebras de Lie (un concepto alge-

braico) y la cohomologia de Grupos de Lie (un concepto topologico), por lo cual la tesis también

apoya el estudio de los grupos de Lie.

El teorema de Weyl reduce el estudio de las representaciones arbitrarias de un algebra semisim-

ple al estudio de sus representaciones completamente reducibles, ademas implica que los grupos

de cohomología de orden superior a 2 también se anulan en el caso de algebras semisimples y

representaciones irreducibles no triviales.

El teorema de Levi tiene gran importancia dentro de las algebras de Lie, ya que da un entendi-

miento profundo acerca de estas estructuras algebraicas.

INTRODUCCIÓN 3



Capítulo 1

Álgebras de Lie

Este es un capítulo introductorio, formado en su mayor parte por las definiciones de conceptos

que forman el lenguaje básico de la teoría de las álgebras de Lie. Estos conceptos se ilustran

abundantemente con ejemplos que deberían guiar la lectura de capítulos posteriores. Los re-

sultados (proposiciones, teoremas, etc.) incluidos aquí no tienen un carácter profundo y sirven

principalmente para continuar la exposición y articulan entre sí los diferentes conceptos.

1.1. Definición y ejemplos

Definición 1.1. Una álgebra de Lie g consiste en un espacio vectorial dotado de un producto

(corchete o conmutador)

[ , ] : g× g −→ g

con las siguientes propiedades:

1. Es bilineal.

2. Antisimetrico, es decir, [X,X] = 0, para todo X ∈ g ( lo que implica [X, Y ] = − [Y,X],

para todoX, Y ∈ g y es equivalente si el cuerpo de escalares no es de característica dos).

3. Satisface la identidad de Jacobi, es decir, para todo X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0

Esta igualdad puede ser escrita alternativamente de una de las siguientes formas:

4



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

a) [X, [Y, Z]] = [[X, Y ] , Z] + [Y, [X,Z]].

b) [[X, Y ] , Z] = [[X,Z] , Y ] + [X, [Y, Z]].

En general, una álgebra es un espacio vectorial g dotado de un producto, es decir, una aplicación

de g × g a valores en g. Cualquier aplicación de este tipo que merezca el nombre de producto

debe ser bilineal. La antisimetría y la identidad de Jacobi son características de las álgebras de

Lie.

Definición 1.2. Sea g una álgebra de Lie. Una subálgebra de Lie es un subespacio vectorial h

de g que es cerrado por el corchete, es decir, [X, Y ] ∈ h si X, Y ∈ h.

Evidentemente, una subálgebra de Lie es una álgebra de Lie con la estructura heredada por la

estructura de g.

Ejemplos:

1. Todo espacio vectorial es una álgebra de Lie con el corchete nulo.

2. gl (n,K): el espacio de todas las transformaciones lineales de un espacio vectorial de

dimension n sobre el cuerpo K que es lo mismo que el espacio de matrices n × n con

coeficientes en K. El corchete es dado por

[X, Y ] = XY − Y X

con X y Y matrices.

3. Álgebras de Lie provenientes de álgebras asociativas: Sea A una álgebra asociativa y

defina en A el corchete por el conmutador

[x, y] = xy − yx x, y ∈ A.

Este corchete define en A una estructura de álgebra de Lie.

4. Álgebras abelianas :[ , ] = 0. En este caso la estructura de álgebra de Lie no enriquece

nada a la estructura de espacio vectorial.

Ejemplos de álgebras abelianas:

1.1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 5



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

a) Si dim g = 1, g es abeliana.

b) Todo subespacio de dimensión 1 de una álgebra de Lie cualquiera es una subálgebra

abeliana.

c) El espacio de las matrices diagonales es una subálgebra abeliana de gl (n,K).

5. Subálgebras de gl (n,K):

a) so (n,K) = {X ∈ gl (n,K) : X + X t = 0}, donde X t indica la transpuesta de la

matriz X .

b) sl (n,K) = {X ∈ gl (n,K) : trX = 0}.

c) El espacio de las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal:

{X ∈ gl (n,K) : X =


0 ∗

. . .

0 0

}
es una subálgebra.

d) El espacio de las matrices triangulares superiores:

{X ∈ gl (n,K) : X =


a1 ∗

. . .

0 an

}
es una subálgebra.

6. Álgebras de dimensión ≤ 2:

a) Si dim g = 1. Entonces g es abeliana.

b) Si dim g = 2. Existen dos posibilidades:

i) g es abeliana.

ii) Existe una base {X, Y } de g tal que

[X, Y ] = Y

1.1. DEFINICIÓN Y EJEMPLOS 6



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

el corchete de dos elementos cualquiera de g es dado por:

[aX + bY, cX + dY ] = (ad− bc) [X, Y ] = (ad− bc)Y.

En efecto, suponga que g no sea abeliana y tome una base {X ′, Y ′} de g. Entonces

[X ′, Y ′] 6= 0, pues caso contrario seria abeliana. Sea Y ′′ = [X ′, Y ′] y escoja X ′′

tal que {X ′′, Y ′′} sea base de g. Entonces X ′′ = aX ′ + bY ′, Y ′′ = cX ′ + dY ′ y

[X ′′, Y ′′] = αY ′′

con α 6= 0 (pues {X ′′, Y ′′} es base y si α = 0, la álgebra sería abeliana). Los

elementos X = 1
α
X ′′, Y = Y ′′ forman la base requerida.

Las álgebras:

g = {

 a b

0 −a

 : a, b ∈ K} y g = {

 a b

0 0

 : a, b ∈ K}

son ejemplos concretos de álgebras bidimensionales no abelianas.

1.2. Generalidades algebraicas

1.2.1. Morfismos

Definición 1.3. Una transformación lineal ψ : g −→ h (con g y h álgebras de Lie) es un:

homomorfismo si ψ [X, Y ] = [ψX,ψY ].

isomorfismo si es un homomorfismo invertible.

automorfismo si es isomorfismo y g = h.

Las álgebras g y h son isomorfas si existe un isomorfismo ψ : g −→ h.

Ejemplos:

1. Los homomorfismos entre las álgebras abelianas son las transformaciones lineales.

1.2. GENERALIDADES ALGEBRAICAS 7



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

2. Si ψ : g −→ h es un homomorfismo y h es abeliana entonces ker ψ contiene todos los

elementos de la forma [X, Y ] , X, Y ∈ g, pues ψ [X, Y ] = [ψX,ψY ] = 0.

3. La aplicación traza:

tr : gl (n,K) −→ K

Es un homomorfismo, pues tr (XY − Y X) = 0 para cualesquiera transformaciones li-

neales X, Y y por tanto tr [X, Y ] = 0 = [trX, trY ], ya que K por ser de dimensión uno,

es una álgebra abeliana.

4. Sea P una transformación lineal invertible del espacio vectorial V . Entonces la conjuga-

ción por P :

A ∈ gl (V ) 7−→ PAP−1 ∈ gl (V )

es un automorfismo de gl (V ).

1.2.2. Constantes de estructura

Una forma de verificar que álgebras de Lie de dimensión finita son isomorfas es a través del

corchete entre elementos de sus bases. Sea g una álgebra de Lie y {X1, . . . , Xn} una base de g.

Tomando dos elementos Xi, Xj de esta base, el corchete entre ellos [Xi, Xj] puede ser escrito

como combinación lineal

[Xi, Xj] =
∑
k

ckijXk.

Los coeficientes ckij son denominados constantes de estructura de la álgebra en relación a la

base. Estas constantes determinan la álgebra, a menos de isomorfismos. En efecto, sea h una

álgebra de Lie con una base {Y1, . . . , Yn} con las mismas constantes de estructura ckij que g. Sea

también la transformación lineal ψ : g −→ h tal que ψ (Xi) = Yi. Entonces

ψ [X, Y ] =
∑
ijk

aibjckijψ (Xk) =
∑
ij

aibj [Yi, Yj] = [ψX,ψY ]

donde ai y bj; i, j = 1, . . . , n son las coordenadas de X y Y respectivamente en relación a la

base de g. Esto muestra que ψ es un isomorfismo, y por tanto, g y h son isomorfas.

Las constantes de estructura satisfacen las igualdades para toda terna i, j, k,m:

1.2. GENERALIDADES ALGEBRAICAS 8



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

ckij = −ckji∑
l,m

(
clijc

m
lk + cljkc

m
li + clkic

m
lj

)
= 0

la primera de ellas es debido a la antisimetría del corchete y la segunda la identidad de Jacobi.

Recíprocamente, se puede verificar que dadas constantes ckij que satisfacen esas dos igualdades,

ellas son las constantes de estructura de una álgebra de Lie, es decir, partiendo de una base

{X1, . . . , Xn} de un espacio vectorial, definiendo [Xi, Xj] = ckijXk y extendiendo por bilineali-

dad, se obtiene una álgebra de Lie en el espacio vectorial cuyas constantes de estructura son ckij .

Estos hechos muestran que para conocer una álgebra de Lie, a menos de isomorfismos, es sufi-

ciente conocer los corchetes de los elementos de una base.

1.2.3. Ideales

Definición 1.4. Un subespacio h ⊂ g es un ideal si:

∀Y ∈ h, X ∈ g [X, Y ] ∈ h

es decir,

[g, h] = span{[X, Y ] : X ∈ g, Y ∈ h} ⊂ h

Es claro que todo ideal es una subálgebra. Sin embargo, no toda subálgebra es un ideal. Por

ejemplo, el subespacio de sl (2,R) generado por:

 1 0

0 −1

es una subálgebra por ser unidi-

mensional, pero no es un ideal, pues:

[

 1 0

0 −1

 ,

 0 1

0 0

] =

 0 2

0 0


Ejemplos:

1. Todo subespacio de una álgebra abeliana es un ideal.

2. Dada una álgebra de Lie g, los subespacios {0} y g son ejemplos triviales de ideales en g.

3. Dada una álgebra de Lie g, el centro de g, definido por

z (g) = {X ∈ g : [X, Y ] = 0 para todo Y ∈ g}.

1.2. GENERALIDADES ALGEBRAICAS 9



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

es un ideal de g. En efecto, X ∈ z (g) y Y, Z ∈ g, entonces

[[X, Y ] , Z] = [X, [Y, Z]] + [[Y, Z] , X] = 0

por lo tanto [X, Y ] ∈ z (g)

Las propiedades de la suma y de la intersección de ideales y subálgebras están catalogadas en la

proposición:

Proposición 1.5. Sea g una álgebra de Lie.

1. La intersección de subálgebras o ideales de g es una subálgebra o ideal, respectivamente.

2. Si h1 es un ideal y h2 una subálgebra, entonces h1 + h2 y h1 ∩ h2 son subálgebras de g.

3. Si h1 y h2 son ideales de g, entonces h1 + h2 es un ideal de g.

Demostración. 1. La primera parte es inmediata.

2. Si h1 y h2 son un ideal y una subálgebra, respectivamente, es claro que h1 + h2 y h1 ∩ h2

son subespacios vectoriales de g. Ahora, si X, Y ∈ h1 + h2, se pueden escribir como

X = X1 +X2 y Y = Y1 + Y2, donde X1, Y1 ∈ h1 y X2, Y2 ∈ h2, entonces:

[X, Y ] = [X1 +X2, Y1 + Y2] = [X1, Y1] + [X1, Y2] + [X2, Y1] + [X2, Y2] ∈ h1 + h2

pues los tres primeros términos de la suma están en h1 y el cuarto está en h2. Esto prueba

que h1 + h2 es una subálgebra de g.

La prueba de que h1 ∩ h2 es una subálgebra, es consecuencia de item anterior, ya que h1

es también una subálgebra.

3. Para ver que h1 +h2 es un ideal se procede como sigue: si X ∈ h1 +h2 conX = X1 +X2,

donde X1 ∈ h1 y X2 ∈ h2 y tomando Y ∈ g, se tiene

[X, Y ] = [X1 +X2, Y ] = [X1, Y ] + [X2, Y ] ∈ h1 + h2

pues h1 y h2 son ideales. Por lo tanto h1 + h2 es un ideal de g.
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La suma de subálgebras no es, en general, una subálgebra. Una situación típica es la suma de dos

subespacios unidimensionales. Cada uno de ellos es una subálgebra y sin embargo el corchete

entre ellos puede salir del subespacio de dimensión dos que los contiene. Por ejemplo, sean

h1 y h2 los subespacios de sl (2,R) generados por

 1 0

0 −1

 y

 0 1

1 0

 respectivamente.

Como:

[

 1 0

0 −1

 ,

 0 1

1 0

] =

 0 2

−2 0

 ,

h1 + h2 no es subálgebra.

Sea ψ : g −→ h un homomorfismo. Las siguientes afirmaciones son de verificación inmediata:

ker ψ es un ideal.

im ψ es una subálgebra.

1.2.4. Cocientes y teoremas de isomorfismo

Definición 1.6. Sea g una álgebra de Lie y h ⊂ g un ideal. Se define la álgebra de Lie cociente

como g/h, el espacio vectorial cociente, dotado de un corchete definido por:

[X,Y ] = [X, Y ]

donde X denota la clase X + h.

La definición del corchete en la álgebra de Lie cociente no depende de los representantes ele-

gidos. En efecto, sean X,X ′, Y, Y ′ ∈ g con X = X ′ y Y = Y ′, entonces X − X ′ ∈ h y

Y − Y ′ ∈ h.

Ya que el corchete de Lie es bilineal,

[X, Y ] = [X ′ + (X −X ′) , Y ′ + (Y − Y ′)]

= [X ′, Y ′] + [X −X ′, Y ′] + [X ′, Y − Y ′] + [X −X ′, Y − Y ′]

puesto que h es un ideal, [X −X ′, Y ′] , [X ′, Y − Y ′] , [X −X ′, Y − Y ′] ∈ h. Por lo tanto

[X, Y ] = [X ′, Y ′], de esta forma g/h con la operación definida es un álgebra de Lie.

Relacionados con los homomorfismos de álgebras de Lie cocientes, existen los
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Teoremas de isomorfismo

1. Sea ψ : g −→ h un homomorfismo, entonces,

g/ ker ψ ≈ im ψ.

2. Sean g una álgebra de Lie y h1, h2 ⊂ g ideales de g, entonces,

(h1 + h2) /h1 ≈ h2/h1 ∩ h2.

El isomorfismo es obtenido pasando al cociente el homomorfismo

x1 + x2 ∈ h1 + h2 7−→ x̄2 ∈ h2/h1 ∩ h2.

Ejemplos:

1. Suponga que g se escribe como suma directa

g = h1 ⊕ h2

con h1 ideal y h2 subálgebra, entonces g/h1 ≈ h2. El isomorfismo es dado por X ∈

h2 7−→ X̄ ∈ g/h1.

2. El subconjunto

z = {a1 ∈ gl (n,K) : a ∈ K}

es un ideal de gl (n,K), pues la identidad conmuta con todas las matrices. Además,

gl (n,K) = z⊕ sl (n,K) y por el ejemplo anterior, gl (n,K) /z ≈ sl (n,K).

3. Sean

g = {X ∈ gl (3,K) : X =


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}
y

h = {X ∈ gl (3,K) : X =


0 0 ∗

0 0 0

0 0 0

}
h es un ideal de g, pues para todo X ∈ g, Y ∈ g, [X, Y ] = 0. El cociente g/h es una

álgebra abeliana pues dadosX, Y ∈ g, [X, Y ] ∈ h. La álgebra g es conocida como álgebra

de Heisenberg.
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1.2.5. Suma directa

Definición 1.7. Sean g1, . . . , gn álgebras de Lie y

g = g1 ⊕ · · · ⊕ gn

su suma como espacios vectoriales. es decir, g = g1 × · · · × gn con la estructura vectorial

producto. Para X = (X1, . . . Xn) y Y = (Y1, . . . Yn) la expresión

[X, Y ] = ([X1, Y1] , . . . , [Xn, Yn])

define en g una estructura de álgebra de Lie.

1.2.6. Extensión del cuerpo de escalares

Sean g una álgebra de Lie sobre un cuerpo K y K una extensión de K. Sea también gK el espacio

vectorial sobre K extensión de g. Los elementos de gK son de la forma: X =
∑
aiXi con

ai ∈ K, Xi ∈ g. Para X =
∑
aiXi, Y =

∑
bjYj ∈ gK, defina

[X, Y ] =
∑

aibj [Xi, Yj] ∈ gK.

Este corchete define en gK una álgebra de Lie, como puede ser verificado fácilmente.

1.3. Representaciones

Definición 1.8. Sea V un espacio vectorial y gl (V ) la álgebra de Lie de transformaciones

lineales de V . Sea también g una álgebra de Lie (sobre el mismo campo de escalares que V ).

Una representación de g en V es un homomorfismo:

ρ : g −→ gl (V )

V se denomina el espacio de representación y su dimensión es la dimensión de la representa-

ción.

Se dice que la representación es fiel si ker ρ = {0}.
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Ejemplos:

1. Si g ⊂ gl (V ) es una subálgebra, la inclusión define, trivialmente, una representación de g

en V denominada representación canónica.

2. Sea g la álgebra de Lie de dimensión dos no abeliana y tome una base {X, Y } de g tal que

[X, Y ] = Y . La transformación lineal ρ : g −→ gl (2,K) que satisface:

ρ (X) =

 1/2 0

0 −1/2

 ρ (Y ) =

 0 1

0 0


define una representación fiel de g. Su imagen es:

im ρ = {

 a b

0 −a

 : a, b ∈ K}.

3. La aplicación

 a b

c −a

 ∈ sl (2,K) 7−→


2a −2b 0

−c 0 b

0 2c −2a

 ∈ gl (3,K)

es una representación de sl (2,K). En efecto, sea {X,H, Y } la base de sl (2,K) donde

X =

 0 1

0 0

 H =

 1 0

0 −1

 Y =

 0 0

1 0


Sus constantes de estructura son dadas por:

[H,X] = 2X [H,Y ] = −2Y [X, Y ] = H.

Las imágenes de los elementos de esta base forman una base de im ρ que tiene las mismas

constantes de estructura.

1.3.1. Representación adjunta

Sea g una álgebra de Lie. Para X ∈ g, considere la transformación lineal:

ad (X) : g −→ g

Y 7−→ ad (X) (Y ) = [X, Y ]
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La aplicación:

ad : g −→ gl (g)

X 7−→ ad (X)

define una representación de g en g, pues la linealidad proviene de la bilinealidad de corchete.

Además,

ad [X, Y ] (Z) = [[X, Y ] , Z] = [X, [Y, Z]] + [[X,Z] , Y ]

= [X, [Y, Z]]− [Y [X,Z]]

= ad (X) [Y, Z]− ad (Y ) [X,Z]

= adX adY (Z)− adY adX (Z)

= [adX, adY ] (Z)

para todo Z ∈ g. Esta representación es denominada representación adjunta.

El núcleo de la representación adjunta es el centro de g, z (g).

Antes de ver algunos ejemplos, vale la pena hacer una observación sobre las notaciones: si h ⊂ g

es una subálgebra y X ∈ h, la notación ad (X) puede significar tanto una transformación lineal

de g como de h. Muchas veces es necesario distinguir esos dos casos. Cuando eso ocurre, lo

usual es indicar la álgebra con un subíndice. Por ejemplo, adh (X), es una transformación lineal

de h.

Ejemplos:

1. La representación adjunta de una álgebra abeliana g es trivial, es decir, para todo X ∈

g, ad (X) = 0

2. La representación considerada en el ejemplo 3 de la anterior sección, es la representación

adjunta de sl (2,K): las matrices de ad (X) , ad (H) y ad (Y ) en la base {X,H, Y } son,

respectivamente,
0 −2 0

0 0 1

0 0 0




2 0 0

0 0 0

0 0 −2




0 0 0

−1 0 0

0 0 2
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3. Sea

g = {gl (3,K) : X :


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}
la álgebra de Heisenberg. Tome la base β = {X, Y, Z} con

X =


0 1 0

0 0 0

0 0 0

 Y =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 Z =


0 0 1

0 0 0

0 0 0


Sus constantes de estructura son dadas por [X, Y ] = Z y los otros corchetes son todos

nulos. De ahí que ad (Z) = 0 y las matrices de ad (X) y ad (Y ) en la base dada son:

[ad (X)]β =


0 0 0

0 0 0

0 1 0

 [ad (Y )]β =


0 0 0

0 0 0

−1 0 0


El centro z (g) es el subespacio generado por Z que coincide con el ideal del ejemplo 3

presentado en la sección de cocientes. Como fue mencionado en aquel ejemplo, g/z (g) es

una álgebra abeliana. Este hecho puede ser verificado a partir de los corchetes descritos

arriba.

4. Sea g la álgebra no abeliana bidimensional y β = {X, Y } una base de g tal que [X, Y ] =

Y . En esta base, las matrices de ad (X) y ad (Y ) son:

[ad (X)]β =

 0 0

0 1

 [ad (Y )]β =

 0 0

−1 0


Por tanto, la representación es dada por:

[ad (aX + bY )]β =

 0 0

−b a


que es una representación fiel, es decir, su centro es trivial.
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1.3.2. Construcciones con representaciones

Representaciones equivalentes

Sea ρ1 y ρ2 dos representaciones de una misma álgebra de Lie g en los espacios V1 y V2

respectivamente, estas representaciones se dicen equivalentes si existe un isomorfismo lineal

P : V1 −→ V2 tal que:

ρ2 (X) ◦ P = P ◦ ρ1 (X) (1.1)

para cualquier X ∈ g. Recíprocamente, dados una representación ρ1 y un isomorfismo lineal P ,

definiendo ρ2 a partir de la expresión (1.1), se obtiene una representación equivalente a ρ1. El

isomorfismo P que realiza la equivalencia entre las representaciones es denominada operador

de intercambio entre ρ1 y ρ2.

De manera más general, si ρ1 y ρ2 satisfacen (1.1) con P no invertible, se dice que P es una

aplicación entre las representaciones ρ1 y ρ2.

Suma directa de representaciones

Sean g una álgebra de Lie y ρ1, . . . , ρn representaciones de g en V1, . . . , Vn respectivamente.

Defina:

ρ : g −→ gl (V1 ⊕ · · · ⊕ Vn)

por ρ (X) = ρ1 (X) ⊕ · · · ⊕ ρn (X). Puesto que cada ρi es una representación, ρ define una

representación de g en V1 ⊕ . . .⊕ Vn denominada suma directa de las representaciones ρi.

Producto tensorial de representaciones

Sean g una álgebra de Lie y ρi, i = 1, . . . , n representaciones de g en Vi. Defina

ρ : g −→ gl (V1 ⊗ · · · ⊗ Vn)

por

ρ (X) = ρ1 (X)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · · + 1⊗ · · · ⊗ ρn (X) (1.2)

donde 1 representa la identidad en cada uno de los espacios. Entonces, ρ define una representa-

ción de g en V1 ⊗ . . .⊗ Vn. Este es el producto tensorial de representaciones.
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En el caso particular en que n = 2 el producto tensorial es:

ρ (X) (u⊗ v) = ρ1 (X)u⊗ v + u⊗ ρ2 (X) v

Vale la pena observar que la aplicación ρ (X) = ρ1 (X) ⊗ ρ2 (X) no define una representación

ya que no es lineal.

La representación ρ definida será denotada por ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρn. Esta notación, a pesar de permitir

una interpretación equivocada, es más compacta que la notación al pie de la letra:

ρ1 ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · · + 1⊗ · · · ⊗ ρn

y no debe generar confusión si queda claro que se trata de representaciones de álgebras de Lie.

Representaciones duales

Dada una representación ρ de g en V , se puede tomar la representación ρ∗ de g en el dual V ∗ de

V dada por la fórmula

ρ∗ (X) (λ) = −λ ◦ ρ (X) λ ∈ V ∗

ρ∗ define una representación de g en V ∗. En efecto,

ρ∗ [X, Y ]λ = −λ ◦ ρ [X, Y ] = −λ ◦ (ρ (X) ρ (Y )− ρ (Y ) ρ (X))

= (ρ∗ (X)λ) (ρ (Y ))− (ρ∗ (Y )λ) (ρ (X))

= (ρ∗ (X) ρ∗ (Y ))λ− (ρ∗ (Y ) ρ∗ (X))λ

= (ρ∗ (X) ρ∗ (Y )− ρ∗ (Y ) ρ∗ (X))λ = [ρ∗ (X) , ρ∗ (Y )]λ

El signo negativo que aparece en esa definición es necesario para que los corchetes aparezcan

en el orden correcto.

La representación ad∗ en g∗ dual de la representación adjunta es denominada representación

coadjunta.

Restricción de representaciones

Sea ρ una representación de g en V y suponga queW es un subespacio invariante por ρ, es decir,

∀X ∈ g, ρ (X)W ⊂ W.
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La aplicación:

ρ
∣∣
W

: X ∈ g 7−→ ρ (X)
∣∣
W
∈ gl (W )

define una representación de g en W .

La suma e intersección de espacios invariantes también son invariantes.

Cociente de representaciones

Sea ρ una representación de g en V y W ⊂ V un subespacio invariante por ρ. La aplicación:

ρ̄W : g −→ gl (V/W )

definida por X 7→ ρ (X) es una representación.

Extensión del cuerpo de escalares

Dada una álgebra de Lie g sobre un cuerpo K, es posible extender ese cuerpo de escalares para

todas las representaciones de g por el proceso mas usual de extensión: sean ρ una representación

de g en V y K una extensión de K. Denotando por gK y VK las extensiones de g y V respectiva-

mente, se puede definir para cada X ∈ g la extensión de ρ (X) a VK. Como los elementos de gK

son combinaciones lineales, con coeficientes en K, de elementos de g, este proceso define, como

es fácil verificar una representación de gK en VK. Estas extensiones son bastante útiles cuando

se desea trabajar con cuerpos algebraicamente cerrados.

Ejemplos:

1. El producto tensorial de una representación con la representación dual coincide con (mejor

dicho, es equivalente) a la representación adjunta en la álgebra de las transformaciones

lineales del espacio de representación. Para ver esto, tome una representación ρ de g en

V . El espacio gl (V ) de las transformaciones lineales de V es naturalmente isomorfo al

producto tensorial V ⊗ V ∗. El isomorfismo es definido en los elementos de V ⊗ V ∗ de la

forma v ⊗ λ, v ∈ V y λ ∈ V ∗ por v ⊗ λ 7→ f ∈ gl (V ), donde f (w) = λ (w) v, w ∈ V .

Tomando la representación σ = ρ⊗ 1 + 1⊗ ρ∗ en V ⊗ V ∗,

σ (X) fv,λ (u) = fρ(X)v,λ (u) + fv,ρ∗(X)λ (u) = λ (u) ρ (X) v + ρ∗ (X)λ (u) v

= λ (u) ρ (X) v − λ (ρ (X)u) v = ρ (X) fv,λ − fv,λ (ρ (X)u)
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y, para cualquier f ∈ gl (V ),

σ (X) f = ρ (X) f − fρ (X)

donde f es la transformación lineal asociada a v ⊗ λ, es decir, σ es equivalente a la

representación adjunta de g en gl (V ) inducida por ρ.

2. Sea

g = {(a, b, c) =


0 a c

0 0 b

0 0 0

 : a, b, c ∈ K}

la álgebra de Heisenberg y ρ la representación de g en K3 dada por la inclusión. Si

{e1, e2, e3} denota una base canónica de K3, los subespacios W1 y W2 generados por

{e1} y {e1, e2} respectivamente son invariantes por ρ.

Restricciones

a) ρ
∣∣
W1

= 0

b) ρ
∣∣
W2

evaluado en (a, b, c) es la transformación lineal que, respecto a la base {e1, e2},

tiene por matriz

 0 a

0 0

.

Cocientes

a) ρ̄W1 evaluado en (a, b, c) tiene por matriz

 0 b

0 0

 en la base {ē2, ē3}.

b) ρ̄W2 = 0

3. Un subespacio h ⊂ g es invariante por la representación adjunta si y sólo si h es un ideal

de g. En ese caso la imagen de la representación cociente es la representación adjunta de

g/h.

4. Sean ρ1, . . . , ρs representaciones de g en V1, . . . , Vs, interpretando los elementos del pro-

ducto tensorial

V = V1 ⊗ · · · ⊗ Vs
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como funcionales multilineales definidos en V ∗1 × · · · × V ∗s , para f = v1 ⊗ · · · ⊗ vs ∈ V

y X ∈ g, se tiene,

ρ (X) f (α1, . . . , αs) = −f (ρ∗1 (X)α1, . . . , αs)− · · · − f (α1, . . . , ρ
∗
s (X)αs)

donde ρ = ρ1 ⊗ · · · ⊗ ρs y αi ∈ V ∗i . En efecto,

ρ(X)f(α1, . . . , αs) = ρ (X) (v1 ⊗ · · · ⊗ vs) (α1, . . . , αs)

= ρ1(X)v1 ⊗ · · · ⊗ vs + · · ·+ v1 ⊗ · · · ⊗ ρs(X)vs(α1, . . . , αs)

= α1 (ρ1(X)v1) · · ·αs (vs) + · · ·+ α1 (v1) · · ·αs (ρs(X)vs)

= −ρ∗1(X)α1(v1) · · ·αs(vs)− · · · − α1(v1) · · · ρ∗s(X)αs(vs)

= −(v1 ⊗ · · · ⊗ vs)(ρ∗1(X)α1, α2, . . . αs)− · · ·

− (v1 ⊗ · · · ⊗ vs)(α1, α2, . . . , ρ
∗
s(X)αs)

= −f (ρ∗1 (X)α1, . . . , αs)− · · · − f (α1, . . . , ρ
∗
s (X)αs)

1.3.3. Descomposición de representaciones

Una representación ρ de g en V se dice irreducible si los únicos subespacios invariantes por ρ

son los triviales {0} y V .

La representación se dice completamente reducible si V se descompone como

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn

con cada Vi invariante y tal que la restricción de ρ a Vi es irreducible. Dicho de otra manera, ρ es

completamente reducible si ella es isomorfa a la suma directa ⊕ρ|Vi de representaciones irredu-

cibles. En general la descomposición de V en componentes irreducibles no es única, como será

visto en los ejemplos a seguir. A pesar de los nombres, una representación irreducible es siem-

pre completamente reducible. Las representaciones completamente reducibles son denominadas

también como representaciones semisimples.

La afirmación contenida en la siguiente proposición proporciona un criterio, utilizado frecuen-

temente, para verificar si una representación es completamente reducible.

Proposición 1.9. Sea ρ una representación de dimensión finita de g en V , entonces ρ es comple-

tamente reducible si y sólo si todo subespacio invariante admite un complementar invariante, es
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decir,

(∗) para todo W ⊂ V invariante, existe W1 también invariante tal que

V = W ⊕W1

Demostración. Asumiendo (∗), suponga que V no es irreducible (caso contrario no existe nada

que demostrar) y tome un subespacio invariante, no trivial W . Existe, entonces W1 invariante tal

que:

V = W ⊕W1.

Esta suma directa es la descomposición deseada si tanto W como W1 fueran irreducibles. Su-

ponga, por tanto, que uno de ellos, por ejemplo W , es reducible. Entonces, es posible quebrar

W a través de la siguiente afirmación crucial

(∗∗) W también satisface (∗).

En efecto, sea W ′ ⊂ W invariante. Entonces

W ′ ⊕W1 ⊂ V

es invariante pues la suma de subespacios invariantes es invariante. Como V satisface (∗), existe

W2 invariante tal que

V = (W ′ ⊕W1)⊕W2.

El subespacio (W1 ⊕W2) ∩ W es invariante pues la intersección de subespacios invariantes

también es invariante. Por eso, para verificar (∗∗) es suficiente mostrar que

W = ((W1 ⊕W2) ∩W )⊕W ′. (1.3)

Sea x ∈ W ′ y suponga que x ∈ W1 ⊕W2. Entonces x = y + z con y ∈ W1 y z ∈ W2. Como

x−y ∈ W ′⊕W1, de la igualdad x−y = z se tiene que x−y = z = 0 y de ahí que x ∈ W ′∩W1,

de donde se concluye que x = 0. Eso muestra que la suma del segundo miembro de (1.3) es

directa. Ahora, dado x ∈ W , se puede escribir

x = x1 + x2 + x3

con x1 ∈ W ′, x2 ∈ W1, x3 ∈ W2. Entonces x2 + x3 = x − x1 ∈ W , mostrando que W es

realmente la suma de los subespacios en (1.3) y, por tanto, (∗∗).
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A partir de ahora, la descomposición de V en subespacios invariantes e irreducibles se obtiene

por inducción, descomponiendo sucesivamente los subespacios que aparecen en las descompo-

siciones. Como V es de dimensión finita, este procedimiento es realizable.

Para la recíproca se usará inducción sobre la dimensión de V .

Si dimV = 1 no hay nada que demostrar. Para dimensiones mayores, escriba

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn

con cada Vi invariante e irreducible. Sea W ⊂ V invariante. Cada W ∩ Vi es invariante y como

los subespacios Vi son irreducibles, W ∩ Vi = {0} o Vi para todo i. Existen dos posibilidades:

Caso 1) Para algún i, por ejemplo i = 1,W ∩ V1 = V1, esto es, V1 ⊂ W . Entonces

W = V1 ⊕ (W ∩ (V2 ⊕ · · · ⊕ Vn)) .

En efecto, tome x ∈ W y escriba x = x1 + x2 con x1 ∈ V1 y x2 ∈ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn. Como

V1 ⊂ W,x1 ∈ W y, por tanto, que x2 ∈ W . de ahí que

W = V1 +W ∩ (V2 ⊕ · · · ⊕ Vn )

Esta suma es directa pues V1 ∩ (V2 ⊕ · · · ⊕ Vn) = 0. Usando ahora el paso de inducción,

existe W ′ tal que

V2 ⊕ · · · ⊕ Vn = (W ∩ (V2 ⊕ · · · ⊕ Vn))⊕W ′

y W ′ complementa a W en V ya que V1 ⊂ W .

Caso 2) Para todo i,W ∩ Vi = 0. Entonces, W ⊕ V1 está en las condiciones del primer caso y,

por tanto, existe W ′ invariante tal que

V = (W ⊕ V1)⊕W ′

es decir, V = W ⊕ (V1 ⊕W ′).

Con estos dos casos se concluye la demostración de la recíproca.
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Ejemplos:

1. La representación canónica de la álgebra de Heisenberg

g = {


0 a c

0 0 b

0 0 0

}
en K3 no es irreducible, pues los subespacios generados por {e1} y por {e1, e2} son inva-

riantes. Tampoco es completamente reducible ya que 〈e1〉, que es subespacio invariante,

no admite complementar invariante. Esto es consecuencia de que para todo x ∈ K3−〈e1〉,
0 1 1

0 0 0

0 0 0

x ∈ 〈e1〉 − {0}.

2. Sea la subálgebra abeliana de gl (4,K)

g = {diag{a, a, b, b} : a, b ∈ K}.

Denotando por {e1, . . . , e4} la base canónica, la descomposición

K4 = 〈e1〉 ⊕ · · · ⊕ 〈e4〉 = V1 ⊕ · · · ⊕ V4 (1.4)

es una descomposición en subespacios invariantes irreducibles. El subespacio W = 〈e1 +

e2〉 es invariante, pues restricto a 〈e1, e2〉, todo elemento de g es un múltiplo de la identi-

dad. Como W ∩ Vi = {0} para todo i, W no es una suma de los elementos de la descom-

posición (1.4).

La descomposición en invariantes irreducibles, en este caso no es única:

K4 = 〈e1 + e2〉 ⊕ 〈e2〉 ⊕ 〈e3〉 ⊕ 〈e4〉

también es una descomposición en invariantes irreducibles.

3. Las representaciones canónicas de gl (n,K) , sl (n,K) , so (n,K) , sp (n,K) y su (n) son

irreducibles.
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1.4. Derivaciones y productos semidirectos

1.4.1. Derivaciones

Definición 1.10. Una aplicación lineal D : g −→ g es una derivación de la álgebra de Lie g si

satisface:

D [X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] para todo X, Y ∈ g.

La colección de todas las derivaciones de g se lo denotará por Der g y es un subespacio vectorial

de gl (g).

La composición de derivaciones no es una derivación. Sin embargo, si D,D′ ∈ Der g, entonces

[D,D′] = DD′ −D′D es de nuevo una derivación. En efecto,

[D,D′] [X, Y ] = DD′ [X, Y ]−D′D [X, Y ]

= D ([D′X, Y ] + [X,D′Y ])−D′ ([DX, Y ] + [X,DY ])

= D [D′X, Y ] +D [X,D′Y ]−D′ [DX, Y ]−D′ [X,DY ]

= [DD′X, Y ] + [D′X,DY ] + [DX,D′Y ] + [X,DD′Y ]

− [D′DX, Y ]− [DX,D′Y ]− [D′X,DY ]− [X,D′DY ]

= [(DD′ −D′D)X, Y ] + [X, (DD′ −D′D)Y ]

= [[D,D′]X, Y ] + [X, [D,D′]Y ]

por lo tanto, el conjunto de todas las derivaciones de g, Der g, es una subálgebra del álgebra de

Lie gl (g).

Un tipo de derivación que aparece con frecuencia en la teoría son las adjuntas de los elementos

de g. Una de las formas de la identidad de Jacobi muestra que

ad (X) [Y, Z] = [X, [Y, Z]] = [[X, Y ] , Z] + [Y, [X,Z]]

o

ad (X) [Y, Z] = [ad (X)Y, Z] + [Y, ad (X)Z]

es decir, ad (X) es una derivación. Derivaciones de este tipo son denominadas derivaciones

internas. El conjunto de estas derivaciones coincide con la imagen de la representación adjunta.

El espacio de derivaciones internas es, por tanto, una subálgebra de gl (g).
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No toda derivación es interna. Un ejemplo trivial es el caso de las álgebras abelianas en el que

toda transformación lineal es una derivación, sin embargo, existe una unica interna, que es la

transformacion idénticamente nula.

Ejemplos:

1. Como ya fue mencionado, toda transformación lineal de una álgebra abeliana es una deri-

vación.

2. Sea g la álgebra de Lie bidimensional no abeliana y {X, Y } una base con [X, Y ] = Y .

Sea D : g −→ g lineal que en esta base se escribe como

D =

 a c

b d

 .

Para encontrar las relaciones entre a, b, c y d para que D sea derivación, es suficiente ver

la relación D [X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ] con X y Y elementos de la base dada (la

relación en general es obtenida por bilinealidad). La igualdad

DY = D [X, Y ] = [DX, Y ] + [X,DY ]

es equivalente a

cX + dY = [aX + bY, Y ] + [X, cX + dY ] = a [X, Y ] + d [X, Y ] = (a+ d)Y

y de ahí que D es una derivación si y solo si c = 0 y d = a+ d, es decir, a = 0. Por tanto,

las matrices de las derivaciones D de g son de la forma

D =

 0 0

b d

 .

Estas matrices tienen la misma forma que las matrices que aparecen en la representación

adjunta de g. Por tanto, toda derivación de g es una derivación interna.

1.4.2. Productos semidirectos

Representando una álgebra de Lie en otra por derivaciones, se puede construir una álgebra de

Lie en el producto cartesiano de dos álgebras. Este producto, llamado producto semidirecto,
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es bastante semejante al producto semidirecto de grupos y generaliza el producto directo visto

anteriormente. Los detalles de esta construcción son dados por la siguiente proposición.

Proposición 1.11. Sean g y h álgebras de Lie y ρ una representación de g en h. Suponga que

para todo X ∈ g, ρ (X) es una derivación de h y defina en g× h el corchete

[(X1, Y1) , (X2, Y2)] = ([X1, X2] , ρ (X1)Y2 − ρ (X2)Y1 + [Y1, Y2]) . (1.5)

Con este corchete, g× h es una álgebra de Lie que se descompone en suma directa

g× h = (g× 0)⊕ (0× h)

de una subálgebra isomorfa a g por un ideal isomorfo a h.

Demostración. El corchete en g × h es evidentemente antisimétrico. En cuanto a la identidad

de Jacobi, ella vale en la primera coordenada de por valer en g. Escribiendo vi = (Xi, Yi), la

segunda coordenada de [[v1, v2] , v3] se descompone en las cuatro partes

ρ [X1, X2]Y3 − ρ (X3) (ρ (X1)Y2 − ρ (X2)Y1)

−ρ (X3) [Y1, Y2]

[ρ (X1)Y2 − ρ (X2)Y1, Y3]

[[Y1, Y2] , Y3].

Sumando las permutaciones cíclicas, los términos correspondientes a la primera parte se anulan

por el hecho de que ρ es una representación. Los correspondientes a la última parte se anulan

por la identidad de Jacobi en h y los términos correspondientes a las segundas y terceras partes

se cancelan entre sí por el hecho de que ρ (Xi) es una derivación. Esto muestra la identidad de

Jacobi del corchete. A partir de ahí, las otras afirmaciones son inmediatas.

La notación para el producto semidirecto es g ×s h o g ×ρ h. Esta última notación es usada

cuando se desea resaltar la representación que define el producto semidirecto. Cualquiera de

las notaciones distingue g de h, ya que el papel que estas álgebras desempeñan en el producto

semidirecto son distintos.

El producto directo de dos álgebras puede ser visto como un caso particular de un producto

semidirecto. Para esto, basta tomar la representación nula de g en h. En este caso, g pasa a ser un
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ideal del producto y no sólo una subálgebra como ocurre con el producto semidirecto en general.

Además, un producto semidirecto es un producto directo si y sólo si g (o más exactamente g×0)

es un ideal de g ×s h y, es claro, en este caso ρ es la representación idénticamente nula. Este

hecho puede ser verificado directamente a partir de (1.5), que define el producto semidirecto,

o usando el hecho de que si dos ideales i1 y i2 de una álgebra satisfacen i1 ∩ i2 = 0, entonces

[X, Y ] = 0 para X ∈ i1 y Y ∈ i2, ya que el corchete está tanto en i1 como en i2.

La última afirmación de la proposición 1.11 garantiza que un producto semidirecto se escribe

como la suma directa de un ideal por una subálgebra. La recíproca de esta afirmación también es

verdadera. Si una álgebra s es la suma directa de un ideal h por una subálgebra g, también ella es

isomorfa al producto semidirecto g ×s h. La representación de g en h es dada por la restricción

a g de la representación adjunta de s, lo que es posible por el hecho de que h es un ideal. El

isomorfismo de s con g×s h es dado por la descomposición de s.

Ejemplo: Sea V un espacio vectorial y denote por af (V ) el espacio de las transformaciones

afines de V , es decir, el espacio de las transformaciones de V de la forma Tw = Aw+ v con A

lineal y v ∈ V . El espacio af (V ) es dado por el producto gl (V )× V . El corchete

[(A, v) , (B, u)] = ([A,B] , Au−Bv)

define en af (V ) una estructura de álgebra de Lie que es el producto semidirecto de gl (V ) por V

con la representación dada por la representación canónica. Un caso particular de estas álgebras

es la álgebra af (1) de las transformaciones afines de un espacio unidimensional. Observe que

af (1) tiene dimensión dos y no es abeliana y, por tanto esta es otra realización de la álgebra

bidimensional no abeliana.

1.5. Series de composición

1.5.1. Serie derivada

Tomando, como siempre, g una álgebra de Lie, para dos subconjuntos A y B de g será usada la

notación [A,B] para indicar el subespacio generado por

{[X, Y ] : X ∈ A, Y ∈ B}.

1.5. SERIES DE COMPOSICIÓN 28



CAPÍTULO 1. ÁLGEBRAS DE LIE

Se define por inducción, los siguientes subespacios de g:

g(0) = g

g′ = [g, g]

...

g(k) =
[
g(k−1), g(k−1)

]
.

Proposición 1.12. g(k) es ideal de g para todo k ≥ 0. En particular g(k) es subálgebra y, por

tanto, la secuencia es decreciente: g(k+1) ⊂ g(k).

Demostración. Por inducción sobre k: g(0) = g es evidentemente un ideal.

Asumiendo que g(k−1) es ideal, sean X ∈ g y Y ∈ g(k). Y se puede escribir como

Y =
∑
i

[Zi,Wi]

con Zi,Wi ∈ g(k−1). Por la identidad de Jacobi,

[X, Y ] =
∑
i

[X, [Zi,Wi]] =
∑
i

[[X,Zi, ] ,Wi] + [Zi, [X,Wi]]

y ésta última suma está en g(k), pues cada factor de los corchetes está en g(k−1). Por tanto g(k) es

ideal.

Ahora, como g(k) es ideal para todo k ≥ 0,

g(k+1) =
[
g(k), g(k)

]
⊂
[
g(k), g

]
⊂ g(k).

Por tanto la serie es decreciente.

Ejemplos:

1. g es abeliana si y sólo si g′ = 0.

2. g = {


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}; g′ = {


0 0 ∗

0 0 0

0 0 0

} ; g′′ = {0} y g(k) = {0} si k ≥ 2.
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3. Sea g la álgebra de las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal

g = {


0 · · · ∗
... . . . ...

0 · · · 0


n×n

}.

Entonces g(k) = 0 se k es suficientemente grande.

4. g = {


∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 0 ∗

}; g′ = {


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}; g′′ = {


0 0 ∗

0 0 0

0 0 0

}; g(k) = 0 si k ≥ 3.

5. Sea g la álgebra de las matrices triangulares superiores

g = {


∗ · · · ∗
... . . . ...

0 · · · ∗


n×n

}.

Entonces g′ es la álgebra de las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal,

por tanto, g(k) = 0 si k ≥ k0 para algún k0 suficientemente grande.

6. Sea g la álgebra bidimensional no abeliana y {X, Y } base con [X, Y ] = Y . Entonces, g′

es el espacio generado por Y y g(k) = {0} si k ≥ 2.

7. Para la álgebra g = sl (2,R) , g′ = g y por tanto g(k) = g para todo k ≥ 0. En efecto, sean

X =

 0 1

0 0

 H =

 1 0

0 −1

 Y =

 0 0

1 0

 .

Entonces,

[H,X] = 2X [H, Y ] = −2Y [X, Y ] = H

y, por tanto, X,H, Y ∈ g′ y como {X,H, Y } es una base de g, g′ = g. La misma

afirmación vale para sl (2,K) si K es un cuerpo de característica diferente de dos. Si la

característica es dos, g′ es el subespacio generado por H y, por tanto, g′′ = {0}.

8. Sea g = gl (2,K). Como tr (XY − Y X) = 0, g′ ⊂ sl (2,K). Por el ejemplo anterior

g′ = sl (2,K) y de ahí que g(k) = sl (2,K) para k ≥ 2.
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Las observaciones sobre la serie derivada, contenidas en las siguientes proposiciones, serán

utilizadas frecuentemente.

Proposición 1.13. El cociente g(k−1)/g(k) es una álgebra abeliana.

Demostración. Sean X, Y ∈ g(k−1), entonces [X, Y ] ∈
[
g(k−1), g(k−1)

]
= g(k). Luego,[

X,Y
]

= 0 =
[
Y ,X

]
para todo X,Y ∈ g(k−1)/g(k)

por tanto g(k−1)/g(k) es una álgebra de Lie abeliana.

Proposición 1.14. Sean g y h álgebras de Lie y ψ : g −→ h un homomorfismo sobreyectivo.

Entonces

ψ
(
g(k)
)

= h(k).

Demostración. Por inducción sobre k. Es claro que ψ
(
g(0)
)

= h(0). Asumiendo que la igualdad

se cumple para k − 1, se tiene

ψ
(
g(k)
)

= ψ
[
g(k−1), g(k−1)

]
=
[
ψ
(
g(k−1)

)
, ψ
(
g(k−1)

)]
=
[
h(k−1), h(k−1)

]
= h(k),

lo que muestra la igualdad del enunciado.

Corolario 1.15. Sea g una álgebra de Lie y h ideal. Sea también π : g −→ g/h el homomorfismo

canónico. Entonces,

π
(
g(k)
)

= (g/h)(k) .

Proposición 1.16. Si g es una álgebra de Lie y h ⊂ g es subálgebra, entonces,

h(k) ⊂ g(k).

Demostración. Por inducción sobre k. Es claro que h(0) ⊂ g(0). Ahora, suponiendo que la igual-

dad se cumple para k − 1,

h(k) =
[
h(k−1), h(k−1)

]
⊂
[
g(k−1), g(k−1)

]
= g(k).
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Proposición 1.17. Sea g una álgebra de Lie. Para todo m,n ≥ 0 se tiene
(
g(m)

)(n)
= g(m+n).

Demostración. Cuando n = 0, para m ≥ 0 se tiene que
(
g(m)

)(0)
= g(m) por definición. Por

otro lado, si n ≥ 0 y suponiendo que
(
g(m)

)(n)
= g(m+n) para todo m ≥ 0, entonces

(
g(m)

)(n+1)
=
[(
g(m)

)(n)
,
(
g(m)

)(n)]
=
[
g(m+n), g(m+n)

]
= g(m+n+1).

1.5.2. Serie central descendente

La serie central descendente de la álgebra de Lie g es definida por inducción, como

g1 = g

g2 = [g, g] = g′

...

gk =
[
g, gk−1

]
.

Proposición 1.18. Si g es una álgebra de Lie,

1. [gi, gj] ⊂ gi+j .

2. gk es el subespacio generado por los posibles corchetes que implican k elementos de

g : [X1, . . . , [Xk−1, Xk] . . .] .

( por ejemplo:

producto de dos elementos : [X, Y ]

producto de tres elementos : [X, [Y, Z]]

producto de cuatro elementos : [[X, Y ] , [Z,W ]] o [X, [Y, [Z,W ]]])

Demostración. 1. Por inducción sobre j. Para j = 1 la inclusión es la definición de gi+1.

Asumiendo el resultado para j,[
gi, gj+1

]
=
[
gi,
[
gj, g

]]
⊂
[[
gi, gj

]
, g
]

+
[
gj,
[
gi, g

]]
⊂
[
gi+j, g

]
+
[
gj, gi+1

]
⊂ gi+j+1.
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2. Para k = 1 o 2, es inmediato a partir de la definición.

Para k ≥ 2, se usará inducción sobre k. Asuma el resultado para k − 1. Los elementos de

, gk−1 son entonces de la forma
∑

i Zi con Zi producto de k − 1 elementos de g. De ahí

que gk es generado por elementos de la forma∑
i

[Xi, Zi] ,

es decir, por productos de k elementos.

Recíprocamente, todo elemento de g que puede ser escrito como producto de k elementos

está en gk como sigue del item anterior.

Los siguientes hechos resultan de la caracterización de gk dada en esta proposición:

1. gk+1 ⊂ gk, pues un producto de k + 1 elementos también en un producto de k elementos.

2. gk es un ideal para todo k ≥ 1, pues
[
g, gk

]
= gk+1 ⊂ gk. De donde se concluye que la

serie central descendente es, de hecho, descendente:

g1 = g ⊃ g2 ⊃ · · · ⊃ gk ⊃ · · ·

Ejemplos:

1. g = g1 = {


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}; g2 = {


0 0 ∗

0 0 0

0 0 0

}; g3 = 0, así gk = 0 para k ≥ 3.

2. g = {


∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗

0 0 ∗

}; g2 = {


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}; gk = g2, si k ≥ 3.

3. Para la álgebra no abeliana g de dimensión dos, con base {X, Y } con [X, Y ] = Y, gk es el

subespacio generado por Y para todo k ≥ 2.

4. g = {


a ∗ ∗

0 a ∗

0 0 a

}; g2 = {


0 ∗ ∗

0 0 ∗

0 0 0

}; g3 = {


0 0 ∗

0 0 0

0 0 0

}, y gk = 0 para todo

k ≥ 4.
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Así como para la serie derivada, los cocientes sucesivos de los elementos de la serie central des-

cendente son abelianos y la serie central descendente de la imagen sobreyectiva de una álgebra

coincide con la imagen de la serie central descendente de la álgebra. Estos hechos están conteni-

dos en las proposiciones siguientes. Sus demostraciones son semejantes a las correspondientes

para la serie derivada.

Proposición 1.19. gk/gk+1 es una álgebra abeliana.

Proposición 1.20. Sea φ : g −→ h un homomorfismo sobreyectivo. Entonces,

φ
(
gk
)

= hk.

La siguiente afirmación proporciona una comparación entre la serie derivada y la serie central

descendente.

Proposición 1.21. La serie derivada decrece más rápido que la serie central descendente:

g(k) ⊂ gk+1

Demostración. Por inducción sobre k. Es claro que g = g(0) ⊂ g0+1 = g. Suponiendo que

g(k) ⊂ gk+1, entonces

g(k+1) =
[
g(k), g(k)

]
⊂
[
g, gk+1

]
= gk+2,

lo que muestra el enunciado.
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Capítulo 2

Álgebras nilpotentes, solubles, simples y

semisimples

Los principales resultados de este capítulo son los teoremas de Engel y Lie, que describen a las

álgebras nilpotentes y solubles siendo, esencialmente, álgebras de matrices triangulares superio-

res. Estos teoremas surgen en cualquier contexto que implique álgebras nilpotentes o solubles.

En particular, el teorema de Engel, que tiene como consecuencia, la caracterización de las repre-

sentaciones de álgebras nilpotentes es una parte fundamental en el estudio de las subálgebras de

Cartan (que no será visto en este trabajo), que forman la base para el clasificación de álgebras

semisimples.

2.1. Álgebras Nilpotentes

Definición 2.1. Una álgebra de Lie es nilpotente si su serie central descendente se anula en

algún momento, esto es,

gk0 = {0}

para algún k0 ≥ 1 y, por tanto, gk0 = 0 para todo k ≥ k0.

Ejemplos:

1. Las álgebras abelianas son nilpotentes.
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2. Las siguientes subálgebras de matrices son nilpotentes

a) g = {


0 . . . ∗
... . . . ...

0 . . . 0


n×n

}

b) g = {


a . . . ∗
... . . . ...

0 . . . a


n×n

}.

3. La álgebra de las matrices triangulares superiores

g = {


∗ . . . ∗
... . . . ...

0 . . . ∗


n×n

}

no es nilpotente.

4. La álgebra g = sl (2,K) no es nilpotente, pues

[sl (2,K) , sl (2,K)] = sl (2,K)

luego gk = sl (2,K) para todo k. Sin embargo, si la característica del cuerpo K fuera

igual a 2, esta álgebra sería nilpotente.

Proposición 2.2. Sea g una álgebra nilpotente.

1. Si h ⊂ g es una subálgebra, entonces h es nilpotente.

2. Si φ : g −→ h es un homorfismo de álgebras de Lie, entonces φ (g) también es nilpotente.

Demostración. Para la primera parte suponga que h es una subálgebra de g, entonces hk ⊂ gk

para todo k. Dado que g es nilpotente, existe k ≥ 1 tal que gk = 0, entonces hk = 0. Por lo tanto

h es nilpotente.

Para la segunda parte se tiene que si φ : g −→ h es un homomorfismo, entonces

φ
(
gk
)

= φ (g)k

para todo k. Por lo que si gk = 0 para algún k ≥ 1, entonces φ (g)k = 0, es decir, φ (g) es

nilpotente.
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La implicación recíproca de la última afirmación de la proposición 2.2 no es cierta, un ejemplo

de esto es la álgebra no abeliana g de dimensión dos con [X, Y ] = Y . El subespacio h = 〈Y 〉

es un ideal. Como tanto h como el cociente g/h son álgebras de Lie de dimensión 1, ambos son

álgebras abelianas y, por lo tanto, nilpotentes. Sin embargo, g no es nilpotente.

Proposición 2.3. El centro de una álgebra de Lie nilpotente no es trivial.

Demostración. Sea g una álgebra de Lie nilpotente, entonces existe k ≥ 1 de manera que gk 6= 0

y gk+1 = 0. Entonces,

gk ⊂ z (g)

pues [
g, gk

]
= gk+1 = 0.

Por lo tanto z (g) no es el subespacio nulo.

Proposición 2.4. Sea g una álgebra de Lie. Si el cociente g/z (g) es nilpotente, entonces g es

nilpotente.

Demostración. Suponiendo que el cociente g/z (g) es nilpotente, sea π : g −→ g/z (g) la

proyección canónica. Para cada i ≥ 0 se tiene (g/z (g))i = π (gi), así que existe k ≥ 0 tal que

(g/z (g))k+1 = π
(
gk+1

)
= 0, lo que implica que gk+1 ⊂ z (g). Entonces

gk+2 =
[
g, gk+1

]
⊂ [g, z (g)] = 0

De donde g es nilpotente.

Proposición 2.5. g es nilpotente si y solo si gK es nilpotente.

Demostración. Sea g una álgebra de Lie sobre K y K una extensión de K. Como gnK y gnK son

generados por productos de n elementos de g, es válida la igualdad

(gn)K = (gK)n .

De donde se concluye la afirmación del enunciado.
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Si g es una álgebra nilpotente, existe k tal que todos los corchetes que implican k elementos de

g se anulan. En particular

[X, . . . , [X, Y ] . . .] = 0

si X aparece k − 1 veces, ad (X)k−1 = 0, para todo X ∈ g. En otras palabras, en las álgebras

nilpotentes las adjuntas de sus elementos son transformaciones lineales nilpotentes. La recíproca

de esta afirmación también es verdadera: si g es una álgebra de dimensión finita tal que ad (X)es

nilpotente para todo X ∈ g, entonces g es nilpotente. Este es el contenido del teorema de Engel

que será visto en la próxima sección.

2.1.1. Representaciones nilpotentes

Definición 2.6. Sea g una álgebra de Lie. Una representación ρ de g en el espacio vectorial V es

una representación nilpotente o una nilrepresentación si ρ (X) es nilpotente para todo X ∈ g.

Esto significa que dado X , existe un entero positivo k (dependiente de X) tal que ρ (X)k = 0.

Ejemplos:

1. Como ya fue mencionado, la representación adjunta de una álgebra nilpotente es una

nilrepresentación.

2. La representación adjunta de la álgebra bidimensional no abeliana no es nilpotente. Este

hecho puede ser visto tomando una base {X, Y } con [X, Y ] = Y . Como ad (X)k Y = Y

para todo k, ad (X) no es nilpotente.

Proposición 2.7. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y A ∈ gl (V ). Si A es nilpoten-

te, entonces, ad (A) también es nilpotente. Por tanto, si ρ : g→ gl (V ) es una nilrepresentación,

entonces X 7→ ad (ρ (X)) también es una nilrepresentación.

Demostración. Primero se mostrará que ad (A)nB es una suma de términos de la formaArBAs

con r + s = n, es decir,

ad (A)nB =
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)mAn−mBAm
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En efecto, si n = 1, se tiene ad (A)B = AB −BA.

Suponiendo que el resultado es cierto para n,

ad (A)n+1B = ad (A) ad (A)nB

= [A,
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)mAn−mBAm]

= A

n∑
m=0

(
n

m

)
(−1)mAn−mBAm −

n∑
m=0

(
n

m

)
(−1)mAn−mBAmA

=
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)mAn+1−mBAm +

n∑
m=0

(
n

m

)
(−1)m+1An−mBAm+1

Sustituyendo m por m− 1, se tiene,

ad (A)n+1B =
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)mAn+1−mBAm +

n+1∑
m=1

(
n

m− 1

)
(−1)mAn−m+1BAm

=

(
n

0

)
(−1)0An+1BA0 +

n∑
m=1

(
n

m

)
(−1)mAn+1−mBAm+

+
n∑

m=1

(
n

m− 1

)
(−1)mAn−m+1BAm +

(
n

n

)
(−1)n+1A0BAn+1

= An+1B +
n∑

m=1

(
n+ 1

m

)
(−1)mAn−m+1BAm + (−1)n+1BAn+1

=
n+1∑
m=0

(
n+ 1

m

)
(−1)mAn+1−mBAm

Por tanto,

ad (A)nB =
n∑

m=0

(
n

m

)
(−1)mAn−mBAm para todo n.

Ahora, como A es nilpotente, existe k ≥ 1 tal que Ak = 0. Entonces, para n = 2k, se tiene que

m ≥ k o n −m > k, por tanto, en cada sumando alguno de los factores se anula. Esto prueba,

por supuesto, que ad (A) es nilpotente.

El siguiente teorema es el resultado de donde se siguen todas las informaciones sobre las repre-

sentaciones nilpotentes.

Teorema 2.8. Sea V 6= 0 un espacio vectorial de dimensión finita y g ⊂ gl (V ) una subálgebra

tal que todo X ∈ g es nilpotente. Entonces, existe v ∈ V, v 6= 0 tal que Xv = 0 para todo

X ∈ g.
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Demostración. Por inducción sobre la dimensión de g.

Si dim g = 1, sea X ∈ g, X 6= 0. Como X es nilpotente, existe k ≥ 1 tal que Xk = 0 y

Xk−1 6= 0. Sea w ∈ V tal que Xk−1w 6= 0. Entonces, existe v = Xk−1w 6= 0, y Xv = 0, lo que

muestra el resultado para álgebras de dimensión uno.

Para mostrar el paso de inducción, suponga que el resultado es cierto para toda álgebra de di-

mensión estrictamente mayor que 1 y menor que r y sea g de dimensión r. Con esta hipótesis,

primero se mostrará es que existe un ideal h ⊂ g de codimensión uno. En efecto, g admite

subálgebras no triviales, es decir, diferentes de 0 y de g, pues subespacios de dimensión uno son

subálgebras. Sea h una subálgebra no trivial, cuya dimensión es la máxima entre las dimensiones

de las subálgebras no triviales de g, entonces h es un ideal de codimensión uno. Para ver esto,

considere la representación ρ : h→ gl (g) definida por ρ (X) 7→ ad (X). Como h es subálgebra,

h es invariante por ρ, lo que implica que ρ induce una representación

ρ : h −→ gl (g/h)

X 7−→ ρ (X) = ρ (X) = ad (X)

Por la proposición anterior, ρ (X) es nilpotente para todo X ∈ h, lo que implica que ρ es una

nilrepresentación. Entonces ρ (h) es una subálgebra que satisface las hipótesis del teorema y

tiene dimensión estrictamente menor que r. Luego, por la hipótesis de inducción, existe v ∈

g/h, v 6= 0 tal que ρ (X) v = 0 para todo X ∈ h. Esta última afirmación significa que existe

X0 ∈ g− h tal que [X0, h] ⊂ h, pues

ρ (X)X0 = ρ (X)X0 = ad (X)X0 = [X,X0] = 0 para todo X ∈ h

El subespacio 〈h〉 ⊕ 〈X0〉 es una subálgebra de g de dimensión estrictamente mayor que la

dimensión de h, es decir, dim h + 1 > dim h, pero h fue escogido de manera que su dimensión

sea máxima, de donde dim h + 1 = r = dim g, lo que muestra que h es de codimensión uno, el

hecho de que sea ideal se debe a que si X ∈ h y Y ∈ g,

[X, Y ] = [X,α1Z1 + · · ·+ αkZk + α0X0] = [X,α1Z1] + · · ·+ [X,αkZk] + [X,α0X0]

donde cada [X,αiZi] ∈ h con i = 1, . . . , k y [X,α0X0] ∈ h.

Ahora, aplicando la hipótesis de inducción a h como subálgebra de gl (V ), el subespacio

W = {v ∈ V : Xv = 0 para todo X ∈ h }
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es no nulo. Como los elementos de W se anulan para los elementos de h, para concluir la

demostración es suficiente mostrar que existe v ∈ W tal que X0v = 0, para ver esto observe que

W es invariante por X0, ya que si X ∈ h y w ∈ W , entonces

XX0w = [X,X0]w +X0Xw = 0

pues X, [X,X0] ∈ h, eso muestra que X0w ∈ W y que W es invariante por X0. Sin embargo,

X0 es nilpotente y, por tanto, su restricción a W también es nilpotente, de donde, aplicando el

argumento usado en el caso en que dim g = 1 al subespacio generado por X0, permite concluir

la demostración del teorema.

Teorema 2.9. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y g ⊂ gl (V ) una subálgebra tal

que todo X ∈ g es nilpotente, entonces existen subespacios

0 = V0 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Vn = V

tal que XVi ⊂ Vi−1, i = 1, . . . , n. Estos subespacios pueden ser definidos inductivamente por

V0 = 0

Vi = {v ∈ V : Xv ∈ Vi−1 para todo X ∈ g}

En particular, extendiendo sucesivamente las bases de los subespacios Vi, se llega a una base β

de V tal que la matriz de X en relación a β es una triangular superior con ceros en la diagonal

para todo X ∈ g.

Demostración. Sea:

V0 = 0

V1 = {v ∈ V : Xv = 0 para todo X ∈ g}

Por el teorema anterior, V1 6= 0. Además, V1 es g-invariante, pues para todo X ∈ g y v ∈ V1,

se tiene Xv = 0, lo que implica que Xv ∈ V1. Por tanto, la representación canónica pasa al

cociente definiendo una representación de g en V/V1 dada por

ρ : g −→ gl (V/V1)

X 7−→ ρ (X) = X : V/V1 −→ V/V1

v 7−→ Xv
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Como cada X ∈ g es nilpotente, entonces ρ es una nilrepresentación. Aplicando el teorema

anterior a ρ (g), existe w ∈ V/V1, w 6= 0 tal que ρ (X)w = 0, para todo X ∈ g. Esto significa

que existe v ∈ V − V1 tal que Xv ∈ V1, para todo X ∈ g, lo que garantiza que el subespacio

V2 = {v ∈ V : Xv ∈ V1 para todo X ∈ g}

que contiene a V1 y es distinto a V1. Con el mismo argumento se construye sucesivamente,

Vi = {v ∈ V : Xv ∈ Vi−1 para todo X ∈ g}

que contiene y es diferente a Vi−1. Como la dimensión de V es finita, entonces algún Vi = V ,

esto mostrando la primera parte del teorema. En cuanto a las segunda parte de teorema, sea

β = {v11 , v12 , . . . , v1j1 , v21 , . . . , v2j2 , . . . , vn1 , . . . , vnjn
}

base de V , con {vi1 , . . . , viji} base de Vi i = 1, . . . , n. Como XVi ⊂ Vi−1, los elementos de g se

representan todos, en relación a la base β, como matrices triangulares superiores con ceros en

los bloques diagonales correspondientes a las dimensiones de los subespacios Vi.

Corolario 2.10. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita y g ⊂ gl (V ) una subálgebra

tal que todo X ∈ g es nilpotente. Entonces, g es nilpotente. En particular, ρ (h) es una álgebra

nilpotente si ρ es una nilrepresentacion de la álgebra h en V .

Demostración. Por el teorema anterior, existe una base β de V tal que para cada X ∈ g, la

matriz [X]β es una matriz triangular superior con ceros en la diagonal. En otras palabras, el

homomorfismo de álgebras de Lie X ∈ g 7−→ [X]β ∈ gl (n,K) tiene imagen en la subálgebra

de las matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal. Como ese homomorfismo es

inyectivo, g es isomorfa a una subálgebra de las matrices triangulares superiores con ceros en la

diagonal y, como esta última es nilpotente, se tiene que g es nilpotente.

Teorema 2.11 (Engel). Sea g una álgebra de dimensión finita tal que para todo X ∈ g, ad (X)

es nilpotente. Entonces g es nilpotente.

Demostración. Suponiendo que vale la condición del enunciado y que la representación adjunta

ad : g −→ gl (g) toma valores que son endomorfismos nilpotentes de g. Del Corolario anterior

se sigue entonces que la álgebra ad (g) es nilpotente. Como el núcleo de la representación ad-

junta es precisamente el centro de g, entonces el cociente g/z (g) es nilpotente y, en vista de la

Proposición 2.4, se concluye que g es nilpotente.
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2.1.2. Descomposición de Jordan de representaciones

Para analizar estas descomposiciones, sea V un espacio vectorial de dimensión finita y A :

V −→ V una transformación lineal. El teorema de descomposición primaria descompone V en

subespacios A-invariantes

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs

que son los autoespacios generalizados

Vi = {v ∈ V : pi (A)k v = 0, para algún k ≥ 1}

donde los polinomios irreducibles pi, i = 1, . . . , s, son componentes primas del polinomio mi-

nimal p = pm1
1 . . . pms

s de A. En el caso de que el cuerpo de escalares fuera algebraicamente

cerrado, pi (A) = A−λi con λi autovalor de A y los subespacios de la descomposición primaria

se escriben como

Vi = {v ∈ V : (A− λi)k v = 0. para algún k ≥ 1}

Para enfatizar la relación de estos subespacios con los autovalores de A, ellos serán denotados

por Vλi .

Cuando se estudia representaciones de álgebras de Lie, es interesante verificar la manera como

actúa una u otra transformación lineal B en los espacios de descomposición primaria de A. Para

eso, las siguientes fórmulas de conmutación en álgebras asociativas son esenciales.

Proposición 2.12. Sea A una álgebra asociativa y tome x, y ∈ A

1. Denotando ade (x) y = xy − yx, se tiene, para todo n ≥ 1, la fórmula de conmutación

por la izquierda

xny =
n∑
p=0

(
n

p

)(
ade (x)n−p y

)
xp.

2. La fórmula de conmutación por la derecha es dada por

yxn =
n∑
p=0

(
n

p

)
xp
(
add (x)n−p y

)
donde add (x) y = yx− xy es la adjunta derecha.
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Demostración. Por inducción. Para n = 1,

xy = yx+ [x, y]

Suponiendo que el resultado es válido para n. Para n+ 1 se tiene,

xn+1y = x (xny)

= ade (x) (xny) + (xny)x

=
n∑
p=0

(
n

p

)(
ade (x)n−p+1 y

)
xp +

n∑
p=0

(
n

p

)(
ade (x)n−p y

)
xp+1

Sustituyendo p por p+ 1 en la segunda suma de la desigualad, se tiene

xn+1y =
n∑
p=0

(
n

p

)(
ade (x)n−p+1 y

)
xp +

n+1∑
p=1

(
n

p− 1

)(
ade (x)n+1−p y

)
xp

= ade (x)n+1 y + yxn+1 +
n∑
p=1

((
n

p

)
+

(
n

p− 1

))(
ade (x)n+1−p y

)
xp

=
n+1∑
p=0

(
n+ 1

p

)(
ade (x)n+1−p y

)
xp

La fórmula de conmutación por la derecha se sigue de forma análoga.

Proposición 2.13. Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado. Sean A y

B transformaciones lineales de V y Vλi los autoespacios generalizados deA. Entonces,BVλi ⊂

Vλi , para todo i si y solo si ad (A)q B = 0 para algún q ≥ 1.

Demostración. Dado i, sea Ai = A − λiI. Como λi es múltiplo de la identidad, se tiene que

ad (A)q B = 0 si y solo si ad (Ai)
q B = 0. En efecto. Por inducción. Para n = 1,

ad (Ai)B = ad (A− λiI)B

= ad (A)B − ad (λi)B = ad (A)B

Suponiendo que el resultado es válido para q, para q + 1 se tiene

ad (Ai)
q+1B = ad (Ai)

q ad (Ai)B

= ad (A)q ad (A)B

= ad (A)q+1B
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por lo tanto, ad (A)q B = 0 si y solo si ad (Ai)
q B = 0.

Ahora, suponiendo que ad (Ai)
q B = 0, tome v ∈ Vλi . Por la forma como este espacio está

descrito, existe un exponente k, tal que Aiv = 0. Fijando los exponentes q y k, tome n > q + k.

Entonces para 0 ≤ p ≤ n se tiene que n− p ≤ q o n− p > q.

Si n− p ≤ q, entonces k ≤ p, luego Api = 0.

Si n− p > q, entonces ad (Ai)
n−pB = 0.

Y, por tanto, en la fórmula de conmutación para Ani B todos los términos aplicados a v se anulan.

Eso muestra que Ani Bv = 0 y, por lo tanto, BVλi ⊂ Vλi .

Recíprocamente, como la restricción de Ai a Vλi es nilpotente, por la proposición 2.7 se tiene

que ad (Ai)
qi Bi = 0, para algún qi, donde Bi es la restricción de B a Vλi . Lo que muestra que

existe q = máx{q1, . . . , qs} tal que ad (A)q B = 0.

Volviendo a las representaciones, la proposición anterior permite descomponer el espacio de

representación en autoespacios generalizados con un refinamiento de que ellos son autoespacios

simultáneos para todos los elementos de la álgebra. En efecto, sea g una álgebra de Lie nilpotente

y ρ una representación de dimensión finita de g en V . Como g es nilpotente, dados X, Y ∈

g, ad (X)q (Y ) = 0 para algún q ≥ 1. Aplicando ρ a esa desigualdad, se tiene que, para X, Y ∈

g,

ad (ρ (X))q ρ (Y ) = 0

para algún q ≥ 1. Asumiendo que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado, la propo-

sición anterior se aplica entonces para todo par de elementos de g. De esa forma, fijando X ∈ g,

considere la descomposición primaria de V dada por ρ (X)

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs

Cada Vi es invariante por ρ (Y ) para todo Y ∈ g y, por tanto, esos subespacios son g-invariantes

y como tal, g se representa en cada uno de ellos. Se puede pensar entonces en tomar la des-

composición primaria de Vi en relación a las restricciones de ρ (Y ), con Y ∈ g. Ahora, si para

todo Y ∈ g, i = 1, . . . , s, la descomposición primaria de ρ (Y ) en Vi se constituye de un único

elemento, entonces cada Vi es un autoespacio generalizado de las correspondientes restricciones

de ρ (Y ) para todo Y ∈ g. Eso significa que dados Y ∈ g e i = 1, . . . , s, existe un autovalor

λi (Y ) para ρ (Y ) tal que Vi está contenido en el autoespacio generalizado asociado a λi (Y ),
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esto es, (ρ (Y )− λi (Y ))k v = 0, para algún k ≥ 1 si v ∈ Vi.

Por otro lado, si algún Vi se descompone por algún ρ (Y ), se puede tomar una nueva descom-

posición de V y repetir el argumento. Como las dimensiones de los subespacios disminuyen, se

obtiene, de esta forma, por inducción una descomposición en subespacios g-invariantes

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wt

tal que para todo Y ∈ g e i = 1, . . . , t, existe λi (Y ) autovalor de ρ (Y ) con (ρ (Y )−λi (Y ))kv =

0, para algún k ≥ 1 si v ∈ Wi.

Teorema 2.14. Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado. Sea ρ una

representación de dimensión finita de g en V , con g nilpotente. Entonces, existen funcionales

lineales λ1, . . . , λs tal que si

Vλi = {v ∈ V : ∀X ∈ g,∃n ≥ 1, (ρ (Y )− λi (Y ))n v = 0}

entonces Vλi es g invariante, i = 1, . . . , s y

V = Vλi ⊕ · · · ⊕ Vλs .

Demostración. La discusión anterior garantiza la existencia de subespacios g-invariantes W1,

. . . ,Ws y aplicaciones λi : g −→ K tal que

V = W1 ⊕ · · · ⊕Ws

y Wi ⊂ Vλi con Vλi como en el enunciado. Además, se tiene que λi es lineal. En efecto, sea

ρi la restricción de la representación a Vλi . Por la forma como Vλi está definida se tiene que

ρi (X)− λi (X) es nilpotente para todo X ∈ g. Por lo tanto, tr (ρi (X)− λi (X)) = 0, entonces

λi (X) =
tr ρi (X)

dimVλi

de donde λi es lineal debido a la linealidad de la traza.

Si i 6= j, λi−λj 6= 0, entonces es posible tomarX ∈ g tal que λi (X) 6= λj (X) para todo i 6= j.

Para X de esta forma, cada λi (X) es un autovalor de ρ (X). Entonces se puede considerar el

autoespacio generalizado asociado, o sea Vλi(X). Como los autovalores son distintos, la suma

Vλi(X) + · · ·+ Vλs(X)
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es directa. Además, como Wi ⊂ Vλi(X), entonces

V = Vλi(X) ⊕ · · · ⊕ Vλs(X)

Así Wi = Vλi(X), i = 1, . . . , s. Además, de la definición de Vλi se tiene que Vλi ⊂ Vλi(X), lo

que muestra que Wi = Vλi , lo que concluye la demostración.

Definición 2.15. Sea g una álgebra de Lie y ρ una representación de g en V . Un peso de ρ es

una funcional lineal λ : g −→ K tal que el subespacio Vλ de V definido por

Vλ = {v ∈ V : ∀X ∈ g, ∃n ≥ 1, (ρ (X)− λ (X))n v = 0}

satisface Vλ 6= 0. El subespacio Vλ es llamado subespacio de peso asociado a λ. La dimensión

de Vλ es llamada multiplicidad de λ.

Los pesos de una representación son, por lo tanto, los autovalores de los elementos de la álge-

bra. El teorema 2.14 garantiza que representaciones de dimensión finita de álgebras nilpotentes

admiten pesos en el caso de que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado.

Ejemplos:

1. Sea g la álgebra de las matrices diagonales en relación a la base {e1, . . . , en} los funcio-

nales λi, i = 1 . . . , n definidos por

λi (diag{a1, . . . , an}) = ai

son pesos de la representación canónica de g. En este caso, Vλi , i = 1, . . . , n es un subes-

pacio generado por ei.

2. Para la álgebra

g = {


λ . . . ∗
... . . . ...

0 . . . λ

},
el único peso de la representación canónica es dado por el funcional

λ . . . ∗
... . . . ...

0 . . . λ

 −→ λ.

El subespacio de peso asociado, en este caso, es todo el espacio de representación.
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3. Si ρ es una nilrepresentación de dimensión finita, entonces 0 es el único peso de ρ y

V0 coincide con el espacio de representación. En efecto, si ρ es una nilrepresentación,

entonces ∀X ∈ g ∃n ≥ 1 tal que ρ (X)n = 0, de donde 0 es un peso de ρ y V = V0.

Proposición 2.16. Sea ρ una representación de dimensión finita de g en V y suponga que exista

λ : g −→ K tal que ρ (X) − λ (X) sea nilpotente para todo X ∈ g. Entonces λ es lineal y

ρ̃ = ρ− λ es una representación.

Demostración. Si ρ (X)− λ (X) es nilpotente para todo X ∈ g, se tiene que

λ (X) =
tr ρ (X)

dimV

lo que muestra que λ es lineal. Esta fórmula muestra también λ [X, Y ] = 0, para todo X, Y ∈ g,

ya que la traza del corchete se anula. Por esta razón, ρ̃ [X, Y ] = ρ [X, Y ] .

ρ̃ [X, Y ] = ρ [X, Y ]− λ [X, Y ]

= ρ [X, Y ]− tr ρ [X, Y ]

dimV

= ρ [X, Y ]

Por otro lado,

[ρ̃ (X) , ρ̃ (Y )] = [ρ (X)− λ (X) , ρ (Y )− λ (Y )]

= (ρ (X)− λ (X)) (ρ (Y )− λ (Y ))− (ρ (Y )− λ (Y )) (ρ (X)− λ (X))

= ρ (X) ρ (Y )− λ (X) ρ (Y )− ρ (X)λ (Y ) + λ (X)λ (Y )

− (ρ (Y ) ρ (X)− λ (Y ) ρ (X)− ρ (Y )λ (X) + λ (Y )λ (X))

= [ρ (X) , ρ (Y )] = ρ [X, Y ] = ρ̃ [X, Y ]

pues los múltiplos de la identidad conmutan con todas las transformaciones lineales. Por lo tanto

ρ̃ es una representación.

Teorema 2.17. Suponga que el cuerpo de escalares es algebraicamente cerrado y sea ρ una

representación de la álgebra nilpotente g sobre el espacio de dimensión finita V . Entonces,

existe una base β de V tal que en esa base ρ se escribe como

[ρ (X)]β =


[ρ1 (X)]

. . .

[ρs (X)]

 X ∈ g
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con los bloques diagonales [ρi (X)] de la forma

[ρi (X)] =


λi (X) ∗

. . .

0 λi (X)

 X ∈ g

donde λi es el peso de la representación.

Demostración. Como g es nilpotente, del teorema 2.14 se sigue que

V = Vλ1 ⊕ · · · ⊕ Vλs

con λi peso de la representación, i = 1, . . . , s. Tome la base de V

β = {v1, . . . , vj1 , vj1+1, . . . , vj2 , . . . , vjs−1+1, . . . , vjs}

con βi = {vji−1+1, . . . , vji} base de Vλi , i = 1, . . . , s. Además, como Vλi es g-invariante para

todo i = 1, . . . , s, ρ (X) vk ⊂ Vλi si vk ∈ βi, entonces

[ρ (X)]β =


[ρ1 (X)]β1

. . .

[ρs (X)]βs


Por otra parte, por la definición de Vλi , se tiene que ρi (X) − λi (X) es nilpotente para todo

X ∈ g. Por lo que ρ̃i = ρi−λi es una nilrepresentación, entonces, por el teorema 2.9, [ρ̃i (X)]βi

es una matriz triangular superior con ceros en la diagonal principal

[ρ̃i (X)]βi =


0 ∗

. . .

0

 X ∈ g

Como ρ̃i (X) = ρi (X)− λi (X), entonces ρi (X) = ρ̃i (X) + λi (X). Por tanto

[ρi (X)]βi =


λi ∗

. . .

λi

 X ∈ g

lo que concluye la demostración.
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2.2. Álgebras solubles

Definición 2.18. Una álgebra de Lie es soluble si alguna de sus álgebras derivadas se anula,

es decir,

g(k0) = 0

para algún k0 ≥ 1 (y por tanto, g(k) = 0 para todo k ≥ k0).

Ejemplos:

1. Las álgebras abelianas son solubles, pues para esta clase de álgebras g′ = 0.

2. Si dim g = 2, entonces g es soluble independientemente de si g es abeliana o no. Esto

porque existen sólo dos clases de álgebras bidimensionales. Las abelianas son solubles

y las no abelianas tienen su álgebra derivada de dimensión uno y, por tanto, la segunda

derivada se anula.

3. La álgebra de matrices triangulares superiores

g = {


∗ · · · ∗
... . . . ...

0 · · · ∗


n×n

}

son solubles.

4. La álgebra sl (2) no es soluble, pues su álgebra derivada coincide con ella misma.

Subálgebras e imágenes homomórficas de álgebras solubles tambiém son solubles. Esta afirma-

ción es garantizada por la siguiente proposición.

Proposición 2.19. Sea g una álgebra de Lie.

1. Si g es soluble y no nula, entonces g′ es un ideal propio de g.

2. Si g es soluble y h es una subálgebra, entonces h es soluble.

3. Si g es soluble, entonces imágenes homomórficas de g son solubles.
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Demostración. 1. Si g = g′, entonces claramente g(k) = g para todo k ≥ 0 y, por lo tanto, la

única forma en que g sea soluble es que sea nula.

2. Si h es una subálgebra de g, entonces para cada k se tiene, h(k) ⊂ g(k). Por tanto h es

soluble si g lo es.

3. Si ψ : g −→ h es un homomorfismo sobreyectivo, entonces ψ
(
g(k)
)

= h(k) y esto implica

claramente que si g es soluble, entonces ψ (g) = h también lo es.

Un caso particular de la segunda afirmación de esta proposición es que los ideales de álgebras

solubles son también solubles. Como una consecuencia de la tercera afirmación, cocientes por

ideales son también solubles, la siguiente proposición complementa a la anterior.

Proposición 2.20. Sea g una álgebra de Lie y h ⊂ g un ideal. Si tanto h como el cociente g/h

son solubles, entonces g es soluble.

Demostración. Sea h un ideal y suponga que h y g/h son solubles, entonces existe k1 ≥ 1 tal

que π
(
g(k1)

)
= (g/h)(k1) = 0, esto significa que g(k1) está contenido en h. Como h es soluble,

existe k2 tal que h(k2) = 0. De ahí,

g(k1+k2) =
(
g(k1)

)(k2) ⊂ h(k2) = 0

Por tanto, g es soluble.

Proposición 2.21. g es soluble si y sólo si gK es soluble.

Demostración. Sea g una álgebra de Lie sobre K y K una extensión de K. Las álgebras de-

rivadas tanto de g como de gK son generadas por corchetes de elementos de g; las álgebras

derivadas de g son obtenidas por combinaciones lineales con coeficientes en K y las de gK por

por combinaciones lineales con coeficientes en K. De ahí que

(
g(n)
)
K = (gK)(n)

para todo n ≥ 0. De donde se concluye la afirmación del enunciado.
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Proposición 2.22. Si g es una álgebra de Lie soluble de dimensión finita, entonces existe un

ideal h ⊂ g de codimensión 1.

Demostración. Sea g una álgebra de Lie soluble de dimensión finita, entonces

dim g′ < dim g

Ahora, se puede tomar β = {v1, . . . , vm} una base de g′ y tomar r vectores para completar esta

base, {v1, . . . , vm, w1, . . . , wr} para g. Sea h = span{v1, . . . , vm, w1, . . . , wr−1}, h es un ideal,

pues si X ∈ h y Y ∈ g, entonces Y = Z + αwr, con Z ∈ h y α ∈ K, entonces

[X, Y ] = [X,Z + αwr] = [X,Z] + α[X,wr] ∈ g′ ⊂ h

Por tanto, existe h ⊂ g ideal de codimensión 1.

Proposición 2.23. Si g es nilpotente, entonces es soluble.

Demostración. Si g es nilpotente, entonces existe k ≥ 1 tal que gk = 0, entonces el ideal g(k−1),

que está contenido en gk, es nulo. Esto significa que g es soluble.

Como en el caso de las álgebras nilpotentes, los elementos de una álgebra soluble tambiém pue-

den ser expresados en forma de una matriz triangular. Esa es la afirmación del teorema de Lie,

que será mostrado más adelante. La diferencia aquí es que no se tiene, como en el caso nilpoten-

te, una descomposición del tipo e Jordan, en bloques diagonales múltiplos de la identidad. Para

construir una base que triangulice los elementos de una álgebra soluble, el primer paso consis-

te en garantizar la existencia de un autovector común para los elementos de la álgebra. Eso es

hecho en el siguiente teorema.

Teorema 2.24. Sean V 6= 0 un espacio vectorial de dimensión finita sobre un cuerpo algebrai-

camente cerrado y g ⊂ gl (V ) una subálgebra soluble. Entonces, existe v ∈ V, v 6= 0 y una

funcional lineal λ : g −→ K tal que

Xv = λ (X) v para todo X ∈ g.

es decir, v es un autovector común a X ∈ g con autovalor λ (X).
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Demostración. Por inducción sobre la dimensión de g.

Si dim g = 1, g es generada por X . El hecho de que el cuerpo es algebraicamente cerrado

garantiza la existencia de un autovector v ∈ V con autovalor µ para X , es decir,

∃v ∈ V, v 6= 0 tal que Xv = µv

Sea λ : g −→ K tal que λ (Y ) = λ (αX) = αµ. Si Y ∈ g, Y = αX con α ∈ K, entonces

Y v = (αX) v = α (Xv) = αµv = λ (Y ) v

Por tanto, existe v ∈ V, v 6= 0 y λ : g −→ K tal que

Xv = λ (X) v para todo X ∈ g.

Suponiendo que el resultado es cierto para toda subálgebra g de gl (V ) con dim g < n. Sea g

subálgebra soluble de gl (V ) con dim g = n > 1, entonces g admite un ideal h de codimensión

1. Por la hipótesis de inducción aplicada a h, existe w ∈ V,w 6= 0, tal que

Xw = λ (X)w X ∈ h

Como h es de codimensión uno, existe X0 ∈ g− h tal que X0 y h generan g.

Ahora, sea W = span{X i
0w, i ≥ 0} 6= 0 que satisface:

1. W es invariante por X0 y

2. todo v ∈ W, v 6= 0 es autovector de todo Y ∈ h.

En efecto, si v ∈ W , entonces v =
∑
aiX

i
0w y Xv =

∑
aiX

i+1
0 w ∈ W .

Para ver que todo elemento de W es autovector de Y ∈ h, observe que, si el polinomio minimal

de X0 en w tiene grado p + 1, entonces β = {w,X0w, . . . , X
p
0w} es base de W . Dado Y ∈ h,

su valor en los elementos de la base es dado por la fórmula de conmutación derecha como

Y Xk
0w =

k∑
j=0

(
k

j

)
Xj

0

(
add (X0)

k−j Y
)
w 0 ≤ k ≤ p.

Como h es ideal, add (X0)
k−j Y ∈ h y w es autovector para los elementos de h, se tiene que

Y Xk
0w =

k∑
j=0

(
k

j

)
λ
(

add (X0)
k−j Y

)
Xj

0w

=
k−1∑
j=0

((
k

j

)
λ
(

add (X0)
k−j Y

)
Xj

0w

)
+ λ (Y )Xk

0w.
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Estas igualdades muestran que W es invariante por h, ellas muestran también que, en relación

a la base β, la restricción de Y a W es una matriz triangular superior, con los elementos de la

diagonal principal iguales a λ (Y ).

[
Y
∣∣
W

]
β

=


λ (Y ) ∗

. . .

λ (Y )


Entonces, λ (Y ) =

tr
(
Y
∣∣
W

)
dimW

, pues tr
(
Y
∣∣
W

)
= λ (Y ) dimW .

Como todo corchete de transformaciones lineales tiene traza cero, se sigue que

λ
(

add (X0)
k−j Y

∣∣
W

)
= 0 si k − 1 ≥ 1

Asi,

Y Xk
0w = λ (Y )Xk

0w , Y ∈ h, k = 0, . . . , p.

Por tanto, todo vector v ∈ W, v 6= 0 es autovector común de los elementos de h.

Ahora, el argumento usado en el caso de que dim g = 1 aplicado a X0, permite concluir que

existe v, v 6= 0 ∈ W ⊂ V tal que

Xv = λ (X) v para todo X ∈ g.

lo que concluye la demostración.

A partir de este teorema, se puede mostrar a través de cocientes sucesivos, la existencia de una

base que trianguliza simultáneamente los elementos de una álgebra soluble. Este es el enunciado

del teorema de Lie:

Teorema 2.25 (Teorema de Lie). Sean V un espacio vectorial de dimensión finita sobre un

cuerpo algebraicamente cerrado y g ⊂ gl (V ) una álgebra soluble. Entonces, existe una base

β = {v1, . . . , vn} de V y funcionales lineales λ1, . . . , λn : g −→ K tal que, en relación a

β, X ∈ g se escribe como

[X]β =


λ1 (X) ∗

. . .

λn (X)
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Demostración. Sea v1 autovector común a los elementos de g con autovalor λ1 (X), por el

teorema anterior, λ1 es lineal. Sea V1 = span{v1} y ρ la representación canónica de g en V .

Entonces V1 es g-invariante y la aplicación

ρV1 : g −→ gl (V/V1)

define una representación. Como g es soluble y ρV1 un homomorfismo , entonces ρV1 (g) es

soluble. Aplicando el teorema anterior, existe w ∈ V/V1, w 6= 0 y λ2 : ρV1 (g) −→ K tal que

Xw = λ2
(
X
)
w para todo X ∈ ρV1 (g)

Ahora, sea λ2 = λ2 ◦ ρV1 : g −→ K tal que λ2 (X) = λ2
(
X
)
, para todo X ∈ g. Tomando v2

como representante de w en V , se tiene que existe v2 ∈ V − V1, v2 6= 0 y λ2 : g −→ K tal que

Xv2 = λ2 (X) v2 para todo X ∈ g.

de donde

Xv2 = λ2 (X) v2 + u1 con u1 ∈ V1, para todo X ∈ g.

Como v2 ∈ V − V1, {v1, v2} es linealmente independiente. Sea V2 = span{v1, v2}, V2 es g-

invariante, entonces ρV2 : g −→ gl (V/V2) es una representación y ρV2 (g) es soluble, de donde,

existe w′ ∈ V/V2, w′ 6= 0 y λ3 : ρV2 (g) −→ K tal que

Xw′ = λ3
(
X
)
w′ para todo X ∈ ρV2 (g)

Tomando λ3 = λ3 ◦ ρV2 , con λ3 (X) = λ3
(
X
)

para todo X ∈ g, existe v3 ∈ V − V2, v3 6= 0 y

λ3 : g −→ K tal que

Xv3 = λ3 (X) v3 para todo X ∈ g.

luego,

Xv3 = λ3 (X) v3 + u2 con u2 ∈ V2, para todo X ∈ g.

Repitiendo este proceso, se llega a obtener V = Vn = span{v1, . . . , vn}, con β = {v1, . . . , vn}

base de V tal que

Xvi = λi (X) vi + ui−1 con ui−1 ∈ Vi−1
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Por tanto, existe una base β = {v1, . . . , vn} de V y funcionales lineales λ1, . . . , λn : g −→ K

tal que, en relación a β, X ∈ g se escribe como

[X]β =


λ1 (X) ∗

. . .

λn (X)

 .

Proposición 2.26. Sea g una álgebra de Lie de dimensión finita. Entonces, g es soluble si y sólo

si la álgebra derivada g′ es nilpotente.

Demostración. Si g′ es nilpotente, ella es, en particular, soluble. Como g/g′ es abeliana, enton-

ces es soluble. Por tanto, g es soluble.

Recíprocamente, asumiendo que g es soluble, para mostrar que g′ es nilpotente, se puede su-

poner, sin pérdida de generalidad, que el campo de escalares es algebraicamente cerrado. En

efecto, la extensión algebraica de la álgebra derivada es la derivada de la extensión algebraica y

una álgebra es nilpotente si y sólo si sus extensiones son nilpotentes.

Suponiendo que el cuerpo de escalares es algebraicamenete cerrado, se tiene que existe una base

β de g y funcionales lineales λ1, . . . , λn tales que

[ad (X)]β =


λ1 (X) ∗

. . .

λn (X)

 para todo X ∈ g

es decir, se escriben como matrices triangulares superiores. Como el corchete de dos matrices

triangulares superiores es una matriz triangular superior con ceros en la diagonal, los elementos

de ad (g)′ se escriben como matrices triangulares superiores con ceros en la diagonal, esto es,

ad (Y ) es nilpotente para todo Y ∈ g′. Como g′ es un ideal, ad (X) g′ ⊂ g′, para todo X ∈ g′,

entonces adg′ : g′ −→ gl (g′) es una nilrepresentación. Lo que muestra, junto al teorema de

Engel, que g′ es nilpotente.

2.3. Radicales solubles

Proposición 2.27. Sean g una álgebra de Lie y h1, h2 ⊂ g ideales solubles. Entonces h1 + h2

también es ideal soluble.
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Demostración. El hecho de que h1 + h2 es un ideal es consecuencia de que la suma de ideales

es un ideal. Por uno de los teoremas de isomorfismo, se tiene,

(h1 + h2) /h2 ≈ h1/h1 ∩ h2

Como h1 es soluble, h1/h1 ∩ h2 es soluble y de ahí que (h1 + h2) /h2 es soluble. Como h2 es

soluble, h1 + h2 es soluble por la proposición 2.20.

Proposición 2.28. Sea g álgebra de Lie de dimensión finita, entonces existe en g un único ideal

soluble r ⊂ g que contiene todos los ideales solubles de g.

Demostración. Sea n el máximo de las dimensiones de los ideales solubles de g y sea r un ideal

soluble con dim r = n. Entonces todo ideal soluble está contenido en r. En efecto, si h es ideal

soluble, r + h también lo es. Por la maximalidad de la dimensión, dim (r + h) = dim r y de ahí

que r + h ⊂ r y h ⊂ r. Por tanto, r contiene todos los ideales solubles de g.

Para la unicidad de r, suponga que h es otro ideal soluble que contiene todos los ideales, entonces

r ⊂ h, también se tiene que h ⊂ r, por tanto r = h.

Definición 2.29. El ideal r de la proposición anterior es llamado radical soluble (o simplemente

radical) de g. Para el radical de g será utilizada la notación r (g).

Ejemplos:

1. g es soluble si y solo si r (g) = g.

2. El radical de gl (2,R) es

z = {

 a 0

0 a

 , a ∈ R}.

En efecto, z es ideal abeliano de g y, por tanto, soluble. Además, es el único ideal soluble,

pues los ideales de gl (2,R) son z y sl (2,R), además de los triviales. Para ver eso, observe

que

gl (2,R) = sl (2,R)⊕ z

y, por tanto, gl (2,R) /z ≈ sl (2,R). Sea h un ideal no trivial de gl (2,R), entonces h/z

es un ideal de sl (2,R). Como los únicos ideales de sl (2,R) son los triviales (eso porque

sl (2,R) es una álgebra simple como será visto más adelante), h = z o h ∩ sl (2,R) es no

nulo. En este último caso, h contiene a sl (2,R) y, por tanto, debe ser sl (2,R) o gl (2,R).
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2.4. Radicales nilpotentes

Como fue visto, la suma de ideales solubles de una álgebra es también un ideal soluble. Ese

hecho es lo que garantiza la existencia de ideales que contienen todos los ideales solubles de

una álgebra, esto es, de los radicales solubles. Para los ideales nilpotentes, se tiene,

Proposición 2.30. Sean g una álgebra de Lie de dimensión finita y h1, h2 ideales nilpotentes de

g, entonces h1 + h2 es un ideal nilpotente y su representación adjunta en g es una nilrepresen-

tación.

Demostración. Se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que el cuerpo de escalares es alge-

braicamente cerrado. Asumiendo eso, sean

ad1 : h1 :−→ gl (g) y ad2 : h2 :−→ gl (g)

representaciones adjuntas de h1 y h2 en g. La primera observación que se hace es que las re-

presentaciones ad1 y ad2 son nilpotentes. En efecto, dado que h1 es ideal nilpotente, para todo

X ∈ h1 existe n ≥ 1 tal que adh1 (X)n = 0, se tiene que, para todo X ∈ h1 existe n ≥ 1 tal que

adg (X)n+1 = 0, de ahí que adg (X) es nilpotente en g, para todo X ∈ h1, por lo que ad1 es una

nilrepresentación. Análogamente, ad2 es una representación nilpotente.

Ahora, considere ad : h1 + h2 −→ gl (g), como h1 + h2 es un ideal soluble de g, ad (h1 + h2)

es soluble. Por el teorema de Lie, existe una base β de g y operadores lineales λ1, . . . , λk :

ad (h1 + h2) −→ K tales que

[ad (X)]β =


λ1 (ad (X)) ∗

. . .

0 λk (ad (X))

 para todo X ∈ h1 + h2

Sean µi = λi ◦ ad : h1 + h2 −→ K, con µi (X) = λi (ad (X)) , para todo X ∈ h1 + h2, i =

1, . . . , k, entonces

[ad (X)]β =


µ1 (X) ∗

. . .

0 µk (X)

 para todo X ∈ h1 + h2
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Como para X ∈ h1 ∪ h2, adg (X) es nilpotente, existe n ≥ 1 tal que µi (X) = 0, i = 1, . . . , k

de donde se concluye, por el hecho de que µi son lineales, que ad : h1 + h2 −→ gl (g) es una

representación nilpotente.

Como ad (X) h1 + h2 ⊂ h1 + h2, para todo X ∈ h1 + h2, se tiene que ad
∣∣
h1+h2

: h1 + h2 −→

gl (h1 + h2) es una nilrepresentación. Por tanto h1 + h2 es nilpotente.

A partir de la proposición anterior se muestra con el mismo argumento utilizado en el caso de

los radicales solubles, que en una álgebra de Lie de dimensión finita existe un ideal nilpotente

que contiene todos los ideales nilpotentes.

Proposición 2.31. Sea g una álgebra de dimensión finita. Entonces existe un ideal de g, de-

notado por rn (g) y denominado radical nilpotente o nilradical de g que contiene todo ideal

nilpotente de g.

Proposición 2.32. Sea g una álgebra de Lie soluble y D una derivación de g. Entonces imD ⊂

rn (g). En particular, rn (g) es invariante por D.

Demostración. Sea K el cuerpo de escalares visto como una álgebra de Lie abeliana de dimen-

sión uno. La transformación lineal

ρ : K −→ gl (g)

t 7−→ ρ (t) = tD

es una representación, pues K es abeliana. Como tD es una derivación de g para todo t ∈ K,

entonces esa representación define el producto semidirecto h = K× g con el corchete dado por

[(s,X) , (t, Y )] = [[s, t] , ρ (s)Y − ρ (t)X + [X, Y ]]

= [0, sDY − tDX + [X, Y ]]

A partir de este corchete, se tiene que h′ ⊂ 0×g ≈ g y h′ ⊂ 0× imD+g′ ≈ imD+g′. Además,

0 × imD ⊂ h′, pues (0, DX) = [(1, X) , (0, X)] para todo X ∈ g, también 0 × g′ ⊂ h′, pues

(0,
∑

[Xi, Yi]) =
∑

[(0, Xi, ) , (0, Yi, )] para todo Xi, Yi ∈ g, luego, 0× imD + g′ ⊂ h′. Así

h′ = 0× imD + g′ ≈ imD + g′

Como h′ ⊂ 0 × g ≈ g, entonces h′ es soluble, lo que implica que h también es soluble. De la

proposición se tiene que h′ es ideal nilpotente de h, en particular de g. De ahí que h ⊂ rn (g) de

donde se concluye que imD ⊂ rn (g). En particular, rn (g) es invariante por D.
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Corolario 2.33. Sea g una álgebra de Lie con radical soluble r. Entonces

[g, r] ⊂ rn (g).

En particular, si g es soluble, entonces g′ ⊂ rn (g).

Demostración. Como r es un ideal de g, ad (X)
∣∣
r

: r −→ r es una derivación de r para

todo X ∈ g, por la proposición anterior, ad (X)
∣∣
r
(r) ⊂ rn (g) para todo X ∈ g. De donde

[g, r] ⊂ rn (g).

2.5. Álgebras simples y álgebras semisimples

Definición 2.34. Una álgebra de Lie es semisimple si

r (g) = 0

es decir, g no tiene ideales solubles distintos de 0.

Definición 2.35. Una álgebra de Lie es simple si

1. Los únicos ideales de g son 0 y g y

2. dim g 6= 1

Vale la pena observar que las álgebras de dimensión 1 no poseen ideales no triviales. Estas ál-

gebras no son consideradas simples, esto para que exista compatibilidad entre los conceptos de

álgebras simples y semisimples. Como es inmediato a partir de la definición, las álgebras unidi-

mensionales no son semisimples. Sin embargo, las álgebras que no poseen ideales no triviales

son semisimples. En efecto, sea g una álgebra que no posee ideales no triviales. Como r (g) es

un ideal, este debe ser 0 o g. En el primer caso, g es semisimple. Si r (g) = g, entonces g es

soluble. El segundo caso no puede ocurrir si dim g ≥ 2, eso porque si r (g) = g, entonces g es

soluble y por tanto g′ 6= g. Como g′ también es un ideal, g′ = 0, es decir, g es abeliana. Pero eso

no puede suceder si dim g ≥ 2, pues todo subespacio de una álgebra abeliana es un ideal. En

otras palabras, las álgebras simples son semisimples.
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Ejemplo

1. sl (2,R) es simple. Para verificar esto sean

X =

 0 1

0 0

 H =

 1 0

0 −1

 Y =

 0 0

1 0


Los corchetes entre estos elementos son dados por [H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y y

[X, Y ] = H . Si h 6= 0 es un ideal de sl (2,R), tome Z = aX + bH + CY ∈ h, en-

tonces [X,Z] = −2bX+cH ∈ h y [X [X,Z]] = −2cX ∈ h, por tanto, si Z 6= 0 entonces

Z, [X,Z] o [X [X,Z]] es múltiplo no nulo de X . De donde se concluye que si h es un

ideal no nulo entonces, X ∈ h. Como H = [X, Y ] y Y = −1/2 [H,Y ] , Y,H ∈ h. Por

tanto h = sl (2,R).

El centro de una álgebra es un ideal abeliano y, por tanto, soluble. Así, el centro de una álgebra

semisimple es necesariamente nulo. Como el centro de una álgebra de Lie coincide con el núcleo

de la representación adjunta entonces la representación adjunta de una álgebra semisimple, es

fiel. Por eso toda álgebra semisimple puede ser visto como una álgebra de transformaciones

lineales.

Proposición 2.36. Sean g una álgebra de Lie que no es soluble y h ⊂ g un ideal soluble,

entonces g/h es semisimple si y solo si h = r (g).

Demostración. Suponga que h = r (g). Sea π : g −→ g/r (g) el homomorfismo canónico y

tome un ideal soluble i ⊂ g/r (g). Entonces π−1 (i) es un ideal de g que contiene a r (g). En

efecto, sean X ∈ g y Y ∈ π−1 (i), entonces π (Y ) ∈ i y π (X) ∈ π (g). Dado que

[π (X) , π (Y )] = π [X, Y ] ∈ i

se tiene que [X, Y ] ∈ π−1 (i), por lo que es un ideal. Para ver que contiene a r (g), tome X ∈

r (g), entonces π (X) = 0 ∈ i. Además, i ≈ π−1 (i) /r (g), luego π−1 (i) es soluble, pues i y r (g)

son solubles. Por tanto está contenido en r (g), es decir, i = 0.

Recíprocamente, si h es un ideal soluble de g, h ⊂ r (g) y r (g)/h es un ideal soluble de g/h. La

hipótesis de que g/h es semisimple implica que r (g)/h = 0, es decir, h = r (g).
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Capítulo 3

Cohomología

La intensión de este capítulo es dar una introducción a la cohomología de álgebras de Lie. El

término introducción aquí debe tomarse literalmente, ya que después de las definiciones se darán

interpretaciones concretas para los dos primeros espacios de cohomología que serán utilizados

en el último capítulo.

3.1. Aplicaciones multilineales alternadas

Definición 3.1. Sean E y V espacios vectoriales y n ∈ N. Una aplicación n-lineal f : En −→

V . Es una aplicación multilineal alternada si satisface, para toda permutación σ de n elementos,

f
(
vσ(1), . . . , vσ(n)

)
= (−1)|σ| f (v1, . . . , vn)

donde |σ| denota el grado de la permutación σ, que es 0 o 1 dependiendo si σ es producto de

una cantidad par o impar de transposiciones.

El conjunto de todas las aplicaciones multilineales alternadas deEn en V es un espacio vectorial

que se denotará por An (E, V ).

Ejemplos:

1. Toda aplicación lineal f : E −→ V es trivialmente alternada, ya que no es posible quebrar

la condición de alternabilidad. Así, A1 (E, V ) = L (E, V ).
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2. Si f : R× · · · × R −→ V es n-lineal entonces f (t1, . . . , tn) = t1 · t2 · . . . · tn · v, donde

v = f (1, . . . , 1) ∈ V . Por tanto, cuando n > 1, f sólo puede ser alternada si v = 0, es

decir, f es idénticamente nula. Así An (R, V ) = 0 para n > 1.

3. La aplicación bilineal f : R2 × R2 −→ R, definida por f (u, v) = u1v2 − u2v1, donde

u = (u1, u2) y v = (v1, v2), es alternada.

Proposición 3.2. Una aplicación f : En −→ V es una aplicación multilineal alternada si y

solo si se anula cada vez que, por lo menos, dos argumentos consecutivos entre v1, . . . , vn se

repiten, es decir, f (v1, . . . , vn) = 0 si sólo si existe i ∈ tal que vi = vi+1.

Demostración. Por inducción sobre el entero m, número mínimo de transposiciones de dígitos

consecutivos cuyo producto es σ, pues toda permutación puede representarse como producto de

transposiciones de dígitos consecutivos.

Si m = 1, σ es una transposición de dígitos consecutivos, digamos σ = (i, i+ 1) con 1 ≤ i ≤

n− 1, entonces

0 = f (v1, . . . , vi−1, vi + vi+1, vi + vi+1, vi+2, . . . vn)

= f (v1, . . . , vi−1, vi, vi, vi+2, . . . vn) + f (v1, . . . , vi−1, vi+1, vi+1, vi+2, . . . vn)

+ f (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, vi+2, . . . vn) + f (v1, . . . , vi−1, vi+1, vi, vi+2, . . . vn)

o sea

f (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, vi+2, . . . vn) = −f (v1, . . . , vi−1, vi+1, vi, vi+2, . . . vn)

Suponiendo que m ≥ 2 y el resultado probado para m− 1.

Sea σ = τ1 · · · τm−1τm, donde τ1, · · · , τm son transposiciones de dígitos consecutivos y m es el

entero mínimo para el cual tal representación sea posible. Tome δ = τ1 · · · τm−1, m − 1 es el

mínimo entero para el cual la representación de δ es posible, entonces se tiene que σ = δτm.

f
(
vσ(1), . . . , vσ(n)

)
= f

(
vδτm(1), . . . , vδτm(n)

)
= f

(
vδ(τm(1)), . . . , vδ(τm(n))

)
= (−1)|δ| f

(
vτm(1), . . . , vτm(n)

)
Por hipótesis de inducción

f
(
vσ(1), . . . , vσ(n)

)
= (−1)|δ| f

(
vτm(1), . . . , vτm(n)

)
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Finalmente,

f
(
vσ(1), . . . , vσ(n)

)
= (−1)|δ| (−1)|τm| f (v1, . . . , vm)

= (−1)|δ|+|τm| f (v1, . . . , vm)

= (−1)|σ| f (v1, . . . , vm)

Recíprocamente, si f es alternada, tomando σ = (i, i+ 1), como |σ| = 1, entonces

f (v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vn) = −f (v1, . . . , vi+1, vi, . . . , vn)

y si vi = vi+1,

f (v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vn) = f (v1, . . . , vi+1, vi, . . . , vn)

entonces

f (v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vn) = 0

Corolario 3.3. Sea f ∈ An (E, V ). Si existe 1 ≤ i, j ≤ n; i 6= j tal que vi = vj , entonces

f (v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vn) = 0.

Demostración. Como f es multilineal alternada,

f (v1, . . . , vi, vi+1, . . . , vn) = −f (v1, . . . , vi+1, vi, . . . , vn)

Entonces, si vi = vj , con i < j se tiene

f (v1, . . . , vi, . . . , vj−1, vj, . . . , vn) = −f (v1, . . . , vi, . . . , vj−2, vj, vj−1 . . . , vn)

= f (v1, . . . , vi, . . . , vj−3, vj, vj−2 . . . , vn)

...

= ±f (v1, . . . , vi, vj, vi+1 . . . , vn)

que es igual a cero porque dos argumentos consecutivos son iguales.

Proposición 3.4. Sea f ∈ An (E, V ). Si v1, . . . , vn ∈ E son linealmente dependientes, entonces

f (v1, . . . , vn) = 0.
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Demostración. Si los vectores v1, . . . , vn ∈ E son linealmente dependientes, existe i tal que el

vector vi es combinación lineal de los demás, o sea,

vi =
∑
j 6=i

αjvj con αj ∈ K

De ahí

f (v1, . . . , vn) = f(v1, . . . , vi−1,
∑
j 6=i

αjvj, vi+1, . . . vn)

=
∑
j 6=i

αjf(v1, . . . , vi−1, vj, vi+1, . . . vn)

En cada término de la derecha hay dos argumentos iguales. Por el corolario precedente, todos

estos términos son nulos, entonces

f (v1, . . . , vn) = 0

Corolario 3.5. Si n > dimE, entonces, para todo espacio vectorial V ,

An (E, V ) = 0

Demostración. Si v1, . . . , vn ∈ E, entonces alguno de ellos es combinación lineal de los otros,

es decir, son linealmente dependientes, entonces f (v1, . . . , vn) = 0.

Una consecuencia del corolario anterior, es que la cantidad de los espacios An (E, V ) es finita.

Proposición 3.6. Sea ∧ : En −→ ∧nE un producto exterior. Para toda aplicación multilineal

alternada f : En −→ V , existe una única aplicación lineal f̂ : ∧nE −→ V tal que f̂ ◦ ∧ = f ,

es decir,

f (v1, . . . , vn) = f̂ (v1 ∧ · · · ∧ vn)

Demostración. Sea E = (e1, . . . , em) una base ordenada en E. Dada f : En −→ V multilineal

alternada, defina una aplicación lineal f̂ : ∧nE −→ V por f̂ (eJ) = f (ej1 , . . . , ejn) para

todo J = {j1 < · · · < jn} ⊂ Im donde eJ = ej1 ∧ · · · ∧ ejn . Como f es alternada, f̂ ◦ ∧

coincide con f en todas las secuencias (ej1 , . . . , ejn) de elementos básicos. De ahí que f̂ ◦∧ = f .

Para la unicidad, suponga que existe otra aplicación lineal f̃ : ∧nE −→ V tal que f̃ (eJ) =

f (ej1 , . . . , ejn) para todo J = {j1 < · · · < jn} ⊂ Im. Ya que una aplicación lineal ∧nE −→ V

está totalmente determinada por los valores sobre la base de ∧nE, se tiene que f̂ = f̃ .
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Corolario 3.7. La aplicación lineal f 7−→ f̂ , de la proposición anterior, establece un isomor-

fismo lineal An (E, V ) ≈ L (∧nE, V ).

3.2. Cohomología de álgebras de Lie

Definición 3.8. Sean g una álgebra de Lie y ρ : g −→ gl (V ) una representación de g en

el espacio vectorial V y, asociados a g y V , los espacios An de aplicaciones multilineales

alternadas de gn en V . La cohomología de g en relación a ρ es definida a partir del operador

de diferenciación exterior dn : An −→ An+1, n ≥ 0, que a su vez, es definido por la fórmula

dnf (X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi) f
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
+

∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jf
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
En esta fórmula, el símbolo .̂ significa que lo que está de bajo de el debe ser omitido.

En el caso de que tanto g como V son de dimensión finita, An también es de dimensión finita y

su dimensión es dada por

dimAn =

(
m

n

)
d

donde d es la dimensión de V y m es la dimensión de g. Esto por el isomorfismo entre An y

L (∧ng, V ). Además, A0 = V es interpretado como el espacio de las aplicaciones constantes

fv : g −→ V ,fv (X) = v.

En este capítulo se estudiarán principalmente las cohomologias de orden baja que envuelven dn

apenas para n ≤ 2. Las expresiones de d para esos valores de n son:

d0v (X) = ρ (X) v

si v ∈ V y X ∈ g,

d1f (X, Y ) = ρ (X) f (Y )− ρ (Y ) f (X)− f ([X, Y ])

si f ∈ A1 y X, Y ∈ g y

d2f (X, Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− ρ (Y ) f (X,Z) + ρ (Z) f (X, Y )

− f ([X, Y ] , Z) + f ([X,Z] , Y )− f ([Y, Z] , X)

si f ∈ A2 y X, Y, Z ∈ g.
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Proposición 3.9. Si f ∈ An, entonces dnf ∈ An+1 para todo n ≥ 0.

Demostración. Es claro que dnf es multilineal, se mostrará que además es alternada, de manera

que se trata de un elemento de An+1.

Sean entonces X1, . . . , Xn+1 ∈ g y k ∈ {1, . . . , n}, suponga que Xk = Xk+1. Como f ∈ An,

se tiene que f
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
= 0 si 1 ≤ i < k o si k + 1 < i ≤ n+ 1, ya que dos de

los argumentos son iguales, entonces

n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi)f
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
= (−1)k+1 ρ (Xk) f

(
X1, . . . , X̂k, Xk+1, . . . , Xn+1

)
+ (−1)k ρ (Xk+1) f

(
X1, . . . , Xk, X̂k+1, . . . , Xn+1

)
= 0

De manera similar, f
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
= 0 si i, j ∈ {1, . . . , n} son

tales que i < j y {i, j} ∩ {k, k + 1} = ∅, entonces∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jf
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
=

n+1∑
j=k+2

(−1)k+jf
(

[Xk, Xj] , X1, . . . , X̂k, Xk+1, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
+

n+1∑
j=k+2

(−1)k+1+jf
(

[Xk+1, Xj] , X1, . . . , Xk, X̂k+1, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)

+
k−1∑
i=1

(−1)i+kf
(

[Xi, Xk] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂k, Xk+1, . . . , Xn+1

)
+

k−1∑
i=1

(−1)i+k+1f
(

[Xi, Xk+1] , X1, . . . , X̂i, . . . , Xk, X̂k+1, . . . , Xn+1

)
+ (−1)k+k+1f

(
[Xk, Xk+1] , X1, . . . , X̂k, X̂k+1, . . . , Xn+1

)
La primera y la segunda de las sumas que aparecen en el lado derecho se cancelan mutua-

mente, como lo hacen la tercera y la cuarta, y, finalmente el último término se anula porque

[Xk, Xk+1] = 0. Así, dnf ∈ An+1.

Proposición 3.10. Para todo n > 0, se tiene que dndn−1 = 0.
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Demostración. Sea f ∈ An−1, X1, . . . , Xn+1 ∈ g. Por simplicidad y consideraciones de espa-

cio, se escribirá
(
X1, X̂i, Xn+1

)
:=
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
, entonces

dndn−1f (X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi) dn−1f
(
X1, X̂i, Xn+1

)
+

∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jdn−1f
(

[Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂j, Xn+1

)
= d2f

Así,

d2f =
∑
r<i

(−1)i+r ρ (Xi) ρ (Xr) f
(
X1, X̂r, X̂i, Xn+1

)
(3.1)

+
∑
i<r

(−1)i+r+1 ρ (Xi) ρ (Xr) f
(
X1, X̂i, X̂r, Xn+1

)
(3.2)

+
∑
r<s<i

(−1)i+r+s+1 ρ (Xi) f
(

[Xr, Xs]X1, X̂r, X̂s, X̂i, Xn+1

)
(3.3)

+
∑
r<i<s

(−1)i+r+s ρ (Xi) f
(

[Xr, Xs]X1, X̂r, X̂i, X̂s, Xn+1

)
(3.4)

+
∑
i<r<s

(−1)i+r+s+1 ρ (Xi) f
(

[Xr, Xs]X1, X̂i, X̂r, X̂s, Xn+1

)
(3.5)

+
∑
i<j

(−1)i+j+1 ρ [Xi, Xj] f
(
X1, X̂i, X̂j, Xn+1

)
(3.6)

+
∑
r<i<j

(−1)i+j+r ρ (Xr) f
(

[Xi, Xj] , X1, X̂r, X̂i, X̂j, Xn+1

)
(3.7)

+
∑
i<r<j

(−1)i+j+r+1 ρ (Xr) f
(

[Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂r, X̂j, Xn+1

)
(3.8)

+
∑
i<j<r

(−1)i+j+r ρ (Xr) f
(

[Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂j, X̂r, Xn+1

)
(3.9)

+
∑
s<i<j

(−1)i+j+s f
(

[[Xi, Xj] , Xs] , X1, X̂s, X̂i, X̂j, Xn+1

)
(3.10)

+
∑
i<s<j

(−1)i+j+s+1 f
(

[[Xi, Xj] , Xs] , X1, X̂i, X̂s, X̂j, Xn+1

)
(3.11)

+
∑
i<j<s

(−1)i+j+s f
(

[[Xi, Xj] , Xs] , X1, X̂i, X̂j, X̂s, Xn+1

)
(3.12)

+
∑

r<s<i<j

(−1)i+j+r+s f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂r, X̂s, X̂i, X̂j, Xn+1

)
(3.13)
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+
∑

r<i<s<j

(−1)i+j+r+s+1 f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂r, X̂i, X̂s, X̂j, Xn+1

)
(3.14)

+
∑

r<i<j<s

(−1)i+j+r+s f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂r, X̂i, X̂j, X̂s, Xn+1

)
(3.15)

+
∑

i<r<s<j

(−1)i+j+r+s f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂r, X̂s, X̂j, Xn+1

)
(3.16)

+
∑

i<r<j<s

(−1)i+j+r+s+1 f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂r, X̂j, X̂s, Xn+1

)
(3.17)

+
∑

i<j<r<s

(−1)i+j+r+s f
(

[Xr, Xs] , [Xi, Xj] , X1, X̂i, X̂j, X̂r, X̂s, Xn+1

)
(3.18)

Se tiene que las líneas (3.1) y (3.2) cancelan la línea (3.6), pues [Xi, Xr] = XiXr −XrXi. Las

líneas (3.3) y (3.9) se cancelan mutuamente, al igual que lo hacen las líneas (3.4) y (3.8), y las

líneas (3.5) y (3.7). Dado que

[[Xi, Xj] , Xs] = [[Xi, Xs] , Xj]− [[Xj, Xs] , Xi] = [[Xi, Xs] , Xj] + [[Xs, Xj] , Xi] .

las líneas (3.10) y (3.12) cancelan la línea (3.11). Además, las líneas (3.13) y (3.18) se cancelan;

como lo hacen las líneas (3.15) y (3.16) y las líneas (3.14) y (3.17). De donde se concluye

d2 = 0.

Ejemplo: Sea f : g× g −→ g dada por el corchete, f (X, Y ) = [X, Y ]. Dado que el corchete

es bilineal y antisimétrica, f ∈ A2. Tomando la representación adjunta ρ = ad, d1f = 0. Esta

igualdad puede ser verificada directamente, pues es equivalente a la identidad de Jacobi, o por

el hecho de que f = d1h donde h es la identidad de g. En efecto,

d1h (X, Y ) = ρ (X)h (Y )− ρ (Y )h (X)− h [X, Y ]

= [X, Y ]− [Y,X]− [X, Y ]

= [X, Y ]

= f (X, Y )

y, por tanto, df = d2h = 0.

Definición 3.11. 1. Cn = ker dn ⊂ An.

2. Fn = im dn−1. Se tiene que Fn ⊂ Cn.
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3. Hn = Cn/Fn para n ≥ 1.

Los elementos de Cn son llamados cociclos y los deFn cofronteras yHn, n ≥ 1 son los espacios

de cohomología de la representación. Con rigor,Hn debería ser escrito comoHn (g, ρ) así como

An, Cn,Fn. Se debe resaltar queHn y Cn se anulan si n > dim g.

Ejemplos:

1. Sean g una álgebra abeliana de dimensión finita, V = K, el cuerpo de escalares y ρ una

representación en V , es decir, ρ es una funcional lineal en g. Como g es abeliana,

dnf (X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi) f
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
.

Se distinguen dos casos:

a) ρ = 0. En este caso, d = 0, y por tanto, Fn = 0, Cn = An yHn = An y su dimensión

es dada por
(
dim g
n

)
.

b) ρ 6= 0. Para encontrar H1 en este caso, sea f = d0v ∈ F1, entonces f (X) = ρ (X) v

con v ∈ K y, por tanto,

F1 = {f : f = vρ, v ∈ K} = Kρ,

es decir,F1 es el subespacio de g∗ generado por ρ. Sea f ∈ A1, entonces d1f (X, Y ) =

ρ (X) f (Y )−ρ (Y ) f (X) y, por tanto, f ∈ C1 si y solo si ρ (X) f (Y ) = ρ (Y ) f (X).

Tomando Y tal que ρ (Y ) 6= 0,

f (X) =
f (Y )

ρ (Y )
ρ (X)

para todo X ∈ g. De ahí que F1 = C1 y, por tanto,H1 = 0.

2. Sean g la álgebra de Heisenberg con base {X, Y, Z}, [X, Y ] = Z. Considere la represen-

tación trivial ρ = 0 unidimensional. Entonces,

F1 = {f : f (W ) = ρ (W ) v = 0 para todo W} = 0

En cuanto a C1, f ∈ C1 si y solo si para todo X1, X2 ∈ g,

ρ (X1) f (X2)− ρ (X2) f (X1)− f [X1, X2] = 0
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es decir, f [X1, X2] = 0 conX1 yX2 arbitrarios. Esta igualdad es equivalente a f (Z) = 0.

Por tanto,

C1 = {f : f (Z) = 0}

de ahí que dim C1 = 2, comoH1 = C1, dimH1 = 2.

Ahora, en cuanto aH2, si f ∈ A2, para encontrar d2f es suficiente encontrar df (X, Y, Z).

El cual a su vez está dado por

d2f (X, Y, Z) = −f ([X, Y ] , Z) + f ([X,Z] , Y )− f ([Y, Z] , X)

= −f (Z,Z)

= 0

y de ahí que C2 = A2. Para encontrar F2, sea β ∈ F2, entonces β (X1, X2) = f [X1, X2]

para algún f ∈ A1. Como [X1, X2] es un múltiplo de Z, se concluye que β es un múltiplo

de γ donde

γ (X1, X2) = f0 [X1, X2]

donde f0 (X) = f0 (Y ) = 0 y f0 (Z) = 1. De ahí que dimF2 = 1 y por tanto, dimH2 =

2.

También se tiene que H3 = A3. Esto por que F3 = 0, pues d2 = 0 como fue verificado y

C3 = A3 pues d3 = 0 ya que A4 = 0.

3. Sea g = sl (2,R) y ρ la representación trivial de dimensión uno. Usando la base {X,H, Y }

de siempre.

d0v (W ) = ρ (W ) = 0

d1f (X,H) = −f [X,H] = 2f (X)

d1f (X, Y ) = −f [X, Y ] = −f (H)

d1f (H,Y ) = −f [H,Y ] = 2f (X)

De esas igualdades se tiene que dimF2 = 3 = dimA2, es decir, F2 = A2. En

efecto, variando f en la base {α, β, γ} dual de {X,H, Y }, d1f recorre la base {α ∧

β, α ∧ γ, β ∧ γ} de ∧2g ≈ A2

d1α = 2α ∧ β
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d1β = α ∧ γ

d1γ = 2β ∧ γ

Esto implica que F2 = 〈α ∧ β, α ∧ γ, β ∧ γ〉.

d2 = 0, pues

d2f (X, Y, Z) = −f ([X,H] , Y ) + f ([X, Y ] , H)− f ([H, Y ] , X)

= 2f (X, Y ) + 2f (Y,X)

= 0

d3 = 0, pues A4 = 0.

De estas observaciones sobre d, se tiene que H1 = 0,H2 = 0,H3 = A3 y Hn = 0 para

n ≥ 4.

El hecho de queH1 yH2 se anulan será generalizado más adelante para representaciones

arbitrarias de álgebras semisimples cualquiera, como es el caso de sl (2,R).

4. Sean W un espacio vectorial y h ⊂ gl (W ) una subálgebra de Lie y considere el espa-

cio vectorial V = h ⊕ W . Sea g = W visto como álgebra abeliana. Sea también ρ la

representación de g en V dada por

ρ (u) (A, v) = (0, Au) u ∈ W,A ∈ h, v ∈ W. (3.19)

El hecho de que ρ sea una representación, se sigue de las igualdades

ρ [u, v] = 0 pues g es abeliana

y

[ρu, ρv] (A,w) = (ρu) ρ (v) (A,w)− ρ (v) ρ (v) (A,w)

= (ρu) (0, Av)− (ρv) (0, Au)

= 0

pues ρ (u) (0, w) = 0.

Para encontrar H1 de esta representación, sea f : W −→ h ⊕ W = V y escriba f =
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(f1, f2) con f1 : W −→ h y f2 : W −→ W . A partir de esta descomposición de elementos

de A1, se tiene la siguiente descomposición de A1: definiendo

A1
1 = {f ∈ A1 : f1 = 0} = gl (W )

y

A1
2 = {f ∈ A1 : f2 = 0} = L (W, h)

Evidentemente

A1 = A1
1 ⊕A1

2

Con esta descomposición es posible encontrar d:

Para d0, sea f = (A, v) ∈ V = h⊕W , entonces,

(d0f) (u) = ρ (u) (A, v) = (0, Au) A ∈ h, u ∈ W.

Por tanto, F1 ⊂ A1
1 y, como A ∈ h,F1 = h ⊂ gl (W ) .

Para d1, tome en primer lugar f ∈ A1
1, entonces.

(d1f) (u, v) = ρ (u) f (v)− ρ (v) f (u) = 0,

pues tanto f (u) como f (v) son de la forma (0, ∗) y ρ (u) y ρ (v) se anulan cuando se

aplica a un elemento de este tipo. Eso muestra queA1
1 ⊂ C1 y, como F1 ⊂ A1

1, la primera

cohomologiaH1 = (A1 ∩ C1) / (F1 ∩ A1) se descompone como

H1 =
(
A1

1 ∩ C1 ⊕A1
2 ∩ C1

)
/F1 =

(
A1

1/F1
)
⊕
(
A1

2 ∩ C1
)

El cociente que aparece en el primer término de esta suma es gl (W ) /h, puesA1
1 = gl (W )

y F1 = h, como ya fue visto. El segundo término de la suma es dado por los cociclos en

A1
2. Para encontrarlos, tome f ∈ A1

2, entonces, f = (f1, 0) con f1 : W −→ h, se tiene,

d1f (u, v) = ρ (u) (f1 (v) , 0)− ρ (v) (f1 (u) , 0)

= f1 (v)u− f1 (u) v
(3.20)

y, por tanto,

C1 ∩ A1
2 = {f : W −→ h : f (u) v = f (v)u para todo u, v ∈ W}.

Se h es una subálgebra de gl (W ), el espacio de las aplicaciones f : W −→ h que son

cociclos, como en (3.20), es denominado prolongación de h y es denotado por h(1). La

cohomologíaH1, de la representación (3.19, es, por tanto (gl (W ) /h)⊕ h(1).
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3.3. Interpretaciones deH1 yH2

En general, el anulamiento de alguno de los espacios Hn está ligado a la existencia de subes-

pacios complementares de subespacios en espacios de representaciones, como será visto más

adelante.

3.3.1. Existencia de complementares yH1

Sean ρ una representación de g en V , de dimensión finita, y W un subespacio de V que sea

invariante por g. Sea también P el conjunto de las proyecciones de V cuya imagen es W . Esto

es,

P = {P ∈ gl (V ) : P 2 = P y imP = W}

El núcleo de cada proyección P ∈ P es un subespacio complementar a W , pues el núcleo y

la imagen de una proyección son complementares. Recíprocamente dada una descomposición

V = W ⊕W ′, la aplicación P : V −→ W dada por Pv = P (v1 + v2) = v1, con v1 ∈ W y

v2 ∈ W ′, define una proyección con núcleo W ′ e imagen W . Por tanto, los complementares W ′

de W son descritos por las proyecciones con imagen en W .

Proposición 3.12. Sean ρ una representación de dimensión finita de g en V , y W ⊂ V un

subespacio invariante por g. Entonces, un complementar W ′ de W es invariante por g si y sólo

si la proyección correspondiente conmuta con todos los elementos de ρ, es decir, [ρ (X) , P ] = 0

para todo X ∈ g.

Demostración. Sean v ∈ kerP = W ′ y X ∈ g, suponiendo que [ρ (X) , P ] = 0 para todo

X ∈ g, se tiene que Pρ (X) v = ρ (X)Pv + [P, ρ (X)] = 0 y, por tanto ρ (X) v ∈ kerP = W ′.

Recíprocamente, si kerP es invariante por g, tome w = w1 + w2 ∈ V con w1 ∈ W y w2 ∈ W ′,

entonces Pw1 = w1 y ρ (X)w1 ∈ W , de ahí que

[P, ρ (X)]w = Pρ (X) (w1 + w2)− ρ (X)P (w1 + w2)

= Pρ (X)w1 − ρ (X)w1

= 0

De donde [ρ (X) , P ] = 0 para todo X ∈ g.
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De la proposición anterior, se tiene que la existencia de un complementar invariante es descrito

por la conmutatividad de la proyección con los elementos de la imagen de la representación de

la álgebra.

Proposición 3.13. El conjuntoP de las proyecciones sobreW es un subespacio afín del espacio

de endomorfismos de V y su subespacio vectorial paralelo es el espacio de transformaciones

cuya imagen es W y que se anula en W :

E = {T ∈ gl (V ) : T (W ) = 0 y T (V ) ⊂ W}

Demostración. Para ver esto, sean P,Q ∈ P , entonces P − Q se anula en W , pues si v ∈

(P −Q) (W ), v = (P −Q)w con w ∈ W , entonces v = Pw −Qw = 0 y como la imagen de

ambos está en W , P −Q ∈ E . Eso muestra que P está contenido en un subespacio afín paralelo

a E .

Por otro lado, dados P ∈ P , T ∈ E , P + T ∈ P , pues su imagen está en W , además, su

restricción a W es la identidad por el hecho de que T se anula en W y

(P + T )2 = P 2 + PT + TP + T 2 = P + T

pues P 2 = P, T 2 = 0, TP = 0 y PT = T , esto es consecuencia de que la imagen de T está

contenida en W y la restricción de P a W es la identidad.

En resumen, para cualquier proyección P ∈ P , P = P + E .

De esa forma, los subespacios complementares a W son descritos por los elementos de E una

vez que se haya fijado una proyección P0 ∈ P .

Proposición 3.14. Sean ρ una representación de dimensión finita de g en V , y W ⊂ V un

subespacio invariante por g. Defina ρ̃ : g −→ gl (E) la aplicación dada por

ρ̃ (X)T = [ρ (X) , T ] . (3.21)

Entonces, W admite subespacio invariante complementar siH1 (g, ρ̃) = 0.

Demostración. Observe en primer lugar, que la aplicación ρ̃ define una representación de g en

E . En efecto, ρ̃ es la restricción a E de la composición de la representación adjunta de gl (V ),

ad : gl (V ) −→ gl (gl (V )), por la representación ρ : g −→ gl (V ). esto es, ρ̃ = ρ′|E con
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ρ′ = ad ◦ρ. El hecho de que esta aplicación es una representación es garantizada porque la

composición de homomorfismos es un homomorfismo y la restricción a E es posible debido

a que E es invariante por las adjuntas de ρ (X) , X ∈ g, ya que la imagen de la aplicación

ρ (X)T − Tρ (X) es un subespacio que está contenido en W , y el núcleo de esa aplicación

contiene a W , pues este subespacio es invariante por ρ (X).

Teniendo esta representación, fije P0 ∈ P , y tome T ∈ E , entonces el subespacio complementar

a W asociado a P = P0 + T es invariante si y sólo si [ρ (X) , P ] = 0 para todo X ∈ g lo que, a

su vez, ocurre si y sólo si

[ρ (X) , T ] = [ρ (X) ,−P0] (3.22)

para todo X ∈ g. Esta igualdad puede ser interpretada como la igualdad que garantiza que un

cierto cociclo de la representación de ρ̃ es una cofrontera. En efecto, de las igualdades (3.21) y

(3.22), se tiene

ρ̃ (X)T = [ρ (X) ,−P0]

Como T ∈ A0 = E , d0T (X) = ρ̃ (X)T para todo X ∈ g, el primer miembro de la igualdad

es una cofrontera y el segundo miembro es f (X) donde f : g −→ E es dada por f (X) =

[ρ (X) ,−P0], esta f es lineal y, por tanto, un elemento de A1. Además de eso, f es un cociclo

ya que

d1f (X, Y ) = ρ̃ (X) f (Y )− ρ̃ (Y ) f (X)− f [X, Y ]

= [ρ (X) , [ρ (Y ) ,−P0]]− [ρ (Y ) , [ρ (X) ,−P0]]− [[ρ (X) , ρ (Y )] ,−P0]

= 0

por la identidad de Jacobi en E .

En resumen, el subespacio complementar asociado a T es invariante si d0T coincide con el

cociclo f (X) = [ρ (X) ,−P0], lo que ocurre en el caso de que la representación ρ̃ tiene H1 =

0.

Por tanto, para verificar si el subespacio invariante W admite o no un complementar invariante

es suficiente verificar si un cierto cociclo es o no una cofrontera.

Más adelante será mostrado que si g es semisimple, entonces, para todas sus representaciones de

dimensión finita,H1 = 0. Eso, junto a la proposición anterior, garantiza que las representaciones

de dimensión finita de álgebras semisimples son completamente reducibles.
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3.3.2. Extensiones abelianas yH2

Definición 3.15. Una extensión de una álgebra de Lie g consiste en una álgebra g junto con un

homomorfismo sobreyectivo π : g −→ g. En otras palabras, una extensión de g es cualquier

álgebra que admite g como cociente g ≈ g/ kerπ

Una de las preguntas que se hace sobre las extensiones de g es la de la existencia o no de una

subálgebra h ⊂ g tal que h ≈ g y g = ker π ⊕ h. Es decir, si g puede o no ser realizada como

subálgebra de g.

No serán consideradas aquí extensiones arbitrarias, sino apenas extensiones abelianas, es decir,

extensiones para las cuales kerπ es un ideal abeliano de g.

Para estudiar la realización de g en la extensión abeliana de dimensión finita g, la primera ob-

servación que se hace es que los subespacios de g complementares a kerπ son descritos por las

secciones σ : g −→ g que son transformaciones lineales que satisfacen πσ = idg. En efecto,

dado un subespacioW ⊂ g complementar a kerπ , se tiene que si π : g = kerπ⊕W −→ g es so-

breyectiva, entonces g = π (W ) = π|W (W ), además si x ∈ W, es tal que π|W (x) = π (x) = 0,

entonces x = 0, en consecuencia la restricción de π a W es invertible y su inversa define una

sección de g en g. Recíprocamente, si σ es una sección de g en g, tome v ∈ imσ ∩ kerπ, enton-

ces v = σ (w) , w ∈ g y 0 = π (v) = πσ (w) = w, de donde v = 0, es decir, la imagen de σ

intercepta a kerπ apenas en 0. Por otro lado,

dim g = dim g + dim kerπ

= dim imσ + dim kerσ + dim kerπ

= dim (imσ ⊕ kerπ)

ya que σ es inyectiva (por admitir inversa por la izquierda).

Por tanto, la imagen de una sección es un subespacio que complementa a kerπ.

Con el objetivo de describir los complementares que son subálgebras en términos de σ, se tiene

la siguiente proposición:

Proposición 3.16. Denote por V al núcleo de π. Sea fσ : g× g −→ V una aplicación dada por

fσ (X, Y ) = [σX, σY ]− σ [X, Y ]

Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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i) fσ = 0

ii) σ es un homomorfismo.

iii) La imagen de σ es una subálgebra.

Demostración. Observe en primer lugar que el hecho de que fσ, definida de esa forma, asume

valores en V , se debe a que

πfσ (X, Y ) = π [σX, σY ]− πσ [X, Y ] = 0

Esta igualdad permite probar la equivalencia de las afirmaciones del enunciado:

i)⇒ ii) Si fσ = 0, entonces fσ (X, Y ) = [σX, σY ]−σ [X, Y ] = 0 para todoX, Y ∈ g, de donde

[σX, σY ] = σ [X, Y ] .

Por lo tanto, σ es un homomorfismo.

ii)⇒ iii) es inmediata, ya que la imagen de un homomorfismo es una subálgebra.

iii)⇒ i) Si la imagen de σ es una subálgebra, el segundo miembro en la definición de fσ pertenece

a esa imagen, y por tanto, es necesariamente nulo.

En vista de la proposición anterior, la cuestión de encontrar un complementar que sea subálgebra

se reduce a la cuestión de encontrar una sección σ tal que fσ = 0.

Ahora, dada una sección σ, todas las otras secciones son descritas como σ′ = σ − p donde

p : g −→ V es una transformación lineal arbitraria, En efecto, dada una sección σ′, σ−σ′ asume

valores en V , pues π (σ − σ′) = 0 y, por tanto, σ′ = σ − p con p = σ − σ′. Recíprocamente,

σ − p es una sección, pues π (σ − p) = πσ = idg.

Proposición 3.17. Dada una sección σ, sea ρ : g −→ gl (V ) una representación de g en V

definida por

ρ (X) v = [σ (X) , v]

donde el corchete es tomado en g. Entonces, existe una subálgebra h ⊂ g tal que g = kerπ⊕ h,

siH2 (ρ) se anula.
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Demostración. Observe que ρ (X) v ∈ V , pues V es un ideal de g. Entonces, ρ define una

representación, pues

ρ [X, Y ] v = [σ [X, Y ] , v]

= [σ [X, Y ] + [σX, σY ]− σ [X, Y ] , v]

ya que [σX, σY ]− σ [X, Y ] ∈ V y V es una subálgebra abeliana. De ahí que

ρ [X, Y ] v = [σX, [σY, v]] + [[σX, v] , σY ]

= [ρX, ρY ] v

y, por tanto, ρ es un homomorfismo. Observe que la definición de la representación es inde-

pendiente de la sección fijada, pues [σ′ (X)− σ (Y ) , v] = 0 ya que V es una álgebra abeliana,

[σ′ (X) , v] = [σ (Y ) , v].

Por otra parte, fσ claramente pertenece A2, ya que es antisimétrica,

fσ (X, Y ) = [σ (X) , σ (Y )]− σ [X, Y ]

= − [σ (Y ) , σ (X)] + σ [Y,X]

= −fσ (Y,X)

Además, es un cociclo de la representación ρ, pues

d2fσ (X, Y, Z) = ρ (X) fσ (Y, Z)− ρ (Y ) fσ (X,Z) + ρ (Z) fσ (X, Y )

− fσ ([X, Y ] , Z) + fσ ([X,Z] , Y )− fσ ([Y, Z] , X)

= [σX, [σY, σZ]]− [σY, [σX, σZ]] + [σZ, [σX, σY ]]

− [σ [X, Y ] , σZ] + [σ [X,Z] , σY ]− [σ [Y, Z] , σX]

− [σX, σ [Y, Z]] + [σY, σ [X,Z]]− [σZ, σ [X, Y ]]

+ σ [[X, Y ] , Z]− σ [[X,Z] , Y ] + σ [[Y, Z] , X]

y esta expresión se anula de la siguiente forma: los tres primeros y los tres últimos por la iden-

tidad de Jacobi y los seis intermedios se cancelan dos a dos. Si además de cociclo, fσ es una

cofrontera, lo que ocurre cuando H2 (ρ) = 0, entonces fσ = dp para algún p : g −→ V . Tome
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la sección σ′ = σ − p, entonces, por ser V álgebra abeliana,

fσ′ (X, Y ) = [σ′ (X) , σ′ (Y )]− σ′ [X, Y ]

= [(σ − p) (X) , (σ − p) (Y )]− (σ − p) [X, Y ]

= [σ (X) , σ (Y )]− [σ (X) , p (Y )]− [p (X) , σ (Y )]− σ [X, Y ] + p [X, Y ]

= fσ (X, Y )− ([σX, pY ]− [σY, pX]− p [X, Y ])

= fσ (X, Y )− dp (X, Y )

= 0

y σ′ está asociada a una subálgebra complementar de kerπ.

3.3.3. Representaciones Afines

La álgebra afín af (V ) del espacio vectorial V es la álgebra que tiene que tiene por espacio

subyacente al producto gl (V )× V donde el corchete viene dado por

[(A, v) , (B,w)] = ([A,B] , Aw −Bv) A,B ∈ gl (V ) ; v, w ∈ V

Eso significa que af (V ) es el producto semidirecto de gl (V ) por V , dado por por la representa-

ción canónica.

Definición 3.18. Sea g una álgebra de Lie. Una representación afín de g en V es un homomor-

fismo α : g −→ af (V ).

Escribiendo α en coordenadas como α = (ρ (X) , v (X)) con ρ : g −→ gl (V ) y v : g −→ V

aplicaciones lineales, observe que la condición para que α sea un homomorfismo viene de las

igualdades

α [X, Y ] = (ρ [X, Y ] , v [X, Y ])

y

[αX,αY ] = [(ρ (X) , v (X)) , (ρ (Y ) , v (Y ))]

= ([ρ (X) , ρ (Y )] , ρ (X) v (Y )− ρ (Y ) v (X))

De ahí que α es una representación afín si y sólo si ρ [X, Y ] = [ρX, ρY ], es decir, que ρ es una

representación lineal usual y

v [X, Y ] = ρ (X) v (Y )− ρ (Y ) v (X)
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Esta igualdad, a su vez, es equivalente a

ρ (X) v (Y )− ρ (Y ) v (X)− v [X, Y ] = 0

lo que significa que v es un cociclo para ρ. Por tanto, una representación afín consiste en un par

formado por una representación lineal y por un cociclo de la representación.

Definición 3.19. Dos representaciones afines α1, α2 : g −→ af (V ) son equivalentes si existe

un automorfismo de ψ de af (V ) tal que

α1 (X) = ψ (α2 (X)) .

Proposición 3.20. Dos representaciones afines α1, α2 : g −→ af (V ) son equivalentes si y sólo

si ρ1 y ρ2 lo son como representaciones lineales, es decir, si existe P : V −→ V lineal invertible

tal que para todo X ∈ g, ρ1 (X)P = P−1ρ2 (X) y tal que v1 y Pv2 sean cohomólogos.

Demostración. Los automorfismos de af (V ) son de la forma

ψ (A, v) =
(
PAP−1, Pv − PAP−1a

)
con P : V −→ V lineal inversible y a ∈ V . Por tanto, escribiendo las representaciones en

coordenadas como αi = (ρi, vi), las representaciones son equivalentes si y sólo si, existen P y

a tal que para todo X ∈ g,

ρ1 (X) = Pρ2 (X)P−1

v1 (X) = Pv2 (X)− Pρ2 (X)P−1a

La primera igualdad ocurre si y sólo si ρ1 y ρ2 son equivalentes como representaciones lineales.

En cuanto la segunda igualdad, observe primero que Pv2, al igual que v1, es también un cociclo

para ρ1, pues

d1Pv2 (X, Y ) = ρ1 (X)Pv2 (Y )− ρ1 (Y )Pv2 (X)− Pv2 [X, Y ]

= Pρ2 (X) v2 (Y )− Pρ2 (Y ) v2 (X)− Pv2 [X, Y ]

= P (ρ2 (X) v2 (Y )− ρ2 (Y ) v2 (X)− v2 [X, Y ])

= 0

entonces, de la segunda igualdad se tiene v1 y Pv2 son cociclos cohomólogos para ρ1, ya que

último termino, Pρ2 (X)P−1a = ρ1 (X) a = d0a (X) es una cofrontera.
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Esta proposición permite distinguir las representaciones afines a través de la primera cohomolo-

gía de las representaciones lineales.

En el caso en que ρ1 = ρ2 = ρ, dos cociclos v1 y v2 definen representaciones equivalentes si y

sólo si, existe P : V −→ V con ρ (X) = Pρ (X)P−1 tal que v1 y Pv2 sean cohomólogos. En

particular, si H1 = 0, entonces todas las representaciones afines con parte lineal ρ son equiva-

lentes entre sí y equivalentes a ρ, que es corresponde al cociclo nulo.

Para analizar, en general, al grupo de transformaciones P que conmutan con la imagen de ρ y

hallar sus órbitas en el espacio proyectivo deH1 (ρ), sea GL (V ) el conjunto de las transforma-

ciones lineales invertibles P : V −→ V y denote por

Z (ρ) = {P ∈ GL (V ) : ∀X ∈ g, Pρ (X)P−1 = ρ (X)}

el centralizador de ρ (g) en GL (V ). Algunas de sus propiedades serán descritas en la siguiente

proposición:

Proposición 3.21. Sea ρ una representación de g en V y Z (ρ), el conjunto de las transforma-

ciones que conmutan con la imagen de ρ. Entonces,

1. Z (ρ) es un grupo.

2. Z (ρ) contiene al subgrupo de las transformaciones escalares P = x id, x ∈ K, x 6= 0.

3. Si α ∈ An y P ∈ Z (ρ), entonces Pα es un nuevo elemento de An y esa expresión define

acciones de Z (ρ) en cada uno de los espacios An.

4. Tanto Cn = ker dn como Fn = im dn−1 son invariantes por cada P ∈ Z (ρ). Por tanto,

cada P ∈ Z (ρ) induce una aplicación lineal en Hn (ρ), el cual define una acción de

Z (ρ) enHn (ρ).

Demostración. 1. Para probar que Z (ρ) es un grupo es suficiente mostrar que si P,Q ∈ Z (ρ),

entonces PQ y P−1 también están en Z (ρ). Primero se tiene que

(PQ) ρ (X) (PQ)−1 = (PQ) ρ (X)
(
Q−1P−1

)
= P

(
Qρ (X)Q−1

)
P−1

= Pρ (X)P−1 = ρ (X)

De manera similar, P−1ρ (X) (P−1)
−1

= ρ (X).
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2. Sean P = x id, x ∈ K, x 6= 0 con P−1 = x−1 id y v ∈ V , entonces

Pρ (X)P−1v = x id ρ (X)x−1 id v = ρ (X) v para todo X ∈ g

Por tanto, P = x id,∈ Z (ρ).

3. Sean α ∈ An, X1, . . . , Xn ∈ g, P ∈ Z (ρ) y σ una permutación de los índices i = 1, . . . n,

entonces

Pα
(
Xσ(1), . . . , Xσ(n)

)
= P

(
α
(
Xσ(1), . . . , Xσ(n)

))
= P

(
(−1)|σ| α (X1, . . . , Xn)

)
= (−1)|σ| Pα (X1, . . . , Xn)

De donde Pα ∈ An.

Ahora, sea ϕ : Z (ρ)×An −→ An, dada por (P, α) 7−→ Pα, que define una acción de Z (ρ)

en An, pues, para todo α ∈ An,

(id, α) = α

(Q,Pα) = Q (Pα) = (QP )α = (QP, α) para todo P,Q ∈ Z (ρ).

4. Sean P ∈ Z (ρ) y α ∈ An, usando la conmutatividad Pρ (X) = ρ (X)P , se tiene que,

dnPα (X1, . . . , Xn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi)Pα
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
+
∑
i<j

(−1)i+jPα
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
=

n+1∑
i=1

(−1)i+1 Pρ (Xi)α
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
+
∑
i<j

(−1)i+jPα
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)

= P

n+1∑
i=1

(−1)i+1 ρ (Xi)α
(
X1, . . . , X̂i, . . . , Xn+1

)
+ P

∑
i<j

(−1)i+jα
(

[Xi, Xj] , X1, . . . , X̂i, . . . , X̂j, . . . , Xn+1

)
= Pdnα (X1, . . . , Xn+1)
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lo que muestra dnPα = Pdnα. Esta igualdad muestra que Cn y Fn son invariantes por cada

P ∈ Z (ρ). Por tanto cada P ∈ Z (ρ) induce una aplicación lineal en Hn (ρ), lo que define

la acción φ : Z (ρ) ×Hn (ρ) −→ Hn (ρ) dada por (P, v) 7−→ Pv. La buena definición de φ

esta garantizada por el hecho de que Cn y Fn son invariantes por cada P ∈ Z (ρ).

Proposición 3.22. Denote por PH1 (ρ) al espacio proyectivo de H1 (ρ). Entonces, el conjunto

de las clases de equivalencia de las representaciones afines cuya parte lineal es ρ está en biyec-

ción con el conjunto de órbitas de Z (ρ) en PH1 (ρ) junto con {0}, que corresponde a la propia

ρ.

Demostración. Sea PH1 (ρ) el espacio proyectivo deH1 (ρ). Los elementos de PH1 (ρ), son los

conjuntos de vectores,

r = [v] = {λv : λ ∈ K, λ 6= 0} v ∈ H1 (ρ)− {0}.

Si r = [v] se dice v genera a r. Sea f : PH1 (ρ) −→ af (ρ) que a cada r ∈ PH1 (ρ) le asigna

la representación afín definida por el cociclo que representa al generador de r. La aplicación f

está bien definida pues, si r1 es equivalente a r2, entonces existe λ ∈ K, λ 6= 0 tal que v1 = λv2,

donde v1 y v2 generan a r1 y r2 respectivamente, lo que significa que los representantes de v1 y

v2 son cohomólogos, de donde determinan representaciones afines equivalentes, es decir f (r1)

es equivalente a f (r2).

Ahora, observe que la aplicación f : PH1 (ρ) −→ af (ρ) satisface f (r1) = f (r2) si y sólo si,

existe P ∈ Z (ρ) tal que r2 = P (r1). En efecto, sea la acción

θ : Z (ρ)× PH1 (ρ) −→ PH1 (ρ)

(P, r) 7−→ Pr

Dada la acción θ, considere la relación de equivalencia

r1 ∼ r2 ⇔ ∃P ∈ Z (ρ) tal que r1 = Pr2

Entonces la órbita de Z (ρ) sobre PH1 (ρ) consiste en todas las clases de equivalencia de la

relación anterior.

A partir de esa observación se tiene que si existe P ∈ Z (ρ) tal que r1 = Pr2, entonces existe
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λ ∈ K, λ 6= 0 tal que v1 = λPv2 donde v1 y v2 generan a r1 y r2 respectivamente, de ahí que los

cociclos no nulos v1 y v2 definen representaciones afines equivalentes, es decir f (r1) = f (r2).

Recíprocamente, si f (r1) = f (r2), entonces, existe P ∈ Z (ρ) tal que v1 = Pv2, de donde

r1 = Pr2.

En resumen, el conjunto de las clases de equivalencia de las representaciones afines con parte

lineal ρ esta en biyección con el conjunto de órbitas de Z (ρ) sobre PH1 (ρ), que es lo que se

quería probar.
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Capítulo 4

Teoremas de Weyl y Levi

En este capítulo, se demostrarán dos teoremas fundamentales de la teoría, que son los Teoremas

de descomposición de Weyl y Levi. El teorema de Weyl asegura que toda representación de

dimensión finita de una álgebra de Lie semisimple es completamente reducible. El teorema de

descomposición de Levi asegura que una álgebra de Lie cualquiera es el producto semidirecto

de una subálgebra semisimple por el radical soluble. El contexto en el que deben ubicarse es-

tos teoremas es el de la teoría de la cohomología de álgebras de Lie donde se obtienen como

consecuencia de los lemas de Whitehead sobre la cohomología de álgebras semisimples.

4.1. Lemas de Whitehead

Los lemas mencionados en el título de esta sección, están descritos en el siguiente teorema. El

plural es para cada una de las cohomologiasH1 yH2.

Teorema 4.1. Sean g una álgebra de Lie semisimple de dimensión finita y ρ una representación

de g en V también de dimensión finita. EntoncesH1 (ρ) yH2 (ρ) se anulan.

Demostración. La demostración de este teorema será hecha en dos partes; una para cada uno de

los espacios de cohomología.

ParaH1, sea ρ̃ el producto tensorial de ρ con la representación coadjunta de g en g∗ que, a su vez,

define una representación de g en A1 (= L (g, V )) vista como el espacio V ⊗ g∗. Sea f ∈ A1

86



CAPÍTULO 4. TEOREMAS DE WEYL Y LEVI

asociada a v ⊗ w dada por f (u) = w (u) v, entonces,

ρ̃ (X) fv,w (u) = fρ(X)v,w (u) + fv,ad∗(X)w (u)

= w (u) ρ (X) v + (ad∗ (X)w) (u) v

= w (u) ρ (X) v − w (ad (X)u) v

= ρ (X) fv,w (u)− fv,w ad (X) (u)

Asi, para f ∈ A1, y X ∈ g, ρ̃ (X) f es dada por

(ρ̃ (X)) f (Y ) = ρ (X) f (Y )− f [X, Y ]

El objetivo es mostrar que C1 = F1, siendo que estos dos espacios son subespacios de A1, es

decir, el espacio de representación de ρ̃. Si f ∈ C1, d1f (X, Y ) = ρ (X) f (Y )− ρ (Y ) f (X)−

f [X, Y ] = 0, entonces ρ (X) f (Y )− f [X, Y ] = ρ (Y ) f (X), esto muestra que ρ̃ (X) f (Y ) =

ρ (Y ) f (X) = d0 (f (X))Y , y por tanto, ρ̃ (X) f es una cofrontera. Eso significa que ρ̃ (X) C1

⊂ F1 para todo X ∈ g. Como F1 ⊂ C1, eso muestra que C1 es invariante por ρ̃. Ahora, denote

por ρ la restricción de ρ̃ a C1. El hecho de que ρ̃ (X) C1 ⊂ F1, para todo X ∈ g, muestra que∑
X∈g

im ρ (X) ⊂ F1.

Por otro lado, se tiene que para cualquier representación de una álgebra semisimple, el espacio

de representación es suma de la intersección de los núcleos de los elementos de g con la suma

de sus imágenes 1. En particular para ρ,

C1 =
⋂
X∈g

ker ρ (X) +
∑
X∈g

im ρ (X)

Note que
⋂
X∈g

ker ρ (X) = 0. En efecto, sea f ∈ C1 tal que ρ̃ (X) f (Y ) = 0 para todo X, Y ∈ g.

Entonces, para todo X, Y ∈ g, ρ (Y ) f (X) = 0, lo que proporciona, al revertir las posiciones

de X e Y , que f [X, Y ] = 0 para todo X, Y ∈ g, es decir, f se anula en la álgebra derivada g′

de g. Dado que g es semisimple, g′ = g lo que muestra que f = 0. Además, como el segundo

término de la suma está contenido en F1, se concluye queH1 = 0.

1 [8] San Martin, L. A. Álgebras de Lie. Unicamp, 2010. Pág. 93.

4.1. LEMAS DE WHITEHEAD 87



CAPÍTULO 4. TEOREMAS DE WEYL Y LEVI

Antes de pasar al segundo lema, se debe observar que el anulamiento deH1 será usado para de-

mostrar el teorema de descomposición de Weyl y una consecuencia inmediata de dicho teorema

es que el espacio V de cualquier representación ρ de g se descompone en suma directa como:

V =
⋂
X∈g

ker ρ (X)⊕
∑
X∈g

im ρ (X)

Este hecho será demostrado en la siguiente sección. Sin embargo, será necesaria para la demos-

tración del anulamiento deH2.

Considerando ahoraH2, sea, de la misma forma, ρ̃ = ρ⊗ ρ′, la representación de g en A2 visto

como el espacio V ⊗ ∧2g∗, donde ρ′ = ad∗⊗ ad∗ es el producto tensorial de la representación

coadjunta de g en g∗. Para describir de manera explícita a ρ̃, tome f ∈ A2 asociada a v ⊗w con

v ∈ V y w ∈ ∧2g∗ ⊂ ⊗2g∗ dada por f (Y, Z) = w (Y, Z) v, entonces,

ρ̃ (X) fv,w (Y, Z) = fρ(X)v,w (Y, Z) + fv,ρ′(X)w (Y, Z)

= w (Y, Z) ρ (X) v + (ρ′ (X)w) (Y, Z) v

= w (Y, Z) ρ (X) v − w (ad (X)Y, Z) v − w (Y, ad (X)Z) v

= ρ (X) fv,w (Y, Z)− fv,w (ad (X)Y, Z)− fv,w (Y, ad (X)Z)

Por tanto, ρ̃ es dada por

(ρ̃ (X) f) (Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− f ([X, Y ] , Z)− f (Y, [X,Z])

Como en el caso de la primera cohomología, ρ̃ (X) f ∈ F2 si f es un cociclo. En efecto, sea

f ∈ C2,

d2f (X, Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− ρ (Y ) f (X,Z) + ρ (Z) f (X, Y )− f ([X, Y ] , Z)

+ f ([X,Z] , Y )− f ([Y, Z] , X) = 0

Como

ρ̃ (X) f (Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− f ([X, Y ] , Z)− f (Y, [X,Z])

Se tiene,

ρ̃ (X) f (Y, Z) = ρ (Y ) f (X,Z)− ρ (Z) f (X, Y )− f (X, [Y, Z])

= d1fX (Y, Z)
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donde fX (Y ) = f (X, Y ). Por tanto, ρ̃ (X) C2 ⊂ F2 lo que muestra, en particular que, C2 es

invariante por ρ̃. Denotando por ρ la restricción de ρ̃ a C2, se tiene también que∑
X∈g

im ρ (X) ⊂ F2

Por tanto, para concluir que C2 = F2 es suficiente, de la misma manera que para la primera

cohomología, mostrar que ∩X∈g ker ρ (X) ⊂ F2 pues

C2 =
⋂
X∈g

ker ρ (X)⊕
∑
X∈g

im ρ (X)

Sea entonces f ∈ C2 tal que para todoX, Y, Z ∈ g, ρ̃ (X) f (Y, Z) = 0. Lo que se desea mostrar

es que f ∈ F2, es decir, f = d1g para algún g ∈ A1, para eso será usada la primera parte del

teorema. Para X ∈ g, sea fX (Y ) = f (X, Y ), que evidentemente pertenece a A1.

Se tiene, además, que fX ∈ C1. En efecto,

d2f (X, Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− ρ (Y ) f (X,Z) + ρ (Z) f (X, Y )− f ([X, Y ] , Z)

+ f ([X,Z] , Y )− f ([Y, Z] , X)

= ρ (X) f (Y, Z)− d1fX (Y, Z)

y, como f es un cociclo, d1fX = 0. Como H1 = 0 por la primera parte, fX ∈ F1 para todo

X ∈ g. Por tanto, dado X ∈ g, existe v (X) ∈ V tal que fX = d0 (v (X)), es decir,

f (X, Y ) = ρ (Y ) v (X) para todo X, Y ∈ g.

La idea ahora es mostrar que

a) Se puede escoger v (X) de tal forma que X 7−→ v (X) es lineal, es decir, v ∈ A1 y

b) v satisface la igualdad ρ (X) v (Y ) = v [X, Y ] para todo X, Y ∈ g.

Para mostrar estas afirmaciones sobre v, tome todas las permutaciones cíclicas de ρ (X) f (Y, Z),

entonces,

0 = ρ (X) f (Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− f ([X, Y ] , Z)− f (Y, [X,Z])

0 = ρ (Z) f (X, Y ) = ρ (Z) f (X, Y )− f ([Z,X] , Y )− f (X, [Z, Y ])
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0 = ρ (Y ) f (Z,X) = ρ (Y ) f (Z,X)− f ([Y, Z] , X)− f (Z, [Y,X])

Sumando esas tres igualdades y tomando en cuenta que d2f = 0, se tiene,

−f ([X, Y ] , Z)− f (Y, [X,Z]) = −f (X, [Y, Z])

Por otro lado,

(ρ̃ (X) f) (Y, Z) = ρ (X) f (Y, Z)− f ([X, Y ] , Z)− f (Y, [X,Z]) = 0

De donde,

ρ (X) f (Y, Z) = f (X, [Y, Z]) (4.1)

Con esta igualdad es posible mostrar las propiedades de v enunciadas anteriormente. Para eso,

la primera observación que se hace es que, como g′ = g, todo elemento de g′ puede ser escrito

como combinación lineal de corchetes y, por tanto, f asume valores en

VI =
∑
X∈g

im ρ (X)

Como este subespacio es invariante por ρ, es posible definir una representación γ : g −→ gl (VI),

que es la restricción de ρ a VI . Ya que f asume valores en este subespacio, ella puede ser vista

como una cocadena para la representación γ. Esa cocadena es, en realidad, un cociclo, como

puede ser visto considerando d1f como una aplicación a valores en VI , es decir,

d2f (X, Y, Z) = γ (X) f (Y, Z)− γ (Y ) f (X,Z) + γ (Z) f (X, Y )− f ([X, Y ] , Z)

+ f ([X,Z] , Y )− f ([Y, Z] , X) = d1fX (Y, Z) = 0

Así, de la misma forma anterior, el anulamiento de la primera cohomología garantiza que v (X)

puede ser escogido en VI .

Ahora, suponga que existen v1, v2 ∈ VI tales que f (X, Y ) = ρ (Y ) v1 (X) = ρ (Y ) v2 (X)

para todo Y ∈ g, entonces v1 (X) − v2 (X) ∈ VN =
⋂
X∈g ker ρ (X) y como VI ∩ VN =

0,v1 = v2 eso muestra que v (X) puede ser escogido de manera única en VI . De esa unicidad

se tiene la linealidad de X 7−→ v (X) ∈ VI , pues λf (X, Y ) + f (Z, Y ) = f (λX + Z, Y ),

entonces λρ (Y ) v (X)+ρ (Y ) v (Z) = ρ (Y ) v (λX + Z), luego λv (X)+v (Z) = v (λX + Z),

mostrando así la afirmación (a).
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Uniendo (4.1) con el hecho de que fX = d0 (v (X)), se obtiene,

ρ (X) ρ (Y ) v (Z) = ρ (X) f (Z, Y )

= f (X, [Z, Y ])

= f ([Y, Z] , X)

= ρ (X) (v [Y, Z])

Eso implica que

ρ (X) (ρ (Y ) v (Z)− v [Y, Z]) = 0 para todo X, Y, Z ∈ g.

Por tanto, ρ (Y ) v (Z)− v [Y, Z] ∈ VN para todo Y, Z ∈ g y ρ (Y ) v (Z) , v [Y, Z] ∈ VI . Usando

nuevamente el hecho de que VI∩VN = 0, se tiene que ρ (Y ) v (Z) = v [Y, Z] para todo Y, Z ∈ g,

lo que demuestra (b).

Las dos afirmaciones anteriores implican, por un lado que

d1v (X, Y ) = ρ (X) v (Y )− ρ (Y ) v (X)− v [X, Y ]

= v [X, Y ]

por (b). Por otro lado,

f (X, Y ) = ρ (Y ) v (X)

= −v [X, Y ] = −d1v (X, Y )

Por tanto, f = −d1v, es decir f ∈ F2. De dondeH2 = 0.

4.2. Teoremas de Weyl y Levi

4.2.1. Teorema de descomposición de Weyl

Teorema 4.2. Sea g una álgebra de Lie semisimple de dimensión finita y ρ una representación

de dimensión finita g en V , entonces ρ es completamente reducible, es decir, V se descompone

como

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk

con cada Vi invariante e irreducible.
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Demostración. Sea W ⊂ V subespacio invariante por ρ. Dado que g es semisimple, la pri-

mera cohomología de una representación cualquiera se anula, por lo que W admite subespacio

invariante complementar. De donde se concluye que ρ es completamente reducible.

Una consecuencia del teorema de descomposición de Weyl es el siguiente hecho que fue utili-

zado en la demostración del segundo lema de Whitehead.

Corolario 4.3. Sea ρ una representación finita de la álgebra semisimple g en V , entonces

V =
⋂
X∈g

ker ρ (X)⊕
∑
X∈g

im ρ (X) .

Demostración. Primero, suponga que ρ es irreducible y no nula, entonces V coincide con el

segundo término del segundo miembro, pues la suma de imágenes de los elementos de g es un

subespacio invariante y no nulo.

Para el caso general, considere la descomposición de V garantizada por el teorema de Weyl,

pues g es semisimple.

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vk

con Vi invariante y ρ|Vi irreducible. Sea V 1 la suma de las componentes irreducibles de V cuya

dimensión es 1 y V 2 la suma de las componentes irreducibles de V con dimensión mayor que 1.

Ahora, observe que si Vi es una componente de V 2, entonces ρ|Vi 6= 0, pues de lo contrario ρ|Vi
no seria irreducible, de donde

Vi =
∑
X∈g

im ρ|Vi (X) y
⋂
X∈g

ker ρ|Vi (X) = 0

lo que muestra que

V 2 =
∑
X∈g

im ρ (X)

Por otro lado,
⋂
X∈g

ker ρ (X) = {v ∈ V : ρ (X) v = 0 para todoX ∈ g} es la suma de las compo-

nentes irreducibles de dimensión 1. En efecto, sean I, J los conjuntos de indices de las compo-

nentes irreducibles de V 1 y V 2 respectivamente. Entonces, si v ∈ V 1, v =
∑

k∈I vk con vk ∈ Vk,

luego ρ (X) (v) =
∑

k∈I ρ (X) (vk) =
∑

k∈I ρ|Vk (X) (vk) = 0 para todo X ∈ g, ya que g es

semisimple y la única representación de dimensión 1 es la idénticamente nula 2, entonces v ∈
2 [8] San Martin, L. A. Álgebras de Lie. Unicamp, 2010. Pág. 89.
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⋂
X∈g

ker ρ (X). Recíprocamente, si v ∈
⋂
X∈g

ker ρ (X), ρ (X) (v) = ρ (X) (v1) + ρ (X) (v2) = 0

para todo X ∈ g, con v1 ∈ V 1 y v2 ∈ V 2. Luego ρ (X) (v2) =
∑

j∈J ρ (X) (vj) = 0, para todo

X ∈ g, con vj ∈ Vj , como Vj es invariante por ρ, para todo j ∈ J , se tiene que ρ (X) vj = 0, para

todo X ∈ g y j ∈ J , entonces v2 = 0, eso muestra que v ∈ V 1. Por tanto,
⋂
X∈g

ker ρ (X) = V 1.

De donde se concluye que

V = V 1 ⊕ V 2 =
⋂
X∈g

ker ρ (X)⊕
∑
X∈g

im ρ (X)

4.2.2. Teorema de descomposición de Levi

Teorema 4.4. Sea g una álgebra de dimensión finita y r (g) su radical soluble, entonces existe

una subálgebra s de g tal que g = r (g)⊕ s. Como s ≈ g/r (g), s es semisimple.

Demostración. En el caso en el que el radical r (g) sea abeliana, la existencia del complementar

isomorfo a g/r (g) es consecuencia del anulamiento de la segunda cohomología de una represen-

tación de g/r (g), que, en este caso, es semisimple. En efecto, considere la proyección canónica

π : g −→ g/r (g), que es un homomorfismo sobreyectivo de álgebras de Lie, entonces g junto

a π es una extensión de g/r (g). Dado que g/r (g) es semisimple, H2 se anula para cualquier

representación, entonces existe una subálgebra s ⊂ g tal que g = ker π ⊕ s = r (g)⊕ s.

Para el caso general, se mostrará el procedimiento para reducir al caso en que el radical es

abeliano. Para eso, observe que como la derivada r (g)′ de r (g) es un ideal de g, el radical de

g/r (g)′ es isomorfo a r (g)/r (g)′. En efecto, sea π : g −→ g/r (g)′ la proyección canónica y

tome r
(
g/r (g)′

)
, el radical soluble de g/r (g)′. Entonces a = π−1

(
r
(
g/r (g)′

))
es un ideal de g

que contiene a r (g)′ y a/r (g)′ ≈ r
(
g/r (g)′

)
, de ahí que a es soluble, pues a/r (g)′ y r (g)′ son

solubles. Por tanto está contenido en r (g). Además, π (r (g)) ⊂ r
(
g/r (g)′

)
, pues es un ideal

soluble y, por tanto, r (g) ⊂ a. De donde se concluye que r (g)/r (g)′ ≈ r
(
g/r (g)′

)
.

De esta observación se tiene que r
(
g/r (g)′

)
es abeliano, entonces, los resultados anteriores

se aplican a g/r (g)′ y de ahí que existe una subálgebra s0 de g/r (g)′ tal que g/r (g)′ =

r (g)/r (g)′ ⊕ s0. Considere nuevamente la proyección canónica π : g −→ g/r (g)′ y tome

q = π−1 (s0), que es una subálgebra de g que contiene a r (g)′ y q/r (g)′ es isomorfo a s0. Como
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s0 es semisimple y r (g)′ soluble, 0 = r
(
q/r (g)′

)
≈ r (q) /r (g)′, entonces r (q) = r (g)′. Ahora,

existen dos posibilidades: si r (g)′ es abeliano , entonces q se descompone como q = r (g)′ ⊕ s

con s ≈ q/r (g)′ semisimple, de donde g = r (g) ⊕ s. Si r (g)′ no es abeliano, tome r (g)′′ que

es un ideal de q y r
(
q/r (g)′′

)
≈ r (q) /r (g)′′ es abeliano, entonces existe s′ tal que q/r (g)′′ =(

r (q) /r (g)′′
)
⊕ s′ y considere ahora p = π−1 (s′), que es una subálgebra que contiene a r (g)′′

y p/r (g)′′ ≈ s′, lo que muestra que es semisimple y r (p) = r (g)′′. En el caso de que r (g)′′

fuera abeliano, al igual que en el caso anterior, p se descompone como p = r (g)′′⊕ s′′, entonces

q = r (g)′ ⊕ s′′, de donde g = r (g) ⊕ s′′. En el caso de que r (g)′′ no fuera abeliano, se repite

el procedimiento sustituyendo la álgebra q por p. Como r (g)(n) = 0 para algún n, el proceso

termina en algún momento.

4.3. Álgebras reducibles

Definición 4.5. Una álgebra de Lie g es llamada reducible si puede ser escrita como

g = s⊕ z (g)

donde z (g) es el centro de g y s es semisimple.

Proposición 4.6. Sea g una álgebra de dimensión finita y g = r (g)⊕ s una descomposición de

Levi de g, entonces

g′ ∩ r (g) = [g, r (g)]

Demostración. Observe antes que la álgebra derivada de g se escribe como

g′ = [s, s]⊕ [g, r (g)]

En efecto, sea Z ∈ g′, Z =
∑

[Xi, Yi] con Xi, Yi ∈ g = r (g)⊕ s, es decir, Xi = Ai +Bi, Yi =

Ci +Di, donde Ai, Ci ∈ r (g) y Bi, Di ∈ s. Luego,

Z =
∑

[Xi, Yi] =
∑

[Ai +Bi, Ci +Di]

=
∑

([Ai, Ci] + [Ai, Di] + [Bi, Ci] + [Bi, Di])

de donde g′ ⊂ [s, s] + [g, r (g)]. Dado que [s, s] y [g, r (g)] están contenidos en g′, se tiene que

[s, s] + [g, r (g)] ⊂ g′. Esta suma es directa por el hecho de que [s, s] ⊂ s y [g, r (g)] ⊂ r (g).

4.3. ÁLGEBRAS REDUCIBLES 94



CAPÍTULO 4. TEOREMAS DE WEYL Y LEVI

Ahora, si X ∈ g′∩ r (g) ⊂ [s, s]⊕ [g, r (g)], entonces X = Y +Z con Y ∈ [s, s] y Z ∈ [g, r (g)],

como Y = X −Z ∈ [s, s]∩ [g, r (g)], se tiene que Y = 0 y de ahí que X ∈ [g, r (g)], mostrando

que g′ ∩ r (g) ⊂ [g, r (g)] y junto al hecho de que [g, r (g)] ⊂ g′ ∩ r (g), se obtiene

g′ ∩ r (g) = [g, r (g)]

que es lo que se quería probar.

Proposición 4.7. Sea g ⊂ gl (V ) una álgebra de Lie, entonces X es nilpotente para todo X ∈

n = [g, r (g)].

Demostración. Se puede suponer sin pérdida de generalidad que el cuerpo de escalares es al-

gebraicamente cerrado. Asumiendo eso, denote por ρ la representación canónica de n en V , ya

que n es nilpotente por estar contenido en rn (g), V se descompone en subespacios de pesos que

son invariantes por ρ. Sean λ1, . . . , λs los pesos de ρ y Vλi los correspondientes subespacios de

pesos. Como ρ (X)Vλi ⊂ Vλi , n se representa en cada uno de los subespacios Vλi , sea ρi tal re-

presentación. Por la forma en la que Vλi está definida, se tiene que ρi (X)−λi (X) es nilpotente

para todo X ∈ n, por tanto, tr (ρi (X)− λi (X)) = 0, entonces,

λi (X) =
tr ρi (X)

dimVλi
= 0

pues X ∈ g′. Por tanto, λi (X) = 0 lo que muestra que el único peso de la representación ρ es

el peso nulo. Esto es, si v ∈ V , entonces, para todo X ∈ n, existe n ≥ 1 tal que Xnv = 0. Por

tanto, X es nilpotente para todo X ∈ n.

Proposición 4.8. Sea g ⊂ gl (V ) una subálgebra de Lie y suponga que su representación canó-

nica en V es irreducible, entonces g es reducible.

Demostración. Como la representación de [g, r (g)] en V es nilpotente, el subespacio

W = {v ∈ V : Xv = 0 para todo X ∈ [g, r (g)]}

es diferente de cero. Además, invariante por la representación canónica, pues si Y ∈ g, v ∈ W

y X ∈ [g, r (g)], entonces,

XY v = Y Xv + [X, Y ] v = 0
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Como la representación canónica es irreducible y el subespacio W 6= 0 invariante, se concluye

que V = W , lo que implica [g, r (g)] = 0, entonces r (g) ⊂ z (g). Ahora, por la descomposición

de Levi g = s⊕ r (g), pero r (g) = z (g). Así, g = s⊕ z (g), de ahí que g es reducible.
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Apéndice A

Álgebra

A.1. Álgebra tensorial

Sean V y W espacios vectoriales de dimensión finita sobre un mismo cuerpo K. El producto

tensorial entre V y W , V ⊗W . es el espacio vectorial (sobre K) de las aplicaciones bilineales

f : V ∗ ×W ∗ −→ K

donde V ∗ y W ∗ son duales de V y W . Dados v ∈ V y w ∈ W , su producto tensorial v ⊗ w es

el funcional lineal cuyo valor en (α, β) ∈ V ∗ ×W ∗ es dado por

(v ⊗ w) (α, β) = α (v) β (w)

El conjunto

{v ⊗ w : v ∈ V w ∈ W

genera V ⊗W y si {v1, . . . , vn} y {w1, . . . , wm} son bases de V y W respectivamente, entonces

{vi ⊗ wj : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

es base de V ⊗W y, por tanto, dim (V ⊗W ) = dimV dimW .

De manera más general, si V1, . . . , Vs son espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K, el

producto tensorial

V1 ⊗ · · · ⊗ Vs
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es el espacio de las aplicaciones multilineales definidas en V ∗1 ×· · ·×V ∗s y valores en K y, de la

misma forma, si vi ∈ Vi, i = 1, . . . , s, entonces su producto tensorial v1⊗· · ·⊗vs es el funcional

dado por

(v1 ⊗ · · · ⊗ vs) (α1, . . . , αs) = α1 (v1) · · ·αs (vs)

el conjunto de estos productos tensoriales genera el producto tensorial entre los espacios. Ade-

mas, a partir de las bases vij, j = 1, . . . , ni, Vi, i = 1, . . . , s, se construye base de V1 ⊗ · · · ⊗ Vs
tomando todos los productos posibles de la forma

v1i1 ⊗ · · · ⊗ v
s
is

Asimismo, la dimensión del producto tensorial es el producto de las dimensiones de los factores.

La propiedad principal del producto tensorial es que toda aplicación multilineal

f : V1 × · · · × Vs −→ W

donde W es un espacio vectorial cualquiera, se factoriza en una aplicación lineal del producto

tensorial, es decir, existe una aplicación lineal f̃ : V1 ⊗ · · · ⊗ Vs −→ W tal que

f̃ ◦ π = f

donde π es la aplicación canónica

π (v1, . . . .vs) = v1 ⊗ · · · ⊗ vs

Cuando los factores del producto tensorial son todos iguales a, por ejemplo V , el producto de s

de sus copias es denotado por

⊗sV o V ⊗s

donde V ⊗0 es el cuerpo de escalares y V ⊗1 es el propio espacio V .

Existen diversos isomorfismos naturales entre diferentes productos tensoriales y otros espacios

vectoriales. Algunos de ellos son:

El producto tensorial es asociativo

(V ⊗W )⊗ U ≈ V ⊗ (W ⊗ U) ≈ V ⊗W ⊗ U

con los isomorfismos dados por (con la notación evidente)

(v ⊗ w)⊗ u←→ v ⊗ (w ⊗ u)←→ v ⊗ w ⊗ u
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El producto tensorial es conmutativo

V ⊗W ≈ W ⊗ V

con el isomorfismo dado por v ⊗ w ↔ w ⊗ v

El espacio de las transformaciones lineales : V → W, L (V,W ) es isomorfo a V ∗ ⊗W .

El isomorfismo es obtenido asociando a α ⊗ w ∈ V ∗ ⊗W la transformación lineal T :

V −→ W definida por

T (u) = α (u)w

Fijando bases β y γ de V y W , ese isomorfismo es dado por un producto de matrices.

En efecto, la matriz [α]β es una matriz fila con n = dimV columnas y la matriz [w]γ es

una matriz columna con m = dimW filas. Tiene sentido, por tanto, realizar el producto

[α]β [w]γ que es una matriz m× n. Esa es exactamente la matriz

[T ]βγ = [α]β [w]γ

Estos isomorfismos son llamados naturales, pues ellos dependen apenas de las definiciones de

los espacios envueltos y no requieren ninguna elección adicional.

Dos subespacios de ⊗sV que deben ser destacados son los espacios de tensores simétricos y el

de los tensores antisimétricos. Un tensor f ∈ ⊗sV es un funcional multilineal en el dual V ∗.

Entonces, f es un tensor simétrico si para toda permutación σ de los índices i = 1, . . . , s se

tiene, para αi ∈ V ∗,

f
(
ασ(1), . . . , ασ(s)

)
= f (α1, . . . , αs)

y es un tensor antisimétrico si

f
(
ασ(1), . . . , ασ(s)

)
= (−1)|σ| f (α1, . . . , αs)

donde |σ| es la orden de la permutación, que es par o impar dependiendo si σ puede ser escrita

como el producto de un número par o impar de transposiciones.

El espacio de los tensores simétricos de orden s es denotado por �sV , en cuanto al de los

antisimétricos de la misma orden por ∧sV . Esos espacios son obtenidos por las proyecciones

S : ⊗sV −→ �sV y A : ⊗sV −→ ∧sV.
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La proyección S , denominada simetrizador de tensores, es dada por

Sf (α1, . . . , αs) =
1

s!

∑
σ

f
(
ασ(1), . . . , ασ(s)

)
cuando el tensor f es visto como un funcional multilineal en V ∗, o incluso por

S (v1 ⊗ · · · ,⊗vs) =
1

s!

∑
σ

vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(s).

En ambos casos, la suma se extiende a todas las permutaciones de s elementos.

El antisimetrizador A es definido por

Af (α1, . . . , αs) =
1

s!

∑
σ

(−1)|σ| f
(
ασ(1), . . . , ασ(s)

)
o por

A (v1 ⊗ · · · ,⊗vs) =
1

s!

∑
σ

(−1)|σ| vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(s).

En estas fórmulas el coeficiente normalizador es colocado para garantizar que tanto S como

A sean proyecciones, es decir, que sus restricciones a los espacios de tensores simétricos y

antisimétricos, respectivamente, sean la identidad. Sin estas normalizaciones, se obtiene incluso

aplicaciones sobre los tensores simétricos y antisimétricos, pero no proyecciones.

Con esos operadores, se puede definir el producto simétrico,

v1 � · · · � vs = S (v1 ⊗ · · · ⊗ vs)

y el producto exterior (antisimétrico)

v1 ∧ · · · ∧ vs = A (v1 ⊗ · · · ⊗ vs)

Como en el caso del producto tensorial,�sV es generado por los productos simétricos y ∧sV es

generado por los productos exteriores. De esta forma, si {v1, . . . , vs} es una base de V , entonces

el conjunto formado por

vi1 � · · · � vis i1 ≤ · · · ≤ is

es base de �sV , mientras que el conjunto formado por

vi1 ∧ · · · ∧ vis i1 < · · · < is

es base de ∧sV .Además,

dim∧sV =

(
dimV

s

)
.

A.1. ÁLGEBRA TENSORIAL 100



APÉNDICE A. ÁLGEBRA

A.2. Producto Exterior

Dada una aplicación r-lineal alternada f : E × · · · × E −→ F , sea m la dimensión de E, cada

elemento de la imagen f (E × · · · × E) es combinación lineal de vectoreswJ ∈ F cuyo número

no excede
(
m
r

)
. Por tanto el subespacio de F generado por f (E × · · · × E) tiene una dimensión

máxima igual a
(
m
r

)
. Esta dimensión máxima ocurre, naturalmente, cuando los vectores wJ =

f (ej1 , . . . , ejr) son linealmente independientes.

Proposición A.1. Sea ϕ : E×· · ·×E −→ F una aplicación r-lineal alternada. Las siguientes

condiciones son equivalentes:

1. Existe una base ordenada E = (e1, . . . , em) en E tal que los vectores ϕ (ej1 , . . . , ejr) con

1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ m forman una base de F .

2. ϕ (E × · · · × E) genera F y dimF =
(
m
r

)
.

3. Para todas las bases de E vale la condición 1).

Demostración. Es claro que 1) ⇒ 2) y 3) ⇒ 1). Para probar que 2) ⇒ 3), basta observar que

dada la base E = (e1, . . . , em) enE, comoϕ es multilineal alternada, los vectoresϕ (ej1 , . . . , ejr)

con 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ m generan el mismo subespacio vectorial de F que el el conjunto

ϕ (E × · · · × E), o sea, genera F . Como el número de esos vectores es ≤
(
m
r

)
= dimF , se

sigue que ellos forman una base de F .

Cuando una de las condiciones anteriores se cumple (y por tanto todas), se dice que ϕ es un

producto exterior en E. Entonces F se escribe como ∧rE y se dice que F es una potencia

exterior r-ésima de E.

La aplicación ϕ será, en este caso, sustituida por la notación

∧ : E × · · · × E −→ ∧rE

también se escribirá ϕ (v1, . . . , vr) = v1 ∧ · · · ∧ vr.

Como el producto exterior es una aplicación multilineal alternada, se tiene que v1 ∧ · · · ∧ vr = 0

si vi = vj con i 6= j. Equivalentemente:

vσ(1) ∧ · · · ∧ vσ(r) = |σ| · v1 ∧ · · · ∧ vr

para toda permutación σ ∈ Sr.
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Ejemplos:

1. Sea φ : V ∗ × V ∗ −→ A2 (V,K), definida por

φ (f, g) (v1, v2) = f (v1) g (v2)− f (v2) g (v2)

es un producto exterior y φ (f, g) = f ∧ g es llamado producto exterior de f con g.

2. Considere el espacio vectorialE y la aplicación r−lineal π : V ×· · ·×V −→ V ⊗· · ·⊗V

que asocia a v1, . . . , vr ∈ V su producto tensorial, conforme a lo definido en la sección

de álgebra tensorial. Componiendo π con el operador de antisimetrización, se obtiene la

aplicación r-lineal

ϕ = A ◦ π : V × · · · × V −→ ∧rV

Dadas v1, . . . , vr ∈ V , se tiene

ϕ (v1, . . . , vr) = A (v1 ⊗ · · · ⊗ vs) = v1 ∧ · · · ∧ vs

Como ya fue mencionado en la sección anterior, ϕ es, en efecto, un producto tensorial.

Ahora se mostrará que las varias construcciones de productos exteriores que puedan ser imagi-

nadas están ligadas unas con otras por isomorfismos canónicos, de modo que pueden ser consi-

deradas como una sola. Se comenzará con una propiedad fundamental del producto exterior.

Proposición A.2. Sea ∧ : E × · · · × E −→ ∧rE un producto exterior. Para toda aplicación

multilineal alternada f : E×· · ·×E −→ F , existe una única aplicación lineal f̂ : ∧nE −→ F

tal que f̂ ◦ ∧ = f , es decir,

f (v1, . . . , vr) = f̂ (v1 ∧ · · · ∧ vr)

Demostración. Sea E = (e1, . . . , em) una base ordenada en E. Dada f : E × · · · × E −→ V

multilineal alternada, defina una aplicación lineal f̂ : ∧rE −→ F por f̂ (eJ) = f (ej1 , . . . , ejr)

para todo J = {j1 < · · · < jr} ⊂ Im donde eJ = ej1 ∧ · · · ∧ ejr . Como f es alternada,

f̂ ◦ ∧ coincide con f en todas las secuencias (ej1 , . . . , ejr) de elementos básicos. De ahí que

f̂ ◦ ∧ = f . Para la unicidad, suponga que existe otra aplicación lineal f̃ : ∧rE −→ F tal que

f̃ (eJ) = f (ej1 , . . . , ejr) para todo J = {j1 < · · · < jr} ⊂ Im. Ya que una aplicación lineal

∧rE −→ F está totalmente determinada por sus valores sobre la base de ∧rE, se tiene que

f̂ = f̃ .
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Corolario A.3 (Unicidad del producto exterior). Sean ∧ : E × · · · × E −→ ∧rE y ∩ : E ×

· · ·×E −→ ∩rE productos exteriores (de la misma orden r) en E. Existe un único isomorfismo

ξ : ∧rE −→ ∩rE tal que ξ ◦ ∧ = ∩. Es decir, ξ (v1 ∧ · · · ∧ vr) = v1 ∩ · · · ∩ vr para cualquier

v1, . . . , vr ∈ E.

En efecto, considerando ∧ como un producto exterior y ∩ apenas como una aplicación r-lineal

alternada, por la Proposición A.2 existe una aplicación lineal ξ : ∧rE −→ ∩rE tal que ξ◦∧ = ∩.

Cambiando los papeles de ∧ y ∩, se obtiene una aplicación lineal η : ∩rE −→ ∧rE tal que η ◦

∩ = ∧. Sean v1, . . . , vr ∈ E, se tiene entonces (ξ ◦ η) (v1 ∧ · · · ∧ vr) = η (v1 ∩ · · · ∩ vr) = v1∧

· · · ∧ vr, de modo que η ◦ ξ : ∧rE −→ ∧rE coincide con la aplicación identidad. Análogamente

ξ ◦ η = id, de modo que ξ es un isomorfismo y η = ξ−1.

Corolario A.4. La correspondencia f 7−→ f̂ , establecida en la Proposición A.2, establece un

isomorfismo Ar (E,F ) ≈ L (∧rE,F ).

Observación El hecho de que ∧rE y ∩rE sean isomorfos no tiene mucha importancia, pues se

sabe desde el comienzo que estos espacios vectoriales tienen la misma dimensión. Lo interesante

del Corolario A.3 es la existencia de un (único) isomorfismo ξ : ∧rE −→ ∩rE tal que

ξ (v1 ∧ · · · ∧ vr) = v1 ∩ · · · ∩ vr

esta relación expresa la unicidad del producto exterior.

En virtud de la unicidad, desde ahora en adelante se dirá “ el producto exterior” en lugar de “un

producto exterior”.

A.3. Descomposición Primaria

Sean V un espacio vectorial de dimensión finita y T : V −→ V una transformación lineal. El

polinomio característico de T es

pT (λ) = det (T − λ)

donde 1 denota la aplicación identidad. Ese polinomio es de la forma

pT (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a0
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donde n es la dimensión de V . El teorema de Cayley-Hamilton garantiza que pT se anula en T ,

es decir,

pT (T ) = T n + an−1T
n−1 + · · ·+ a1T + a01 = 0

Sea pT = pm1
1 · · · pms

s la descomposición prima de pT . En esta descomposición, cada pi es un

polinomio irreducible. Defina

Vi = ker pmi
i (T ) = {v ∈ V : pmi

i (T ) v = 0}

Los polinomios qi = pT/pi son primos entre sí y, por tanto, existen polinomios r1, . . . , rs tal que

1 = r1q1 + · · ·+ rsqs

Aplicando esta igualdad a T , se obtiene una descomposición de la aplicación identidad en poli-

nomios en T . A partir de esa descomposición se puede mostrar que V se descompone en suma

directa como

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs.

Esa es la descomposición primaria de V en relación a T . los elementos de esa descomposición

son invariantes por T y el polinomio minimal de la restricción T |Vi de T a Vi es pmi
i .

En el caso de que el cuerpo de escalares fuera algebraicamente cerrado, los polinomios irredu-

cibles son de la forma pi = λ− ai. De esta forma

Vi = {v ∈ V : (T − ai1)mi v = 0}

ai es un autovalor de T y Vi contiene el autoespacio asociado a ai.

A.4. Permutaciones

Una permutación de un conjunto X es una biyección σ : X −→ X , por tanto cada permutación

admite una inversa σ−1 : X −→ X , definida por la condición

σ−1 (y) = x⇔ σ (x) = y.

se tiene que σ−1 ◦ σ = σ ◦ σ−1 = id.

El conjunto de las permutaciones de X , junto a la operación de composición, constituye un
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grupo, llamado el grupo de las permutaciones de X o el grupo simétrico de X , que se denotará

por S (X). CuandoX es finito y posee n elementos, el grupo simétrico deX tiene n! elementos.

Se usará la notación

In = {1, 2, . . . , n}

para indicar el conjunto de los enteros de 1 hasta n, los elementos de In, o sea los enteros

1, . . . , n, se llamarán dígitos. El grupo de permutaciones del conjunto In será representado por

el símbolo Sn y llamado grupo simétrico de grado n.

Sea n ≥ 2. Si x1, . . . , xr son r dígitos (elementos de In) distintos, se llama ciclo (x1, . . . , xr) a

la permutación γ ∈ Sn tal que:
γ (xk) = xk+1 ∀k ∈ {1, . . . , r − 1}

γ (xr) = x1

γ (x) = x si x 6∈ {x1, . . . , xr}

Si γ es el ciclo (x1, . . . , xr), se designará por {γ} el conjunto de elementos {x1, . . . , xr}. Esta

definición es unívoca, o sea el conjunto {γ} depende solamente del ciclo γ pues {γ} = {x ∈

In : γ (x) 6= x}.

Una familia finita de ciclos (γ1, . . . , γN) se dice ajena si los correspondientes subconjuntos

{γ1}, . . . , {γN} de In son disjuntos a pares.

Lema A.5. Ciclos ajenos conmutan.

Demostración. Basta probar que si γ1, γ2 son dos ciclos ajenos, entonces:

γ1γ2 = γ2γ1

Si x 6∈ {γ1} y x 6∈ {γ2} se tiene

(γ1γ2)(x) = (γ2γ1)(x) = x

Suponga ahora x ∈ {γ1}. Entonces γ1x 6= x, luego γ2x = x y en consecuencia:

γ1γ2(x) = γ1(x) (A.1)

Pero siendo γ1(x) ∈ {γ1} vale también:

γ2γ1(x) = γ1(x) (A.2)
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Por (A.1) y (A.2) vale:

(γ1γ2)(x) = (γ2γ1)(x) (A.3)

Análogamente se tiene que (A.3) se cumple si x ∈ {γ2}. Así, γ1γ2 = γ2γ1 es cierto.

Proposición A.6. Toda permutación σ ∈ Sn, σ 6= id puede representarse como producto (con-

mutativo) de una familia finita de ciclos ajenos. Tal representación es única a menos del orden

de los factores.

Demostración. Sea σ ∈ Sn , σ 6= id.

1. En el conjunto In considere la relación “∼” dada por:

y ∼ x⇔ ∃m ∈ Z tal que y = σmx

Se tiene que:

a) x ∼ x ∀x ∈ In pues x = σ0x.

b) y ∼ x⇒ x ∼ y pues y = σmx implica x = σ−my.

c) Las relaciones y ∼ x y z ∼ y implican z ∼ x, pues y = σpx y z = σqy implican

z = σp+qx.

De ahí se sigue que “∼” es una relación de equivalencia en In. Las correspondientes clases

de equivalencia se llaman las órbitas de la permutación σ.

La órbita de un dígito x ∈ In se reduce a {x} si y sólo si σx = x o, como se dice, x “es

invariante por σ”.

Una órbita de σ reducida a un sólo punto es llamado órbita trivial . Puesto que σ 6= id, σ

posee por lo menos una órbita no trivial.

2. Sea B una órbita no trivial de σ. Fije arbitrariamente x ∈ B. ∃m ∈ N tal que σmx = x,

pues, de lo contrario si p, q ∈ N y p 6= q sería σpx 6= σqx, lo que es imposible por ser In

un conjunto finito.

Sea r =: mı́n{m ∈ N
∣∣ σmx = x}. r es un entero ≥ 2. ∀m ∈ Z se obtiene, por el

algoritmo de la división, enteros q y t tales que m = rq + t y 0 ≤ t ≤ r − 1, de donde:

σmx = σt σrqx = σtx
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luego B contiene solamente los elementos x, σx, σ2x, . . . , σr−1x y, por minimalidad de

r, éstos son distintos a pares. El entero r depende solamente de B, pues es la cardinalidad

de B. También el ciclo γ =: (x, σx, . . . , σr−1x) depende solamente de B pues γ es la

restricción de σ a B: σ
∣∣
B

. A su vez B = {γ}.

3. Sea (B1, . . . , BN) la familia de todas las órbitas no triviales de σ. ∀ k ∈ In sea γk el ciclo

definido por Bk o sea γk = σ
∣∣
Bk

. Puesto que {γk} = Bk, los ciclos γ1, . . . , γN son ajenos.

Se tiene que:

σ = γ1 · · · γN (A.4)

En efecto:

i. Si x 6∈ Bk ∀ k ∈ In vale σx = x y también (γ1 · · · γN)(x) = x, pues, γk(x) =

x ∀ k ∈ In.

ii Suponga que x ∈ Bk para algún k ∈ In (este k es único). Entonces γk(x) = σx y

γi(x) = x si i 6= k. Aplicando el lema A.5, se obtiene:

(γ1 · · · γN)(x) = γk(γ1 · · · γ̂k · · · γN)(x) = γk(x) = σx

De (i) y (ii), se tiene que la relación (A.4) es cierta.

4. Para probar la unicidad de la representación (A.4) (la cual, por cierto, no será usada más

adelante) suponga una relación

σ = γ′1 · · · γ′N ′ (A.5)

donde γ′1 · · · γ′N ′ son ciclos ajenos. Si x 6∈ {γ′k} ∀ k ∈ [[1, N ′]] se verifica:

σx = x

Suponga que para algún k ∈ IN ′ se cumple x ∈ {γ′k}. Entonces, por el lema A.5:

σx = γ′k(γ
′
1 · · · γ̂′k · · · γ′N ′)(x) = γ′k(x) ∈ {γ′k}

de donde inmediatamente por inducción:

σmx = (γ′k)
m(x) ∈ {γ′k} ∀m ∈ N
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Esto prueba que {γ′k} es una órbita no trivial de σ y γ′k = σ
∣∣
{γ′k}

.

Finalmente, sea B una órbita no trivial de σ. Si x ∈ B, entonces x 6= σx, luego ∃k ∈

IN ′ tal que x ∈ {γ′k}. De ahí B = {γ′k} o sea B figura entre las órbitas no triviales

{γ′1}, . . . , {γ′N ′}. por tanto, la representación (A.5) es la misma que (A.4).

Un ciclo γ tal que {γ} es de cardinalidad 2 se llama transposición. En otras palabras, si i, j son

dígitos distintos, la transposición τ = (i, j) es la permutación que satisface:

τ(i) = j , τ(j) = i y

τ(k) = k , ∀k ∈ In tal que k 6= i y k 6= j

Proposición A.7. Si n ≥ 2, toda permutación de grado n puede representarse como producto

de una familia finita de transposiciones.

Demostración. Sea σ 6= id. En virtud de la proposición A.6, basta probar que todo ciclo puede

representarse como producto de una familia finita de transposiciones. Esto se sigue de que si

r ≥ 2 y si x1, x2, . . . , xr son dígitos distintos a pares, rige la fórmula:

(x1, x2, x3, · · · , xr) = (x1, xr)(x1, xr−1) · · · (x1, x3)(x1, x2)

La representación de una permutación como producto de transposiciones está lejos de ser única.

Por ejemplo, si n ≥ 3 se tiene:

id = (1, 2)2 = (1, 3)2 = (1, 2)2(1, 3)2 = (1, 2)2(1, 3)2(2, 3)2

Una permutación de grado n se dice transposición de dígitos consecutivos si es de la forma

(k, k + 1) con k ∈ In−1.

La proposición A.7 puede mejorarse como sigue:

Proposición A.8. Si n ≥ 2, toda permutación puede representarse como producto de una fami-

lia finita de transposiciones de dígitos consecutivos.
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Demostración. En virtud de la proposición A.7, basta probar que toda transposición puede ex-

presarse como producto de transposiciones de dígitos consecutivos. Considere dos dígitos: a y

a+ r con r ∈ N. Observe que la permutación

σ =: (a+ r − 1, a+ r)(a+ r − 2, a+ r − 1) · · · (a+ 1, a+ 2)(a, a+ 1)

transforma a en a + r y los dígitos a + 1, a + 2, . . . , a + r − 1; a + r respectivamente en

a, a+ 1, . . . , a+ r − 2; a+ r − 1. A su vez la permutación

τ =: (a, a+ 1)(a+ 1, a+ 2) · · · (a+ r − 3, a+ r − 2)(a+ r − 2, a+ r − 1)

transforma los dígitos a, a+ 1, . . . , a+ r− 2; a+ r− 1 respectivamente en a+ 1, a+ 2, . . . , a+

r − 1; a y no desplaza a a+ r. Luego la permutación τσ intercambia a+ r con a y no desplaza

ningún otro dígito, o sea:

(a, a+ r) = τσ

Pero τσ es patentemente un producto de transposiciones de dígitos consecutivos.

Se dice que una permutación σ ∈ Sn es par cuando es producto de un número par de trans-

posiciones e impar en caso contrario. Se usará el signo |σ| para representar la paridad de la

permutación σ: |σ| = 0 si σ fuera una permutación par y |σ| = 1 si σ fuera impar.

Evidentemente, el producto de dos permutaciones pares es par, el producto de dos impares tam-

bién es par, el producto de una par por una impar es impar y la inversa de σ tiene la misma

paridad que σ. Estos hechos se traducen por las igualdades:

|σρ| = |σ|+ |ρ|, |σ−1| = |σ|.
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Conclusiones

Existe una relación muy estrecha entre la cohomología de álgebras de Lie, un concepto alge-

braico y cohomología de grupo de Lie (topología): si un grupo de Lie es compacto, entonces su

cohomología de De Rham coincide con la cohomología de su álgebra de Lie en representación

trivial ( ρ = 0 en dimensión uno).

La demostración del teorema de Weyl usando la cohomología de álgebras de Lie no es la ori-

ginal debido a H. Weyl. Originalmente, Weyl demostró que una representación de una álgebra

semisimple compleja es completamente reducible usando el método llamado trascendental, que

consiste en utilizar el truco unitario de Weyl, que asocia a una álgebra semisimple compleja,

un grupo de Lie compacto; las representaciones de una álgebra semisimple compleja coinciden

con las representaciones de un grupo compacto. La demostración cohomológica (algebraica)

presentada en el trabajo no se limita al cuerpo de los complejos.

La descomposición de Levi es una herramienta muy general para estudiar la estructura de las

álgebras de Lie, ya que aplicable a todas las álgebras de Lie de dimensión finita y, de alguna

manera, justifica la búsqueda de una clasificación de las álgebras de Lie de dimensión finita

semisimples y solubles; y luego proceder a calcular todas las posibles extensiones determinadas

por ellas. También es útil para analizar la dinámica de los sistemas de control cuántico.

Se concluye este trabajo, esperando haber dado una motivación para acercarse a la teoría de ál-

gebras de Lie, encontrando en esta área un buen lugar para aplicar muchos de los conocimientos

adquiridos en los cursos de álgebra abstracta y álgebra lineal.
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