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Resumen

La Teoria de Control en tiempo discreto ha ganado importancia como disciplina para inge-
nieros, matematicos, economistas y otros investigadores. Estas dinamicas se describen mediante
la teoria de las ecuaciones en diferencia, por tanto, es prescindible estudiar estas ecuaciones.

En este trabajo se estudia uno de las tres problemas de controlabilidad para sistemas lineales

de la forma
z(k +1) = Az(k) + Bu(k), xz(k) e R", A e R"" BecR"™ u(k) € R™,

esto es, si bajo este sistema de control es posible controlar o dirigir un estado inicial dado a
cualquier estado arbitrario en un periodo de tiempo finito; es decir, determinar si se puede lograr
un objetivo deseado manipulando las variables de control elegidas. Para ello Rudolf E. Kalman
establece un criterio de controlabilidad para este tipo de sistemas, la cual implica analizar el
rango de la matriz de controlabilidad [B AB A*B --- A" 'B]. Con este criterio garantizamos

la controlabilidad de clase de sistemas discretos.



Introduccion

Los fenémenos dindmicos que se presentan en nuestra vida cotidiana o en la investigacién
cientifica se producen en tiempo continuo y discreto. El tiempo discreto consiste en una secuen-
cia ordenada de puntos en lugar de un continuo. En términos de aplicaciones es conveniente
introducir este tipo de tiempo cuando los eventos y las consecuencias ocurren o se contabili-
zan solo en periodos de tiempo discreto, como diarios, mensuales, anuales, entre otros. Esto
es ventajoso en el ambito de programacion de estos sistemas discretos en un ordenador, cuyas
entradas son secuencias numericas, el cual no abordaremos en este trabajo. Sin embargo, esto
es una motivacion extra para estudiar este tipo de sistemas.

El trabajo se enmarca dentro de la Teoria de Control en tiempo discreto, la cual a ganado
importancia como disciplina. Ejemplos de problemas de control incluyen: Aterrizar un vehiculo
en la luna, controlar la economia de una nacién, fabricar robots, controlar la propagacion de
una epidemia, entre otros.

Hasta 1960 los métodos de transformacién fueron la principal herramienta en el analisis y
diseno de sistemas controlados. Tales métodos se denominan en la actualidad Teoria de Control
clasica. En 1960, el Matematico, ingeniero suizo R.E.Kalman establecié los cimientos de la
moderna Teoria de Control mediante la introduccién de los métodos espaciales de estado. Por
consiguiente, las matrices han reemplazado gradualmente las transformadas (por ejemplo, la
transformada z, y la transformada de Laplace).

El problema que se plantea y se pretende desarrollar en la tesis es el siguiente:

. Cuales son las condiciones necesarias y suficientes para que el sistema control lineal discreto
z(k + 1) = Az(k) + Bu(k), sea completamente controlable?

Como objetivo principal de la tesis, que responde al problema planteado es el criterio de
controlabilidad de Kalman, el cual se resume en el siguiente resultado:

El sistema de control lineal n-dimensional es completamente controlable si y solo si el rango de
la matriz de controlabilidad [B AB A*B --- A" 'B] esn.

Para esto, la tesis esta estructurado de la siguiente manera:
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VIl

En el primer capitulo revisaremos el calculo de diferencias finitas y con ello definiremos lo
que son las ecuaciones en diferencia como una relacién de recuencia.

En el segundo capitulo se generaliza las ecuaciones en diferencia a sistemas de ecuaciones,
donde garantizaremos la existencia y unicidad de soluciones. Fundamentalmente aqui, vamos a
enfatizar el estudio de sistemas lineales homogeneos y no homogeneos ya sea en tiempo variante
o invariante. Para su estudio se requiere el Algebra Lineal fundamentalmente la forma canénica
Jordan.

Finalmente, en el ltimo capitulo desarrollaremos el objetivo principal de la tesis que es
el criterio de controlabilidad de Kalman. Para esto introduciremos el concepto de sistema de
control de una manera axiomatica, a partir de los axiomas de sistema encontramos propiedades
muy importantes que posteriormente con el estudio del conjunto alcanzable alrededor de un

estado de equilibrio, llegamos a construirnos el siguiente resultado
Un sistema ¥4 lineal n-dimensional es controlable si y solo si R™(0) = X.

De aqui, el teorema central del trabajo es concecuencia de este resultado.

CARRERA DE MATEMATICA



Preliminares

En este capitulo presentaremos las nociones de ecuaciones en diferencia. Para ello, la primera
parte se estudia el calculo de diferencias finitas y algunas de sus propiedades que aparecen en
situaciones en que son interesantes estudiar los cambios en los valores de una funcién, al efectuar
variaciones en el dominio de esta. Estas diferencias, de manera natural nos permitiran definir

las ecuaciones en diferencia, objetivo del presente capitulo.

1.1. Calculo de diferencias finitas

Muy frecuentemente nos encontramos con funciones definidas en conjuntos discretos, finitos
o infinitos, de niimeros reales. Las suceciones son un buen ejemplo, puesto que estan definidas en
el conjunto de los niimeros naturales. Otra situacién muy comun se presenta cuando queremos
estudiar una funciéon f cuyo dominio es un intervalo, pero solamente conocemos la restriccion
de f a un subconjunto discreto, generalmente finito, de su dominio.

Supongamos que solamente conocemos los valores de una funcion f en los puntos tg, t1,...,t,.
Si queremos estudiar la funcién, debemos ver como cambia f(¢) al cambiar t. Como ¢ solamente
puede cambiar por saltos, de un punto x; a x;, lo mismo pasa con los valores de f, que saltan

de f(z;) a f(z;). Por tanto, las diferencias f(z;) — f(z;) son importantes para el estudio de f.

Operadores de diferencia

Sean t y h ntimeros reales, con h > 0y sea F(S,R) el conjunto de todas las funciones reales
definidas en el subconjunto S C R, de modo que siempre que t pertenezca al dominio de la
funcion, t + h también.

Ademas el conjunto de las funciones F(S,R) es un espacio vectorial con las operaciones
usuales. Puesto que, si f, g estan en F(S,R) y A es cualquier niimero real, entonces 0, f + g, Af
estan también en F(S,R).

CARRERA DE MATEMATICA



1.1 Calculo de diferencias finitas 2

Definicién 1.1 (Primera diferencia). Sea f € F(S,R), definimos la primera diferencia de

la funcion f relativo al incremento (o intervalo de diferencia) h, como

Af(t) = ft+h) = f(D). (1.1)

Ejemplo 1.1. La primera diferencia de la funcion f definida por f(t) = at + b, permite una
interpretacion sencilla, es la funcion cuyo valor ent es iqual al cambio producido en el valor de
f, cuando en el dominio se produce un incremento h. Entonces Af(t) = ah define una funcion

constante, y si h =1, la primera diferencia coincide con el valor a de la pendiente de la recta.

Ejemplo 1.2. Sea f(t) = sin(at). Aplicando la definicion de primera diferencia se tiene:

Asin (at) = sin a(t + h) — sin (at)

oo (a(t+ ;L) +at> “in <a(t+ 121) - at>

=9 e Y i (40
— z2C0S a 9 SN 5 .

Andlogo a esto, podemos encontrar la primera diferencia de las funciones cos, tan ,log, etc.

Analizando la aplicaciéon A:

A:F(S,R)— F(S,R)
f—=Af:S—R (1.2)
t—= Af(t) = f(t+h)— f(1).

En el siguiente resultado, veremos la linealidad de la aplicacion A.

Teorema 1.1. Si f, g estan en F(S,R) y a, b son niumeros reales cualesquiera, entonces
Alaf + bg|(t) = aAf(t) + bAg(t). (1.3)

Demostracion.

Alaf +bgl(t) = [af +bg](t + h) — [af + bg](t)
=af(t+h)+bg(t+h)—af(t) —bg(t)
=af(t+h)—af(t)+bg(t+h)—bg(t)
=aAf(t)+bAg(t).

O

Por tanto, A es un operador lineal. A este operador lo denominaremos operador de diferencia.
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1.1 Calculo de diferencias finitas 3

Diferencias superiores

De la relacion 1.2 se puede apreciar que
F(S,R) — F(S,R) = F(S,R) = F(S,R) - - -
f—= Af = A(Af) = AA(AS)) -+
La primera diferencia de una funcién dada, produce una nueva funciéon. Aplicando la primera
diferencia a esta nueva funcién produce una segunda diferencia (esta aplicacién, esta dado bajo

la ley de composicién de funciones), y en general se puede definir diferencias de forma inductiva

para cualquier ntimero natural n > 2.

Definicién 1.2. Sea f un elemento de F(S,R) y su primera diferencia Af dados. Entonces,
la sequnda diferencia de f, denotado por A?f, estd definido como diferencia de la primera

diferencia de f; es decir,

A*f = (Ao A)(f) =A(Af).

Anélogamente, se define la tercera diferencia de f, la cuarta diferencia de f, etc. En la

siguiente definicion definiremos la n—ésima diferencia de f, para todo nimero natural n > 2.

Definicién 1.3. La diferencia n—ésima de f, denotado por A" f, es la diferencia de la (n — 1)

diferencia de f; es decir,
A"f = A[A" '], n=2,34,.. (1.4)
Ejemplo 1.3. Sea f(t) = t3 + 1. Entonces, aplicando el operador de diferencia, tenemos que
Af(t)=ft+h)— ft) = (t+h)*+1—t>—1=3t"h + 3th> + h*.
Aplicado nuevamente la primera diferencia y la linealidad de A, se tiene
A(AF(t)) = A(3t%h + 3th* + h?)
= 3hAt* + 3h*At + h*Al
=3h[(t +h)> —t*] + 3R°[t + h—t] +0
= 3h[2th + h*] + 3h°
= 6th® + 6h°.
Por tanto, tenemos que
A*f(t) = 6th* + 6h°.
Calculando la tercera diferencia, se tiene
A3 f(t) = A(6th? + 6h%)
= A(6th*) + A(6R?)
= h?A(t) + 6h°Al
= 6h°.
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1.1 Calculo de diferencias finitas 4

Como la tercera diferencia es constante, y por consiguiente, A" f(t) = 0 para todo nimero

natural n > 4.
Definicién 1.4. El operador identidad I, es definido como
If=f.
A este operador lo denotaremos como A°, es decir,
Af=1f.
Las diferencias para productos y cocientes de funciones tienen bastante similitud con las ya

conocidas para la derivacion de productos y cocientes. A continuacién se formulan y demuestran

estos resultados.

Teorema 1.2. Sean f, g elementos de F(S,R). Entonces,

(a) Alf-gl(t) = Af(t)g(t) + Ag(t) f(t + h),
) & 2] = SO IONO i e m o
Demostracion. (a)
Alf - gl(t) = f(t+h)g(t + h) — f(t)g()

= ft+h)g(t +h) = f(t+h)g(t) + f(t+ h)g(t) — f(t)g(?)
= [t +1)g(t +h) —gO)] +9@)[f(t +h) = ft)]
= [+ W)[Ag®)] +9(O[Af ()]
= Af()g(t) + Ag(t)f(t + h).

(b)

Pl fE4n) )
2 H O =Srh) g0
 gOF () — glt + W)

gt +h)g(t)
_ g f(E+h) — f(t)g(t) + f(t)g(t) — g(t + h) f(2)
gt +h)g(t)
_ 9O E+h) = fO]+ f@)lg(t) — g(t + )]
gt +h)g(t)
_ 9O E+h) — fO] = fO)lg(t+h) — g(t)]
gt +h)g(t)
_ Af(t)g(t) — f(H)Ag(t)
g(t)g(t +h) ’

0
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1.1 Calculo de diferencias finitas 5

Acontinuacion se demostrara la linealidad del operador diferencia de orden n

Teorema 1.3. Sean f, g elementos de F(S,R) y n € N. Entonces,
A"[af(t) + bg(t)] = aA™ f(t) + bA"g(2).

Demostracion. Procediendo por induccién, para n = 1, por el Teorema 1.1 se verifica.

Para n = k, asumamos verdadera la afirmacién, y demostraremos que para n = k4 1; en efecto,

AR af(£) + bg(t)] = A{AF[af(t) + bg(t)]}
= AlaARf(t) + bAFg(1)),

por la linealidad de A, se tiene

= aAAFF(t) + bAAFg()
= aAFTLF(H) + DA g(1).

De este modo, queda demostrado la afirmacién. O

Suma indefinida: el operador A~!

Antes, analizaremos la inyectividad y la sobreyectividad del operador diferencia.

Teorema 1.4. Sean f, g elementos de F(S,R). Af = Ag si y solo si existe una funcion
periodica p de periodo h tal que f = g+ p.

Demostracion. Supongamos que Af = Ag.

Afirmacion. f — g es una funcién periddica de periodo h. En efecto; sea t € S, entonces

[f —gl(t +h) = f(t+h)—g(t+h)
= f(t+h) = f(t) + f(t) = g(t +h) +g(t) — g(t)
= [ft+h) = fO] + f(t) = [9(t +h) — g(t)] — g(t)
=Af = Ag+ f(t) —g(t)
= [f — 4l(®).

De este modo, existird una funcién periodica p = f — g de periodo h tal que f = g + p.

El reciproco es inmediato. O

Asi, el operador A no es inyectivo. Para la sobreyectividad, sea g un elemento cualquiera de

F(S,R) yseat €S.Sifesun elemento de F(S,R) tal que Af = g, entonces se deben cumplir

CARRERA DE MATEMATICA



1.1 Calculo de diferencias finitas 6

las siguientes ecuaciones:

ft+h) = f(t) = g(t)
ft+2h) = f(t+h) = g(t + h)
f(t+3h) = f(t+2h) = g(t + 2h)

ft+kh)— f(t+ (k—1)h)=g(t+ (k—1)h)

Si sumamos las primeras k- ecuaciones, obtenemos

k—1

ft+kn) = f(t) = g(t+jh), k=1 (1.5)
5=0
Si escogemos en forma arbitraria el valor de f(t), la ecuacién (1.5), nos dice que los valores de
f en los puntos t + kh, con k > 1, quedan determinados. Por tanto, usando esta relacién (1.5),
se define f(x) para x >t + h.
De este modo, g tiene un nimero infinito de preimagenes bajo el operador de diferencia con

incremento h. Consecuencia de este resultado, tenemos la siguiente afirmacién.

Corolario 1.1. Si llamamos fo una preimagen de g bajo A (Afy = g). Entonces, Af =g siy

solo si f = fo+ p, donde p es una funcion periodica de periodo h.

El andlogo a la integral indefinida, en el cdlculo de diferencias finitas es la suma indefinida

(o antidiferencia) al cual denotaremos con A™!, y se define de la siguiente manera:

Definicién 1.5. Sean f, g, 0 elementos de F(S,R). Si Af = 0, entonces A~(0) = p, para
alguna funcién periodica p de periodo h. Por otro lado, si Af = g, entonces A™'g = fy + p,

para alguna funcion periodica p de periodo h, donde fo es una preimagen de g bajo /.

Del Corolario 1.1, tenemos la equivalencia: Af = g si y sélo si f = fo + p. Aplicando este
resultado en la definicién anterior, se tiene que A~'g = f; de este modo, se dice que f es una
suma indefinida de g con respecto al incremento h.

t

Ejemplo 1.4. La suma indefinida de la funcion 2¢ resulta ser 1

+ ¢; donde ¢ es una

constante arbitrario y h es el intervalo de diferencia.
Acontinuacion veremos la linealidad de la suma indefinida.

Teorema 1.5. St F' y G son sumas indefinidas de f y g respectivamente, y a, b son constantes

arbitrarios, entonces aF + bg es una suma indefinida de la funcion af 4 bg; es decir,

A Y af 4+ bg) = aA7 f + DA g.

CARRERA DE MATEMATICA



1.2 Ecuaciones en diferencia 7

Demostracion. En principio se debe demostrar que la primera diferencia de aF + bG es igual

af + bg. En efecto; Usando la linealidad de A, se obtiene que

A(aF + bG) = aAF + bDAG

=af +bg.
Por consiguiente
A7 af +bg) = aF + bG. (1.6)

Por otro lado, como F' y G son sumas indefinidas de f y g; es decir,

AN (f)=F A9 =G (1.7)
Entonces, sustituyendo las relaciones de (1.7) en (1.6), se tiene que

A7 af 4+ bg) = aA™ f + DA g

1.2. Ecuaciones en diferencia

En esta seccién, introduciremos el estudio de las ecuaciones en diferencia con un andlisis

detallado, esto nos permitira una comprension clara de lo que significan estas ecuaciones.

Definicién 1.6. Sea x un elemento del conjunto F(S,R). Una ecuacion que relaciona los valores
de la funcion x y una o mds de sus diferencias Ax, A%x,... para cada elemento t del conjunto
S (para el cual se define cada una de estas funciones) se llama ecuacion en diferencia sobre el

conjunto S.

Sean las funciones definidas sobre el conjunto de los niimeros reales t, las siguientes ecuaciones

son ejemplos de ecuaciones en diferencia sobre el conjunto S de nimeros reales.

Az(t) + 3z(t) = 0
APz (t) + 2Ax(t) + z(t) = 0 (1.8)
A2 (t) — to(t) = 2t + 7.

Es importante observar que estas ecuaciones también se pueden considerar como ecuaciones
en diferencia sobre algiin conjunto distinto al de ntimeros reales. Como x se define para todos
los nimeros reales ¢, con mayor motivo para valores enteros positivos de ¢t. Si usamos h = 1
(o cualquier otro entero positivo), entonces Az (t), A%z (t), ... también serd significativo, ya que

en estas circunstancias incluiran valores de = en los enteros t + h, t + 2h, ...

CARRERA DE MATEMATICA



1.2 Ecuaciones en diferencia 8

Por lo tanto, las ecuaciones (1.8) pueden considerarse como ecuaciones en diferencias sobre
el conjunto de los nimeros reales, sobre los enteros positivos o sobre algin otro conjunto. Por lo
que, en el momento de definir una ecuacién en diferencia es de mucha importancia mencionar
explicitamente sobre que conjunto estan definidas.

En el presente trabajo consideramos conjuntos especiales de valores sucesivos igualmente
espaciados t; es decir, conjuntos formados por una secuencia de ntimeros consecutivos de la
forma:

to, to + h, to + 2h, to + 3h, ...

este conjunto puede ser finito o infinito (¢ indica el valor de inicio y h es el nimero que se
agregara a cada valor de ¢ para obtener el siguiente valor de t.)

Sin pérdida de generalidad, es posible simplificar mas el conjunto S de valores para los cuales
se definen las ecuaciones en diferencia que estudiaremos. Asumiremos que ty es un entero no
negativo y que h es igual a 1. Entonces el conjunto S consistird de un conjunto finito o infinito
de enteros sucesivos (serd conveniente que este conjunto comience con 0, aunque esto no es
necesario).

Si S consiste de cualquier conjunto finito o infinito de valores de ¢ igualmente espaciados en
R, entonces, sin pérdida de generalidad, podemos asumir este conjunto como un conjunto finito

o infinito de enteros consecutivos. Este resultado se demuestra en la siguiente proposicion.

Teorema 1.6. Sean to € R, h e RS y ko € ZF. Si S) = {to,to + h,to +2h,..} CR, y
So = {ko, ko + 1,ko +2,...} CZ", entonces hay una biyeccion entre Sy y Ss.

Demostracion. Definamos la funcién
f : Sl — SQ
t— (to — ah)

t ) = o=,

donde kq es cualquier entero no negativo. Ahora veamos si esta funcion es biyectiva. En efecto,

Inyectividad. Sean t,t, € S1, esto es: existen algtin ki, ko € ZT tal que
tl - to + k’lh, tQ == to + th

Ademas supongamos que f(t;) = f(t2), entonces
to+ kih — (to — koh) o + kah — (to — koh)
h - h ’

de aqui, se tiene que k; = ko, en consecuencia t; = ts.

Sobreyectividad. Notemos que para cualquier k € Sy, existe t = tg + (k — ko)h € Sy de modo
que

(1) = to+ (k — kO)Z — (to — koh)

De este modo, hay una biyeccién entre S7 y Sb. U

= k.
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1.2 Ecuaciones en diferencia 9

De esta manera, las ecuaciones en diferencia definida sobre una secuencia de niimeros reales

igualmente espaciados
t: to, t() + h, to + 2h, (19)

podemos pensar como una ecuacioén en diferencia definido en una secuencia de enteros no nega-

tivos
k: k?(), k’o-f—]., k0+2, (110)

es decir, hallar una férmula para el término k— ésimo para la secuencia (1.9), es lo mismo,
que hallar una férmula para el término k— ésimo de la secuencia (1.10). Razon por la cual las
ecuaciones en diferencia que estudiaremos estaran definidas en un conjunto S de enteros no
negativos.

Para enfatizar esta simplificacién del conjunto S, usaremos la letra k en lugar de t para
indicar un nimero en el dominio de las funciones relacionadas por la ecuacién en diferencia, y
en ocaciones escribiremos xj (notacion posicional) en lugar de x(k) (notacién funcional) para el
valor de z en el periodo k. Con esta nueva notacién las ecuaciones de 1.8 se pueden escribir de

la siguiente manera:

AZEk + 3l’k =0
Aka—i-QAxk—i—:ck =0 (1.11)
A’z —tay, =2k + 7.

Aplicando la definicién de operador diferencia en las ecuaciénes (1.11). Para la primera

ecuacion, se tiene que ry. 1 — o + 3z = 0, de donde
Tpy1 = —2Tg,

analogamente para el resto de las ecuaciones, tenemos que
Tyo =0 (1.12)
Tpyo = 2.’13'k+1 + (k — 1)1‘k +2k+ 7.

De esta manera, las ecuaciones (1.11) se puede ver como una relacién de recurrencia.

Definicién 1.7. Una funcion x es una solucion de una ecuacion en diferencia sobre el

congunto S, si los valores de x reducen la ecuacion en diferencia a una identidad sobre S.

Como se observo las ecuaciones (1.12) son relaciones recursivas. Por tanto, la forma usual

de hallar sus soluciones es por iteracién (o recursion).
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Ejemplo 1.5 (Dindmica de poblaciones). Antes mencionaremos algunas consideraciones
elementales sobre la dindmica de poblaciones. La tasa de matalidad, por ejemplo, de una
poblacion humana (de una determinada zona) en un cierto ano es el nimero de nacimientos
habidos ese ano dividido por el tamano de la poblacion al comienzo del ano. Se define de manera
andloga la tasa de mortalidad. La tasa de crecimiento es la diferencia entre la tasa de
natalidad y la tasa de mortalidad, es decir, es la variacion neta de poblacion en un ano dividida
por la poblacion a comienzos de ese ano (se supone que la poblacion permanace aislada, es
decir, que no se producen migraciones). Representemos por xy, k = 0,1,2, ..., el numero de
idividuos en el instante t;, de una poblacion. Como se menciond la tasa de crecimiento del

periodo Aty = tgy1 — ti es, por definicion

- Azp  Tppr — T
Tk, Tp o

(1.13)

La tasa r dependerd en general de k y xy, osea, del periodo considerado y del valor xy de partida:

Try1 — Tk

o =r(k,xg).
De este modo,
Axy = r(k, zy)xy, (1.14)
o equivalentemente,
Trp1 = (1 +7(k, zp)) . (1.15)

La relacion (1.14) (o (1.15)) es una ecuacion en Z*. La incognita es la sucecion
Ty L1y eeey Thoy oo (1.16)

de niveles de poblacion en los sucesivos instantes tg,tq, ta, ...
FEs claro que la hipdtesis mds simple de la tasa r(k, ) es la de tasa de crecimiento constante

r, lo que conduce a la ecuacion en diferencias
Ty = (14 r)axy, (1.17)

sus soluciones se obtienen de manera inmediata procediendo por iteracion a partir de cada

poblacion inicial xo considerada (son progresiones geométricas de razon 1 +r )

Zo
r1 = (147r)x
ry = (1+7r)z; = (14+7)%x0

v = (L+r)opy = - = (14+7r)x.
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De esta manera, bajo la ley de crecimiento expresada por la ecuacion en diferencias
Trr1 = (14 7)wy,
una poblacion inicial de xog > 0 individuos evolucionard de acuerdo con la formula
zp = (14 7).

Sir >0, o sea, sila natalidad domina a la mortalidad, la poblacion crecerd en cada periodo
(Tgy1 > x) y ademds

lim z;, = o0
k—o0

cualquiera que sea ro > 0 (crecimiento ilimitado o malthusiano). Sir = 0, x; = xg
para todo k, es decir, la poblacion permanecerd estabilizada en el valor constante xqy. Sir < 0
(con r > —1 para evitar valores negativos de x, lo que no tendria sentido en este contezto) la
poblacion decrecerd en cada periodo y

lim z, =0
k—o0

lo que significa que a largo plazo la poblacion se extingue.

Resulta que ninguna poblacién puede crecer indefinidamente a una tasa constante. Cuando
una poblacién llega a ser demasiado numerosa aparecen politicas de restriccion del medio en

forma de limitacién de espacio. En el siguiente ejemplo analizamos esta situacién.

Ejemplo 1.6 (Ecuacién Logistica). Es mds realista suponer que el medio puede sdlo sostener
de manera estable un mdzimo K de poblacion (la capacidad de soporte del medio), de modo
que si x(k) estd por encima de K, la tasa serd negativa y la poblacion decrece acercindose a K,
si z(k) = K la tasa serd nula y, por tanto la poblacion permanece constante, y, finalmente, si
z(k) se mantiene por debajo de K, la tasa serd positiva, entonces crece la poblacion. La manera
de reflejar matemadticamente ese comportamiento es imponer que la tasa de crecimiento sea
proporcional a la diferencia (K — x), esto es:

T % (K — ) (1.18)
Tk

con b > 0. Se tiene asi la denominada ecuacion logistica:
propuesta por Verhulst en 1936. Escribimos la ecuacion (1.19) en la forma

Axzy, = ray — b} (1.20)
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conr = 0K, de otro modo

Azy, = ra; (1 — %) (1.21)

Despejando en (1.18) xy1 en términos de xy, se tiene

1
Tyl = bxk (K + E — Zl?k) (1.22)

1
Observemos que la cantidad M = K+E > K representa un maximo absoluto para una poblacion

1
regida por la ley (1.18), pues si xp = K + —, se tendrd xx.1 = 0, es decir, se agotard todos
los recursos y la poblacion se extenguird a lo largo del siguiente periodo. Nos plantemos, en la

ecuacion (1.22) para valores x < M. Para ello sea

Tk
Yr = M’

1
dividiendo por M = K + b la ecuacion (1.22), tenemos que

Tk+1 ﬁ _ _ % _ﬁ
L= b (M — ) (1+bK)M<1 M),

es decir, se tiene la ecuacion en diferencia

Yrt1 = ayr(1 — yr), (1.23)

con a =14+ bK. Esta es la forma usual de la ecuacion logistica.

Iterando a partir de la poblacion inicial yo, se tendrd

y1 = ayo(l — yo) = ayo + ayg
y2 = ayi(1 —y1) = a*(yo — v3) (1 — ayo — ayg)

polinomio de grado 4 en vyy; en general, vy, serd un polinomio de grado 2F en vy, de férmula

imposible de establecer analiticamente.

Las ecuaciones (1.8), (1.17) y (1.23) responden al siguiente modelo general: Dada una funcién
r — f(z) de R en R, analizaremos el proceso dindmico que se genera al aplicar f sucesivamente,

de manera iterada, partiendo de un valor inicial o en el instante inicial ky € Z™

o = f(w0) = f(f(w0)) = f*(w0) = -+ = F(f* (w0)) = fH(wo) = -+ (1.24)

Podemos imaginar este proceso (o sistema dindmico) como la evolucién de un sistema real
(fisico, bioldgico, econémico...) a lo largo de una secuencia de periodos temporales cuando se
supone que el estado del sistema en cada uno de esos periodos esta reflejado por un nimero

real z (nivel de poblacién en el ejemplo anterior) y que la ley de cambio que transforma un
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estado, esta dada por la funcién f: f(xq) es el estado del sistema una unidad de tiempo despties
de estar en el estado inicial zg; f(f(z0)) = f(x) el estado dos unidades de tiempo después, y

es el estado k-unidades de tiempo después.

~— —

asi sucesivamente f(f*(zq)) = f*¥(x

Poniendo f*(zy) = xx, tenemos

w1 = [ (20) = F(f*(20)) = flan).

Por lo cudl el proceso (1.24) lo podemos representar en la forma de un problema de valor inicial

LTe+1 = f(l’k), ]{Z = /{?0,]{70 + 1,
I(ko) = X29-

De este modo, entenderemos que, una ecuacién en diferencias es una relacion de recurrencia de
la forma x 1 = f(xy), relacién a la que también aplicaremos, de modo indistinto, el término de
sistema dindmico. (Se tiende a utilizar la expresién ecuacién en diferencias cuando se estudian
las cuestiones analiticas y la de sistema dindamico cuando se consideran los aspectos geométricos
y topoldgicos del proceso).

Maés generalmente, sean kg € Z* y S = {ko, ko + 1, ko + 2, ...}. Si consideramos f como una
funcion de dos variables; esto es, f : S x R — R. Una ecuacién en diferencias sobre el conjunto

S, es una relacion de la forma:
Ty = flkyxg) o x(k+1)= f(k,z(k))

con la funcién f dependiendo del entero k que va indicando los sucesivos periodos. En el siguiente
capitulo definiremos sistemas de ecuaciones en diferencia con un mayor periodo de retraso y el

estado descrito con varias variables.
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Sistemas de ecuaciones en diferencia

En ocasiones, al construir un modelo matematico interesa elegir una variable que tome valores
discretos. Asi ocurre, por ejemplo con el tiempo, ya que es comun realizar mediciones regulares
a la hora de controlar un experimento. Estos datos constituyen un conjunto finito o infinito
numerable de valores de la variable independiente. Para este tipo de modelos deterministicos
discretos, las herramientas matematicas mas adecuadas para analizarlos son las ecuaciones en
diferencias. Estas ecuaciones naturalmente se aplican a varios campos del esfuerzo cientifico: la
biologia (el estudio de especies competitivas en dindmica poblacional), la fisica (el estudio de los
movimientos de los cuerpos que interactian), al estudio de los sistemas de control, la neurologia

y la electricidad.

2.1. Sistemas de ecuaciones en diferencia

Son ecuaciones en las que el estado estd descrito por dos o mas variables, de tal manera
que la evolucion en el tiempo de cada una de ellas esta descrita por una ecuacién en la que
intervienen no soélo el instante considerado y el valor en él de esa variable, sino también los
valores de las demas variables en dicho instante. La evolucién conjunta de todas las variables a
intervalos discretos de tiempo, estard regida por un sistema de ecuaciones en diferencia.

Con lo visto en el capitulo anterior, a continuacion definiremos con rigor las ecuaciones en

diferencia que generalizan con un mayor periodo de retraso y dimensién.

Definicion 2.1. Sean ko un entero no negativo, r un nimero natural y S = {ko, ko+1, ...} C Z*.
Un sistema de ecuaciones en diferencia de dimension n y de orden r sobre el conjunto S, es

una expresion de la forma
zk+r)=flkye(k+r—1),z(k+r—2),...,2(k)], k=koko+1,.. (2.1)
donde f : S x R™ — R"™. El sistema se denomina:

» auténomo (o invariante en el tiempo), si f no depende de k;

CARRERA DE MATEMATICA



2.1 Sistemas de ecuaciones en diferencia 15

» lineal, si la aplicacion f es lineal en las variables x(k +r — 1), x(k+1r —2),..., z(k).

Para mejor comprension de los conceptos, analizaremos las siguientes ecuaciones en diferencia
de dimensién 1, definidas sobre los enteros no negativos:
z(k+ 1) = x(k) + k es lineal, no auténoma (pues f depende de k) y de primer orden;
z(k +2) = —x(k) es lineal, auténoma y de segundo orden;

x(k + 1) = z(k)*> + 1 es no lineal, auténoma y de primer orden.

Ejemplo 2.1 (Nimeros de Fibonacci 1202). Leonardo Fibonacci, en su Liber abaci de 1202

planteo el siguiente problema:

Un hombre pone una pareja de conejos en un lugar cercado por todos lados. ;Cudntas parejas
de conejos tendrd al cabo de un ano, a partir de una unica pareja, si se supone que cada pareja

engendra cada mes una nueva pareja, y es fértil a partir del sequndo mes de vida?

Sea F}, el numero de parejas existentes al cabo del mes k-ésimo; se comienza con una pareja
recien nacida: Fy = 1; al final del primer mes esa pareja todavia es fértil, asi que sigue teniéndose
Fy =1, al final del seqgundo mes la pareja anterior, ya fértil, da origen a una nueva pareja
Fy=1+1=Fy+ F1. Y, en general Fy. o = (numero de parejas existentes en el mes anterior) +
(ndmero de parejas nacidas en el mes k-ésimo) = Fyi1 + F). De este modo, el problema se

plantea como una ecuacion en diferencia auténoma de sequndo orden en Z+.
Fyio = Fry1 + Fy. (2.2)
Empezando con Fy =1, F} =1, se tiene la sucesion
1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55, ...

A esta sucesion se le conoce como la sucesion de Fibonacci; sus aplicaciones aparecen en una

gran variedad de contextos. Mds adelante completaremos su solucion.

Ejemplo 2.2 (Depredador-presa). El crecimiento e intereraccion de dos especies, que com-
partiendo un mismo medio, estan en la relacion depredador-presa (por ejemplo, zorros y conejos

en una isla). Hagamos las siguientes hipdtesis sobre la evolucion conjunta de ambas especies:

» n ausencia de depredadores, las presas no tienen prdcticamente limitaciones del medio
(en particular, de nutrientes) y crecen con una tasa costante positiva segin el modelo
malthusiano: Ty, = axy, con a > 0. A su vez, los depredadores, cuyo unico alimento son

las presas, iran extinguiendose, en ausencia de éstas, con una tasa negativa:

Y1 = dyg, 0<d<l

= Con las dos especies presentes, la evolucion de los depredadores vendrad representada por

Yk+1 = dyx + cxg, ¢ > 0, y la de presas por x11 = axy — by, b > 0.
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Se tiene entonces el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
Tp1 = axy — byy
Yk+1 = cxp + dyy,
cuya dimension es 2. En su forma matricial, se tiene
Tpy1 a =b\ [z
Yk+1 c d ) \yk
Por lo cual, este modelo se puede visualizar como un sistema de ecuaciones de dos variables.

Solucion de un sistema de ecuaciones en diferencia

Analogo a la Definicién 1.7, se tiene la siguiente definicion:

Definicién 2.2. Una solucion del sistema de ecuaciones en diferencia (2.1), es una aplicacion
x: S — R" tal que satisface la identidad

z(k+7r)=flk,x(k+r—1),x(k +r—2),..,x(k)].

Por lo general, para encontrar soluciones de sistemas de ecuaciones, se procede por el método
recursivo (o iteracion). Esto significa evaluar la variable independiente & (tiempo) en la ecuacién,

a partir de un tiempo inicial kg, y por induccién se obtendra una férmula general.

Ejemplo 2.3. Del Ejemplo 1.5 (dindmica de poblaciones) con tasa de crecimiento constante
v(k+1)=ax(k), ke Z* (2.3)
donde a = (1 + ). La funcién x(k) = a*, reduce la ecuacion a una identidad. En efecto;
z(k+1) = a"*! = aad® = azx(k).

Por lo tanto, es una solucion de la relacion (2.3). Ademds cada una de las funciones

z(k) = 3d", x(k) = 4d*, z(k) = %ak, (2.4)

son soluciones de la ecuacion (2.3). De hecho, si C es cualquier constante y x esta dado por
x(k) = Ca". (2.5)

Entonces, x es solucion de la ecuacion. Al elegir adecuadamente el valor de la constante arbi-
traria C' de la ecuacion (2.5), podemos obtener cualquiera de las otras soluciones en (2.4). En
este sentido, la solucidn (2.5) se denomina solucion general, y cualquiera de las identidades

de (2.4) se llama solucion particular.
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Alternativamente, una solucion particular de la ecuacion (2.3) puede verse como una suce-

sion de numeros. Por ejemplo, para a = 1/2, estd representado por:
o 8,4,2,1,1/2,1/4,1/8, ...

Los dos puntos de vista de una solucion como alguna funcion de valor entero k y como una

sucesion de niumeros, son por supuesto, equivalentes.

La mejor forma de resolver ecuaciones lineales de orden superior es reduciendo el orden.
Esto significa, introducir nuevas variables que conviertan a un sistema de ecuaciones de primer

orden. Acontinuacion, presentaremos un ejemplo de como esta reduccién puede realizarse.

Ejemplo 2.4. La sucesion de Fibonacci (del Ejemplo 2.1) se plantea como una ecuacion lineal

de sequndo orden
Firio = Fo + F, (2.6)
usando la relacion
Gy = Fii1, (2.7)
y sustituyendo (2.7) en (2.6), se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
Gry1 = Gi + Fy,
F1 = Gy

Por tanto, la ecuacion de Fibonacci es equivalente al sistema lineal homogéneo

)= () ()

Teorema de existencia y unicidad de soluciones

La propia naturaleza de la ecuacién en diferencia permite obtener cualquiera de sus solu-
ciones procediendo por iteracién a partir del estado inicial zy dado, por lo cual la existencia
estd garantizada. Sin embargo la solucién no es tnica, este hecho se ilustré en el Ejemplo 2.3.
La solucién debe restringirse a un conjunto de condiciones iniciales. El siguiente teorema es una

declaracion formal de este hecho.

Teorema 2.1 (Teorema de existencia y unicidad). Sea S = {ko, ko + 1,ko + 2,...} CZ*.
Dado el sistema de ecuaciones en diferencia de dimension n y de orden r definida en el conjunto

S
vk+r)=flk,e(k+r—1),z(k+r—2),...,2(k)], k=koko+1,.. (2.8)

Entonces,
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(a) Dados los r-estados iniciales xg, x1,...T,—1, existe una aplicacion x : S — R", tal que
z(ko) = xo, (ko + 1) =x1,..., x(ko + 17— 1) = x,_1.

(b) Dadas las soluciones x : S — R"™, y: S — R" tal que z(ko) = y(ko), ...,
(ko +r—1)=y(ko+r —1), entonces x(k) = y(k) para todo k € S.

Demostracion. (a) La solucién que comienza con los valores iniciales g, x1,..., ,_1, se obtiene

aplicando el proceso iterativo a partir del tiempo inicial k¢ en la ecuacién (2.8), esto es,

(ko) = mo

x(ko+r—1) = x4
x(ko+1) = flko,x(ko),x(ko+1),...,x(ko + 7 —1)]
= flko,xo, 1, .o, Tp_1]
wlko+r+1) = flko+ 1, a(ko+1),z(ko +2), ..., x(ko + )]
= flko+ 1,21, 29, ..., 1, 2(ko + 7)]
wlho+7r+2) = flko+2,2(ko +2), x(ko + 3), ..., (ko + 1), 2(ko + 1 + 1)]
= flko+ 2,29, 23, ...,x(ko + 1), x(ko + r + 1)]

x(k) = flk—riz(k—r),x(k—r+1),...,x(k—2),z(k—1)],

para todo k > ko + r. De este modo, apartir de los r-valores iniciales, es posible construir la
solucién de la ecuacién (2.8).
(b) Sean x e y dos soluciones de (2.8) que coinciden en las condiciones iniciales, entonces se
debe demostrar que z(k) = y(k), para todo k > ko + r; en efecto, procediendo por induccion.
Si z(ko + k) = y(ko + k), k < r, entonces

(ko +k+1) = flko, x(ko), x(ko + 1), ..., x(ko + k)]
f[kO’ ( )7y(k0+1)77y(k0+k)]
y(ko + k +1).

De este modo, se demuestra la unicidad de las soluciones de la ecuacién (2.8). O

Cabe senalar que no se aplican restricciones a la funcion f. La funcién puede ser altamente
no lineal. El ingrediente esencial del resultado es que el valor del indice principal se puede

determinar a partir de los valores previos, y este indice principal aumenta paso a paso.
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2.2. Sistemas lineales en diferencia

Un sistema lineal de dimensién n se define en términos de n variables x;(k), xo(k),..., zn(k)
que son funciones del indice k, y estas n variables estan relacionadas por un sistema de n

ecuaciones en diferencia de primer orden. Matricialmente un sistema lineal es de la siguiente

forma:
xi1(k+1) aj1(k) ap(k) - a(k) x1(k) wy (k)
xz(k'+ 1) _ Ggl'(k) agz‘(k) : agn‘(k) xg(k) N wg'(k) ezt (2.9)
Tn(k+1) an1(k) ana(k) -+ apn(k) (k) wy, (k)
donde las variables z(k), x(k),..., xx(k) son las coordenadas del vector de estado; a;;(k),

1 =1,2,...,n, j = 1,2,...,n son coeficientes del sistema; y los valores wi, ¢ = 1,2,...,n son
parametros que indican los términos de conduccion o forzado del sistema.
La descripcién anterior es algo tediosa de escribir en detalle. Con la notacién vectorial, el

sistema (2.9) se puede expresar de la siguiente forma:
r(k+1) = AK)z(k) +wk), keZ* (2.10)

donde z(k) € R™ es el vector de estado, A(k) € R™*" es una matriz cuadrada, y w(k) € R™ es
el vector forzante o de conduccion.

Los sistemas lineales se clasifican en homogéneos y no homogéneos. Si el término forzante
{w(k)} de la ecuacion es la sucesién constante cero, la ecuacion es homogénea; en caso contrario,
la ecuacion es no homogénea. En principio estudiaremos sistemas homogéneos, los cuales se
clasifican en: sistemas auténomos (o invariantes en el tiempo) y no auténomos. Posterior a ello,

veremos sistemas no homogéneos.

2.3. Sistemas homogéneos

Sistemas Auténomos

Un sistema auténomo de n-ecuaciones y n-variables es una expresion que podemos escribir

en su forma vectorial de la siguiente manera:
v(k+1)=Ax(k), keZ* (2.11)

donde z(k) € R* y A € R™™. Estos sistemas se consideran auténomos (o invariantes en el
tiempo) debido a que las entradas de la matriz A son constantes. En esta seccién estudiaremos

férmulas de solucion de este tipo de sistemas.
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El problema de valor inicial (PVI) de la ecuacién en diferencia (2.11), consiste en encontrar
una solucion (¢(k, zg))rez+ para un estado inicial o € R™ dado, que satisface la condicién inicial
#(0,x9) = zo. Usaremos la notacién ¢(k, xq), que indica el estado en el periodo k- ésimo que es

generado apartir del estado inicial xg.

Observacion 2.1. Notemos que las ecuaciones en diferencia que estudiamos hasta aqui, fueron
sobre una secuencia de enteros no negativos, pero hay algunos sistemas ya sea en su forma
general o del tipo (2.11) que pueden ser extendidas sobre todos los enteros (Z); por ejemplo,

para el caso del sistema autonomo, es importante considerar que la matriz A sea invertible.
Teorema 2.2. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(a) Sea la matriz A € Gl(n,R). El conjunto solucién Sol(A) de x(k + 1) = Ax(k), forma un

espacio vectorial n-dimensional sobre R.
(b) Para cada problema de valor inicial, la solucion (¢(k, xo))kez €s Unica y estd dada por

¢(k7$0) = Akﬂ?o» keZ

(c) Para una base vy, v, ..., v, de R"™ las funciones (¢(k,v1))rez, -, (0(k,vn))kez, forma una

base del espacio solucion (Sol(A)). La funcion matriz
X(k) = [¢(k7v1)7"'7¢(k’vn):|7 k GZ
es llamada una solucion fundamental de x(k + 1) = Ax(k) y X(k+1) = AX(k), k € Z.

Demostracion. (a) Esto va ser una consecuencia del Teorema 2.5, que més adelante procedere-
mos con su demostracion.

(b) La solucién se puede obtener por el método de iteracién de la siguiente manera:

z(0) = o
z(l) = Ax(0) = Axg

ok, zo) = (k) = AFzy, keZ.

La unicidad esta garantiza por la propia ley de recurencia.

(c) Linealidad. En efecto, sean cy,...,c, escalares arbitrarios, y
c{A%v} + co{AFv} 4 -+ ¢ {AFv, ) = 0.
Aplicando las propiedades de asociatividad y distributividad, tenemos que

{AFciv + AFcoug + - 4+ AFcu,} =0
AM vy + covg + - F v} =0,
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y por la invertibilidad de la matriz A, se tiene

{c1v1 + covg + -+ v} =0
de donde ¢y = ¢y =---¢, =0.
Generador. Notemos que para cada x € R", se tiene que
T = ClU1 + CoUg + -+ + CpUyp,

aplicando A*

Akr = ey ARy + o ARuy + -+ ¢, AR,
ok, x) = c1o(k,v1) + cap(k,v2) + - - + crp(k,vy,). k€Z

De este modo, es base, y la relacion X (k + 1) = AX (k) es inmediata. O

Las soluciones de sistemas autéonomos dependen de las potencias de la matriz de estado A,
puesto que para encontrar soluciones explicitas de la ecuacién en diferencia x(k + 1) = Axz(k),
usaremos la forma Jordan de la matriz A, lo cual, esto induce en primera instancia a analizar
si A es diagonalizable, de lo contrario recurrir a la diagonalizacién a formas de Jordan. Esto se
reflejard en la siguiente proposicién.

Teorema 2.3. Sea A € Gl(n,R) con autoespacio real generalizado E; = E(N\;), i = 1,...,r para
los autovalores A, ..., A, € C con d; = dimFE; y i d; = n.
i=1

(a) Si A=TJT™ 1 entonces A¥ = TJFTL.

(b) Sean vy, vs,...,v, una base de R"; por ejemplo, que conszste en vectores propios reales

generalizados de A. Si xg = Z a;v;, entonces ¢(k, o) Z a;¢(k,v;) para todo k € Z.

i=1 i=1
(c) Cada autoespacio real generalizado E; es invariante bajo la solucidn ¢(k,xz) = A*x de la
ecuacion lineal en diferencia x(k + 1) = Ax(k) (es decir, si xg € E;, también la solucion

correspondiente satisface ¢p(k,xy) € E; para todo k € 7).

Demostracion. (a) Procediendo por induccién sobre k. Para k = 1, se verifica por hipétesis.

Asumiendo verdadera para k; entonces, para k + 1, tenemos que

AR = AR A =TT T T = TR T

(b) Sea xy = Z a;v;. Entonces, para cualquier k € Z,
i=1

o(k,20) = AFzy = A* Z o = Z a; AFv; = Z a;p(k,v;).
i=1 i=1 i=1
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(c) Sea E; = {v € R"/(A — \;I)%v = 0} cualquier autoespacio real generalizado, y tomemos
zo € E;, entonces (A — \;I)%xy = 0. Por otro lado,

(A= ND%AFzy = (A= NI)--- (A= \I) Az

= A0 =0.
De este modo, ¢(k, x¢) = A*xy € E;. O
Corolario 2.1. Si la matriz A € Gl(n,R) es diagonalizable, entonces A¥ = TD*T~!

Demostracion. Como A es una matriz diagonalalizable, entonces A = T DT~!. Aplicando el
Teorema 2.3 (a), se tiene que A*¥ = TD*T—1. O

Entonces, para tener soluciones explicitas de los sistemas auténomos nos basaremos en el
Teorema 2.3 y Corolario 2.1; lo cual implica analizar los valores propios y vectores propios de
la matriz de estado (para mas detalle, ver el Apéndice A.) Con estos resultados completaremos

los ejemplos descritos en el Capitulo 1.
Ejemplo 2.5. La sucesion de Fibonacci en su forma matricial
Gk+1 . 11 Gk
Frra 1 0)\E)
es un sistema lineal homogéneo invariante en el tiempo; la ecuacion caracteristica de la matriz
de estado es
M—-A—-1=0,

de donde, los autovalores son:

y los autoespacios correspondientes a cada autovalor estan generados por los autovectores

(VB2 (N (=B [
= 1 N T 1 1

respectivamente. En consecuencia, por la caracterizacion de matrices diagonalizables, la matriz

de estado es diagonalizable; y la matriz de paso corresponiente es

p_ 1+V5)/2 (1=v5)/2)  [A A
B 1 1 S\ 1)
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p-l_ (‘1/(/\2—/\1) Aa/(A2 — A1) )7 y D= <)\1 O>‘
/(A= A1) =A/(Aa— Ap) 0 Ao

G 1
Aplicando el Teorema 2.1, y sabiendo que fo = (FO) = <1>, se tiene
0

el 11\ (G e
(@) (1) (2)- e i

Por otro lado, realizando aperaciones se tiene

e 1nuversa

Az=A1 —AF 4k DY V=D YOI
sustituyendo (2.13) en (2.12), se tiene
Gr) ( ) ) ST AR OGP - AT (1)
5, Aol —M+ b XA — A S 1)’
de donde
Fo= () (M0a = 1)+ 251 - )
1
1
- = (M= a5
De este modo, se obtiene una formula para la sucesion de Fibonacci
F, = % |:<1+2\/g)k+1 B (1_2\/g>k:+1] |
Sistemas no auténomos
Ahora nos enfocaremos en sistemas de la forma:
z(k+1) = Ak)x(k), k=koko+ 1,ko+2,.. (2.14)

donde ky € Z*; A(k) = (ai(k)), ¢ = 1,2,...,n; j = 1,2,...,n es una funcién de matriz no
singular de tamano n x n 'y z(k) € R™.

Estos sistemas se caracterizan debido a que dependen de la variable independiente k, por
tanto, es importante entender el concepto de estado a partir del par (k;z(k)) que indica el
tiempo y su respectivo estado en ese tiempo. La siguiente proposicion nos muestra las soluciones

explicitas de (2.14) a partir de un estado inicial dado.
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Teorema 2.4. Dado cualquier kg € Z y xo € R", existe una inica solucion x(k) = ¢(k, ko, xo),
ko <k dex(k+1)=A(k)x(k) de modo que ¢(ko, ko, zo) = 0.

Demostracion. Recursivamente, reemplazando para k = kg, kg+1, ... en la ecuacion homogénea,

se tiene que

O(ko + 1, ko, o) = x(ko + 1) = A(ko)x(ko) = A(ko)xo,
¢(l{?0 + 2, k‘o, .To) = A(k’o + 1)$(l€0 + 1) = A(k’o + 1)A(k’0)$0,
¢(ko + 3, ko, xo) = Alko + 2)A(ko + 1)z (ko + 1) = A(ko + 2)A(ko + 1) A(ko)zo

Inductivamente, tenemos que

Sk, ko, 20) = A(k — 1Ak —2) - A(ko)o

HA

i=kg

(b k‘ ko,l’o Zo, i:ko,k0+1,...,k—1. (215)

Para la unicidad. La propia ley de recurrencia hace que la férmula (2.15) sea tnica con las

propiedades deseadas. ([l
De la relacion (2.15), definamos la matriz transicion de estado del sistema, como
Dk, ky) = HA Ak —1)A(k —2)--- A(ko), Sik > ko,
i—ko 1, Sik = k.
Con esta notacién la solucién tnica ¢(k, ko, o), estd dado por
o(k, ko, z0) = Pk, ko). (2.16)

Definicién 2.3. Las soluciones x1(k), z2(k), ...,z (k) de (2.14) se dice que son linealmente
independientes para k > ko. Si cyxq (k) + coxo(k) + - - - + cpxn (k) = 0 para todo k > ko, entonces
c; =0, para todoi=1,...,n

Observacion 2.2. La definicidn no requiere que para cada k > ky, los vectores x1(k), x2(k), ..., x, (k)
sean linealmente independientes. Fs suficiente para un valor de k (digamos k = ky) sean lineal-

mente independientes.

Teorema 2.5. Sea A € R™™™. El conjunto solucion Sol(A) de x(k+ 1) = A(k)x(k) , forma un

espacio vectorial n-dimensional sobre R.

Demostracion. La secuencia z(k) = 0, es una solucién trivial del sistema. Por otra parte, sean
z1(k), za(k) € Sol(A), y c1, ¢y € R; entonces para x(k) = c1x1(k) + coxa(k), se tiene

r(k+1)=cz(k+ 1)+ coxe(k + 1) = A(n)[c121 (k) + caxo(k)] = A(n)z(k),
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de este modo, el conjunto Sol(A) es un espacio vectorial.

Construyamos una base para el espacio solucién. Para ello sea wvq,vs,...,v, una base de
R™; tomemos las soluciones ¢;(k, ko,v;), i = 1,2,...,n tal que satisfacen la condicién inicial
¢i(ko, ko, v;) = v;, i = 1,2,...,n. Ahora veamos si ¢;(k, ko, v1), ..., on(k, ko, v,) es una base para
la Sol(A).

Linealidad. Supongamos que existen escalares ¢y, ca, ..., ¢, € R tal que
c101(k, ko, v1) + -+ + cpgn(k, ko, va) = 0,
evaluando esta suma para k = kg, tenemos
c101(ko, ko, v1) + + -+ + cndn(ko, ko, vn) = c1v1 + -+ - + cpu, = 0,

Como v, ..., v, son linealmente independientes, entonces ¢; = --- = ¢, = 0. De este modo, se
verifica la linealidad.
Generador. Sea ¢ € Sol(A) y supongamos que ¢(kg) = £. Como vy, ..., v, es una base de R",

entonces existen cq, ..., ¢, € R tal que
§:CIU1+"'+Cnvn-
Por la linealidad, ¢1¢1(k, ko, v1) + - -+ + cnn(k, ko, v,) = y(k) € Sol(A), entonces

Z/(k?o) =¢{= SO(ko)-

Ademas, por el Corolario 2.4 las soluciones del problema de valor inicial son tinicos. Asi,

o=y =c1d1(k, ko, v1) + - + ca@n(k, ko, vn).
Por tanto, ¢1(k, ko, v1), ..., &n(k, ko, v,) genera el espacio Sol(A), y asi tenemos una base. O

Observacion 2.3. Recordemos el siguiente resultado del algebra lineal: En cualquier espacio
vectorial de dimension n, cualquier conjunto de n elementos linealmente independientes forman
una base. Por este resultado, hallar una base en el espacio Sol(A) se reducird a encontrar un

conjunto de n soluciones linealmente independientes.

Corolario 2.2. Sean ¢;(k, ko, v;), i = 1,2, ...,m soluciones tal que satisfacen la condicion ini-
cial ¢;(ko, ko, vi) = v, i = 1,2,...,m. Entonces, ¢1(k, ko, v1),..., om(k, ko, U) son linealmente
independientes en el conjunto Sol(A) si y solo si vy, ...u, son linealmente independientes en R™.
En particular, si m = n, entonces ¢1(k, ko, v1), ..., on(k, ko, v,) forman una base para sol(A) si

y solo si vy, ...v, es una base para R™.

Demostracion. El argumento usado en la demostracion del Teorema 2.5 muestra que si vy, ..., Uy,
son linealmente independientes en R", entonces ¢1(k, ko, v1), ..., m(k, ko, vy) son linealmente

independientes en Sol(A).
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Reciprocamente, sean ¢1(k, ko, v1), ..., m(k, ko, vr,) linealmente independientes en Sol(A) y

supongamos que existen cy, ..., ¢, € R tal que
cvr+ -+ e, = 0.
Por linealidad, ¢1¢1(k, ko, v1) + -+ + cm®m(k, ko, v) = y(k) € Sol(A). Para k = ko, satisface
que y(ko) = 0, entonces
y(k) = 0= c1¢1(k, ko, v1) + - - - + cmm(k, ko, V),
de donde ¢y =---=¢, = 0. OJ

Una base del conjunto Sol(A) juega un papel fundamental en esta clase de sistemas ho-

mogéneos, que acontinuacion desarrollaremos.

Conjunto fundamental de soluciones

Ahora desarrollaremos la nocién de matriz fundamental, para ello consideremos una colec-
cién de n soluciones de la ecuacién homogénea 2.14 tal que z1(k), z2(k), ..., x,(k) es una base
del espacio solucién Sol(A) (por la observacion 2.3 es suficiente pedir que sean linealmente inde-
pendientes). Con el fin de facilitar las manipulaciones requeridas, es conveniente ordenar estas

n soluciones en n columnas de una matriz cuadrada de tamano n x n, de la forma:
X(k) = |z1(k) xo(k) - z,(k)]-

A esta matriz de soluciones denominaremos matriz fundamental de soluciones. Ademas satisface

la ecuacién homogénea. En efecto;
X(k+1)=[z1(k+1) zo(k+1) ... zp(k+1)]
= A(k)[z1(k) xo(k) ... z,(K)]
= A(k)X(k).

De este modo,
X(k+1) = A(k)X(k). (2.17)

Teorema 2.6. La matriz fundamental de soluciones X(k) es no singular para cualquier valor

de k > k.

Demostracion. El resultado se deriva de la independencia lineal de las soluciones y de la no
singularidad de la matriz A(k). Procediendo por el absurdo, supongamos que X(ko) es singular
para algun indice ky. Entonces, por un resultado del algebra lineal (Lema fundamental), se sigue

que

X (ko)v = 0, (2.18)
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para algin vector v € R™ diferente de cero. Multiplicando por A(ky), tenemos
X(ko + 1)v = A(ko)X(ko)v = 0.
Si multiplicamos nuevamente a la ecuacién (2.18) por A(ky + 1), se tiene
X (ko 4+ 2)v = A(ko + 1) A(ko)X(ko)v = 0.
Inductivamente, se obtiene que X(k)v = 0, para todo k > k. Esto es equivalente a
v121(k) + vaa (k) + - - + v2,(k) = 0.

lo que contradice la suposicion de que el conjunto fundamental de soluciones es linealmente

independiente, con esto se tiene que el vector v = (vy, ..., v,) = 0. 0

Corolario 2.3. Las soluciones x1(k), ...,z (k) son linealmente independientes si y solo si X(k)

es no singular para todo k > k.

Demostracion. Por el teorema anterior solo falta probar el reciproco, para esto supongamos que

X(k) = [x1(k) ---2z,(k)] es no singular. Por otro lado, sea
ari(k)+- -+ (k) =0, c1,...,c, €R

equivalentemente, X (k)c = 0, por la no singularidad de la matriz fundamental, ¢ = 0. Por tanto,

las soluciones x(k), ..., x,(k) son linealmente independientes. O

El siguiente resultado es un criterio para verificar la no singularidad de la matriz fundamental
de soluciones X (k).

Lema 2.1 (Férmula de Abel). Para cualquier k > k.

det[ X (k)] = (1:[ det[A(i)]) det[ X(ko)]. (2.19)

i=kg
Demostracion. Procediendo por induccion, supongamos que para cualquier k, la ecuacion es
verdadera. Ahora veamos para k + 1.

Por definicién, la matriz fundamental X (k) satisface la ecuacién en diferencia matricialmente

X(k+1)=A(k)X(k),
aplicando el determinante, se obtiene la ecuacion escalar

det[X (k4 1)] = det[A(k)]det[X (k)]

k—1
— det[A()] (H det[A(z’)}) det[X (ko)

— (H det[A(i)]) det[X (ko)].

i=ko

0
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Lema 2.2. Si A(n), n > ng es una matriz constante de la ecuacion z(k + 1) = A(k)x(k),

entonces
detX(n) = [detA]" ™ det X(ny). (2.13)

Corolario 2.4. La matriz fundamental X(k) es no singular para todo k > ko si y solo si X(ko)

es no singular.

Demostracion. Por el Teorema 2.6, solo falta probar el reciproco, para ello supongamos que
X (ko) es no singular (esto es, det[X(kg)] # 0). Como A(k) es no singular, esto es, det[A(i)] # 0
para todo ¢ > ko. Luego por la Férmula de Abel, det[X (k)] # 0, de donde X (k) es no singular [

Con el conocimiento de la matriz fundamental, es facil derivar una expresion para la matriz
transicion de estado en funcién de la matriz fundamental de soluciones. En vista de esta relacion,

podemos establecer la siguiente proposicion.
Teorema 2.7. Sea X(k) una matriz fundamental de soluciones correspondiente al sistema
z(k+1) = A(k)x(k),
entonces la matriz de transicion de estado estd dado por la expresion
Ok, ko) = X(k)X(ko)™", para k > k.

Demostracion. Sea x(k) una solucidn, con la condicién inicial z(kg), y consideremos la sucecion

vectorial y(k) definida en términos de la condicién inicial z(kg) por
y(k) = X (k)X (ko)™ (ko).
Esta claro que, y(ko) = x(ko). Ademsds, si el vector v esta definido por
v = X(ko) (ko)

tenemos que

A partir de esta expresién, estd claro que y(k) es una combinacién lineal de soluciones, y por
la linealidad del sistema, esta combinacion lineal es una solucién. Sin embargo, dado que tiene
el valor inicial z(ko), las dos soluciones z(k) y y(k) deben ser idénticas (por la singularidad de
las soluciones); eso es y(k) = x(k). Por lo tanto, se deduce que cualquier solucién x(k) se puede

expresar como

2(k) = X (k)X (ko) Lz (ko).

Por otro lado, como z(k) es solucién, entonces

x(k) = ®(k, ko)z(ko),
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de donde
Dk, ko) = X (k)X (ko).

O

Lema 2.3. Si X(k) es una matriz fundamental, y C € Gl(n,R) es una matriz no singular,

entonces X(k)C' es una matriz fundamental.

Demostracion. Por la linealidad de la matriz fundamental, X(k)C' también es solucién del es-

pacio Sol(A). Para la independencia lineal, sea v € R™ tal que

como X (k) y C son invertibles, entonces v = 0. Asi, X(k)C es una matriz fundamental. O
Corolario 2.5. La matriz transicion de estado ®(k, ko) es una matriz fundamental.

Demostracion. Como X(k) es una matriz fundamental de soluciones, por el lema 2.3, tam-
bién X (k)X (ko)™! es una matriz fundamental de soluciones; de donde, ®(k, ky) es una matriz

fundamental de soluciones. O

Definicién 2.4. Sea {z;(k)|1 < i < n} el conjunto de soluciones linealmente independientes de

2.14. Su solucion general se define como

n

w(k) = cimi(k),

=1

donde cada ¢; € R y al menos uno ¢; # 0, de manera equivalente es

donde X(n) es una matriz fundamental de soluciones y ¢ € R¥.
Ejemplo 2.6 (Sistema no auténomo). Consideremos el sistema homogeneo definida como
kE+1 1 k+1 k
nlk+ 1)) _ FE) () o

Lo primero serd encontrar un conjunto fundamental de soluciones, para ello consideremos

dos condiciones iniciales linealmente independientes.

1
Para el estado inicial z1(0) = (0), se tiene que la solucion es la secuencia

1
x(k) = <0> , para todo k >0
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0
Para el estado inicial x9(0) = (1 , se puede construir una sequnda solucion mediante sustitu-

cion repetida en la ecuacion del sistema, evaluando para k =0,1,2,3, ...

() ()-C)-G)-(2)-

Por lo tanto, buscando una formula general tenemos la sequnda solucion definida por

ealk) (k(k + 1)/2) |

1

Estas dos soluciones son linealmente independientes. Por tanto, forma una matriz fundamental

(k) = (; k:(k;qzl)/2>7

de soluciones

luego, nuestra matriz de transisicion de estado esta formado por

X(6)X(0) = (é k(k+11)/2> ((1] (1)> _ ((1) k(ktl)/2>.

a

Por tanto, para cualquier vector inicial x(0) = ( ), la solucion esta dada por

(%)

de donde, tenemos la solucion general

() = (cn ask(k + 1)/2) |

0 9

2.4. Sistemas no homogeneos
El sistema no homogéneo a estudiar es de la forma:
x(k+1) = A(k)x(k) + g(k), k=ko,ko+1,ko+2,.. (2.20)

donde kg € Z*, A(k) e R™™ y g: S — R" con S = {ko, ko + 1,ko +2,...}.
En esta seccion estd destinado a estudiar este tipo de sistemas, mas comunmente conoci-
do como sistemas lineales, que acontinuacién desarrollaremos resultados importantes que con

frecuencia utilizaremos en el préximo capitulo.
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Teorema 2.8 (Férmula de variacién de constantes). La tnica solucion del problema de

valor inicial

gk +1) = AGR)y(R) + g(k),  y(ho) = o, (221)
Ok, ko, o) = Bk, Koo + 3 Bk, + 1)g(r),

o mas explicitamente

o(k, ko, yo) = (HA >y0+i: ( 1:[ A(Z)) g(r)

i=ko r=kg \t=r+1

Demostracion. Procederemos por recursion. Evaluando los valores de k = ko, ko + 1, ... en la

ecuacién (2.21), se tiene
¢(ko + 1, ko, wo) = y(ko + 1) = A(ko)y(ko) + g(ko) = A(ko)yo + g(ko),
d(ko + 2, ko, x0) = A(ko + 1)A(ko)yo + A(ko + 1)g(ko) + g(ko + 1),
(ko + 3, ko, z0) = Alko +2)A(ko + 1) A(ko)yo + A(ko 4 2) A(ko + 1) g(ko)
+A(ko +2)g(ko + 1) + g(ko + 2),

o(k, ko, o) = (1:[ A@)) Yo + Z_: ( 1:[ A@)) g(r)

i=ko r=ko \i=r+1
k—1
ok, ko,yo) = Bk, ko)yo + Y (k,r+ 1)g(r).
r=ko

Para la unicidad. La propia ley de recurrencia hace que la solucion sea tnica con las propie-
dades deseadas. O

Es de interés estudiar los sistemas lineales invariantes en el tiempo, cuando A(k) es una
matriz constante y la funcién g(k) = Bu(k), este tipo de sistemas estudiaremos en el siguiente

capitulo. Acontinuacién presentaremos un resultado para este tipo de sistemas lineales.

Corolario 2.6. Para el sistema lineal de la forma
y(k +1) = Ay(k) + Bu(k), con y(ko) = yo

la solucion viene dada por

k-1

6(k, ko, yo) = A¥Poyo + > A1 Bu(i).
i=ko
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Demostracion. Del Teorema 2.8, para A(i) = Ay g(r) = Bu(r), se tiene que
k-1
¢<k7 kO? yO) = Akikoyo + Z AkirilBu(r>
r=ko
0
Ejemplo 2.7. Resolver el sistema y(k + 1) = Ay(k) + g(k), donde
2 1 k

A:( >7g<k)

0 2

[

Como la matriz A es un bloque de Jordan. Entonces, por el calculo de las potencias de los

bloques de Jordan (ver Apéndice A), se tiene que

2k
0

Aplicando el Corolario 2.6, tenemos

|
()0

+j(

r=0

y(k)

2k
0

21{77‘71

kzkfl
2k:

) |

(k —r — 1)2k=r-2

Qk—'r—l

r

0 1

()

k—1
r2k=r=t 4 (b —r — 1)2k—7=2
:<O>+Z( 2k7r71
k—1 r k—1 r
1 k; 1
2 (3) P2 ()
2k k 4'r':l 2 r=0 2
= O +2 1k—l 1 r
5?}(5)
k<1>k+k k(l)
ok "4 \9 2 21\2
por | AN2/ 2 22 (2.22)
: - (3)
2

3

k2k1 - 2

) 1k
ko1

(2k+k2’f L —k

En la relacion (2.22), se utilizardn los siguientes argumentos:
kXi a(l —a*) — ka* (1 — a) kz_ir 1—aF
ra” = a" = .
1—a)? ' 1—a
( r=o
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Sistemas de control discreto

La Teoria de Control consiste en estudiar las propiedades de los sistemas a partir de su
comportamiento. Esta teoria pone énfasis el concepto de estado del sistema. En una primera
aproximacion, el estado de un sistema en un instante dado es el valor de unas variables internas

del sistema que describen a lo largo del tiempo, la evolucién del mismo.

3.1. Definiciones fundamentales

Segun Rosenbrock, “es mds fdcil distinguir un sistema que definirlo”. Se han propuesto varias
definiciones formales de sistema, todas ellas buscando un modelo para el mismo concepto.
En este trabajo presentaremos una definicién de sistema a través del concepto de estado.

Para ello, pensemos en la ecuacién
z(k+1) = Az(k) + Bw(k),

no como ecuacion en diferencia sino que para cada par de tiempos k > ky como una regla para
obtener cualquier valor z(k) apartir de las especificaciones de x(ky) y de la restriccién u del

control w(+) al intervalo entre kq y k. Para usar esta regla usaremos la notacién
ZE(]{?) = ¢(l€7 kOa Z, u)7

que se puede leer el lado derecho como “el estado en el tiempo k que resulta de comenzar en el
estado = en tiempo kg y aplicando la funciéon de entrada u”.

Debido a que las soluciones de ecuaciones en diferencia no existen en general para todos
los pares de tiempo inicial y final; por eso solo puede definirse ¢ en un subconjunto del con-
junto de posibles cuadruples (k, ko, z,u). Para ello, lo primero vamos a introducir conceptos,

terminologias y las relaciones que se necesitan entre distintos conjuntos constitutivos de sistema.

Definicién 3.1. Un conjunto de tiempo T es un subgrupo de (R, +).
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Un sistema dinamico evoluciona con el tiempo, y por lo tanto, las variables que describen
el comportamiento del sistema son funciones del tiempo. Para nuestro ambito de estudio, el
conjunto de tiempo 7T es considerado el conjunto de los nimeros enteros (Z).

Por convencién de notacién, cuando el conjunto de tiempo establecido 7 se entiende apartir
del contexto, se supone que todos los intervalos estan restringidos a 7; por ejemplo, para

referirnos al intervalo
[k’o,k‘l) = {l{? c 7-1 ]{70 < k< ]{51} (31)

Como ya venimos denotando en los capitulos anteriores a los elementos del conjunto tiempo
denotaremos con k.
Sea U un conjunto no vacio e Z = [ko, k1) un intervalo de tiempo. Al conjunto de todas las

aplicaciones de Z a U, denotaremos por
Ut = {u/u:7 = U}; (3.2)
y al conjunto de todas las aplicaciones, denotaremos con U; es decir,
U = Ju"* ko < by}

Observacién 3.1. El conjunto de las aplicaciones U*0*1) | se puede identificar como el conjunto

de todas las sucesiones

u(ko), u(ko + 1), ...,u(k; — 1),
que toma valores en U. En particular, si el tiempo inicial kg = 0 y k1 = T, el conjunto UOT) se
puede identificar como el conjunto de todas las sucesiones
w(0),u(1l),...,u(T — 1),
de tamano T.

En el caso particular, en el que Z es un intervalo vacio, el conjunto de aplicaciones % en
la relacion (3.2) consiste de un solo elemento, que denotaremos con ¢; esto se puede considerar
como la sucesion vacia de longitud cero.

Principio de concatenacion. Sean kg, ki y ko nimeros enteros que satisfacen kg < ky < ks.

Siuy € U0k yy € YRR su concatenacion, denotado con ujus es la sucecién

Ul(k’), sike [koakl)a
ug(k), sik € [k, ko).

U1UQ<k) =

Notemos que

US = U = U.

Con estas consideraciones previas, definiremos el concepto de sistema de control discreto.
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Definicién 3.2. Un sistema de control discreto es la 4-tupla (T,X,U, ¢), denotado por %,

que consta de:
» Un conjunto de tiempo T ;
= Un conjunto no vacio X, llamado espacio de estado del sistema;

= Un conjunto no vacio U, denominado espacio de control o valor de control del

sistema; y

» Una aplicacion ¢ : Dy — X, denominado aplicacion transicion del sistema, que se

define en un subconjunto Dy de
{(k, ko, z,u) s ko, k €T, ko < k,x € X, u Uk},
tal que cumplen los siquientes axiomas:

A1. No trivialidad. Para cada estado x € X, existe al menos un par kg < ki en T, y algin

control u € UFO*) tal que u es admisible para x; es decir, para que (ki, ko, z,u) € Dy,

A2. Restriccién. Si el control u € U*0F) es admisible para x, entonces para cada k € [ko, k1)
la restriccion u; = u|gy ) de u para el subintervalo [ko, k) también es admisible para x y

la restriccion ug = ulp k) es admisible para ¢(k, ko, z,uy),

A3. Semigrupo. Sean ko, ki, ky € T de modo que ky < ky < ko. Siuy; € UR0HF) yuy € YFrk2),

y st x es un estado tal que
¢(klak07x7ul) =T Y ¢(l€2,k1,$1,'d2) = T2,
entonces u = ujus es admisible para x, y

gb(k’g, k’o,l’,u) = ¢(k2, kl,(b(k‘l,ko,x,ul),m) = X9,

A4. Identidad. Para cada k € T y cada x € X, la secuencia vacia o € UF*) es admisible para

x y se tiene ¢(k, k,x,0) = x.

Los elementos de X son llamados estados, los elementos de U son llamados valores de

control o valores de entrada y las aplicaciones u € U**1) son llamados controles o entra-

das.
Definiendo formalmente el control. Sea Z = [kg, k1) C Z un intervalo de tiempo. Un control

es una sucecién finita, definida como

Ui[ko,kl)—)U;
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cuya longitud es
|U| = kl — ko.

En la definicién de sistema, ¢(k, ko, x,u) se lee como “el estado en el tiempo k que resulta
de comenzar en el estado x en tiempo kg y al aplicar la funcién de entrada u”. La definiciéon
permite la posibilidad de transiciones indefinidas, cuando la entrada u no es admisible para el
estado dado.

Algunas convenciones simplificadoras son utiles. Cuando kg, k; son claros desde el contexto,

escribiremos ¢(ky, ko, x, u) simplemente como ¢(z,u). Una férmula como
¢<klak07x7u) =z (33>

implicitamente significard “u es admisible para =y ¢(ky, ko, x,u) = 2”.

Algunas clasificaciones

Anteriormente estudiamos la definicion de sistema de control en términos generales, en esta

seccién clasificaremos estos sistemas.

Definicién 3.3. El sistema X es completo, si cada entrada es admisible para cualquier estado;
esto es,
D¢ = {(kla ko,l’,u) : ko,kl € T, kO < kh xr € x,u c u[kmkl)}_

Mads general, para cualquiera familia de controles V C Ukogku[’fmk), V-completitud significa que

(k, ko, z,u) estd en Dy siempre que ko <k, v € X, u € V.

Observacion 3.2. Los axiomas de no trivialidad y restriccion en la definicion de sistema, son

automaticamente ciertos si el sistema es completo.

Definicién 3.4. FEl sistema ¥ no tiene controles si el espacio de valor de control U posee un

solo elemento.

En estos casos se dice que el sistema X es un sistema dindmico cldsico; es decir, ¢(k, ko, x, u)
es independiente de la ultima coordenada, luego la aplicacion transiciéon de estado escribimos
solamente como ¢(k, ko, x).

La subclase general més estudiado es la de sistemas invariantes en el tiempo, estos sistemas
son independiente del tiempo; es decir, ¢(k, ko, z,u) depende solo de k — kg, z, u. A continuacién

definiremos un sistema invariante en el tiempo.

Definicién 3.5. El sistema ¥ es invariante en el tiempo si para cada control u € UFoF)

x € X, y para cualquier s € T; si u es admisible para x, entonces la traslacion

= u[ko—l—s,h-‘rs)’ us(k:) _ u(k _ 5)7
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es admisible para x, y
¢(k17 kOa ZL’,U) = (b(kl + S, kO + S, x7us>'

Observacion 3.3. Cuando se trata de sistemas invariantes en el tiempo, es usual identificar
los controles con sus traslaciones; es decir, el control uy € U**) es identificado con
uy € UOP) con k =k — ko. Esto débido a que el sistema no depende del tiempo, en ese sentido

utilizaremos para esta clase de sistemas, el control traslacion definido desde el tiempo inicial 0.

Con estos conocimientos generales de sistemas de control discreto, a continuacién concre-
tizaremos sistemas de control definido para sistemas de ecuaciones en diferencia con control,

debido a que estas ecuaciones presentan dindmicas en tiempo discreto.

3.2. Sistemas de control en diferencia

En esta seccién deseamos definir sistemas de control de tiempo discreto como aquellos que

se describen mediante ecuaciones en diferencia
z(k+1) = f(k,z(k),u(k)), k€eZ (3.4)

donde f:Z x R" x U — R" es una funcién arbitraria, con U C R™.
Nosotros denominaremos a este tipo de relaciones, ecuaciones en diferencia con control o
sistemas de control en diferencia. Para tener un sistema bien definido, necesitamos que las

soluciones de esta ecuacién para condiciones iniciales arbitrarias y controles dados existan.

Lema 3.1. Dados un sistema de ecuaciones en diferencia de la forma (3.4) y cualquier par
de nimeros enteros de modo que ko < k1. Para cualquier control u € U¥*) admisible para el

estado arbitrario xo; existe una unica solucion x definida en [ko, k1] de modo que
w(k+1) = f(k, z(k), u(k))
Jf(k?[)) = X9-.

Demostracion. (a) Como las ecuaciones en diferencia son relaciones recursivos, y la aplicacién u

(3.5)

es admisible para xy. Entonces para la existencia de su solucion procederemos por recursividad.
(ko) = xg
x(ko+1) = f(ko, o, ulko))
zlko+2) = flko+ 1, z(ko+ 1), u(ko+1))
= f(ko+ 1, f(ko, o, u(ko)), u(ko + 1))
w(ko+3) = flko+2,2(ko+2),u(ko +2))
= f(ko+2, f(ko+ 1, f(ko, zo,u(ko)),u(ko + 1)), u(ko + 2))

l’(k’l) = f(k?l — 1, f(k’l — 2, ceey f(ko,xo,u(ko)),u(kfo + 1)),U(l{50 —f- 2), ...7U(k’1 — 1))
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De este modo, se construye una solucién definida en [kg, k1] del problema de valor inicial.

Ademas, la propia ley de recurrencia hace que esta solucion sea tunica. 0

Lema 3.2. Sea el sistema de ecuaciones en diferencia con control como en la relacion 3.4, y

consideremos el conjunto
D = {(ky, ko, z,u) : para cada x € X, Ju € UM admisible para x con ko < ki}.

Sobre este conjunto definamos la funcion transicion de estado como la solucion del problema de

valor inicial como en el Lema 3.1; es decir,
o(k, ko, z,u) = (k).
Entonces, la 4 — tupla (Z,X,U, ¢) es un sistema de control discreto.

Demostracion. Las ecuaciones en diferencia con control posee todos los elementos del sistema;
solo nos faltaria ver, la solucion que es aplicacién transicién de estado satisfaga los axiomas de
sistema. Pero por la forma de como esta definida el conjunto D, por el Lema anterior, y por la

recursividad de estas ecuaciones, los axiomas de sistema satisfacen de manera inmediata. [

Al sistema de control definido para ecuaciones en diferencia en el Lema 3.2 lo denotaremos
con g = (Z,X,U, ¢). Para fines practicos, es conveniente identificar esta clase de sistemas
simplemente como el sistema z(k + 1) = f(k, z(k),u(k)). Acontinuacién nos centraremos en

estudiar sistemas cuando la funcién f es lineal.

Sistemas de control lineal

Consideremos el campo de los niimeros reales R. Los términos de espacio vectorial siempre

se interpretaran con respecto a este campo fijo R.

Definicién 3.6. El sistema de control discreto X4 es lineal (sobre el campo R) si:
= Es completo;
» X, U son espacios vectoriales; y
w f(k,-,-) es lineal para cada k € Z.

El sistema es de dimensién finita, si los espacios U, X son de dimensién finita; en ese caso
la dimension del sistema >, se define como la dimension del espacio de estado X.
Consideremos m, n enteros positivos. Para tener un sistema lineal discreto asumiremos
U =R™, X = R". Por ende, el producto cartesiano X x U también tendra la estructura de

espacio vectorial con las operaciones de coordenada; esto es,

(ZL‘l,Ul)—f-)\(ZEQ,Ug) = ($1+/\$2,U1+/\U2), A €eR.
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Ademas, para cualquier par de tiempos ko, k1 € Z tales que kg < k1. El conjunto de controles

Uko-k1) tiene estructura lineal con las operaciones puntuales; esto es,
(u+w)(k) =uk)+wk) y (Au)(k)= k), IeR.

Observacion 3.4. (a) Completitud significa que f(k,-,-) es definido para cada terna (k,z,u).
(b) La linealidad es equivalente a la existencia de aplicaciones lineales

A(k) : X — X, B(k): U —X, keZ"

x— A(k)x u— B(k)u
(o f(k,-,0) y f(k,0,-), respectivamente) tal que
f(k,z,u) = A(k)x + B(k)u.

Los sistemas invariantes en el tiempo resulta precisamente cuando las aplicaciones A(k), B(k)
son independientes de k.

Lema 3.3. Si el sistema de control discreto ¥4 es lineal, entonces ¢(k, ko, -,-) es lineal, para

cualquier par de enteros positivos con ko < k.

Demostracion. Sean ko, k € Z* de modo que k > ko, (x1,u1), (zo,u2) € X x U y A € R.

Aplicando la féormula de variacién de constantes, tenemos que
k—1
o(k, ko, x1 + Axa, ug + Aug) = O(k, ko) (21 + Aza) + Z O (k,r+ 1)B(r)(ui(r) + Aug(r))

r=ko
k—1
= Ok, ko)x1 + AD(k, ko)zs + Y ®(k,r + 1)B(r)us(r)+

r=ko

k—1
A Z O(k,r 4+ 1)B(r)us(r)

r=ko
= ¢<k7 k07 T, U’l) + /\(b(k7 k07 X2, UZ)-

De este modo, ¢ es lineal en las variables de estado y control. O

Consecuencia de este lema tenemos las siguientes proposiciones.

Corolario 3.1. Si el sistema Xy es lineal, entonces ¢(k, ko, 0,,0,) = 0, para todo k, ky € ZT,
con kg < k.

Corolario 3.2 (Principio de descomposiciéon). Si el sistema ¥4 es lineal, entonces
o(k, ko, z,u) = ¢(k, ko, x,0,) + ¢(k, ko, 0, u).
Demostracion. Por la linealidad de ¢, tenemos
o(t, to, x,u) = &(t, to, x + 04,0, + u)
= ¢(t, to, x,0,) + (¢, 10, 0., u).
0
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3.3. Controlabilidad y Alcanzabilidad

Sea el sistema de control X, = (Z, X, U, ¢) definido para sistemas de ecuaciones en diferencia
de dimension n. En esta seccién nos interesa principalmente el problema: si bajo este sistema
es posible controlar o dirigir un estado inicial dado a cualquier estado arbitrario en un periodo
de tiempo finito; es decir, determinar si se puede lograr un objetivo deseado manipulando las
variables de control elegidas. Acontinuacion presentaremos la definicién de controlabilidad de

un par de elementos en el espacio de estado.

Definicién 3.7. Sean los estados xg, v1 € R™, y un tiempo T € Z+.

= Fl estado inicial xg es controlable a x1 en tiempo T'; si existen ko, ky € Z y un control
u € UFRD (u(ko), ulko + 1), ...,u(ky — 1)) tal que ki — ko = T, y la solucién del sistema

con la condicion inicial x(ko) = xo estd definida en [ko, k1] y
¢<k17 k07 o, U) =71

= Fl estado xy es controlable a x1 si es controlable para algun tiempo T

" en lugar de

Observacion 3.5. También utilizaremos el término “r, es alcanzable desde xqy’

“xo es controlable a x1”. Para simplificar la definicion de controlabilidad, usaremos las notacio-

nes: xo ~> Ty, To ~> 1 (para indicar: el estado xo es controlable a x1 en tiempo T, y simplemente
T

xo es controlable a x, respectivamente).

Con estas aclaraciones desarrollaremos algunos resultados de controlabilidad aplicando las
definiciones y resultados de la Seccion 3.1, Seccién 3.2 y Seccién 3.3 que en lo posterior, estos

resultados utilizaremos con frecuencia.
Lema 3.4. Sean los estados xg, x1 € R" . Entonces, tenemos:

(a) (Existencia). Si xg v @, con T > 0 y existe un tiempo t > 0 de modo que 0 <t < T,

entonces existe algun estado xo € R™ tal que xg ~> x9 y x5 ~> 7.
¢ T—t

(b) (Transitividad). Sea el sistema ¥4 invariante en el tiempo. Si g Ty Y Ty Ty,

entonces xg ~> Tg.
t+s
Demostracion. (a) Por hipétesis, existen kg, ki € Z y un control u € Uk tal que
kl_kOZT Yy ¢(k17k07x07u) = I1-

Por otra parte, como u es admisible para xg, y ademés ky < ko+t < k;. Entonces, por el axioma
de restriccién del sistema: uy = up, k+¢) €s admisible para xg, y la restriccién uy = g4tk

es admisible para ¢(ko + t, ko, zo, u1).
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Elijamos xo = ¢(ko + t, ko, zo, u1), lo cual uy es admisible para xs, y
G(k1, ko +t, 29, u9) = k1, ko +t, d(ko +t, ko, 2o, u1), us);

y por el axioma de semigrupo del sistema

¢(k1,k0,$oyu) = T1;

de este modo, ¢(ky, ko + t, 9, us) = 1, con ky — kg —t =T — t. De donde, At

(b) Por hipétesis, existen ko, ky, ko, ks € Z, uy € UF0F) v uy € UYF2k3) tal que
k‘l — kfo = t, k’g — ]{32 =S, ¢(/€1, kfo,ﬁo,u) =T Y ¢(k3, k?g,ﬂ?l,UQ) = T9.

Por otro lado, uy € U*2*3) es admisible para x5, y para el entero m = —(ky — ky), por la

invarianza del sistema, su control (traslacion) u € Ukt s+m) es qdmisible para x, y
O (ks, ko, x1,u) = @(ks +m, ko +m,x1,ul’) = 5.
Ademas, notemos que
ko <ki <ks+m (ko <k <ki+s), ¢(ki,ko,xo,ur) = x1 y d(ks +m, ki, x1,uy') = xo;
entonces, por el axioma de semigrupo el control (concatenado)

Ul(]{?> sike [ko, kl),
UQ(kZ) sike [k?l,kfg—f—m),

u(k) = uyuy' (k) =

es admisible para zg, y
¢(k3 + m, kOa Zo, ulu;n(k)) = T2,

con ks +m — kg = ks — ko + k1 — kg =t + 5. De este modo, .1702;/:;{[‘2. O
Lema 3.5. Sea el sistema de control ¥4 lineal e invariante en el tiempo. Entonces,

(a) o gl si y solo si 0 v (x1 — o(T,0,20,0)).

(b) Si xg ALY T T, entonces (xg + Axa) v (x1 + Az3), para todo X € R

Demostracion. (a) Por hipétesis, existe un control u € YT tal que ¢(T,0,z9,u) = x1; y por

el principio de descomposicién de ¢, se tiene que
(b(Ta 07 T, 'Ll,) = ¢(T7 07 Ty, Ou) + (b(Ta 07 Oxa 'LL) = Ty,

de donde
¢(Ta 07 0&37 U) =1 — ¢(T7 07 Zo, Ou);
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de este modo, 0 pas (z1 — &(T,0,20,0)) bajo el control u € Y1),

(b) Por hipétesis, existen controles uy, uy € U®T) tales que

¢(T,O,$0,U1) = T, (36)
¢(T,O,$2,U2) = X3. (37)

Multiplicando por A a (3.7) y sumando las ecuaciones (3.6) y (3.7), se tiene que
O(T,0,z9,u1) + Ap(T,0, 29, us) = 1 + Ax3;
y por la linealidad de ¢,
o(T,0, 20 + Axg, uy + Aug) = 1 + Azs.

En consecuencia, (zg + Axg) v (x1 + Ax3) con el control uj + Aus. O

Hasta aqui se defini6 la controlabilidad de un par de elementos del espacio de estado. Acon-

tinuacion definiremos la controlabilidad del sistema.

Definicién 3.8. El sistema Y4 se denomina completamente controlable en tiempo T si
para cualquier par de estados xg,x1 € R™, x¢ es controlable a x1 en tiempo T'; es simplemente

completamente controlable si xy es controlable a x1.

Para que no genere ambigiiedad en lo posterior, en lugar del término completamente con-
trolable se mencionard solamente sistema controlable.

Una de las propiedades intrinsecas que tiene la Teoria de Sistemas de Control, es la controlabi-
lidad en el origen; esto significa que cualquier estado puede ser controlado al origen manipulando
las variables de control. A este hecho, denominaremos propiedad de controlabilidad.

La propiedad inversa al anterior, que cualquier estado sea alcanzable desde el origen (proceso
inverso de controlabilidad) se denomina alcanzabilidad.

En el siguiente resultado, veremos la relacion que existe entre la controlabilidad completa

del sistema con las propiedades que acabamos de mencionar.

Lema 3.6. Sea el sistema de control ¥4 lineal e invariante en el tiempo. Entonces, se tiene las

siguientes afirmaciones:

(a) El X, es completamente controlable en tiempo T si y solo si el ¥4 es alcanzable desde el

origen en tiempo T'.

(b) Si ademds agregamos la invertibilidad de la matriz de estado A. El sistema 34 es comple-
tamente controlable en tiempo T si y solo si el sistema Y4 es controlable en el origen en

tiempo T
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Demostracion. (a) Una de las implicaciones es inmediato, solo es necesario ver el reciproco. En
efecto, sean los estados xg, x; € X. Entonces, para el estado z1 —¢(T, 0, 2, 0) € X, por hipétesis,
tenemos que

0 pal il o(T,0,x0,0),

y por el Lema 3.5 (a)

g ~ Xq.
T

(b) Solo tiene relevancia ver el reciproco, para esto. Sean los estados xg, x; € X. Para T € Z™,
tomemos la funcién transicién de estados de tienpo invertido ¢(0, T, x1,0) (por la invertibilidad

de la matriz A esta definido). Para el estado xg — ¢(0, T, z1,0) € X; por hipdtesis, tenemos que
xo— ¢(0,T,21,0) b 0.
Asi, existe un control u € Y%7 tal que
o(T,0,20 — (0, T,21,0),u+0,) =0,
por la linealidad de ¢, tenemos
O(T,0,z0,u) — ¢(T,0,9(0,T, 21,0),04) = 0,
por el axioma de semigrupo
o(T,0,x0,u) — ¢(T,T,21,0,) =0,
y por la identidad de ¢
o(T,0,xp,u) —x1 = 0.
Esto es,

¢(T7 07 Zo, U) = T,

(0,7)

por consiguiente, xy ~» x1 con el control u € U™*’). De este modo, el sistema es completamente
T

controlable. ]

Observacion 3.6. La afirmacion (a), nos muestra que controlabilidad completa del sistema es
equivalente a la propiedad de alcanzabilidad. Analizando de manera andloga de (b); se concluye,
que controlabilidad completa no es equivalente a controlabilidad en el origen (a no ser que A sea

invertible), esto se apreciard en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.1. Sea el sistema de control x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), donde

()

) cualquier estado inicial. Notemos que existe un tiempo N = 1, tal que

Sea z(0) = (xm

Zo2

z(1) = Az(0) + Bu(0)

eligiendo el control u(0) = —xgy, se tiene que x(1) = 0; por tanto, el sistema es controlable en
0 1
el origen. Por otro lado, para el estado inicial x(0) = O) y para el estado final x5 = <1> ,

por la formula de variacion de constantes, se tiene que

z(k) = AF2(0) + X_: AR Bu(i) = Z_: AMT B (h).

Lo cual, se reduce analizar el producto de matrices A*=1=*Bu(i); para k = 1, el producto de

u(0
matrices serd ( 0 )> ; para k > 2, el producto de matrices serd nulo (debido a que A es

una matriz nilpotente). Por tanto, independientemente de quien sea el control, el objetivo (1)

nunca va ser alcanzado desde el estado inicial x(0). Por tanto, el sistema no es completamente

controlable.

3.4. Sistemas invariantes en el tiempo

En esta seccién nos centraremos en estudiar especificamente sistemas de control Y, invarian-
tes en el tiempo de dimension n; si recordamos de la Seccion 3.3, la propiedad de alcanzabilidad
nos indica: que cualquier elemento del estado puede ser alcanzado desde el origen. Por tanto, es
natural definir criterios de controlabilidad mediante esta coleccion de elementos del estado, al
cual denominaremos conjunto alcanzable. A continuacion desarrollaremos resultados que nos va

permitir resolver el problema central de nuestro trabajo.

Definicién 3.9. Sean x € X y T € Z*. El conjunto alcanzable de x en tiempo T, se

define como el conjunto:

RT(:E):{ZGDC:x«;z};
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y solamente conjunto alcanzable de x se define como
Rx)= |J R"(x).

TeZ*

Si S es un subconjunto de X, también escribimos

RY(S) = R (@),

€S

R(S) = | R(2),

€S

para los conjuntos alcanzables desde el subconjunto S.

A continuacién veremos una primera caracterizacién para la controlabilidad de sistemas

invariantes en el tiempo en funcion del conjunto alcanzable.
Lema 3.7. El sistema ¥4 es controlable en tiempo T si y solo si RY (x) = X, para todo x € X.

Demostracion. Sea x € X. Notemos que R (z) C X, Entonces, nos faltaria demostrar la con-
tencién

X C RY(x).

En efecto, sea y € X. Aplicando la hipdtesis para x,y € X, x es controlable a y en tiempo T
De donde y € RT ().

Reciprocamente. Sean y, z € X. Por hipotesis, en particular para y € X, se tiene que

de donde, y es controlable a z. Por tanto, el sistema es controlable. O

La pregunta natural que surge a esta altura: si este conjunto alcanzable tiene algunas pro-
piedades intrinsecas, como uno desearia. La respuesta a esta, desarrollaremos en los siguientes

resultados

Lema 3.8. Si el sistema 34 es lineal, entonces el conjunto alcanzable RT(0) es un subespacio

vectorial, para cualquier tiempo T € 7.

Demostracion. Sea T € 7.
Por el Corolario 3.1, ¢(T,0,0,,0,) = 0,; de donde, 0, € RT(0).
Por otro lado, sean z,y € RT(0), y A € R; entonces

Aplicando el Lema 3.5 (b), tenemos que
0+ A0 pag + \y.

En consecuencia, x + Ay € RY(0); por tanto, RT(0) es un subespacio vectorial. 0
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De esta manera, el conjunto alcanzable desde el origen posee una estructura lineal. Pero eso
no sucede para todo vector del espacio de estado. El conjunto alcanzable R” (z) para estados
diferentes del vector nulo, carece de la propiedad de existencia del neutro; pero por el resultado
del Lema 3.5 (b), nos garantiza la linealidad de los elementos. Por tanto el conjunto R (x) es
un subespacio afin.

En consecuencia, por la descomposicién de ¢
¢(T7 07 x? u) = (b(T? 07 x? O) + (b(T? 07 07 u)7

se concluye, que el conjunto alcanzable diferente del origen R () es una traslacién del subes-
pacio RT(0). Esto es,
R (z) = ¢(T,0,z,0) + RT(0).
En las siguientes proposiciones desarrollaremos mas resultados en funcion del conjunto al-

canzable, que en lo posterior esto nos permitird encontrar una caracterizacion mas fuerte para

sistemas lineales e invariantes en el tiempo.

Lema 3.9. Para cualquier s,t € Z+ y x € X.
R (z) = R*(R'(2)).

Demostracion. Notemos que,

RA(R(@) = |J R

yeER! (2)
Ademads notemos que, un elemento p € R*(R'(x)) siy solo si existe y € R*(z) tal que p € R*(y).
Con esta aclaracién procederemos con la demostracion por inclusion de conjuntos.
Sean s,t € Z y x € X; tomando un elemento p € R***(z), tenemos que x P
s+

Por otro lado, 0 < t < s+ ¢; por Lema 3.4 (a), existe y € X tal que

T~ ~s .
ty’ ys+t—tp

De donde, p € R*(R'(x)).
Reciprocamente, sea p € R*(R'(z)), entonces existe y € R*(z), tal que p € R*(y); por Lema
3.4 (b), x 2 De este modo, p € R5t(x). O

Veamos un ejemplo, que nos permitira entender algunos resultados abordados hasta aqui.

Ejemplo 3.2. Si la cardinalidad del espacio de estado X esn (n < o), entonces
n—1
U R¥(x) = R(x), para todo x € X.
k=0

En efecto; sea v € X.
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Observemos que

U R c |J R =R().

TeZ+

Para el reciproco procederemos por el absurdo, esto es suponer que
z€R(x)yz¢ Ri(x), k=0,..,n—1

entonces existe un tiempo N > 0 (tiempo minimo), con N > n, de tal manera que x oz

Por otra parte, N >0, y 0 < 1 < N, entonces por Lema 3.4 (a), existe x1 € X tal que
To =T~ T x 2 =1xInN.
0 ”19 15 1 N”jl N
Andlogamente para 0 <1 < N — 1, existe x5 € X tal que
T1 =T ~> T2, Ty ~ Zj
1 N-2
ast, sucesivamente existen xq, x1,..., xn € X, tal que
xi:l’?xi—l—l; ’L:O,l,,N—l
Por hipdtesis, la cardinalidad de X es n; entonces, necesariamente
x; = x;, para algin i,j; de modo que, 0 <i<j <N, (3.8)

de donde, se tiene

Por el Lema 3.4 (b),

donde, | = i+ N — j. Ademds, | < N por la relacion 3.8; lo cual es una contradiccion a la

minimalidad de N. De este modo, z € R*(z) para algin k € {0,1,2,...,n — 1}.

Estados de equilibrio o estacionario

Nuestro interés en esta seccion es estudiar el conjunto alcanzable desde un estado de equili-

brio o estacionario para sistemas invariantes.

Definicién 3.10. El estado x € X es un estado de equilibrio del sistema, si para todo T € 77,

existe algin control u € U®T) de modo que
&(T,0,2,u) =x para todo T € Z*;

equivalentemente en funcion de f

flz,u) = x.
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Un resultado inmediato: si z es un estado de equilibrio, entonces = € R (z). Las afirmaciones
que se desarrollara acontinuacién son resultados de conjunto alcanzable a partir de un estado

de equilibrio.
Lema 3.10. Si x es un estado de equilibrio, entonces

R*(x) C R*(R!(x), (3.9)
para cada s,t € 7T,

Demostracion. Sea z € R*(z). Entonces, x ~ z, y como z es un estado de equilibrio, tenemos
S
que

T Ty T 2
asf z € R¥(R(x)). Por lo tanto, R*(x) C R*(R'(x)). O

Si a la relacién (3.9) aplicamos el resultado del Lema 3.9, esto es

R*(R'(z)) = R*(a),
tenemos el siguiente resultado.
Corolario 3.3. Si x es un estado de equilibrio, entonces para cada s,t € Z*
RE(z) € R*M(x). (3.10)
Una consecuencia inmediata de este resultado es:
si s,t € Z* con s < t, entonces R*(x) C R (z).

La igualdad en la relacién (3.10) se dard bajo las siguientes condiciones, que formularemos en

el siguiente lema.

Lema 3.11. Sea x un estado de equilibrio. Si existen s,t € Z*,t > 0 tal que R*(x) = R*T(x),

entonces necesariamente R*(x) = R(x).

Demostracion. Antes, demostremos la siguiente relacién:
R (z) = R*(xz), n €N (3.11)

Procederemos por induccién, para n = 1, R**(x) = R*(z) se verifica por hip6tesis.

Asumiendo verdadero para n, verificaremos para n + 1. En efecto,
R () = R () = RI(R™™)(x) = RY(R)(2) = R () = R*(x).

Procediendo con la demostracién, notemos que por definicién R*(z) C R(z).
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Reciprocamente, sea z € R(x), entonces existe r € Z* de modo que z € R"(x). Para

cualquier s,t € Z* con t > 0, siempre es posible encontrar algin n € N tal que
r < s+ nt.

Por el Corolario 3.3, tenemos que
R'(z) C R (x) = R*(x);
de donde z € R*(x). Por tanto, R(x) C R*(x). O
Con estos resultados desarrollaremos en los siguientes corolarios otra caracterizacién para la

controlabilidad de sistemas lineales que tiene que ver con estados de equilibrio y con la dimension

del espacio de estado.

Corolario 3.4. Sea x un estado de equilibrio, X es un espacio vectorial sobre el campo K de

dimension n, y RY(z) es un subespacio vectorial para cada T € 7. Entonces,

Demostracion. Notemos que el conjunto alcanzable desde un estado de equilibrio no necesa-
riamente es un subespacio vectorial, excepto desde el origen. Pero en este resultado estamos
asumiendo, que todos los conjuntos alcanzables contienen al origen.

Consideremos la cadena de subespacios
Rox) C R'(z) € --- C R ().
Si fuera cierto, que esa cadena de subespacios estan contenido estrictamente, se tendra que
dim (R"'(z)) > dim (R'(z)) , para todo i =0,1,2,...n (3.12)
Entonces, se tiene que
dimR" ™ (x) > n+1 > dimX,

esto es una contradiccién. Por tanto, en esa cadena de subespacios, existe algin i € {0,1,...,n}
tal que
R (z) = Ri(x).

De esta manera, por el Lema 3.11

R'(x) = R(x).
Si ¢ = n, la prueba ya estaria. Para ¢ < n, como

Ri(x) =R(x) = |J R"(»),
TeZ+

entonces, necesariamente

de donde R™(z) = R(x). O
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Corolario 3.5. Un sistema X4 lineal n-dimensional es controlable si y solo si

R(0) =R"(0) = X.
Demostracion. Como el sistema Y, es controlable, entonces R(x) = X para todo x € X. En
particular para 0 € X, tenemos que R(0) = X, y por el Corolario 3.4, se tiene que

R™0) =R(0) =X.

Reciprocamente, supogamos que R™(0) = X. Por la propiedad de alcanzabilidad (Lema 3.6), el

sistema es controlable. O

De este resultado, para analizar la controlabilidad de sistemas lineales, basta ver que el
conjunto alcanzable desde el origen en tiempo n (siendo n la dimensién del sistema) sea todo
el espacio de estado como ilustraremos en el siguiente ejemplo. En ese sentido este resultado es
interesante, pero ain no es manejable para calculos algebraicos. Sin embargo, este corolario nos

permitira encontrar un resultado como deseamos.

Ejemplo 3.3. Sea el sistema de control discreto x(k + 1) = Azx(k) + Bu(k), gobernado por las
matrices

1 2

A=1[11

10

Se pide analizar la controlabilidad del sistema.
Para ello utilizaremos el Corolario 3.5; en efecto,
R30)={z € R/ Fucl® ¢@3,0,0,u) ==z}
2
= {2zeR?/ FJucu®, ZAi_lBu(ZS —i) =z}

i=1

u(2)
={z € R?/ (B AB AZB> u(l) | =2}
u(0)
0 1 1\ [u(2
={zeR¥/ Juct™ 10 0 1) u(1) | =z}
1 0 1/ \u(0)
= {ze R/ Juect®™ (u1)+ u(0),u0),u?2)+ u0)) = 2}
(

),0,0) + (u(0), u(0),u(0)) = 2}
)(1,0

=((0,0,1),(1,0,0),(1,1,1));
de este modo, dim (R3*(0)) = dim (R3) = 3, en consecuencia R*(0) = R3. Por tanto, por el

Corolario 3.5, el sistema es controlable.
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Criterio de controlabilidad de Kalman

Sea el sistema de control 3, lineal e invariante en el tiempo de dimensién n; esto es, X = R",
U =R"y ¢ es la soluciéon del problema de valor inicial
x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
x(ko) = xo,
donde las matrices A € R"*" y B € R™™"™.

Por la formula de variacién de constantes, se tiene que
k
¢(k,0,z0,u) = AFzo + Y " A7 Bu(k — i).
i=1

Cuando el estado inicial es el origen y para k = n, tenemos que

u(n —1)

6(n,0,0,u) = > A7 Bu(n—i)= (B AB - A'B)
- u(0)
De esta ultima relacién, se tiene la siguiente definicién.

Definicién 3.11. La matriz [B AB A’B --- A" 'B] € R"™™" se denomina matriz de contro-
labilidad del sistema, y se denota con R = R(A, B).

Acontinuacion mencionaremos el teorema central del trabajo.

Teorema 3.1 (Controlabilidad de Kalman). El sistema ¥4 lineal e invariante en el tiempo

n-dimensional es completamente controlable si y solo si rango R(A, B) = n.

Demostracion. Consideremos la transformacién lineal Tr asociada a la matriz de controlabilidad
R e R’I’LXmTL

Tg : R™ — R"
v — [B AB A’B --- A" 'Blz.
Por otro lado,

R*(0)={zeR"/ Fuecld® ¢(n,0,0u) ==z}
={z€R"/ Ju(n—1),..,u(0) € R™, Zn:A“Bu(n —i) =z}

i=1
u(n —1)
—{zcR"/Ju= : e R™, (B AB - A”_lB>u:z}
u(0)
={z € R"/ (B AB --- A’”_IB> u =z, para algin u € R™"}
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De este modo,
Por otra parte, la relacién
Im(Tg) =X =R",
va ser cierta, si y solamente si
dim(Im(Tg)) = dim(X) = dim(R") = n,
pero
dim(Im(Tg)) = rg(Tr) = rg(R).

Por tanto, se tiene la siguiente equivalencia:

R™(0) = Im(Tgr) = X si y solo si rg(R) = n. (3.13)
Asi, por el Corolario 3.5 y de la relacién (3.13), la afirmacién estd demostrado. 0
Ejemplo 3.4. Del ejemplo anterior. Para el sistema gobernado por las matrices

0
, B=10
1

A:

—_ = =

2
1
0

o O =

011

Su matriz de controlabilidad es R(A, B) = (B AB A2B> =100 1],
1 01
[

cuyo rango de la matriz de controlabilidad R(A,B) es 3. Por tanto, por el criterio de Kalman,

el sistema es completamente controlable.

Ejemplo 3.5. (Obsolescencia). Consideremos la historia de vida de una clase de productos
en un pais, tal vez algun electrodoméstico, como lavadoras. Suponemos que los hogares compran
lavadoras nuevas y las mantienen hasta que sufran un colapso fatal o se vuelvan obsoletas. En
cualquier momento, por lo tanto, hay una distribucion de varias lavadoras envejecidas en todo
el pais. Describiremos el sistema de ecuaciones que rige esta distribucion.

Empleemos una formulacion de tiempo discreto basada en periodos de un ano. La suposicion
basica que hacemos para desarrollar el modelo es que existe una cierta probabilidad de que
cualquier lavadora que tenga 1 ano de antiguedad permanezca en servicio por lo menos un ano
mdas. Fsta probabilidad puede ser relativamente alta para mdquinas jovenes y baja para maquinas
viejas. Suponemos que ninguna mdquina sobrevive a una edad de n + 1 anos.

Con estas suposiciones, dividimos las lavadoras en cohortes de grupos de edad de un ano. Sea
z;(k) el nimero de lavadoras supervivientes de edad i anos durante el periodo(ano) k. Entonces

tenemos las ecuaciones

zip1(k+1) = Bixi(k), i=0,1,2,...,n—1
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La cantidad de lavadoras de menos de un ano es igual a la cantidad de compras u(k) durante el
ano; es decir,
zo(k + 1) = u(k).

FEste sistema de ecuaciones se puede expresar en forma de matriz como

zn(k +1) 0 Brn-1 0) \x,(k) 0

que es un caso especial de la forma general x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k).
Nuestro interés es analizar si este sistema lineal es controlable mediante el criterio de con-
trolabilidad de Kalman, para ello lo primero calcularemos las potencias de la matriz A y la

multiplicacion por la matriz B.

0 0 0 0 0 0 0 0
Bo 0 0 Bo 0 0 0 0
A2=1|0 p 0 0 0 5 = | B1Bo
0 ﬁnfl 0 0 ﬁnfl 0 0 anlﬁn72 00
0 0 000
0 0 000
0 0 0 00
A3 = ,
Baf1Bo 0 000
0 Bn—lﬁn—Qﬁn—S 0 0O
luego la matriz de controlabilidad esta formado por
1 0 0 0 -0
0 6o O 0 -0
0 0 Bibo 0 -0
R=[B AB A’B --- A"B] = 7
| | 0 0 0 pBbibo -0
0 0 0 0 671—1671—2 T 60

como las tasas de crecimiento y decrecimientos [B; son diferentes de cero, de este modo, rango

de la matriz de controlabilidad R es n 4 1. Por tanto, el sistema es controlable.
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Conclusiones y recomendaciones

Este trabajo es una incursiéon en una rama relativamente moderna de la matematica, como
es la Teoria de Control Discreto, un fenémeno muy propio que es caracterizado por estudiar
sistemas definidos en un conjunto de tiempo discreto, lo cual esto consiste en una secuencia
ordenada de puntos en lugar de un continuo.

Inicialmente nuestro interés fue desarrollar las ecuaciones en diferencia, posterior a ello se

vib que con estas ecuaciones se podrian estudiar sistemas lineales de la forma
z(k+1) = Az(k) + Bu(k), keZ* (L)

donde z(k) € R*, A € R™", B € R™™ y u € U (conjunto de controles admisibles). Para
su estudio, muchos topicos fuerén preponderantes. Citemos el capitulo uno, que gracias a los
operadores de diferencia, se definié lo que son las ecuaciones en diferencia. Posterior a esto, en
el capitulo dos, generalizamos la nocién de ecuaciones en diferencias a varias variables y con
esto se desarrollé la Teoria de Control Discreto.

El capitulo tres, fue uno de los capitulos méas importantes donde se desarrollé el resultado
central del trabajo, que es el criterio de controlabilidad de Kalman. Para esto, se estudio la
teoria de control de una manera axiomatica, donde elegimos estudiar la controlabilidad del
sistema, mediante el conjunto alcanzable, apartir de este conjunto encontramos relaciones muy
importantes como el Corolario 3.5, lo cual nos permitio llegar a nuestro objetivo. De manera

resumida tenemos el resultado central de la tesis,
El sistema lineal (L) es controlable si y solo si el rango de la matriz [B AB--- A" 'B] es n.

Los sistemas de control estan intimamente relacionadas en estudiar las variables de entrada-
salida. En analogia a los sistemas continuos, con lo desarrollado en la tesis es posible continuar
el estudio de las variables de salida del sistema (Observabilidad), ya que anédlogo al criterio
de Kalman, existe el criterio de obsevabilidad que caracteriza las variables de salida, y entre
las propiedades de controlabilidad y observabilidad hay una dualidad, el cual dejamos para

posteriores trabajos.
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Diagonalizacion y forma candnica de Jordan

A.1. Nociones basicas

Definicién A.1. Sean A, B € R™". Se dice que las matrices A y B son semejantes, y se
denota como A ~ B, si existe una matriz C € Gl(n,R) tal que A= CBC™!.

Definicién A.2. Una matriz A € R™" es diagonalizable si es semejante a una matriz

diagonal.

Autovalores, autovectores y autoespacios

Definiciéon A.3. Sea A € R™™". Se dice que v € R™, v # 0, es un autovector de A si existe

A € R tal que Av = Av. El escalar que verifica la condicion anterior se llama autovalor de A.

Definicién A.4. Sea A € R™™ y sea A un autovalor de A. Se define el autoespacio como
E\y={veR"/Av = v} ={v € R"/(Al, — A)v = 0} = Nuc(A\I — A).

Se observa que F) es un subespacio de R", debido a que es el nucleo de la transformacién
lineal asociado a la matriz (AI,, — A). Ademds, a la dimensién del autoespacio F) se denomina

multiplicidad geométrica.

Lema A.1. Dado la matriz A € R™™. Sea el autoespacio E\ correspondiente al autovalor \ de

multiplicidad algebraica r. Entonces, dimFE)y < r.

Caracterizacion de matrices diagonalizables

Teorema A.1. Sea A € R™" y sean A1, ..., A, todos los autovalores de A en R, con \; # \; si

i # j. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es diagonalizable en R™*".
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(b) @ E) =R".
i=1

(c) Pa(z) = (z—=A\)D - (x = \)¥ yd; = dimE)\, para cada 1 <i<r

A.2. Forma canodnica de Jordan

Como se vid, las matrices cuadradas de n X n con n autovectores linealmente independien-
tes pueden ser llevados a una forma especialmente agradable mediante una transformacién de
equivalencia. Sin embargo, las matrices que no son diagonalizables (esto es, que no tienen n
autovectores linealmente independientes). En este caso todavia es posible mostrar que la matriz
es equivalente a otra matriz méas simple denominado forma candnica de Jordan, donde esta
nueva matriz sus diagonales estan formados por bloques de Jordan y la matriz de paso (o de
transformacion) es la mas dificil de obtener.

La construccién de la matriz de Jordan se debe al Lema A.1. Para su comprension, considere-
mos la matriz A € R"*" con un autovalor real de multiplicidad geométrica d = dimNuc(A —A),
o sea, con d autovectores linealmente independiente asociados a A. Es facil ver que, para i > 1,

se tiene
{0} € Nuc(M — A) € Nuc(A — A)? C --- C Nuc(M — A)' CR",

como todos los nucleos son subespacios de R", existe k = k() a partir del cual todos son iguales.

denotando con d; = dimNuc(A — A)", entonces, tenemos que
1<d=di<dy<---<dp=dpy1---<n

se dice que Nuc(Al — A) es el autoespacio generalizado asociado al autovalor A, y
d, = dimNuc(A — A)¥ es exactamente la multiplicidad algebraica de A como raiz del polimonio
caracteristico de A, o sea es el nimero de veces que aparece en la factorizacion.

La multiplicidad geométrica d = dimNuc(A — A), define el nimero de bloques que po-
see la matriz de Jordan (es decir, habra d bloques de Jordan) y la dimensién de los bloques

dependera de las dimensiones d < dy < dy < --- < dj, de los autoespacios generalizados.

Definicién A.5. Diremos que J € R™*" es una matriz de Jordan o una forma de Jordan,

st es una matriz diagonal por bloques

J 0 0
0 J
J = 2 ,
0
0 0 J
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donde cada bloque elemental J;, i =

de Jordan, y es de la forma

Iy =

1

Y

.y, 7 (dado por los autovalores de A) se llama bloques

con A autovalor real de A (denominado bloques de Jordan real) o bien de la forma

D I, 09 09

0o D I 0y
J=|: | o (D)

0y D I,

09 0y D

stendo

b

a
D:
(—b a

Joue o) ()

con a+1ib, b > 0, autovalor complejo de A (esta clase de bloques denominado bloque de Jordan

complejo). Cada autovalor real aparece sobre la diagonal principal tantas veces como indique su

multiplicidad (algebraica), y cada bloque D tantas como indique la multiplicidad del autovalor

a+1b, b > 0. Un autovalor real \ puede aparecer en varios bloques elementales si corresponde

a varios autovectores linealmente independientes, y andlogamente para D si ello ocurre con el

autovalor a + ib, b > 0.

El siguiente teorema describe la forma normal de Jordan J para matrices en R™*" con

dimensién arbitraria n. Su demostracién se puede encontrar en la referencia [11], o consultar

[4].

Teorema A.2. Para cualquier matriz A € R™" existe una matriz P € Gl(n,R) tal que

J = P7YAP es una matriz de Jordan; esto es,

Ji

0 0
Jo
, 1<r<n
0
0 J,

donde cada bloque J; es una matriz de tamano d; X d;, y 2;1 d;i=n
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Construccion de la matriz de paso

Lo primero analicemos para una matriz de tamano n X n que es semejante a una matriz de

Jordan de la forma:

1 0
0 A
0 1
0 --- 0 A\

lo cual tiene un solo autovalor A\; = X repetido, y posee un bloque de Jordan, donde d; = n.

Por el teorema anterior
AP =PJ.
Sea P = (v; vg -+ v,) la matriz de paso formado por vectores columna. Entonces
A(vy vy -+ vy) = (v Vg V).
realizando operaciones se tiene
Avy = Mg, oo, Aviny = Mo + v, 1 =1,2)..d,

de esta manera apartir del inico autovector v; de A, recursivamente podemos encontrar la ca-
dena de vectores vy, ..., v4,, estos son llamados autovectores generalizados de A. Sisteméti-

camente esto podemos obtener usando la ecuacion en diferencia
(A-)q])?)zurl = V;, 1= 1,2,...,611.

Repitiendo este proceso para varios los bloques de jordan, se puede hallar los autovectores

generalizados correspondiente a m-bloques de Jordan usando la ecuacién en diferencia
(A= XNpD)Upye1 = V. 0=1,2,...,dp,

Con un analisis similar, se optiene los autovectores generalizados para autovalores complejos.

Calculo de las potencias de una matriz

Notemos que A*¥ = (PJP~Y)* = PJ*P~! donde la matriz de Jordan J es una matriz

diagonal por bloques; por tanto,

JEoo - 0
a0 |

: 0

0 0 Jk
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donde cada bloque de jordan J;, ¢ = 1,2, ...,r es asociado a un autovalor real \;. De donde el
calculo de la potencia de la matriz A, se reducen a encontrar las potencias de los bloques de

Jordan, para ello es importante descomponer los bloques de Jordan de la siguiente manera:

donde

0
0

0

es una matriz nilpotente de tamano d; x d; (es decir, N7 = 0 para todo r > d;). De este modo,

k

k oo
TE= NI+ NP =) (Z_)/\f"N’

1=0

k : k
=\ 4 (1) AN <d- N 1) Apmditl il

M (Bt (F) a2 o reain

7 1 [ 2 7 dz -1 ?

k k
0 Ak P Apmdit2
(] 1 1 dz _ 2 1
0 0 0 <k) At
1
0 0 0 \E

Esta es la formula para hallar la k-ésima potencia de un bloque de Jordan J; de tamano d; x d;
asociado a un autovalor real A;.

Para un bloque de Jordan J;, i = 1,2, ..., r de dimensién 2m asociado a un autovalor complejo

b 10
Con D = ¢ , I = , se tiene que
—b 0 1
D I 0 D 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I
Ji= | | = N By
0 D I D 0 1
0 0 D 0 D 0
=D+ N
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Asi, J; es la suma de un bloque de la matriz diagonal D con los bloques D y una matriz nilpo-

tente N con N™~! = (. Entonces, si observamos que D y N conmutan; es decir,

DN = ND.
De donde,

= K Dk] + ki DkilN 4+ .4 k Ek*(mf2)Nm72.
0 1 m — 2
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