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RESUMEN

En este Trabajo de Proyecto de Grado, estudiaremos la Teoria de
Ramsey. La cual afirma que en general, dado un conjunto suficientemente
grande y dada cualquier particion finita de este conjunto, se garantiza la
existencia de un subconjunto con una estructura de nuestro interés contenido
en una de las particiones.

La Teorfa de Ramsey tiene una estrecha relacion con la Teoria de Gra-
fos siendo por ello que algunos de los teoremas son presentados en términos
de grafos. Asf también se dara la definicion de un Grafo de Ramsey con el fin
demostrar el Teorema principal de este trabajo que garantiza su existencia.

Seguidamente veremos las aplicaciones que tienen estos resultados de
Ramsey en distintas areas de las Matematicas, no solo en la Teoria de Grafos.

Finalmente, se presenta la definicion de lo que son los Niimeros de
Ramsey, y después de presentar un teorema que nos facilitard su célculo, se
dara a conocer algunos de estos ntmeros.
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Introduccién.

El trabajo se enmarca en la Teoria de Grafos que tiene como idea principal
estudiar la Teoria de Ramsey para Grafos.

La Teoria de Ramsey es una de las herramientas mateméticas més importantes
en el area de combinatoria. Esta teoria esta inspirada en un teorema clésico de F.
P. Ramsey, conocido como el Teorema de Ramsey que en cierto sentido constituye
a una generalizacion del principio del palomar, y su importancia se debe a que
permite demostrar una gran cantidad de resultados sobre la existencia de ciertos
numeros.

En términos generales, los resultados de la Teoria de Ramsey determinan ba-
jo que condiciones se garantiza que alguna configuracion de interés aparezca en
alguna de las clases de particion. Asi dichos resultados tienen la forma tipica: Da-
da una estructura discreta suficientemente grande y una particion finita de estd
se asequra que cierta configuracion estda contenida en alguna de las clases de la
particion.

La Teoria de Ramsey tiene un alcance bastante amplio, por ese motivo el
resultado que se ha decidido abordar en este trabajo es un teorema inducido de
Ramsey sobre los Grafos de Ramsey.

Antecedentes.

La Teoria de Ramsey obtiene su nombre en honor a Frank Plumptom Ramsey
(1903-1930) y a su celebre teorema, que demostro en 1928.

Sin haber llegado a sus 27 anos, Ramsey hizo grandes contribuciones a la
logica, la filosofia, la economia y la matemaética. Trabajo en el King’s College
de Cambridge, y en 1928, a la edad de 25 anos realizé su paper titulado "On a
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INDICE GENERAL

problem of formal logic ™ que fue publicado posteriormente en 1930. Esta contenia
las versiones finita e infinita de lo que se conoce como Teorema de Ramsey o
principio de Ramsey.

Relevancia del tema.

La teoria de grafos tiene sus fundamentos en las matematicas discretas y de
las matematicas aplicadas. Es una teoria que requiere de diferentes conceptos de
diversas areas como combinatoria, algebra, probabilidad, geometria de poligonos,
aritmética y topologia. Por ello mismo en la actualidad goza de gran interés,
debido principalmente a que los problemas que se abordan en ella han resultado
tener varias aplicaciones en diversas ramas del saber que son de interés préactico
como son: la computacion, la fisica y la quimica, Sin olvidar que también algunos
de sus resultados tienen su aplicacion en otras ramas de la matemética pura como:
la teorfa de ntimeros, el analisis y la topologia, por mencionar algunas.

Planteamiento del Problema y
Objetivo del Trabajo.

No es trivial el concepto de un grafo de Ramsey, menos atn probar la existencia
de este. Un conjunto de herramientas para abordar este problema esta dado por la
teoria de Ramsey. Con este objeto dedicaremos el capitulo 1 a una introduccion de
la Teoria de Ramsey y al desarrollo de su teorema principal en sus tres versiones
que sera objeto de nuestro estudio, en el capitulo 2 se introduce el concepto de
grafos de Ramsey,para luego presentar y demostrar el teorema principal de este
trabajo, seguidamente el capitulo 3 contiene algunas aplicaciones de lo desarrolla-
do en los anteriores capitulos y finalmente en el capitulo 4 se presentan algunos
numeros exactos de Ramsey.

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 3 FCPN-UMSA



| —

Teoria de Ramsey

Bajo el nombre de Teoria de Ramsey se agrupo una clase especial de resultados
que tratan con el estudio de particiones finitas de estructuras discretas, tales como
grafos, colecciones de puntos, subconjuntos de los nimeros enteros, sucesiones en
los numeros reales, etc. En términos generales, los resultados de la Teoria de Ram-
sey determinan, la existencia de subestructuras de nuestro interés que aparecen en
una de las particiones de un conjunto suficientemente grande. Asi dichos resulta-
dos tienen la siguiente forma: Dada una estructura discreta suficientemente grande
y una particion finita de estd, se asequra que cierta configuracion estd contenida
en alguna de las clases de la particion. Los resultados que adoptan esta forma son
conocidos como resultados tipo Ramsey:.

La primera vez que aparece el Teorema de Ramsey es en el contexto de un
problema de la Logica Formal. Ramsey introduce el teorema para el caso finito
como herramientas para poder demostrar dicho problema. En anos posteriores, se
ha ido descubriendo el interés y las numerosas posibilidades de aplicacion de estos
resultados de Ramsey fuera del &mbito estricto de la Logica.

1.1. Teoria de Ramsey para Grafos

El original teorema de Ramsey ha sido extendido en muchas direcciones, dando
como resultado a lo que llamamos Teoria de Ramsey, basada en la generalizacion
del principio del palomar o casillas de Dirichlet. Mientras el principio del palomar
de Dirichlet garantiza que nosotros tenemos muchos objetos en la misma clase
sin ninguna condicién en sus relaciones entre cada una, la Teoria de Ramsey para
Grafos, garantiza la existencia de suficientes muchas aristas en una particion de
las aristas de un grafo suficientemente grande.
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1.2. EL PRINCIPIO DEL PALOMAR

Del mismo modo que en el Principio de Palomar, existen tres versiones del
teorema de Ramsey, a saber, la version original (forma simple), generalizada e
infinita.

Antes de presentar el Teorema de Ramsey, es oportuno enunciar el Principio
de palomar en sus diferentes versiones.

1.2. El Principio del palomar

El principio del Palomar tiene tres presentaciones, su version simple, generali-
zada e infinita al igual que veremos mas adelante en el Teorema de Ramsey, siendo
util en la demostracion de este teorema.

Teorema 1.1. (Principio del Palomar) Sin+1 o mds objetos son colocados en n
cajas, entonces como minimo una de las cajas contiene dos o mas de los objetos.

Demostraciéon. Supongamos lo contrario, que cada una de las n cajas contiene
no més de un objeto, entonces las n cajas juntas contienen no mas de n objetos,
esto es una contradiccion.

[

Teorema 1.2. (Principio del Palomar Generalizado)

(a) Sink +1 o mds objetos son colocados en n cajas, entonces como minimo
una de las cajas contiene k 4+ 1 o mds de los objetos.

(b) Sipi+p2+...+pn+1 0 mds objetos son colocados en n cajas enumeradas
desde 1 hasta n, entonces, para para algun r, la caja r-ésima contiene p,+ 1
o mds de los objetos.

Demostracion. Notar que la parte (a) se sigue de (b) tomandop, = k, 1 <r < mn,
asi es suficiente probar la parte (b). Como antes se probara por contradiccion. Si
cada caja r-ésima contiene a lo mucho p, objetos, entonces las n cajas juntas
contienen a lo mucho p; + ps + ... + p, objetos. Esto contradice la hipotesis de que
p1+ p2 + ... + p, + 1 objetos son puestas en las n cajas.

]

Teorema 1.3. (Principio del Palomar version infinita) Si tenemos un conjunto
X infinito y distribuimos sus elementos en un numero finito de cajas, entonces
hay una caja que contiene infinitos elementos.

Demostraciéon. Supongamos que ninguna caja tiene una cantidad infinita de ele-
mentos, entonces todas las cajas juntas contienen una cantidad finita de elementos,
luego esto contradice el hecho deX que es infinito.

[
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1.3. COLORACION DE CONJUNTOS @

1.3. Coloraciéon de conjuntos

Es usual en la Teoria de Ramsey considerar particiones de conjuntos como
coloreamientos. Un coloreamiento de (los elementos de) un conjunto X con ¢
colores, o una ¢ — coloraciton, es simplemente una particion de X en c¢ classes
indexadas por los colores. Veamos un definiciéon mas formal.

Definicién 1.1. Una c—coloracion de un conjunto X es una funcion

f: X — C donde C es un conjunto de ¢ colores. Es comiin tomar al conjunto
C como {1,2, ..., c}.

Naturalmente esto genera una particion en c clases, C,...,C,, donde C; =
f7Yi) coni=1,...,c (siempre y cuando ninguna de estas clases sea el conjunto
vacio). De modo similar a partir un particion P = {C4,...,C.} de X, siempre

podemos definir una coloraciéon para un cierto conjunto C' = {1,2,...,¢} de ¢
colores, como sigue

f(x) =1,si, y solosi x € C;, Paratodoxr e X yie{l,2,..,.c}

Notemos que muchos coloreamientos pueden definir una misma particion, y que
una particion puede definir muchos coloreamientos.

Particularmente, una c—coloracion de aristas de un grafo G es una funcion
f: E(G) — C donde C es un conjunto de ¢ colores.

Definicién 1.2. Sea A un conjunto, denotamos por [A]* al conjunto de todos
los subconjuntos de A con k elementos, k € N. Conjuntos con k elementos seran
llamados k-conjuntos; subconjuntos con k elementos son k-subconjuntos.
Nota: Si k > |A|, claramente [A]* = 0.

Si A es infinito numerable, también lo es [A]*.

Definicién 1.3. Dado una c-coloracion de [X]*, llamaremos al conjunto ¥ C X
monocromatico si todos los elementos de [Y]* tienen el mismo color.

En caso de realizar una c-coloracion de las aristas de un grafo GG, se dice que
H es un subgrafo monocromatico de G (con respecto a sus aristas), si todas las
aristas de H tienen el mismo color.

Ejemplo 1.1. En el siguiente grafo se ha definido una 3-coloracion de aristas
de un grafo G, V(G) = {v1, v, v3, vy, v5, 04, v7}. El conjunto de colores es C' =
{azul,rojo,verde}. Las clases que genera esté coloracion son:

Cozul = {0304, V305, U506}, Crojo = {V102, V203, V103, U3U6 }, Cuerde = {0405, V406, U5U7 }

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 6 FCPN_UMSA



1.4. SUBGRAFOS INDUCIDOS

V4

U1 Ve
U1
Vg
Vg
V3 v
7 v
Us ° 3
G [{3

Figura 1.1. Una 3-coloracién de Gy un subgrafo monocromatico K3

1.4. Subgrafos Inducidos

Seguidamente introducimos una definicion que tendra importancia en futuros
teoremas.

Definicion 1.4. SiV/ C V y E' C E, entonces G’ es un subgrafo de G, escribimos
como G' C G. Si G' C G y G’ contiene todas las aristas vy € E con z,y € V',

entonces G’ es un subgrafo inducido de G; decimos que V' induce o genera G’ en
G y escribimos G' =: G[V].

G G/ G//
Figura 1.2. Un grafo G con subgrafos G’ y G":
G’ es un subgrafo inducido, pero G” no lo es

Proposicion 1.1. Todo subgrafo que es a la vez un grafo completo, es un subgrafo
inducido.

Demostraciéon. Sea K" un subgrafo de un grafo G. Dados los vértices a,b €
V(K™), tales que {a,b} € E(G), por definicion de grafo completo se cumple que
E(K™) = [V(K™)]?, es decir {a,b} € E(K"). Luego K" es un subgrafo inducido
de G ]

Proposicion 1.2. Si A es un subgrafo inducido de G, entonces A es un subgrafo
inducido de G

Demostracién. Sea A un subgrafo inducido de G, de donde V(A) C V(G) y

E(A) C E(G). Ademas por definicion del complemento de un grafo se tiene que

V(A) =V(A), V(AN E(A) = E(4) y V(G) = V(G),
V(G \ E(G) = EG).

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 7 FCPN_UMSA



1.5. TEOREMA ORIGINAL DE RAMSEY

Si {a,b} € E(A), entonces a,b € V(A) = V(A), de donde {a,b} ¢ E(G) (si

{a,b} € E(G), ya que A es subgrafo inducido de G, se deberia cumplir que

{a,b} € E(A) =<«).

Ast {a,b} € E(G), por tanto E(A) C E(G). Luego A es un subgrafo de G, para

probar que A es inducido, supongamos que a,b € V(A), tales que {a,b} € E(G),

entonces {a,b} ¢ E(G), de ahi {a,b} ¢ E(A) y como resultado {a,b} € E(A).
[

1.5. Teorema original de Ramsey

Es conocido también como la version simple del Teorema de Ramsey, la pre-
sentacion del teorema dada en esta seccion es la original salvo por la manera de
presentarla en este caso en un ambito de la teorfa de Grafos.

Esta version del teorema nos dice que, dado un entero r > 0, cada grafo
suficientemente grande contiene un grafo completo K" o su complemento K" como
un subgrafo inducido. Para su demostracion a partir de una correcta seleccion de
un grafo G tendremos que construir un K" o K" en G inductivamente, comenzando
con un vértice arbitrario vy € V; := V(G). Si |G| es suficientemente grande,
habra un subconjunto también grande Vo C Vi \ {v1} de vértices que son todos
adyacentes a v1 0 ninguno es adyacente a v;. De esta manera podemos considerar
a v1 como el primer vértice de K" o K" cuyos otros vértices pertenecen a V5. A
continuacién tomamos otro vértice vy € V, para nuestro K" o K”. Ya que V5 es
también suficientemente grande, existird un subconjunto V3 (todavia grande) de
vértices que son todos del mismo tipo con respecto a vy asi como sucedié con v;
(todos adyacentes o no adyacentes a el). Entonces continuamos nuestra bisqueda
por vértices en V3, y asi hasta completar los vértices del grafo.

Figura 1.3. Escogiendo la sucesion vy, v, . ..

Para continuar este procedimiento, depende del tamano del conjunto inicial
Vi; cada conjunto V; tiene al menos la mitad del tamano de su predecesor V;_1,

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 8 FCPN_UMSA



1.5. TEOREMA ORIGINAL DE RAMSEY @

por lo que podemos completar los pasos de construccion si G tiene orden 2°. Los
que nos queda decidir, es el niumero de conjuntos V; necesarios para garantizar
la existencia del grafo K" o su complemento K”. Ya que los vértices v; seran los
que formen dicho grafo (K" o K7), y en cada paso de la construccion puede que
sea adyacente a los vértices de V;;1 o no, entonces necesitaremos una cantidad
semejante al doble de r para asi utilizar el Principio del palomar en su forma
generalizada y obtener los r vértices, todos adyacentes (los cuales generaran a
K") o no adyacentes (que generaran K"). Como veremos en la demostracion, la

eleccion de s = 2r — 3 vértices v; es suficiente para encontrar entre ellos los vértices
de un K" o K".

Teorema 1.4. (Ramsey 1930)
Para todo r € N existe un n € N tal que todo grafo de orden como minimo
n contiene a K" o K" como un subgrafo inducido.

Demostraciéon. La afirmacion es trivial para r» < 1, ya que el grafo completo
K' 0 su complemento K! consta de un solo vértice y cualquier grafo con més
de un vértice lo contiene; asumimos que r > 2. Como se analizo previamente
elegimos n = 2273, y sea G un grafo de orden como minimo n. Definimos la
sucesion Vi, Vo, ..., Vo,._9 de conjuntos y eligiendo vértices v; € V; con las siguientes
propiedades:

(i) |V;| = 2%~ (1=1,..,2r —2);
<11> ‘/ig‘/;'_l\{vi_l} (i:2,...,2r—2);
(iii) v;—1 es adyacente y todos los vértices de V; o a ningtn vértice de V;.

Sea V1 C V(G) un conjunto cualquiera de 22"~ vértices. Entonces para i = 1 se
cumple (i), mientras que (ii) y (iii) se cumple trivialmente. Construyamos V5 a
partir de V. Escogemos vy € Vj arbitrariamente, de donde

Vi~ {v}| =2"3-1
=2(2* 1 — 1) +1

por el Principio del palomar generalizado (Teorema 1.2(b)) existird un subconjun-
to de V4 N\ {v1} con 22r=2=2 elementos de tal forma que v; sea adyacente a todos
los vértices de este subconjunto o a ninguno de sus vértices. Llamemos a dicho
subconjunto V5, claramente satisface (i), (ii) y (iii). Del mismo modo podemos
construir Vi a partir de V5, elegimos arbitrariamente un vértice vy € V5, luego

Vo~ {vo}| =227%—1=2(22"5—1)+ 1y por el Principio del palomar genera-
lizado, existe un subconjunto, al que llamaremos V3, con 2277273 vértices tal que

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 9 FCPN_UMSA



1.5. TEOREMA ORIGINAL DE RAMSEY

todos son adyacentes a vo 0 ninguno lo es. De modo general, supongamos ahora
que V;_1 ha sido escogido de tal forma que satisface (i), (ii) y (iii) para i—1, donde
1 <1 <2r— 2,y escojamos arbitrariamente v;_1 € V;_1. Ya que

“/;_1 ~ {Ui—l}‘ — 22r—1—z’ -1
=202~ 1)+ 1

por el Principio del palomar generalizado (Teorema 1.2(b)) existira un subconjunto
de Vi1 ~{wv;_1} con 22r=2=1 clementos de tal forma que v;_; sea adyacente a todos
los vértices de este subconjunto o a ninguno de sus vértices. Nombramos a dicho
subconjunto V;, por su construcciéon claramente satisface las propiedades (i) a
(iii); podemos escoger v; € V; arbitrariamente y repetir el procedimiento anterior.
Notemos que el ultimo conjunto de esta sucesion, Vs, o contendré solo un vértice.
De esta forma garantizamos la existencia de la sucesion Vi, Vs, ..., Vo, _o.

Ahora entre los 2r — 3 = 2(r — 2) + 1 vértices vy, vo, ..., V9,3 hay r-1 vértices
que todos son adyacentes a v9._o 0 ninguno lo es (por el principio del palomar
generalizado). Notemos que si los -1 vértices son adyacentes a v9,_o también lo
son cada par de ellos debido a su construccion, pues sean v; y vi cualesquiera de
estos -1 vértices con j < k o lo que es los mismo j + 1 < k, luego por la manera
en que fueron construidos todos los V;, se cumple que V5,9 C V3, C Vi C 'V
entonces vy, vo,—2 € Vj41 de donde v; al ser adyacente a vq,_o también debe ser
adyacente a todos los demas vértices de Vj11, en particular a v;. De este modo los
r-1 vértices junto con el vértice vy,_9 forman un subgrafo K" inducido en G, y por
el contrario si los r-1 vértices no son adyacentes a vo,_o, bajo el mismo anélisis
anterior, formarfan un subgrafo K’ inducido en G.

]

El minimo entero n asociado a r en el teorema es el nimero de Ramsey R(r)
de r, la prueba anterior muestra que R(r) < 2273, En el teorema, dado 7, sea G
un grafo tal que |G| > n, luego se cumple que K" C G o K C G, lo segundo es
equivalente a K" C G (proposicion 1.1y 1.2), es mas nosotros podemos considerar
al grafo completo K¢l = G U G y una 2-coloracion sobre sus aristas de tal modo
que las aristas de G tengan el color 1, y las aristas de G tengan el color 2, esto
logra que se obtenga un K" C KI¢l monocromatico (en términos de sus aristas).
Esta observacion da lugar a otra habitual presentacion del Teorema de Ramsey:
"Para todo r € N existe unn € N tal que todo grafo completo K" o de orden
mayor que n contiene un monocromdtico K" con respecto a cualquier 2-coloracion
de las aristas de K™."

Maés aun dado cualquier grafo completo K" = (V, E), tenemos que F =
[V]?, siendo estas aristas lo esencial en nuestra previa reformulacion del Teorema
de Ramsey, generando un nuevo enunciado como sigue: para cada r existe un n

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO ].0 FCPN_UMSA



1.6. TEOREMA DE RAMSEY VERSION INFINITA

tal que, dado cualquier n — conjunto X, todo 2-coloracion de [X]* produce un
monocromdtico r — conjunto Y C X.

El beneficio de esta ultima modificacion del Teorema es que ahora podemos
generalizarlo a un ¢ — coloracién de [X]¥ con ¢ y k arbitrarios.

Primeramente probaremos una version infinita, y entonces deduciremos a partir
de esta la version finita.

1.6. Teorema de Ramsey version infinita

El Teorema de Ramsey en sus versiones finitas nos dice que en conjuntos
finitos y suficientemente grandes contienen homogéneos subconjuntos para alguna
coloracion. Es natural extender esta idea y preguntar si conjuntos infinitos también
admiten subconjuntos homogéneos. El caso més simple de este tipo surge cuando
el cardinal de estos conjuntos es infinito numerable Ry, que exploraremos en esta
seccion.

Cabe mencionar que en su trabajo original, Ramsey, de hecho, probé primero
la version de su teorema para conjuntos infinitos.

Teorema 1.5. Sean k ,c enteros positivos, y X un conjunto infinito. Si [X]* es
coloreado con c colores, entonces X tiene un monocromdtico subconjunto infinito.

Demostraciéon. Probaremos el teorema usando induccién sobre k, con ¢ fijo.
Veamos para k = 1, dada una c-coloracién en [X]! es en esencia una coloracion
en el conjunto X, donde usando el principio del palomar en su version infinita,
es claro que uno de los ¢ colores deber estar asociado a infinitos elementos de X,
ya que la cantidad de colores posibles es una cantidad finita. Asi se cumple el
enunciado para k = 1.

Ahora sea k > 1 y supongamos el enunciado se verifica para valores mas peque-
fios que k. Dada una c-coloracion f : [X]*¥ — C = {1,2,...,c}. Construiremos
una sucesion infinita Xy, Xi,... de subconjuntos infinitos de X y escogeremos
elementos x; € X; con las siguientes propiedades:

(1) Xig1 C X~ Az}

(ii) todos los k-conjuntos {x;} U Z con Z € [X;;1]*~! tienen el mismo color,
los cuales los asociamos con el respectivo x;.

Para la construccion de nuestra deseada sucesion infinita, comenzamos con definir
Xo := X y escogemos xg € X arbitrariamente, por hipotesis X es infinito.

Ahora construyamos X;. Definimos una c-coloracion g, de [Xy ~ {z¢}]*!
partir de f como sigue:

9(Z) = f({wo} U 2); donde {m} U Z € [X]¥ y Z € [Xo~ {ao} ¥

a
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1.6. TEOREMA DE RAMSEY VERSION INFINITA

Por la hipotesis de induccion, Xy \ {xo} tiene un monocromatico subconjunto
infinito, el cual sera X, es decir los elementos de [X;]*! estdn igualmente colo-
reados por un cierto color t € {1,2,...,c}. Veamos que X; satisface (i) y (i7).
La primera condiciéon es obvia, por la construccion de X7 C Xy \ {z¢}, para la
segunda, sea {zo} U Z con Z € [X1]*7L, por (i), se tiene que [ X ]*~1 C [X ]F~1.
Luego

f({xo} U Z) = g(Z); pues Z € [Xl]k—l C [Xo]k_l

—t;  pues [X1]" es monocromdtico con el color t

De este modo cualquier k-conjunto {xo} U Z con Z € [X]*~! tiene asignado el
color t. Ademas asociamos este color ¢, a x.

Podemos continuar la construcciéon por recurrencia, teniendo escogido un con-
junto infinito X; y z; € X, para algtn 7, definamos X;,;. Para ello sea ¢ una
c-coloracion de [X; \ {x;}]*~! definida a partir de nuestra c-coloraciéon f como
sigue:

Para todo Z € [X; \ {z;}]*!

9(Z2) = f{x;} U Z); donde {x;} UZ € [X]*

Por la hipétesis de induccion, X; \ {z;} tiene un monocromético subconjunto infi-
nito, al cual nosotros nombraremos como X, 1, es decir los elementos de [XZ-H]’“‘l
estan igualmente coloreados por un cierto color de C' = {1,2,..., ¢} que lo asocia-
mos a z;. De este modo X1 satisface (i) y (i7), finalmente escogemos x;11 € X;11
arbitrariamente y podemos repetir el procedimiento. Esto garantiza la existencia
de la sucesion infinita que buscdbamos, e implicitamente también tenemos la su-
cesion infinita {x;}.

Recordemos que cada z; € X; para todo 7 estd asociado a uno de los ¢ colores,
como existe una cantidad infinita de estos elementos y cantidad finita de colores
asociados a ellos, entonces debe existir una cantidad infinita x; asociados con al
menos un color en comun, Teorema 1.3. Llamemos [ a dicho color, 1 <[ < cy
{@iy, @iy, iy, ...} = {5, } € {2} € X la subsucesion infinita de elementos asocia-
dos al color [, 11 < 19 < i3....Afirmamos que esta subsucesion es el monocromético
subconjunto infinito, veamos:

Tomemos & elementos aleatorios de {z;, }, supongamos son los siguientes
Tij s Tigyy - ooy Ly CON LGy < gy, < ... < i, de donde por la construccion de los X,
se cumple que

X, C...CX;, CX;
Jk J2 J1
Ademas ij, <ij, < 15 +1 <15, ast X;, C X; 11 C X, . De este modo,
Z =Axi;,...,w } € [ X, +1]"", luego el conjunto
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GENERALIZADA

{zi; ,zij,, . @y} = {5, } U Z tiene el mismo color asociado a x;, , es decir [.
Por tanto todos los elementos del conjunto [{z;,}]*, tienen asignado el color [, es
decir {z;,} es monocromatico. O

1.7. Teorema de Ramsey version finita
generalizada

Para la demostracion de la version finita del Teorema 1.5 necesitamos el uso
de un Lema sobre Grafos infinitos. A su vez es oportuno enunciar las siguientes
definiciones necesarias para el desarrollo del mencionado Lema.

Definiciéon 1.5. Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma
V ={xo,z1,...,21} E ={xox1,x109,. .., 01171}

donde los x; son todos distintos. Para referirnos a un camino por la sucesion
natural de sus vértices, escribimos, P = zgz1 ...z, y llamamos a P un camino de
Ty a L.

Figura 1.4. Un camino P en G

Definicién 1.6. Un rayo es un grafo infinito (V, E') de la forma
V= {.I(),xl,xg...} E = {xoxl,xlxg,xgxg...}

Lema 1.1. (Lema infinito de Kinig)

Sea Vi, V1, ... una sucesion infinita de conjuntos finitos, no-vacios y disjuntos, y
sea G un grafo sobre su union. Asumiendo que cada vértice v en un conjunto V,
conn > 1 tiene un vecino v’ en V,_1. Entonces G contiene un rayo vyvy ... con
v, € Vi, para todo n.
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1.7. TEOREMA DE RAMSEY VERSION FINITA
GENERALIZADA

Vi Va Vs
Figura 1.5. Lema infinito de Konig

Demostraciéon. Llamemos P el conjunto de todos los caminos finitos de la forma
vo’v” ... terminando en un elemento de V), es decir

P = {vv" .. wv € Vv € V,_q,...,w € Vp, para cualquier n € N} ya que
Vo, V1, ... es una sucesion infinita, entonces por el Teorema 1.2, P también contiene
infinitos elementos (caminos cada vez de mayor tamano). Como Vj es finito y P
infinito, entonces una cantidad infinita de caminos en P terminan en un vértice
en comin de V4 (Principio del Palomar Generalizado), llamemos vy € V{ a dicho
vértice. Del mismo modo considerando estos infinitos caminos que terminan en
el vértice vy y ya que Vi es también finito, debera existir una cantidad infinita
de caminos que terminan en vy y que ademas tenga un vértice en comin de Vi,
al cual llamaremos v; € V;. Ahora de aquellos infinitos caminos que pasan por
vp, v V1, existird nuevamente una cantidad infinita que también pasara por un
vértice v € Vh, pues V5 es finito, y podemos continuar de esta manera. Aunque
el conjunto de caminos que consideramos decrece paso a paso, es todavia infinito
después de cualquier niimero infinito de pasos, asi v,, es definido para cada n € N.
Por definicion, cada vértice v, es adyacente a v,_1 en uno de aquellos caminos, asf
vovy . .. es en efecto un rayo. ]

Teorema 1.6. Sean k, ¢, r > 1 existe un n > k tal que todo n — conjunto X

tiene un monocromdtico r — conjunto con respecto a cualquier ¢ — coloracion de
(X"

Demostracion. Se demostrara usando el método por contradiccion. Primeramen-
te reescribiremos el teorema en su forma logica.

«Para todo k, ¢, r > 1 existe un n > k tal que todo n — conjunto X, st
f es cualquier ¢ — coloracién de [X]*, entonces X tiene un monocromdtico r —
conjunto.»
Cuya negacion es:
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GENERALIZADA

«Fxisten k, ¢, v > 1, tal que para todo n > k, existe un n — conjunto X y una
¢ — coloracién f de [X]* tal que X no tiene algin monocromdtico

r — conjunto.»

Como es acostumbrado en la teoria de conjuntos, denotamos también por n € N
al conjunto {0,...,n — 1}. Supongamos que la afirmacién no se cumple para
ciertos k, ¢, r. Entonces para cada n > k existe un n-conjunto (sin perdida de
generalidad podemos considerar el conjunto n) y una c-coloracion [n]* — ¢ tal que
n no contiene algiin monocromatico r-conjunto. Llamaremos a tales coloreamientos
como coloraciones malas, de este modo podemos asumir que para cada n > k
existe una coloracion mala de [n]¥. Ahora a partir de esto construiremos una
coloracion mala de [Nyg]*, Ny = N U {0} que sera una contradiccion al Teorema
1.5.

Para cada n > k sea V,, # () el conjunto de todas las coloraciones malas de
[n]*, dado que el conjunto [n]* es finito y ¢ es un entero positivo, existe un numero
finito de posibles asignaciones de estos ¢ colores, de este modo también V,, es finito.
Luego tenemos la sucesion infinita Vi, Vi1, ... de conjuntos finitos disjuntos y no-
vacios. Definamos un grafo sobre estos conjuntos, de tal modo que sea la funcién
f con la asignacion:

f(9) =glln —1)%, donde g € V,, paratodon >k

Es decir f(g) es la restriccion de cualquier g € Vj, a [n— 1]* C [n]¥, siento todavia
una coloracion mala, y de ahi f(g) € Vj,_1. Finalmente podemos considera f(g)
como un vértice vecino de g.

Por el lema infinito 1.1, existe una sucesion infinita gi, gr11, . . . de coloraciones
malas g, € V,, tales que f(g,) = gn_1 para todon > k. Para cadam > k, todos las
coloraciones g, con n > m coinciden sobre la restriccion al conjunto [m]* C [n]¥,
asi para cada Y € [Ny]* la asignacion g, (Y') coincide para todo n > maxzY. Ahora
definimos una c-coloracion g sobre [Nol* de la siguiente forma

g(Y) = g,(Y); paratodoY € [Nol¥ dénden > mazxY

Notemos que Y € [n]*. Afirmamos que g es una coloracion mala de [Ng)*, pues
cada r-conjunto S C Nj esté contenido en conjunto n suficientemente grande, asf
S no puede ser monocromatico ya que g coincide en [n]* con la coloracién mala
Gn.

Como deseabamos esto genera una contradiccion con el Teorema 1.5, y hemos
demostrado el teorema. ]

Al minimo entero n asociado con k, ¢, r es el niimero de Ramsey denotado por

R(k,c,r).
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Teorema inducido de Ramsey

Como el nombre del capitulo sugiere, estamos listos para presentar el Teorema
principal de este trabajo, siendo necesario tener en cuenta la definicién de un
subgra fo inducido, presentada en el Capitulo anterior.

De acuerdo al teorema de Ramsey para cualquier grafo H existe un grafo
suficientemente grande G tal que dada cualquier biparticion de las aristas de G,
siempre encontraremos una copia de H como subgrafo con sus aristas contenidas en
una de las particiones, en efecto nosotros simplemente consideramos en el Teorema
1.4, 7 = |H| y el grafo completo K" = G notando que H C KHI. Sin embargo el
grafo H no es necesariamente un subgrafo inducido de G.

2.1. Grafo de Ramsey

El teorema de Ramsey puede ser reescrito como sigue. Para cada grafo
H = K" existe un grafo G tal que toda 2-coloracion de las aristas de GG produce
un monocroméatico H C G. Cambiando el problema ligeramente y ahora pedir
un grafo G en el cual todo 2-coloracion produzca un subgrafo monocromatico
inducido H C G, donde H es un grafo arbitrario.

Esta pequena modificaciéon cambia dramaticamente la caracteristica del proble-
ma. Lo que ahora necesitamos no es simplemente probar que G es suficientemente
grande, sino debemos construir G de tal manera que si bipartimos las aristas del
grafo, el grafo contenga una inducida copia de H con todas sus aristas en una
clase de la particion. Llamaremos a tal grafo un Grafo de Ramsey para H.

Antes de enunciar el teorema principal, es necesario definir la construccion de
un nuevo grafo a partir de dos previos, esta construccion sera importante para la
demostracion del teorema.

16



2.2. (+) TEOREMA

Definicion 2.1. Dados dos grafos G = (V, E) y H, sea U un subconjunto de
vértices de V| denotaremos por G[U — H] al grafo obtenido mediante G por
reemplazar cada vértice u € U con una copia del grafo H, denotado por H(u)
y uniendo completamente todos los vértices de H(u) con todos los vértices de

H(u') mientras uu’ € E, y a los vértices v € V\U mientras uv € E. Formalmente
G|U — H] es el grafo sobre

(U x V(H)) U((V\U) x {0})

en los que cualesquiera dos vértices (v, w) y (v" w') son adyacentes si y solo si
w' e E ov=1veUywuw € E(H).

Qov

H(")
Figura 2.1. Grafo G[U — H] con H = K?

2.2. (x)Teorema

(x)Teorema 2.1. Todo grafo tiene un grafo de Ramsey. En otras palabras, para
cada grafo H existe un grafo G tal que, para toda particion {Ey, Ey} de E(G),
contiene un subgrafo inducido H con E(H) C Ey o E(H) C Es.
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Demostracion. Nosotros probaremos un version ligeramente mas fuerte que el
teorema.

Para cualesquiera dos grafos Hy, Hy existe un grafo G = G(Hy, Hs)

tal que cada coloramiento de las aristas de G con los colores 1 y 2
produce un subgrafo inducido H; C G con todas sus aristas coloreadas — (¥)
con el color 1 o un inducido Hy C G con todas sus aristas coloreadas

con el color 2.

Notemos que si tomamos H = H; = H, habriamos demostrado el teorema
que nos interesa.
Esta formal ampliacion del teorema nos permite poder aplicar induccién en
|H1| + |Hs|, como sigue.

Supongamos que |Hi| + |Hs| = 1, entonces es claro que H; o Hs no posee
aristas. Asi en general si uno de los dos subgrafos no posee aristas, podemos
tomar un grafo G = K" para un n suficientemente grande (n > max{|Hy|, |Ha|}).
Evidentemente G = G(Hy, Hy) cumple ().

Para el siguiente paso de la induccion, asumimos que ambos H; y Hs tienen
como minimo una arista, y que (x) se cumple para todos los pares (Hj, H}) con
|| + | Hy| < |H| + | H|

Para cada ¢« = 1,2, escogemos un vértice x; € H; tal que sea incidente con
alguna arista. Sea H! = H; — x;, y sea H!' el subgrafo de H! inducido por los
vértices vecinos de z;.

x1
H; H,
° ®
Z2
H =H —=x
! ! ! Hé:HQ—l‘Q
Z o o '/.\0

H{
o— o A'

Figura 2.2. Construccion de H;, H y H coni=1,2

Ahora para la construccion del Grafo de Ramsey deseado, primero construire-
mos una sucesion de grafos disjuntos GY, G ..., G™; donde G" sera el Grafo de
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Ramsey G(Hy, Hy). También definiremos subconjuntos V¢ C V(G") y una funcion
f-vViu...uvr —Vviuy.. ..yt
tal que

vy =v (1)
para todo ¢ > 1.

Notemos que para cualquier v € V2 se tiene que f(v) € V!, de donde
f(f(v)) € V° De modo similar para todo v € V3, se cumple que f(f(f(v))) € V°,
més atn para todov € V4, 1 <i<n, f(f(...(f(v))...) € V% Escribimos fi(v)

N

para representar la aplicacion f(f(...(f(v))...) con v € V' y fY para la fun-
H—/
1—veces ) )
cion identidad en VY = V(GY), asi tenemos fi(v) € VY para todo v € V' con
0 < i < n. Llamaremos a f'(v) el origen de v.
Por la hipotesis de induccion, como

|Hy| + | Hy| < |Hy|+ [Ha| y  [Hi| +|Ha| < |Hi| + |Ho
existen los grafos de Ramsey
Gl = G(Hl, Hé) y G2 = G(H{, HQ)

Sea GV una copia de G1, y sea V? := V(GY). Ahora ya que cualquier
2-coloracion de las aristas de GG debe producir un grafo inducido Hy; o un Hj
con los colores 1 o 2 respectivamente, entonces este grafo contiene mas de una
copia de H} como subgrafo inducido. Llamemos W{, ..., W/ _; los subconjuntos
de V? generadores de un Hj en G°. Asi, n esté definido como el ntimero de copias
inducidas de Hj en G°, y construiremos un grafo G' por cada conjunto
W! ,,i=1,..., n. Notemos que G'[W;] = Hj, parai=0,...,n— 1, sea W/ la
imagen de V (HY) bajo algin isomorfismo Hj — G°[IV;].
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2 2 :

H2 \‘/

)

* Wé Wé/ ¢ ® W/ L] W//

2 2

L]
L]
Wi e .
. W{ M/'i/ Wi//
o D el
\“//
HQ )
Figura 2.3. G°, W/, y W/ ,con i=1,...,n

Primeramente construyamos G'. Definimos U" el conjunto de todos los vértices
v € VY cuyos origenes fO(v) pertenecen a W(/, ya que f° es la funcion identidad
definida en VO y W} C VO entonces U = W}/. Ahora expandamos G° al grafo
GO reemplazando cada vértice v € U° con una copia Ga(u) de Gy. Es decir

G =GIU" — Gy
Sea
V= (U'x V(G))U (VAU x {0});  [siue U, {u} x V(Gy) = V(Ga(u))]
Definimos la funcién f como sigue:
fovt—ve

Donde para todo v € U° y para cada u’ € Go(u),

fu) =u
y para todo v’ = (v,0) € V!, con v € VO\U"
f') =

Ast f(V1) = V0 de donde se cumple (1).
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G° =Gl — Gy

Hi(u) HY (u)

%, {x < Gale)

1% W'

Figura 2.4. Construccion de G° = G°[U° — Gy

A continuacion adicionaremos algunos vértices x ¢ V1 en GO para formar G'.
Para ello definimos F conjunto de todas las familias F' de la forma

F = (Hi(u)lu € UY),

donde cada Hj(u) es un inducido subgrafo de Gy(u) isomorfo a Hi. (Menos for-
mal: ¥ es la coleccion de formas de seleccionar simultdneamente de cada Ga(u)
exactamente una copia inducida de Hj.)

Como HY C H|y H| ~ H}(u), paratodou € U, por cada F' € F, adicionamos
un vértice z(F) a G° y lo unimos, a todos los vértices de H(u) C Hj(u) C
Go(u), donde HY(u) es la imagen de HY sobre algtin isomorfismo de Hj a Hj(u)
seleccionado por F. Denotamos al resultante grafo por G'.

"
Wy

Figura 2.5. Construccion de G*
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Ahora para la construccion de G para algin i = 1,..., n, podemos asumir
que G°, ..., Gy VO .. V1 estan ya definidos, y que f este definido sobre
VIU.. .UVl y satisface (1).

Construiremos G a partir de G*~! en dos pasos:

= Sea U™ el conjunto de todos los vértices v € V'~! cuyos origenes f'~*(v)
pertenecen a W/ ;. Ahora formamos el grafo G*~! a través de G*~! reem-
plazando cada vértice u € U™! con una copia Go(u) de Go. Es decir

G-l = G U = Gyl

Sea

Vi= (U < V(G2) U (VTN x {0});
[siuc U™, {u} x V(Gy) = V(Ga(u))]
Podemos extender la funciéon f como sigue:

f-viu.. oVl — volu. . uvt

Donde para todo u € U™ y para cada v’ € G (u),

fd)=u
y para todo v/ = (v,0) € V¥, con v € VI"N\U!
f')=wv

Ast f(V) = V1 y (1) continua cumpliéndose.
El grafo G'~! ya es una parte esencial de G'.

= Ahora extenderemos G'~! al grafo deseado G adicionando algunos vértices
x ¢ V. Definimos F conjunto de todas las familias F' de la forma

F = (Hi(u)lue U™,

donde cada Hj(u) es un subgrafo inducido de G5(u) isomorfo a Hj.

Para cada F € ¥, adicionamos un vértice z(F) a G'~' y lo unimos, a todos

los vértices de HY (u) C Hi(u) € Gy(u). Denotamos al resultante grafo por

G'. Esto completa la definicién inductiva de los grafos G°, ..., G".
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\ AY U
N
GO Wé Wé/ Wll Wl”

Figura 2.6. Construccion de G?

Gy = G(H{, H»)

Figura 2.7. Construccion de G*

Ahora mostraremos que G := G" satisface (x). Para este fin, probaremos el
siguiente enunciado (*x*) sobre G* para i =0,...,n:
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Para cada coloramiento de aristas con los colores 1y 2, G' contiene

un subgrafo inducido Hy coloreado con 1, o un subgrafo inducido Hy
coloreado con 2, o un subgrafo inducido H coloreado con 2 tal que (%)
V(H) C V' y la restriccion de f' a V(H) es un isomorfismo entre

H y G°IW]] para algin k € {i,...,n —1}.

Nuevamente usaremos induccion para la demostracion del enunciado ().

Para i = 0, recordemos que G es una copia de G; = G(Hy, H}) y la definicion de
los conjuntos W;, ademas que la funcion f¥ es la identidad en V. Asi cualquier
2-coloracion de las aristas de GY contiene un grafo inducido H; coloreado con 1, o
un grafo inducido HY coloreado con 2. Si contiene un grafo inducido H; se verifica
(#x), si ocurre el segundo caso llamemos H al grafo inducido HY coloreado con el
color 2, de donde este grafo es uno de los G[Wj] con k € {0,...,n— 1}, por tanto
la restriccion de la funcion identidad f° a H C VY es un isomorfismo entre H con
sigo mismo. Luego se cumple (k).

Ahora sea 1 < i < n, y asumimos (k%) para valores mas pequenos de i.

Supongamos una 2-coloracion de las aristas de G ha sido dada. Para cada
w € U1 hay una copia de de Gy en G

G' D Gy(u) ~ G(H}, Hy).

Si Ga(u) contiene un inducido Hj coloreado con 2 para algtin u € U1, nosotros
habriamos terminado la demostracion.

Si no, entonces cada Gy(u) tiene un subgrafo inducido Hj(u) ~ Hj coloreado
con 1. Sea F' la familia de estos grafos H{(u), uno por cada u € U;_1, y sea
x = x(F), recordemos que x tiene como vértices adyacentes a todos los vértices
de H{(u) C Hj(u) para cada u € U""!, de donde los vértices {x} UV (H](u))
generan un grafo isomorfo a H;. Asi, si, para algin v € U'"!, todas las aristas
x — H{(u) en G' también estan coloreadas con el color 1, esto producirfa un
subgrafo inducido H; de G* coloreado con el color 1, y nuevamente terminariamos
la demostracion.

Por tanto podemos asumir que cada H{ (u) tiene un vértice y, para el cual la
arista xy, es coloreado con 2.
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color 1 @ color 2 @

GQ = G(H{, HQ)

Figura 2.8. Coloreamiento de G*

Definimos el conjunto
U= {yJuecU}CV

de donde
flya) = w;  [yu € H(u) C Go(u)] (2)

definimos también

Gl .= [0@'* U{(v,0)| v € V(GN\T1

Ahora restringimos la funcion f a f|U"! y extendemos su dominio con el conjunto

{(v,))]v e V(GTH\U!} por la regla

(v,0) = v (3)
De ahi usando (2), (3) y el hecho que G [U"™! — G5] C G', esta funcion

es un isomorfismo entre G*~! y G*~'. De donde un coloreamiento de las aristas
de G' induce un coloreamiento de las aristas de G*~!. Usando la hipotesis de
induccion, dicha 2-coloracion produce en G, un H; coloreado con el color 1, o
un Hs coloreado con el color 2, o un subgrafo inducido H' coloreado con el color
2, tal que f"!| V(H'), es un isomorfismo entre H' y G°[W]] ~ H) para algin
ke{i—1,...,n—1}. Siocurre una de las dos primeras opciones, entonces esto
también se cumple para G*~! C G’ y nuevamente tendriamos el resultado deseado.
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_ Asf asumamos el tercer caso y sea H' el correspondiente subgrafo inducido de
Gt C G' que también tiene el color 2, ademas V(H') C V?,

F(VH)) = o f(VH)) = f7HV(H)) =W

y de ahi f| V(H') es un isomorfismo entre H' y G[W]).

Si k > 14, esto completa la prueba de (s%) con H := H'; por tanto asumiremos
que k < i,y de ahi k =i — 1. Como f': V(H) C Vil — W/ , D W/,
produce un isomorfismo, entonces la imagen inversa de W/, bajo f'! es un
subconjunto de los vértices de H', en otras palabras H' contiene vértices v € V=1
cuyos orfgenes f"(v) € W/ |, de donde un subconjunto de U'! esta contenido
en V(H'), llamemos A a dicho conjunto. Ahora si consideramos el isomorfismo

H' ~ G°[W/_,], con la funcion
froV(H) — V(H) — Wi,

De donde existe A € U'~! contenido en V(H'), tal que f(A) = A atn mas W/_,
es la imagen de A en el isomorfismo mencionado.

Por ultimo ya que G°[W! ;] ~ H}, considerando la definicion de W/ | y el
hecho de que z forma una arista con cada y, € A C U~! y ningan otro vértice de
H, entonces el conjunto de los vértices {x} UV (H’), generan un grafo isomorfo
a H,. Como H' tiene coloreadas todas sus aristas del color 2 y cada zy, también
tiene el color 2, entonces hemos hallado una copia de Hsy con el color 2 en G', y la
prueba de (xx) esta completa.
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VZ
\ \ Vi—l
GO
Wil—l
HQ L ) VU
Figura 2.9. Copia monocroméatica de H, en G*
[
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Aplicaciones de la Teoria de Ramsey

En esta seccion se presentaran algunos resultados tipo Ramsey en diferentes
ramas de la matematica.

3.1. Teorema de 1. Schur

Ahora presentaremos el primer teorema de tipo Ramsey, debido a I. Schur, el
cual afirma que para cualquier coloracion de los numeros naturales siempre es po-
sible hallar subsucesiones monocromaéticas arbitrariamente largas con la propiedad
que el término mayor de la sucesion es la suma de los que le preceden.

Analicemos primeramente un ejemplo mas concreto dada una 2-coloraciéon de
los nimero naturales {1, 2, ...} notemos que siempre existe un subconjunto mo-
nocroméatico que contiene los nimeros a, b, ¢, de tal modo que a + b = ¢, donde
es posible que a = b. Veamos, sin perdida de generalidad podemos suponer que 1
se ha coloreado de rojo, luego el niimero 2 tiene que ser azul ya que 2 = 1 + 1,
analogamente el nimero 4 debe ser rojo pues 4 = 2+ 2, de este modo se sigue que
el nimero 3 tiene que ser azul ya que 4 = 1 + 3. Hasta ahora tenemos:

1,2, 3, 4

Pero ahora el niimero 5 no puede colorearse de tal modo que no se cumpla que es
la suma de dos nimeros monocromaticos, pues 5 = 1 4+ 4 = 2 + 3.

Observemos que esto se cumple para cualquier subconjunto de los nimeros na-
turales de la forma {1,2,...,n}, con n > 5, ademés como obtuvimos 1, 2, 3, 4,
n = 5 es el menor nimero que lo cumple. Pero como es tipico en problemas tipo
Ramsey, para probar la existencia del menor niimero que satisfaga una propie-
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dad, es suficiente encontrar al menos un nimero que lo cumpla. Dado la estrecha
relacion entre una coloracion y una particion de un conjunto, a continuacién pre-
sentamos formalmente el teorema de I. Schur.

Teorema 3.1. (Teorema de I. Schur) Para cualesquiera enteros positivos t y
r conr > 2 existe un n € N tal que, para cada particion de {1,...,n} ent con-
Juntos, como minimo uno de los subconjuntos contiene nimeros xyi, xa, ..., T, (N0
necesariamente distintos) tales que

r—1
E T; = Tp.
i=1
Demostracion. Afirmamos que n = R(2,t,7) satisface el enunciado, donde

R(2,t,7) es el numero de ramsey que satisface que cualquier t-coloracion de
las aristas del grafo completo K™ contiene un subgrafo monocromaéatico K. Sea
V(K™ ={1,...,n}, dada un t-particion P = {C4,...,C:} de {1,...,n}, defi-
nimos una t-coloracion f : E(K™) = [{1,...,n}|*> — C para un cierto conjunto
C ={1,2,...,t} de t colores, como sigue:

f({a,b}) =1i,si, y solo si |a — b| € C,

Para todo {a,b} € E(K") =[{1,...,n}]?yie {1,2,...t}.

(Notemos que como a,b € {1,...,n}deahil <a<ny-n<b< —1dedonde
1 <la—0b <n—1,pues a # b, luego |a —b| € {1,...,n}.) Por definicion de
n = R(2, k,r) existe un monocromético r-conjunto {y1,ys, . - ., ¥, } (las vértices de
un cierto subgrafo K" de K™). Sin perdida de generalidad asumamos que

1<y <y <...<y

Ademaés

f({vi,y;}) = ¢, para todo y;, y; distintos en {y1,v2, ..., 9}

yce C={1,2,..,t} un color fijo

también se cumple que |y; — y;| € C..
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Sean

T1=Y2— N
T2 = Y3 — Y2

Ti = Yi+1 — Yi

Lp—1 = Yr — Yr—1
y finalmente

Tr =Yr — Y1

Evidentemente z; € C. para todo ¢ = 1,2,...,7ry C. € P = {C4,...,C:}.
Ademés

r—1 r—1
E Ii:E Yi+1 —Yi = Yr — Y1 = Typ.
i=1 i=1

3.2. Erdos and Szekeres

La segunda aplicacion serd en el area de la geometria. Para ello se dara a
continuacion algunos conceptos necesarios.

Definicion 3.1. Dado un conjunto A de puntos en el plano, se define el el poligono
que encierra a A como el menor poligono convexo, P, que satisface que todo punto
de A esta en P o en el interior de P. A este poligbno P se le da usualmente el
nombre de envolvente conveza.

Definicion 3.2. Un conjunto de A puntos en el plano se haya en posicion general,
si cualesquiera tres puntos de A no se encuentran sobre una misma linea recta.

Lema 3.1. Dados k > 4 puntos en el plano, en posicion general, si cualesquiera
4 de ellos son vértices de un cuadrildtero convexo, entonces los k puntos son los
vértices de un k-gono convexo.
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Demostracion. Sea [ el numero de lados de la envolvente convexa de estos k
puntos, si k = [, habriamos terminado, Supongamos entonces que [ < k y sean
v1, Vg, ..., sus vértices. A partir del vértice vy tracemos rectas hacia los vértices
Vo, V3, ..., 0. Como [ < k, hay al menos un punto en el interior de [-gono convexo,
ademas como los puntos estan en posicion general, este punto debe ser interior a
unos de los tridngulos: Avjvovs, Avivsvy, . .., Aviv;_qv;. Pero entonces, el punto
interior y los 3 vértices del triangulo no forman un cuadrilatero convexo, lo cual
es una contradiccion. ]

El siguiente problema fue propuesto por Esther Klein en 1933.

Problema 3.1. Probar que cualquier configuraciéon de 5 puntos en el plano en
posicion general, siempre pueden hallarse 4 que constituyen los vértices de un
cuadrilatero convexo.

E. Klein resolvié este problema analizando las posibles configuraciones de los
5 puntos. Como estos puntos estan en posicion general la envolvente convexa es
un poligono de 5, 4 o 3 lados:

IDYs PN

Figura 3.1. Envolvente convexa de 5 puntos (pentagono, cuadrilatero, triangulo)

En los dos primeros casos el resultado es inmediato. Y en el tercero, la linea [
que une los puntos interiores corta al triangulo en dos de sus lados. Los dos puntos
interiores, junto con los dos vértices del triangulo que quedan al mismo lado de la
linea [ forman el cuadrilatero convexo pedido.

Figura 3.2. Cuadrilatero convexo cuando el cierre convexo esta determinado por tres puntos

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 31 FCPN_UMSA



3.3. TODO SEMIGRUPO FINITO TIENE UN ELEMENTO
IDEMPOTENTE

Pero podemos plantearnos una pregunta més general, como hicieron Erdos and
Szekeres, la respuesta a esta cuestion esta recogida en el siguiente teorema:

Teorema 3.2. (Erd6s and Szekeres) Para todo k > 3 € N existe un n € N
tal que entre cualesquiera n puntos en el plano, dados en posicion general, hay k
puntos que generan un k-gono convezxo.

Demostraciéon. Si £ = 3 o k = 4, el teorema esta resulto en particular para
n = 5 por el problema 3.1. Supongamos k£ > 5, y afirmamos que n = R(4,2, k)
satisface el enunciado, donde n = R(4,2, k) es el numero de ramsey que satis-
face que cualquier 2-coloracion de [X]*, donde X es un m-conjunto contiene un
monocroméatico k-conjunto.

Sea X el conjunto de n puntos en plano en posicién general, y definamos una
2-coloracion f : [X]* — C = {1,2}, de la siguiente forma:
Para todo {a,b,c,d} € [X]*

F({a,b,e,d}) = 1, silospuntosa, b, ¢, d forman un cuadrildtero no convexo
T 12, silospuntosa, b, ¢, d forman un cuadrildtero convexo

Ahora por definiciéon de n existe un monocromaético £ conjunto, notemos que como
k > 5, el monocromaético conjunto no puede tener el color 1, pues por el problema
3.1 un conjunto con mas de 5 puntos forma al menos un cuadrilatero convexo. En-
tonces lo que se tiene es un subconjunto de k£ puntos con todos sus 4-subconjuntos
coloreados con el color 2, es decir con todos sus cuadrilateros convexos. Luego por
el Lema , se tiene que los k£ puntos forman un poligono convexo. ]

3.3. Todo semigrupo finito tiene un elemento
idempotente

Nos introducimos ahora al 4drea del algebra y dar uso a la teoria de Ramsey.

Un semigrupo finito es un conjunto finito en el que se define una operacion
binaria asociativa, que llamaremos producto. Un elemento e se dice que es idem-
potente si se cumple que e x e = e.

Teorema 3.3. Todo semigrupo finito tiene un elemento idempotente.

Demostracion. Sea (G, *) un semigrupo finito y sea n = |G| (el orden del se-
migrupo). Tomemos un elemento aleatorio a € G, luego llamemos a' el producto
(t-veces) del elemento a. Sea m = R(2,n,3), donde R(2,n,3) es el numero de
ramsey que satisface que cualquier n-coloracion de las aristas del grafo completo
K™ contiene un tridngulo monocromatico K?3. Dado un m-conjunto {1, 2, ..., m}
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(pueden ser considerados los vértices enumerados de un K™), definimos una
n-coloracion f: [{1,...,m}]? = E(K™) — G = {a1,as,...,a,}
(considerando a G como un conjunto de n colores) como sigue:

Para cualesquiera {i,j} € E(K™) con i < j

fH{i,i}) =a’"  donde a’" pertenece a G por la clausura en un semigrupo

Asi por la definicion de m = R(2,n, 3) y el teorema 1.6, existe un 3-conjunto
{i,7,k} C {1,...m} monocromético (tridngulo monocroméatico K3).

Figura 3.3. triangulo monocromético K3 en K™

Sin perdida de generalidad podemos asumir que ¢ < 7 < k, de donde

Qi) = fHa, k) = F({i k}) =e e G

es decir
a]—z — ak—] — ak—z — e
ademés
a7t *ak—] — ak—z
por tanto

exe=¢e

3.4. Teorema de Bolzano

Aqui daremos el primer uso del Teorema de Ramsey en su forma infinita aplica-
da en el 4drea de Célculo, y como es de esperarse si hablamos de conjuntos infinitos
numerables un buen ejemplo de ello son las sucesiones infinitas de ntimeros reales.
El Teorema de Bolzano afirma que dada cualquier sucesion infinita, siempre po-
demos encontrar una subsucesion infinita con un comportamiento regular, efecti-
vamente este es un problema tipo Ramsey.
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Teorema 3.4. Cualquier sucesion infinita {a,} de nimeros reales, contiene una
subsucesion infinita que es o bien no decreciente o bien no creciente.

Demostraciéon. Para el empleo de el Teorema de Ramsey, buscaremos una
c-coloracion adecuada para [{a,}]®. Sean a;, a;, a; tres elementos aleatorios de la
sucesion {a,}, con i < j < k ntmeros naturales, por la tricotomia de los nimeros
reales tenemos el siguiente diagrama de arbol de decisiones.

a; < ap —|a; < a; < ag
/
a; < a; — aj = ap — |a; < a5 = ag
—
a; > ap —>|a; > a; Yy a; > ag
a; < ap —|a; = a; < ag
/
aj, aj, aj a; = a; —— a; = a — |Q; ajzak‘
—
a; > ap — |Q; = a; > a
a; < ap —|a; < a; Yy a; <ag
/
a; > a; — aj = ap — |Q; > a5 = Qg
—
a; > ap — |a; > a; > a

Podemos clasificarlos en solo 4 grupos definiendo una 4-coloracion
f:{a.}]® = C{1,2,3,4} como sigue:
Para todo {a;,a;,ar} € [{a,}]® coni < j <k

1, sia; <aj <a
2, siaj>a; Yy aj > ay

f{ai, a5, ai}) = 3, sta;<a; y a; <ag
4, sta;>a; > y a; # aj # ag
o o
° S O S o
o ° ° o o
color 1 color 2 color 3 color 4

Figura 3.4. 4-coloracion de [{a,}]?

De este modo por el Teorema 1.5 existe una subsucesion monocroméatica infini-
ta {a,, } de {a,} , afirmamos que no puede tener el color 2 o 3. Supongamos
que {a,, } es monocromatico respecto al color 2 y consideremos los subconjuntos,
{an,, Qnyy g by { Gy, Ay, an, + de {ap, } con ny < ny < ng < ny. Se deberia cumplir
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que
f({anl’ Gy, an3}) - f({anzv Qny,s am}) =2

es decir se debe cumplir a la vez que

(py > Apy Y Qpy > Apy;
Apy > Ay, Y Qpg > Ap,

Lo que no puede ocurrir, y de modo similar para el color 3. Por tanto la
subsucesion {a,, } serd monocromética respecto al color 1 o 2, es decir es una

subsucesion infinita no decreciente (color 1) o no creciente (color 4).
[l
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Ndmeros de Ramsey

En este ultimo capitulo, se mostrara algunos resultados en la Teoria de Ramsey
para grafos que nos permitiran conocer el nimero exacto de ciertos nmeros de Ramsey,
o al menos tener cotas aproximadas, que gracias al Capitulo 2, tenemos garanti-
zada su existencia.

4.1. Numeros de Ramsey

En el Capitulo 2 vimos dos notaciones para ciertos nimero de Ramsey R(r)
y R(k,c,r), también consideramos alternativas formas de enunciar el Teorema
1.4, de donde siendo més precisos podemos denotar R(r) = R(2,2,7). Del mismo
modo existe algunos casos particulares que aun no consideramos, que requieren
una notacion mas general.

Para dar precision a los nimero de Ramsey que estudiaremos en este capitulo,
se presenta seguidamente otra alternativa de enunciar el Teorema de Ramsey.

Teorema 4.1. Para cualquiera enteros positivosr > 1, k> 1, yp1,p2...,pr > k,
existe un entero positivo n tal que para todo conjunto finito X con |X| > n se
cumple lo siguiente. Para cada r-coloracion de [X]* existe al menos un

i€ {1,2,...r} y un p;-subconjunto X; de X que es monocromdtico respecto al
color 1.

Demostracion. Sean s = max{py,p2...,p- > k}, entonces por el Teorema 1.6,
existe un n tal que si | X| > n, entonces para cada r-coloracion de [X]*, X tiene
un monocromatico s-conjunto con respecto a algun color ¢ € {1,2,...7}. Por la
definicion de s, se tiene que s > p;, de donde existe un p;-conjunto, subconjunto
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del monocromético s-conjunto que continuara siendo monocromaético, finalmente
llamemos X; a dicho p;-conjunto. N

Definicién 4.1. Llamaremos ndmero de Ramsey R(p1,pa, - .., pr; k) al minimo
entero n que cumpla las condiciones del Teorema 4.1.

Como en este capitulo sera principalmente dedicado a resultados en Grafos,
cabe mencionar un enunciado mas del teorema de Ramsey que es solo un caso
particular del anterior teorema.

Teorema 4.2. Sean p1,ps...,p, € N tales que p1,pa...,p, > 2. El numero de
Ramsey R(p1,p2, - ..,pr k) es el orden del grafo completo mds pequeno el cudl al
ser sus aristas r-coloreadas, posee un KP' monocromdtico de color v, para algin

ie{1,2,...r}.

Demostracion. En efecto si G es un grafo completo se tiene que E(G) = [V (G)]?,
luego el enunciado de este teorema no es otra cosa que el Teorema 4.1 para el caso
en que k = 2. ]

4.2. Cotas superiores

Recordemos que en la demostracion del Teorema 1.4, mostramos que
R(r,r;2) < 22773 esta fue la tinica aproximacion para ciertos ntimeros de Ramsey
que se presento durante este trabajo, que ha sido suficiente para garantizar la
existencia del mismo, al igual que se hizo en muchos resultados de tipo Ramsey.
En el siguiente teorema se presentan algunos resultados relativos a estos niimeros,
mismos que nos seran de utilidad para acotarlos superiormente, y en algunos casos
para conocerlos de manera precisa.

Teorema 4.3. Para los numeros de Ramsey se verifica lo siguiente:
a) R(p1,po,....,p;1)=p1+p2+...+p—r+1

b) R(p,k; k) = R(k, p; k) = p.

¢) R(p,;2) < R(p—1,¢;:2) + R(p,q — 1;2).

d) R(p,q;2) < R(p—1,4¢;2) + R(p,q — 1;2), siempre que
R(p—1,¢;2) y R(p,q — 1;2) son ambos pares.

e) R(p,q;2) < ("1177).

f) R(p1,p2,....0r k) < R(p1,p2, -, Dr—2, R(pr—1,pr; k) k).
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g) Sir>2yp1,pa,...,pr >3, entonces:

R(p17p27' . 7p7‘72) S R(pl - 17p27' . 7p7‘72) +R(p17p2 - 17' . 7p7°72)+
oo+ R(p1,p2, - ypr — 1;2) =17+ 2

Demostracion. .

a) Sean =p;+p2+...+p-—r—+ 1y cualquier conjunto X, tal que |X| = n,
notemos que los elementos de [X]!, son los conjuntos unitarios de X, de
donde [X]! también tiene n elementos, ademas n = (py — 1) + (pa — 1) +
...+ (pr — 1)+ 1, dada una r-coloracion de [X]!, con el conjunto de colores
C ={1,2,...,r} podemos considerar cada un de los  colores como r cajas,
asi por el Teorema 1.2(b), para algin i € {1,...,7} existen p; elementos de
[X]! coloreados con el color 7. Sean {z1}, {2}, ...{x,,} dichos elementos,

pi

sea X; = J{x;}, de ahi X; es el monocromatico p;-subconjunto de X
j=1

respecto al color 7.

De este modo se obtuvo que R(p1,pa,...,pr; 1) <pr+po+...+p-—r+1,

ademaés el principio de palomar generalizado asegura que

n={p—1) +(p—1)+...(pr —1) + 1 es el menor entero con el que

asegura que habran p; elementos coloreados con el color ¢, para un cierto

ie€{l...r}. Porlotanto R(p1,p2,...,pr;1) >p1+pe+...+p.—r+1y

asi

R(p1,pay--spis ) =pi+pr+...4+p—r+1

b) Veamos el caso R(k,p;k), la demostracion para el otro caso es andloga. Sea
X un conjunto tal que | X| = p. Dado cualquier 2-coloracion de [X]* con los
colores C' = {1,2}, si existe al menos un elemento {x,...,z;} de [X]* co-
loreado con el color 1, entonces este mismo conjunto es un k-subconjunto de
X monocromatico con respecto al color 1. Por otra parte si no existe algin
elemento de [X]* coloreado con el color 1, significa que todos sus elemen-
tos tienen el color 2, de donde X mismo es un p-conjunto monocromatico
respecto al color 2. Asi se tiene que R(k,p;k) < p. Ahora si | X| < p—1,
considerando la 2-coloracion en que todos los elementos de [X]* tienen el
color 2, es claro que no existe un k-conjunto X; monocromatico respecto al
color 1, ni un p-subconjunto Xs monocromatico respecto al color 2. Luego
R(k,p; k) > py por tanto R(k,p; k) = p.

c) Sean = R(p—1,q;2)+ R(p,q—1;2) y consideremos cualquier 2-coloracion de
las aristas de K™ con el conjunto de colores C' = {1,2}. Debemos mostrar
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que esta coloracion produce un monocromatico K? o un monocroméatico K¢
respectivamente a los colores 1 y 2. Para esto, sea x un vértice de K". Co-
mo en un grafo completo cada vértice es adyacente a todos los demas, asi
dz)=n—-1=R(p—-1,¢2)+R(p,q—1;2)—1=(R(p—1,¢2)—1)
+ (R(p,q — 1;2) — 1) + 1, de donde por el Teorema 1.2(b), existen como
minimo n; = R(p— 1, ¢; 2) aristas incidentes con x coloreados con el color 1,
o0 existen como minimo ny = R(p, ¢ — 1;2) aristas incidentes con x colorea-
dos con el color 2. Supongamos que ocurre el primer caso, consideramos un
subgrafo K™ de K™ generado por n; vértices unidos a x mediante aristas
coloreadas con el color 1. Ya que ny = R(p— 1, ¢; 2) vy la 2-coloracion de las
aristas de K™ también genera una 2-coloracion de las aristas de K™, entonces
K™ contiene un monocroméatico K?~! respecto al color 1 o un monocromé-
tico K7 respecto al color 2. Si ocurre lo segundo habriamos terminado, y si
ocurre lo primero, K?~! junto al vértice & forman un monocroméatico K” en
K™ respecto al color 1. Para el caso en que existan no = R(p, g— 1;2) aristas
incidentes con x coloreados con el color 2, la demostracion es analoga. Por
tanto R(p,q;2) < R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1;2).

d) Sean=R(p—1,¢;2)+ R(p,q—1;2) —1, como R(p—1,¢;2) y R(p,q—1;2)
son pares entonces n es impar. Para todo vértice x de K" se tiene que
dlx)=n—1=R(p—1,q¢;2)+ R(p,q— 1;2) — 2. Dada una 2-coloracion de
las aristas de K", si ocurre que existe algin vértice de K" con igual o mas
R(p — 1,¢;2) aristas incidentes coloreados con el color 1, o R(p,q — 1;2)
aristas incidentes coloreados con el color 2, entonces por la demostracion
de (c¢) se tiene un monocroméatico K? o K? en K" con los colores 1 o 2
respectivamente.

Si no ocurre ninguno de esos dos casos, entonces todos los vértices de K"
tienen exactamente R(p — 1,¢;2) — 1y R(p,q — 1;2) — 1 aristas incidentes
coloreadas con el color 1y 2 respectivamente. Sean V =V (K") y

E = {{v,w} € E(K")|{a,b} tienen el color 1}, ahora consideremos al grafo
G = (V, E). Claramente |G| = n y ademas por lo mencionado anteriormente
para todo v € V = V(G), v tiene m = R(p — 1,¢;2) — 1 aristas incidentes
en GG, es decir d(v) = m, como n y m son nimeros impares, esto es una
contradiccion con la Proposicion A.1 (G tiene una cantidad impar de vértices
con grado impar). Por tanto este caso no es posible de donde tenemos que

R(p,¢;2) < R(p—1,¢;2)+R(p,q—1;2)—1 < R(p—1,¢;2) + R(p,q—1;2).

e) Se utilizara induccion sobre p 4+ ¢. Supongamos que p = 2 o ¢ = 2, luego de
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b), se cumple que:

== (1779 () o moma-a (1727

Y se verifica la proposicion.

Supongamos ahora que p > 2y g > 2 y que la desigualdad en e) se cumple
para todo par (p’,q’) con 4 < p'+ ¢’ < p+ q. Luego usando ¢) y la hipotesis
de induccion en los pares (p — 1,q) v (p,q — 1), se tiene que

R(p,¢;2) < R(p—1,¢;2) + R(p,q — 1;2)

< pt+q—3 n pt+q—3
- p—2 p—1

f) Seann = R(p1,p2,- -, Pr—2, R(pr_1,pr; k); k) y un conjunto X tal que | X| > n.
Sea f cualquier r-coloracion de [X]*, f : [X]* — C = {a1,a9,...,a,},
construyamos una r — l-coloracion g : [X]¥ — D = {by,bs,...,b,_1}, a
partir de f, como sigue:

Para todo x € [X]*

(z) = bi, st f(x)=a;paratodoi =1,2,...,r—2
E = br—1, Sif(x):ar—lof(x):ar 5

Luego por el Teorema 4.1, existe un p;-subconjunto X; monocromatico de X
respecto al color b;, con i = {1... 7 —2} o un monocromatico subconjunto
Y de X con respecto al color b,_1, tal que |Y| = R(p,_1, pr; k). Si ocurre lo
primero, por la definiciéon de g respecto a la coloracion f, el p;-subconjunto
X; monocroméatico de X respecto al color b;, también serd monocromatico
respecto al color a;, con i = {1...,r —2}. Supongamos entonces que existe
el monocromaético subcojunto Y con respecto al color b,_1, es decir para todo
y € [Y]ka g(y) = by_1, 0 bien f(y) = Qy_1 O a,. Sea h : [Y]k — {01,62}
una 2-coloracion de [Y]* como sigue:

Para todo y € [Y]*

h(y) =ci, si f(y) =ar—1 y h(y) =c2 st f(y) = a

Ya que |Y| = R(p,—1, pr; k), entonces nuevamente por el Teorema 4.1, existe
un
pr_1-subconjunto X,_1 de Y C X monocroméatico respecto al color ¢;, o un
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pr-subconjunto X, de Y C X monocroméatico respecto al color ¢;. Final-
mente por la definiciéon de h, estos conjuntos también seran monocromaticos
respecto a los colores a,_1 0 a, respectivamente.

Por tanto R(p1,p2,...,pr; k) < R(p1,D2, - Pr—2, R(pr—1,pr; k); k).

g) Para cada i, 1 <1i < r definimos:

Ri=R(p1,...,pi—1,01 — L, Dit1, - -, Pr; 2.

Seann =R +Re+...+ R —r+2y f: E(K") — C={1,2,...,r}
una r-coloracion de las aristas de K". Dado un vértice arbitrario v € K,
definimos el conjunto

Vi={w e V(K")|w#v y f{v,w})=1}.

Ahora como

r

S Wil=n-1=Y"R—r—1=(Ri~1)+(Ra—1)+...+ (R, —1)+1.

1=1 1=1

Por el Principio de Palomar generalizado, se sigue que para algin

i € {1,2,...,r} V; contiene al menos R; elementos, es decir |V;| > R;.
Luego el subgrafo completo generado por V; contiene un subgrafo completo
KPi monocromético de color j, para algin j # ¢, o contiene un subgrafo
KPi=1 de color 7. Si ocurre el primer caso ya hemos terminado, y si ocurre
el segundo caso entonces los vértices de KP~! y el vértice v generan un
subgrafo completo KP: monocromético de color 2.

[

4.3. Numeros exactos

Ahora tenemos las herramientas necesarias para conocer ciertos nimeros exac-
tos de Ramsey. A continuacion se presentan algunos ejemplos.

Ejemplo 4.1. R(3,3;2) = 6.

Nuestro primer ejemplo es un famoso problema que generalmente se lo presenta
como sigue:

En un fiesta de seis personas siempre hay un grupo de tres en que todos se
conocen uno al otro, o todos son extranos para cada uno.
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Por supuesto la manera mas facil de demostrar este problema es usando la
Teoria de Grafos. Consideremos el grafo completo G = K. Se representa las
seis personas por los seis vértices de G. Ahora coloreamos las aristas uniendo dos
vértices de azul, si las correspondientes personas se conocen uno al otro. Si dos
personas no se conocen el uno al otro, coloreamos la arista entre los correspondien-
tes de rojo. Si existen tres personas quienes se conocen uno al otro, entonces esto
es representado por un triangulo en K% mediante los vértices correspondientes a
las personas. Simuladamente, si hay tres personas quienes no se conocen uno al
otro entonces esto es representado por un tridngulo rojo.

Dada una 2-coloracién arbitraria de G' = K° con el conjunto de colores
C = {azul, rojo}, tomemos un vértice arbitrario a € G, como d(a) = 5, cuando
coloremos las aristas incidentes con a, por el Principio del palomar, un color debe
ser usado como minimo tres veces. Sin perdida de generalidad asumamos que a
tiene al menos tres aristas incidentes de color azul.

Qa
b f
ceo ®c
®
d

Figura 4.1. tres aristas azules incidentes con a.

Sean ab, ad, af las aristas coloreadas de azul, si cualquiera de las aristas bd, df
o bf son coloreadas con el color azul, ya tendriamos el deseado triangulo azul,
de donde podemos suponer que las aristas bd, df y bf son coloreadas con el
color rojo. Sin embargo, esto entonces nos da un tridngulo rojo y el argumento es
completado.

REALIZADO POR: UNIV. RUBEN MAMANI VELASCO 42 FCPN_UMSA



4.3. NUMEROS EXACTOS

ce ®c ce

ce

/
[}

Figura 4.2. Posibles triangulos K? monocromaticos en K.

De este modo se obtiene que R(3,3;2) < 6. Y de la siguiente 2-coloracion de K°
se tiene que R(3,3;2) > 5. Pues claramente no hay un K?® rojo o azul.

Figura 4.3. 2-coloracion de K°.
Finalmente concluimos que R(3,3;2) = 6.

Ejemplo 4.2. R(3,4;2) =09.
Por el Teorema 4.3(b), tenemos que R(2,4;2) = 4, ademas por el ejemplo
anterior R(3,3;2) = 6, luego por el Teorema 4.3(d) se cumple que:

R(3,4;2) < R(2,4;2) + R(3,3;2) = 10

Por tanto R(3,4;2) <9.

Ahora obsérvese que en la siguiente 2-coloracion de K® no hay K? azules, ni
K* rojos.
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Figura 4.4. 2-coloracion de K®.

De esto se sigue que R(3,4;2) > 8, y por tanto R(3,4;2) = 9.

Ejemplo 4.3. (R. E. Greenwood, A. M. Gleason).R(3,5;2) = 14.

Tenemos que R(2,5;2) = 5 gracias al inciso (b) del Teorema 4.3, y por el
resultado del ejemplo anterior R(3,4;2) = 9, luego por el Teorema 4.3(c), tenemos
que:

R(3,5;2) < R(2,5;2) + R(3,4:2) = 14

Ademas de la siguiente 2-coloracion de K13 se sigue que R(3,5;2) > 13. Ya que
como puede observarse estd no contiene K3 rojos o K° azules.

)
XA =7 AN
XA Z/\

A Y59 ‘ ».. = V‘! “\v
KA D X ERER W=
ol AR A
A'tég"i" ,".‘A“ 7 “""'"$§\ és'A'IA \.A«l"‘k AN
VP Ry e R _IXTCT
\‘.v"‘r‘ 1‘1‘ },"‘?A <y““;/ \. ' ‘l )“ 7 “"7

e @SS 4 S

Figura 4.5. 2-coloracion de K3,
De donde, R(3,5;2) = 14.
Ejemplo 4.4. R(3,3,3;2) < 17.
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Usando el inciso g) del Teorema 4.3, se tiene

R(3,3,3;2) < R(2,3,3;2) + R(3,2,3;2) + R(3,3,2;2) =3+ 2
= 3R(2,3,3;2) — 1.

Ahora por el Teorema 4.3(f), se sigue

R(3,3,3:2) < 3R(2, R(3,3;2):2) — 1
=3R(2,6;2) — 1 [puesdel ejemplo 5,1 R(3,3;2) = 6]
=3(6) —1 [Teorema 4.3(b)]
= 17.
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Apéndice

A.1. Conceptos basicos de la Teoria de Grafos

Para el desarrollo de algunas ideas necesarias en el presente trabajo se requerira
de algunos conceptos de la teoria de grafos, mismos que se exponen a continuacion.

Definicion A.1. Un grafo es un par G = (V, E) de conjuntos tales que E C [V]%
Los elementos de V' y E son los vértices y aristas de G respectivamente.

Una grafo G = (V; E') admite una representacion en el plano de la siguiente
manera: a cada vértice u € V se le asigna un punto en el plano (puntos distintos se
asignan a vértices distintos), y cada arista {u,v} € E se representa por una linea
entre los puntos que le corresponden a los vértices u y v. La manera en la que los
puntos y las lineas es dibujada es irrelevante, pues lo que interesa es saber cuales
vértices determinan una arista y cuales no. Un grafo con el conjunto de vértices V'
es llamado un grafo sobre V. El conjunto de vértices de un grafo G es denotado
por V(G) y su conjunto de aristas como E(G). Esta convencion es independiente
de los nombres asignados a estos conjuntos, asi el conjunto de vértices W de un
grafo H=(W, F’) se seguirfa denotando por V(H), no por W(H). No siempre se
distinguira estrictamente entre un grafo y sus conjuntos de vértices y aristas. Por
ejemplo, se puede hacer referencia a un vértice v € G (en lugar de v € V(G)), o
a una arista e € G (en vez de e € E(G)).

El nimero de vértices de un grafo G es su orden, se denota como |G|; el ntimero
de sus aristas es denotado por ||G||. Un grafo puede ser finito, infinito, contable,
y asi de acuerdo a su orden. Un grafo es llamada trivial si su orden es 0 o 1. Una
arista {z,y} serd escrita usualmente como xy, (o yx). Un vértice v es incidente
con una arista e si v € e; entonces e es una arista en v. Los dos vértices incidentes
con una arista son sus extremos.

48



A.1. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE GRAFOS

Dos vértices x,y de G son adyacentes, o vecinos, si xy es una arista de G.
Dos aristas e # f si tienen un extremo en comun. Dos vértices o aristas no
adyacentes seran llamados independientes. Mas ain, un conjunto de vértices o
aristas es independiente si no contiene algin par de elementos adyacentes.

Un grafo G' que satisface que todos sus pares de vértices son adyacentes es
llamado un grafo completo. Un grafo completo de orden n se denota por K".

Definicién A.2. Sean G = (V,E) y G' = (V' E’) dos grafos. Llamamos G y
G’ isomorfos, y escribimos G ~ G, si existe una biyeccion ¢ : V. — V' con
xy € B < o(X)p(Y) € E' para cada z,y € V. Una funcion ¢ que satisface lo
anterior es llamada un isomorfismo; si G = G’, es llamada un automorfismo.

Definicion A.3. Sean G = (V, E) y G' = (V' E') grafos, diremos que:
« GUG = (VUV,EUE)yGNG = (VNV,ENE).

= Si U es cualquier conjunto de vértices (usualmente de ), escribimos G — U
en vez de G[V \ U],es decir G — U es el grafo obtenido desde G por eliminar
todos los vértices en V' N U y sus aristas incidentes. Si U = {v} escribimos
G — v en vez de G \ {v}.

» El complemento G de G es el grafo sobre V' con el conjunto de aristas
[V]*\E.

Definicion A.4. Dado un vértice v de un grafo G, el grado de v, denotado por
d(v), es la cantidad de aristas que inciden con él o el nimero de vértices adyacentes
con él. Un vértice de grado 0 es aislado.

par Si sumamos todos los grados de cada vértice en de un grafo GG, entonces
contaremos cada arista de G exactamente dos veces, una vez por cada uno de sus

vértices extremos. Asi .
=53 dw
veV

Proposicion A.1. El numero de vértices de grado impar en un grafo es siempre
par.
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Demostracion. Dado un grafo G = (V, E'), entonces se cumple que

21E| =) d(v)

veV
= Z d(v) + Z d(v); donde Vi es el conjunto de vértices
veV] veVy

de grado impar y Vs de grado par

= Z d(v) + 2m para un cierto entero m (suma de nimeros pares es par)

Es decir hay una cantidad par de vértices con grado impar. ]
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