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Introduccion

Los niimeros complejos han sido objeto de estudio desde los tiempos de Cardano, de quien
podemos decir que fue el primero en multiplicar dos niimeros complejos, y al igual que él,
varios matematicos trabajaron con ntimeros complejos como raices de polinomios, aunque sin
estar plenamente conscientes de su verdadero significado. Euler, por otro lado, contribuyé de
manera significativa en darles un estatus a los niimeros complejos, fue él quien introdujo la
notacion i := /—1.

Un paso que también fue muy importante en la comprension de los niimeros complejos se
dio con la representacion gréafica de estos. Gauss fue el que le dio un completo sentido a esa
representacion grafica al identificar un nimero complejo a + ib con el punto (a, b) del plano,
y a él le debemos el término nidmero complejo.

Por otra parte, la estructura algebraica de los niimeros complejos estaba claramente defi-
nida pues la suma y el producto de complejos se entendian desde mucho antes de la represen-
tacion gaussiana. Dados dos elementos z = a +ib y w = ¢+ id en C, su suma esta definido

por:
z2+w:=(a+c)+i(b+d),

y su producto viene dado por:
2w = (ac — bd) + i (ad + bc).

Los cuaternios surgieron de los intentos de Sir William Rowan Hamilton por generalizar
las operaciones (aritméticas) de los nimeros complejos de una manera que fuese aplicable
en R3. Como los ntimeros complejos tienen dos partes, una real y otra imaginaria, Hamilton
primeramente conjeturd que necesitaba otra componente imaginaria adicional. Durante anos
batalld intentando dar sentido a un insatisfactorio sistema algebraico que contenfa una parte
real y dos imaginarias.

Sin embargo, es imposible definir un producto en R? que generalice la multiplicacién de
ntmeros complejos. En efecto, supongamos que tenemos una base para R? digamos {1,4,j}.
Asi, cualquier v € R? se puede expresar como v = a + b+ jc, donde a, b, ¢ € R. Supongamos

que se tiene un producto en R? que extiende al producto de C ~ R?, Luego, ij = A +ip+ jk,
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donde A, i, k € R, y asi tenemos

i(ij) = i(A+ip + jK)
=N+ 2+ ijk
=iA—pu+A+ip+jR)K
= Ak — p) +i(A+ pk) + jK2,

por otro lado, como se quiere que el producto en R? sea asociativo entonces i(ij) = (ii)j =
i?j = —j de esta manera:

—j = O = ) + 8N+ k) + 2,

por lo que k? = —1, lo cual es una contradiccion, pues k € R. Asi las operaciones de C ~ R?
no pueden extenderse a R3.

Fue hasta el ano 1843, a la edad de 38 anos, que Hamilton en un chispazo de inspiracion
invent6 un sistema de tres partes imaginarias que se convirtié en el algebra de los cuaternios.
Segun las propias palabras de Hamilton, el dia 16 de octubre de 1843 iba caminando con su
esposa a lo largo del Gran Canal en Dublin, Irlanda, en camino a una reuniéon de la Real
Academia Irlandesa, que él presidia, cuando de repente el pensamiento le lleg6. Concerniente

a ese momento, él después le escribe una carta a su hijo de la cual citamos un fragmento:

... Ni tampoco pude resistir el impulso -irracional como pudo haber sido- de
grabar con una navaja en una roca del puente de Brougham, cuando lo cruzamos,
la formula fundamental con los simbolos, i, j, k, como sigue: 2 = j2 = k> = —1y

17k = —1 la cual contiene la solucion al problema . . .

El proposito de este proyecto de grado es desarrollar una teoria de diferenciabilidad e inte-

gracion sobre los cuaternios H que se encuentra definido como el conjunto
H:= {q:t+ix+jy+k:z|t,x,y,z€]R}

donde i, j y k satisfacen las relaciones 2 = j2 = k* = -1y ij = —ji = k. Es posible
definir sobre H una suma y un producto que le brinda una estructura de casi-campo, i.e. H
es un algebra asociativa, con unidad, de divisiéon pero no conmutativa. Como en los niimeros
complejos, podemos describir algunas propiedades algebraicas como ser: la raiz cuadrada
de un cuaternio, la representacion polar y la formula de De Moivre que a diferencia de los
nameros complejos no son triviales de obtener [9].

Posteriormente presentaremos la nocién de la derivada de una funciéon f : H — H usando
la nocién de limite; ya que H no es conmutativa, veremos que esta definiciéon implica que f
debe ser lineal, i.e. f(¢) =a+q-bcona,be H [11].
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En consecuencia, es necesario definir de otra manera la nocién de la derivada sobre H.
Fue hasta el ano 1935, cuando Rudolf Fueter [3| propuso una definicion de funcion regular
(para funciones cuaternionicas de variable cuaternioénica) usando una nocién analoga a las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, que citamos a continuacion.

Una funciéon f : H — H es regular en ¢ € H si es diferenciable en ¢ (en el sentido real de

cuatro variables) y existe f'(q) € H tal que:
d[(dg A dg) - f] = Dq - f'(q). (1)

Como para el caso de una funciéon f : C — C, las ecuaciones de Cauchy Riemann % —H'g—g’; =0
(siendo la variable z = x + iy) son equivalentes a la existencia de un ntimero complejo f'(z)
tal que df = f'(z)dz, para una funcion f : H — H, las ecuaciones de Cauchy-Riemann-Fueter

of . of . Of of

—ti—+) 5 +k

2
ot Ox Ay 0z 0 )

(siendo la variable ¢ = t+1i x4+ j y+ k z) equivalen a la existencia de un cuaternio f’(q) que
satisface (1).

A partir de las ecuaciones de Cauchy-Riemann-Fueter (2), se obtienen resultados importantes,
a continuacion citamos uno de ellos. Si una funcion f : H — H es regular y dos veces (real)
diferenciable, entonces f es una funcién armonica, es decir, su laplaciano sobre H ~ R* es
identicamente cero. Este resultado nos brinda una manera de construir funciones f : H — H
regulares usando funciones reales armoénicas sobre R*. Finalmente, con esta rica teoria que se
tiene y usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann-Fueter (2), demostraremos los siguientes
teoremas fundamentales: teorema de Liouville, teorema de Cauchy y la féormula integral de
Cauchy [1].

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos y un apéndice. En el primer capitulo se
analizan las propiedades algebraicas basicas sobre los cuaternios, se establece la notacion, y
se introducen algunos conceptos algebraicos especiales. En el segundo capitulo se estudia la
diferenciabilidad sobre los cuaternios, donde presentaremos la nociéon de la derivada de una
funcion f : H — H usando la nocién de limite, y se describen formas diferenciales sobre H
cuaternibnicas valuadas, posteriormente definimos una funciéon regular y deducimos funciones
regulares a partir de funciones reales armoénicas sobre R*. En el tercer capitulo, construiremos
mas funciones regulares a partir de una funcion real diferenciable sobre R* arbitraria, Como
aplicacion de estudio de funciones regulares en H, veremos como reescribir las ecuaciones
de Maxwell, de la teoria electromagnética, como una sola ecuacion diferencial cuaternionica.
Posteriomente mostramos los resultados centrales que son el: Teorema de Liouville, teorema

de Cauchy y la formula integral de Cauchy.
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CAPITULO 1

El algebra de los cuaternios

No hay filosofia que no este basada en el
conocimiento de los fend6menos, pero para
obtener algin beneficio de este
conocimiento es absolutamente necesario

ser un matematico.

DANIEL BERNOULLI.

En este capitulo desarrollamos los fundamentos necesarios para la comprension del pre-
sente trabajo. Empezaremos definiendo el algebra de los cuaternios y estudiaremos algunas
propiedades algebraicas elementales y geométricas. También estudiaremos las propiedades
como el conjugado, la norma y la inversa de un cuaternio que se definen de manera analo-
ga a la variable compleja. Posteriormente estudiaremos y describiremos de manera explicita
la raiz cuadrada de un cuaternio. Finalmente hablaremos de la representacion polar de un

cuaternio. Para la comprension y el seguimiento de este capitulo se recomienda [9].

SECCION 1.1

Los cuaternios

El algebra de los cuaternios se encuentra definido como el conjunto
H::{q:t+ix+jy+kz|t,x,y,z€R} (1.1)
donde, las unidades imaginarias i, 7 y k satisfacen las relaciones
=2 =k"=-1 y ij = —ji=k. (1.2)

Usando las relaciones en (1.2), de un calculo directo tenemos jk = i, kj = —i, ki = jy

ik = —j.




N

| CAPITULO 1. EL ALGEBRA DE LOS CUATERNIOS |

Dados dos elementos ¢ =t +ix + jy + kz y qo = to + ixo + jyo + kzo de H, definimos su
suma, por
g+ qo = (t+1to) +i(z+ x0) + j(y + yo) + k(= + 20)

y su producto por la expresion
q-qo = (tto—xzo—Yyyo—220)+i(trot+tor+yzo—2y0)+Jj(tyo+toy+zro—r20)+k(t20+t02+2Yo—YyTo).

De manera natural, podemos identificar un cuaternio ¢ = t+iz+jy+kz ~ (t,x,y,2) € R?*
y por lo tanto se tiene definida una estructura de producto sobre el espacio Euclideano de

dimensién cuatro. Si consideramos la base candnica de R*,
€1 = (1707070)a €2 = (0,1,0,0), €3 = (0,0,1,0) y €é1 = (0707()’]-)7

el producto sobre H, implica que €3 = €2 = €5 ~ (—1,0,0,0) ~ —1.

En la siguiente seccion, veremos que el conjunto H, equipado con la suma y el producto
definidos encima, le brinda una estructura de algebra asociativa, con unidad, de division y
no conmutativa. Note que, la tltima propiedad distingue a H del campo de los nimeros

complejos; se dice a veces que H es un casi-campo.

SECCION 1.2
Propiedades algebraicas de los cuaternios

Consideremos ¢ ,q ,q1 € H. La suma y el producto sobre los cuaternios, satisfacen las

siguientes propiedades:
P1. (Asociatividad) Para cualesquiera ¢ ,qo ,q1 € H, tenemos (¢ + qo) + ¢1 = ¢+ (o + ¢1)-
P2. (Conmutatividad) Para cualesquiera q , gy € H, se tiene q + qo = qo + ¢-
P3. (Neutro aditivo) Existe 0 := 0+ 0 4 jO + k0 € H tal que ¢ + 0 = ¢ para todo ¢ € H.

P4. (Inverso aditivo) Para todo ¢ = t+iz+ jy+kz € H, existe —q := —t—ix—jy—kz € H
tal que ¢ + (—¢q) = 0.

P5. (Asociatividad) Para cualesquiera q ,qo ,q1 € H, se tiene (¢-qo) - ¢1 =q - (qo - q1)-
P6. (No conmutativo) En general, ¢ - gy # qo - q.

P7. (Neutro multiplicativo) Existe 1 := 1440 + j0 + k0 € H tal que ¢ - 1 = ¢ para todo
q € H.

P8. (Inverso multiplicativo) Para todo ¢ # 0 € H, existe (un tnico) ¢~ € H tal que
-1
q-q¢ =1L
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P9. (Distributividad) Para cualesquiera q ,qo ,¢1 € H, se satisface
¢ (@w+a)=aw+tea v (0+a)a=ewp-9+a-q

Las propiedades P1-P5, P7 y P9 se verifican por medio de un calculo directo. Para ejempli-
ficar veamos la demostracion de P2. Dados g = t+ix+jy+kz y qo = to+ixo+jyo+kzo € H,

tenemos

(t+ iz + jy + kz) + (to + ixo + jyo + kzo)
(t +to) +i(x + x0) + J(y + vo) + k(z + 20)
(to+1t)+i(zo+ )+ j(yo +y) + k(20 + 2)
(to +ixo + jyo + kzo) + (t +ix + jy + kz)

q+ qo

qo +q

como queriamos.

La propiedad P6 es evidente pues por ejemplo, ij # ji. La propiedad P8 sera verificada
en la siguiente seccion donde daremos una expresion para ¢ .
Adicionalmente a las propiedades P1-P9, tenemos la siguiente propiedad cuya verificacion

es directa:
P10. Para cualesquiera «, 5 € Ry g € H, tenemos (af3) - ¢ = (S - q).

Resumimos las propiedades P1-P10 de la siguiente manera: H es un algebra real asociativa,

con unidad, de divisién y no conmutativo.

SECCION 1.3
El conjugado, la norma y la inversa

Dado ¢ =t +ix + jy + kz € H definimos su parte real y su parte pura (andlogos a la parte

real e imaginaria de los nimeros complejos), respectivamente por las expresiones
Re(q) ==t y Pu(q) :=ix + jy + k=,

asi, podemos escribir ¢ = Re(q) + Pu(q). Note que Re y Pu son aplicaciones lineales sobre

R, es decir,
Re(aq + qo) = aRe(q) + Re(qo) vy  Pulag+ q) = aPulq) + Pu(qo),

para cualesquiera ¢ ,qo € H'y o € R. Diremos que un cuaternio ¢ es puro si Re(q) = 0.
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La conjugaciéon. Para q =1t +ix + jy + kz € H, su conjugado se encuentra definido por
la expresion

G :=TRe(q) —Pu(q) =t — iz — jy — kz.

La operacion de conjugacion sobre los cuaternios satisface las siguientes propiedades:

Cl. ¢+9@=9+% C4.  Relq) = q-g_@
C2. T =%1 _4—1q
C5. Pu(q)—T

para cualesquiera q , gy € H. La verificaciéon de las propiedades C1-C6 es directa, para ejem-
plificar veamos C2. Para ¢ = Re(q) + Pu(q) y qo = Re(qo) + Pu(q) € H, tenemos

q-qo = [Re(q) + Pu(q)] - [Re(qo) + Pulqo)]
= Re(q)Re(qo) + Re(q)Pulqo) + Pu(q)Re(qo) + Pulq)Pu(qo),

asi, luego tenemos

7-qo = Re(q)Re(qo0) — Re(q)Pul(qo) — Pu(q)Re(qo) + Pul(q)Pulqo)
= Re(qo)Re(q) — Re(qo)Pulq) — Pulgo)Re(q) + Pulgo)Pu(q)

[Re(qo) — Pu(qo)] - [Re(q) — Pu(q)]

. q

I
S

€como queriamos.

Por otro lado de forma analoga veamos C4. Tomemos los cuaternios ¢ = Re(q) + Pu(q)

Yy qo = Re(qo) + Pu(qo), luego tenemos

q+7q = [Re(q) + Pu(q)] + [Re(q) — Pu(q)]
= 2Re(q)

como queriamos.

La norma de un cuaternio. La conjugacion sobre los cuaternios nos permite definir una
norma sobre H de la siguiente manera. Para ¢ = t + ix + jy + kz € H, de un calculo directo

tenemos ¢ - q = t2 + 22 + y% + 22 > 0, por lo tanto, definimos la norma de ¢ como

lal =g 7= V2 +a22+y> + 22

CARRERA DE l\/[ATEMATICA‘ ’UNIV. JHONNY KAMA MAMANI
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Note que, bajo la identificacion q = ¢ + iz + jy + kz =~ (t,z,y,2) € R, la norma de q en H

conincide con la norma euclidiana del vector (¢, x,vy, z) en R*.

Dados ¢q, ¢qo € Hy A € R, la norma sobre H satisface las siguientes propiedades:

NI [IAgll = [Alllll N3. g+ qoll < llqll + llgoll
N2 g goll = ligll - llgoll N4 ¢g=0«|q=0
La prueba de las propiedades N1-N4 es inmediata. Note que las propiedades N1-N3-N4 afir-

man que H que es un espacio normado. Para ejemplificar veamos la demostracion de N2.

Para q , gy € H, tenemos

lg-all =V (2 0) @ @) = o) (@ 7
=V 9 (90 D)

= llall - llaoll

como queriamos. Por ejemplo, la propiedad N3 es la desigualdad triangular de la norma de

R*. Diremos que un cuaternio ¢ es unitario si ||g| = 1.

La inversa de un cuaternio. El conjugado y la norma sobre los cuaternios nos permite

definir la inversa de un cuaternio. Para todo g # 0 € H, definimos

1 q
q = e H
lqll”

que satisface B B
q.q 1 pr q- q pr q.q
lall*  llall?

=1.

Esto muestra la propiedad P8 de la secciéon anterior.

Notacién. Un cuaternio ¢ =t + ix + jy + kz puede ser visto como la suma de un ntimero

real ¢ y un vector iz + jy + kz ~ (z,v, 2) de R?, es decir
mn:@:t+mteKq@Rﬂ (1.3)

cont € Ry q:=iz+jy+kz € R Usando la representacion (1.3), la suma de dos cuaternios

q=t+q y qo=to+ qo viene dada por

q+qo:=(t+q) + (to+ @)
= (t+to) + (¢ + @)

CARRERA DE MATEMATICA ’UNIV. JHONNY KAMA MAMANI
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y su producto es dado por

q-qo:=(t+q) - (to+ @)
= tto + tqo + toq + ¢4
1= tto + 140 + tod — (T, @) + T X @

donde, (-,-) es el producto interior en R? y x es el producto vectorial de R3. Finalmente, la

norma de ¢ € H satisface
lall* = ¢+ |1l (1.4)

donde ||q]|? = 2* + y? + 2% es la norma del vector iz + jy + kz ~ (z,v,2) en R3.

SECCION 1.4
La raiz cuadrada de un cuaternio

Considere un cuaternio ¢ € H. Diremos que un cuaternio gy es una raiz cuadrada de ¢ si

satisface ¢2 = ¢q. Aqui, ¢2 significa el producto de ¢y consigo mismo.
0 0 S1g g

La expresion algebraica de la raiz cuadrada ¢y de un cuaternio ¢ = t + ¢ es descrita de la

siguiente manera:

1. Siqg# 0, entonces ¢ tiene dos raices cuadradas dadas por la expresion

flal+t, @ [lal—t
2 V2 ]

2. Si ¢= 0, tenemos dos casos a tratar:

o = =

a) sit >0, q tiene dos raices cuadradas dadas por
Qo = +/1.
b) sit <0, g tiene infinitas raices cuadradas dadas por
Q@ = tV—tu,

donde u es un cuaternio unitario y puro (es decir, ||u|| =1y Re(u) = 0).

En efecto, escribiendo ¢ = t+q, qo = to+ qo € H la relacion ¢ = ¢ se traduce en (to+qp)* =
t + ¢, es decir,
5+ 2todo — (G, @) + G X G6 =t +4. (1.5)

CARRERA DE l\/[ATEMATICA‘ ’UNIV. JHONNY KAMA IVIAMANI‘
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Igualando la parte real y la parte pura de ambos lados de (1.5), ya que ¢y X o = 0, tenemos

el sistema
to— (. q) =t
o — (90, G0) (1.6)
2toqo =q
Tomando normas en la segunda ecuacion de (1.6) tenemos |[2toqol]* = 4t2||@ll> = |171]* v
reemplazando en esta tltima la primera ecuaciéon de (1.6) conseguimos 4¢3(t3 —t) = ||4]|, es
decir, tenemos la ecuaciéon cuadrética en tg
4(t5)* — 4t(tg) — 411" = 0. (1.7)
Resolviendo la ecuacion cuadratica (1.7), por medio de la formula general, tenemos
o P AR _ b+ /PR _ il s

0 2(4) 2 2
la ultima igualdad es vélida por (1.4). En este punto debemos considerar dos casos:

1. Caso t+||q|| > 0. Esta desigualdad es valida para todo ¢ =t + ¢ € H; por lo tanto, de

(1.8) tenemos
t+ [lqll

reemplazando esto en la segunda igualdad de (1.6) conseguimos

=y

Go= 5 0=+

L1 1
2%

t+{a]
2 2

Note que, para todo ¢ =t+ ¢ € H, ||q|| —t > 0 siy solo si ¢ # 0. En efecto

la =t>0 & |qlf* >t
s lg*=¢ >0
S P -2 < g >0 & g#0.

En este caso podemos racionalizar la tltima igualdad y obtener

i _ot vl =t vVl =t @ fllall =t
V2 /lalP =2 V2 /P gl V- 2

Por lo tanto, ¢ = t + ¢ € H con ¢ # 0, tiene dos raices cuadradas dadas por la ecuacion

/ t g —t
_ | it gl _
2 14 2
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En el caso en que ¢ = 0, tenemos dos posibilidades:

a) t > 0. Ya que ||g|| = |t| = ¢, de (1.9) conseguimos

[t + |t
tg = =+ %H:i\/%.

Si t = 0, entonces ty = 0, y usando la primera igualdad de (1.6) tenemos que

Q@ = 6; por lo tanto, la raiz cuadrada de ¢ = 0 es
qo = 0.

Sit > 0, entonces ty > 0, y usando la segunda igualdad de (1.6) concluimos que

qQ = 6; asi, las raices cuadradas de ¢ =t + 6, con t > 0 son
qo = +Vt + 0.
b) t < 0. Ya que ||q|| = |t| = —t, de (1.9) conseguimos

t+ |t
De la primera igualdad en (1.6) deducimos que ||¢)|| = £v/—t. De esta manera,

las raices cuadradas de un cuaternio ¢ =t + 6, con t < 0, vienen dadas por

do =0+ (£vV—1) 2

ol

Podemos generalizar esto escribiendo que un cuaternio ¢ = ¢ + 0, con ¢t < 0, tiene

infinitas raices cuadradas que son de la forma
qo = + V —t u,

donde u es un cuaternio unitario y puro. Esto es evidente pues la condiciéon unitario

y puro implican que u? = —1.

2. Caso t —||q|]| > 0. Este caso es equivalente at > 0y ¢ = 0. En efecto

t—llgl >0 < 2> |q|?
s >4+ |77 < 0> g

La ultima desigualdad es valida si t > 0y ¢ = 0, que fue analizado encima.
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Ejemplo 1. Siq=t+ix+ jy+kz € H, la ecuacion cuaternionica ¢*> +1 = 0, tiene infinitas

soluciones. En efecto, como ¢* = —1 implica
(£ — 2% —y® — 2%) +i(2tx) + j(2ty) + k(2tz) = -1

wgualando la parte escalar y la parte vectorial tenemos que:

/

2?2 = ]
2tx =0
(1.10)
2ty =0
\2252: 0

Para satisfacer las tres ultimas ecuaciones del sistema (1.10) t =0 ¢ bien x =y = z = 0,
este ultimo caso es imposible ya que en la primera ecuacion del sistema (1.10), implicaria
que

=-1

lo cual es una contradiccion porque t € R. Por otro lado sit = 0, luego en la primera ecuacion

del sistema (1.10) tenemos que:

D R |

o+ 422 =1

Por lo tanto la ecuacion ¢*> +1 = 0 con ¢ € H tiene como solucion los puntos de la esfera
S? ¢ R* de centro 0 y de radio 1.

SECCION 1.5
Representaciéon polar de un cuaternio

Considere ¢ = t + ¢ € H, un cuaternio tal que ¢ # 0. A ¢ le podemos asociar un (inico)

angulo 6 € [0,27) a través de las relaciones

t
cos) = — y sinHZM __________ 4
lqll ‘

lall

que se obtienen usando la definicion de la fun-
cion seno y coseno (vea la figura). Note que se
satisface la relacion

cos? 6 +sin?6 = 1. t
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Por lo tanto, todo cuaternio ¢ =t + ¢, con ¢ # 0, puede representarse en forma polar como

q=lq| (cos@+ il sm@) (1.11)

En un sistema de coordenadas polares, el angulo # es el angulo entre el vector ¢ € R* y
el eje real. Llamaremos a 6 el argumento o amplitud del cuaternio ¢, y lo denotaremos por
0 := Arg(q), donde 0 < 6§ < 27. El angulo 6 es positivo cuando se mide en sentido contrario
al movimiento de las agujas del reloj y negativo cuando se mide en el sentido de movimiento
de las agujas del reloj.

Para cada ¢ € R® = Pu(H), definimos la unidad cuaternidnica asociada por la relacion

—»

u@) =g € H

notemos que u(q) es un cuaternio unitario y puro, ademas, satisface la relacion fundamental

—

||q_1| llgh N2 141>

Esta igualdad justifica, en algtn sentido, el nombre de unidad cuaterniénica para u(q).

=—1.

La formula de De Moivre. Considere ¢ # 0 € R? = Pu(H) y 6 un ntmero real. Para

cualquier entero n, se satisface la formula
(cos 0 + u(q) sin )" = cos(nf) + u(q) sin(nd) (1.12)

Demostracion. Demostraremos esta formula usando induccion (cuando este es positivo) so-

bre n. En el caso en que es negativo, la prueba es similar.
Sin =0, la igualdad es trivial.

Para n = 1, la igualdad es vélida. Supogamos que la féormula es valida para cierto valor n

y veamos que el resultado es valido para n + 1. En efecto, tenemos

(cos @ 4 u(q)sin8)" ' = (cos 6 + u(q) sin 6)" (cos @ + u(q) sin 0)
= (cos(n#) + u(q) sin(nh)) (cos § + u(q) sin )
= cos(nh) cos  + u(q) [sin(nd) cos § + cos(nh) sin O] — sin(nh) sin f
= cos(n + 1)0 + u(q) sin(n + 1)6

como queriamos. ]
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CAPITULO 2

Diferenciabilidad sobre los cuaternios

Ninguna cantidad de experimentacion
puede probar definitivamente que tengo
razén; pero un solo experimento puede

probar que estoy equivocado.

ALBERT EINSTEIN.

En este capitulo desarrollaremos y estudiaremos la teoria de diferenciabilidad sobre los
cuaternios H.

El desarrollo de este capitulo esta dividido en cinco secciones. En la primera seccion defini-
remos la derivada cuaterniénica como limite de un cociente incremental, donde veremos que
la derivada con la nocién de limite no es til. En la segunda secciéon estudiaremos las formas
diferenciales sobre H cuaterniénicas valuadas, que es de suma importancia para el desarrollo
y estudio del presente trabajo. En la tercera seccion, demostraremos el teorema que afirma
que las tnicas funciones H—derivables son las funciones afines. En la cuarta seccion definire-
mos de otra manera la nocién de la derivada cuaternionica, introducimos la nocién de funciéon
regular que sera equivalente a las ecuaciones de Cauchy-Riemann-Fueter. Finalmente, en la
ultima seccién desarrollaremos una teoria para construir funciones regulares de variable cua-

ternionica, para la comprension y el seguimiento de este capitulo, se recomienda [11].

La definicion estandar de la derivada de una funciéon requiere el estudio del comportamiento
de un cociente incremental. En el caso de una funciéon compleja g : C — C, la derivada

compleja en z € C esta definida por la expresion

d(z) =lm h'[g(z+h)—g(2)], heC. (2.1)

h—0

La conmutatividad de los ntumeros complejos garantiza que la expresion (2.1) no sea ambigua,

en efecto, tenemos

h='g(z +h) = g(2)] = [g(z + h) — g(2)] h . (2.2)
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para todo z, h € C. En contraste, si consideramos una funcién cuaterniénica de variable
cuaternionica, g : H — H, la igualdad (2.2) no necesariamente es valida para z, h € H

arbitrarios.

SECCION 2.1

La derivada cuaterniénica

Considerando el comentario de encima, vamos a definir la derivada de una funcién cuater-

nionica de variable cuaterniénica de la siguiente manera.

Definicién 1. Sea U C H un conjunto abierto y conexo en la topologia de H ~ R*. Dada

una funcion cuaternionica de variable cuaternionica f : U C H — H, entonces

1) diremos que f es H—derivable a la izquierda en q € U, si el limite

Iim [A~ (f(¢+h) — f(@))], heH

h—0
existe;

2) diremos que f es H—derivable a la derecha en q € U, si el limite

lim [(f(g+h) = f@)h™'], heH

h—0
existe.

Observacion 1. La teoria de funciones H—derivables a la derecha es andloga a la teoria de
funciones H—derivables a la izquierda, por lo tanto, solo consideraremos el ltimo caso, y

denotaremos dicha H—derivada (a la izquierda) por

El primer resultado conserniente a la H—derivada cuaterniénica es el siguiente.

Proposicion 1. Si f, g : U C H — H son funciones H—derivables a la izquierda en q € U,

entonces f + g es H—derivable en ¢ € U, y se tiene la formula

dif+9) _df  dg
dgq dg dq

Demostracion. Para h € H, tenemos lo siguiente

W [f(g+h) +glg+h) — fq) — g(q)]
(g +h) = (@) + (9(a + h) — g(q))]
Wt [f(g+h) = f(@]+ b glg + h) — g(q)];

R (f+9) (g +h) = (f +9) ()]
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como f y g son H—derivables a la izquierda en q € U, aplicando limite con h — 0 en ambos

lados de la igualdad anterior, tenemos que f + g es H—derivable en ¢ y ademas

d(f +g) _df , dg
dq dg dq

como queriamos. ]

Ejemplo 2. Consideremos una funcion cuaternionica constante f(q) = ¢, con ¢ € H, enton-

W flg+h) = fl@l=h""(c—¢)=0

para todo q € H; deducimos que f es H—derivable en todo q y su derivada es

Ejemplo 3. La funcion identidad, f(q) = q, satisface
R [ fla+h) = f@l=h""[(g+h) —g=h""h=1

para todo q € H; por lo tanto, la funcion identidad es H—derivable y su derivada es

Ejemplo 4. Dada la funcion, f(q) = ¢* donde q € H, notemos que
fla+h)=(qg+h)?*=(g+h)(g+h)=qlg+h)+h(g+h)=q¢"+qh+hq+h*
(el orden de la multiplicacion es importante), por lo tanto,

W f(g+h) = f(9))=h"" (¢ +qh+ hg+ D> —¢°)
=h~" (gh + hq + h?)
=h"'qh +q+ h.

Ya que H no es conmutativo, afirmamos que

lim (h_lqh)

h—0

no existe. En efecto, al tomar direcciones distintas:

a) si h=a € R, entonces

, —1 _1s -1 .
i (07 o1) = iy o™'00) =
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b) si h=1ia € H, a € R, entonces

lim (h~'qh) = h'n% (i) q(ia)]

h—0 a—
ey (ia) .
g [
= —iqi;

pero en general ¢ # —iqi, (para ¢ € R se tiene una igualdad, caso contrario no es cierto, por

ejemplo para q = j) concluimos que no existe la derivada f.

Esto no es casualidad ya que méas adelante demostraremos un teorema que indica que las

unicas funciones cuaterniénicas H—derivables son las funciones cuaterniénicas afines.

La siguiente proposicion demuestra que la nocién de derivada cuaternioénica extiende la

nocién de derivada real.

Proposicion 2. Si f : U C H — H es una funcion H—derivable a la izquierda en ¢ € U,

entonces f es real diferenciable en ¢ € U y su derivada viene dada por

_ 4

doh) =ho, heH, (2.3)

Demostracion. Ya que f es H—derivable a la izquierda en ¢ € U, se tiene que

d
Tt [ (et ) - )]
equivalentemente
d
ti |n (7o)~ @) - 5| =
Definimos la funcion r(h) := f(¢+ h) — f(q) — h;i—]; € H, luego
Fla+ ) = 7o) = ey +r(h). 2.4)

Afirmamos que la aplicacion T : H — H dada por

df
= h—
dq

r(h
es lineal y que la aplicacion r satisface lim (—)
h—0  |hl

directa, para hi,ho € H y A € R, tenemos

T(h):

= 0. En efecto, la primera condicion es
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d d
T(>\h1 + h2) ()\hl + hg) f == >\h1 f + hg f )\T(hl) + T(hg),
dq dq dq
por otro lado, tomando ¢(h) = h~'r(h) € H, la igualdad (3.9) se reescribe como
daf
fla+h)—flq) = " + hep(h)
es decir,
1 df
h="(flg+h) = fq) - a7 p(h),
h
usando la hipotesis tenemos }llfr%go(h) = 0; ya que |p(h)| = |[h7Y|r(h)| = % tenemos
—
h
}llr%% = 0. Concluimos que la funcién f es real diferenciable en ¢ € U, y su aplicacion
_>
derivada esté dada por
daf
d = h—.
]

Remarca 1. Usaremos la siguiente identificacion de los cuaternios con pares de numeros
complejos. Dado q =t + ix + jy + kz € H, tenemos

g=t+ix+jy+kz=({t+ix)+jly—iz)=u+jv € CajC,

donde, u :=t+1ix y v := y—iz son numeros complejos, esto nos brinda una identificacion de
dalgebras H ~ C & jC. Note que un nimero complejo no conmuta con la unidad imaginaria
7, pero tenemos lo siguiente

wj = Jw,

para todo w € C. En particular, una funcion cuaternionica f : U C H — H puede ser escrita

en la forma
fla) = g(u,v) + jh(u,v), g¢=u+jveH

donde las funciones g y h son funciones complejas de dos variables complejas C x C — C.

Remarca 2. Sobre el conjunto de funciones complejas de dos variables complejas CxC — C,

definimos los operadores diferenciales (de derivacion parcial compleja)

_Q_J 9 _,9 o._1(9 . 9
ou ot 'ox Yo T2 oy "9z )

De manera andloga, los operadores diferenciales conjugados
2, _1(2,.0 2 _1(0 0\
o7 ot ox Y o 2\ay  o-
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Teorema 1. Si f : U C H — H es una funcion cuaternionica H—derivable a la izquierda en

U, entonces f es de la forma,
fla) =A+qB
donde A, B son constantes cuaternionicas.

La demostracion del teorema (1) es muy larga asi que la presentamos la demostracion con

todo el detalle en la Seccion 2.3.

SECCION 2.2
Formas diferenciales cuaternionicas valuadas

En esta seccién estudiaremos las formas diferenciales sobre los cuaternios con valores cua-

ternidnicos que es de suma importancia para el desarrollo y estudio del resto del trabajo.

Sea p € H. El conjunto de vectores ¢ —p, ¢ € H (que tienen origen en p) se llamara espacio
tangente de H en p y se denotara por H,. Naturalmente, podemos identificar H, ~ H, para
todo p € H.

O-formas diferenciales. FEn analogia al estudio de formas diferenciales en R", definimos

una 0-forma diferencial sobre H, con valores en H, como una funcién
fH— H,
diferenciable, en el sentido real.

1-formas diferenciales. Una 1-forma diferencial sobre H con valores en H, es una aplica-

cion « que asocia a cada punto p € H, una aplicaciéon lineal
oy« H, — H,
del espacio tangente a p en H.

Ejemplos 1. Fijemos las coordenadas q =t +ix + jy + kz ~ (t,x,y, z) € R* ~ H.

1) Consideremos las 1-formas diferenciales candnicas de R, es decir: dt, dx, dy y dz. Por

ejemplo, tenemos que
dx:H, — RCH
a+1ib+ jc+kz — b,

es la proyeccion sobre la sequnda coordenada.
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Note que, podemos tomar cualquier combinacion cuaternionica de las 1-formas reales
dt, dx, dy, dz y obtener nuevas 1-formas diferenciales sobre H con wvalores en H. Por

ejemplo, considere la 1-forma diferencial

a=dr+idy:H, — H
a+1ib+ jc+kz — b+ic.

2) De particular interés es la siguiente 1-forma diferencial
dg:=dt+ide+jdy+kdz:H, —H
(la diferencial de la aplicacion identidad R* — R*) dada por

dg - H, — H

h o~ dq(h) = h, (2:5)

en efecto, para h = a +1b+ jc + kd € H tenemos

dq(h) = dt(h) + idz(h) + jdy(h) + kdz(h)
=a+1ib+ je+ kd
= h.

Ahora notemos lo siguiente: una 1-forma diferencial a sobre H con valores cuaternionicos
es una aplicacion

oy H, — H

que puede ser escrita como
ap =y +iol+ja)+k o (2.6)

donde las componentes Ozfg : H, — R con i = 1,2,3,4, (el indice nos indica posicién) son
1-formas diferenciales en R* ~ H, que en la base de 1-formas diferenciales en R* pueden ser
escritas como:

a; =a' dt + b dx+c dy+d' dz,

para ciertas constantes reales a’, b, ¢ y d'.

Consideremos ahora el conjunto
A (H, H) := {1—formas diferenciales sobre H cuaterniénicas valuadas}.

Con la definicién usual de suma de 1-formas y la multiplicacién por un real, no es dificil

probar que /\1 (H, H) es un espacio vectorial sobre R.
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De (2.6) tenemos que A' (H,H) = A'(RY) @ i A'(RY) @ j A" (RY) @ kA" (RY). Donde
/\1 (R*) es el conjunto de 1-formas diferenciales sobre R* y por el Apéndice A sabemos que
dim A" (R*) = 4, por lo tanto, tenemos que dimg (A' (H,H)) = 16.

Notemos que podemos definir el producto de un cuaternio con una 1-forma diferencial:

Hx A'(H,H) — A'(H H)
(qo, ) = qo-a,

donde ¢o - @ toma un punto p € H y lo envia a la aplicacion lineal

qQ-op:H, — H
q = qo-ap(q),

donde ¢o - a;,(q) es el producto cuaternionico.
Definamos el conjunto de funciones (real) diferenciables como
Diff(H,H) := {f :H — H | f es una funcién real diferenciable}.

Notemos que podemos multiplicar una funcién diferenciable con una 1-forma diferencial

que en cada punto p € H, toma el valor

(f-oz)p::f(p)-ozp:Hp — H
q = [fp)-ap(q),

siendo el dltimo, f(p) - a,(q) el producto cuaterniénico.

2-formas diferenciales. Una 2-forma diferencial sobre H con valores en H, es una aplica-

cion ) que asocia a cada punto p € H una funciéon
np + H, x H, — H

que es:

1. n, es bilineal (es decir, lineal en cada variable): para todo ¢1,¢2,q3 € H, y A € R.

(A1 + @2, 03) = Ap(q1, 3) + 1p(q2, 43)
N (@3, A1 + @2) = Ap(qs, 1) + (g3, ¢2)
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2. n, alternante; para todo ¢ € H, se tiene.

1p(q, q) = 0.
Escribiendo,
My 2= 1y 0 15 + 5 11, + K 1), (2.7)
en componentes, tenemos que 77; : H, x H, — R con i = 1,2,3,4, (el indice nos indica

posicion) son 2-formas diferenciales en R* ~ H, que en la base de 2-formas diferenciales en

R* se escriben como:
n,=a' dt ANde+ b dtNdy+ dtNdz+d de ANdy+ e du Ndz+ fF dy Adz.

para ciertos reales a’, b', ¢!, d’, e’y f'. Definamos el conjunto
A° (H, H) := {2—formas diferenciales sobre H cuaterniénicas valuadas}.

Con la definicién usual de suma de 2-formas y la multiplicacién por un real, no es dificil
probar que A’ (H,H) es un espacio vectorial sobre R.

De (2.7) tenemos que A*(H,H) = A*(RY) @i A (R*) @ j A* (R*) @ k A” (RY). Donde
/\2 (R*) es el conjunto de 2-formas diferenciales sobre R* y por el Apéndice A, sabemos que
dim A* (R*) = 6, por lo tanto, tenemos que dimg (/\2 (H, H)) = 24.

Definimos el producto de un cuaternio con una 2-forma diferencial como sigue:

Hx A*(HH) — A®(H, H)
(q0,m) = qo-m,

que en cada p € H, le asocia la aplicacién

qo-mp  H, xH, — H
(U7U) — qO'np(u7U)7

que en efecto es bilineal y alternada. También podemos multiplicar una funciéon diferenciable

con una 2-forma diferencial:

Diff (H,H) x A\*(H, H)
(f,m)

que en cada p € H, le asocia

(f-n)p = f(p)-mp :H, xH, — H
(u,v)

)
=
=
S
s
e
=

que evidentemente es una aplicacion bilineal y alternada.
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3-formas diferenciales. Una 3-forma diferencial sobre H con valores en H, es una aplica-

cién v que asocia a cada punto p € H una funcién trilineal y alternada
Vp o H, x H, x H, — H.

Escribiendo,
Yo=Yt iv ik, (2.8)

en componentes 7}, : H, x H, x H, — R con i = 1,2,3,4, (el indice nos indica posicion) que
son 3-formas diferenciales trilineales y alternadas en R* ~ H, y que pueden ser escritas en la

base de 3-formas diferenciales en R*, como
vii=a' dt Ndx Ady+ b dt ANdz Adz+ ¢ dt Ndy Ndz+dde A dy A dz,

donde cada a’, b%, ¢' y d* son constantes reales.

Consideremos el conjunto
A° (H,H) := {B—formas diferenciales sobre H cuaternionicas Valuadas}.

Con las operaciones de suma de 3-formas y la multiplicaciéon por un real, no es dificil probar
que A\’ (H,H) es un espacio vectorial sobre R.

De (2.8) tenemos que A® (H,H) = A*(RY) @i \* (R*) @ j A (RY) @ kA® (RY). Tal que
/\3 (R%) es el conjunto de 3-formas diferenciales sobre R* y por el Apéndice A, sabemos que
dim A® (R*) = 4, de donde, tenemos que dimg (/\3 (H, H)) = 16.

A continuacion definimos el producto de un cuaternio con una 3-forma diferencial

Hx A®(HH) — A®(H H)
(90,7) = q-v

que en cada punto p € H, le asocia la aplicaciéon

qo-vp: H, x H, x H, — H
(U,U,U)) — QU'VP(u7U7w>7

que en efecto es trilineal y alternada.

Veamos ahora el producto de una funcion diferenciable con una 3-forma diferencial.

Diff (H,H) x A>(H,H) — A®(H, H)
(fiv) = f-v
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definida en cada p € H, por
(f-v),=Ffp) v H,xH,xH, — H
(U,U,U)) = f(p) "Yp(U,'U,U}),
que también es trilineal y alternada.

Remarca 3. La 3-forma diferencial sobre H, de particular interés es: Dq que asocia a cada
punto p € H, una funcion
(Dq), - H, x H, x H,, — H,

definida por
Dqg:=dzNdyNdz—i dt Ndy Ndz— 75 dt Ndz Ndx —k dt \dx A dy.

4-formas diferenciales. Una 4-forma diferencial sobre H con valores en H, es una aplica-

cion § que asocia a cada punto p € H una funcion 4-lineal y alternada

0p : H, x H, x H,, x H,, — H.
dada por,
Op =0, +1 06, +j0)+ko,, (2.9)

donde 0/, : H, x H, x H,, x H, — R con i = 1,2,3,4, (el indice nos indica posicion) son
4-formas diferenciales 4-lineales y alternadas en R* ~ H, que en términos de la base de

4-formas diferenciales de R*, se escriben como sigue
0, :=a" dt Ndx Ndy N dz,

donde a' son constantes reales.

Definamos el conjunto
A (H, H) := {4—formas diferenciales sobre H cuaterniénicas valuadas}.

De forma analoga con la suma de 4-formas y la multiplicacién por un real, no es dificil probar

que A\* (H,H) es un espacio vectorial sobre R.

De (2.9) tenemos que A* (H,H) = A*(RY) @i A" (R*) & j A (RY) @ kEA*(RY). Donde
/\4 (R*) es el conjunto de 4-formas diferenciales sobre R* y por el Apéndice A, sabemos que
dim A" (R?) = 1, de donde, tenemos que dimg (A" (H,H)) = 4.

Note que también podemos definir el producto de un cuaternio con una 4-forma diferencial

Hx A'(HH) — A*(H, H)
(90,0) — qo-¢
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que a cada p € H, le asocia la aplicacion

qo - 0p s H, x H, x H, x H,, — H

(u,v,w,r) = qo-dp(u,v,w,r),

que es 4-lineal y alternada. Finalmente veamos ahora el producto de una funcién diferenciable

con una 4-forma diferencial

Diff (H,H) x A" (H, H

~—

dada en p € H por
(f-6),:=f(p) 6p:H, x H, x H, x H, — H
(w,v,w,r) = f(p)-op(u,v,w,r),
que en efecto también es 4-lineal y alternada.

Remarca 4. La 4-forma diferencial sobre H con valores en H, de particular interés es: v

que asocia a cada punto p € H, una funcion
vp - H, x H, x H, x H, — H,

definida por
vi=dt Ndx Ndy N dz.

PRODUCTO EXTERIOR DE FORMAS SOBRE H. En esta parte desarrollaremos
una nocion importante como es el producto exterior de formas diferenciales cuaternionicas

valuadas.

Producto exterior de 1-formas diferenciales sobre H. Dada las 1-formas diferenciales
a y [ cuaternidnicas valuadas, definimos el producto exterior de o y 8 como la aplicacion
que a cada p € H, le asocia

(anB),: Hy x H, — H

que es una 2-forma diferencial sobre H, definida por

(A B), = (ap+ il + job + kap) A (B} +iB2 + jBs + kBy)
= (ap ABL— a2 N By —ap ABS —an ABy) +i(an ABY+ oy ABr +ab A By — oy A B3)
j(ozll,/\ﬁg-ﬁ—ﬁl},/\ai—kaf,/\ﬁi—af,/\ﬁf,)+k(a§,/\ﬁ§+ﬁ;/\af,—kaf)/\ﬁg—ag/\ﬁz),

donde oz; A BIZ es el producto exterior de 1-formas diferenciales en R*.
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Remarca 5. De particular interés es la derivada exterior de la 1-forma diferencial dq, consigo

mismo que estd dada por:

dg N dq = (dt + idx + jdy + kdz) A (dt + idx + jdy + kdz)
=t1dyNdz+ 7 dzNdx+k dx N dy.

Producto exterior de 1-formas con 2-formas diferenciales sobre H. Sea o una 1-
forma y 1 una 2-forma, definimos el producto exterior de a y n como la aplicaciéon que a cada

p € H, le asocia la aplicaciéon
(aAmn),: Hy x H, x H, — H
que es una 3-forma diferencial sobre H, que puede ser escrito como

(a An)p = () +ial + joi + kag) A (n) + in2 + jns + ki)
= (op Amp —aZ AmE — S AnS —an Amp) +i (a2 Amp + o A1+ ol Ay — o A1)
j(a;/\n;’—knzl,/\oz;’,—kaé/\nz—a?,/\nf,)+k(a§,/\n§+n§/\a§+a§/\ng—a;’,/\nf,).

donde 04;, A 77; es el producto exterior usual de 1-formas con 2-formas diferenciales en R?.

Producto exterior de 1-formas con 3-formas diferenciales sobre H. Sea o una 1-
forma y « una 3-forma, definimos el producto exterior de a y v como la aplicaciéon que a cada

p € H, le asocia la aplicacion
(a@Ay),  Hy, x Hy x H, x H, - H
que es una 4-forma diferencial sobre H, que puede ser escrito como

(@ A7)p = (af +ia2 + jad + kad) A (vh +iv2 + jvs + ki)
:z(a}o/\’y;—aﬁ/\’yg—ag/\fyg—aﬁ/\’yﬁ)+i(a§/\'y;+ai/\’y§+ag/\fy;1—af;/\'y;’)
j(ai/\ﬁ,’%—’y},/\a]?;%—ag/\’yz—ai/\'y;)+k(a11,/\’y§+7;/\ag+a§/\7;’—az/\vz).

donde oz; A 'y; es el producto exterior usual de 1-formas con 3-formas diferenciales en R*.

Producto exterior de 2-formas diferenciales sobre H. Dada las siguientes 2-formas
diferenciales cuaterniénicas valuadas a y # definimos el producto exterior de o y 3 como la

aplicacion que a cada p € H, le asocia la aplicacion.

(A B),: Hy x H, x H, x H, — H
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que es una 4-forma diferencial sobre H, donde

(@A B)p = (af +iaZ + jol + kap) A (BY +1iB2 + jB5 + kBy)
::(a;/\ﬁé—af,/\ﬁf,—af,/\ﬁg—af)/\ﬁf,)+i(oz12,/\ﬁzl,+oz§,/\ﬁ§+oz§/\ﬁ§—a§/\ﬁfj)
G (op ABS+ By AN +ap ABE— a2 ABy) +k (ap A By + By Aoy + i A By — i ABL)

donde a; A ,8; es el producto exterior usual de 2-formas diferenciales en R

DERIVADA EXTERIOR DE FORMAS SOBRE H. En esta parte estudiaremos y
desarrollaremos también una nocién importante que es que es la derivada exterior de formas

diferenciales cuaternionicas valuadas.

Derivada exterior de 1-formas diferenciales sobre H. Dada la 1-forma diferencial o
que en componentes se escribe por o, = oz;, + ioz?, +7J af, + l{;ozé. Definimos la derivada exterior

de «, como la aplicacion da que en cada p € H, le asocia la funcion
(da), : H, — H
que es una 2-forma diferencial sobre H, dada por
(da), = day + i doj + j dos, + k dov,
siendo doz; la derivada exterior usual de 1-formas diferenciales en R*.

Remarca 6. Si f: H — H es una funcion real diferenciable, entonces
d(df) =d*f =0.
La prueba es andloga como en las formas diferenciales en R*.

Derivada exterior de 2-formas diferenciales sobre H. Dada la 2-forma diferencial
cuaternionica valuada 7. Definimos la derivada exterior de n como la aplicacién dn que en

cada p € H, le asocia la siguiente aplicacion
(dn), : H, - H
que es una 3-forma diferencial sobre Hl, definida por
(dn)p = dn; +1 dnﬁ +7 dnﬁ +k dnﬁ,

donde dn; es la derivada exterior usual de 2-formas diferenciales en R%.
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Derivada exterior de 3-formas diferenciales sobre H. Dada la 3-forma diferencial
cuaternioénica valuada 7, que en componentes en p € I, se escribe por v, = ’y;—i-i'yg + j’y;’—i-k'y;.

Definimos la derivada exterior de v como la aplicacion dy que en cada p € H, esta dada por
(dv)p - Hy — H
que es una 4-forma diferencial sobre H, definida por
(dy), == dy, + i dy;+j dyy +k dv,,

donde d%’; es la derivada exterior usual de 3-formas diferenciales en R*.

Observacion 2. Note que, hablar de la derivada exterior de una 4-forma diferencial sobre
H no tiene sentido porque una 5-forma diferencial sobre H es identicamente cero. Asi una

(n + 1)-forma diferencial sobre H, para n > 4 es identicamente cero en H.

SECCION 2.3
Demostracion del Teorema 1

Ya que f es H—derivable a la izquierda en cada punto g € U, la Proposicion 2 implica que

f es real diferenciable en ¢, y su derivada (real) es df,(h) = hd—. Usando la expresion (3.10)
q

para la 1—forma dg, tenemos df,(h) = dq(h) -; omitiendo el valor variable h, la igualdad

anterior se escribe como

daf
df, = dqg—
que a su vez, puede ser escrito como
of of of of : . df
—dt dx dy + =—d dt +id d kdz)—.
BT +a +a +azz (dt + idx + jdy + z)dq

En la igualdad de encima, o € H, por tanto podemos multiplicar en el lado derecho y
q

después igualar los coeficientes de las 1—formas diferenciales canénicas de R* (y linealmente

independientes) dt, dx, dy y dz; conseguimos las ecuaciones

o 4 ok of_ @ o d
ot dq’ Ox dq dy J dg’ 0z dq
equivalentemente
of _df of Jor _dr Lo
ot dq’ Yor dq’ (9y dq’ 9z dq
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Las igualdades de encima se escriben a su vez como

a_of __of __of _9f

dg Ot e oy dy 8z (2.10)

Usando la Remarca 1, si escribimos las funciéon cuaterniénica f en coordendas complejas,

f(@) = g(u,v) + jh(u, v),

las igualdades en (2.10) toman la siguiente forma

8g+ oh 8g+8h _ 6g_|_ oh Lk 8g+ oh
ot Var = "\ o Vo Ny Tay) = 9: s

equivalentemente,

8g+ oh Jg N Oh\ _ (Oh 4 dg .Oh N Jg
o o =\ Tlas ) P e ) T ey ) T\ Tay) T e ) T e )

Igualando la parte real y la parte imaginaria, respecto de la unidad imaginaria j, la igualdad

de encima puede separarse en dos conjuntos de ecuaciones complejas, a saber,

@ 8g oh 8h
ot 81’ 6y 82

% (9h ag ag
ot or oy Yoz

De la Remarca (1) y de las igualdades de encima, deducimos las siguientes igualdades

dg 1 [dg .0g 1 /09 Og dg 1 (09 Og
o a(a Za?)zi(ﬁ_&):(]’ %:§<E_a_x)
(300 (o oy o1 (onon)
oo 2\90y 0z 2\ 0y Oy ’ ov  2\9y 0z
B (@ )y Lo ey, (o o)
ov  2\0y 0z 2\ 0y Oy ’ oo 2\0y 0Oz
1o o) Lo oy, a1 on o0
Oou 2\ 0t ox 2\ o0t Ot ’ ou 2\ 0t ox

que de manera resumida se pueden escribir como

dg  0Oh 89 oh

il it ikl (211)
dg  0Oh
5 = B (2.12)
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oh _ 9y,
o 0t

la ecuacion (2.11) muestra que g es una funciéon holomorfa compleja en las variables u y v;

(2.13)

analogamente, h es una funcién holomorfa compleja en las variables v y w, asi, de los resul-

tados del anélisis complejo se tiene que g y h tienen derivadas parciales continuas.

Las igualdades (2.11)—(2.13) nos permitiran encontrar la forma explicita de g y h, y por
tanto, la forma explicita de f. Es lo que haremos a continuacion.

De la ecuacion (2.12), usando el teorema de Schwarz

0%g 0 (0dg 0 [(0h 0 [(0h
5= a0 (o) = a5 (a0) = e () =° 240

la ultima igualdad es valida por (2.11); al integrar (2.14) respecto de u, conseguimos

99

ou = Cl (U,’U,U),

que al derivar respecto de u nos da
0Ck ooy 0 (00) _ 0 (00}
ouw ) ou\ou) ou\ou)

donde de nuevo, la ultima igualdad es vélida por (2.11), concluimos asi que % = (4 (v,7).

Derivando de nuevo respecto de v, por (2.11),
0C, oD (D0 _ D (00} _
ov 7 ow\ou) Oul\ow)
luego % = (v), la cual finalmente integramos repecto de u, obteniendo:

g(u,v) = Cy (D) u+ Cy (V) (2.15)

Veremos ahora que C) y Cy son funciones afines. Derivando dos veces la igualdad (2.15)
respecto de U, y una vez respecto de u, conseguimos

d [9% 0 _ _ —

5 53] = o et e =t

usando (2.13) y (2.11), el lado izquierdo de la igualdad anterior es cero, asi C7(v) = 0, es

decir, C1(v) = av + b para algunos a,b € C. La igualdad (2.15) se convierte en

g(u,v) = (av + b)u + C(v);
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de manera analoga, usando (2.13) y (2.11) conseguimos

_8 oh B 0 (0g e
O—%(%)——%(%>— Cy(v)

por lo tanto, Cy(v) = ¢v+d para algunos ¢, d € C. Finalmente, conseguimos la forma explicita
de la funcién g :
g(u,v) = (a0 + b)u + cv + d,

para algunos a, b, c,d € C. De manera analoga obtenemos:
h(u, 'U) = (Cllﬂ + b1>?] + ciu+ dl,

para algunos aq, by, cq,d; € C.
Las ecuaciones (2.12) y (2.13) nos brindan relaciones entre las constantes complejas que

describen a las funciones g y h, en efecto,

dg  Oh _ o 0 (0g\ 0 (0h B

%—% = av+b—a1u+bl, %<%)—%<%> = CL—O,

%——@ = aqv+c=-—au—c ﬁ @ ——2 @ = a; =0

ou v e © v \du) v \adv P
de donde, b = by y ¢; = —c, por ultimo, la expresion explicita de g y h es

g(u,v) =bu+cv+d
h(u,v) =bv — cu + d;

Y

para algunas constantes complejas b, c,d y d;.

Para concluir el teorema, reemplazamos las expresiones de g y h, conseguimos asi

f(@) = g(u,v) + jh(u,v)
= (bu+cv+d)+j(bv — cu+ dy)
=bu+cv+d+ jbv — jcu + jd;
= (d+ jdy) + (v — ju)e + (u+ jv)b
= (d+ jdi) + (=70 — ju)e + (u + jv)b
= (d+ jdi) + (jv +u)(—jc) + (u + jv)b
= (d+jdy) + (u+jv)(b—jo)
=A+¢B

donde A := d+jd, y B := b— jc son constantes cuaternionicas, por lo tanto, f es una funcion

afin, como querfamos.
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SECCION 2.4
Funciones regulares sobre los cuaternios

En las Secciones 2.1 y 2.3 vimos que la definiciéon natural de la derivada de una funciéon
cuaternionica, como el limite de un cociente incremental, no brinda un conjunto de funciones
interesante para su estudio (vea el Teorema 1); debemos entonces definir de otra manera la

nocién de funciéon H—derivable.

En el caso de variable compleja, una funcion (real diferenciable) f : C — C es holomorfa
(C—derivable) si existe una constante f'(z) € C tal que

df = f'(2)dz,

donde dz = dx + idy es la 1—forma diferencial (usual) compleja valuada; alternativamente,

la igualdad de encima es equivalente a

af

5—0

conocida como las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Definiremos una funciéon regular (cuaternionica de variable cuaterniénica) como las fun-
ciones que satisfacen una condicion similar a la del parrafo de encima. El nombre es usado

con el fin de distinguir a las funciones estudiadas en las secciones anteriores.

Ahora daremos una definicién de funciéon regular para una funcién de una variable cua-
ternidnica que es satisfecha por una gran clase de funciones y que conduce a un desarrollo

similar de la teoria de funciones holomorfas de una variable compleja.

Definiciéon 2. Una funcion f:U C H — H es regular (a la izquierda) en ¢ € U, si es real

diferenciable en q y existe una constante cuaternionica f'(q) tal que

d[(dgndg)- f]=Dq- f'(q). (2.16)

En la definicién de encima, el lado izquierdo de la igualdad representa la derivada exterior
de la 2—forma diferencial (dgAdq)- f, que es el producto cuaterniénico de la 2—forma dg A dg,
definida en la Remarca (5) de la Secciéon 2.2 por f. El lado derecho representa el producto
cuaternionico de la 3—forma diferencial Dgq, definida en la Remarca (3) de la Seccion 2.2, con

la constante cuaternionica f’(gq).

Observacion 3. Es posible definir la nocion de funcion reqular (a la derecha) de una funcion

cuaternionica, sin embargo, la teoria que se obtiene es similar a la teoria que obtendremos.
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Definimos el operador de Cauchy-Riemann-Fueter izquierdo como:

.- (0, ,9 9 .90 g t(9 9 0 O\,
ro\ar T e ey T a:) Y T\ tar Yoy "az)

y el operador de Cauchy-Riemann-Fueter derecho como:

5 ..1(0, 90 ,, 9 9, g ._L1(0_90. . 0. 9,
mTo\ot T oy’ T oz Yoo =o\or o T ay? e ")

La siguiente proposicién describe la nocion de funcion regular en términos de ecuaciones

analogas a las ecuaciones de Cauchy-Riemann de la teoria de funciones de variable compleja.

Proposicion 3 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann-Fueter). Una funcion real diferenciable
f:UCH — H es reqular en ¢ € H si y sélo si 0,f =0, es decir, si y sdlo si
of . of . oOf af
- - —+k==0. 2.17
8t+28x+‘7 8y+ 0z ( )

Demostracion. Usando las propiedades de la derivada exterior, desarrollando el lado izquierdo
de la igualdad (2.16), ya que d(dq) = 0, tenemos:

d[(dg Ndq) - f] =d(dg ANdg) A f+ (dg Adg) Ndf =
— (dg A dg) A df

_ ¢ - of of of of
= (idy N dz + jdz A dx + kdx A dy) A <atdt+ 8xdx+ aydy+ azdz

B Of  0f of . . of
_(dxAdy/\dz)(zaerjaerkaZ)+(@dy/\dzAdtJrgdz/\dx/\dtJrkda:/\dy/\dt)at
= (dz Ndy N\ dz) ia—f+ja—f+ka—f +(idt/\dy/\dz—i—jdt/\dz/\dx—i—kdt/\dm/\dy)a—f

ox oy 0z ot

Por otro lado, desarrollando el lado derecho de (2.16) (recuerde que f’(¢q) € H es un valor
desconocido) tenemos

Dq- f'(q) = (dx Ndy AN dz —idt ANdy A dz — jdt A dz A dx — kdt A dz A dy) f'(q)
= (de Ndy Ndz) f'(q) — (idt Ndy A dz + jdt ANdz A\ dz + kdt Adx A dy) f'(q)

de donde tenemos d [(dg A dq) - f] = Dq - f'(q) siy sélo si

of of of
/ — _ 7 2 —
! —_ —_——
es decir, si y solo si (2.17) es valido. O
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Ejemplo 5. Sea f : H — H una funcion constante cuaternionica, f(q) = ¢ donde ¢ € H.

FEscribiendo f(q) = co+i c1+J ca+k c3, con ¢y, c1,¢o y c3 constantes reales, tenemos

af _ o 0 0 .0 0
k — k =0.
at at(Co—i—ZC1 +]CQ+ 03) at(CO)+Zat(61)+]8t(62)+ at( ) 0
Andlogamente,
of _of _af
ox  dy 9z

por lo tanto,

ast, f es una funcion reqular sobre H.

Ejemplo 6. Consideremos f : H — H la funcion identidad, f(q) = q donde q €
biendog=t+iz+jy+k z tenemos f(q) =t+iz+jy+k z luego

af _ o 0 0 0 0
B¢ 8t(t+zx+3y+kz) at()H@()ﬂat(Hkat() 1.
Andlogamente,
2001 _or
Vor jay 0z ’

por lo tanto,

of of of . Of
ot Tlar Ty TRe T R

luego, para cualquier ¢ € H, f no es una funcion reqular.

Ejemplo 7. Consideremos la funcion f : H — H dada por, f(q) = ¢* donde q

tenemos
flq) = (1* — 2% —y* — 2%) +i(2tx) + j(2ty) + k(2t2).

Por lo tanto,

of 0 4 2 .2 0 9 0
— =—(t"—a" -y — 2t 2t k—(2tz) = 2t 4 42 2
o = gl T Y =) i Q) + o (2ty) + ko (22) = 20+ 20 + 52y
Andlogamente,
of . 0q° . 9¢*
9L _ _or—9 99— oy —2 S S ) PR
28:(: 121 t, jay 92y —2t, gy kaz k2z t
Ast,

luego f es regular en todos los puntos q € H tal que Re(q) =t = 0.

H. Escri-

c H. Asi

+ k2z.
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Proposicion 4. Con la notacion de la Remarca (1), una funcion cuaternionica escrita en

la forma f(q) = g(u,v) + jh(u,v), donde las funciones g y h son funciones complejas de dos

variables complejas, es reqular si y solo si

99 _ oh 99 _ _0h
ow o0 Y o ou

Demostracion. Recuerde que ¢ =t + iz + jy + kz = u + jv € C @ jC, donde v :=t + iz

y v := y — 1z son numeros complejos. Usando la Proposiciéon 3, las ecuaciones de Cauchy-

Riemann-Fuerter, (2.17), se escribe como

GO0 (B0 N (0 ORY (00 o
ot ot or  Tor) T \ay "oy 9. 7oz

las partes real e imaginaria (en la descomposicion H = C @ jC), satisfacen

((‘99 0g Oh .8h) ,(8h Oh  Og .89)_0

RN J— _— — 1 —

"or "oy o) T\t 'or Tay  'a:

ot dx Oy 0z

es decir,

dg 0g Oh .Oh oh Oh 0g .0g

+iz—————i—=0 y w5 — i+ —i—=0.

ot oxr Oy 0z ot dx 0y 0z

De las igualdades de encima se deduce

§+Z%_8y+25 Y dy 0z

_— — 7 —

dg . .0g Oh  Oh dg .0g__<8h 0h)

que se convierten en el par de ecuaciones complejas

dg _oh 99 _ _oh
w v Y o ou

como queriamos.

=0,

]

Observacion 4. La Proposicion 9 nos brinda un par de ecuaciones que pueden verse como

la complejificacion de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para una funcion de una varia-

ble compleja; por otro lado, nos brinda una alternativa para la construccion de funciones

cuaternionicas requlares.

Ejemplo 8. Sea f:H — H la funcion cuaternionica dada por,

flq) = flu+jv) =u+jo.

Tenemos
99 _,_0h 99 _,__0h
A B . W

por la Proposicion 9, f es una funcion regular para todo q € H.
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Ejemplo 9. Consideremos f : H — H la funcion cuaternionica dada por
fl@) = flu+ jv) =2u+ j(2v).

Se tiene

99 ., _0Oh 99 _4__0h
omw S o Vw7 T ou

Ast, f es una funcion regular para todo q € H.

2

Ejemplo 10. Tomemos la funcion cuaternionica f : H — H dada por
fla) = flu+jv) = (W +0°) = j(0@), AER.

Entonces
99 _,_0h 99 _,__0h
o o Y a0 ouw

por lo tanto f es una funcion reqular para todo q € H.

0

Ejemplo 11. Considerando la siguiente funcion cuaternionica f : H — H dada por,
fla) = flu+jv) = (2u° = u* + 3u*0?) — j(2u7D).

Tenemos
dg Oh dg

oh
—=0= = = = 6u*T = ——
ou ow Yow s T Tow
luego f es una funcion regqular para todo q € H.

Ejemplo 12. Tomemos la siquiente funcion cuaternionia f : H — H dada por

1) = st 0 = (s ) +i (55 )

99 __0h 99 _ oh
ow - ow Y oo o

Ast, f es una funcion regqular para todo q € H.

Entonces
0

Todos los ejemplos anteriores pueden ser generalizados considerando lo siguiente: si con-

sideremos una funcién cuaterniénica de la forma

f(Q) = g(“» U) + jh(ﬂ,ﬁ)

donde ¢ = t + iz + j(y — iz) = u + jv. Entonces la condicion suficiente en la Proposicion
9 es valida, por lo tanto, la funciéon f es regular. Tenemos asi, una familia de funciones

cuaternionicas regulares.

’CARRERA DE l\/[ATEMATICA‘ UNI1v. JHONNY KAMA MAMANI




CAPITULO 2. DIFERENCIABILIDAD SOBRE LOS CUATERNIOS

SECCION 2.5
Construcciéon de funciones regulares

En esta secciéon nos dedicaremos a construir funciones regulares de una variable cuater-
nionica. El siguiente resultado que citamos a continuacion es de suma importancia para este

proposito.

Proposicion 5. Si una funcion f : H — H es regular y dos veces (real) diferenciable,

entonces f es una funcion armonica, es decir, su laplaciano sobre H ~ R*

O2f O O O°f
o T2 T o T o

A4f =

es identicamente cero.

Demostracion. Como f es una funcién regular usando la Proposicion 3, tenemos 9,f = 0,

luego, de un calculo directo

: (Oif)
.0 0 of of .0f f
R B )
Iy

.6 of / f
((‘% Z@:c 7oy ka)(t oz 7 8y+k0z)
L f f 0
“or T2 T oy T o

= Ayf

es decir, f es una funciéon armoénica. m

Remarca 7. La Proposicion 5 nos brinda una manera de construir funciones f : H — H
requlares a partir de funciones reales armonicas sobre R*. En efecto, si h : R* — R es
una funcion armdnica, usando la relacion entre los operadores de Cauchy-Riemann-Fueter a
izquierda O, ( 0, ) =0,(0), entonces la funcion f : H — H definida por

f:z@lh

_L(oh _Oh _oh ok
o ‘or oy "o

satisface

_ — — 1
Of =31 () = (9ih) = 7Ah =0,

es decir, f es una funcion reqular.
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Ejemplo 13. La funcién h : R* = R dada por h(t,z,y,z) = t* — 2* + y*> — 2% es armonica.
Esta afirmacion es inmediato de verificar,

2h 0*h  O°h  o%h
_9_949-92-0
o2 Tom T2 T a2 +

Entonces la funcion f: H — H dada por

1 /0h Oh  Oh oh
f(q) = aih(q) = 3 (a o oy k&)

=t+ir —jJjy+kz

es una funcion reqular. La ultima afirmacion es sencilla de verificar

oF Of  af 0
5§+%£+%%+w5£:u+un+ﬂ—ﬁ+k%ﬂ
—1-14+1-1
=0.

Ejemplo 14. Sea h : R* — R la funcion dada por h(t,z,y,2) = tr + yz. La funcion h es

armonica, pues
0%h N 0?h n 0?h n 0*h B
otz 0x2  Oy? 022
La funcion f : H — H dada por

0.

f(q) = dih(q)
__1(8h Oh Ok Q@)

=5\3 ~ 5, "I,

ot ‘or oy "o-

1
:§(m—it—jz—ky)

es una funcion reqular, en efecto,

of  of of of

ot Tlor oy Thas

Ejemplo 15. Consideremos h : R* — R la funcion dada por, h(t,x,y, 2) = 2t—x3+3xy*+22
que es armonica, PUues

0?h N 0?h N 0%h N 0*h
o2 o0x2 Oy 022

= —6x 4+ 6z = 0.
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La funcion f : H — H dada por

oh  Oh oh oh
r=anta) =5 (5 ~ige 5~ K5

[2 —i(—32% 4 3y*) — j(6zy) — k(2)]
+ z% (33:2 — 3y2) —j(Bzy) — k

es reqular, pues,

S i H_ + k5~ = (i3 — j3y) + j(i3y — j3x)
= —3x — k3y — k3y + 3z = 0.
Ejemplo 16. Tomemos la funcion h : R* — R dada por h(t,z,y, z) = %4— xgﬁ - % - é que

es armonica ya que

0?h N 0?h N 0?h N 0%h
o> 0x2  0y? 022

=1l+y—y—1

= 0.

Entonces la funcion f : H — H dada por

1 /0h Oh .0Oh oh
) =ante) = 5 (55 15— a5~ v5)
by Y2
~ 9 2+j4+k

es, como en los ejemplos anteriores, una funcion reqular.

Ejemplo 17. Sea h : R* — R la funcion dada por, h(t,z,y,z) = z*tz — y*tz que es una

funcion armdnica, pues

0*h  0?h  O*h  O*h
_l’_

=tz —1tz=0.
w2 o T Tan T

Luego, la funcion f:H — H definida por

oh  Oh Oh Oh
f(q) = 0h(q) = (E - Jay - k@)

= = (222 — yP2) —i(2wtz) — j(—2ytz) — k(2% — y*t)]

l\DI»—*[\DI)—\

(72— 1P2) — i(at=) + G(ut2) — k3t~ oP1)

es una funcion reqular.
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Proposicion 6. Sean u(t,z) y v(y, z) funciones reales armonicas en el plano, entonces la
funcion h : R* = R dada por

h(t,z,y,z) = u(t,x) - v(y, 2),
es armonica.

Demostracion. Como u(t,x) y wv(y,z) son funciones armonicas en el plano, entonces satis-
facen la ecuacion de Laplace, es decir

*u  O%*u 0%v 0%
ot?  Ox? oy? 022

luego tenemos

o?h  0*h  0*h  O*h  O*u 0%u 0%v 0%
o2 oz oo e Ve VT T o
Pu 0%*u v 0%
= (W+W) v+ U (W‘F@)
=0.
Por lo tanto, la funcion h(t, x,y, z) = u(t,z) - v(y, 2) es armonica. O]

Ejemplo 18. Las funciones u(t,z) = t> — 2% y v(y, z) = €Y sen z son armdnicas en el plano.
Por la proposicion anterior, la funcion

h(t,z,y,z) = (1* — 2%) - (¢! sen 2)

= t?eY sen z — x%e¥ sen z,

es una funcion real armonica sobre R*, esta afirmacion es sencilla de verificar,

0?h N 0%h N 0%h N 0*h
o2 0x?  OJy? 022

= 2¢Ysen z — 2¢¥ sen z + t?e¥ sen z — x2e¥ sen 2

— t?eYsen z + z2e¥ sen 2z

=0.

Entonces la funcion f: H — H, dada por

£(q) = ah(q) = % (5”1 _Oh  0h 8h>

ot ‘or oy "o-
1
=3 [2te? sen z — i(—2zeY sen z) — j(t%e¥ sen z — x2e¥ sen z) — k(t?eY cos z — %€ cos z)]

1 1
= (teYsenz) + i(xeYsenz) — ji(t2ey sen z — z2e¥ sen z) — ki(t%y cos z — z2eY cos 2),
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satisface
0
8_{ = eYsen z — jteY sen z — kte¥ cos z
af . :
iy =1 (1e¥ sen z + jreY sen z + kxe? cos 2)
x
= —eYsen z + kxeY sen z — jxeY cos z.
of . 1, 2 Lo 2 '
Igy =7 te’ sen z + i(xe? sen 2) —]5(75 e’senz — x°e’senz) — ki(t e’ cos z — x“eY cos 2)
Y _
: Lo 2 Lo 2
= jteY sen z — k(zeYsen z) + §(t eV senz — x°e? sen z) — i=(te? cos z — x°eY cos z).
8f . ]- 2 2 1 2 2 ]
3, = k |te¥ cos z + i(ze? cos ) —jé(t e’ cos z — x7eY cos z) + k=(t*e¥ sen z + x°e? sen z)
z

1 1
= kte¥ cos z + j(we¥ cos z) + Z;(tQGy cos z — x%e cos z) — Q(tzey sen z — x%e¥ sen 2).

Al sumar las igualdades de encima, tenemos

g iﬁ%—j%—l—kﬁ_

ot or Ty TR, =0

es decir, f es una funcion reqular.

Remarca 8. En esta seccion vimos como construir funciones requlares de una variable cua-
ternionica, a partir de funciones reales armonicas sobre R*. En el siquiente capitulo veremos,
que a partir de cualquier funcion (real diferenciable) arbitraria sobre R*, vamos a construir
funciones requlares de una variable cuaternionica que es un resultado mucho mds elegante al

que obtuvimos en este capitulo.
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CAPITULO 3

Teoria de integracién sobre los cuaternios

Las matematicas no conocen razas o
limites geograficos. Para las matematicas,

el mundo cultural es un pais.

DAvID HILBERT.

En el presente capitulo se desarrollaran los resultados centrales del presente proyecto de

grado.

El desarrollo de este capitulo esta dividido en cinco secciones. En la primera seccion
desarrollaremos algunos resultados importantes que nos permitiran demostrar teoremas fun-
damentales del presente trabajo. En la segunda seccion introduciremos notacion el gradiente,
la divergencia y el rotacional, para demostrar de una manera eficaz y sencilla el teorema de
Liouville. En la tercera secciéon se obtiene un resultado importante y elegante para construir
funciones regulares de una variable cuaternionica de una manera general. En la cuarta seccion
con todas las heramientas del capitulo dos y de la primera seccion de este capitulo demostra-
remos el teorema de Cauchy. Finalmente demostraremos la férmula integral de Cauchy. Para
el seguimiento de este capitulo se recomienda [1], sin embargo también se puede consultar
[11].

SECCION 3.1
Resultados fundamentales

Una ventaja conveniente del anélisis cuaternionico es que esta basado en unos cuantos,
aunque poderosos, teoremas sencillos, de los cuales se siguen la mayoria de los resultados
importantes. Entre estos teoremas, los principales son los siguientes: El teorema de Liouville,

el teorema de Cauchy y la féormula integral de Cauchy.

La base algebraica de estos teoremas es la siguiente proposicion:
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Proposicion 7. Sean f,g: H — H funciones diferenciables (en el sentido real), entonces

d(g-Dq- f)=dgANDq-f—g-DqAdf. (3.1)

Demostracion. Podemos ver a g como una 0O-forma, ya que Dq- f es una 3-forma, (producto
cuaternionico de la 3-forma Dgq por f), luego d(Dgq) = 0 (vea la definicion de la 3-forma Dq)

y de las propiedades de la derivada exterior tenemos,

d(g-Dq-f)=d(gNDq-f)
=dgNDq- f+(=1)°gAd(Dg- f)
=dgANDq-f+gANd(DgAN f)
=dgADq- f+gA[dDq) A f+(—1)°Dg A df]
=dgNDq-f—gADqgANdf
=dgANDq-f—g-DgANdf

como queriamos. 0

Recordando los operadores de Cauchy-Riemann-Fueter izquierda y derecha, que se defi-
ni6 en el Capitulo 2, tenemos el siguiente corolario, que es una consecuencia directa de la

proposicion anterior.

Corolario 1. Sean f,g: H — H funciones diferenciables (en el sentido real), entonces

d(g-Dq-f)=1[(0vg) - f+g-(af)]v. (3-2)
Donde v =dt Ndx Ndy N dz, es la 4-forma de volumen sobre H definida en la Remarca (4).

Demostracion. Desarrollando el lado derecho de la ecuacion (3.1) tenemos;
dgNDq- [ =

(agdt+ggd +ggd +§gdz> A (dx Ady Adz —idt A dy Adz — jdt Adz Ade — kdt Adz Ady) - f

gdt/\d:v/\dy/\dz—gd;v/\zdt/\dy/\dz—gdy/\jdt/\dz/\d:v—gdz/\kdt/\dm/\dy) f

0 0

agkdt/\dx/\dy/\dz) f
‘1?+7 +]+ggk> (dt Ade Ady Adz) - f
Z

:< gdt/\dx/\dy/\dz+6zdt/\dq:/\dy/\dz—i—g jdt Adz A dy A dz +
(rg f
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Por otro lado tenemos

g-DgNdf =
=g (dx Ndy Ndz —idt Ndy N dz — jdt Adz Adx — kdt A\ dz A dy) A gdt—i—a—fdx—l—a—fdy—i—a—fdz
ot ox Jy 0z
0 0 0 0
=g - d:U/\dy/\dz/\—fdt—idt/\dy/\dz/\—fdx—jdt/\dz/\d:v/\—fdy—k:dt/\dx/\dy/\—fdz
ot Ox oy 0z

of

)

=g - (—dt/\daz/\dy/\dz—iafdt/\dx/\dy/\dz—jgfdt/\dx/\dy/\dz—k:afdt/\dx/\dy/\dz>
Yy

ot Ox 0z

:_g'<6f of .~ of . of

=—g-(0if) (v).

)(dt/\dm/\dy/\dz)

Asi, de la ecuacion (3.1) tenemos:

d(g-Dq- f)=dgNDq-f—g-DgAdf
=[(0:9) - F+9- (Ouf)] v,

como queriamos. O

Proposicion 8. Una funcion diferenciable (en el sentido real) f : H — H es regular si y
solo st
Dqg N df, = 0.

Demostracion. Tomemos g = 1 (pues una funcion constante es regular) en la ecuacion (3.1)

y usando (3.2) tenemos

DgNdf = —d(Dq- f)

= — (glf) .

Asi, 0,f =0 siy solo si Dqg N df, = 0. n

SECCION 3.2
Terema de Liouville

En esta seccion introduciremos el gradiente, la divergencia y el rotacional, para demostrar
de manera sencilla el teorema de Liouville, y ademéas obtendremos un resultado que seré de

suma importancia para construir funciones regulares.

Comencemos definiendo el gradiente, la divergencia y el rotacional. Para eso recordemos

que H = R @ R?, donde la parte vectorial de H es R? en las variables z, y, z.
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Dada f = ¢+ : H — H = R @ R3 una funcién cuaternioénica, donde ¢ : H — R es una

funcion escalar y v : H — R3 una funcién vectorial, definimos:

» El gradiente ( 3 - dimensional, es decir, en la parte vectorial vectorial de H, R? de
variable z,y, 2 ), de ¢ es la aplicacion, V¢ : H — R3, dada por:
o .09 99

VOt gy T gy TR

= La divergencia en la parte vectorial de H, de una funcién vectorial ¥ = ¢ Y1+ 7 o+ k 13
es la aplicacion div(y)) : H — R dada por:

» El rotacional en la parte vectorial de H, de una funcién vectorial ¢ = i 91+ j o+ k 13
es la aplicacion rot(¢)) : H — R? dada por:

dy 0z
Proposicion 9. Sea U C H un dominio (abierto y conexo) y f,g : U C H — R funciones,
tales que Vf = Vg, entonces

f=g+c¢

donde ¢ es una constante real.

Demostracion. Sea u € R? y ¢ € H, asi

(VI(9),

u) = <Vg() w)
dfy(u)
f

( )

como queriamos. O

Teorema 2. Una funcion f = ¢+ :H—-H=ROR?, dondep : H—-R y 1 :H — R?,

es reqular si y solo st ¢ y 1 satisfacen el sistema

0

Y di

Bt Jgg) | (3.3)
Vo = —— —1ot(¥)
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Demostracion. Como f = ¢ + 1, entonces tenemos

Wf=00(p+1)
5 | @ i@ o G0k 04 0)
s |mernvern] =3 (G v ervu),
de un célculo directo se puede ver que V - ¢ = —div(¢) + rot (%), (visto como un producto

cuaterniénico de los cuaternios puros V = i% + 52 o T k. Oy 4 = diahy + jaho + kibs) asi

Z
tenemos:

o f = (g;b + 6;? + Vo —div(y) + rot(z/))) =0.

De donde, f es regular si y soélo si

%0 _ div(y)
ot o
V¢ = _E - fOtW),
como queriamos. ]

SECCION 3.3
Construcciéon de funciones regulares y aplicaciones

En el Capitulo 2 deducimos resultados importantes de como construir funciones regulares,
a continuacion, usando el teorema (2) vamos a obtener un resultado que permitira construir

més ejemplos de funciones regulares de variable cuaternionica.

Remarca 9. Si consideramos v = Vo, donde ¢ : R* — R, luego en el sistema (3.3) se tiene

que:
9 _ = div(Vp)
o~ ;
Vo = —5. (Vi) = 10t(Vp)

ya que div(V) = Asp (Laplaciano 3-dimensional en las variables x, y, z) y rot(Vy) = 0, el

sistema se convierte en

0
af Aszp

) ;
Vo = 5% (Vo)
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por lo tanto, f = ¢ + Vi es reqular si y solo si

% = Azp
ot

Oy : (3.4)
v (%)

Nos hacemos la siguiente prequnta: dada ¢ : R* — R una funcion arbitraria (real diferen-
ciable), sexiste ¢ tal que el sistema (3.4) es vdalido?. Si la respuesta es afirmativa, tenemos
que la funcion f = ¢ + Vi es reqular. A continuacion veremos que (3.4) siempre es solu-
ble. En la sequnda igualdad del sistema (3.4) V¢ =V (—%—f), luego por la Proposicion (1)

tenemos

I
= —— t 3.5
derivando parcialmente respecto de t, se tiene
9 _ P,
¥ "
ot~ o T CW

reemplazando la primera igualdad de (3.4), en la igualdad anterior

Asi, Ayp = (t) integrando esta ultima igualdad respecto de t obtenemos

c(t) = /A4g0 dt, (3.6)

reemplazando (3.6), en (3.5), obtenemos

Op
=24+ [A
¢ ot / ap dt,

por lo tanto, dada ¢ : R* — R una funcion arbitraria (real diferenciable), se obtiene que

9,
f= (_a_f + /AM dt) + Ve, (3.7)

es una funcion reqular de variable cuaternidnica.

El resultado que se acaba de obtener es importante, pues a partir de cualquier funcién
¢ : R* — R (real diferenciable) dada, se obtiene una funcién regular de variable cuaterniéni-

ca, a continuacion citamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 19. Consideremos ¢ : R* — R la funcién dada por o(t,z,y,z) = 22> + 3ty + 2. Se
tiene que

Oy
N = —3y.
P P 0P DPp
/A4¢dt—/<8t2 +8:1:2+8y2+8z2) dt—4/ dt =4t+c¢; ceR
Op o  Op . .
S R et R St A .
Vo za +7 8y+k8 =iz + j3t+k

De (3.7), obtenemos
fla) = f(t+iz+ jy + kz) = (=3y + 4t + ¢) + idw + j3t + k,

ast, f es una funcion reqular de variable cuaternionica, pues

of of of  Of
— 4= — 4+ k= =4+33 4 3)=0.
8t+8 +‘76y+ 9, + 73 +1i(id) + j(—=3) =
Ejemplo 20. Sea ¢ : R* — R la funcion dada por o(t,z,y,2) = tx+e¥sen z. Luego tenemos

que

9y
ot

0? 0? 0? 0?
/A4<,0 dt:/(@tf+ 8:cf+ 8yf+ 6?;5) dt:/(eysenz—eysenz) dt=c; ceR

Vgo—za—go +33_g0+k8_ =it + jeY sen z + keY cos z.
ox Ay 0z

De (3.7), se tiene que
flg)=ft+iz+jy+kz) = (—x+c)+ it + je sen z + ke cos z,

ast, f es una funcion reqular de variable cuaternionica, en efecto,

of .of .of . Of L .
R bt ATt ST N 1 y y y LY
5 +i B + 7 8y —|—kaz i+i(—1)+ j(je¥sen z + ke? cos z) + k(je¥ cos z — ke? sen z)

= —e¥Ysenz +ieYcosz —ieYcosz + e¥senz = 0.
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Ejemplo 21. Tomemos la funcién ¢ : R* — R dada por o(t,x,y,z) = t* + eYx + Inz. Asi

tenemos

9 _
ot

P P P  DPp 1
A = — [ (Dt eVy — —
/ ap dt /<8t2+83§2+0y2+822> dt /( +evx z2)dt

1
:(2+eyx—§)t—l—c; ceR.

—2t.

0 1
Vo=i—+j—+k—=1ie + je’z + k—.
x z

De (3.7), conseguimos

. . 1 ‘ . 1
flq) = ft+ iz + jy + kz) = (e’z — ;)t +cH+ieY + jelz + k:;,
ast, f es una funcion reqular de variable cuaternionica.
Ejemplo 22. Consideremos la siguiente funcion ¢ : R* — R dada por ¢(t,z,y,z) = te® +

sen?y + cos? z. Luego tenemos lo siquiente

/A4g0 dt = /(te”—i—Zcoszy—2sen2y+28en2z—200823) dt

t2
= §ex+ (2cos’y — 2sen?y 4 2sen® z — 2cos? 2)t +¢;  c€E€R.

Op Oy dp
— ] — _— k‘—
Ve e +‘70y + 0z

= ite” 4+ j2senycosy — k2 cos zsen z.
De (3.7), tenemos

fla) = f(t+iz + jy + k2)
2
=—e"+ Eez + (2cos?y — 2sen? y + 2sen” z — 2cos® 2)t + ¢ + ite® + j2seny cosy — k2 cos zsen z,

ast, f es una funcion reqular de variable cuaternionica.
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Corolario 2. Sea f = ¢+, donde ¢ : H — Ry 1 : H — R3, una funcion regular,

entonces cada componente de f satisface la ecuacion de Laplace en las variables t, x, vy, z

Demostracion. Como f es una funcion regular, por el Teorema 2, ¢ y ¢ satisfacen el siguiente

sistema,
a@f = div(y) (38)
Vo = _88_1? —rot(1)). .

Luego aplicando la divergencia div(-) en la segunda igualdad de (3.8), tenemos

div(Vo) = —div (%-f) _ div(rot(1),

de un célculo directo se puede ver que div(Ve) = Aszp y div(rot(¢)) = 0, luego en la

igualdad de encima y de la primera igualdad de (3.8) tenemos

O d . 0 (0o o
Azp = —div ( 81&) = a(dl"(iﬂ)) =5 (E) )

de donde obtenemos

8%

Er + Azp =0

A4¢ == 0
Por otro lado, aplicando el rotacional rot(-) en la segunda igualdad de (3.8), tenemos
rot(Ve) = —rot (((99_2?) —rot (rot(¢))),

como rot(Ve) =0 y rot (rot(¢)) = V (div(e))) — Azt asi en la igualdad de encima tenemos

0 = —rot (a_¢) Y (div(e) + Agth = — 2

5 2 (10t () — V (div(w)) + At

luego del sistema (3.8), en la expresion de encima tenemos

0--2 (—8—‘”—%) ~V <8¢> + Agtp

ot ot ot
0 99
W‘i‘&(vgﬁ)—V(at) —|—A3¢
o? 0
= O 4 2 (V9) — o (V6) + Al = A
Por lo tanto ¢ y v satisfacen la ecuacion de Laplace. O]
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Remarca 10. Una consecuencia directa del corolario anterior es que, si f = ¢+ es reqular,

entonces f es real diferenciable.

Proposicion 10 (Principio del maximo para funciones armonicas). Sea u una funcion ar-
monica en un dominio U C R, y alcanza un mdzimo absoluto en U ( i.e. para todo x € U,

u(x) < supu(zg) tal que o € U ), entonces u es constante.

La demostracion se encuentra en el libro de Gilbard, David. Elliptic partial differential

equations of second order [4].

Corolario 3 (Teorema de Liouville). Sea f: H — H una funcion reqular y acotada en todo

R* ~ H, entonces f es constante.

Demostracion. Como f = ¢ + 1 es regular, entonces ¢ y 1 son armoénicas por el Corolario 2
y ademas acotadas asi alcanzan su maximo absoluto, luego por el principio del maximo ¢ y

1) son constantes, por lo tanto f es constante. ]

Aplicacién. Como aplicaciéon de estudio de funciones regulares en H, veremos como re-
escribir las ecuaciones de Maxwell, de la teoria electromagnética, como una sola ecuacion

diferencial cuaternionica.

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones vectoriales (origi-
nalmente 20 ecuaciones escalares) que describen por completo los fenémenos de interaccion
entre el campo eléctrico y el campo magnético. La gran contribucion de James Clerk Maxwell
fue reunir en estas ecuaciones largos anos de resultados experimentales, debidos a Coulomb,
Gauss, Ampere, Faraday y otros, introduciendo los conceptos de campo y corriente de des-
plazamiento, unificando los campos eléctricos y magnéticos en un solo concepto: el campo

electromagnético.

Las ecuaciones de Maxwell como ahora conocemos son cuatro que citamos a continuacion.

div(E) =p (3.9)
div(H) = 0 (3.10)
10H
Eg_t+r0t(E) =0 (3'11>
10E
EE +J= rot(H) (3'12>

donde E es el campo eléctrico, H es el campo magnético y J es la densidad de la corriente; la
ecuacion (3.9) y (3.10) son la ley de Gauss para el campo eléctrico y magnético respectiva-

mente. La ecuacion (3.11) y (3.12) es la ley de Faraday y Ampére respectivamente.
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Consideremos el operador diferencial cuaterniénico

O = ——— + V,
cot +

actuando sobre funciones de variable cuaterniénica sobre Hl, donde ¢ es la velocidad de la luz

en el vacio y V es el operador gradiente en las variables x, y y z.

Proposicion 11. Las ecuaciones de Maxwell son equivalentes a la ecuacion diferencial cua-
tentonica

O (E+iH) = —p+il,
donde E es el campo elétrico, H es el campo magnético, p la densidad de la carga eléctrica y

J es la densidad de la corriente.
Demostracion. De un célculo directo tenemos:

0" (E + iH) = (—é% + v) (E + iH)

_ (_E% + v) (E) +i (—é% + v> (H)

i OE 10H
——EE—FV'E—FEE—FZV-H
i0E loH .
=5 div(E) + rot(E) + T + i (—div(H) 4 rot(H))
. - 10H | 10E
= [—div(E)] + [—idiv(H)] + [EW + rot(E)} +1 [_EE + rot(H)]
= —p+J.

Por lo tanto se tiene las ecuaciones de Maxwell si y sélo si
O (E+H) = p+iJ.

[]

Las siguientes secciones vamos a dedicar a los objetivos propuestos de este proyecto de

grado que era obterner los teoremas fundamentales de integracion.

SECCION 3.4

El teorema de Cauchy

Estudiaremos en esta parte una de las cuestiones fundamentales sobre la teoria de variable

cuaterniénica como es el teorema de Cauchy.
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Teorema 3 (El teorema de Cauchy). Si una funcion f: H — H es reqular y continuamente

diferenciable (en el sentido real) en un dominio Q C H, entonces

o0

donde 0) es una hipersuperficie cerrada (3-dimensional).

Demostracion. Como f es regular en 2, entonces es regular en cada punto g € €, y por la
Proposicién 8 se deduce que Dqg A df, = 0, para todo ¢ € €). Integrando la igualdad anterior

sobre 2 C H tenemos

/ Dq A df, = 0. (3.13)
Q

De las propiedades de la derivada exterior es inmediato ver que d(Dgq - f) = —Dq A df , luego

en la ecuacion (3.13), aplicando el teorema de Stokes tenemos
0= [ Dandt, = [ dwa-5)=~ [ Do+,
Q Q o9

de donde
o0
como queriamos. O

A continuacién citamos un resultado mas general de teorema de Cauchy.

Lema 1. Sean f,g: U C H — H funciones continuamente diferenciables (en el sentido real)

en U. Si [ es reqular a la izquierda en U \ {qo} y g es reqular a la derecha en U \ {qo},

/ 9-Dq-f=0,
o0

para cualquier hipersuperficie cerrada 02 (3-dimensional) en U, que contiene a qq.

entonces

Demostracion. La prueba es inmediata utilizando el corolario 1, tenemos

d(g-Dq-f)=1[(0,9) - f+g-(0if)] v,

donde v = dt A dxz A dy A dz es una 4-forma diferencial sobre H. Por hipotesis tenemos que f
es regular a la izquierda (es decir 0;f = 0) y g es regular a la derecha (es decir 9,9 = 0), asi

en la igualdad anterior tenemos

luego integrando sobre una region €2 C H, la igualdad de encima y aplicando el teorema de
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Stokes, obtenemos

O:/Q d(g‘Dq~f)=/8(2 g-Dq-f,

por lo tanto se tiene el resultado. O

SECCION 3.5
La férmula integral de Cauchy

La férmula integral de Cauchy expresa que los valores de una funcién regular estdn comple-
tamente determinados en cualquier lugar del interior de un dominio 2 C H por sus valores
a lo largo de 0 hipersuperficie cerrada (3-dimensional), y da una férmula explicita que

relaciona estos valores.

Teorema 4 (La formula integral de Cauchy). Sea f: U C H — H una funcion regular a la
derecha en U, si O es una hipersuperficie cerrada (3-dimensional) en U que contiene a qq,

entonces

1

o) = g . f(@) Dg-As(g—qo) "

Demostracion. Sea ¢y € Q fijo, luego consideremos la forma diferencial [f(q) — f(qo)] -
Dq - Ay(q — qo)~*, donde [f(q) — f(qo)] es una funcién regular a la derecha en U, por otro

1

lado es inmediato verificar que A4(q¢ — qo)~' es regular a la izquierda en U \ {q} ( i.e.

0;[A4(q — q)'] =0 ). Luego por el Lema 1 tenemos

0= / [f(q) = f(q0)] - Dg - Ay(q — qo) "
onN

= [ fl@) - Dq-Da(a—q)" = | flao) Dg-Aslg—q)",
o0 o0
_ -1
y de un célculo directo se puede verificar que Ay(q—qo) ™! = 4 %, asi de la igualdad
q— 4o
anterior tenemos
—1 (q— QO)_l
f(@) - Dg-As(qg—qo) =4 f(@) - Dq- =, (3.14)
a0 a0 g — qol|

luego la ultima integral sobre 0f), se puede integrar sobre una 3-esfera de centro ¢y, norma-

lizando (¢ — qo), (i.e. ¢ — qo = IIZ:ZEII tal que ||¢ — qo|| =1 ). Luego es claro que
(¢ — qo)

Dq=dS - ,
Hq—QOH
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pues, tomando normas se tiene una igualdad. De manera equivalente

(q—qo)7" 1

Daq - = -
la —aoll*  lla = goll®

- dS,

donde Dgq es el elemento de volumen cuaternionico de 02 y dS es el elemento de volumen de

la 3-esfera unitaria de centro go. Asi, en la ecuacion (3.14) tenemos

f(q) - Dq-Dalg—qo) ™ =4 / L())g'ds
o0 S(qo,1) g — qol|
=4 f(q) / ds
S(go,1)
=4 f(qo) 27°
= 81% f(qo)
por lo tanto se tiene
1 -1
flao) =5 f(q) - Dq-A4s(q — qo)
™ Joq
cOmo queriamos. O
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CAPITULO 4

Conclusiones

En las matematicas el arte de proponer
una pregunta debe tener un valor mas alto

que resolverlo.

GEORG CANTOR.

Una de las caracteristicas del presente trabajo de grado es que proporciona una descripcion
autocontenida de la teoria del anélisis cuaterniénico y ademas presenta su transversalidad a
varias ramas de la matematica, como ser Topologia, Algebra, Anélisis y Geometria Diferen-

cial.

En el presente trabajo desarrollamos una teoria de algebra de los cuaternios, diferenciabili-
dad sobre los cuaternios e intregracion sobre los cuaternios. Entre los resultados importantes
que se obtuvieron son: construcciéon de funciones regulares de una variable cuaternionica,
ademas como aplicacion de estudio de funciones regulares en H, vimos como reescribir las
ecuaciones de Maxwell, de la teoria electromagnética, como una sola ecuacion diferencial cua-
terniénica y finalmente los teoremas fundamentales como ser; teorema de Liouville, teorema

de Cauchy y la formula integral de Cauchy, que era nuestro objetivo.

Con este estudio del anélisis cuaterniénico podemos realizar estudios posteriores en geome-
tria diferencial: si consideramos una superficie en R? ~ Pu(H) o R* ~ H usando el producto
cuaterniénico desarfamos describir las principales propiedades de una superficie en R? o en

los cuaternios (R%).




APENDICE A

Formas diferenciales en R*

Las ciencias matematicas exhiben
particularmente orden, simetria y limites; y

esas son las méas grandes formas de belleza.

ARISTOTELES.

En este apéndice desarrollamos la teorfa de formas diferenciales en R*, para tener mejor
comprension del material presentado en los capitulos dos y tres de este proyecto. Sin embar-
go, por la notacion la mejor referencia para consultar este material es [2]. Si bien el objetivo
es que este proyecto sea completo y autocontenido, vale la pena senalar que una exposicion
completa de todos los temas empleados regularmente en el estudio de analisis cuaterniénico
es sencillamente inviable.

Ademés de la teoria que se desarrolla en esta seccion, se asume que el lector tiene al menos
una comprension fundamental de areas como el analisis real, analisis complejo y la teoria

bésica de grupos, anillos y campos.

Sea p un punto de R*. El conjunto de vectores ¢ — p, ¢ € R%. (que tienen origen en p) se
llamaré espacio tangente de R* en p y se denotara por R;f. Naturalmente, podemos identificar
H, ~ H, para todo p € H.

Los vectores e; := (1,0,0,0) ,es :=(0,1,0,0) ,e3 := (0,0,1,0) ,e4 := (0,0,0, 1) de la base

canénica de R} se identificaran como (e1),, , (e2), , (€3), , (€4), en el punto p.

ial. n campo v rial en S un icacion v que i un
Campo vectorial. Un campo vectorial en R*, e a aplicacio asocia a cada to

p € RY, un vector v(p) € R;ﬁ. Donde podemos escribir v como:

v(p) = Ai(p)(e1)p + Aa(p)(ea)p + Az(p)(ea)p + Aa(p)(ea)p-
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Donde \; : R* = R, con i = 1,2, 3, 4, son funciones en R?*, que caracterizan al campo vectorial

v. Diremos que v es diferenciable si y so6lo si las funciones \;, son diferenciales.

A cada espacio tangente R} podemos asociar su espacio dual (R;)* que es el conjunto de

funcionales lineales ¢ : ]R;L) — R. A continuacién vamos a definir las siguientes funciones:

(dz;), Ry — R
u = (drg), (u) = (u,e;), 1=1,2,3,4

es inmediato ver que (dz;), es una funcional lineal.

Proposicion 12. El conjunto {(dml)p,(da:Q)p : (d:cg)p,(dx4)p} es una base de (]Rfo)*, que

por lo tanto tiene dimension 4.

Demostracion. a) Veamos primero que el cunjunto dado es L.I. para eso consideremos una

combinacion lineal nula, tomando a4 , s , a3 , a4 constantes reales tenemos:
o (dl’l)p + Qo (dl‘g)p + a3 (dl’g)p + oy (dZL’4)p =0 (Al)
evaluando en la igualdad anterior e; := (1,0,0,0) tenemos

i (dx1), (e1) + ag (dxg), (€1) + a3 (dxs), (e1) + au (dz4), (e1) = 0
ag(er, e1) + asler, ea) + asler, e3) + agler, eq) =0

Oé1:0

analogamente evaluando e; := (0,1,0,0) , e3 := (0,0,1,0) y e4 := (0,0, 0, 1) en la igualdad
(A.1) se obtiene que ay =0, a3 = 0 y ay = 0 respectivamente. Asi el conjunto dado es
L.I.

b) Por otro lado veamos que el conjunto dado genera a (]Rf,)*. Sea ¢ € (Rﬁ)*, luego se tiene
que ¢ : R} — R es una funcional lineal, si u € R} entonces, u = fi(e1), + Ba(e2), +

Bs(es)p + Balea)p, pues {(e1)p, (€2)p: (€3)p: (€4)p} es una base de R). Luego

e1)p + Ba(e2)p + B3(es)p + Palea)p)
(e1)p) + B2 v ((e2)) + B3 ¢ ((e3)p) + Ba ¢ ((ea)p)
(e1)p) B1 + @ ((e2)p) B2 + ¢ ((e3)p) B3 + ¢ ((ea)) P
((e1)p) (u,e1) + @ ((e2)p) (s €2) + ¢ ((€3)p) (u, 3) + © ((e)p) (u, €4)
(€1)p) (dx1),, (u) + o ((e2)p) (dw2), (u) + ¢ ((e3)p) (ds), (u) + ¢ ((ea)p) (da), (u)

*

asi el conjunto dado genera a (Rﬁ)*. Por lo tanto dicho conjunto es una base de (Rﬁ)
O
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1-formas diferenciales. Una 1-forma diferencial en R*, es una aplicacién w que asocia a
cada p € R*, un elemento w(p) € (R2)

1) Usando la base { (dx;),, 1=1,2,3, 4}, existen funciones a; : R* — R. Tal que

w(p) = ar(p) (dx1), + az(p) (dws), + az(p) (dz3), + as(p) (dza),

equivalentemente
4

w = Z a;dx;.

=1

2) Diremos que w es una l-forma diferencial si y solo si las funciones a;, son diferenciales

(en el sentido real).

Posteriormente, consideremos A? (R%)" es el conjunto de funciones ¢ : RY x R} — R,
donde:

i) ¢ es bilineal (es decir lineal en cada variable )

olau + v, w) = ap(u,w) + ¢(v, w)
o(w, au +v) = ap(w, u) + ¢(w,v)

ii) ¢ alternante
QO(U, U) = —QO(U, ’LL)

Note que con las operaciones habituales de funciones, el conjunto A2 (R;ﬁ)* es un espacio
vectorial sobre R. Por otro lado tomando ¢; , @y € (R;)* funcionales lineales, definimos el
producto cuna:
o1 AN R xRY — R
(vi,v2) +—  det(¢i(vy)), 4,j=1,2

donde

v ) - = de e1(v1)  @1(v2)
(1 A p2) (v1,v2) : dt( ( ())

= p1(v1)pa(v2) — p1(va)pa(vr).

Asi, se tiene que @; A py € A2 (R;)*, es decir es bilineal y alternanate.
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Remarca 11. Sean ¢, s € (]R;)* y A € R, luego respecto al producto cuna tenemos:
a) o1 Agr=0.
b) w1 Apa=—pa A1

C) A (>\<P2+903) = Ap1 A\ P2 + 1 A 3.

El elemento (dxz;), A (dz;), € A? (]Rf,)*, es decir es bilineal y alternante, luego denotaremos
como (dz; A dxj)p, coni,j=1,2,3,4.

Proposicion 13. El conjunto dado por:
{(da:l A dxa),, (dzy A dxs),, (dzy A dxy),, (dzg A dxs),, (dog A dxy),, (dos A dx4)p}

es una base de A? (Rﬁ)*, que por lo tanto tiene dimension

Demostracion. La prueba es analoga a la Proposicion (12). O

2-formas diferenciales. Una 2-forma diferencial en R*, es una aplicaciéon w que asocia a
cada p € R*, un elemento w(p) € A* (R2)

1) Usando la base { (dz; A dz;),, i < j}, existen funciones a;; : R* — R. Tal que

w(p) = a12(p) (dx1 A dx2), + ar3(p) (dzy A dxs), + ara(p) (dzy A dzy),
+ ag3(p) (dzg A drz), + az(p) (dre A drs), + aza(p) (das A dzy),

equivalentemente

w = Z aijdmi A dl’j, 1,] € {1,273,4}

i<j

2) Diremos que w es una 2-forma diferencial si y solo si las funciones a;;, son diferenciales

(en el sentido real).

Posteriormente se generalizara los resultados anteriores, asi tratemos k-formas en R*, donde

k =1,2,3,4, para eso consideremos A* (Rﬁ)* el conjunto de funciones ¢ : R} x ... x R} — R,
—_—

k — wveces

donde:

i) ¢ es k-lineal (es decir lineal en cada entrada)

O(V1, ey Vi1, (QU; + W;), Vi1 ooy V) =00V, ooy Vi1, Uiy Vit 1y vey V)

+ §0<vla vy Ui—1, Wiy V10, Uk)
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ii) ¢ alternate es decir

© (%(1), s vg(k)) = e(o)p(vy, ..., Ug),

donde (o) es el signo de permutacion, es "+ si la permutacion es par v "—" si la
b)

permutacion es impar.

El conjunto A* (]Ré) es un espacio vectorial con las operaciones habituales de funciones. Sean

D1, P2y vy Pk € (Rﬁ)* funcionales lineales, luego definimos el producto cuna:

QOlAQOQA...AQOkIRf)X XR?) — R
(v1,v9, ..., v5) > det (p;(vy)), 4,j=1,2,... k.

De donde @1 Ay A ... Ao € AF (Ré)*. Se deduce de las propiedades de los determinantes
que ¢1 A pa A ... A g es en realidad k-lineal y alternante.
El elemento (dz;,), A (dxiy), A . A (dxy,), € AF (Rﬁ)*, es decir k-lineal y alternate, y deno-

taremos como (dz;, A dzg, A ... A d%’k)p con iy, g, ...,0 = 1,2, ..., 4.

Proposicion 14. El conjunto dado por; {(dmil Ndxi, A ... /\d%;k)p, 1 <4 < ... <4 <
4, i; € {1,2,...,4}, } es una base de AF (Rﬁ)*, que por lo tanto tiene dimension

(&) = =rrm

Demostracion. a) Veamos que el conjunto dado es L.I. para eso consideremos una combina-

cién lineal nula, tomando b;, ;, constantes tenemos:

11 <...<ip

evaluando en (ej,,...,€j5.), J1 < ... <Jr, Ji €{1,2,...,n} laigualdad de encima tenemos

Z buzkdxn A\ deiQ VANRUIAN dxik(ejl, ey ejk) = 0

11 <...<tp

Z bzlzkdet (d:tzj) (ejl> = 0

11 <...<tg

bj - 0

1.-Jk

pues

(dxij) (ejz)

1 sii;=3j
0 si Z]#jl
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b) Ahora mostraremos que si f € A¥ (]RZ)* entonces f es combinacion lineal de la forma.

11<...<i

para eso, estableceremos

9= Z f(ez‘l, --~,€ik)d$i1 Ndzi, N ... N\dx;,

11 <...<ig
de donde g € A* (]RZ)*, luego evaluando en (e;,, ..., e;, ) la igualdad anterior tenemos lo
siguiente:
g<€i17 ) eik) = f(eiu ) eik)'
Para todo i, ..., 4, asi f = g. Estableciendo f(e;,, ..., €;,) = bi,..i,, obtenemos la expresion

*

anterior para f. De donde se concluye que el conjunto dado es una base de A* (RZ)
m

k-formas diferenciales. Una k-forma diferencial en R*, es una aplicacién w que asocia a
cada p € R, un elemento w(p) € A* (Rf,)*.

1) Usando la base { (dxiy Ndxg, A ...\ dxik)p, 1< <. . <y < 4}, existen funciones
ai,..i, - R* = R. Tal que

w(p) = Z iy i, (P)dxiy ANdxiy Ao Ndxg,, ;€ {1,2,...,4}

11 <...<ig

2) Diremos que w es una k-forma diferencial si y solo si las funciones a;,._;, , son diferenciales

(en el sentido real).

Para mayor comodidad de notacion denotaremos por I la k-upla (i1, ...,4), 1 < i3 < ... <

ir <4 coni;€{l1,2,..,4} y usaremos la siguiente notacion para la k-forma w.

w = Z ardxy.

1

De ahora en adelante, nos restringiremos a las k-formas diferenciables y las llamaremos sim-

plemente k-formas.

A continuacién estudiaremos y desarrollaremos nociones importantes que son el producto
exterior y la derivada exterior de formas diferenciales en R*. Note que es posible sumar formas

diferenciales en R* del mismo grado, como se define a continuacion.
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Sean w y ¢ k-formas en R*:

w=Y ardry, T=(ir,...i), 1 <iy <. <ip <4,
I

o= bdry, IT=(ir,...ix), 1 <iy < ... <ip <4,
I

luego definimos la suma de w y ¢ como:

W+ = Z (ar + by) dzx;y.

1

SECCION A.1
Producto exterior de formas en R*

En esta parte estudiaremos y desarrollaremos una nocién importante que es el producto
exterior. Si w es una k-forma y ¢ es una s-forma en R*, podemos definir su producto exterior

w A @, que es una (k + s)-forma de la siguiente forma.

Definicién 3. Dados w una k-forma y ¢ una s-forma en R, tal que
W = Z (Z[dll)[, I = (il,...,ik), 1<y <. <y, <4

I
o= bydry, J={(i1,.i), 1<ip<.. <i <4
J

luego el producto exterior de w y p se define como:

AAR A s AR
(w,0) = wAp

donde

WA Q= Z arbydxr Ndxy.
1J

Ejemplo 23. Sea w = x1dx; +xodws+x3d7s una 1-forma en R® y o = x1dxy Adwy+day Adas
una 2-forma en R®. Sabiendo que dz; Ndx; =0 y dx; Ndx; = —dx; Ndx; parai # j, tenemos

wA @ = (r1dry + rodry + x3dxs) A (x1d2y A dXg + day A drs)
= xadxe N dxy A dxs + x321dr3s A dry A dzs
= —xodry N\ dro N drs + x3zidry A dxg N drg
= (w371 — x2)dwy A drg A dxs

donde w A\ ¢ es una 3-forma.
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Proposicion 15. Sea w una k-forma, ¢ una s-forma y 6 una r-forma. Entonces:
a) (WAQ)ANO=wA(pAB),

b) (wAe) = (-1)"(pAw),
c) wA(p+0)=wAp+wAb, si r=s.

Demostracion. La prueba de (a) y (¢) es inmediato, para ejemplificar veamos la (b). Sean
w = Z a[dilfj, I = (il, ...,ik), 1< <. <, < 4,

o= bydry, J={(i1,.,i), 1<ip<.. <i <4

Entonces

wszz arbydx; N\ dxy
1J
= Z arbydx;, A ... Ndx;, Ndzj A ... N\dz;,
1J
= Z byar(=1)dx;, A ... Ndx;,_, Ndxj, Adxg, A ... A\ dx,
1J

= Z byaj(—1)*dzj Adi, A ... Ndxi, Adag, A .. A dy,.
I

Como J tiene s elementos, obtenemos repitiendo el argumento anterior para dx;, 7j; € J,
wAp= Z byaj(=1)*dzj A ... Adxj, Adzi, A ... A dy,
JI
= (=1)ks Z bjardx; N dxg
JI
= (_)ks(p N w,
como queriamos. O

Remarca 12. Aunque dx; A\ dx; = 0, no es cierto que para cualquier forma w Aw = 0, si
w = x1dxy N dre + xodx3 N dry, entonces

wAw = (x1dr) A\ drg + xo9dxs A dry) A (z1dxy A dTg + Todxs A day)
= ZL’lde'l VAN d!L’Q A l‘ngg VAN d$4 + fL‘le’g A dZL‘4 A [L’ld$1 VAN dl’g
== 2I1I2d$1 VAN d.TQ VAN dl’g VAN dl’4.
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SECCION A.2
Derivada exterior de formas en R*?

Definiciéon 4. Seaw = Z ardx; una k-forma en R*. La derivada exterior dw de w se define

I
como:

d: N — AFfL
w = dw

donde
dw := Z dar Ndzxy.
I

Ejemplo 24. Sea w = xyzdz + yzdy + (x + z)dz y calculemos dw.

dw = d(zyz) Ndx + d(yz) Ndy + d(z + 2)dz
= (yzdz + xzdy + xydz) A dz + (2dy + ydz) A dy + (dx + dz) A dz
= xzdy N dx + zydz N dx + ydz N dy + dz N dz
= —zzdx Ndy + (1 — zy)dx N dz — ydy N dz.

Proposicion 16. Citamos algunas propiedades de la derivada exterior.

a) d(w; + we) = dwy + dws, donde wy y we son k-formas,

b) dlw A @) =dwA o+ (=1)kw Adp, donde w es una k-forma y ¢ es una s-forma,
¢) d(dw) = d*(w) = 0.

Demostracion. La prueba de (a) y (b) es inmediato, para ejemplificar veamos la prueba de

(c), para eso consideremos dos casos.

1. Supongamos primero que w es una O-forma. Es decir w es una funcion f : R* = R que

asocia a cada (z1,...,24) en R* el valor f(xy,...,74) en R. Entonces

4

_ of N\ _N~ (0 IR A N
d(df) = d <j1 G—%dxj> = ; d (a_x) Ndzy =" (Z S, i dxj> .

j=1 \i=1

Ya que 8328{% = ai-zgxi y dz; ANdxr; = —dz; N dx;, 17 j, luego se obtiene que

d(df) => ( Of O°f ) dz; A dx; =0,

i< 89518% B 8%8951
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2. Sea w = ) ; ardxy, por (a) podemos restringir al caso w = a;dx; y luego por (b),
tenemos

dw = d(ardxr) = d(a; A dxy) = day Adxy + ap A d(dxy).
pero se tine que d(dx;) = d(1) A dz; = 0. Por lo tanto,
d(dw) = d(dal N d$[) = d(da;) VAN dﬂ?[ + da] VAN d(dl’]) = 0,

ya que por el primer caso d(da;) =0y d(dxy) =0

cOmo queriamos. O
Definicion 5. Dada w una k-forma diferencial, luego se tiene las siguientes

a) Una k-forma diferencial w = E ardz; se llama cerrada si su deriwada exterior es cero

I
es decir:

dw = 0.
b) Una k-forma diferencial w = Z ardry se denomina exacta si existe otra una (k —1)-

I
forma v tal que su derivada exterior es precisamente w es decir:

dv = w.

Finalmente citamos el siguiente resultado importante, donde se emplea en la prueba del
teorema de Cauchy y la formula integral de Cauchy.

Teorema 5 (Teorema de Stokes). Sea w una forma diferencial de clase C*, de grado m, con
soporte compacto, en una hipersuperficie orientada M, de dimension m + 1, cuya frontera

OM estd proporcionado de la orientacion inducida. Entonces

/dw:/ w.
M oM

La demostracion se encuentra en libro de Elon Lages Lima. Curso de andlisis volumen 2

7.
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