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CAPITULO 1

Introduccion

1.1. Introduccion

% ahora, después de estudiar los grupos, subgrupos, cocientes y homomor-
fismos, el primer teorema genérico sobre grupos finitos que probamos es el teorema de
Lagrange, el cual restringe el orden de los subgrupos que un grupo finito dado puede
tener. Llegamos a un punto en el cual podemos probar los reciprocos parciales del teo-
rema de Lagrange y que constituyen el inicio del estudio de los grupos finitos, a partir
de los teoremas de Sylow. Presentaremos resultados sobre la teoria de p-grupos, y entre
ellos los teoremas de Sylow.

Introduciremos el calculo conmutador, es una de las herramientas mas importantes para
estudiar grupos nilpotentes. El centro de un grupo y otras nociones que rodean el con-
cepto de conmutatividad son definidos. Por definicion el conmutador de dos elementos
g, h en un grupo G es el elemento [g, h] = g~*h~'gh. Claramente [g, h] = e cuando g y
h conmutan. Esto conduce a una natural conexion entre elementos centrales y conmu-
tadores triviales.

Perseguiremos el estudio de grupos en un nivel mas profundo. Un método de investi-
gacion comun en algebra es romper una estructura compleja es simples subestructuras.
Entonces puede ser posible en algtin sentido sintetizar esas subestructuras para recons-

truir la estructura original. Para esto el concepto basico es el de serie de un grupo G,
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esto significa una cadena finita de subgrupos de G.

Probaremos el Teorema de Jordan-Holder que proporciona detalles sobre una deter-
minada serie, llamada serie de composicion, afirma que el conjunto de grupos simples
G; (los factores de composicion) esta univocamente determinado por G, es decir no
depende de la serie elegida. Se podria decir que los grupos simples juegan en la teoria
de grupos finitos el papel que los nimeros primos hacen en la teoria de ntimeros. Un
grupo G es simple si no tiene subgrupos normales (salvo {e} y G).

A partir de reiteradas operaciones de centros y conmutadores sobre el grupo G se ge-
nerara la serie central, y en elgiin ntmero positivo la serie central se estabiliza. Asi
diremos que el grupo G es nilpotente. La clase de grupos nilpotentes es cerrada bajo
subgrupos, la imagen homomorfica, grupos cocientes y productos directos finitos, por
ejemplo, probaremos que cada subgrupo de un grupo nilpotente es subnormal, y asi
satisface el llamado condicion normalizador. Entre los ejemplos clasicos de grupo nil-
potente, cada p-grupo finito es nilpotente, p un nimero primo. Todo grupo abeliano
es nilpotente, de esto lograremos probar el teorema de la estructura de grupos finitos
abelianos.

Los grupos nilpotentes se encuentran entre las clases de grupos abelianos y solubles, es
decir todo grupo abeliano es nilpotente y todo grupo nilpotente es soluble.

Para terminar exhibiremos un teorema sobre la caracterizacion de un grupo nilpotente
finito, que nos permitira determinar la nilotencia del grupo. Y para concluir un criterio

de grupo nilpotente por el subgrupo de Frattini.

1.2. Justificaciéon

La teoria de grupos nilpotentes finitos forma parte de la estructura de grupos finitos.

El teorema que consiste en demostrar equivalencias de otras propiedades de grupos, nos
da una caracterizacion de grupos nilpotentes finitos que proporcionaran una elecciéon
para mostrar que un grupo es nilpotente finito. Esto deriva a criterio propio su eleccién
para la demostracion de proposiciones que impliquen la nilpotencia de un grupo, con el

rigor de justificar su razonamiento.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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1.3. Importancia y aportes

Los grupos nilpotentes son proximos a los grupos abelianos. Mas atn se parecen a los
grupos abelianos, el caso particular es que todo grupo abeliano es nilpotente y no asi
el reciproco.

En la teoria de nudos, resultados pueden ser reescritos en términos de teoria de grupos,
es el caso de que el invariante de nudos esta relacionada con la condicién de nilpotencia,
es decir "FEl invariante de nudos Fg es constante si y sdlo si el grupo G es nilpotente".
Hoy en dia el alcance de la Teoria de Nudos se extiende por fuera del campo de la
matematica, en Biologia, en el estudio de replicacion y recombinacion del ADN. En fisica
los grupos nilpotentes se relacionan con la cuatificacion de la deformacion (relacionada

con la rotacion).

1.4. Antecedentes

Un resultado ya conocido en teoria de grupos, antes de 1964 es el siguiente:

Si un grupo G es nilpotente, entonces todos sus subgrupos son subnormales. (*)

Una pregunta natural que surgié fue sobre la validez de la reciproca de (*). El primer
paso en este sentido fue dado por R. Dedekind en (1897), que determiné todos los
grupos finitos tal que cada uno de sus subgrupos sean normales. Mas tarde en 1933,
R.Baer extendio este resultado para los grupos arbitrarios (infinitos).

Roseblade, en (1964), consigui6é probar que para un grupo ser nilpotente, es suficiente

que sus subgrupos sean subnormales.

1.5. Planteamiento del Problema

En la teoria del anillo, un elemento a se llama nilpotente si no es cero y este en alguna
potencia positiva es cero. Un tratamiento anélogo en teoria de grupos es el estudio de
grupos nilpotentes. Es decir, aplicando reiteradas operaciones sobre el grupo, la serie
ascendente se estabiliza alcanzando el grupo GG y similarmente la serie descendente se

estabiliza alcanzando el grupo trivial. Esto proporciona una clase de nilpotencia, que

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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es una medida de a qué distancia de un abeliano se encuentra un grupo nilpotente.
Luego a partir del subgrupo subnormal, la condiciéon de normalizador, el subgrupo ma-
ximal y el subgrupo de Sylow, se busca dar condiciones equivalentes que sean facilmente

aplicables para determinar si el grupo es o no nilpotente finito.

1.5.1. Problema

A partir de las condiciones equivalentes que nos permitiran determinar la nilpotencia
de un grupo finito, jcémo reunir tales condiciones y presentar una caracterizacion sobre

grupos nilpotentes finitos?

1.6. Objetivos

Objetivo General: Establecer una caracterizacion sobre grupos nilpotentes finitos, a
partir de la teoria a desarrollar.

Objetivo Especifico:

* Introducir serie central de un grupo, empleando la nocioén del conmutador y el centro
de un grupo.

* Estudiar propiedades de los grupos nilpotentes.

* Mostrar a partir de las afirmaciones del Teorema , el teorema de estructura de

los grupos finitos abelianos.

1.7. Marco tedrico

Los enunciados que forman parte del teorema tienen un significado preciso en la teoria

de grupo nilpotente finito.

Teorema 1.1. (Teorema sobre la Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos.)

Sea G un grupo finito. Los siguientes son equivalentes:
1. G es nilpotente;

2. Cada subgrupo de G es subnormal en G;

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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3. G satisface la condicion de normalizador;

4. Cada subgrupo mazimal de G es normal en G;

5. Cada subgrupo Sylow de G es normal en G;

6. G es isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow;

7. Sia,be G y(al,|b]) =1, entonces a y b conmutan en G.

1.8. Alcance

Estudio de la teoria de grupos nilpotentes finitos y teoria necesaria para demostrar el

Teorema ((1.1)). Mas atn un criterio a partir del subgrupo de Frattini.

1.9. Metodologia

1. No presencial: Trabajo personal del estudiante
* Estudio de textos y articulos citados referentes al tema de estudio previos a la
exposicion.

* Preparacion y elaboracion del trabajo de proyecto de grado.

2. Presencial: Interaccion profesor-estudiante
* Seminarios: Desarrollo del contenido teorico en pizarra y el uso de equipos de
visualizacién, como apoyo a la presentacion oral.
* Tutorias: Resolucion de las dudas que surjan durante el desarrollo del contenido
tedrico y seguimiento del trabajo.
* Exposicion/Defensa: Exposicion y defensa del trabajo de proyecto de grado,

utilizando los equipos oportunos para la visualizacion.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos



CAPITULO 2

CAlculo del Conmutador

%a primera seccion, el conjugado de elementos y subgrupos como el centro de
un grupo son definidos. Resultados y ejemplos que involucran el centro de un grupo son
dados. En la segunda seccion, trata las identidades relacionadas al grupo conmutador de
elementos. Esto lleva a una conexién natural entre elementos centrales y el conmutador
trivial. En la tercera y cuarta seccion, el subgrupo conmutador como sus propiedades

son presentados.

2.1. Conjugados y elementos centrales

Definicion 2.1. Conjugados
Sean g, h elementos de un grupo G. El conjugado de g por h, denotado por g", es el
elemento h=tgh de G.

Teorema 2.1. Supongamos que g, h y k son elementos del grupo G. Entonces (gh)* =

g* R (g7 = (") y (¢")F = g™
Demostracion.
(gh)F = k7 ghk = k' g(kk~ " hk = (K~ 'gk) (k™ hk) = gFh*.

(g =h"lg " h=(h""gh)" = (¢")".
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(g")"F = (h'gh)* = k'h ' ghk = (hk) ' g(hk) = g"*.

Definicion 2.2. Subgrupos Conjugados
Sean H y K subgrupos de un grupo G. Decimos que H y K son conjugados en G si
hay un elemento g en G tal que H = g7'Kg.

En particular, cada subgrupo normal de G es conjugado asi mismo.

Definiciéon 2.3. El centro Z(G)

Sea G un grupo, un elemento g € G es llamado central si este conmuta con cada
elemento de G.

El conjunto de todos los elementos centrales de G es llamado el centro de G y es

denotado por Z(G). Ast
Z(G) ={g € G : gh = hg para todo h € G}

={ge€ G:g¢" =g para todoh € G}.

» Es inmediato comprobar que si G es abeliano, si y solo si G = Z(G).

» El centro Z(G) es un subgrupo normal abeliano de G.

Sean GG y H grupos, entonces el producto directo de G y H sera escrito como G x H.
Teorema 2.2. Sean H y K grupos, entonces Z(H x K) = Z(H) x Z(K)

Demostracion. Sea (h,k) € Z(H x K) entonces (h,k)(xz,y) = (x,y)(h, k) para todo
(x,y) € H x K luego (hz, ky) = (xh,yk), para todo x € H y para todo y € K, tal que
hx = xh para todo x € H y ky = yk para todoy € K, por tanto h € Z(H) y k € Z(K)
esto es (h, k) € Z(H) x Z(K).

El reciproco se muestra de manera analoga. O]
Corolario 2.3. Si G = Gy X --- X Gy, entonces Z(G) = Z(Gh) x Z(Gy,).

Teorema 2.4. Sean Gy y Go cualesquiera dos grupos, entonces

(Gl X Gz) ~ Gl GQ
Z(Gi x Ga)  Z(Gh) ~ Z(Ga)

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos



2. CALCULO DEL CONMUTADOR 8

Demostracion. El mapeo v : Gy X Gy — (Z(G1 )) X (

o Z(GG22) ) definida por

(91, 92) = (01 Z(G1), 92Z(G2))

es un homomorfismo sobreyectivo natural, cuyo kernel es Z (G xG3), en efecto v(g1, g2) =

(91Z(G1), g2Z(G5)). Asi por el primer teorema de isomorfismo se tiene

G1XG2

— =] .
Ker(y) m(7)
Es decir
(Gl X Gg) ~ G1 % GQ
Z(Gl X GQ) Z(Gl) Z(Gg)
O
Ejemplo 1. Sea S, el grupo simétrico sobre el conjunto S = {1,2,...,n}, y sea e el

elemento identidad de S,,, Sy tiene centro trivial pues Sy = {e}. Mas ain, Z(S3) = So,
pues Sy es abeliano.

Mostraremos que Z(S,) = {e} para n > 2. Supongamos, lo contrario, que Z(S,) es no
trivial. Sea e # o € Z(S,). Queremos encontrar T € S,, tal que o1 # To. Como o # e,
existe a, b € S a # b, tal que o(a) = b. Sea T € S, tal que 7(b) = ¢ y 7(a) = a, donde
ce S —{a, b}. Entonces

(too)(a) =7(c(a)) =7(b) =c (2.1.1)

(coT)(a)=0c(r(a)) =0c(a) =0 (2.1.2)

En consecuencia de (2.1.1) y (2.1.9) se tiene (T o o)(a) # (o oT)(a). Por tanto o no

esta en el centro de Z(S,). Luego la inica permutacion que esta en Z(S,) es e.

Ejemplo 2. Sea A, el grupo alternado sobre el conjunto S = {1,2,...,n}. Este es
el subgrupo de S, consistiendo de todas las permutaciones pares. Notemos que A; =
Ay = {e}, y Az es el grupo ciclico, pues tiene orden 3. Por tanto, Z(A,) = A, para
n=1,2,3, pues los grupos son abelianos.

El centro de Ay es trivial, la prueba es similar al ejemplo 1, asumamos que Z(Ay)
es no trivial, sea o # e un elemento de Z(Ay). Luego existe elementos a,b € S, tal

que o(a) = b. Ahora sean c,d € S diferentes de a y b, y sea T = (b ¢ d). Luego

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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(coT)(a) # (Too)(a), contradiccion.
Ahora el grupo A, es simple (definicion- para n > 5. Entonces, Z(A,) = A, o

Z(Ay,) ={e}. Si Z(A,) = An, entonces A, deberia ser abeliano, esto no es cierto, pues
(123)(345)#(345)(123).

Asi A, no es abeliano. Por tanto Z(A,) = {e} paran > 5.

2.1.1. Subgrupo central y el centralizador

Definicién 2.4. Subgrupo central

Un subgrupo H de un grupo G es llamado central si H < Z(G).

» Es inmediato comprobar que: Si H < Z(G) entonces H < G.

Relativo al centro de un grupo es el centralizador de un subconjunto de un grupo.
Definicion 2.5. El centralizador

El centralizador de un subconjunto no vacio X de un grupo G es:

Ce(X)={9€G:9g'zg=2,Vr € X} ={g€ G :x9=gx, Vz € X}

Si X = {«}, entonces escribimos Cg(z), el centralizador de x.

= Ce(X) <G.

Si X =G, Ca(G) = Z(G).

MNeea Calz) = Z(G).

Si H <G, Co(H) = ey Calh).

2.1.2. El centro de un p-Grupo
Definiciéon 2.6. Sea p cualquier primo. Un grupo G es llamado un p-grupo si cada
elemento de G tiene orden una potencia de p.

Teorema 2.5. Sea G un p-grupo finito no trivial para algin primo p, entonces Z(G) #

{e}.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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Demostracion. Supongamos que |G| = n. Consideremos la ecuacion de clase de G
Gl =12(G)| + Y _IG : Calan)].
k

Sea zp € G un elemento no central para algin 1 < k < n, entonces Cg(xy) es un
subgrupo propio de G, es decir x, ¢ Z(G), entonces Cg(xy) # G. Luego, [G : Cq(zy)]
es una potencia positiva de p. Consecuentemente, cada sumando en la suma

> IG : Calw)]

k

es divisible por p. Como p divide |G| por hipotesis, p también divide |Z(G)|. Por tanto,

Z (@) contiene elementos no triviales. Por tanto Z(G) tiene al menos p elementos. [

2.2. El conmutador de elementos de un grupo

En esta seccion definiremos el conmutador de elementos de un grupo.
Definicion 2.7. Sean g y h elementos de un grupo G. El conmutador de g y h,

denotado como [g, h] es:

lg.h] =g ' gh=g"'¢"
Si g, h conmutan, se tiene [g, h] = e.

Asi, el centro de G también se puede escribir como:
Z(G)={9€G|lg.h] =e, VheG}

Sea S = {g1,92,.-.,9n} un conjunto de elementos de un grupo G. El conmutador,

de peso n > 1 es definido recursivamente como sigue:

1. El conmutador simple de peso 1, escrito como g; = [g;].

2. El conmutador simple de peson > 1, escrito como [g1, g, - - -, 9] = [[91, - -, In-1] , In]-
Coleccionaremos algunas identidades que son de suma importancia.

Lema 2.1. Sean x,y y z elementos de un grupo G.
(1) zy = yzlz, y|.
(i1) x¥ = x[z,y].
(iii) [z, y] = [y, 2]~

(i) [z, y]” = [2%, y7].

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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Demostracion. (i) zy = yx(z 'y lay) = yx|x, y].

1

(ii) ¥ =y~ oy = x(a 'y ay) = zfz, y].

(iii) [z, y] = 27y raoy = (y o7 ya) Tt = [y, 2]

e G DLl G ) B G T2 B e 2 [ T e E e i 0

z

(iv) [z, 9]

2.3. Subgrupo conmutador

La nocién del conmutador de elementos de un grupo puede ser generalizado al con-
mutador de subconjuntos de un grupo.
Definiciéon 2.8. Sea G un grupo con S = {s1, $2, ...} subconjunto de G. El subgrupo

de G' generado por S, se denota por

<S> = <{31>327 0 0 }>7

es el subgrupo mas pequeno de G conteniendo a S.

El subgrupo (S) de G puede ser obtenido tomando la interseccion de todos los sub-
grupos de G que contienen a S.

Un elemento tipico de (S) es de la forma

donde s;, € Sy & € {—1,1} para 1 < j <n.

Observacioén:

» Sea g € G, entonces (g) es justo el subgrupo ciclico de G generado por g. Los

elementos de (g) son de la forma:
<g> = {6797927937'--,_9”,... |TL < Z}

» Sean g,h € G, entonces (g,h) es el subgrupo de G generado por g y h. Los

elementos de (g, h) son de la forma:

(g,h) = {e,g,h,gh,g*h* g 3h* ... .g"h",... | m,n € Z}.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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Reescribiendo los elementos de (g, h)

e _1 _1 _1 ... PR
(9,h) ={e,g,h,gh,gghh, g~ g~ g~ hhhh,..., gg---g ph---h, ... |m,n€ZL}

m—veces n—VeCces

Asf un elemento de (g, h) es de la forma g b2, & € {—1,1} para j = 1,2.

11 12 ?

Definicion 2.9. Sean X; y Xs subconjuntos no vacios de un grupo G. Definimos el

subgrupo conmutador de X; y Xs como:

(X1, Xo] = {[z1, 2] 71 € X1, 22 € X})
Asi [ X7, X3 es el subgrupo de G generado por todos los conmutadores [z, x5], donde

x, varfa sobre X; y x9 varia sobre X5.
En el caso especial en que X; = Xy = G, el subgrupo conmutador [G, G| se denota

por G', también nos referiremos a G’ como el subgrupo derivado de G.

Remarca 1. El conjunto de todos los conmutadores
S = {[.1'171'2] | x| € le To € XQ}

. . —1
no necesariamente forma un subgrupo de G. Por ejemplo [x1,xs]”" puede no estar en

S para algun |x1,xs] € S.

La definicion puede ser generalizado. Si {X;, Xs,...} es una coleccién no vacia

de subconjuntos de GG, entonces:
[Xl,XQ, e ,Xn] = [[Xl, Ce ,Xn_l], Xn], n Z 2.

Note que [ X7, Xo, ..., X,] contiene todos los conmutadores simples de la forma [z, x, . .
donde z1 € X4q,..., 2, € X,,.
Asi [Xl,X27 A 7Xn] > <{[I17I’2, R ,.Tn” T; € Xi, 1= ]_7 “e ,n}>

Lema 2.2. Sea G cualquier grupo.

(1) Si H < G y [G,G] < H, entonces HLG y G/H es abeliano. Asi, |G,G] I G y
G/|G,G] es abeliano.

(1)) Si N <G y G/N es abeliano, entonces |G,G] < N.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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Demostracion. (i) Sea g€ Gy h € H.
h? = g thg = hh ‘g~ hg = hl[h, g] € H,

porque H contiene a [G, G]. Asi h9 € H Vh € H, luego H < G. Sean ¢1H y g H

elementos de G/H. Entonces
l91H, goH| = [g1, g2]H = H.

Por tanto G/H es abeliano.
(ii) SigN, hN € G/N, para g,h € G. Como G/N es abeliano, entonces [gN, hN] = N.
Por lo tanto

lg, N =N & [g, hj€ N

luego [G,G] < N, para g, h € G. Sean € N, [g, h]" = [¢", h"] € [G,G]. Se deduce
que [G,G] < N. O

Asi el subgrupo conmutador de un grupo es el subgrupo normal mas pequeno, que
induce un cociente abeliano.

El grupo factor Ab(G) = G/|G, G| es llamado la abelianizacion de G.

Ejemplo 3. Cualquiera dos elementos de un grupo abeliano conmutan. Asi [G,G]| =

{e}.

Ejemplo 4. Calcularemos el subgrupo conmutador del grupo alternado A, sobre el
conjunto S = {1,2,...,n}. Es claro [A,, A,) = {e} para n = 1,2,3 por el Ejemplo[5
Ahora calculemos el subgrupo conmutador de Ay. Notemos que Ay contiene un unico

subgrupo normal no trivial
K ={e,(12)(34),(13)(24),(14)(23)},

es el grupo de Klein. Como [Ay : K| =3, asi A4/ K es abeliano. Por tanto [Ay, Ay] <K

por Lema @'é), y asi [Ag, Ay = K.
Consideremos, el caso cuando n > 5. En este caso A, es simple. Asi, los tnicos

subgrupos normales son {e} y A,. Como A, es no abeliano, entonces se sigue que

[An, Ay = A,

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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Ejemplo 5. Calcularemos el subgrupo conmutador del grupo simétrico S,, sobre el con-
junto S ={1,2,...,n}. Por el Ejemplo|[3, [Sn, Sn] = {€} paran =1,2.

Con el fin de encontrar [S,, S,| para n > 3, usaremos el hecho que A,, es un subgrupo
normal de indice 2 en S,, y asi S,/A, es un grupo abeliano. Primero, encontrare-
mos [S3,S5]. Como S3/A; es abeliano, por Lema (2.2-i1) [Ss, S3) < As. Mas aiin, cada

elemento de As puede ser escrito como un conmutador de elementos en Ss, por ejemplo
(123)=1[(23),(132)] y (132)=[(23),(123)].

Por tanto, Az esta contenido en [Ss, Ss|, asi se tiene que [S3, S3] = As.
Mostraremos que, [Sy, S4] = Ay. Sea (a b c) cualquier 3-ciclo para a,b,c € S distintos.

Este 3-ciclo puede ser escrito como el conmutador de elementos en Sy como
(a be)=[(ab), (ach).

Se sigue que Ay < [Sy, S| pues Ay es generado por 3-ciclos. Como Sy/A4 es abeliano,
por Lema z'z') [S4, S4) < Ay. Concluimos que [Sy, Sy = Ay.
Finalmente, el caso cuando n > 5. De nuevo se tiene [S,,S,] < A, pues S,/A, es

abeliano. Luego, como el unico subgrupo normal no trivial de S, es A,. Por tanto

[Sn, Sn] = A,.

2.4. Propiedades del subgrupo conmutador

Recogemos varias propiedades de subgrupo conmutador.
Definicioén 2.10. El normalizador:

Sea G un grupo cualquiera, y sea S un subconjunto no vacio de G. El normalizador

de S en G, denotado por Ng(S), es

Ng(S) ={9 € G|gS = Sg}.
Sea, H un subgrupo de G, entonces Ng(H) es el subgrupo mas grande de G respecto

a la relacion de orden inclusion. Es decir, si K < G, entonces K < Ng(H).
K con esa propiedad, decimos que K normaliza H, si K < Ng(H). Claramente
Ng(H) =G si, y solosi H 4 G.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos
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= Ng(S) <G.

= Ca(S) < Ng(9).

Proposicion 1. Sea G un grupo cualquiera con subgrupos H y K.

(i) [H, K] = [K, H].

(i) [H, K| < H si, y solo si K normaliza H. En particular, [H,G] < H si, y sélo si
H<G.

(11i) Si Hy < G y K <G tal que Hy < H y Ky < K, entonces [Hy, K;] < [H, K].

Demostracion. (i) Por lema (iii)
[H, K] = ({[h, k] [ h e H, k € K)})

= ({lk.h]"" [he H, keK})
= ({([k, 7)Y he H, ke K})
= {lk, h]| ke K, he H})
= K, H].
(ii) Si [H, K] < H, entonces |h, k] € H para cualquier h € Hy k € K, h " 'k~'hk € H.
Esto significa que k~*hk € H, y consecuentemente, k' Hk < H.
Sea h € H, entonces h|h,k] = h* € H. Sea hy = h* = k™'hk € k™ Hk, luego H <
k~'HE. Por tanto k™'Hk = H; es decir k € Ng(H), esto es K < Ng(H).
Reciprocamente, como K < Ng(H), esto es k'Hk = H. Sean h € H, k € K,

entonces k~'hk € H, luego h'k~*hk € H, esto es [h, k] € H. Por tanto [H, K] < H.
(iii) Para hy € Hy y ki € Ky, [h1, k1] = bk haky € [H, K. O

Proposicion 2. Sean G y H grupos, y sean Gy y Gy subgrupos de G. Si6 € Hom(G, H),
entonces 0([G1, Ga]) = [0(G1), 0(G2)].

Demostracion. Sean g1, € G1, g2, € Ga, y €5 € {—1, 1} para 1 < j < k, entonces

0 <H[91j, QQj]Ej> = H9 (lg1, 92j])€j

j=1
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ﬁ9 (91 9, 91 92; >€j

=ﬁ{ T (0) 0 (01) 0 02)]”
TT00) 0()]"-

m
Lema 2.3. Sea G un grupo y suponga que N <G y H < G. Entonces [H,G] < N si,
y solo si HN/N < Z(G/N).

Demostracion. Supongamos que [H,G| < N,y sea hN € HN/N con h € HN. Por
demostrar que hN € Z(G/N). Sea gN € G/N donde g € G. Existe " €¢ Hyn € N
tal que h = h'n. Luego

[AN, gN]| = [h'n,g]N = [W'nN,gN] = [WN,gN]| = [W,g]N = N

para todo gN € G/N, donde hN € Z(G/N).

Reciprocamente, sea h € H 'y g € G. Entonces h = he € HN. Luego hN € HN/N,
y por hipotesis hN € Z(G/N). De donde [hN,gN] = N, es decir [h,g|N = N, y por
tanto [h, g] € N. Se sigue que [H,G] < N. O

Teorema 2.6. Sea G un grupo. Si H y K son subgrupos normales de GG, entonces

[H, K] < G.

Demostracion. Supongamos que g € Gy [\, [h, kl]g € [H,K]|,donde h; € H, k; € K,
y &; € {—1,1} por Teorema (2.1) y Lema ({2.1+v)

([hh k1]£’1)g ([hQ, ]{;2]&)9 .. ([hn, kn]gn)g

(In. K1) (15, K3)) - ([h5, k2))

n’'’n

([hl, /{51]6’1 [ha, /{;2]& o B, kn]g")g

esta contenido en [H, K|, pues H y K son subgrupos normales en G. Asi [H, K] <
G. O

Corolario 2.7. Sean Gy,...,G, subgrupos normales de G, entonces [Gy,...,G,] es

subgrupo normal de G.
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CAPITULO 3

Series Normales

@inimos serie de un grupo dado. Se exponen varios resultados y propiedades
de series normales y subnormales de un grupo G. De estos resultados el més destacado

es el conocido teorema de Jordan Holder.

3.1. Series: Subnormales, normales y de composiciéon

Definicion 3.1. Series

Dado un grupo G y un subgrupo J de G, una serie de J a G es una sucesion finita
J=G <G <Gy <--- LG, =G (3.1.1)
de subgrupos de G, donde cada G; es un subgrupo de su sucesor.

Si J = {e}, diremos que (3.1.1]) es también una serie de G.

v’ Los subgrupos G; en esta serie son llamados términos.

Gi+1

7

v' Si G; 4 Gyyq, el grupo factor es llamado un factor de la serie.

v' La longitud de la serie es el niimero de inclusiones estrictas (o alternativamente, el

namero de factores no triviales).

17
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v Una serie es llamado propio si dos términos no son iguales, esto es, G; < G411 para

i=0,...,n—1.

v Una segunda serie J = Ky < K; < Ky <--- < K,,, = G es llamado un refinamiento
de la primera serie si cada término G; en (3.1.1), es también un término en la segunda

serie.

v’ El refinamiento dada arriba es llamado propio si hay al menos un término, que no

es un término de la primera serie.

Estudiaremos tres clases especiales de series dadas por:

Definiciéon 3.2. (i) La serie es llamada normal si G; < G, para i =0,...,n.

(ii) Una serie es llamada subnormal si G;_1 < G; para 1 <i <n.

(iit) Una serie subnormal propia de G es llamado una serie de composicion de
G, si este no tiene refinamiento subnormal propio. Los factores de una serie de

composicion son llamados factores de composicion.

Claramente, cada serie normal de un grupo es subnormal.
Afirmacion 1. Una serie subnormal no necesariamente es una serie normal.

Demostracion. Encontrar subgrupos H y K de Dj tales que H < K y K < D} es decir
(H < K < D3), pero H no es normal en Dj.

Recordemos al grupo D} (simetrias del cuadrado). Consideremos un cuadrado cuyos
vértices estén enumerados en forma consecutiva 1, 2, 3 y 4. Sea D} el conjunto de las

transformaciones del cuadrado.
D; ={R,R* R* R* T, T, T3, T4}

donde: R es la rotacion de 90° (antihorario), R?, R® y R* 6 (e) rotacion de 180°, 270°
y 360° (antihorario) respectivamente.

T, es la reflexion sobre el eje , T}, es la reflexion sobre el eje y, T} 3 es la reflexion sobre
la diagonal (1, 3), T4 es la reflexion sobre la diagonal (2, 4).

D} es un grupo bajo la composicion de funciones. Ademéas |Dj| = 8

Proponemos como subconjuntos de Dj a:

H=A{eT,}y K= {e,RQ,Tm,Ty}
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notemos que tanto H como K son subgrupos de D}, pues;

vV T,oe=eoT, € H. Asi H es subgrupo de Dj.

V RRoT,=T,=T,cR*€ K,RPoT,=T,=T,oR*c€ K, T,0oT,=R* €K,y
T,oT, =ec K. Luego K es subgrupo de Dj.

Mas atun K <D}y H < K, pues;

v Como |K| =4, entonces [D} : K| = |Dj|/|K| =8/4 =2, luego K < Dj

v Como |H| =2, entonces [K : H| = |K|/|H| =4/2 =2, luego H < K.

Por tanto H < K < D} es una serie subnormal pero no es normal, pues existe R € D} y

T, € H talque R'T,R=T, ¢ H. O
Afirmacion 2. La normalidad es no transitiva.

Demostracion. Es decir atin cuando se tenga que K <t H <1 GG, no se puede concluir
que K < G en general. Un contraejemplo es el siguiente: Sea G = Ay y sea H =
{e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}. H <G y H es abeliano. H se conoce el grupo de Klein
de 4 elementos. Sea K = {e, (12)(34)}, entonces K es un subgrupo de H y K < H.
Sin embargo, K no es normal en G ya que para el elemento A = (12)(34) € K y para
o= (123) € G = Ay, el conjugado

oxot =0(12)(34)07 " = (0(1)o(2)a(3)a(4)) = (23)(14) ¢ K
O
Ejemplo 6. Todo grupo tiene al menos una serie subnormal, que es la trivial {e} <G.

Ejemplo 7. Series subnormales de Zg
{0}<(2)<aZs y {0} <(3)<Zs.

Definicion 3.3. Dos series normales S y T de un grupo G son equivalentes si
existe una correspondencia biunivoca entre los factores de S y los factores de T, tales

factores correspondientes son isomorfos.

Dicho de otra manera: 4 ¢ : I — J biyectiva, I, J conjuntos de indices de los términos

Si, T respectivamente tal que para cada o(i) = j, Vj. Luego esta correspondencia
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implica que el factor de S es equivalente al factor de T', es decir, S;/S;1 >~ T;/Tj+1.
Dos series normales equivalentes deben contener el mismo nimero de términos, no

necesariamente en orden equivalente ver ejemplo [7], y tienen la misma longitud.

Afirmacién 3. La equivalencia de serie normal es una relacion de equivalencia, es
decir: S ~ T siy solo si S;/Siy1 ~ T;/Tji1, siy sélo si hay una correspondencia 1-1

I~ J.

Para ver que ~ es una relacion de equivalencia, hay que probar:
(i) Reflexiva: S ~ S,V S serie normal.
(ii) Simétrica: Si S ~T =T ~ S,V S, T series normales.

(iii) Transitiva: Si S~ Hy H~T = S~ T,V S, Ty H series normales.

Demostracion. (i) Es reflexiva, sea Id : I — I la funciéon identidad, es una correspon-
dencia biyectiva, luego S;/S;+1 ~ S;/Si+1, es decir § ~ S.

(ii) Si f : I — J es biyectiva, entonces existe f~' : J — I que también es biyectiva,

luego T~ S.
(iii) Si f : I — K es biyectivay g : K — J es biyectiva, luego go f : I — J es biyectiva,
luego S ~ T.
Por tanto ~ es una relaciéon de equivalencia. O

Lema 3.1. (Zassenhaus) Sean A’, A, B', B subgrupos de un grupo G tal que A’ < A y
B'<B:

1. A/(AN B’) es un subgrupo normal de A'(AN B).

2. B/(A'N B) es un subgrupo normal de B'(A N B).
A(AnB) B(ANB)

~

A(ANB)  B(ANB)

Demostracion. Mostremos que (ANB')<1(ANDB),sic € (ANB')y x € (ANDB), entonces
r7lcx € (AN B’). En efecto, como ¢ € B', v € By B’ <1 B, entonces z 7 'cx € B'; y
como ¢, ¥ € A, entonces ¥ 'cx € A, por tanto z7'cx € (AN B’). Anidlogamente

(AN B) <1 AN B. Asi si definimos D := (A’ N B)(AN B’), tenemos que D << AN B.
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Definimos f : A/(AN B) — (AN B)/D como sigue: sia € A, c € (AN B) f(ac) = De.

Veamos que f esta bien definida, pues sean a,a; € A"y ¢,¢; € AN B tenemos si

ac=ayc; = cc ' =a;'lac (ANB)NA ' =ANB<D. (3.1.2)

Por otro lado, como D es normal, cD = Dc. Sea d € D, entonces dc = d(cc;')(cic™)e =
(decyMer. Pero como cic™' € D por , tenemos que dc € Dc;. Por lo tanto,
Dc C Dc;. Reciprocamente, dc; = dclc’lccl_lcl = (deic™b)e € De. Asi, tenemos que
c¢D =Dc=Dc; =c1Dy f(ac) = f(arcy).
Luego f es suryectiva, pues f(ec) = Dccone € A', ¢ € (ANB). Y f es un epimorfismo,
pues:

f[(alcl)(CLQCQ)] = f(a1a3clc2> = Dcicy = DciDey = f(alcl)f(a202)
c1a2 = ascy puesto que A” < A.
Ahora mostremos que el ker(f) es A/(ANB’). Si ac € ker(f) siy solo si c € D esto es,
siysolosic=ajc; cona; € ANByc € ANB'. Por lo tanto ac € ker(f) si y solo si
ac = (aay)c; € A/(AN B’). Luego ker(f) = A'(ANB’).
Por tanto:

ker(f) = A'(ANB) <A (AN B)

Anélogamente, definimos el epimorfismo ¢ : B'(ANB) — (ANB)/D como g(bc) = De

conbe B'yce (AN DB)y de forma similar (hecho anteriormente), se concluye que
ker(g) = B'(A'NB)<B' (AN B)

Resumiendo, tenemos a f : A(AN B) — (AN B)/D un epimorfismo cuyo ker(f) =

A'(AN B'). Luego por el primer teorema de isomorfismo tenemos:
A(ANB)/A(ANB)~ (AN B)/D (3.1.3)

Por otra parte g : B'(ANB) — (AN B)/D un epimorfismo cuyo ker(g) = B'(A'NB).

Luego por el primer teorema de isomorfismo tenemos:

B(ANB)/B'(A'NB)~ (ANB)/D (3.1.4)

Finalmente de (3.1.3) y (3.1.4]) concluimos que:

A'(ANB)/A(ANB')~ B (AN B)/B'(A'NB).
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@
(4)
A(ANB) %
ANB

B'(A' N B)

(AN B (A NDB)

]

Teorema 3.1. (Teorema de Refinamiento de Schreier). Cualesquiera dos series nor-

males de un grupo G tienen refinamientos normales que son equivalentes.
Demostracion. Supongamos las series normales para G
Vlz{e}:Ho<l---<lHn:G, y

S Aet=Jy-- < J, =G

Construiremos una nueva serie normal .%; 5 por inserciéon de una copia de .5 entre cada
término en .#7, y una segunda nueva serie normal .5 ; por insercién de una copia de
& entre cada término en .%; entonces tenemos que mostrar que .#; o es equivalente a
%5 1; tomaremos en cuenta que las repeticiones estan permitidas.

Para 0 <r <ny 0 <s <m, sean los subgrupos K, ; dada por
K,s=H.(H11 N Jy),
donde asumimos que H,,11 = H, ¥ Jnt1 = Jpn. Tenemos
K.o=H,(H.;nN{e})=H, y

Kr,m = HT(H’F+1 N G) = HrHr—l—l = Hr—l—l;
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yva que H, < H,,;. Mas para 0 < s < m,
Kr,s = Hr(Hr—i-l N Js) < Hr(Hr—i-l N Js+1) = Kr,s—i—la

usando la parte (i) del Lema de Zassenhaus, sea H, = A’ H.y,3 = A, J, = B’y

Js+1 = B. La serie subnormal .#; 5 ahora puede ser definido por
Ao{e} =Ko Kop <+ <Koy K1 o< <Ky < Koy <+ < Ky = G
Intercambiando H y J, definimos
L, = Js(Jsp1 N H,),
y la serie subnormal .5 es dada por usando la parte ii) del Lema de Zassenhaus

y2712{6}:L070<1L071<]"'<]L0,n<1L170<1"'<]L17n<]L27n<]"'<]Lmn:G.

)

por (iii) en el Lema de Zassenhaus, obtenemos

Kr,erl o Hr(Hr+1 N Jerl) — ']s(Jerl N Hs+1) Ls,r+1

Kr,s B Hr(Hr—i-lsz) N JS(JS—HHHT) B Ls,r ‘

Esto muestra que el conjunto de factores de .} » y %51 son equivalentes. Y tienen la

mismo numero de términos, que es mn + m + n. ]

3.2. El teorema de Jordan - Holder

Sea G es un grupo finito, podemos empezar con cualquier serie, por ejemplo {e} <G,
y seguir refinando hasta que se alcanza una serie de composicion. Asi cada grupo finito

tiene una serie de composicion.

Observacion 1. Si pensamos en una serie subnormal como una "factorizacion” del
grupo, un refinamiento seria una factorizacion mayor, y una serie de composicion seria

como una factorizacion en factores primos.

Definicién 3.4. Subgrupo normal maximal

Diremos que K es un subgrupo normal maximal de un grupo G, si K es un subgrupo
normal propio de G y no hay subgrupo normal propio de G que contiene K, esto es,
K <G, ysi K<aJ <G entonces J = K o J = G. Asi un subgrupo mdzximal es

Stempre propio.
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Definiciéon 3.5. Un grupo G es simple, si sus unicos subgrupos normales son {e} y
G.
Proposicién 3. Una serie es una serie de composicion si y solo si todos sus factores

son grupos simples.

Demostracion. Por contradiccion. Sea X/Y un factor de una serie en un grupo G. Si
X/Y no es simple, hay un subgrupo W tal que Y < W < X y W < X; por el teorema
de la correspondencia, la asignacion W +— W/Y determina una biyeccion desde el
conjunto de subgrupos de X que contiene Y al conjunto de subgrupos de X/Y (Y <X).
Esto implica que W/Y < X/Y. Asi obtenemos una nueva serie Y < W < X que es un
refinamiento propio de Y <1 X. Esto es una contradicciéon, pues una serie de composicion
no tiene refinamientos propios.

Reciprocamente, por contradicciéon. Supongamos que la serie en G tiene un refinamiento
propio. Sea Y <W <X un refinamiento propio de Y <X, luego W/Y es subgrupo normal
propio de X/Y, luego X/Y no puede ser simple. ]

Si N es un subgrupo normal de un grupo G, entonces todo subgrupo normal de G/N
es de la forma H/N, donde H es un subgrupo normal de G, el cual contiene a N.

Tenemos la siguiente propiedad.

Proposicion 4. N # G, G/N es simple si y sdlo si N es mazximal en el conjunto de
todos los subgrupos normales M de G con M # G (a tal subgrupo N se llama subgrupo

normal mazimal de G ).

Demostracion. Supongamos por el absurdo que N no es un subgrupo normal maximal
de G, es decir, existe H, tal que N < H con H # G, H # {e}, H # N tal que H < G.
Entonces como H<Gy N < H<G,con H# N, H # G, H # {e}, luego H/N<G/N.
Asi G/N tiene un subgrupo normal propio lo cual es absurdo, pues contradice que G /N
sea simple.

Reciprocamente, supongamos por el absurdo que G/N no es simple, entonces tiene un
subgrupo normal de la forma M/N <<G/N, con N < M < G tal que M # N, M # G,
M +# {e}, por el teorema de la correspondencia M < G.
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Luego N < M y M < G es absurdo, pues contradice que N sea subgrupo normal

maximal. O
Teorema 3.2. Todo grupo finito G tiene una serie de composicion.

Demostracion. Si G es simple entonces {e} <1 G es una serie de composicion de G. Si
G no es simple, entonces G tiene al menos un subgrupo normal G; tal que Gy < G.
Si G es maximal, entonces {e} << G; < G es una serie de composicion de G. Si Gy no
es maximal, entonces G/G; no es simple y asi tiene un subgrupo normal propio, que
bajo el teorema de la correspondencia esta asociado a un subgrupo normal G5 <1 G tal
que {e} < G; < Gy < G. Si Gy es maximal tenemos de la tltima serie que es serie de
composicion, si (Go no es maximal procedemos como antes.

Como G es finito, el proceso anterior termina en un nimero finito de casos. Asi todo

grupo finito tiene una serie de composicion {e} <Gy <Gy < ... < G. m

Lema 3.2. Sea S es una serie de composicion de un grupo G entonces cualquier refi-

namiento de S es equivalente a S.

Demostracion. Sea S : {e} < G; <Gy < ... <G, una serie de composicion. Entonces
no tiene refinamientos propios, asi los tnicos posibles refinamientos de S son obtenidos
insertando copias adicionales de cada G;. Consecuentemente cualquier refinamiento de

S tiene exactamente los mismos factores no triviales de S y es, por lo tanto, equivalente

as. OJ

Teorema 3.3. (Jordan - Holder) Cualesquiera dos series de composicion de un grupo
G son equivalentes. Por consiguiente cualquier grupo teniendo una serie de composicion

determina una unica lista de grupos simples.

Demostracion. Por el teorema de refinamiento de Schreier, las series de composicion Sy
T tienen refinamientos equivalentes. Pero todo refinamiento de una serie de composicion
S es equivalente a S, por el Lema (3.2)). De esto resulta que dos series de composicion

son equivalentes. O
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CAPITULO 4

Grupos Nilpotentes

g)bjetivo de este capitulo es introducir el estudio de grupos nilpotentes. De-
finimos un grupo nilpotente, como también la serie central inferior y superior de un
grupo y se presenta una relacion entre ellos. Luego damos numerosas propiedades de

grupos nilpotentes.

4.1. La serie central inferior y superior

4.1.1. Series de subgrupos

Definicion 4.1. Sea G, G5, G3, ... una sucesion de subgrupos de un grupo G.

(1) St G; < Gj para 1 < i < j, entonces
Gl<Ga<Gs< - - (4.1.1)

es una serie ascendente.

(i1) Si G; > G para 1 < i < j, entonces
G >Gy>Gs> - (4.1.2)

es una serie descendente.

26
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Una serie ascendente podria no alcanzar . Si lo hace, entonces diremos que la
serie termina en (. Similarmente, una serie descendente que alcanza la identidad, se
dice que termina en la identidad. Si existe un entero m > 1 tal que G,,_1 # G, v

G = Gui1 = Gpyo = -+ -, entonces la serie se estabiliza en G,,.

4.1.2. Definicién de un grupo nilpotente

Definicion 4.2. Un grupo G es llamado nilpotente si esta tiene una serie normal.
tal que Gi41/G; < Z(G/G;) parai=0,1,...,n— 1.

La longitud de una serie central mas corta es llamado la clase de nilpotencia de G o
la clase de G.
Una definicion equivalente de una serie central que involucra conmutadores es dada en

el siguiente lema.
Lema 4.1. Sea G un grupo con una serie

{e} =Gy <G <G, <9 <4G, =G (4.1.4)
La serie es central si, y solo si [Giy1,G) < G; para 0 <i<n—1.

Demostracion. Supongamos que la serie (4.1.4]) es central, entonces G;.1/G; < Z(G/G;).
En el Lema (2.3), tomando H = Gis1 y N = G, se tiene [Gi1,G] < G, para
0<i1<n-—1.

Reciprocamente supongamos que [G;.1,G] < G; para 0 < i < n — 1. Afirmemos que
la serie es normal. Sea g € Gy g; € G; para algin ¢ = 1,2,...,n, por el Lema
([2-1}i), tenemos

9! = gilgi, g € GiGi_1 = G,

asi G; < G. De nuevo por el Lema (2.3), Gi+1/Gi < Z(G/G;) luego la serie (4.1.4) es

central. []

El siguiente lema muestra que los tinicos grupos nilpotentes con centro trivial es el

grupo trivial.
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Lema 4.2. Sea G un grupo nilpotente no trivial, entonces Z(G) # {e}

Demostracion. Supongamos que {e} = Gy <Gy I Gy <--- 9 G, = G es una serie
central para G. Sea G; = {e} y G,41 # {e} para algiun entero ¢ > 0. Como la serie
es central se tiene que G;11/G; < Z(G/G;) luego resulta {e} # G;11 < Z(G). Por lo
tanto, Z(G) # {e}. O

4.1.3. La serie central inferior

En este apartado veremos surgir la relacion entre nilpotencia y conmutadores.
Una serie que es fundamental en el estudio de grupos nilpotentes es el de serie central
inferior.
Sea G un grupo. Definimos 11(G) = G <G y 1»(G) = [G,G] = G' < G, luego por
Corolario (2.7)), 7,(G) < G para todo n € N.
Mostremos que 7,41(G) < 7,(G) para todo n € N, por la Proposicién (I}i) como
7:(G) < G entonces Yn11(G) = [1.(G), G] < 1.(G). Luego por el Lema (2.3)), podemos
ver que la serie de subgrupos de G a continuacion es central (descendente)

Definicion 4.3. Sea G un grupo. La serie normal descendente

G=m(G)En(G)E B (G) >y (G) - (4.1.5)

es llamado serie central inferior de G, tal que v;41(G) = [v(G), G] para todo i € N.

Cada término en la serie es llamado subgrupo central inferior de GG. Consideremos los

siguientes casos a continuacion:

Caso 1. Siv;(G) = {e} para algin i > 1, entonces v;41(G) = [v:(G), G] = [{e},G] =
{e}-
Caso 2. Si v (G) = G, entonces 13(G) = [12(G),G] = [G,G] = 12(G) = G. Conti-

nuando con este argumento se muestra que 7v;(G) = G para todo j > 1.

Ejemplo 8. Si G es un grupo abeliano, entonces [G,G] = {e}. Por el Caso 1, v;(G) =
{e} para todo i > 2.
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Ejemplo 9. Encontraremos el subgrupo central inferior de A,, por el Ejemplo @,
vi(An) = {e} paran =1,2,3 ei > 2, pues Ay, Ay y A3 son abelianos.

Por el ejemplo vimos que [Ayg, Ay) = K. Luego afirmamos que ~;(Ay) = K para
1 > 3. Consideremos el caso i = 3. Podemos escribir cada elemento de K distinto de la

identidad como

(a d)(b, ) = [(a cb),(ab)(cd)],

donde a,b,c,d son elementos distintos de S = {1,2,3,4}. Como A4 es generado por
3-ciclos, K < [K,A4]. Consecuentemente, K = [K,A4] = v3(A4) como afirmamos.
Concluimos que ~;(Ay) = K para i > 2.

Sin > 5, entonces cada subgrupo central interior de A,, es igual A,,, esto por el Ejemplo

y el Caso 2.

Este ejemplo ilustra que la serie central inferior (4.1.5) no puede descender a la

identidad, y en consecuencia, no puede ser una serie central en el sentido de la Definicién

ED.

Damos algunas propiedades tutiles de subgrupo central inferior.

Lema 4.3. Sea G un grupo. Consideremos una serie de subgrupos normales de G

serie central. Entonces v,(G) < N, para todo n € N.

Demostracion. Como la serie es central, tenemos que [Ny, G] < Ny, para todo k € N,
Seguiremos por induccién sobre n, si n =1, v1(G) = Nj.

Suponga por induccion que v, (G) < Ny, para algiun k € N.
Ye+1(G) = [(G), G] < [Ny, G] = Ny1.
Por tanto para todo n € N, 7,(G) < N,,. O

Lema 4.4. Sean G y K grupos. Si ¢ : G — K es un homomorfismo, entonces
©(7i(Q)) =7 (e(Q)) para cada i € N.
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Demostracion. Por induccion sobre i. Si ¢ = 1, entonces p(71(G)) = (G) = 7 (p(G)).
Supongamos que (1 (G)) = 1k(¢(G)) para algin k € N. En la segunda igualdad por
la Proposicion tenemos

P(111(G)) = o([(G), G]) = [p(w(G)), ¢(G)]

= [((e(@)), P(G)] = 112 ((G))-

Por tanto para todo i € N, p(7:(G)) = vi(p(G)). O

Corolario 4.1. Sea G un grupo y N < G, entonces v;(G/N) = v(G)N/N para cada
1€ N,

Demostracion. Sim: G — G /N es el homomorfismo natural, entonces por Lema (4.4)

Y(G)N/N = 7(7(G)) = 7i(n(G)) = 7(G/N).

4.1.4. La serie central superior

En esta parte nos apoyaremos en el concepto de centro de un grupo, para definir una
otra serie importante de subgrupos. La cual es llamada serie central superior.
Esta serie se construye como sigue.
Sea G un grupo un grupo. Definimos %y(G) = {e} y Z1(G) = Z(G).
Sea.

m G —= G/ (G)
un homomorfismo natural. Definimos
P,(G) = m (Z(G) P (@),

tal que 25(G)/21(G) = Z(G/21(Q)) asi Do(G)/ 21(G) QG /D, (G), luego Do(G) I G
por el teorema de la correspondencia.

A continuacion my : G — G/ Z5(G) es homomorfismo natural. Y definimos

Z5(G) = 73 (Z(G/ 2:(@)))-
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Asi, 25(G) ) 25(G) = Z(G ] 25(@G)), como antes, Z3(G) <G por el teorema de la corres-
pondencia. Continuando de esta manera obtenemos Z;(G) < G.

Sim : G — G/2:(G) es el homomorfismo natural de G sobre G/%;(G), entonces
Z:+1(G) = m (Z(G/2:(G)))
={g9 € G| g%Z/(G) es central en G/Z;(G)}
={9€ G| (92:(G))(h2:(G)) = (hZ:(G))(9Z:(G)) para todo h € G}
={g€ G| [g,h] € Zi(G) para todo h € G}.

Sea N = 2;(G) y H = 2;41(G) en el Lema ([2.3) tenemos que [Z;11(G),G] < 2;(G).
Luego la serie a continuacion es central (ascendente).

Definicion 4.4. Sea G un grupo. La serie normal ascendente

{e} =% (G) 1 2(G)4--- 4 Z,(G) L Da(G) D - - (4.1.6)

es llamado serie central superior de G, tal que 2;11(G)/2:(G) = Z(G/2;(G)) para

1 =0 y los términos son llamados subgrupos central superior de G.
Consideremos los siguientes casos:
Caso 1. Si 2;(G) = G para algun i > 0, entonces
2::1(G) ={g € G| [g,h] € Z:(G) para todo h € G}
= {9 € G|[g,h] € G para todo h € G}
=G.
Caso 2. Si Z(G) = {e}, entonces
P5(G) ={g9 € G| lg,h] € Z(G) para todo h € G}
={g € G| |[g,h| = {e} para todo h € G}
= Z(G)

Asi, 25(G) = {e}. Continuando de esta manera, tenemos que Z;(G) = {e}

para todo j > 0.
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Ejemplo 10. Si G es un grupo abeliano, entonces 21(G) = G. Asi 2;(G) = G para
todo v > 0 por el Caso 1.

Ejemplo 11. Sin > 3, entonces los subgrupos central superior de S, son triviales, esto
por el Ejemplo y por el Caso 2. Lo mismo es cierto para el subgrupo central superior
de A, cuando n > 3 (ver Ejemplo @) Esto ilustra que la serie central superior de un

grupo no necesariamente asciende al grupo.
Asi como en la primera serie (serie central inferior), tenemos el siguiente lema.

Lema 4.5. Sea G un grupo y
le}=Hoy<dH QHy d--- QH, A Hypyq -+
una serie central de subgrupos de G. Entonces H,, < 2,,(G) para todo n € N.

Demostracion. Seguiremos por inducciéon sobre n € N, si n = 0 es trivial. Suponga que
Hy 1 < Z,_1(G) para algun k € N.
Como la serie es central vale Hy/H,—1 < Z(G/Hg_1) entonces [Hy, G] < Hj_,
Px—1(G). Entonces se sigue que Hy/Zp_1(G) < Z(G/Zx-1(G)) y por tanto Hy <
2x(G). Para todon € N, H, < 2,(G).

IN

U

4.2. Comparando series centrales

La serie central de un grupo nilpotente asciende al grupo mas rapido que cualquier
otra serie central, mientras que una serie central inferior desciende a la identidad mas

rapido que cualquier otra serie central. Esto es resaltado en el siguiente corolario.

Corolario 4.2. Sea {e} = Gy <G <Gy <--- <G, = G una serie central (ascendente)
de un grupo nilpotente G, entonces:

(1) %i(G) < Gp_iy1, para 1 <i <n—+1.

(i) G; < 2;(G), para 0 < i < n.

Demostracion. (i) Por induccion sobre 4, si ¢ = 1 se cumple. Supongamos que 7;_1(G) <

Grn—(i-1)+1 = Gn—iy2 para algtn 7 € N.
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Parai > 1, por definicion de serie central G,,_;11/G,—; < Z(G/G,_;) entonces [G,,_;11,G] <
G_i. Por hipotesis de induccion, tenemos que 7;(G) = [1,-1(G), G| < [Gr_iy2,G] <
ani+17 para 1 <7 <n+ 1.

(ii) Por el Lema [4.5] O

Teorema 4.3. Sea G un grupo. Entonces, son equivalentes:
(1) G es nilpotente.

(ii) Eziste n € N tal que 2,(G) = G.

(111) Existe m € N tal que v,,(G) = {e}.

(iv) Ezisten ny, ny € N tales que v, (G) < P, (G).

Demostracion. Notemos

'Yn—k—l-l(G) S Nk S .@k(G) (421)

para todo k =0,1,...,n,donde {e} = Ng<IN; IN,<---<IN,, = G es una serie central
cualquiera de G. La relacion es cierto, por el Teorema .

(i) = (it) En si k = n, entonces G = 71(G) < N,, < Z,(G), luego G < 7,,(G).
Como %,(G) 9 G. Por tanto existe n € N tal que Z,(G) = G, con n = k.

(71) = (i4i) basta tomar Ny, = Z;(G) para términos
{e} =NodN; IN, J--- AN, =G

de la serie central de G. Por tanto, en sik =0, 71(G) < No = Z(G) = {e}.
Por tanto existe m € N tal que 7,,(G) = {e}, con m =n + 1.

(i4i) = (iv) En ({#.2.1), haciendo ny =n — k + 1y ny = k, se tiene v, (G) < Z,,(G).
(1v) = (i) Por induccion sobre ny. Si n; = 1 entonces G = 71(G) < Z,,(G), entonces
D, (G) = G, pues Z,,(G) JG.

Tomando n; > 1, observemos que [V, -1(G), G] = Yo, (G) < Z,,,(G). Como Z,,,41(G) =
{9 € Gl 9. G] < Z,(G)}, tenemos que Y, 1(G) < Dny1(G).

Supongamos que Y, —x(G) < Pp,11(G) para algin k € N. Observemos [, —(x+1)(G), G] =
Ti—k(G) < Dy i1 (G), como Do, x11(G) = {g € G| [9,G] < Dn,14(G)}, entonces
Vni-(k+1)(G) £ Dnyri1(G).

Luego, podemos concluir que G = (G) < Py 1n,—1(G), donde se sigue que existe
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n € N tal que Z,(G) = G. Como

{e} = 20(G) S 2(G) D--- 4 D,(G) =G

es una serie central de GG, asi G es nilpotente. O]

Observacion 2. Sea G un grupo nilpotente. Luego en el Teorema

no = min{n € N: 2,(G) = G}.

mo = min{m € N : v,,41(G) = {e}}.

Mostremos que ng = myg. Se sigue de que Yng—k+1(G) < Z(G) para todo k =
0,1,...,n0. Si k=0, Yny+1(G) < Do(G) = {e}, y{e} < Vng+1(G). Por tanto vny41(G) =
{e}. Y como my es el minimo que satisface ypmy+1(G) = {e}, entonces mg < ny.

Por otro lado, tomando Ny = Vpme—k+1(G) para todo k = 0,1,...,mq, los Nys forman

una serie central de la forma
{e}:NoﬁNlﬂ”'SleO,1 ﬁNmo :G7

por tanto de [4.2.1), Ymo—r+1(G) = N, < Z1(G) para todo k = 0,1,...,mq. Si k =my,
G =7(G) = Npy < Do (G) y Dy (G) < G, por tanto Dy, (G) = G. Como ny es el

minimo que satisface Z,,(G) = G, entonces ng < mg. Por tanto ng = my.

Definiciéon 4.5. Sea G un grupo nilpotente. Definimos la clase de nilpotencia de G,

denotada por cl(G)

c(G) =ng=min{n € N: 2,,(G) = G} = min{m € N: 7,,11(G) = {e}}

4.3. Propiedades elementales de grupos nilpotentes
Veremos algunos resultados fundamentales de grupos nilpotentes.
Teorema 4.4. Sea G un grupo nilpotente de clase c.

(1) Todo subgrupo de un grupo nilpotente es nilpotente de clase menor o igual a c.
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(11) La imagen homomdrfica de un grupo nilpotente es nilpotente, de clase menor o

wqual a c.

(111) El grupo factor de un grupo nilpotente es nilpotente de clase menor o igual a c.

Demostracion. (I) Consideremos H un subgrupo de G, mostraremos que v;(H) < v;(G)
para ¢ € N. Por induccion sobre i. Si i = 1, en que 11(H) = H < G = 7 (G).
Supongamos que Y, (H) < ,(G) para algin k € N. Entonces y,1(H) = [y (H), H] <
[76(G), G] = vk+1(G). Por tanto v;(H) < v;(G) para i € N.

Como G es un grupo nilpotente de clase ¢, v.41(G) = {e}. Asi ve11(H) = {e}, y H es
nilpotente de clase a lo sumo c.

(II) Sea K un grupo y ¢ € Hom(G, K) por Lema [4.4), ¢(7(G)) = 7i(p(G)) para

cada i € N. Como G es nilpotente, 7.,1(G) = {e} y ¢ es un homomorfismo.

{e} = v(1e41(G) = Yera (0 (G)).

Luego se sigue ¢(G) es nilpotente de clase a lo sumo c.

(ITI) Supongamos que N es un subgrupo normal de G. Entonces por el Corolario

ED
%(G/N) = (%G)N/N

para cada ¢ € N. Por ser G un grupo nilpotente de clase ¢, se tiene v.41(G)N/N =
{e}N/N = {€'}. Siendo asi v.4+1(G/N) = {€'}, donde se sigue que G/N es nilpotente.
Ademas, cl(G/N) < ¢ = d(G). O

Teorema 4.5. 5i G1, G, ..., G, son grupos nilpotentes, entonces G; X Gy X +-- X G,

es nilpotente.

Demostracion. Probaremos para el caso n = 2.

Sea G = H x K, con H, K nilpotentes. Entonces existen series centrales.
{e}=Hy2H, Q---<H, =H
{e} =K <K, <--- <K, =K

entonces [H, H;) < H,_1 y [K, K;] < K;_; respectivamente. Repitiendo términos si es

necesario, podemos suponer que n = m y se tiene:

{Q}ZH(]XKQS]HlXKlﬁ"'ﬁHnXKn:HXK
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como [H x K, H; x K;] = [H, H;| x [K, K;| < H;_1 x K;_1, se concluye que H x K es
nilpotente. O

4.3.1. Subgrupo subnormal

Los subgrupos de grupos nilpotentes disfrutan de varias propiedades notables, una
de las cuales es la subnormalidad.
Definicion 4.6. Un subgrupo H de un grupo G es llamado subnormal, si hay una

serie subnormal de subgrupos de G que comienza en H y termina en G.

Teorema 4.6. Cada subgrupo de un grupo nilpotente es subnormal.

Demostracion. Sea H un subgrupo de un grupo nilpotente G de clase ¢, y consideremos
el subgrupo H%;(G) de G para i = 1,2,...,c. Como la serie central superior de G es
normal, la serie a continuacion resulta de multiplicar el subgrupo H a cada término de

la serie central de GG, tenemos
H=H%(G)<HZ(G)<L---<1HZ.(G) =G. (4.3.1)

Afirmamos que (4.3.1]) es una serie subnormal. Mostraremos que H%;(G) < H 2;11(G)
lo que es equivalente a mostrar H%;1(G) < Ng(HZ;(G)) parai=1,2,... c.
Sean h € H, f € 2i(G) y z € Z;11(G), entonces

(hf) = h*f* = 2z ' hez' f2
= 2'hfz
= hflhf, 2] € HZ:(G)HZ:(G), Zi1(G)]
= H[HZ(G), Zi+1(G)]
= H7,(G),

por tanto, z € Ng(HZ:i(G)), asi Zi11(G) < Ng(HZ:i(G)) pues z fue tomado un
elemento arbitrario. Luego %,,1(G) < Ng(HZ:(G)) vy H < Ng(HZ;(G)), entonces
H%2;11(G) < N¢(HZ;(G)) la afirmacion es probada. Asi, es una serie subnor-
mal de H a G en ¢ pasos. O]
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4.3.2. La condicién de normalizador

Una importante caracteristica de grupos nilpotentes es que todos sus subgrupos ma-
ximales son normales. De hecho esta propiedad conduce a una estructura para grupos
finitos nilpotentes.

Definicion 4.7. Un grupo G satisface la condicion normalizador, si H es un subgrupo

propio de Ng(H) siempre que H sea un subgrupo propio de G.

Lema 4.6. Si un grupo G satisface la condicion normalizador, entonces cada subgrupo

mazimal de G es normal.

Demostracion. Sea M es un subgrupo maximal de G. Por hipdtesis como G satisface
la condiciéon normalizador, M es un subgrupo propio de Ng(M). Asi No(M) = G pues
M es maximal de G. Por tanto, M < G. n

Lema 4.7. Si cada subgrupo de un grupo G es subnormal, entonces G satisface la

condicion normalizador.

Demostracion. Supongamos que H es un subgrupo propio de G. Como H es subnormal,

se tiene la serie subnormal
H=Hy<xH,<---<H,=G

para algin n € N. Como H <1 Hy, de ahi H; normaliza H, es decir H; < Ng(H). Luego
H<H < Ng(H) Por tanto H < Ng(H) ]

Teorema 4.7. Cada grupo nilpotente satisface la condicion normalizador.
Demostracion. Esto es una consecuencia del Teorema (4.6) y el Lema (4.7)). O

Corolario 4.8. Cada subgrupo mazximal de un grupo nilpotente es normal.

Demostracion. Se sigue del Teorema (4.7)) y el Lema (4.6]). O
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CAPITULO 5

Grupos Nilpotentes Finitos

5.1. Grupos nilpotentes finitos

En esta seccién daremos una caracterizacion de grupo nilpotente finito.
Teorema 5.1. Cada p—grupo finito es nilpotente, donde p es cualquier primo.

Demostracion. Sea G un p—grupo finito de orden p™ para algin n € N. Usaremos el
paso en que un p—grupo finito tiene centro no trivial, para construir una serie
central superior.

Tenemos Z(G) es no trivial, y asi G/Z(G) es un p— grupo finito de orden p" para
algin r € N con r < n. Luego tenemos que G/Z(G) tiene centro no trivial. Pues,
Z(G]Z(Q)) = P(G)/Z(G) es un p—grupo finito de orden p°® para algin s € N con
s < r. Esto significa que |Z(G)| < |Z2(G)], por lo que Z(G) < Z,5(G). Repitiendo este
procedimiento, vemos que |Z;(G)| < |Z;+1(G)| para i > 0, y asi Z;(G) es un subgrupo
propio de Z;,1(G) para i > 0. Y asi, la serie central superior para G es estrictamente
creciente. Como G es finito, la serie deberfa terminar en Z;(G) = G para algin k € N.

Por tanto, G es nilpotente n

Definicion 5.1. Sea G un grupo finito de orden p"k, donde p es un primo, k € N,
y p no divide a k. Un subgrupo de G cuyo orden es p"™ es llamado un p-subgrupo de

Sylow de G.

38



5. GRUPOS NILPOTENTES FINITOS 39

Teorema 5.2. Sea G un grupo finito de orden p"k, donde p es un primo, k € N, y p
no divide a k.
(i) G tiene al menos un subgrupo de orden p' para cadai=1,... n.

(11) Cualquiera dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.
Una consecuencia del Teorema -(11) es:

Corolario 5.3. Sea p un primo, y supongamos que P es un p-subgrupo de Sylow de un

grupo finito G. Entonces P I G si, y solo si P es el unico p-subgrupo de Sylow de G.

Demostracion. Si P < G, entonces Ng(P) = GG, mas atn sean Py ) dos p-subgrupos
de Sylow de G, entonces existe g € G tal que g7'Pg = Q y como g 'Pg = P, entonces
P = Q. Por tanto P es el tnico p-subgrupo de Sylow de G.

Reciprocamente, si P es el Gnico p—subgrupo de Sylow de G, entonces todo conjugado

de P es igual a P, es decir g"'Pg = P, g € G. Por tanto P < G. n

Teorema 5.4. (Teorema sobre la Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos.)
Sea G un grupo finito. Los siguientes son equivalentes:

(i) G es Nilpotente;

(i1) Cada subgrupo de G es subnormal en G;

(i11) G satisface la condicion de normalizador;

(iv) Cada subgrupo mazimal de G es normal en G;

(v) Cada subgrupo Sylow de G es normal en G;

(vi) G es isomorfo al producto directo de sus subgrupos de Sylow;

(vii) Si a,b € G y (|a|,|b]) =1, entonces a y b conmutan en G.

Demostracion. (i) = (ii) por Teorema ([4.6)).
(i4) = (iii) por Lema (4.7).
(i4i) = (iv) por Lema (4.6)).
(1v) = (v) por contradiccion, para algin p divisor primo de |G| existe un P p— subgrupo
de Sylow de G no es normal en G, es decir, Ng(P) # G entonces Ng(P) < G.
Tomemos ahora M subgrupo maximal de G (posiblemente M sea Ng(P)) que contiene
N¢(P), que satisface

P<Ng(P)<M<G (5.1.1)
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Sea g € G, un elemento arbitrario, tenemos PY9 C M9 C M, la segunda inclusiéon
es cierta pues M es normal. Tenemos que P y P9 son p— subgrupos de Sylow de G
contenidos en M entonces, P y P9 son p— subgrupos de Sylow de M. Luego, por el

segundo Teorema de Sylow, existe x € M tal que:
P!=P" &g 'Pg=a'Pr (g') Pga' =P,

entonces g1 € Ng(P) entonces g € Ng(P)x € Ng(P)M.

Como g fue tomado arbitrario, se sigue que G C Ng(P)M y como Ng(P)M C G,
entonces Ng(P)M = G. Mas aun G = Ng(P)M < M y M < G entonces G = M, esto
es absurdo, porque los subgrupos maximales son subgrupos propios. Por tanto (v) no
puede ser falsa.

(v) = (vi). Supongamos que G tiene orden pi'py?---p'» donde los p;s son primos
distintos y r; € N. Mas atn, sean P;s p;-subgrupos de Sylow correspondientes a los p;s
primos. Luego como cada subgrupo de Sylow de G es normal entonces por el Corolario
, estos subgrupos de Sylow son tnicos y de orden p;" para cada p;.

Entonces para P;, P; para ¢ # j tienen interseccion trivial, pues son tnicos.

Como P;, P; son normales para 7 # j, tenemos gj_lgigj € P, entonces gi_lgj_lgigj € P

de forma similar g; ' 9;9; € P; entonces gj_l g " 9;9; € P;. Por tanto

9 195 9195 = l9i» g5] € PO Py = {e}.

Asi, los elementos de P; conmutan con cada elemento de P; para ¢ # j.

Ahora definimos la aplicacion
p:Ppx--xP,—G

por
©(g1s--s9n) = g1 gn

la aplicacion esta bien definida pues cada P; subgrupo de Sylow es tinico.

Notemos lo siguiente, como cada elemento de P; conmutan con cada elemento de P;

para i # j, entonces ¢ es un homomorfismo pues, sean (g1,...,9,) y (h1,...,h,) en

P x - x P, tal que

(g1 gn) (P, b)) = @(gah, - gnhn) = g1ha -+ - gnh
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= g1 goh1 - hy = @(g1, .., gn)e(ha, ..o hy)

Ahora mostremos que ¢ es inyectivo. Supongamos que
o(hy,...,hy) =hy---h,=¢
para h; € P;. Como h; y h; conmutan y tienen orden coprimo cuando ¢ # j, tenemos
[hahs | = [l o] - [ho] = 1.

Es decir |hy| = |ha| = -+ = |hy| =1,y asi by = hy = -+ = h,, = e. Luego el kerp es
trivial. Esto prueba que ¢ es un homomorfismo inyectivo, como ¢ es un homomorfismo
entre grupos finitos de igual orden, entonces ¢ es suryectivo. Se sigue que ¢ es un
isomorfismo. Por tanto, G es un producto directo de sus subgrupos de Sylow.

(vi) & (vii). Supongamos que G = P; X --- X P,, donde los P;s son p;-subgrupos de
Sylow, correspondientes a los p; primos distintos. Sean g = ¢1---g, v h = hy---h,

elementos de orden coprimo en G, donde g;, h; € P;.

[9i, 9] = [his hy] =1

parai # j, pues los P; son subgrupos de Sylow normales y tnicos. Luego |g| = |g1| - - |gn]
y |h| = |h1]---|hy|. Luego, |g| v |h| son coprimos, solo si |g;| 6 |h;| es igual a 1 para
cada i = 1,2,...,n, entonces g; 6 h; son elementos triviales para cada i = 1,2,...,n.

Concluimos que gh = hg.

Reciprocamente, supongamos que los elementos de orden coprimo conmutan. Sean
P1,--.,Pn primos distintos divisores de GG, y sean Py, ..., P, los correspondientes sub-
grupos de Sylow asociados a los primos p;s.

Mostraremos que los P;s subgrupos de Sylow son normales. Sea g € Gy h € P, para al-
guni=1,...,n.Si g € P, entonces h9 € P,. Si g ¢ P,, entonces g € P con j # i, luego
gy h tienen orden coprimo, por hipotesis ellos conmutan, es decir [g, h] = e < gh = hg,
asi Y = h € P;. Por tanto P,<G. Mas aun, G = P, P, --- P,, pues P; y P; son subgrupos
de Sylow normales entonces conmutan para i # j.

Ahora afirmemos que P := P; N[[,; P = {e}. Por el Teorema de Lagrange, |P| es

un divisor de |F;| y también de |[[,; ;|- Mas atn |[],,; B[ divide a [],_; |F4], luego

i#]
por transitividad |P| divide a [],_; |5[- Por tanto [P| divide al maximo comtn divisor
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de [P;| y [[;; | P5], pero los P;s subgrupos de Sylow son normales tinicos, es decir los
ordenes de estos subgrupos son coprimos, por tanto P = {e}.

(vii) = (7). Supongamos que elementos de orden coprimo conmutan. Por (vii) = (vi),
G es el producto directo de sus subgrupos de Sylow. Como los subgrupos de Sylow
tienen orden potencia prima,es decir son p-grupos, cada uno de ellos es nilpotente por
Teorema . Luego el producto de grupos nilpotentes es nilpotente por Teorema .

Por tanto G es un grupo nilpotente finito. m

5.2. Subgrupo de Frattini

Definicion 5.2. Sea G un grupo, la interseccion de todos los subgrupos maximales
de G es llamado el subgrupo de Frattini de G, este es denotado ®(G). Si G no tiene

subgrupo mazimal ®(G) = G, por convenio.

Ejemplo 12. (i) ®(A5) = {e},
(Z’L) @(04 X 04) = 02 X CQ,
(117) ®(Cs2) = Chg.

Lema 5.1. (Argumento de Frattini). Sea G un grupo finito, K <G, y P es un subgrupo
de Sylow de K, entonces
G = Ng(P)K.

Demostracion. Para todo g € GG, tenemos
9 'PgC g 'Kg=K,

va que P < K <1 G. Luego P y g~ 'Pg son subgrupos de Sylow de K ademas son

conjugados en K. Por tanto, podemos encontrar k € K que satisface
K~ (g™ Pg)k = (gk)"' P(gk) = P

entonces gk € Ng(P), luego g € Ng(P)k™' C Ng(P)K. Como g € G fue tomado
arbitrario, entonces G C Ng(P)K y como Ng(P)K C G, entonces Ng(P)K =G [

Lema 5.2. ¢(G) < G.

Caracterizacion de Grupos Nilpotentes Finitos



5. GRUPOS NILPOTENTES FINITOS 43

Demostracion. Si G no tiene subgrupo maximal, entonces ®(G) = G, el resultado se
sigue. Un automorfismo asigna un subgrupo maximal a un subgrupo maximal, esto es
una consecuencia del teorema de la correspondencia. Por lo tanto esto se mantiene para

todo automorfismo interior,
fy G — G, definida por f,(M) =g 'Mg

sea M subgrupo maximal de G, luego como M es maximal resulta g~' Mg = M, asi M
es subgrupo normal de G. Luego la interseccién de subgrupos normales es normal. Por

tanto ¢(G) < G. O
Lema 5.3. Sea G finito, H < G y G = H®(G), entonces H = G.

Demostracion. Por contradiccion, si H # (G, entonces existe un subgrupo maximal J
de G que contiene H, posiblemente J sea H si mismo. Luego H < Jy ®(G) < J porque
®(G) es la interseccion de todos los subgrupos maximales de G. Como G = H®(G),
luego HP(G) < J pues (G) < G. Esto es absurdo. O

Teorema 5.5. Sea G finito entonces ®(G) es nilpotente.

Demostracion. Mostraremos que todos los subgrupos de Sylow de ®(G) son normales
en ¢(G). Si ®(G) = {e} no hay nada que probar. Supongamos que ®(G) > {e} y
sea {e} # P subgrupo de Sylow de ®(G). Por el argumento de Frattini tenemos,
G = Ng(P)®(G), pues ®(G) < G. Luego por Lema Ng(P) =G, que es P<1®(G).
Esto se sigue para todos los subgrupos de Sylow P de ®(G). O

Teorema 5.6. Sea G finito, entonces G es nilpotente si y solo si G/P(G) es nilpotente.

Demostracion. Sea G nilpotente, entonces sus grupos factores son nilpotentes por Teo-

rema (4.4)).

Reciprocamente, probaremos que todos los subgrupos de Sylow P de GG, son normales
en G. Ahora P®(G)/®(G) es un p-subgrupo de Sylow de G/®(G) mostremos esta afir-
macion. Supongamos que |G| = p"m, tal que ptm, y |P| = p” pues P es p-subgrupo
de Sylow de G. Supongamos que el orden de G/®(G) es

G/a(C)| = @‘@” -

=p" "m, s<r
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Luego

L O . T B 4
J(&) (@) [e(G)IPNe(G)]  [PNe(G)]  p

P N ®(G) es un p-subgrupo de Sylow de ®(G), |®(G)| = p* vy |[P N ®(G)| = p°. Por
tanto P®(G)/P(G) es un p-subgrupo de Sylow de G/®(G).

Como G/®(G) es nilpotente por hipotesis, esto muestra que
PO(G)/®(G) < G/P(G)

pues todos los subgrupos de Sylow son normales en grupos nilpotentes. Por el teorema
de la correspondencia P®(G) < G. Como P es un p-subgrupo de Sylow de P®(G) y

P®(G) < G, por el argumento de Frattini tenemos
G = Na(P)P®(G) = No(P)®(G),

por el Lema G = Ng(P), asi P < G. Esto se sigue para todos los subgrupos de
Sylow P de G. Por tanto G es nilpotente. m

Teorema 5.7. Sea G finito, entonces G es nilpotente si y solo si G' < ®(G).

Demostracion. Sabemos, que si GG es nilpotente si y s6lo si todos sus subgrupos ma-
ximales son normales, por Teorema (b.4}iv). Sea H maximal, por hipotesis H < G y
H +# G, por Proposicion G/H es simple, es decir sus tnicos subgrupos normales son
{e} y G/H. Asi el orden de G/H es primo, en consecuencia G/H es ciclico (abeliano).
Asi H<1G y G/H abeliano, entonces por Lema (2.24i) G' < H. Por tanto G’ < H para
todo H maximal entonces G' = (G’ < (N H = ®(G) asi G' < ¢(G).

Reciprocamente, si G' < ®(G), mostraremos que todo subgrupo maximal H de G es
normal en G por Teorema (5.4+iv). Sea H un subgrupo maximal, luego G' < ®(G) <
H<G.

Asi G < H < Gy G <G esto por Lema (2.2}i),entonces G' < H. Se sigue que
H/G" < G/G', pero como G/G' es abeliano, entonces H/G' <1 G/G’, luego por el teo-
rema de la correspondencia H < G, esto se sigue para todos los subgrupos maximales

H de G. Por tanto GG es nilpotente. O
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Para probar el teorema de estructura de grupos finitos abelianos, probaremos previa-

mente lo siguiente

Teorema 5.8. Sea G un p-grupo finito de orden p™ abeliano y C' es un subgrupo de G

ciclico del orden mayor posible, C' generado por c, existe un subgrupo B de G de forma

que G =C x B.

Notamos que G puede expresarse como el producto directo de un grupo ciclico de
orden maximal en Gy un subgrupo B de G llamado el complemento directo del subgru-
po maximal. Este subgrupo B es también un p grupo, por tanto también lo podemos
expresar como el producto directo de un subgrupo ciclico maximal de B y algin otro
subgrupo de B. El proceso se repetira y terminara en algin subgrupo ciclico, pues G

es finito. Asi G en el teorema (5.8) es el producto directo de subgrupos ciclicos.

Teorema 5.9. (Teorema de estructura de los grupos finitos abelianos). Si G es un

grupo finito abeliano, entonces G es producto directo de grupos ciclicos.

Demostracion. Como G es nilpotente, por Teorema (5.4tvi), G es producto directo de
sus subgrupos de Sylow. Por Teorema ([5.8)) cada uno de los correspondientes subgrupos
de Sylow se expresard como producto directo de ciclicos y por tanto G es producto

directo de grupos ciclicos. O
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Conclusiones

o7
%o grupo finito posee una serie, cuyos términos son sus subgrupos, y entre las

series de un grupo, el mas destacado en el trabajo es el llamado serie central, para ello

empleamos la nocién del conmutador y el centro de un grupo.

Un grupo nilpotente, es un grupo que es casi abeliano, es decir, existe un natural n

llamado la clase de nilpotencia, tal que aplicando la operacién conmutacién n-veces

sobre el grupo G, siempre obtenemos la identidad, es decir la serie central descendente

se estabiliza en algun n tal que 7,41(G) = {e}. De manera analoga mostramos que la

serie central ascendente se estabiliza en el mismo n tal que %,(G) = G.

En toda estructura algebraica es comiin mostrar la cerradura bajo subgrupos, grupos

cocientes, la imagen homomorfica y el producto directo finito de grupos. Y la clase de

grupos nilpotentes cumple la cerradura de esas propiedades.

Vimos que todo grupo abeliano finito es nilpotente, y esta se escribe como el producto

directo de sus subgrupos de Sylow. De aqui logramos mostrar el teorema de estructura

de grupos abelianos finitos.

Caracterizar un grupo nilpotente finito, nos permitié mostrar criterios equivalentes para

determinar si el grupo es o no nilpotente finito.

Para terminar todo grupo abeliano es un grupo nilpotente, pero no todo grupo nilpo-

tente es abeliano. Mas atin, no habiendo definido qué es un grupo soluble, todo grupo

nilpotente es soluble, pero no asi el reciproco.



APENDICE A

Los Teoremas de Sylow

A.1. Acciones de grupos
Una accion de G en Y es una funcién
*x:GxY =Y

que asigna a cada elemento 0 € G y y € Y un tnico elemento o xy € Y. Como G es un
grupo, es natural pedir que esta accién de GG en Y satisfaga las propiedades siguientes:
(i) Si e es el neutro de G, entonces para todo x € Y se tiene que e x x = x.

(ii) Sior € Gy x €Y, entonces (07) xx = 0 % (T * x).

SiY es un conjunto en el cual se tiene una acciéon de GG, diremos que Y es un G-conjunto.

Ejemplo 13. Sea G cualquier grupo y sea H <G un subgrupo normal de G. Entonces,
G actia sobre H mediante conjugacion, es decir, mediante la funcion G x H — H dada
por o x h = cho~'. La propiedad (i) es cierta y para la propiedad (ii), sean o € G y
h € H. Entonces

(o7)*h = (or)h(oT)  =a(thr ot =o(r*h)o ' =0 (T xh).
En particular, G actia sobre si mismo por conjugacion.

Puntos fijos. Si un grupo GG actiia sobre un conjunto Y, interesa saber como mueve

G a los elementos de Y, y para esto suele ser 1til estudiar los elementos de Y que no se
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mueven, es decir que permanecen fijos bajo la accion de G, veamos desde dos puntos
de vista:
(i) Si 0 € G esta dado, podemos considerar los elementos de Y que permanecen fijos

bajo la accién de este o y se define
Yo={zeY:ioxoz=a}CY.

El conjunto Y7 se llama el conjunto de puntos fijos de o.
(ii) Si z € Y un elemento dado, consideramos el subconjunto de elementos del grupo G

que dejan fijo a x, y se define

Gy, ={c€eG:oxx=2} CG.
El conjunto G, se llama el subgrupo estabilizador de x.
Lema A.1. G, es un subgrupo de G.

Demostracion. Claramente e € G, pues e x x = x. Si 7,0 € G, entonces (70) * x =
ox(Txx) =71*x =z, y por lo tanto 70 € G,. Finalmente, si 7 € G, entonces

Thxrx=7lx(rx2)= (") xx=cxz=xyasiT ! €G,. O

Orbitas. Si Y es un G-conjunto, se define la relacion siguiente en Y: z ~ y si existe
o € G tal que 0 ¥z = y. Cuando z ~ vy, diremos que = es G- equivalente a y. Esta es
una relaciéon de equivalencia en Y ya que:
(i) Es refleziva, x ~ x pues e x x = x.
(ii) Es simétrica, si x ~ y entonces existe 0 € G tal que oz =y asi 0~y = 07 (oz) =
exr = x por tanto y ~ x.
(iii) Es transitiva, si x ~ y y y ~ z, entonces existen 0,7 € G tales que ox = y y
Ty = z. Se sigue que (70)z = 7(0x) =Ty = 2 asi © ~ z.
Las clases de equivalencia de la relaciéon anterior se llaman las orbitas de la accion de

G enY. A la 6rbita de z € Y la denotamos mediante
[z] = orbg(x) ={oxx €Y :0 € G}.

Ejemplo 14. Si G es un grupo y G actia sobre si mismo por conjugacion, es decir,

x: G x G — G esta dada por o * g = ogo~ ', entonces para cada g € G su grupo de
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isotropia G, es:
G,={0c€G:oxg=g}={0€G: 090" =g}
={oceG:09=g0} =Cqs(g) es el centralizador de g en G

Notemos que las 6rbitas de esta accion son, para o € G:
orb(oc) ={a € G :0~a} ={a€G:a=bob ' paraalgin b € G},

es decir, la orbita orb(o) es la clase de conjugacion de o.

A.2. Los teoremas de Sylow

Si Y es un G- conjunto, con Y y G finitos y si 7 es el ntimero de 6rbitas en Y de
la accion de G, sean xq,...,x, representantes de cada una de las 6rbitas. Como éstas

forman una particion de Y, se tiene que

Y = Jorba(a) |-
=1

Notemos ahora que algunas de las 6rbitas pueden tener un solo elemento, y cuando esto
sucede este elemento x no mueve ningin elemento de G, es decir, queda fijo bajo todo

o € G,ie., or=ux para todo o € GG. Pongamos entonces
Y¢:={zx €Y :0x =2, paratodooc G},

es decir, Y es la unién de todas las érbitas con un solo elemento. Sea s =| Y¢ |
y observe que 0 < s < r. Si x1,...,xs son los elementos de las 6rbitas con un sélo
elemento, y xs.1,...,2, son representantes de las 6rbitas con méas de un elemento,

entonces

Y=Y+ ) Jorba(x)| (A.2.1)

1=s+1
Ejemplo 15. Si G es un grupo finito, Y = G y se hace actuar G sobre si mismo
por conjugacion, entonces las orbitas de la accion son las clases de conjugacion de G.

Observe ahora que las orbitas que tienen un solo elemento orbg(x) = x satisfacen que
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1

grg~' ==z, i.e., gr = xg para todo g € G y por lo tanto x debe estar en el centro Z(G)
de G. Se sigue que

Y9 =2Z(a).
Finalmente, si denotamos con C1,...,C; las clases de conjugacion de G con mds de un

elemento, se vuelve

t
G| =12+ _|Ci]
=1

a la que se llama la ecuacion de clases de G. Ahora, como |C;| = |orbg(z;)| = [G : G4,],

la ecuacion de clases se puede escribir como

Gl =12(G)| + ) |G : Gu).

i=1
Teorema A.1. Sea G un grupo de orden p", para p un entero primo y sea Y un G-

congunto finito. Entonces

Y |=] Y | (mddp).

Demostracion. Como |orbg(x)| = [G : G,] y por el teorema de lagrange [G : G| divide
a |G| = p", y por lo tanto p | [G : G,] y asi p divide a |orbg(z;)|, para s +1 < i < r.
Entonces la igualdad |Y| = [Y9| 4+ 37 |orbg(x;)| de la observacion previa implica

que p divide a |Y| — |Y¢|, como se querfa. O

Teorema A.2. (Cauchy). Si G es un grupo finito y p es un primo que dvide a |G,

entonces G tiene un elemento de orden p y por lo tanto G tiene un subgrupo de orden

D.

Demostracion. Sea Y el conjunto
Y ={(o1,...,0,):0, € Gyoy---0,=ce},

y observe que Y # () ya que (e,...,e) € Y. Mostraremos que p divide a |Y|. En efecto,
observando que (o1,...,0,) € Y < 0, = (01,...,0,-1)"", se sigue que las primeras
p — 1 componentes de las p-adas de Y pueden ser cualesquiera elementos de G y la
tltima (o la primera) componente estd determinada por las otras p — 1 componentes;

por lo tanto |Y| = |GP™!, y como p divide a |G| por hipétesis, entonces p divide a |Y|
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como se queria.

Consideremos ahora el ciclo § = (1,2, ...,p) € S, y hagamos actuar 6 sobre Y mediante:

0-(o1,...,0p) = (00(1),---,00(p)) = (02,03,...,0p,01),

donde notamos que 6 - (01,...,0,) € Y, yaquesi (0y,...,0,) € Y, por definicion de Y
se tiene que oy(02---0,) = e, y por lo tanto o1 = (03---0,) "y asi (02 0,)01 =€,
ie., (0g,...,05,01) € Y como se querfa. Se sigue que el grupo ciclico (¢) actia sobre
Y, por iteracion de la accion de 6.

Observe ahora que [(0)| = p y asi, por el teorema anterior, se tiene que
Y] = [YO(maédp),

y como p divide a |Y|, la congruencia anterior implica que p divide a [Y (|,

Observe también que el ciclo 6 (y por lo tanto el grupo (#)) fija a (01,...,0,) siy
solo si 01 = -+ = 0,. Y por otra parte como (e,...,e) € Y por lo que Y9 es no
vacio y como p divide a |Y?|, se sigue que Y debe tener al menos p elementos y
consecuentemente existe un (o, ...,0) € Y con o # e tal que o” = e, es decir, o tiene
orden p como se queria.

Finalmente, el subgrupo ciclico generado por ¢ es de orden p ya que o es de ese orden.

O

El normalizador de un subgrupo. Dado un grupo G, denotemos con Y a la
familia de todos los subgrupos de G y hagamos actuar G en Y mediante conjugacion:

si HeY yo e G, laaccion esta dada por
oxH :=cHo 'eY.

claramente e x H = eHe ! = H.

Y si 0,7 € GG, entonces
(o7)* H = (o7)H(o7) ' =a(rx H)o ' =0 (7 * H).
Ahora, dado un H € Y consideremos su subgrupo de isotropia

Gy ={0€G:0Ho ' = H},
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y observe que H < Gy ya que claramente H es un subgrupo de Gy y es normal porque
los elementos o de G son tales que cHo! = H. Méas atin, Gy es el mayor subgrupo
de G que tiene a H como subgrupo normal, ya que si K C G es tal que H << K entonces
todos los elementos 7 de K son tales que TH7! = H y por lo tanto 7 € Gy ya que
Gy consiste de todos los elementos de G que fijan a H bajo conjugacion. El subgrupo

Gy se llama el normalizador de H en G y lo denotaremos por Ng(H).

Lema A.2. Sea G un grupo finito. St H es un subgrupo de orden una potencia de un

primo p, entonces

IN(H) : H| =[G : H)(médp).

St H es un grupo finito cuyo orden es una potencia de un primo p, se dice que H es un

P- grupo.

Demostracion. Hagamos actuar G en el conjunto Y = G/H de clases laterales izquier-
das de H en G, mediante traslacion izquierda, i.e., si 0 € Gy TH € G/H, entonces
o+ 7H = (o7)H. Claramente Y = G/H resulta un G-conjunto y |G/H| =[G : H] por
el teorema de Lagrange. Para el subgrupo H C G denotemos con Y al conjunto de

puntos fijos de Y = G/H bajo la accion de los elementos de H, i.e.,

Y? = (G/n)" .= {tH € G/H : h* (TH) = 7H para todos los h € H}.
Observe ahora que

h(rH)=7H < 7 'htH=H < 17 'hr € H

y por lo tanto

h(TH) = 7H para todos los h € H < 7~ 'ht € H para todos los h € H
y este ultimo sucede < 7 € N(H) y consecuentemente,

TH € (G/H)"! < tH € N(H)/H,

es decir la funcion Y# — N(H)/H dada por 7H + 7H es biyectiva y asi

(G/H)"| = |N(H)/H| = [N(H) : H].
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Finalmente, por 9.1 se tiene que |G/H| = Y| = |[YH| = |(G/H)"|(médp), de donde se
sigue
[N(H) : H] = (G/H)"| = |G/H| = [G : H](mddp).
O]

Los teoremas de Sylow. Llegamos a un punto en el cual podemos probar los
reciprocos parciales del teorema de Lagrange y que constituyen, de alguna forma, el
inicio del estudio de los grupos finitos. Recordemos que el teorema de Lagrange nos
dice que si G es un grupo finito, el orden de cualquier subgrupo H de G divide al orden
de G. El reciproco no es cierto.

Definicion A.1. Sea p un niumero primo. Un p-subgrupo de Sylow de un grupo
finito G es un p-subgrupo mdzimo P. Es decir, si Q) es un p-subgrupo de G y P < @,

entonces P = Q).

El primer teorema de Sylow nos dice que si G es finito, entonces G contiene subgrupos

de orden ciertos divisores de |G/:

Teorema A.3. (Primer teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n y supon-
gamos que p es un primo tal que n = p™t con m > 1 y p1{t. Entonces, G contiene un

subgrupo de orden p’ para todo j tal que 1 < j < m.

Demostracion. Por inducciéon sobre j. Si 7 = 1, por el teorema de Cauchy G contiene
un subgrupo de orden p = p'. Supongamos ahora que el teorema es valido para j < m.
Mostraremos que G contiene un subgrupo de orden p’*!. En efecto, sea H un subgrupo
de G de orden p/. Como j < my | G |= p™t, entonces m—j > 1y asi p divide a p™ 7t =
|G/H| = [G : H]. El lema anterior implica que p divide a [N(H) : H| = |[N(H)/H|.
Aplicando de nuevo el teorema de Cauchy, se tiene que el grupo cociente N(H)/H tiene
un subgrupo K de orden p. Sea p: N(H) — N(H)/H el homomorfismo candnico y sea
L = p '(K) C N(H) la imagen inversa de K. Entonces L es un subgrupo de N(H)
que contiene a H (por el teorema de correspondencia entre subgrupos de N(H)/H y
subgrupos de N(H) que contienen a H). Observe ahora que K = p(L) = L/H y asi
|K| = |L/H| = [L|/|H| por lo que

1Ll = |K|-|H|=p p =p""",
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como se queria. ]

Si G' es un grupo finito de orden n y si p es un primo tal que n = p™t con m > 1
y p1t, aun subgrupo L C G de orden p™ se llama un p-subgrupo de Sylow de G. En
otras palabras, un p-subgrupo de Sylow de G es un p-subgrupo de GG de orden maximo.
Observacion Si L C G es un p-subgrupo de Sylow de (G, entonces para todo o € GG
el conjugado o Lo~! también es un un p-subgrupo de Sylow de G. El segundo teorema

de Sylow dice que cualesquiera dos p-subgrupos de Sylow de G son conjugados.

Teorema A.4. (Sequndo teorema de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n y su-
pongamos que Hy y Hy son dos p-subgrupos de Sylow de G. Entonces Hy y Hy son

conjugados.

Demostracion. La idea es hacer que uno de los dos subgrupos, digamos Hs, actiie sobre
las clases laterales izquierdas del otro, digamos sobre Y = G/H;. La accién natural es
por traslacion izquierda: si h € Hyy 0 Hy € Y, entonces h(cH;) = (ho)H;. Claramente
Y es un Hs-conjunto y por teorema se tiene que

V| = [Y|(maodp),

y como Hj es un p-subgrupo méximo en G, entonces p 1 |G/Hi| = |Y| por lo que
la congruencia anterior implica que |Y#2| £ 0. Sea pues cH, € Y = (G/H,)"=.
Entonces, h(cH,) = oH; para todo h € Hy y asi 0 "'hoH, = H, para todo h € Ho.
Se sigue que o~ tho € H; para todo h € Hs, i.e., 0 Hyo C H;. Finalmente, como
|Hi| = |Hy| = |07 Hyol, la inclusion anterior implica que o~ 'Hyo = Hj, como se

queria. ]

El tercer teorema de Sylow nos da informacion sobre el ntimero de p-subgrupos de

Sylow de un grupo finito G:

Teorema A.5. (Tercer teorema de Sylow). Sean G un grupo finito de orden n y p un
primo tal que p|n. Entonces, el nimero n, de p-subgrupos de Sylow de G es congruente
con 1, médulo p, yn, =[G : Ng(P)], donde P es cualquier p-subgrupo de Sylow de G

se sigue que n, dwide al orden n de G.
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Demostracion. Sea H un p-subgrupo de Sylow de G y sea Y la familia de todos los

p-subgrupos de Sylow de GG. Hagamos actuar a H sobre Y mediante conjugacion: si

he HyLeY,entonces h* L := hLh™'. Por teorema (A.1)) se tiene que
Y| = |YH|(médp).

Ahora como Y# = {L € Y : hLh™' = L para todo h € H}, entonces H C N(L) para
todo L € YH y ademas L<N(L). Como H y L son p-subgrupos de Sylow de GG, entonces
lo son de N (L) y por el segundo teorema de Sylow se sigue que H y L son conjugados
en N(L); pero como L <1 N(L), entonces su tnico conjugado es él mismo y asi H = L.
Hemos asf mostrado que Y = H y por lo tanto, la congruencia |Y| = |YH|(mddp)
implica que

¥ = Lmadp),

lo cual prueba la primera afirmaciéon del teorema.
Para la segunda afirmacion, hagamos actuar G en Y mediante conjugacién.como todos
los p-subgrupos de Sylow son conjugados entre si entonces sélo hay una érbita de esta

accion de G en Y, digamos orbg(H) para H € Y. Se sigue que
Y| = |orbg(H)| =[G : Gpl, (A.2.2)

donde Gy es el subgrupo de isotropia de H, i.e., Gy = Ng(H) es el normalizador
de H en G. Ahora, como [G : G| es un divisor de |G| por el teorema de Lagrange,
entonces implica que el nimero de p- subgrupos de Sylow, |Y|, divide a |G|, como

se queria. N
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