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Resumen

Sean K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y E un K-espacio vectorial de di-
mensién finita. Se define un espacio cuadratico como una pareja (E, B), donde B es una
forma bilineal simétrica sobre E. Fijada una base de E, B determina una matriz simétrica
nxn, con n=dimE, cuyos coeficientes definen simultaneamente una forma cuadratica
sobre K.

Dos espacios (E,B) y (E’, B’) son isométricos si existe un isomorfismo de espacios vec-
toriales T : E — E’ tal que, para cualesquiera u,v € E, B (Tu,Tv)= B(u,v). Se define
de forma similar la equivalencia de formas cuadraticas (def. 1.5). Entonces, existe una
correspondencia biunivoca entre las clases de isometria de espacios cuadraticos y las clases
de equivalencia de K-formas (prop. 1.2).

Dado (E, B), si existe 0# v € E tal que B(v,v)=0, v es llamado isétropo, al igual que
E. Si E no tiene vectores isétropos, es llamado anisétropo. Se muestra que la isotropia es
una propiedad de la clase de isometria de un espacio dado.

Dados dos espacios cuadraticos E y E’, se define su suma ortogonal E L E’ (def.
2.2). Se demuestra que todo espacio isétropo es o contiene una suma ortogonal de uno o
mas planos hiperbdlicos. Luego, se caracteriza cada espacio como suma ortogonal de dos
subespacios: E=E, L rH, donde E, es anisétropo y rH es una suma de planos hiperbdlicos
(teorema 4.5 y corolario 4.6).

Se define el anillo de Witt W(K) sobre la coleccion de K-formas requlares (def. 1.8) con
el producto tensorial; y, la suma ortogonal médulo H. Este anillo exhibe propiedades de K
mismo; vy, segln su estructura, clasifica y caracteriza las clases de equivalencia de K-formas.



Introduccion

Formas cuadraticas aparecen en muchas areas de las matematicas: teoria de niimeros,
geometria algebraica, topologia y teoria de la informacién, por mencionar algunas. Estas
surgen de manera natural en estadistica, mecanica y en otros problemas de fisica. Tam-
bién utilizamos formas cuadraticas para clasificar cénicas y superficies cuadricas. Aparecen,
ademas, al estudiar los maximos y minimos de funciones de varias variables.

En este trabajo se hace un estudio de los fundamentos de la teoria algebraica de formas
cuadraticas.

Clasicamente, se define una forma cuadratica de grado n con coeficientes en un cuerpo
K, como un polinomio homogéneo f de grado 2. Uno de los problemas mas importantes
de la teoria es determinar cuando f posee ceros no triviales, es decir, determinar si existen
escalares en K, no todos cero, tales que el polinomio f se anula en ellos. Si f posee un
cero no trivial, es denominada isétropa; y, anisétropa en caso contrario. La isotropia de f
depende de su estructura misma y del cuerpo subyacente.

Se denomina “teoria algebraica” porque se establece una definicién equivalente a la defi-
nicion clasica de formas cuadraticas, en términos de espacios vectoriales sobre el cuerpo de
coeficientes de la forma cuadratica; y, formas bilineales simétricas sobre estos. Luego, se
“simplifica” su expresién mediante transformaciones lineales para determinar la isotropia de
su clase de equivalencia, la que se define en términos de operadores invertibles. Se advierte
que la isotropia es una propiedad de la clase de equivalencia de la forma cuadratica dada.
Entonces, el estudiar las propiedades de las clases de equivalencia de formas cuadraticas
es el enfoque que da la teoria algebraica de formas cuadraticas y, por tanto, su principal
problema es clasificar las formas cuadraticas sobre un cuerpo dado, es decir, establecer con-
diciones necesarias y suficientes para determinar si dos formas cuadraticas son equivalentes
0 no.

Antecedentes

Existe una estrecha relacion entre la teoria algebraica de formas cuadraticas y la teoria
de nimeros; de hecho, tiene sus origenes en problemas de esta area. A este respecto cabe
sefialar los trabajos de Pierre Fermat como los pioneros de la teoria moderna de formas
cuadraticas (1601-1655).

Por otro lado, a finales del siglo XIX se llegé a establecer que es mas sencillo resolver
ecuaciones con coeficientes en un cuerpo que en un dominio de integridad que no es un
cuerpo vy, que un sélido conocimiento del conjunto de soluciones en el cuerpo de fracciones
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de un dominio de integridad permite conocer el conjunto de soluciones en el dominio mis-
mo. Considerando esto Gltimo, una teoria general de formas cuadraticas con coeficientes
racionales fue desarrollada por H. Minkowski en la década de 1880, extendida y completada
por H. Hasse en su disertacién de 1921.

A principios del siglo XX, con ayuda de la sintaxis dada por el algebra abstracta y su
definicion de cuerpo, se pudo extender el estudio de formas cuadraticas sobre cuerpos abs-
tractos gracias al trabajo de E. Artin y O. Schreier en la década de 1920, culminando con
la solucién dada por Artin del problema 17 de Hilbert: toda funcién racional semi-definida
positiva con coeficientes reales es una suma de cuadrados de funciones racionales.

Asi, es natural considerar tales desarrollos como preludio y afirmar que la teoria al-
gebraica de formas cuadraticas inicié propiamente con un articulo escrito por E. Witt en
1937, con los siguientes resultados:

1. Todo aspecto formal de la teoria Hasse-Minkowski se mantiene invariable tomando
las formas cuadraticas sobre cuerpos de caracteristica diferente de 2.

2. El teorema de cancelacién de Witt, que puede ser visto como el “teorema fundamen-
tal” en esta area de las matematicas.

3. La construccién de un anillo conmutativo W(K) cuyos elementos son clases de equi-
valencia de ciertas formas cuadraticas sobre K.

En los afios siguientes, su desarrollo ha sido vigoroso debido principalmente a los trabajos
del matematico aleman A. Pfister, quien recogi6 las ideas fundamentales del trabajo de
Witt.

Objetivos

Asumiremos que K es un cuerpo de caracteristica diferente de 2. Son 3 los objetivos
trazados en este trabajo:

(1) Definir y describir un espacio cuadratico sobre un cuerpo K en términos de formas
bilineales simétricas, expresarlo en su forma diagonal y estudiar su isotropia.

(2) Demostrar el Teorema de Cancelacién de Witt y el Teorema de Descomposicién de
Witt como corolario de este altimo.

(3) Construir el anillo de Witt W(K) sobre un cuerpo K para estudiar las propiedades
de las clases de equivalencia de formas cuadraticas anisétropas sobre el cuerpo en
cuestion.

Todas las demostraciones de proposiciones, teoremas, lemas y corolarios se desarrollan
equilibrando concision y detalle.



Capitulo 1

Espacios Cuadraticos

En este capitulo y posteriores, un cuerpo K sera de caracteristica diferente de 2, salvo
se haga mencién de lo contrario. Imponemos esta condicion para evitar el siguiente inconve-
niente: Supongamos que tenemos dos elementos a, § € K; entonces, (a+)? = a*+2ap+p2;
si K fuera de caracteristica 2, tendriamos (a+ B)* = a*+ >

El concepto de espacio cuadratico generaliza el de espacio vectorial con un producto
interno, pues este Gltimo es una forma bilineal simétrica positiva. Un espacio cuadratico
sera definido como una pareja (E, B) compuesta por un K-espacio vectorial E de dimension
finita y una forma bilineal simétrica B.

1.1. Relacion entre Formas Bilineales Simétricas, Aplica-
ciones Cuadraticas y Formas Cuadraticas

Empecemos por definir una forma bilineal simétrica.

Definicion 1.1. Sean E un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo K y B :
E x E— K una funcion que cumpla:

i) B(u+v,w)=B(u,w)+ B(v,w) y B(u,v+ w)=B(u,v)+ B(u, w);
i) Blau,v)=aB(u,v)y B(u,fv)=BB(u,v),
iii) B(u,v)=B(v,u);

para todos los u,v € E y a,p € K. La funcion B es llamada forma bilineal simétrica o
simplemente fbs.

Nuestro siguiente objetivo es representar matricialmente una fbs. Para ello, tomemos
una base [ordenada] B = (b,,...,b,) de E y veamos sus imagenes bajo la forma B. Sea
u € E; este vector tiene la forma u=u, b, +---+u,b,, con u; €K, i =1,...,n; asi, podemos
identificar E con K™ [en la base canénica] y escribir, para simplificar la notacion,
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Ahora, hallemos una matriz que represente a B con respecto a la base fijada 2. Sean
u,veE, u=uby+---+u,b,, v=v,by+---+v,b,; tenemos por la bilinealidad de B, que:

B(u, v):B(i uibi’i ijj)

i=1 j=1
= uiz U]B(bl,b])
-1 =

S, v;Bby, by

:(ul un)
21 Vi B(by, b))
B(by, b)) ... B(by,by) 41

:(ul un) : ' : 1

B(b,, by) ... B(b,b,)) \v,

es decir,
B(u,v)=u"-M;g-v, (1.1)

donde My esta determinada univocamente y es simétrica, pues B(b;, b;) = B(b;, b;), para

i,j=1,..,n. Esta observacion nos permite establecer la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Sea B una fbs definida en un espacio vectorial E de dimension finita n y
sea B =(b,,...,b,) una base de E. Definimos la matriz de B en la base 8 como

Mp :[B(bi’bj)]-l (1-2)
Consecuencia de la bilinealidad y simetria de la fbs B, obtenemos la identidad:

B(u+v,u+v)=B(u,u)+ B(v,v)+2B(u,v); y asi,

B(u,v):%[B(u+v,u+ v)—B(u,u)— B(v, v)] (1.3)

para cualesquiera u, v € E. Esta igualdad es conocida como la identidad polar. Vemos, gra-
cias a ella, que la forma B estd determinada completamente por los valores que ésta toma
en la diagonal E x E. Asi, la misma fbs B es, en cierto sentido, “diagonal”; y efectivamente,
en el siguiente capitulo veremos que ella adopta una forma diagonal.

Definicion 1.3. Sean E un K-espacio vectorial de dimension finita. Si q: E— K es una
aplicacion que verifica:

i) qlav)=a*q(v), Va€K, veE;

LPara ser mas precisos, podemos denotar la matriz Mz por M, 5. Esta notacion es atil cuando se tiene
dos bases diferentes para definir dos diferentes matrices de una fbs.
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ii) la correspondencia (v, w)— q(v+w)—q(v)—q(w) es una aplicacion bilineal de E x E
akK.

Entonces, llamamos a q una aplicacion cuadratica sobre E.

Notemos lo siguiente: toda fbs B: E x E— K determina de forma Gnica una aplicacién
cuadratica q =qg : E — K definida por la ecuacion

q(v)=B(v,v). (1.4)

Reciprocamente, toda aplicacion cuadratica g : E— K define una fbs B=B,: ExE — K
por

1
B, w)=2(q(v+w)=q(v)—q(w)). (1.5)
De las ecuaciones 1.1 y 1.4 deducimos que, dada una base % =(b,,...,b,) de E, con
v=uv,b+---+v,b,,

n

qw)=B(w,v)=v" -My-v="> vv;B;,

i,j=1

donde ﬂl-j €K con i,j=1,..,n; es decir g o equivalentemente B, en una base %, toma la
forma de un polinomio homogéneo de grado 2 en n “indeterminadas” vy, ..., v, con f;; = f3;;.

Definicion 1.4. Una forma cuadratica f de grado n sobre un cuerpo K es un polinomio
homogéneo de grado 2 en n variables, es decir,

f(Xl,...,Xn)ZZainin, (16)

i,j=1
donde a;;€ K, para i,j=1,..,n.?

Si f es una forma cuadratica de grado n sobre K, nos referiremos a ella también como
una K-forma de grado n, o como una K-forma de dimensién n.

En la igualdad de la ecuacion 1.6, no necesariamente ocurre que @;; = aj; para i,j =
1,..,n. Sin embargo, escribiendo f;; :%(a,-j+aj,-) tenemos:

n

f(Xl""’Xn): Z ﬂlelXj’ (17)

i,j=1

con f3;;=B;;. En notacién matricial, dado

X=|:/
X

2En adelante, denotaremos las n variables X,..,X, por X, es decir, f(X)= f(Xi,..., X,). Usaremos
X
también la notacion matricial X =|
Xn
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se cumple

donde My =[p;;] es una matriz n x n simétrica con coeficientes en K.

Veamos ahora la relacion de equivalencia de K-formas, con la ayuda de matrices inver-
tibles (y claro, las transformaciones lineales inducidas por estas). Luego, mostraremos que
a cada clase de equivalencia de K-formas corresponde una Gnica clase de equivalencia de
espacios cuadraticos (que definiremos un poco mas adelante).

Definicién 1.5. Sean f y g K-formas de grado n. Decimos que f es equivalente a g y
escribiremos f =g, si existe una matriz A€ GL,(K) tal que se cumple la igualdad:

F(X)=g(AX). (1.8)

Mostremos que = es una relacién de equivalencia en la coleccién de las K-formas de
grado n, que denotaremos por F(K):

Reflexividad. f(X)= f(IX), luego f=f.

Simetria. Si f =g, entonces f(X)=g(AX), con A invertible; y como consecuencia, g(Y)=
g(A(AT'Y))=f(A'Y), es decir, g=f.

Transitividad. Si f =gy g=h, f(X)=g(AX)y g(Y)= h(BY), con A,B € GL,(K),
entonces f(X)=g(AX)=h(B(AX))=h((BA)X), es decir, f=h, pues BA€ GL,(K).

Sea ahora B una fbs sobre E, entonces ella define de forma (nica una aplicacién cua-
dratica g de E en K; tomando una base B =(by,...,b,) de E, q = g define univocamente
una K-forma de grado n f = fz dada por la ecuacion:

B(x,x)=q(x)= > %;%;B(b;, b)) = > Bijx;x; = f(%1,.0 %) = [(x);
i,j=1

i,j=1
donde x => x;b; y B(b;, bj)= B;;, con i,j=1,..,n. Veamos qué ocurre con la matriz de

B cuando tomamos otra base de E vy, las K- formas inducidas por ellas.

Proposicion 1.1. Sea B una fbs sobre E y sean My y My matrices de B en las bases
B=(by,...b,) y B'=(b],.... b)), respectivamente. Sean:

fX)=X"MpX y g(Y)=Y'MY.
Entonces f=g.

Demostracion. Sea p =[p;;] la matriz cambio de base de 98 a 9’, definida por las ecua-
ciones:

n

i=1
donde P: E — E es el operador cuya matriz es p en las bases dadas. Sea X = X, b, +
-+ X, b,; notemos lo siguiente: PX =P(X, b, +---+ X, b,)=X;Pb, +---+ X,,Pb, = X, b] +
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-+ X, b/. Entonces, X tiene la misma representacion matricial en ambas bases. Ahora,
tenemos lo siguiente:

gX)=X"M;X
=X"[B(b], b]f)]X

=xT B(Zn:pkibk,zn:prjb,) X
L k=1 r=1
=X Zn:zn:PkiPer(bk»br)]X

L k=1 r=1

= XTpT[B(bk’ br)]pX
=(pX)" MppX

= f(pX);

que es por definicién, g= f. ]

Por tanto, dos bases diferentes de E generan dos K-formas equivalentes. Asi, una fbs
B determina una clase de equivalencia (f3).

Ya queda evidente la relacion entre formas cuadraticas, formas bilineales simétricas y
aplicaciones cuadraticas: La matriz de una fbs sobre un espacio vectorial E de dimensién n,
en una base dada, define una K-forma de dimensién n, de hecho, la clase de equivalencia
de una forma cuadratica dada es correspondida de forma @nica con una fbs .

Llegados a este punto, podemos establecer la definicion primaria de este capitulo.

Definicion 1.6. Definimos un n-espacio cuadratico (o espacio cuadratico) como una pareja
(E, B) compuesta por un K-espacio vectorial E de dimension n y una fbs B: EXE — K.

Denotaremos el espacio cuadratico E provisto de la fbs B también por (E, g), donde g
es la aplicacion cuadratica inducida por B (es decir, g =q3). Si la forma B es clara en un
contexto dado, denotaremos (E, B) simplemente por E.

Luego de todas estas observaciones y definiciones, queda justificado el uso indiscrimi-
nado de cualesquiera de las anteriores definiciones para determinar un espacio cuadratico:
una pareja constituida por un K-espacio vectorial y una fbs o una aplicacién cuadratica.

Mas adelante estudiaremos la equivalencia de espacios cuadraticos por isometrias y ve-
remos que las clases inducidas por esta estan relacionadas directamente con las clases de
equivalencia de las K-formas asociadas a estos espacios.

Veremos ahora ejemplos concretos de espacios cuadraticos.

1.1.1. Ejemplos

Ejemplo 1.1. El espacio euclidiano R" y el producto interno usual { , ) constituyen un
espacio cuadratico (R",( , )). Mas general, un espacio vectorial V de dimension finita
provisto de un producto interno ( , ), viene siendo un espacio cuadratico (V,( , )) en el
sentido de la definicion 1.6.
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Sea X =(X,,..,X,) € R" en la base candnica, entonces, como es sabido, (X,X) =
X2 4+ X2=f(X,,.., X,), es una R-forma de dimensién n. Su matriz en la base canénica
es [(e;, e;)]=[6;;1=1, es decir,

X X
(X, X)=(Xy,.. X)) - I-| ¢ |=(X,...X,)-| : |=X"-X.
X, X,

Sean=2,ysea B=(1,1),(—1,2)), la matriz cambio de base de la canénica a B es P =

1
a la forma f(X)=X?+X2. Veamos su ecuacién:

gl ) 2

2 1\(x
=(X1,X2)(1 5) (X;):2Xf+lexz+5xj,

1 -1 . )
( 9 ); definamos g(X)=XTPTPX, entonces, es claro que esta forma sera equivalente

asi, X2+ X2 ~2X24+2X,X,+5X; 3

Ejemplo 1.2. (E,B) donde B=0 es la fbs 0, a este espacio lo denotaremos por (E,B)=0
y nos referiremos a él como el espacio cero.*

Ejemplo 1.3. Definimos la forma cuadratica h por h(X,,X,)=X,X,, con X;,X,€K.

Hallemos la matriz de h: X, X, = 0X24+3 X, Xo+5 X, X, +0X2 = X, (0X,+5 X))+ X (3 X, +X),

entonces
h(Xl,Xg)=(X1’X2)(1(/)2 1(/)2)@;)

Sea (X, X,) — (X;+X,, X;—X,) un cambio de coordenadas definido por la matriz (simétrica
1 1

de hecho) A = (1 _1), entonces h'(X;,X;) = h(A(X, X,)) = h(X; + X, X, — X,) = (X, +

X,)(X, — X,)=X2— X2 es equivalente a X, X,. Notemos lo siguiente:

0 1/2 X 1 0)\[X ,
(X3, X,) AT(I/Z (/) )A(X;)=(X1,X2)(O _J(X;):XE—X;:h (X, Xs),

es decir, M;,, = AT -M,,- A.

3Note la facilidad de utilizar formas cuadraticas en vez de fbs, puesto que el concepto de fbs es mas
abstracto que el de forma cuadratica.

4Serfa mas preciso decir que es el n-espacio 0, y denotarlo por 0,, pero, para cada dimensién n, este
espacio tiene las mismas propiedades.
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1.2. Isometrias

Hemos construido ya una estructura algebraica (E, B) dados E un K-espacio vectorial de
dimensién finita y B una fbs. Se puede hacer un estudio categdrico de estas estructuras;
sin embargo, ahora solamente realizaremos un estudio de caracter introductorio de los
morfismos entre estas.

Definicion 1.7. Sean (E, B), (E’, B’) n-espacios cuadraticos sobre un cuerpo K. Decimos
que ellos son isométricos, denotando por (E,B) = (E’,B’),® si existe una transformacion
lineal invertible T : E— E’ cumpliendo

B (T(v), T(w))=B(v,w), Yv,w€E. (1.9)
T es llamada isometria.

Note que = es una relacién de equivalencia en la coleccién de espacios cuadraticos, la
que denotaremos por My(K). Si (E, B) es un n-espacio cuadratico, denotamos su clase de
equivalencia por ((E, B)).

Proposicion 1.2. (E,B)=(E’,B’) < fz = fz, donde fz vy fz son inducidas por B y B’,
en dos bases B y B’ de E y E’, respectivamente. En otras palabras, a cada clase de
isometria de espacios cuadraticos le corresponde una unica clase de equivalencia de formas
cuadraticas.

Demostracion. (=) Supongamos que (E,B) = (E’,B’). Entonces, dado x € E se tiene
B (Tx,Tx)=B(x,x), donde T: E— E’ es una isometria. Escrito de otro modo, fz (T x)=
fz(x), es decir, fz= fz. (&) Puesto que fz v fz son las K-formas inducidas por By B/,
respectivamente, el reciproco es simplemente el anterior argumento invertido. ]

Asi, existe una correspondencia biyectiva entre las clases de isometria de n-espacios
cuadraticos y las clases de equivalencia de las formas cuadraticas de grado n. Claro, esto
era de esperarse.

Una cuestién natural es: Dado un espacio cuadratico (E,B), iqué propiedades tiene
este, cuando My es invertible? Mostraremos algunas de estas en la siguiente subseccion.

1.2.1. Regularidad

Sea (E, B) un n-espacio cuadratico y sea My una matriz asociada a B en alguna base
B =(by,... b,) de E, que a su vez define una K-forma f(X)=XTMyzX de grado n.

Proposicion 1.3. Son equivalentes:
(1) My es una matriz invertible (no singular).

(2) v— B(,v) define un isomorfismo ¢ : E— E*.

5Usamos el mismo simbolo “=" para denotar la equivalencia de formas cuadraticas y para la isometria de
espacios cuadraticos. La proposicién 1.2 justificara este abuso de notacion.
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(3) Dado veE, si B(v,w)=0 para todo w € E, entonces v =0.

Demostracion. (1) = (2) Supongamos que Mj es invertible. Sabemos que E* es de di-
mension 1 x n = n, entonces, basta probar que el conjunto A={B(, b,),...,B(,b,)}, cuyos
elementos son funcionales lineales de E a K, es linealmente independiente y genera E*.
Tomemos X' =(a; -+ @,), conq; €K, i=1,..,n;y sea

una combinacion lineal de los elementos de A. Para todo v € E, C(v)=0, en particular,
para los elementos basicos b;, i =1,...,n. Entonces,

0 - C(bl) - alB(bl, b1)+"'+anB(bl, bn),
O: C(bl) - alB(bi, b1)++anB(bl, bn),

0= C(bn) = alB(bn) b1)+"'+anB(bn’ bn)»

matricialmente es Mz X =0, entonces es X =0, es decir, a; =---=a, =0. Luego los elemen-
tos de A son linealmente independientes. Por otra parte, es claro que A genera E*, para ello
basta observar que S(A), el subespacio de E* generado por A, es de dimensién n. Entonces,
¢ : E — E* definida por ¢(v)= B(,v), es un isomorfismo. (2)= (3) Supongamos ahora
que ¢ es un isomorfismo. Entonces, dado v € E, tal que B(w,v)=0, para todo w € E,
significa que ¢(v)=B(,v)=0, entonces v ekeryp, luego v=0. ~ (1)= ~ (3) Para concluir
la demostracién, supongamos que Mj es singular, entonces existen escalares a,,...,a, € E,

a,
no todos cero, tales que MzX =0, donde X=| : |. Dado weE, w=p,b,+---+B,b,,
a,
y su representacién matricial YT = (8, --- 8,), tenemos Y'MyX =YT-0=0. En nota-
cién vectorial, esto significa que 0 # v =a,b, +---+ a, b, es tal que, para todo w € E,
B(w,v)=0. []

Con las equivalencias establecidas por la anterior proposicién, podemos definir la requ-
laridad de un espacio dado.

Definicion 1.8. (E, B) es llamado regular si cumple cualquiera de las equivalencias de la
proposicion 1.3. Decimos también que fy es una K-forma de grado n no singular, o también
reqular; de manera similar para sus equivalentes B y q.°

Definicion 1.9. Sea (E, B) un espacio cuadratico de dimension n, y sea S un subespacio
vectorial de E de dimension m. Entonces, queda definido el espacio cuadratico (S, Bls«s) de
dimension m. Decimos que S es un subespacio cuadratico de E (o simplemente subespacio,
cuando se considera en E la estructura de espacio cuadratico) y lo denotamos por S<E.

SEl espacio cuadratico 0 satisface solamente (2); an asi, lo llamaremos regular.
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Definicion 1.10. Sea (E, B) un espacio cuadratico, y sea S < E. El complemento ortogonal
de S en E es definido por
St={veE;B(v,S)=0},

donde B(v,S)={B(v,w)€ K;w € S} contiene solo al vector 0.

Es facil ver que St es un subespacio de E. En efecto: si u,v € S*t, B(u+v,S)=B(u,S)+
B(v,8)=0, luego u+veSty, dado k€K, B(ku,S)=«xB(u,S)=0, entonces ku € S*.

Definicion 1.11. Sea S = E; entonces, E+ ={v € E; B(v, E)= 0} es llamado el radical de
(E, B) y es denotado por radE.

Note que (E, B) es reqular si, y solo si, radE = {0}.”

Ejemplo 1.4. Todo espacio vectorial con producto interno es reqular, esto se sigue direc-
tamente de la definicion de producto interno.

Proposicion 1.4. Sean E un espacio cuadratico y S un subespacio de E. Entonces radS =
SNS*.

Demostracion. Tenemos lo siguiente: radS ={x € S; B(x,S)=0}=SNS*. J

La siguiente proposicion nos mostrara en qué sentido S* es ortogonal a S < E cuando
E es reqgular.

Proposicion 1.5. Sea (E, B) un n-espacio cuadratico reqular, y sea S < E. Entonces

(1) dimS+dimS*=E.

(2) (SH)t=S.
Demostracion. (1) Por la regularidad de (E, B), existe un isomorfismo ¢ : E — E*,

v—,: E— K
w— ¢, (w)=B(v, w);

este cumple ¢(S)= S* (como espacios vectoriales). Definimos un nuevo morfismo & : E* —
S*, como

Slp)=p,ls:S— K.
Sea ¢, € ker&, entonces ¢,|s =0, es decir, para todo w €S, 0= ¢, (w) = B(v,w), es
decir, v €St 0 ¢, € p(St). Este argumento es de ida y vuelta. Luego ker& = ¢(S*). Ahora,
notemos que todos los elementos de S* son de la forma ¢,|s, entonces & es suryectiva;
dicho de otro modo, E(E*)=S*. Por el Teorema del Nicleo e Imagen, tenemos
dim E =dim E* =dimker & +dim &(E™)
=dim ¢(S*)+dim S*
=dimS* +dimS$S.

7Si (E, B) es regular, no necesariamente se tiene que S < E sea regular, pues puede ocurrir, por ejemplo,
que Blgxs=0.
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(2) Aplicando la parte (1) dos veces, tenemos dim(S+)* = dim E—dim S* = dim E—(dim E—
dimS)=dimS. Por otra parte, w €S si, y solo si, B(w,S5)=0 si, y solo si, w €(SY)*; asi,
S =(S1)t. Esto concluye la demostracion. O

Si (E,B) no es regular y S < E es un subespacio de E, entonces la igualdad dimE =
dim S +dim S* no necesariamente se cumple. Veamos.

. . ) 10
Ejemplo 1.5. Sea E = K? y B la fbs cuya matriz en la base candnica es (0 0). Sea

S =K -e,. Entonces, dado v = v,e, + 1,e, un vector de E y w = ke, € S, tenemos que
B(v,w)=B(v,e; + e, ke,)=kv,B(ey,e,)+ kv, B(ey, e)=kv, -0+ kv,-0=0. Luego St =E
Y

dimE < dim E +dim S = dim $* +dim S,

pues dimS =1.

Al definir la ortogonalidad de un subespacio de un espacio cuadratico, introducimos
en este una nociéon de geometria. Entonces, de forma natural, se puede considerar la
ortogonalidad de dos vectores dados en E, via su fbs B.

1.2.2. Ortogonalidad

Definicion 1.12. Sea (E,B) un espacio cuadratico y sean v,w € E. Decimos que v es
ortogonal a w, si B(v,w)=0.

Definicion 1.13. Sean (E,B) un n-espacio cuadratico y % = (b,,...,b,) una base de E.

Decimos que 9 es una base ortogonal si para i,j=1,..,n ei#j, B(b,-,bj):o.

Propaosicion 1.6. Todo espacio cuadratico (E, B) tiene una base ortogonal.

Demostracion. Sea E un K-espacio vectorial de dimension finita, entonces podemos escri-
bir E=radE @ F (basta tomar una base de radE y extenderla a una de E). El subespacio
cuadratico (F, B’), donde B’ = B|p4r €S la restriccién de la forma B a F es regular pues, si
dado x € F satisfaciendo B’(x, F)=0vy, dado y € E, que se escribe de forma (nica y = u+v
conucradE y veF, se tiene B(x,y)=B(x,u+v)=B(x,u)+B(x,v)=B(x,u)+B'(x,v)=
0, entonces x € radE, luego x eradENF, es decir, x =0. Asi, es suficiente demostrar
la proposicion para E regular, pues tendriamos una base para F que se puede completar
a una base de radE, cuyos elementos ya son dos a dos ortogonales y seran [dos a dos]
ortogonales a los elementos de F. Supongamos entonces que E es regular. Demostraremos
la proposicion por induccién sobre la dimensién de E. Si dimE =1, es trivial la conclusion.
Supongamos que la proposicién se cumple para todo espacio de dimension n y sea E de
dimensién n+1. Por la ecuacion 1.3, B esta determinada por sus valores en la diagonal
E x E vy, por la reqularidad de E, existe 0# v € E tal que B(v,v)#0. Vamos a descompo-
ner E=K-ve&(K-v), donde (K -v)* serd de dimensién n; esto nos permitira aplicar la
hipétesis de induccién a (K - v)*t y la base obtenida para este subespacio sera extendida a
una base de E aiadiéndole v que, por definicién sera ortogonal a todo elemento basico de
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(K - v)t. Primero probemos que (K - v)* es reqular. Las siguientes igualdades se siguen de
la reqularidad de E y la proposicion 1.4:

rad(K - v)* =(K - v)* n(K - v)H)*
=(K-v)'nK-v
=radK - v
=0;

pues, K- v es regular (esto se sigue inmediatamente de la definicion de K - v; recuerde
que B(v,v)#0 y todo elemento de K-v es de la forma av). Luego (K - v)* es regular.
Vemos también que K -vN(K - v)t=0. Por Gltimo, si x € E, es posible escribirlo de forma
anica como suma de dos vectores x = u+w, donde u€ K-vy we(K-v)t. Veamos: sean

B(x, B(x, .
u= (x U)veK-v yw=x— (x U)v; afirmamos que w (K - v)t. En efecto,
B(v,v) B(v, v)
B(x,v) B(x,v) ) B(x,v)
B(w,v)=B|x———v,v |=B(x,v)—B| ——=v,v |=B(x,v)— B(v,v)=0.
(w, v) (x 0 U)v U) (x,v) (B(v, v)v v (x,v) B(v.0) (v,v)
Asi, ECK-ve(K-v)', dedonde E=K-ve(K-v). O

En la anterior demostracién, “proyectamos” x sobre el vector v.

Definicion 1.14. Dados ve€ E con B(v,v)#0 y x € E, definimos la proyeccion ortogonal

de x sobre v por la igualdad
B(x,v)

B(v, v)v

proy,(x)=

La proyeccién ortogonal sobre un vector v no necesariamente esta definida cuando
tenemos solamente que v # 0; necesitamos que sea B(v, v) # 0. Estudiaremos estos vectores
(a los que llamaremos anisétropos) en la siguiente seccién.

1.3. Isotropia

Un problema importante a ser resuelto en este trabajo es determinar las condiciones
para que una K-forma f de grado n represente no trivialmente al 0, es decir, encontrar
elementos X; € K no todos cero tales que f(X;,...,X,)=0 o equivalentemente, hallar un
vector v € E no cero tal que la fbs B dada por la clase (f), cumpla B(v,v)=0.

Definicion 1.15. Sea v un vector no nulo en un espacio cuadratico (E, B). Decimos que v es
un vector isétropo si B(v,v)=0, y decimos que es anisétropo si B(v, v)#0. Andlogamente,
dada una K-forma f de grado n, decimos que es isoétropa si existen Xi,...,X,, € K no todos
cero, tales que f(X;,...,X,,)=0. El espacio cuadratico (E, B) es llamado isotropo si contiene
al menos un vector isotropo, y es llamado anisotropo si todos sus vectores no nulos son
anisotropos.

Note que si (E, B) es anisétropo, entonces es regular.
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Ejemplo 1.6. (E, B), donde E es cualquier K -espacio vectorial y B=0 es la forma cero, es
llamado totalmente isétropo.

Ejemplo 1.7. R" con el producto interno usual, es un espacio anisotropo.

Ejemplo 1.8. Sea f(X,,X,,X;)=X;X,+ X2, con X; €R. Matricialmente

0o 1/2 o) (X,
f(X):(XDXZrX?))' 1/2 0 o[- XZ )
o 0 1) \x,

notamos que f es regular, sin embargo, f(1.—1,1)=1(—=1)+1%=0, por tanto f es isétropa.
Luego el espacio (Rs,Bf) donde By es la fbs en la base candnica, inducida por f, es regular
isotropo.

Sean f y g K-formas. Es facil demostrar que si f = g entonces f isotropa implica g
is6tropa (suficiente observar que f(X)=g(AX), con A no singular). VVemos entonces que la
isotropia de una forma f es una propiedad de la clase (f). Propiedades de esta naturaleza
son las que nos interesan en este estudio.



Capitulo 2
Diagonalizacidn

Breves observaciones antes del desarrollo principal de este capitulo: Sea f una K-
forma de grado n. Vimos en el anterior capitulo que f puede escribirse como f(X) =
2?:lﬁin,-Xj, donde My =[f;;] es una matriz simétrica. Sea (f) la clase de K-formas de
grado n equivalentes a f. Esta, como vimos, tiene una correspondiente clase de isometria de
espacios cuadraticos {((E, B)); un representante es el siguiente: (K", B), donde B(e;, e;)= f;;
, es decir, la matriz de B en la base candnica es precisamente M;. Si (E, By) € (K", B)),
entonces, dada una base 8 =(b,,...,,b,) de E, definimos la isometria 7: E— K" con los
valores 7(b;)=e;, i =1,..,n; asi, en la base B de E, la matriz de B, sera también M.
Entonces, podemos trabajar simplemente en (K", B).

En este capitulo, dada f, una K-forma cuadratica de grado n y su correspondiente
clase (f), hallaremos un representante que pueda expresarse de la manera mas simple
posible, pues esto nos facilitard estudiar las propiedades de la clase. En otras palabras,
diagonalizaremos la forma f, aplicando algunas propiedades de los elementos no nulos
de K. Para ello, dado un espacio (E,B) en la clase de isometrias correspondiente a (f),
hallaremos una base # en la que la matriz de B es diagonal.

Recordemos que K = (K —{0},-) es el grupo multiplicativo subyacente del cuerpo K.

Definicion 2.1. Sea f una K-forma de grado n, y k € K. Decimos que k es representado
por f si existen Xi,..., X, € K tales que f(X,,...,X,) = k. Escribimos D(f)= D(f) para
denotar la coleccion de elementos en K representados por f .

Si (E, B) es un espacio cuadratico representante de la clase de isometria correspondiente
a (f), entonces
D(f)={keK; JveE, B(v,v)=x}.!

Notemos que los elementos representados por f tienen como preimagenes a los vectores
anisétropos de (E, B).
Proposicion 2.1. k€ D(f) si, y solo si, para todo a € K, a’*k € D(f).

Demostracion. (=) Sean k € D(f)y a € K; entonces existe 0# v € E tal que q(v) = q5(v)=
k. El vector w=av € E cumple g(w)=q(av)=a*q(v)=a’k luego a’k € D(f). (<) Basta
tomar a=1. ]

!También denotaremos a D(f) por D(E) cuando el contexto esté claro.

17
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Dicho de otro modo, D(f) absorbe todos los cuadrados de K y los multiplica por sus
representantes, cuando f es no trivial, es decir, los elementos k € D(f) determinan clases
laterales médulo K? = {a? a € K}, que es normal en K. Entonces, los elementos de D(f) se
encuentran en relacién biunfvoca con un subconjunto del cociente K/K?, al que llamaremos
grupo de clases de cuadrados.

2.1. Suma Ortogonal

Vamos a definir la primera operaciéon para la construccién de un anillo de Witt, la suma
ortogonal de espacios cuadraticos.

Si (E,, By) y (E,, B,) son espacios cuadraticos, podemos definir una fbs B sobre E; ® E,
de la siguiente manera: B((u,, u,),(v;, 1,)) = By(uy, v,) + By(u,, 1), es, efectivamente, una
fbs:

B((uy, up), (v, v,) + a(wy, wy)) = B((uy, up), (v, + awy, v, + aw,))
= B)(u;, vy +aw,)+ By(uy, vy, + aw,))
= Bi(uy, 1)+ By(wy, awn) + By(u,, v5) + By(u,, 2 w)
= By(uy, 1))+ By(Uy, ;) + @By (uy, wy) + aBy(u,, w,)
= B((uy, u,), (1, 1))+ aB((uy, u,), (wy, wy));

analogamente en la primera coordenada. La simetria es mas bien facil de probar.

Definicion 2.2. Sean (E,, B,), (E,, B,) espacios cuadraticos de dimensiones m y n, respec-
tivamente. Sean E = E, x E, (con estructura de espacio vectorial) y B: E x E— K dada
por

B((uy, u,), (v, 15)) = By(uy, 1) + Bo(uy, 12), Yy, vy € Ey; Uy, 1, € B,

Definimos la suma ortogonal de (E,,B;) y (E,, B,) como el espacio cuadratico (E,B) de
dimension m+n, que denotamos por E; L E,.

Tenemos B(Ey, E,) = B(E, x{0},{0} x E,) = {0} (la suma se anula en los ejes), y B|gxg)=
B;, i=1,2 . Ademas, notemos lo siguiente:

fs(v, 1) = B((vy, 1), (vy, 1n))
= By(v1, 1))+ By(1,, 1)

= fp, (1) + f5,(),

donde f3 es una K-forma asociada a B en alguna base de E. Esta igualdad nos facilita el
mecanismo para operar sumas ortogonales en términos de formas cuadraticas.

Definicion 2.3. Sean f y g K-formas de grados n y m, respectivamente:

n
f(Xlr--an): Z ainin y
i,j=1
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m
g(Yl’---r Ym): Z ﬂlekY}'
k,1=1

Definimos la forma f 1 g, suma ortogonal de f y g, por la ecuacion:

(fLg)Zy, o Zpim) = Z Q;;iZiZi+ Z Br1ZnikZnsi- (2.1)

i,j=1 k,l=1
Ejemplo 2.1. Sean f(X,Y)=X?+Y? y g(X,Y,Z)=3XY —Z?. Entonces:
fLlg(V,W,X,Y,Z)=V*+W*+3XY —Z*.

Sean f,g K-formas de dimensiones m y n, respectivamente. Dadas las matrices My y
Mg, la matriz de f 1 g sera, evidentemente:

M: O
— f
(% 9) o)

que es una matriz (m+n) x(m+n).?
Las siguientes proposiciones nos muestran algunas propiedades de la suma ortogonal.

Proposicion 2.2. La suma ortogonal de espacios cuadraticos isétropos es isotropa.

Demostracion. Sean E=E ®E, y g =¢,+q,. Tomemos 0# v; € E;, i = 1,2 is6tropos.
Entonces, q(v,, v,) = q,(v)) + ¢.(1,) = 0, luego (v, v,) es un vector isétropo de E = E; L
E,. [

Note que no necesariamente ocurre de forma analoga con dos espacios anisétropos (o
sus formas inducidas).

Ejemplo 2.2. Sea K =Z; y sean f(X)=2X?, g(X)=X?, es facil ver que ambas formas son
anisétropas. Sin embargo, f L g(X,Y)=2X?+Y? es isétropa sobre K.

Proposicion 2.3. Si (E,, B)) v (E,, B,) son regulares, entonces E, L E, es regular.

Demostracion. Suficiente observar la matriz de la forma asociada a E; L E,, dada por la
ecuacion 2.2. ]

Sea k € K y consideremos la K-forma de dimensién 1, kX?2. Denotaremos la clase
de isometria correspondiente a (kX?) por (k).2 El inmediato representante de esta clase
es el espacio cuadratico ((K,xX?)). Escribimos indistintamente (k) para denotar tanto un
espacio representante como la misma clase de isometria. Note que (k) es regular si, y solo
si, k#0 o (lo que es lo mismo) k€K .

La siguiente proposicion es el resultado principal de este capitulo, de ella se deduce el
Teorema de diagonalizacion.

2El 0 de la parte superior derecha de la matriz 2.2 representa la matriz n x m cuyos coeficientes son todos
0; similarmente el 0 de la parte inferior izquierda, pero de orden m x n.

3Escribiremos también, haciendo abuso de notacién, (k) para significar la forma xkX? y también la clase
de equivalencia (kX?).
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Proposicion 2.4. Criterio de representacion. Sea (E,B) un espacio cuadratico y sea
k € K. Entonces k € D(E) si, y solo si, existen un espacio cuadratico (E’, B) y una isometria
E= (k) LE’.

Demostracion. (=) Si k € D(E) entonces existe v € E tal que g(v) = x. Como en la
demostracién de la proposicion 1.6, asumiremos que E mismo es regular pues si, E =
radE @ W =radE L W donde W es regular, entonces D(E)= D(W) que es inmediato. Sea
entonces E reqular. El subespacio K-v de E es claramente isométrico a {k), y K-vN(K-v)t =
0. Por la regularidad de E, tenemos:

dim(K - v)+dim(K - v)* =dimE,

entonces E = K-v®(K-v)r = (k) L (K-v)t. Tomamos E’ = (K - v)t. (&) Si tenemos
E = (k) L E’ entonces k es obviamente representado por (k) L E’, es decir, k € D({(k) L
E’)=D(E). O

En teoria, estamos listos para diagonalizar una forma cuadratica.

Corolario 2.5. Teorema de diagonalizacion. Si (E, B) es cualquier n-espacio cuadratico
sobre un cuerpo K, entonces existen k,...,k, € K tales que E = (k,) L --- L (x,). Equi-
valentemente, toda K-forma de grado n f(X,,...,X,) es equivalente a una forma diagonal
K1 X2+ +K,X2

Demostracion. Si D(E)=1{, entonces B=0y E =(0) L--- 1 (0). Si B# 0, demostraremos la
proposicién por induccién sobre n. El caso n =1 es inmediato. Suponga que la proposicién
se cumple para n—1 vy sea k € D(E), esto implica que E = (k) L E/, donde dimE’'=n—1.
Entonces E' = (k) L--- L (x,_,), asi:

EZ2(k)LE Z(k)L{k)) L L{k,_,).
[

Consecuentemente, denotaremos la forma diagonal (k) L--- L (k,) por (ki,...,K,). La
K-forma de grado n (k,...,x) sera denotada por n(x). Ademas, tomando % =(b, ..., b,),
la base obtenida por la diagonalizacién (es decir, g(b;)=k;, i =1,...,n), es inmediato que
% es una base ortogonal (porque E es isométrico a una suma ortogonal de subespacios
de dimension 1, cada uno de ellos generado por los elementos basicos); en consecuencia,
la matriz de B en la base & es:

k; O 0

0 Kk, 0
MB = . )

0 0 K,

es decir, My es diagonal.

Corolario 2.6. Si (E,B) es un n-espacio cuadratico (no necesariamente reqular) y S < E
es regular, entonces:
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(1) E=S1S%;
(2) siT<E estal que E=S LT, entonces T =S*.

Demostracion. Vamos a empezar por probar (1), luego probaremos que (1) =(2). Puesto
que SNSt =radS =0, solo queda probar que S®S*+ = E. Por la proposicién 1.6, S tiene una
base ortogonal (v, ..., ;), v, puesto que S es regular, tenemos B(v;, v;)#0 para i =1,..., k.
Tomemos z € E; “proyectaremos’ este vector en S. Sea:

k
B(z, v;

w = —
‘ ZB(V,,V

Afirmamos que w € St. Asi es:

Y Bz
B(w,v;)= B(z,v) B(v;, v))
;B v;, V;)
B(z v)
B(z,v;)— B(v;,v;)=0

esto es para j=1,...,k, luego w es ortogonal a todo elemento basico de S, luego a todo
k B(Z) Vi)
= B(Ui’ vi)
E=Se®S'=S 18" Asi, queda probado (1). Para (2) supongamos ahora que E=S L S*
ysea E=S L T.Si xeT entonces, por definicién, B(x,S)=0 o x € S*. Por otro lado,
dim T =dim E —dim S =dim S*. Por tanto, T =S*. O

vector en S. Asi, w € §*, es decir z = v+ w, donde v =) v; € S. Por tanto,

Esta prueba nos conduce a la siguiente definicién.

Definicion 2.4. Sea (E, B) un espacio cuadratico y sea S < E un subespacio regular. Sea
B =(by,..., b;) una base ortogonal de S. Dado v € E, definimos la proyeccion de v sobre el
subespacio S como:
k
B(v, b))
roy.(v)=w=v— » ———=b;.

proy,(v) Z:; K
Corolario 2.7. Sea (E, B) regular. Entonces S < E es reqular si, y solo si, existe T C E tal
que E=S1T.

Demostracion. (=) Es inmediato. (&) SIi E=S LT, B(S,T)=0vy, dado v eradS, B(v,S)=
0, luego B(v,E)=B(v,S L T)=B(v,S)+ B(v,T)=0, entonces v eradE = {0}, luego v =0,
es decir, S es regular. [

En teoria, toda K-forma admite una diagonalizacién. Sin embargo, en la demostracién
no se da ningin mecanismo para hallar los vectores basicos en los que la matriz de la
K-forma es diagonal.
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2.2. Un método de diagonalizacion

Dado un m-espacio cuadratico (E,B) y una base % =(by,...,b,) de E, de modo que
la matriz de B en la base B es Mjg; y queremos diagonalizar esta matriz por medio de
operaciones elementales. No olvidemos que My es simétrica. Sea:

Ay A o Oy ap QA - Uy
Ay Uy o Uy ay

MB: = M
Ay Ay : Ayn aip

donde a;;=a;;, i,j=1,..,ny M es simétrica.

ji

1. Sia; #0:
1 _22 ., _%a
0 0 ap; Ap A1y 1 alf aln
—%2 S o 0 1 0
ay =
0 : M ) } .
Y 1 ai, 0 0 1
an
a;, 0 0
0 o
= . M con M" simétrica.
0

Ahora se sigue diagonalizando M’.

2. Sia;;=0paratodoi=1,..nentonces Mzg=|: M y basta diagonalizar M.
0

3. Sia;; =0y existe i con 2<i<n tal que a,; #0 puede ocurrir dos cosas:

i) Si a;; #0, se multiplica a izquierda y derecha por la matriz elemental Pl y se
obtiene la matriz simétrica P''-My- P tal que [P'"-Mjg-P'],, =a;;, con lo que
volvemos al primer caso.*

i) Sia; =0, sea C%¥ la matriz definida por

. 1, sik=j;0k=1icuando j=1
[CV;= ! !
0, en otro caso.

Entonces [(C)T-Mz-CW];; =2a;; y la matriz es simétrica, con lo que también
estamos en el primer caso.

4pli se obtiene intercambiando la primera fila por la i-ésima fila de la matriz identidad.
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Ejemplo 2.3. Sea B:R3xR3—R la fbs tal que su matriz en la base candnica es
01 1
MB == 1 1 0
1 01

Hallemos una base # de R® tal que la matriz de B sea diagonal.

Siguiendo el algoritmo anterior, estamos en el caso en que a;; =0y a,, # 0. Multiplicando
a izquierda y derecha por la matriz P2 obtenemos:

01 0\fo 1 1\/0 1 0 110
P2MzP?=(1 0 0ff{1 1 of[{1 0 Oo]={1 0 1
00 1/\1 01/{0 0 1 01 1

Estamos en condiciones de aplicar el primer paso del algoritmo, ya que tenemos [P12MzP'?],, =
1#0. Luego:

1 00 1 10 1 -1 0 1 0
-1 1 0 1 0 1|1{0 1 O|=(0 —1 1
0 0 1/\0 1 1/\0 0 1 0 1
. . -1 1 . ..
Ahora, nos basta diagonalizar el bloque 1) que nuevamente satisface las condiciones

del paso 1, asi que:
1 0)(—-1 1)(1 1} (-1 O
1 1/{1 1/lo 1) \o 2/

Podemos resumir las operaciones efectuadas de la siguiente forma:

1 00 1 00 1 =1 0\ (1 0 0
01 0]|-|{—-110|-P%Mz-P2|0 1 0]-]0 1 1]|=
01 1 0 0 1 0 0 1/\0 01
1 0 0
=(0o -1 0
0 0 2

Por tanto, la base % de R® que estamos buscando debe tener la matriz cambio de base
igual a:

1 =1 0 (1 0 0 0 1 1
P=pP2.l0 1 0[]0 1 1]=|1 =1 =1
0 0 1 0 01 0 0 1

y asi, la base es la coleccion de los vectores columna de P:

% =1{0,1,0),(1,-1,0),(1,—1,1)}.
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Ejemplo 2.4. Sea B, :R®xR3®— R la fbs tal que su matriz en la base candnica es

MB:

1

S O W

1
0
0

w = O

Hallemos una base 3, de R3 tal que la matriz de B, sea diagonal.

En este caso, @;; =0y a,, =0. Como estamos en ii) del caso 2 del algoritmo anterior,
multiplicamos por las matrices (C®)T y C® por izquierda y derecha, respectivamente vy

obtenemos:

S O W

1
0
0

W = N

0
0=
1

S O -
S = =
- o O
=
O =
o - O

Luego, como estamos en el primer caso del algoritmo:

1 —1/2 —3/2 2 0 0

1 00 2 1 3
-1/2 1 0|1 0 0o]-{0 1 0 |=l0 —1/2 —3/2
—3/2 0 1) \3 00/ \0o o 1 0 —3/2 —9/2
Diagonalizando ahora el bloque de 2 x 2 nos queda:
1 0 0 2 0 0 1 0 0 2 0 0
0 1 o|-{o —1/2 =3/2|-[o 1 =3|=|0 =1/2 0
0 3 1 0 —3/2 —9/2 0 0 1 0 0 0

Como en el anterior ejemplo, si %3, es la base buscada, la matriz cambio de base P, resulta

100\ (1 -1/2 =32\ (1 0 0 1 —1/2 0
p=(110]]|0 1 0 |-lo1 =3|=|1 1/2 -3],
001/ \o o 1 00 1 1 —1/2 1

asi que %8, ={(1,1,1),(=1/2,1/2,—1/2),(0,—3,1)}.



Capitulo 3

Espacios Hiperbolicos

En este capitulo definiremos un importante elemento en la coleccion de los espacios
cuadraticos: el plano hiperbdlico. Recordemos que, dado un n-espacio cuadratico (E, B)
sobre un cuerpo K y un vector v € E no nulo, v es isétropo si B(v,v)=0, luego el mismo
espacio E es llamado isétropo. El vector v es anisétropo en el caso opuesto y E lo es si
todo vector no nulo w € E es tal que B(w,w) # 0 (note que puede ocurrir B(v, w) =0,
0#v,weE, v#w ain siendo E anisétropo, por ejemplo, suficiente tomar dos vectores
ortogonales). Convenimos que (E,B) con B=0, es anisétropo.

Antes, discutiremos una definicién que nos sera Gtil para estudiar espacios cuadraticos
en general, particularmente para el estudio de espacios hiperbdlicos: el determinante de una
forma cuadratica.

Definicion 3.1. Sea f una K-forma de grado n no singular. Definimos el determinante de

f por la ecuacion:
d(f)=det(M;)- K.

Notamos que d(f) es un elemento del grupo de clases de cuadrados K/K?, (tanto este
determinante como K/K? jugaran roles importantes en la caracterizacién de los anillos de
Witt). Si (E, B) es un espacio cuadratico regular correspondiente a la clase se equivalencia
de f, escribiremos d(E) para significar d(f), es decir, d(E)=d(f).!

Proposicion 3.1. Sean f,g K-formas. Entonces:
(1) Si f =g entonces d(f)=d(g);
(2) d(f Lg)=d(f)d(g).
Demostracion. (1) Sea f =g, entonces M;=C"-M,-C, con C invertible, y
d(f)=det(M;)- K*=det(C"M,C)- K* = det(C) det(M,)- K* =det(M,)- K* = d(g).

M; 0
_(M; 0,
(5 )

entonces, d(f L g)=det(M;,,)- K*=det(M,)det(M,)- K*=d(f)d(g). ]

(2) Recordemos que

LiNo confundir d(f) con D(f)!

25
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Asi, d es un invariante de la clase de equivalencia de una K-forma f y transforma la
suma ortogonal de formas en producto de clases laterales de K/K?. Una observacion mas:
Si (E,B)={d,,...,d,), entonces d(E)=d(fg)=d,d,...d, - K?. Esto se sigue directamente
del corolario 2.5.

3.1. Caracterizacion del plano hiperbélico

Veamos preliminarmente una propiedad de la forma X7 —X7.
Proposicion 3.2. D({(1,—1))=K.

Demostracion. En efecto, dado a € K, se tiene:
(a+1)2 (a—l)Z
a: —_ .
2 2

Definicién 3.2. Un espacio cuadratico (E, B) es llamado universal si D(f3)=D(E)=K, es
decir fg representa todos los elementos de K.

O]

A continuacion caracterizaremos al plano hiperbdlico, pero para ello necesitamos el
siguiente lema, el que establece la equivalencia de formas diagonales requlares de dimensién
2 y sera utilizado en la demostracion del siguiente teorema.

Lema 3.3. Sean f =(a,B), g =(y,0) K-formas regulares. Entonces f = g si, y solo si,
d(f)=d(g), y, tanto f como g representan un elemento comin e € K.

Demostracion. (=) Se sigue inmediatamente de la definicion de “=". (<) Si d(f)=d(g) e
K/K? y existe e € D(f)ND(g), entonces, por el Criterio de Representacion (2.4), tenemos
f = (€,€') para algin €’ € K. Tomando los determinantes, obtenemos af - K? = e€’ - K?,
luego afe-K?=¢€"-K? es decir, affe =¢€’'A?, para algiin A€ K. Luego:

o )6 2o 2)=(6 ) =0 ane)

es decir, f = (e,afe). De manera similar, g = (e,y8¢€). Pero, por hipétesis, aff-K?=y6-K?,
entonces aff =y6k?, con k € K. Finalmente,

1 0)fe O 1 0) [e 0 )} (e O
0 x/\0 yée/\0 k) \0 ydex?) \0 aBe)’
asi, f=g. ]

Tenemos ahora, los elementos para definir el plano hiperbélico H. Veamos ahora cuatro
condiciones equivalentes que caracterizan a este.

Teorema 3.4. Sea (E,q) un 2-espacio cuadratico. Son equivalentes:
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(1) E es regular e isotropo;

(2) E es regular, con d(E)=—1-K?;

(3) E es isométrico a (1,—1);

(4) E corresponde a la clase de K-formas de grado 2 de la forma cuadratica X, X,.

Demostracion. Para empezar, vimos ya en el capitulo 1, ejemplo 1.3, que (3)=(4). Asi,
probaremos solamente (1)=(2)=(3)=(1).

(1)=(2) Sea v € E un vector isétropo. Por hipétesis, tenemos una isometria E = (k,K,)
donde, tanto k; como k,, son elementos de K. Sea (v, 1,) una base correspondiente a la
forma diagonal de E, es decir, g(v) =K, vy q(1n,) = k,. Luego podemos escribir v como
combinacion lineal de v, y v,, v=auv,+ v, con

0=g(v)=kK,a*+kK,B*

donde, por la isotropia de v, @ #0 y B # 0. Vemos también que k; = —(Ba!)?k,. Por
definicion, d(E)=k K, K2 =—(Ba ' Pr,k,- K2 =(Ba 'k,)*(—1)- K?=—1-K?.

(2)=(3) Tenemos por hipétesis que d(E)=—K?=d((1,—-1)) y D(E)nD({(1,—1)) = D(E);
luego, por el anterior lema, E es un elemento de la clase de isometria correspondiente a
(1,—1).

(3)=(1). Suponiendo E = (1,—1), es claro que E es reqular. Probemos que es isétropo.
De hecho, todo vector v € E de la forma v =av, +av,, donde (v, 1») es la base ortogonal
correspondiente a la forma diagonal de E, cumple g(v)=a?—a?=0. O

Definicion 3.3. Definimos el plano hiperbolico Hy sobre un cuerpo K, por la ecuacion
Hg =(1,—1).
Un espacio E es llamado espacio hiperbdlico si existe una isometria
E=Hg 1--- 1 Hyg,
es decir, E es una suma ortogonal de planos hiperbdlicos.?

Notemos que si E es un espacio hiperbdlico, entonces tendrd dimension par; y, la forma
asociada a E serd (X?—X2)+---+(XZ |, —X7 ) o la forma equivalente X; X4+ X5, 1 X5,,.

Teorema 3.5. Sea (E, B) reqular. Entonces:

(1) Todo subespacio totalmente isétropo S < E de dimension r esta contenido en un
subespacio hiperbdlico S < T < E de dimension 2r.

(2) E es isétropo si, y solo si, E contiene un plano hiperbdlico.

(3) E isétropo = E universal.

2Escribiremos simplemente H cuando K esté fijo.
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Demostracion. (1) Probaremos por induccién sobre r. Sea S < E de dimensién 1 totalmente
isétropo. Entonces S=K-v con v#0y B(v,v)=0. Sea (b, ..., b,) una base ortogonal de
E y por su regularidad, B(b;, b;)#0, para i =1,...,,n. Ademas, v=a,b,+---+a,b, donde
digamos, a; #0. Entonces, B(v, by)=>; a;B(b;, by) = a;,B(by, by) # 0. Podemos entonces
proyectar v sobre by. Sea x = v—proy,, (v)=v—a;b;; tenemos que:

B(x,x)=B(v,v)—2B(v,a; b.)+ B(a; by, o by)
= O—Z(ZiB(bk, bk)+ aiB(bk, bk)
=—a{B(b, b)#0 y

B(by, x)= B(by, v)— B(by, ayby) = ayB(by, by)—a; B(by, b) = 0;

luego, b, y x son ortogonalesy v =x+a; by, es decir, v esta en el subespacio T generado
por x y b,. Ademas,

B(x,x) B(x,by)

detT =
B(by,x) B(by, by)

K?=—a}B(b, b’ K* =—K?,
es decir, T =H.

Sea ahora S < E totalmente is6tropo. Sea X = (xy,...,Xx,) una base de S y sea U =
span(X\{x,}). Es claro que S* CU". Por la reqularidad de E, tenemos:

dimU'=dimE —dimU > dim E —dim S = dim S*.

Esto significa que existe un vector y; que es ortogonal a X,,...,X, pero no a x;, O sea,
B(x;, 1) #0. Notemos también que x; y y; son linealmente independientes, de lo contrario
tendriamos que y = ax;, a € K y B(x;, 1) = B(x,,x;) = aB(x;,x,) = 0; y asi, y, € S*,
absurdo. El subespacio H;, =span({x;, y;}) tiene como determinante:

0 B(prﬁ)

-K?=—-1-K?%
B(xy, 1) By, n)

d(H,)=
por tanto, H, ZH. Tenemos entonces una isometria E = H, 1. E’, donde E’:Hli. Por la
regularidad de H,, E’ es regular y contiene a U totalmente is6tropo de dimensién r —1;
entonces, por la hipétesis de induccidn, este esta contenido en un espacio hiperbdlico H,
de dimensién 2(r—1), es decir, EZH, L H, L E”. (1)= (2) Si v € E es is6tropo, entonces
K -v es totalmente is6tropo de dimensién 1, luego esta contenido en un espacio hiperbdlico
T de dimensién 2, es decir un plano hiperbdlico T = H. (2) = (3) Como E es isétropo,
contiene un plano hiperbdlico H, el que es universal. ]

Corolario 3.6. Primer Teorema de Representacion. Sea (E,B) reqular, y sea k € K.
Entonces, k € D(E) si, y solo si, E L (—k) es isotropo.

Demostracion. (=) Sea f(X)= f3(X)=a,X?+---+a,X? en su forma diagonal, para alguna
base ortogonal de E. Si k € D(E), entonces existen x,,..., X, € K tales que

K=a, x>+ +a,x’,
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0, lo que es lo mismo,
ay X+ + a, x> +(—«k)-1° =0,

asi que la forma E L (—«) es isétropa.
(<) Sea (X1, .0» Xy, X,41) UN vector isGtropo de E L (—x), entonces a; X7 +---+a, x> —K x>, =
0. Si x,,; #0, entonces

K:al( ad )Z+...+an( n )ZGD(E).

Xn+1 n+1

Si por el contrario, x,.,; =0, entonces (x,..., x,) #0 es un vector isétropo para E mismo.
Por la parte (3) del teorema anterior, E es universal, o D(E) = K, asi, por supuesto,
k€ D(E). [

Una demostracién mas corta de (=): si k € D(E), entonces: E = (k) L E’, luego
ElL{(—xk)Z(—x)L{x) LE’

=(k,—Kk)LE’
“H.1E,

que es is6tropo. En el siguiente capitulo veremos que, de manera similar, a cualquier espacio
cuadratico se le puede “separar” de forma (nica su parte hiperbdlica.



Capitulo 4

Cancelacion y Descomposicion de Witt

El principal objetivo de este capitulo es demostrar el llamado “Teorema de Cancelacion
de Witt", que es uno de los resultados mas importantes de la teoria de formas cuadraticas
sobre cuerpos. Un punto que resaltamos es que no supondremos la regularidad del espacio
en cuestion en la demostracién de este teorema. Previamente, haremos un breve estudio
del grupo de reflexiones sobre un hiperplano en un espacio cuadratico dado. Posterior a
ello, daremos una caracterizacidn de cualquier espacio cuadratico, su descomposicion en
forma Gnica como suma ortogonal, que comprende sus partes hiperbdlica y anisétropa, es
decir, dado E un n-espacio cuadratico, este sera isométrico a rH L E,, para algin reNy
E, anisotropo.

4.1. Reflexiones sobre hiperplanos

Definicion 4.1. Sea (E, B) un n-espacio cuadratico. Escribiremos Og(E)= O(E) para deno-
tar la coleccion de isometrias de (E,B), donde T € O(E) si T : E— E es un automorfismo
que cumple

B(T(x), T(y))=B(x,y), Vx,y €E.

“on

Proposicion 4.1. (O(E),-) es un grupo, donde “" es el producto de transformaciones linea-

les.

Demostracion. Sean T,,T, € O(E); entonces, T,- T, : E — E es un automorfismo que
cumple:

B(T - (x), T - T(y)) = B(L(L(x)), T(L(y)) = B(Lx(x), I(y)) = B(x, y);

luego T;- T, € O(E). Por otro lado, es inmediato que I € O(E) actlia como neutro. Sabemos
también que el producto de transformaciones lineales es asociativo. Por Gltimo, si T € O(E),
existe T~! [que es también un automorfismo] tal que T-T'=1. Probemos que T™! estd
en O(E):

B(x,y)=B(T(T~}(x)), T(T(y)))= B(T(x), T"'(»));

luego T~ € O(E). O

30



CAPITULO 4. CANCELACION Y DESCOMPOSICION DE WITT 31

A continuacién, haremos una importante construcciéon en O(E).

Definicién 4.2. Sea y € E un vector anisétropo, es decir, B(y,y) # 0. A este vector
asociamos un operador T, : E— E, definido por la ecuacion:

7,(v)=v—2proy, (v), YV €E. (4.1)
Llamamos a 7, reflexion sobre el hiperplano (K - y)* o simplemente reflexion.

B(v,y)
B(y,y)

Recordemos que proyy(v): y: luego 7, se escribe de la forma:

B(v,y)
B(y,y)""

T,(v)=v-2

Proposicion 4.2. Sea 7, una reflexion. Entonces:
(1) 7, es lineal;
(2) tylkyr =1y Tylk, =—1I;
(3) 11 =1,
(4) dett,=—1;
(5) ©, € O(E).
Demostracion. (1) Si v,we€E y a€K, entonces:

B(v+w,y)
B(y,y)
B(v,y)+B(w,y)
B(y,y)
Blvy) . _,Bwy)

B(y, y)y B(y,y) Y
=7,(v)+7,(w) y

T,(v+w)=v+w-2

=v4+w-—-2

=v-—2

Blav,y) B(v,y)
By Y = YT B,y

B(v,y)
:a(v—ZB(;J;)y):aTy(v).

T,(av)=av—2

(2) Sea x €(K-y)*, entonces B(x,y)=0y:

B(x,y)
B(y,y)”

Ty(x)=x—2
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En cambio, si we K -y, entonces w=ay vy:

B )
Ty(w)=1,(ay)=ay —Z%y
B(y,y)
B(y,y)

=qy—2ay=—ay=—w.

=ay—2a

(3) Consecuencia directa de (2).

(4) Como (dett,)*=1, y 7, no es la identidad, debe ser dett, =—1.

(5)

, W
B(y,y)y B(y,y)y

B(Ty(v),Ty(w))zB(U—ZB(U’y) Baw,y) )

B(w, B(v, B(v, y)B(w,
2B B BB
= B(v w)_4B(V>J/)B(w»J/)+4B(V,J’)B(W,y)

o B(y,y) B(y,7)

asi, 7, € O(E).

32

B(y,y)

[]

Consideremos ahora el conjunto de reflexiones sobre hiperplanos 7 ={7,;B(y, y)#0}.

Proposicion 4.3. 7 es un subgrupo normal del grupo ortogonal O(E) (Tt < O(E)).

Demostracion. Sean we€ O(E) y x € E. Entonces:

(0T, 0 (%)= w(t, (™ (x))
il 1y Bl () y)
_w(w (=2 B(y,y) y)
B(w™(x),y)
B(y,y)
_ ., Bxw(y)
= 2B e Y
:Tw(y)(x)r

—x—2 w(y)

es decir, wtw™ C 7, para todo w e O(E).
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4.2. El Teorema de Cancelacion

Primero demostraremos un lema que serd utilizado en la demostraciéon del teorema
principal de este trabajo.

Lema 4.4. Sea (E,B)=(E,q) un n-espacio cuadratico. Seank € D(E) y x,y € E tales que
q(x)=¢q(y)=xK. Entonces existe una isometria T : E— E que cumple T(x)=1y.

Demostracion. Primero vemos que q(x+y)+q(x—y)=B(x+y,x+y)+B(x—y,x—y)=
2(B(x,x)+ B(y,y)=2(q(x)+q(y)=4q(x)#0, entonces, g(x+y)y q(x—y) no pueden
ser ambos cero. Supongamos que B(x—y,x—y)=q(x—y)#0. Afirmamos que T =71,_,
es la isometria que lleva x a y. En efecto:

_ ., Blx,x—y) _
Tx—y(x)_x ZB(x—y,x—y)(x J/)

e 2B(x,x—y) (x—7)

~ T B0+ B y)-2Bx,y)

_ 2B(x,x—y)

_x_ZB(x,x)—ZB(x,y)(x_y)

B _2B(x,x—y) _

- 2B(x,x—y)(x V)

=x—(x—y)=y.

Si tuviéramos q(x—y)=0, entonces g(x+y)#0y la isometria T'=—Io7,,, cumple:

T'(x)=—1(71,(x))

:_(Tx+y(x))
(. 2B(x,x+y)
- (x B(x+y,X+y)(x+y))

Cn 2B(x,x+y) (x+7)
- B(x,x)+B(y,y)+ZB(x,y)x y
_ . 2Bx,x+y)

B x+ZB(x,x+y)(x+y)

=—x+(x+y)=y.

]

Teorema 4.5. Teorema de Cancelacién de Witt. Sean f, f; y f, K-formas. Si existe una
equivalencia f L fi=f L f,, entonces fi = f,.

Demostracion. Supongamos que existe una equivalencia f L fi=f L f,.
Caso 1. Supongamos que f es totalmente isétropa y fi reqular. Sean M, y M, las matrices
asociadas a las formas f; y f,, respectivamente. Las matrices de f L fi y f L f, son por
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hipotesis 0 0 0 0 respectivamente, ademas congruentes, es decir, existe una
p 0 M1 y 0 M2 p 1 g ! ’

L . A B
matriz invertible E_(C D) tal que:

o w0 )
(

_(C'™™,C C"M,D

“\D'™M,C DTM,D )
Vemos que M, =DTM,D. Como f; es reqular, M, es invertible y por tanto M, también lo
es, y ademas son congruentes. Entonces f; = f,.

Caso 2. Sea f totalmente isétropa. Supongamos que f; tiene exactamente r ceros en su
diagonalizacion, mientras que f, tiene r ceros o mas. Reescribiendo la hipotesis, tenemos:

fLrioyLf/=fLlrO)Lf),

donde f] es regular. Por el caso 1, f/ = f].

Caso 3. Sea (a,,...,a,) una diagonalizacién de f. Probaremos por induccién sobre n. Sea
entonces f =(a). Si @ =0 entonces estamos nuevamente en el caso 2. Supongamos que
a#0. Tenemos (a) L fi =(a) L f,. Sea (E, B) un representante de la clase de isometrias
de espacios cuadraticos correspondiente a la clase de equivalencias de (@) L f;. Entonces,
dadas dos bases B, =(x, X1, ..., Xp,) Y Bo = (¥, Viy--» Vi) de E, las matrices de (@) L f; vy
(a) L f, son, respectivamente:

M 0 M. 0
T M YR M, |
0 0

donde g(x) = B(x,x) =a = B(y,y) = q(y). Entonces podemos aplicar el lema 4.4. Asi,
existe una isometria T: E — E tal que T(x)=y. Revisemos las estructuras de M, y M,.
Notemos que B(x,x;)=0= B(y,y;), para i =1,...,n; vy los subespacios K-x, K-y son
regulares; entonces, por el corolario 2.6, EZK-x L(K-x)* 2 K-y L(K-y)* vy, bajo la
isometria T restringida a (K- x)*, (K-x)* Z(K-y)*. Notemos también que las matrices de
fi y f2 son, respectivamente, M/ y M}y cada una de ellas corresponde a (K -x)* y (K- y)*,
respectivamente. Dicho de otro modo, f; = f,. Esto prueba el caso n =1. Supongamos
ahora que la hipétesis se cumple para n—1. Si f =(a,,...,a,), entonces tenemos:

(g, tyy) L =(ay, ) L) L fi
<a1’ e an—l) J— (an> J— f2
(ay,.oa,) Lf).

12
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Por tanto, f/ = f), o (a,) L fi ={a,) L f>, de donde f; = f,. Esto concluye la demostracion.
O

Corolario 4.6. Teorema de Descomposicion de Witt. Sea (E, B) un espacio cuadratico.
E se descompone en suma ortogonal E = rH 1L E,, donde E, es anisotropo y r € N. E,
esta univocamente determinado (salvo isometria) y se denomina la parte anisétropa de E
v, r es llamado el indice de Witt de E.

Demostracion. Si E es anisétropo, tomamos E, = E y r = 0. De lo contrario, si E es
isétropo, por el teorema 3.5, E puede escribirse E =H L E;; si E; es anisétropo, el teorema
esta demostrado. En caso contrario, podemos escribir E;,=H L E, y E=2H 1 E,. Luego de
un ndmero finito de pasos llegamos a la descomposicién deseada E = rH L E,. Supongamos
ahora que existe otra descomposicion de E, E = E, L r'H, con r <r’ y E, anisétropo.
Entonces E, L rH= E,, L r’H. Por el teorema 4.5, E, = E;,, L (r'—r)H. Por ser E, anisétropo,
r'—r=0. Por tanto E, = E,,. ]



Capitulo 5
Anillos de Witt

En este capitulo aplicaremos el Teorema de Cancelacion de Witt para la construccion
de un anillo que tendra dos operaciones bien definidas: la suma ortogonal y el producto de
Kronecker (producto tensorial) de formas cuadraticas regulares (L y ®).! Veremos algunas
propiedades del grupo de clases de cuadrados K/K? vy la estrecha relacién de este con el
anillo de Witt sobre un cuerpo K. De aqui en adelante, cuando digamos K-forma, nos
referiremos a una K-forma regular. Algo mas: si el contexto es claro, escribiremos “=" para

AU

significar “=".

5.1. Definiciones preliminares

Definicion 5.1. Sea K un cuerpo. Definimos M(K) como la coleccion de todas las clases
de equivalencia de K-formas de grado n, con n € N.

5.1.1. Producto de Kronecker de espacios cuadraticos

En esta subseccion definiremos el producto tensorial de dos espacios cuadraticos, lla-
mado también producto de Kronecker.

Definicion 5.2. Sean (E,, B,) y (E,, B,) espacios cuadraticos sobre K, de dimensiones m
y n, respectivamente. Definimos un nuevo espacio vectorial E = E;® E, (® = ®g), ¥ sea
B:E x E—> K la unica forma bilineal simétrica que satisface

B(y® 1, v, ®@ v,)= By(v1, V])Bs(1, v,), (v, V] €E;, i=1,2).

El par (E, B) es un nuevo espacio cuadratico sobre K de dimension mn, al que llamaremos
el producto tensorial de (E,, B;) y (E,, B,).

LEn realidad, de clases de isometria de espacios cuadraticos, o equivalentemente, de clases de equivalencia
de K-formas.

36
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La aplicacién cuadratica asociada g = gy satisface

q(11 ® 1,)= B(V, ® 15, 1, ® 1)
= By (v, 11) By (13, 1)
=q(n)g(v,) (v;€E;, i=1,2).
Denotaremos g por ¢, ® g,.>
Fijemos bases ordenadas (b, ..., b,) y (¢, ..., ¢,) de E; y E,, respectivamente. Sean «;; =
Bi(b;, b;), Bri = By(ck, ¢;). Entonces M = (a;;) y N = (By;) son las matrices simétricas

asociadas a q; y ¢,, respectivamente en las bases dadas. Ahora consideremos la base
ordenada de E =E, ® E, dada por

{hy®c,b®cCy,.... 0 ®c¢,,.... b, ..., b, ® C,}.

La matriz [simétrica] de g con respecto a esta base sera

anPu anPi 0 AP AP N N .
allﬂZl 0[11[522 alZﬂZI (112/522 an (037 Aim

M’ = : : .. : : .. o ayN a,pN - Ay, N
a1 Ao P2 : : g :

. . amlN amzN ammN

que es precisamente el ordinario producto de Kronecker de dos matrices M y N. 2
Ejemplo 5.1. Es inmediato que (@) ® ()= (ap) para todos los a,3 € K.

Ejemplo 5.2. Sean f ={(a,,...,a,,) y § ={P1,.... Bn) K-formas diagonales. Entonces, por
definicion,

f®g = (alﬂI)---)alﬁn’a2ﬂlr--->amﬂn>-

3 1

S O -
NS \C R )

) .. ) 1 3
Ejemplo 5.3. Sean f,g K-formas definidas por las matrices M, = ( ) yMg =

respectivamente. Entonces:

y Y

S O W o o

[opRe> R« \C I \C R e
w oo =N O
O O - O O W

2También por q,qs.
3Si f y g son las K-formas asociadas a las matrices M y N, respectivamente, definimos la forma f®g,
el producto tensorial de f y g, dada por la matriz M.
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(1300 0 0)

1
M0 0\ 10, e
Mg@f:ggﬁfzgfzooeszaz
f f 002613
\0 0623 1)

Esto ocurre porque al realizar ambos productos, se toman diferentes bases [ordenadas]; sin
embargo, es sencillo mostrar que ambas matrices, Mygg ¥ Mggr, SON equivalentes.

Notemos que el producto tensorial de formas cuadraticas es conmutativo, asociativo y
distributivo con respecto a la suma ortogonal. Veamos.

Proposicion 5.1. Sean q,, q, y q; aplicaciones cuadraticas. Entonces
(1) $®R=q®q.
(2) (@1®q)® 4= 4, ® (4, ® gs).
(3) m® (g L a)=(q:®q) L (g ®gs).

Demostracion. (1) Sean (E,,q,) y (E,, q,) espacios cuadraticos sobre K. Es inmediato que
la transformacion T : E; ® E,— E, ® E;, definida por v, ® v,— 1, ® v}, €s un isomorfismo
lineal. Asi, E;® E,=ZE,®E,.

(2) se prueba de manera similar.

Probemos (3):

(1 ®(q2 L g5))(v1, v, v3) = 1 (11)[(G L Ggs) (v, 15)]
= q1(1)[G2(v2) + g5(v3)]
= q:(11)q,(v2) + g, (v1)gs(v5)
=( ® @)1y, 15) L (g1 ® g5)(vy, 15),

para cualesquiera v; € E;, i =1,2,3. L]
Corolario 5.2. Si q es cualquier aplicacion cuadratica regular, entonces g @ H = (dim q)-H.

Demostracion. Por induccién sobre dim g, queda reducida la demostracién al caso g = (a),
a #0. Entonces, (a)®H=(a)®(1,—1)=(a,—a)=H. O

Notacion. Si n es un nimero entero no negativo y f es una K-forma, denotaremos
n-f=fLfLl---1f, (n veces),

la suma ortogonal de n copias de f.*

4Hemos de ser precavidos con esta notacién. En la literatura de formas cuadraticas, para a € K, muchos
autores escriben a- f denotando el producto tensorial (@) ® f. Esto genera ambigiiedad. Por ejemplo, 3 f
significa f L f L f pero también significaria (3)® f. Nosotros, para evitar este inconveniente, escribimos n- f
solo cuando 7 es un entero no negativo, para significar f L--- L f (n veces) ,y n-f en ninguna circunstancia
significara (n)® f.
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5.1.2. Grupo de Grothendieck

Sea (M,+),° M #0, un monoide conmutativo y de cancelacién, es decir cumple, para
todos los a, b,c € M:

i) +: M x M — M es una ley de composicién interna;
i) (a+b)+c=a+(b+c)

i) deeM, a+e=a;

iv) a+b=b+a,y,

v) sia+c=b+c, entonces a=D>b.

Definiciéon 5.3. Definimos en M x M la relacion ~ dada por
(a,b)~(c,d)<=a+d=c+Db.
Propaosicion 5.3. ~ es una equivalencia en M x M .

Demostracion. La reflexividad y simetria se deducen directamente de la definicion de ~.
Probemos la transitividad. Sean a,b,c,d,e,f € M. Si (a,b)~(c,d) y (c,d)~ (e, f), en-
toncesa+d=c+byc+f=e+d. Entonces

at+f+d=a+d+f
=c+b+f
=c+f+b
=e+d+b
=e+b+d,

entonces, por (v), a+f=e+b o (a,b)~ (e, f). Il
Definicién 5.4. Definimos en M x M [a operacion & como:
(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d),
para a,b,c,deM.
Definiciéon 5.5. Definimos el Grupo de Grothendieck Groth(M) de M, como
Groth(M)=((M x M)/ ~,+)

Cuya operacion suma + es definida como, dadas dos clases [x],[y]e (M xM)/~, x=(a,b)
yy=(c,a),
[x]+[yl=[x®yl.

SEscribiremos algunas veces M para denotar (M,+), para simplificar la notacion.
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En Groth(M), el elemento neutro es [(e,e)] vy, dado [(a, b)] € Groth(M), su inverso es
—[(a,b)] =[(b,a)]. La asociatividad y conmutatividad son heredadas de la estructura de
(M,+).

Ejemplo 5.4. N es un monoide conmutativo de cancelacion. El grupo de Grothendieck
Groth(N) es (NxN)/~,+)=(Z,+).

Definamos la aplicacién i : M — Groth(M) como i(x)=[(x,0)], llamada inclusion, que
puede verse como una “inmersién” M C Groth(M). Notemos lo siguiente:

i(x)—i(y)=I[(x,0)]—[(y,0)]
=[(x,0)]+[(0, y)]
=[(x,0)&(0, y)]
=[(x, )],

entonces denotaremos [(x, y)]=i(x)—i(y)= x—y, siempre que no haya confusién. Sea ahora
f :M — G un morfismo, donde G es un grupo abeliano. Entonces f puede extenderse
a un morfismo [f]: Groth(M) — G definido por [f](x —y) = f(x)— f(y) € G. Esta es
llamada la “propiedad universal” de Groth(M). Por altimo, supongamos que M tiene una
multiplicacién -: M x M — M asociativa, conmutativa y distributiva respecto de la suma;
junto con la suma, M es un semianillo y entonces la multiplicacion induce una en Groth(M)
dada por

[, ][y =[x x"+ yy', y X'+ xy")].

Luego (Groth(M),+,-) es un anillo conmutativo.

5.2. W(K)y W(K)
Definicion 5.6. Definimos el anillo Grothendieck de Witt de K-formas como
W (K) = Groth(M(K)).

Vemos que todo elemento de W(K) se expresa como f;— f,, donde fi, f, son K-formas
regulares. Consideremos el morfismo dim: M(K)— Z dado por f+~—— dim f. Este puede
extenderse naturalmente a un morfismo dim = [dim]: W(K)— Z definido por

[dim](f; — o) =dim f; —dim f,.

El nicleo de este homomorfismo, denotado por IK, es llamado el ideal fundamental de
W(K). Puesto que Im(dim)=Z, por el Teorema de isomorfismo, W(K)/IK =Z.

Definicion 5.7. Z-H = {rH;r € Z} es la coleccion de las formas (espacios) hiperbdlicas
(hiperbdlicos).

Corolario 5.4. Z-H={rH; r €Z} es un ideal de W(K).
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Demostracion. Se deduce directamente del corolario 5.2. O]
Definicion 5.8. Definimos el anillo de Witt W(K) de un cuerpo K como:

W(K)= % (5.1)

con las operaciones inducidas por L y Q.
Proposicion 5.5.

(1) Los elementos de W(K) estan en correspondencia univoca con las clases de equiva-
lencia de formas anisétropas.

(2) Dos K-formas f, f’ representan el mismo elemento en W(K) si, y solo si, f, = f!.°

(3) Si dim f =dim f’, entonces f y f’ representan el mismo elemento en W(K) si, y
solo si, f= f’.

Demostracion. Hemos de probar solamente (1). (2) y (3) se deducen directamente de
(1). Puesto que la forma H representa al 0 en W(K), es decir, 0 = (1,—1) = (@,—a) =
(@) L (—a) = {a)+ (—a) tenemos —(a) = (—a) € W(K) para todo a € K. En particular, todo
elemento de W(K) es representado por alguna K-forma f. Esta se escribe de forma (nica,
salvo isometria (equivalencia), como f=rH L f,, entonces f y f, representan el mismo
elemento en W(K) (porque rH=0¢€ W(K), Z-H absorbe la parte hiperbdlica de f). Asi,
cada elemento de W(K) es representado por una K-forma anisétropa apropiada. Entonces,
para la prueba de (1), solo queda mostrar que si f vy f’ son K-formas anisétropas, entonces
f=feWK)=f2f.Si f=f eW(K) entonces f = f'+mH € W(K) para alglin
meZ. Si m>0, entonces tenemos una isometria f = f’ L mH, que implica m=0 pues f
es anisotropa y asi f = f’. Si m <0 entonces basta tomar f’= f +(—m)H y nuevamente
tenemos f'= f. []

5.2.1. El ideal fundamental /K

Analicemos con mas detalle el morfismo dim: W(K)— Z, con ker(dim)=IK. Veremos
ahora que IK es generado por expresiones “sencillas”.

Proposicion 5.6. TK es generado aditivamente por K-formas (a)—(1), con a € K.

Demostracion. Sea f € TK, entonces tiene la forma f = f,—f,, con dim f, =dim f,. Expre-
sando en sus formas diagonales, tenemos que f; =(a,....,a,) y fo ={(Bi,..., B,) para algin
n eN. Entonces:

f :i((ai> —(B:))= i((ai) - (D)—En:((ﬁi) —(1)).

SEn este caso, f y f’ son llamados “similares segtn Witt”.
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Esta proposicién nos indica que los elementos de TK son K-formas de grado par.
Analicemos ahora qué estructura tiene su imagen bajo la proyeccién natural n:W(K)—>
W(K). Denotemos por IK a la imagen de IK bajo el morfismo . Como se tiene dimH =2
y dim(TK) =0, claramente se cumple que Z-HNTK = {0}; por tanto, dado f € IK, la
proyeccién natural f— f +Z-H define un isomorfismo TK = IK.

Proposicion 5.7. Una forma f representa un elemento en IK < W(K) si, y solo si, dim f
es par.

Demostracion. (=) Si f representa un elemento en IK, entonces existe algin m € Z tal
que f=fi—f,+mHe W(K), con dim f; = dim f,. Entonces,

dim f =dim f; —dim f, + dim mH =dim mH=2m.

(<) Supongamos ahora que f es de dimensién par, digamos f = (a,f). Entonces f es
claramente la imagen de (a)—(—B) € TK bajo m, es decir, f € IK. ]

Vemos asi que, IK particiona W(K) en formas representantes de grado par o impar.
Considerando nuevamente el morfismo dim : W(K) — Z, éste induce un epimorfismo
dim, : W(K)— Z, (formas de dimensién par o impar); y, por la anterior proposicién, el
nucleo de este es I K. Entonces podemos concluir el siguiente resultado.

W(K)

Corolario 5.8. TK =7, via el morfismo dim,.

Tenemos ahora las herramientas necesarias para estudiar la estructura de algunos anillos
de Witt, dadas ciertas propiedades del cuerpo K subyacente.

5.3. Grupo de clases de cuadrados

En esta seccién, estudiaremos las relaciones entre W(K)y K/K?, el grupo de clases de
cuadrados de K.

Definimos, en el capitulo 3, el determinante de una forma f como un elemento d(f) del
grupo de clases de cuadrados K/K?; y, por la proposicién 3.1, d : M(K)— K/K? define
un morfismo de semigrupos. Por la propiedad universal, este se extiende a un morfismo
d:W(K)— K/K2. Sin embargo, tenemos que d(H)=—1K?, que no necesariamente es
el neutro de K/K?, es decir, podria representar una clase no nula de este. Entonces no
tendria sentido siquiera considerar un morfismo entre W(K)y K/K?, via d.

Definicion 5.9. Dada una forma f € M(K), definimos su determinante con signo dy me-
diante la ecuacion

do(f)=(=1)"""2d(f),
donde n=dim f.
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Con esta definicion solucionamos el anterior inconveniente:
d.(H)=(—1**Y24qH) = (—1)(-1)K?>=1- K>
Sin embargo, esta aplicacion presenta un nuevo problema. Veamos un ejemplo:

d:l:(<a1»---ra6>):(_1)6(6_1)/2a1"'a6K2
=—q,---asK? pero
d.((a)))-d.((ay, ..., ) = (1) V20 K2 (1) Vg, ... g K?
:al...aGKz;
entonces, no necesariamente se cumple que d.(f 1 g) = d.(f)ds(g). Asi, d. no puede

definir un morfismo de W(K) en K/K?. Solucionamos este problema extendiendo K/K? y
combinando los morfismos dim, y dim.,.

Definicién 5.10. Sea Q(K) el conjunto Z, x K/K?. En él definimos la operacion:

(m,a)e(n,f)=(m,a)(n, p)=(m+n,(=1)""ap).

Es inmediato que e es asociativo y conmutativo. Por otra parte, (m, a)(0,1)=(m,(—1)"%a) =
(m,a), luego (0,1) actta como neutro en Q(K). Ademas, dado (n,a) € Q(K),

(n,@)e(n,(—1)"a)=(n+n,(—1)"a(-1)"a=(0,(~1)"""Va*)=(0,1);

entonces, el inverso de (n,a) en Q(K) es (n,(—1)"a), y asi, (Q(K),e) es un grupo [abeliano].
Consideremos ahora la sucesion exacta corta:

K .
1—’E—l’Q(K)L’Zz—’0,7

donde i(@)=(0,a) y n(n,a)=n (la inclusién y la proyeccién natural). Evaluando al cuadrado
los elementos de la imagen de i tenemos que (0, a)(0,a)=(0,a?)=(0,1), para todo a € Ky,
(1,a)1,a)=(1+1,(-1)"'a?)=(0,—1-a?)=(0,—1), en particular, (1,1)*> =(0,—1). Consideremos
ahora el morfismo f :7Z, — Q(K) dado por f(0)=(0,1)y f(1)=(1,1). Si —1 es un cuadrado
en K, entonces Q(K) es una extension partible.®

Propaosicion 5.9. La aplicacion (dimy,d.) : M(K)— Q(K) determina un epimorfismo de
monoides. Esta se extiende a un epimorfismo de grupos (dimy, d.): W(K )— Q(K), el que
se factoriza a través de W(K) (es decir, se anula en Z-H, luego induce un epimorfismo
W(K)— Q(K)). Este dltimo induce un isomorfismo de grupos W(K)/I?K = Q(K).

Demostracion. La aplicacion definida en la anterior proposicién lleva una forma f a

(dimy(f)), d+(f)) € Q(K).

71y 0 representan al grupo trivial.
8Dada una sucesién exacta corta 0— H — G — F — 0, decimos que G es una extension partible de
H si existe un morfismo f:F — G tal que o f =idg, donde 7:G— F.
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Veamos que es efectivamente un homomorfismo de monoides. Dadas las formas fy f’ de
dimensiones n y n’, respectivamente, tenemos que:

(dimy, d..)(f)- (dimy, d.)(f") = (n(mod 2),(=1)"""2d(f))(n’(mod 2),(=1)""*~2d(f"))
=(n+ n'(mod 2),(—1)"" (=1)\" 2 g (f)d( 1)
:(n+n’(mod 2),(~1 )[Znn +n?—n+n’ —n’]/Zd fJ_f’))
=(n+ n'(mod 2), (1)t =N2 g £ | F)
= (dimy, d)(f L f") € Q(K).

Mas adn, (dimy, d.) es un epimorfismo. Lo verificamos como sigue:
(dimy, dy)({@)) = (1, & - K?) y (dim,, d)((1,—a)) = (0,a- K?), (5.2)

para todo @ € K. Nuevamente, por la propiedad universal de W(K), (dimy, d.) se extiende
de forma (nica a un epimorfismo de W(K) a Q(K), que se anula en Z-H. Veamos:

(dimy, d..)(H) = (0,(=1)d(H)) = (0, 1),

la identidad en Q(K). Asi (dimy,d.) induce un epimorfismo (dimg,d.): W(K) — Q(K).
Ahora mostraremos que este se anula en I2K. Por la proposicion 5.7, IK es generado
aditivamente por formas de grado par (1,a); asi, I?K es generado aditivamente por formas
de dimensién 4, (1,a)®(1,8)=(1,a,B,ap). Calculemos su imagen bajo (dimy, d..):

(dimy, d2)((1, @, B, @B)) = (0,(=1)"“"V2a-B-af - K*)=(0,1),

por tanto se anula en I?K y asi, obtenemos un epimorfismo ¢ : W(K)/I’K — Q(K).
Construyendo una inversa de ¢, mostraremos que este Gltimo es un isomorfismo. Definimos
Y : Q(K)— W(K)/I?K considerando las igualdades de la ecuacién 5.2 como:

Y(0,a)=(1,—a)(mod I’K), (1,a)={a)(mod I*K).

Realicemos ahora los célculos necesarios, teniendo en cuenta que estamos operando en
W(K) médulo I?K:

P[0,a)(0, B)]=1(0,ap)=(1,—af) = (1,—ap) +(1,—a) & (1,—p)
=(1,—ap)+(L,—a,—f,af)=(L,—a,1,—p)
=1(0,@)+(0, ) (mod I’K);

Yl a)(L, )= (0,—af)=(1,aB) =(1,af)+(L,—a)®(,-1)
=(Lap)+(B,—1,—ap,a)=(a,p)
=(1,a)+(1, B) (mod I°K);

Y10,a), Bll=1y (L, ap)=(ap)=(af)+{1,—a)&(1,pB)
=(af)+(1,B,—a,—ap)=(1,-a,p)
= (0,a)+ (1, 8) (mod I°K).
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Asi, 1 es un morfismo de grupos, que es suryectivo, pues, Y(1,a) = (a)(mod I*K). Final-
mente,

@ o1p(0,@)=¢((1,—a) (mod I*K))
= (dimy, d.)((1,—a)(mod I*K))
=(0,(=1)(—a))=(0,a);

@ oy(1,a) = p({a)(mod I*K))
= (dimy, d.)({a)(mod I*K))
=(1,a).

Asi, concluimos que ) es inyectiva (pues tiene a ¢ como inversa a izquierda) y por tanto
un isomorfismo con ' =¢. Dicho de otro modo, W(K)/I?K = Q(K). O

Hemos mostrado que W(K)/I?K y Q(K) son isomorfos como grupos. Pero W(K)/I?K
tiene estructura de anillo [conmutativo]. Esto sugiere que Q(K) debe tener también estruc-
tura de anillo, via . Dados a, B € K/K?,definimos la multiplicacién “«” como sigue:

(0, @)*(0,8)=(0,1);
(0,2)%(1, B)=(0,a);
(L a)*(1, B)=(1,ap).

Note que esta multiplicacion depende solamente del grupo K/K?.
Corolario 5.10. Tenemos los siguientes resultados:

(1) (Pfister) I?K esta constituido por clases de formas de dimension par f para las cuales
d(f)=(=1)"""Y2 con n=dimf.

(2) (Pfister) La restriccion de ¢ induce un isomorfismo entre IK/I?K y K/K?.

Demostracion. (1) Es claro que si f € I?K, dim f es pary d(f)=(—1)"""Y2_ Ahora, si f
cumple ambas condiciones, (dimy, d.)(f)=(0,(—=1)"""Y2d(f))=(0,1), luego f € I’K.

(2) Si restringimos ¢ a IK, cuyos elementos son de la forma (1, a), sus imagenes seran de
la forma (0,a), que como vimos, constituyen K/K?2. ]

Corolario 5.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) W(K) es un anillo noetheriano.
(2) W(K) es un anillo noetheriano.
(3) K/K? es un grupo finito.

Demostracion. (1)=(2) es inmediato (el anillo cociente de un anillo noetheriano resulta
noetheriano).

(2)=(3) Suponiendo W(K) noetheriano, IK es un W(K)-médulo finitamente generado,
luego IK/I?K es un W(K)/IK-médulo finitamente generado. Recordemos que W(K)/IK =
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Z,, por tanto IK/I*?K = K/K? debe ser finito.

(3)=(1) Por el Teorema de diagonalizacién 2.5, W(K) es generado aditivamente por las
formas (@), a € K/K?2. Como K/K? es finito, tenemos que W(K) es un grupo abeliano
generado finitamente. Esto significa que, como anillo, W(K) es noetheriano. ]

En Ia siguiente seccidn estudiaremos algunos anillos de Witt sobre cuerpos concretos o
con ciertas propiedades. Este estudio nos ayudara a ilustrar la teoria general.

5.4. Calculos elementales

Empecemos estudiando los cuerpos K cuadraticamente cerrados, es decir, dado ¢ € K,
existe B € K tal que 2=a.°

Propaosicion 5.12. Son equivalentes:
(1) K es cuadraticamente cerrado.
(2) dim: W(K)— Z es un isomorfismo de anillos.
(3) dim,: W(K)— Z, es un isomorfismo de anillos.

Demostracion. (1)=(2) Si K es cuadraticamente cerrado, entonces ()
quier a € K. Entonces, si f es de dimension n, esta es equivalente a n(1)
que dim es un isomorfismo de anillos (por la propiedad universal de W(K
(2)=(3) Es inmediato.

(3)=(1) Sea a € K. Via dim,, W(K) tiene solo dos elementos preimagenes de Z,: (0) y (1)
moédulo Z-H. Como a es no nulo, debe ser (a) =(1)(mod Z-H), es decir, (a) = (1) + mH,
con m €Z; entonces debe ser m=0y asi (a)=(1), es decir, a es un cuadrado en K. [

= (1) para cual-
asi queda claro

).

Asi, quedan caracterizados los anillos de Witt sobre cuerpos cuadraticamente cerrados.
Proposicion 5.13. Sea K =R. Tenemos que:

(1) Existen exactamente dos formas anisétropas (salvo isometria) para cada dimension.
Para n>0, estas son n(l) y n{—1),

(2) WR)ZZ,
(3) WR)2Z&Z.

Demostracion. (1) Puesto que R/R? = {1,—1}, toda forma f admite una diagonalizacién
f={(aj,...,a,), cona;,=10 —1, i=1,..,n. Si f es anisétropa, queda claro que los signos
no pueden alternarse en su diagonalizacién (de lo contrario contendria planos hiperbdlicos
y dejaria de ser anisétropa). Luego serd f=n(1) o f=n(-1).

9Note que todo cuerpo algebraicamente cerrado es automaticamente cuadraticamente cerrado, asi que
estos Gltimos ofrecen mas ejemplos, los que no se trataran en este trabajo.
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(2) Por la proposicién 5.5, W(R) esta en correspondencia biunivoca con las formas anisé-
tropas; asi, por (1), WR)=Z.

(3) Para esta parte, mostraremos que W(R) es un Z-médulo libre de dimensién 2 Asi, basta
probar que {(1),(—1)} es una base. Por (1), es claro que (1) y (—1) generan W(R). Sean,
entonces, m,n € Z tales que m(l)+n{—1) =0 (en W(R)). Llevando a W(R) (es decir,
moédulo Z-H), debemos tener m = n. Volviendo a W(R), debe ser m=n =0, por tanto (1)
y (=1) son linealmente independientes. ]

Nota. TR es generado por (1)—(—1).

En (1) de la anterior demostracion, vimos que una forma f admite una diagonalizacién
f={ay,...,a,), con a; =1 o —1; reordenando tenemos que f ={(f,,...,B,), con B, =..=
B.=1y B, =...=B,=—1. Note lo siguiente

0<r<mn = f is6tropa;y,
r=00r=n = f anisétropa.

Definicién 5.11. Sea s = n—r. Definimos para la R-forma f su signatura sig (f) como
sig (f)=r—s=(ndmero de términos iguales a 1)—(nimero de términos iguales a —1).

Proposicion 5.14. (Ley de inercia de Sylvester) Dos formas regulares sobre R son equiva-
lentes si, y solo si, tienen la misma dimension y la misma signatura.

En otras palabras, que la signatura es independiente de la diagonalizacién de la forma
en cuestion.

Demostracion. Sean r(l) L s(—1) y r’(1) L s’(—1) dos diagonalizaciones de f, con r’'>r.
Entonces, llevando esta equivalencia al anillo de Witt, tenemos:

r(1)—s(1)=r'(1)—s"(1);

teniendo en cuenta que s=n—ry s’=n—r’, con n=dim f; esto implica que 2r(1) =
2r’'(1) e W(R). Por ser W(R)=Z, debe ser r=1r". -

Asi, podemos escribir n, = r (nimero de términos positivos) y n_ = s (namero de
términos negativos). Luego,

sig (f)=n,—n_=n,—(n—n,)=2n,—n.

Estudiemos ahora los anillos de Witt sobre cuerpos finitos de caracteristica > 2. Sea
K = F, el cuerpo finito de g = p™ elementos (p primo mayor que 2). Sea a € Fq un generador
de este. Dado que K es ciclico y de orden par |K|=qg—1, es claro que a” con 0<n <gq,
es un cuadrado si, y solo si, n es par. Asi, K/K? tiene dos clases laterales. Denotaremos
estas por 1 y &. Como a9 V2 no es 1y, elevado al cuadrado da 1, resulta ald1/2 =—1.
Por tanto, —1 es un cuadrado si, y solo si, (g —1)/2 es par, es decir, g =1(mod 4). En el
otro caso, cuando g =3(mod 4), podemos tomar & =—1.

Proposicion 5.15. En K = F, tenemos que toda forma regular binaria es universal.



CAPITULO 5. ANILLOS DE WITT 48

Demostracion. Sea K/K?={1,£}. Primero mostraremos que & puede tomarse como suma
de dos cuadrados (como 1y & son las Gnicas clases de cuadrados, esto equivale a decir
que la forma (1,1) es universal). Si —1 es un cuadrado en K (si g =1(mod 4)), entonces
(1,1)=(1,—1) =H es universal. Cuando —1 no es cuadrado en K (es decir, g =3(mod 4)),
tomamos & =—1. Consideremos los conjuntos K y 14+ K de K. Es claro que ambos son de
orden (g—1)/2 y son distintos, pues, 1€ K?>—(1+K?). Asi, existe un elemento de la forma
1+ a® que no esta en K2. Tenemos que 1+ a? # 0, pues de lo contrario, seria a® = —1,
contradiciendo la hipétesis. Entonces, 1+ a? pertenece a la clase &-K?, es decir, existe
B €K tal que 1+a?=&p2, luego E=(B1)?+(aB™')?, es decir, la forma (1,1) es universal.
Ahora, dado que 1y & son las Unicas clases de cuadrados, hay como maximo tres formas
diferentes (no equivalentes): (1,1), (1,&) y (£,&). Solo resta probar que las dos Gltimas
son universales. (1,&) obviamente representa a 1y &, luego es universal. Por Gltimo, dado
a €K, existen B,,B, € K tales que &'a = 2+ 2 (recordemos que (1,1) es universal).
Entonces EB2+EB; =E(BE+P2)=EEa=a. O

Lema 5.16. En un cuerpo finito, toda forma ternaria es isétropa.

Demostracion. Sea (a,3,7) sobre F,, entonces (fB,y) representa a —a. Por el Criterio de
representacion, (f,7) = (—a,&) para algin £ € F,. Luego (a,,7) =(a,—a,&) =H L (£) es
isétropa. []

Corolario 5.17. Sea K=F, (q=p™, 2# p primo).
(1) Si g =1(mod 4), entonces existe un isomorfismo de anillos W(K)= Z,[K /K?].
(2) Si g =3(mod 4), existe un isomorfismo de anillos W(K)= Z,.

Demostracion. Ambas partes del corolario se deducen analizando la estructura de Q(K),
que esta es una extension partible de K/K? cuando —1 es un cuadrado en K, y asi, (1) se
sigue directamente. Cuando —1 no es cuadrado en K, Q(K) no es una extension partible
de K/K?, de ese hecho se deduce (2) (en ambos casos Q(K) es de orden 4). Sin embargo,
podemos probar esto directamente sin recurrir a Q(K). Para (1), sea & el representante
de la clase no trivial. Entonces, las formas anisétropas son (0), (1), (&) y (1,&). Ademas,
recordando que (1,1) = (1,—1) = 0 (mod Z - H), W(K) es claramente isomorfo al anillo
de grupo Z,[K/K?], identificando K/K? con {1,&}. Para (2), con & =—1, las formas
anisétropas son (0), (1), (1,1) y (—1) =(1,1,1)(mod Z - H), asi queda claro que W(K) es
isomorfo a Z,. ]

Nota. De acuerdo al anterior resultado, en el caso de cuerpos finitos, tratamos separada-
mente los casos g =1(mod 4) y g =3(mod 4), estudiando sus anillos de Witt. Sin embargo,
ambos tienen el mismo anillo Grothendieck W(K). Esto muestra la ventaja que W(K) tiene
sobre W(K), que el primero muestra mas propiedades de K que el segundo.



Conclusion

Definimos y establecimos una correspondencia uno-uno entre clases de isometria de
espacios cuadraticos y clases de equivalencia de formas cuadraticas sobre un cuerpo K.
Probamos el Teorema de diagonalizacién de la mano del Criterio de representacion. Carac-
terizamos el plano hiperbdlico y su directa relacion con la isotropia del espacio considerado.
Luego de definir la suma ortogonal de espacios, probamos los teoremas de Cancelacién y
Descomposicién de Witt, que establecen que todo espacio E es isométrico a E, 1 rH,
donde E, y rH son sus partes anisétropa e hiperbdlica, respectivamente y son Gnicos, sal-
vo isometria. Definimos el producto tensorial de K-formas y construimos W(K), el anillo
Grothendieck de Witt;/r\nostramos que Z-H es un ideal de W(K); y, definimos el anillo

de Witt W(K) como

morfismo dim vy el grupo de clases de cuadrados K/K?. Finalmente, clasificamos las for-
mas cuadraticas sobre cuerpos cuadraticamente cerrados, la coleccidon de niimeros reales
y cuerpos finitos. Resumiendo, realizamos un estudio introductorio de los fundamentos de
la teoria algebraica de formas cuadraticas.

(H)' Luego estudiamos la estructura de W(K) considerando el
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