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INTRODUCCION

Se podra decir que los sistemas dinamicos es un area "joven'"de la mateméti-
ca, aunque se remontan a Newton con sus estudios de Mecanica Celeste y a Henri
Poincaré, quien inicio el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, pues en ese
entonces no todos los problemas de ecuaciones diferenciales se podian resolver; es de-
cir, encontrar su soluciéon explicitamente, pero Poincaré indica que podemos conocer
el comportamiento y propiedades de la solucién sin conocerla explicitamente esa solu-
ciéon, ya que esta solucion define un sistema dinamico. Sin embargo, fue hace apenas
unos 40 anos que los sistemas dindmicos se establecieron como un area propiamente
dicha, gracias al trabajo destacado de matematicos e ingenieros como: S. Smale, V.
Arnold, Lyapunov, etc.

Si tratamos de precisar el concepto de sistema dinamico, podriamos decir burdamente
que se trata del estudio de sistemas deterministicos, es decir, consideramos situaciones
que dependen de algtn parametro dado, que frecuentemente suponemos es el tiempo,
y que varian de acuerdo a las leyes establecidas. De manera que el conocimiento de la
situacion en un momento dado, nos permite reconstruir el pasado y predecir el futuro.
Varios han sido las formas de estudiar el comportamiento de estos sistemas dindmicos
como mediante el estudio de la estabilidad, estabilidad asintoética, y en entre otras
que es a través de la Descomposiciéon de Morse, la que se desarrollara en este trabajo.
El proposito de este trabajo es realizar un analisis de las propiedades de la Descom-
posicion de Morse para sistemas dinamicos continuos en espacios métricos compactos.
Para lograr desarrollar estos objetivos introducimos en el primer capitulo algunos
conceptos de sistemas dinamicos a tiempo continuo como ser: érbitas (trayectorias),
orbitas periddicas y los conjuntos limites que son los puntos alcanzados cuando los
tiempos tienden al infinito de las 6rbitas, para recordar un resultado primordial que
es: dado un sistema dinamico continuo ® : R x X — X; si X es un espacio métrico

compacto, entonces para cualquier subconjunto Y no vacio, los conjuntos limites son



VI

distintos del vacio, invariantes y compactos, ademaés si Y es conexo entonces los con-
juntos limites son conexos: estas propiedades nos permitira desarrollar los conceptos
de conjuntos atractores y repulsores, dotandoles de estas propiedades; ver la relacion
con propiedades de topoldgicamente transitivo y mixing, ademas de la existencia de
conjuntos minimales. En el segundo capitulo estudiamos las propiedades de los conjun-
tos Atractores y como a partir de un conjunto atractor podemos construir un conjunto
repulsor llamado el complementario repulsor (este resultado es valido en el caso de
tener un repulsor construir a partir de ello su complemento atractor), lo cual da una
propiedad de descomponer el espacio de estados X, fue una de las primeras muestras
de la Descomposicion de Morse y de cierta forma entender el comportamiento de los
sistemas dindmicos (aunque no brindaba mucha informacion acerca de la dinamica
pero fue uno de los inicias del estudio de la Descomposicion de Morse); ademés se de-
sarrollard conceptos de cadenas (recurrentes, transitivas, limites), esta propiedad que
cumplen algunos subconjuntos cuyos elementos se pueden conectar a través de érbitas
salvo un pequeno margen de error; el cual cumple algunas propiedades topologicas:
un subconjunto cerrado Y de un espacio métrico compacto X es cadena transitiva
si este es subconjunto del conjunto cadena recurrente y conexo, reciprocamente, si el
sistema dinamico en X es cadena transitiva, entonces X es conexo; las componentes
conexas del conjunto cadena recurrente (este conjunto es la coleccion de todos los
puntos cadena recurrente) coincide con los conjuntos cadena transitivas maximales
(con respecto a la inclusion). Ademas, el flujo restricto a una componente conexa
del conjunto cadena recurrente es una cadena transitiva; y relaciones entre conjuntos
Atractores, su complemento repulsor con conjuntos Cadenas Recurrentes. En el tercer
capitulo empezamos con la definicién de Descomposicion de Morse y podremos afir-
mar que un sistema dinamico continuo en un espacio métrico compacto posee al menos
una Descomposicion de Morse que seria la trivial considerando al espacio mismo como
conjunto de Morse, entre las propiedades existe una clase especial de descomposicion
que es la Descomposicion de Morse Fina la cual no siempre tiene un sistema dinamico
continuo, para el estudio de ambos la realizaremos a través de algunas equivalencias

con Pares Atractor-Repulsor y cadenas transitivas maximales de la siguiente manera:

= Si tenemos una Descomposicion de Morse, entonces podemos encontrar una
secuencia finita estrictamente creciente de Atractores. Reciprocamente es valida,
es decir, si construimos una secuencia finita estrictamente creciente de atractores

tal que el mas grande sea el espacio de estados, entonces podemos encontrar una

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Descomposicion de Morse.

= Como mencionamos anteriormente no siempre un sistema dindmico continuo
posee una Descomposicion de Morse Fina: ver la cardinalidad de las compo-
nentes conexas del conjunto cadena recurrente y si esta es finita podemos garan-
tizar la existencia de una Descomposiciéon de Morse Fina, los conjuntos de Morse

coinciden con las componentes conexas del conjunto cadena recurrente.

U.M.S.A. F.C.P.N.



PRELIMINARES

Veremos algunos de los conceptos y definiciones dentro de la teoria de los sistemas

dindmicos topologicos.

1.1. Sistemas Dinamicos Topologicos

Un sistema dindmico es una triada (X,G,T) donde X es un conjunto no vacio
(espacio métrico, espacio vectorial, espacio topologico, variedad diferenciable, etc.) al
que llamamos espacio de fases ( o espacio de estados), G es un semigrupo que actia

sobre el espacio X, es decir:

1 E =9
(9,2) = T'(g, x)

tal que se cumple T'(g, T'(h,z)) = T(gh,x) y T(e,z) = x para todo g, h,e € G, donde
e es el elemento neutro del semigrupo, z € X ademés definimos Vg€ G; T, : X — X
se cumple Ty, = T, 0Ty,

A la definicién se ha dado diferentes denominaciones, por ejemplo en la teoria de
Sistemas Dinamicos podemos identificar tres subcampos entre otros que difieren por

la estructura que se le impone sobre el espacio X y la funcién T'. Por ejemplo:

0 DINAMICA DIFERENCIABLE: Actian funciones diferenciables sobre
Variedades Diferenciales T; : X — X.

0 DINAMICA TOPOLOGICA: Acttian funciones continuas sobre espacios topologi-

cos, usualmente espacios métricos compactos.

0 TEORIA ERGODICA: Acttian funciones medibles sobre espacios de medida,

usualmente espacios de medida finita.
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De donde se clasifica en dos ambitos:

O Sistemas Dindmicos Discretos :
G=(Z,+)
. . . . G = (R(:;:v +)
[0 Sistemas Dindmicos Continuos :
G=(R,+)

Trabajaremos principalmente con sistemas dindmicos topolégicos continuos con el

grupo R, con énfasis en espacios métricos compactos X .

1.1.1. Sistemas Dinamicos continuos

Continuaremos con algunos conceptos y propiedades basicas para sistemas dinami-
cos continuos sobre espacios métricos compactos con énfasis en la teoria de Charles
Conley, quien fue uno de los mateméticos en dedicar parte de su vida en estudiar
la Descomposicion de Morse, a través de conjuntos invariantes; por lo cual su teoria

esta orientada a esta, desde el punto de vista de los sistemas dinamicos.

Definicion 1.1. Un flujo o sistema dindmico continuo en un espacio métrico X,
esta dada por una funcion continua ® : R x X — X tal que satisface ®(0,z) =z y
O(t + s,2) = O(t, P(s,x)); para todo elemento v € X y numeros s,t € R.

Podemos ver un ejemplo en la cual cumple las propiedades de un sistema dindmico

continuo.

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema dindmico en X =R dado por:
d:RxR—R
(t,z) — ®(t,z) =e'(1+2) -1
que cumple ®(0,2) = x y ®(t + s,z) = ®(¢, P(s, 2)).
Nota.- Veamos algunas notaciones que usaremos en el desarrollo del tema:

1. Tomemos en cuenta la siguiente notacion:

O(t,x) = Py(z) =x-t; paratodox € X, t € R.

2. El sistema reversible ®* esta dado por ®*(¢,x) = ®(—t, z).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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3. De aqui en adelante nos referiremos al espacio X como un espacio métrico com-

pacto, salvo que se diga de forma explicita lo contrario.

Ahora recordemos un hecho conocido en analisis (una funcién continua en un conjunto
compacto es uniformemente continua), pero ahora adaptada a sistemas dindmicos en

general.

K xX

Teorema 1.1. Dado un sistema dinamico ® : R x X — X en un espacio métrico
compacto X. Para cada punto x € X, subconjunto compacto K C R y cada € > 0,

existe 6 > 0 tal que
A(D(t,2), B(t,)) < ¢

para todoy € X yt € K tal que d(z,y) < 0.

Demostraciéon.  Por la continuidad de @ en (¢, z), existe §; > 0 tal que

sid(z,y) <&y |s—t| <d, entonces

d(®(t,x), P(s,y)) <

NN e

Sea V; := (t — d&,t + d;). La coleccion {V; : t € K} es un cubrimiento del conjunto

n
compacto K, nosotros podemos escoger los elementos t4, ..., t, € K tal que K C U Vi,

i=1
Tomemos § := min{d;, : 1 < i < n} > 0. Ahora observemos que para cada t € K

U.M.S.A. F.C.P.N.
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nosotros tenemos a algin t; tal que ¢t € V;,. Asi, si d(z,y) < J, entonces

d<(I)(t7 $), (I)(tv y)) < d<(I)(t7 $), (I)<ti7 .T)) + d<q)<t27 $), (I)(tv y))

cELE
2 2
=€

1.1.2. Orbitas, orbitas periodicas

Las orbitas son a menudo llamados trayectorias en el espacio fase y son los puntos

por donde pasa la soluciéon de la dinadmica.

Definicion 1.2. Sea ® : R x X — X un flujo, la érbita de x es

Ofz) = {®(t,2) :teR} =2 -R

» La orbita positiva de x es O (x) = {P(t,x) : t > 0}.
» La orbita negativa de x es O~ (xz) = {®(t,z) : t < 0}.

Veamos un ejemplo para ilustrar la diferencia de orbita positiva y negativa; en

algunos casos estas seran la misma.
Ejemplo 1.2. Consideremos la ecuacion diferencial auténoma:
i =x(r —1)(z — 2)*(x = 3) en el intervalo X = [0, 3]

Sea p(t, x) la solucion de esta ecuacion con ¢(0,x) = xz, son unicas y existe para todo
teR.

De aqui definimos un sistema dindmico continuo:
¢ : R x[0,3] — [0, 3]
(t,x) = ©(t,2) = ¢(t, z)

donde tenemos:

([2,1) size(0,1) ((0,2] size(0,1)
O*(z) = (1, x] szi z € (1,2) O (z) = [z,2) sz: x € (1,2)
(2,z] siz € (2,3) [2,3) sixz € (2,3)

| {z} six=0,1,2,3 (puntos fijos) | {z} six=0,1,2,3

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Cuando estudiamos sistemas dinamicos continuos en R y si las 6rbitas se intersecan
estas son la misma orbita, esto nos servira para tener una idea del comportamiento

de las orbitas.

Proposicion 1.1. Dos orbitas distintas no se intersecan.

Demostracién.- Supongamos que dos érbitas se intersecan, entonces existe un
x € O(z9) N O(x7).

Luego existen tg,t; € R tal que z = ¢(tg, z9) = ¢(t1,x1). Para todo t € R se cumple:

o(t,x0) = P(t — to+ to, o)
= @(t — to, p(to, o))
= ¢(t — to, )
= ¢(t — to, B(t1,21))
= ¢(t — to + ty,21)-

Entonces O(zg) C O(x1). Anélogamente se demuestra la otra inclusion.
U

En algunos casos los puntos de la soluciéon de la dindmica pueden permanecer en el
mismo punto al transcurrir el tiempo o retornar al mismo después de un tiempo deter-
minado, esta clase de puntos nos dara una informacion inmediata cuando lleguemos

a estudiar los conjuntos limites.

Definiciéon 1.3. Dado un sistema dinamico continuo (flujo) ® : R x X — X en un

espacio métrico compacto X,
O Un puntop € X se dice punto fijo (o de equilibrio) si

O(t,p) =p, YVt € R

O Un punto p € X se dice punto periddico si existe t > 0 tal que ®(t,p) = p. Se
llama periodo de p al min{t > 0: ®(t,p) = p}.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo 1.3. Consideremos el ejemplo 1.2 que tenia como ecuacion diferencial

autonoma:
i =x(z —1)(z —2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3]

los puntos fijos de este flujo son 0, 1, 2 y 3.

Ejemplo 1.4. Considere la ecuacion diferencial ordinaria
b= —(z+2)(2? — 1)2?

sobre el intervalo compacto X = [=2,1]. La solucion ¢(t,x) de esta ecuacion con
©(0,x) = x es unica y existe para todo t € R. Por tanto define un sistema dindmico
¢ : R x[=2/1] = [-2,1] a través de ¢(t,z) = p(t,x). Los puntos fijos de este flujo
son =2, —1, 0 y 1.

Ejemplo 1.5. Sea el flujo dado por:

. RxS'—S!

&
y

1

e

definida en coordenada dngular ®(t,e?) = etV en la cual se tiene ®(T,e?) = e

01

para cualquier € y el periodo es T = 2.

1.2. Conjuntos Limites

Los puntos de adherencia de las orbitas respecto al tiempo juega un papel muy

importante y da paso a una nueva definicion.

Definicién 1.4. Dado un sistema dindmico continuo ® : R x X — X, el conjunto

w-limite esta dado por:

FExisten t, — 400
tal que ®(ty,r) =y

w(®,x) = {yeX:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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y el conjunto a-limite.

FExisten t, — —o0
tal que P(tg,z) =y

a(d,x) = {y € X:
Nota 1. En el caso de que el sistema sea explicito y no haya problemas de confusion
denotaremos w(®, x) = w(x).
Si la orbita por xy es periddica, o si zy es un punto fijo, entonces
w(zg) = a(zg) = O(x).

Pues si zy es punto fijo es evidente la igualdad anterior, pero si xy es periodi-
co de periodo T, definimos t, = nT" — oo0; donde n € N vemos que se cumple
O(t,, z9) = o — To, i.e. O(x) C w(zp), la otra inclusion es inmediata por definicion

de conjunto limite.

Veamos algunos ejemplos para ilustrar los conceptos hasta aqui vistos:

Ejemplo 1.6. Consideremos el Ejemplo 1.2 que tenia la ecuacion diferencial autono-

ma:

i =x(r —1)(z — 2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3]

Para entender mejor veamos el grdfico:

Grdfica de f(r) = x(z — 1)(x — 2)*(x — 3)

De aqui definimos un sistema dindmico continuo:
®: R x[0,3] — [0,3]

(t,z) — O(t,z) = p(t,x)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Los conjuntos limites de este sistema son de la siguiente forma:

( {0}  parax=0 ({O} para x € [0,1)
1 ara x € (0,2 1 ara x =1
s S ey
{2}  parax € [2,3) {2}  para x € (1,2]
({3} paraz=3 ({3} paraze (23]

Ejemplo 1.7. Considere la ecuacion diferencial ordinaria dada en el Ejemplo 1.4:
i =—(x+2)(z® — 1)z*

Grdfica de f(z) = —(z + 2)(2% — 1)a?

sobre el intervalo compacto X = [—2,1]. La solucion p(t,z) de esta ecuacion con
©(0,x) = x es unica y existe para todo t € R. Por tanto define un sistema dindmico
¢:R x[=2,1] = [-2,1] a través de ¢(t,x) = p(t, ).

Los conjuntos limites de este sistema son de la siguiente forma, para elementos

x € [—2,1] tenemos:

’{1} para x € (0,1] ({1} para x =1
w(gb, 1’) _ {0} para x € (—1,0] O_/(QS’ I) _ {0} para r € [07 1)
{-1} parax=-1 {1} parax € (-2,0)
({—2}  paraze[-2,-1) {2} paraz=-2

Ejemplo 1.8. Consideremos el sistema dindmico en R? — {0}, dado por la ecuacion

diferencial en su forma polar para r >0, 0 € [0,27) y a # 0

r=1-—r, 0=a

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Para cada x € R? — {0} el w — limite, w(z) = S* = {(r,0),r = 1,0 € [0,2m)}. El
espacio estado R? — {0} no es compacto, el conjunto o — limite existe sélo si x € S*

y tenemos a(z) = S.

Puede suceder que las trayectoria de un conjunto dado este siempre contenido en

si mismo en el transcurso del tiempo.

Definicion 1.5. Un conjunto K C X es llamado INVARIANTE st
®(t, K) C K para todo te€R.

Ahora veamos resultados inmediatos al contar con conjuntos con estas caracteris-

ticas a través del siguiente lema.

Lema 1.1. Las siguientes afirmaciones son validas:
i) La interseccion y union arbitraria de conjuntos invariantes es invariante.
it) La clausura de un conjunto invariante es invariante.

iii) Si U y V' son conjuntos invariantes, entonces el conjunto U 'V es también

mvariante.

Prueba.-

i) Consideremos U U, la uniéon de conjuntos invariantes U,, donde I' (conjunto
a€cl
de indices).
Sea x € U U,, entonces existe o € I" tal que = € U,, por la invarianza para
ael’
cualquier t € R tenemos ®(t, x) € U,; por tanto ®(t,z) € U Ug.

acl’
De forma analoga se procede para la interseccion.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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ii) Sea U invariante. Consideremos un elemento x € U, entonces existe z,, € U tal

que r, — z. Fijamos un t € R cualquiera, se cumple por la invarianza de U,
®(t,x,) y la continuidad de ®:

O(t,x,) — ®(t,2) €U
Asi, U es invariante.

iii) Si U NV =0, que es invariante.
Sea x € U \. V, supongamos que O(z) NV # (), entonces existe y € O(x) NV
de donde tenemos O(x) = O(y) C V; contradiciendo = ¢ V, por tanto

Ol V.

O

Para entender mejor este concepto veamos una consecuencia, que nos da ha entender

que los puntos en conjuntos invariantes permanecen en esta para cualquier tiempo.

Proposicion 1.2. G C X es:

Invariante si, y solo si, O(x) C G para todo x € G

Prueba.- Probemos ambos sentidos:

=] Sea G invariante, tomemos y € O(x); entonces existe r € R tal que ®(r,z) = v.

Pero por hipétesis y = ®(r,z) € ®(r,G) C G.

< | Sea y € ®(t,G), para cualquier t € R.
Entonces existe u € G tal que ®(t,u) =y, por tanto y € O(u) C G (hipotesis);
asi y € G.

Veamos un ejemplo para ilustrar este concepto:

Ejemplo 1.9. Consideremos el sistema dindmico en R? — {0}, viendo el grifico del

ejemplo 1.8 dado por la ecuacion diferencial en su forma polar parar > 0, 6 € [0, 27)
ya#0

r=1-—r, 0 =a.
Los conjuntos S* = {(r,0),r = 1,0 € [0,2m)},Bjo1 = {(r,0),r < 1,0 € [0,27)} son

algunos conjuntos invariantes.

U.M.S.A. F.C.P.N.



1.2. CONJUNTOS LiMITES 11

La siguiente definiciéon nos da la nocién de cuando en una vecindad existe un
conjunto invariante maximal contenida en el, a la cual denominaremos conjunto in-

variante aislado.

Definiciéon 1.6. Un conjunto compacto K C X es llamado INVARIANTE AISLADO,

si este es invariante y existe una vecindad N de K tal que x-R C N tmplica x € K.
Veamos un ejemplo en el cual un conjunto sea invariante pero no aislado:

Ejemplo 1.10. Otro ejemplo es considerado en el intervalo [0,1] C R la ecuacion
diferencial

r?sin(Z)  para z € (0,1]

0 para x = 0

El cual tiene al congunto unitario {0} como un conjunto invariante pero no aislado
ya que para cualquier abierto U(0, €) existird un punto de la forma x = % <€ conm

suficientemente grande y que es un punto fijo pero x ¢ {0}.

La siguiente definiciéon de conjunto w-limite es para un conjunto cualesquiera, la

dada anteriormente fue para un punto en particular.

Definicion 1.7. El conjunto w-limite de un subconjunto Y C X es definido como:

Existen tp — o0 e ey
wlY)=<yeX, g Yk .
tal que yi -ty =y

Similarmente,

a(Y) = {y € X,

Existen tp, - —o0 e yp €Y
tal que yp -tp —y .

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Observemos que en general, w(Y’) serd més grande que la unién de todos los w(y),
y €Y, es decir U w(y) Cw(Y).

yey

Lema 1.2. Si N es un conjunto invariante, entonces w(N) =N y a(N) = N.

Demostracién.- Veamos ambas inclusiones:

w(N) C N| Sea z € w(NN), entonces existe t;, — 0o e y € N tal que ®(t, yx) — 2;

por la invarianza de N, tenemos que ®(t;,yx) € N; por tanto z € N.

N C w(N)| Sea z € N, entonces existe

zr — 2z donde z, € N,

consideremos una secuencia creciente de tiempos t;, — oo, por la invarianza de
N

tenemos z;, = (—tg, 2z;) € N donde vemos que
D(ty, 2,) = 2;
por tanto z € w(N).

De forma analoga se prueba en el caso de a(N) = N.

O

Ahora veamos una equivalencia de conjuntos limites que nos permitird demostrar

propiedades de forma 6ptima mas adelante.

Proposicion 1.3. Sea Y C X. Entonces:

Similarmente,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Demostracién.- Probemos para el conjunto w—limite:

Dw(Y) C ﬂ (Y - [t,00))| Sea y € w(Y) entonces existe t, — oo ey, € Y tal que
>0

Q(tn,yn) =y

y como la secuencia de tiempos es creciente, ademas si t; < t9; tenemos
(I)<[t27 00)7 Y) - q)<[t17 00)7 Y) luego:

y € ®([t,00),Y) para todot € [0, 00).

2) |V - [t,0)) Cw(Y)| Seay € [)@([t, 0),Y), entonces

>0 £>0

y € ®([t,),Y) para todo t € [0,00)

escojamos una secuencia creciente de tiempos ¢, € [0,00) e y, € Y tal que

1
d(q)(tm yn)> '3/) S ;a

luego haciendo n — oo obtenemos

d(®(tn,yn),y) — 0.

De forma analoga se demuestra para a(Y).

Esta equivalencia también es valida para los conjuntos limites en el caso puntual.

Lema 1.3. Sea x € X. Entonces:

wia)=((a-[t,00)) alz) =[x (o0, ~1]).

>0 >0

La demostracion es inmediata por la Proposicion 1.3, considerando Y = {z}.

En el siguiente teorema mostramos una de las ventajas que obtenemos al estudiar

la dindmica en espacios métricos compactos con respecto a los conjuntos limites.

Teorema 1.2. Dado un sistema dindmico continuo ® : R x X — X. 51 X es un

espacio métrico compacto, entonces para cualquier subconjunto Y C X no wvacio los
conjuntos limites:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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1. oY), w(Y) son distintos del vacio.
2. a(Y), w(Y) son invariantes.
3. a(Y), w(Y) son compactos.

4. SiY es conexo, entonces w(Y) y a(Y) son conezos.

Demostracién.- Demostraremos para el conjuntos w-limite ya que para el conjunto

a—limite se procede de forma analoga:

O Distinto del vacio.

Sea Y no vacio, entonces existe x € Y consideremos la siguiente sucesion:
@e(l, x), P2, 2)fedln, x), ...),

en el espacio métrico compacto X entonces posee una sub-sucesion convergente,
es decir existe ¢, — oo tal que ®(t,,z) — y donde y € X, con ello definimos
th, > 00y x, =x €Y donde ®(t,,z,) = y.
Asi, y € w(Y) por tanto;

w(Y) # 0.

U Invariante.
Sea y € w(Y), entonces existe t, — oo y x, € Y donde ®(t,,z,) — v.
Ahora fijamos ¢t € R y por la continuidad de ® tenemos que t, +t — ooy
T, € Y donde
O(t, +t,x,) — P(t,y), por tanto

O(t,y) € w(Y) paratodoteR.

0 Compacto.
Primero veamos que es cerrado.
Sea r un punto de acumulacion de w(Y'), entonces para todo entorno V de r
existe y € VNw(Y') por el cual existe z,, € Y y t, — oo tal que (¢, z,) = y por
la definicion de limite, existe algtin T' = ¢,, (para cierto n) que puede elegirse tan
grande como se quiera, entonces podemos construir de forma que (7}, z;) € V;,
sea V7 D Vo D ... D ... una base local numerable de entornos del punto r de
modo que

Ty >T) y ®(Tpa0) €V,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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entonces (71}, x9) — r cuando j — oo. Asi r € w(Y).
Como el espacio de estados en el cual estamos trabajando es compacto, tenemos

que w(Y) es compacto.

00 Si Y es conexo, entonces w(Y') es conexo.
Recordemos que @ : R x X — X es continua, ademas [t,00) x Y es conexo,
entonces P([t,00) X Y) = Y - [t,00) es conexo (para cualquier ¢ € R). La

cerradura de un conjunto conexo es conexo Y - [t, 00), entonces

(Y - [t.o0)

>0
es conexo que no es mas que la interseccion decreciente de conjuntos conexos,

por tanto

gy = ﬂ Y - [t,0) es conxexo.

>0

O

El corolario siguiente es un caso particular del anterior teorema, pues si consider-
amos al conjunto Y = {x}, coincidiremos con la definicion de conjuntos limites dada

de forma puntual al principio.

Corolario 1.1. Los conjuntos w(x) y a(x) son no vacios, invariantes, compactos y

conezos; donde el espacio face X es compacto.
Veamos algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos y propiedades.
Ejemplo 1.11. Veamos el Ejemplo 1.2 con ecuacion diferencial autonoma:
i =x(r —1)(z — 2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3].
Algunos conjuntos limites de este sistema son de la siguiente forma:
[1,2] paraY =a,b] conaec (0,1] yb=[2,3),
w(®,Y)=1411,3] paraY =la,3] conac (0,1],
{1}  paraY =1[1/2,3/2).
2,3]  paraY = (a,3] cona € (1,2],
a(®,Y)=1q1a,1] paraY = (a,1] cona € 0,1],
{3}  paraY = {3}.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo 1.12. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma:
i =—(x+2)(2? — 1)2? en el intervalo X = [-2,1].

Sea ¢(t, ) la solucion de esta ecuacion con p(0,x) = x, son unicas y existe para todo
t e R.

De aqui definimos un sistema dindmico continuo:
d:Rx[-2,1] = [-2,]1]
(t,z) = D(t,z) = ¢(t, x)
Algunos conjuntos limites de este sistema son de la siguiente forma:

[0,1]  paraY =[a,1] cona € (—1,0]
w(®Y)={{0}  paaY = [% oy —ﬂ conn € {3,4,5,6,7,..}
{=2}" paraY =[-2,b) conb € (—2,—1)

Veamos algunos ejemplos en el que el espacio de fases no es compacto:

Ejemplo 1.13. Consideremos la ecuacion diferencial:

-
con el cual definimos
f:R? 5 R?
(z,y) — (1,0)

de donde el flujo asociado es
®: R x R? - R?

(¢, (z,9)) = (x +,y)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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~

z,y)

del cual obtenemos que w((z,y)) =0 y a((z,y)) = 0.

Ejemplo 1.14. Consideremos el sistema dindmico visto en el Ejemplo 1.8 en R?\{0},

dado por la ecuacion diferencial en su forma polar para r >0, § € [0,27) y a # 0
T =T 0=a

observando el grdfico dado en el Ejemplo 1.8 es evidente ver que siy ¢ S* el conjunto

limite, a(y) = 0; esto sucede por que R*\ {0} no es compacto.

Si la ¢rbita de un punto cuando el tiempo tiende al infinito interseca a cualquier
entorno que contiene al punto dado, se la denominaré recurrente, una situacioén par-
ticular de los conjuntos limites, este tipo de puntos su existencia es garantizada en
espacios métricos compactos, como lo veremos a través de una proposiciéon posterior-

mente.

Definiciéon 1.8. Un punto x € X de un sistema dindmico continuo ® : R x X — X

es llamado recurrente si x € w(x).

Los puntos fijos (perioédicos) en un sistema dindmico son ejemplos triviales de pun-

tos recurrentes, pues w(z) = {z} (w(z) = O(x)) donde x es un punto fijo (periddico).

Proposicion 1.4. Sea X un espacio topoldgico compacto y sea ® : R x X — X un

sistema dindmico continuo en X, entonces existe algun punto recurrente.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Demostracion.- Sea § = {F C X : F es cerrado e invariante , F # (}. Como
X € F, entonces § # (. Dotamos a § de un orden parcial F; < Fy si y so6lo si,

Fy D Fy. Sea {F,}aer una cadena, entonces ﬂ F, # 0 y es cerrado e invariante.

acl’
Luego, por el Lema A.1 de Zorn, entonces existe G elemento maximal. Por definiciéon

de orden, G es un conjunto minimal compacto. Luego, toda érbita de GG es recurrente.
O

Un concepto maés fuerte que el de punto recurrente es el de topologicamente transitiva

en ello se da el caso de orbitas que son densas con respecto al espacio de fases.

Definicion 1.9. Un flujo en un espacio métrico X es llamado TOPOLOGICAMENTE
TRANSITIVA si existe v € X tal que w(x) = X.

El saber que un flujo es topolégicamente transitiva nos garantiza la existencia de
al menos un punto cuya orbita es densa en el espacio face, como lo muestra el siguiente

resultado.

Proposicion 1.5. Dado un flujo @ : R x X — X en un espacio métrico compacto
X:

O es topoldgicamente transitiva, implica que ezxiste x € X tal que O(x) = X

Demostracién.- Veamos:

=] Como & es topologicamente transitiva, existe x € X tal que w(x) C O(z), lo

altimo por definiciéon de conjunto limite, y por hipotesis tenemos los siguiente:

X =w(z) C O(x) C X de donde concluimos O(z) = X.
U

La siguiente definicién nos ayuda a ver si un sistema dindmico continuo es topologi-

camente transitivo a través de algunas propiedades que se mostrara posteriormente.

Definicion 1.10. Consideremos un sistema dindmico en un espacio topolégico X .

Un subconjunto G C X es minimal si:
1. G es cerrado e invariante.

2. SIACG, A#0D, A cerrado e invariante, entonces A = G

U.M.S.A. F.C.P.N.
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La siguiente proposicion nos muestra que si el espacio es minimal entonces cualquier

punto de ella cumple la condicién de topolégicamente transitivo.

Proposicién 1.6. Sea G C X subconjunto compacto. Entonces

G es minimal si, y solo si w(x) = G si, y solo si, a(x) =G para todo v € G

Demostraciéon.- Veamos:

(=) Sea G compacto y x € G, entonces w(x) # 0 lo que implica w(x) es cerrado,
invariante y w(x) C G. Luego, w(z) = G.

(<) Sea A C G cerrado e invariante y no vacio, y sea x € A. Entonces,

G =w(r) C AC G implica A= G.

O

Los flujos restringidos a una orbita periddica (punto fijo) da un flujo topologica-
mente mixing (que se vera mas adelante), es mas de la proposicion dada anterior-
mente nos muestra que la érbita es un conjunto minimal. El siguiente corolario es
un resultado inmediato de la proposicién anterior por lo cual no desarrollaremos su

demostracion.

Corolario 1.2. §i G es minimal compacto, entonces toda orbita de x € G es

recurrente.

Ahora veamos otras propiedades:

1.2.1. Topolbégicamente transitiva, mixing

La siguiente definicién nos indica que para cualquier par de subconjunto abiertos

del espacio de estados existen 6rbitas en comun que los interseca.

Definicién 1.11. El sistema dindmico continuo (flujo) es denominado TOPOLOGI-

CAMENTE MIXING si para cualquier par de subconjuntos abiertos Vi, Vo C X existe
T >0 tal que Vi - (=T) NV, #£ 0.

El conjunto de todos los puntos que cumplen la condicién de topologicamente tran-
sitiva forman un conjunto particular que cumple la condicién del conjunto residual,

que definimos como sigue:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Definicion 1.12. Un subconjunto R C X es llamado residual si contiene una inter-
seccion numerable de subconjuntos abiertos y densos.

Para un subconjunto A de X el didmetro de A esta dado por
diam(A) = sup{d(z,y)/z,y € A}
y la distancia de dos subconjuntos A, B por: d(A, B) = inf{d(z,y)/x € A,y € B}.

El teorema de Cantor que presentamos a continuacion seré utilizado para entender
la demostracion del teorema de Baire, que nos ayudara en la demostracion que en un

flujo que es topoldgicamente mixing, este es entonces topologicamente transitiva.

Teorema 1.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Toda familia decreciente {C,, }

de cerrados en X no vacios tal que lim diam(C,,) = 0 tiene interseccion no vacia.
n—o0

Demostraciéon.- Para cada n tomamos z,, € C,,, como lim diam(C,) = 0, es claro
n—oo
que la sucesion (z,,) es de Cauchy. Su limite z esta en cada C,, por ser cerrado y {C,, }

decreciente.
O

Un sistema dindmico continuo topolégicamente mixing contiene una familia nu-

merable de conjuntos densos que es lo que veremos més adelante.

Teorema 1.4. (Baire). En un espacio métrico completo, la interseccion de una

familia numerable de abiertos densos es un conjunto denso.

o
Demostraciéon.- Sea X un espacio métrico completo y G = m G, es una inter-

n=1
seccion numerable de abiertos (7, densos en X. Basta probar que G interseca a toda

bola abierta B,.(z). Como G es denso en X existe un r; > 0, que podemos tomar

menor que /2, tal que

B, (z1) C G1 N B,(z).

Inductivamente podemos construir una secesion {x,} de puntos de X y una sucesion

{rn} de ntimeros reales positivos de modo que

Brn(xn) C Gn N Brn71(xn—1) (*)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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[e.9]

y o < 1/n para todo n. Por el teorema anterior, ﬂ B, (x,) # 0, luego por (x)
n=1
implica que
GNB.(z) D m (G N By, (T0-1)) # 0,
n=1
de donde
G N B,(x) # 0.

O

El siguiente teorema la utilizaremos para la propiedad de Dependencia Sensitiva en

Condiciones Iniciales.

Teorema 1.5. (Blaschke). El conjunto de subconjuntos no vacios y compactos de un
espacio métrico compacto es un espacio métrico compacto bajo la métrica de Hausdorff

du(A, B) = max { ik [min d(a, b)] - [min d(a, b)} }

acA L beB beB L acA

El siguiente resultado nos indica si un sistema dinédmico es topologicamente mixing
podemos afirmar la existencia de un punto tal que sus puntos de aderehencia respecto

al tiempo es todo el espacio.

Proposicion 1.7. St un flujo en un espacio métrico completo es topologicamente

mixing, entonces es topoldgicamente transitiva y {x € X, w(z) = X} es residual.

Demostracién.- Topologicamente mixing implica que para cualquier par de sub-

conjuntos abiertos Vj, Vo, C X existe una secuencia
tr — oo tal que V; - (—t) N Vy # 0.

Asi para todo abierto V' C X el conjunto U V- (—t) es denso en X, porque por otra
>0

parte existiria conjuntos abiertos V; y V5 con (U Vi- (—t)) NV, = (. Ahora para
>0
una base contable V,, de la topologia y m,n € N los conjuntos V;, - (—m) son abiertos.

Entonces los conjuntos

Xow = |J Vo (=) = [ JVar - (=m)) - (1)

t>m >0

U.M.S.A. F.C.P.N.
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son abiertos y densos. Por teorema de Baire la interseccion ﬂ X, €S no vacia.
m,neN
Nosotros exigimos que para cada = en este w(x) = X. Basta mostrar que el cierre de

cada conjunto base V,, tiene interseccion no vacia con w(z). Claramente,

S ﬂ X C ﬂ U (V- (—t)). Esto muestra que x-t,, € V,, para cada secuencia
m,neN neNt>m
t; — 00.
O

La siguiente definiciéon nos ayudara a entender cuando un flujo tiene dependencia

sensitiva en condiciones iniciales.

Definicion 1.13. Un flujo ® : R x X — X, en un espacio métrico X y a € X.
Decimos que la drbita O(a) es estable si para todo €, existe un entorno N de a tal

que, para todo y € N se tiene:

d(®(t,a),®(t,y)) <e para todo t >0

— x|

/

La siguiente definicion nos indica cuando un flujo tiene todas sus 6rbitas inestables y

que lo denominaremos dependencia sensitiva en condiciones iniciales.

Definicion 1.14. Un flujo ® en un espacio métrico X tiene DEPENDENCIA SENSI-
TIVA EN CONDICIONES INICIALES. Si existe 0 > 0 tal que para cada x € X y cada
entorno N de x hayy € N yT > 0 tal que

dly-T,z-T) >0

U.M.S.A. F.C.P.N.
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La inestabilidad de las érbitas es un situaciéon dada regularmente en los problemas
de aplicacién en situaciones de la vida real, ahora veamos algunas condiciones para

garantizar que un sistema dinamico tiene todas sus o6rbitas inestables.

Proposicion 1.8. Consideremos un flujo ® en un espacio métrico X que no es solo
orbita periodica. Si el flujo es topoldgicamente transitiva y tiene un subconjunto denso

de puntos periodicos, entonces tiene dependencia sensitiva en condiciones iniciales.

Demostracion.- Primero observemos que hay un numero d, > 0 tal que para todo
x € X existe un punto periddico ¢ € X cuya orbita es una distancia por lo menos
dp/2 de x. De hecho, escojamos arbitrariamente dos puntos periodicos ¢; y go cuyas
orbitas disjuntas son ¢; - R y g2 - R. Sea &y denota la distancia entre los dos conjuntos
compactos q; - R y ¢o - R. Entonces por la desigualdad triangular, cada punto z € X
esta a una distancia por lo menos dy/2 de una de las o6rbitas periodicas escogidas.
Nosotros mostraremos que ® tiene dependencia sensitiva en condiciones iniciales con
constante sensitiva ¢ = dy/8.

Sea x un punto arbitrario en X y sea N algin entorno de x. Por lo que los puntos
periodicos de ® son densos, existe un punto peridédico p en U = N N Bs(z) de N con
la bola abierta Bs(z) de radio § y centro x. Sea T' que denota el periodo de p. En
la demostracion, existe un punto periddico ¢ € X cuya orbita esta por lo menos una

distancia 44 de x. Sea

V=) Bsla-1)- ().

0<t<T
Por dependencia continua en el valor inicial, el conjunto V' es abierto y no vacio porque
q € V. Consecuentemente, porque ® es topologicamente transitiva, existe y € U y
T>0talquey-7€V.
Ahora sea j la parte entera de 7/7'+ 1. Entonces 0 < j-T'—7 < Ty por construccion,
uno tiene

y-UT)=(y-7)-(GT—7) eV (T —7) C Bs(q- (T —7)).
Ahora p- (jT') = p y por la desigualdad triangular

d(p-(GT)y-(GT)) = dp,y-(GT))
> D(w,q-(GT =7)) —d(g- (GT = 7),y- (GT)) = d(p, ®).
Consecuentemente, por que y - (jT') € Bs(q - (T — 7)), uno tiene

d(p- (GT),y- (GT)) > 46 — & — & = 20.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Asi, usando la desigualdad triangular, o d(z-(jT"),y-(jT)) > d od(z-(§T'), p-(§T')) > 0.
En cualquier caso, nosotros hemos encontrado un punto en N cuya imagen después

del tiempo ;7T esta a mas distancia d de la imagen de x.

U.M.S.A. F.C.P.N.



ATRACTORES, REPULSORES Y

CADENAS

Se pretende mostrar las propiedades de los conjuntos Atractores y de que forma
a partir de ellos construir conjuntos repulsores. Ademas de ver las propiedades de los
conjuntos cadenas recurrentes y ver sus componentes conexas que no es més que las

cadenas transitivas maximales con respecto a la inclusion.

2.1. Atractores

Si en una vecindad todos los puntos en tiempos positivos convergen hacia un

conjunto a este lo denominaremos bajo ciertas condiciones conjunto atractor.

Definicion 2.1. Para un flujo en un espacio métrico compacto X un conjunto com-

pacto invariante A es un atractor si este admite una vecindad N tal que w(N) = A.

También consideramos al conjunto vacio como un atractor. Una vecindad N como
en la definicién es llamado una wecindad atractora. Cada atractor es compacto e
invariante. Ademas, si A es un atractor en X y Y C X es un conjunto compacto

invariante, entonces ANY es un atractor para el flujo restricto a Y.

Lema 2.1. Un conjunto Atractor es invariante aislado.

Demostracion.- Sea A un conjunto atractor, entonces existe una vecindad

atractora N de A con

A Cint(N) C N tal que w(N) = A.

25
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Consideremos también que ®(¢,z) € N paratodot € Ry algin z € K, consideremos
cualquier secuencia creciente de tiempos t;, — oo e yp = ®(—tx, ) € N, de donde se

ve que D(ty,yr) = x, ast: t € w(N) = A

Veamos algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos:

Ejemplo 2.1. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma, dada en el Ejemplo
1.6:

& =x(r —1)(z — 2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3]

este sistema tiene, a parte de los triviales el () y el espacio entero [0,3]; y el grifico

dada en el Ejemplo 1.6 nos ayuda a ver los siguientes atractores

{1}, [1,2], [0,1], [0,2] y [1,3].

Ejemplo 2.2. Consideremos el espacio métrico S, la esfera unitaria.

En St la ecuacion diferencial, respecto al dngulo x (radio constante):

T =sin’zx

define un sistema dindmico:
P:RxS' =S

1

=
.

<

Para este sistema los unicos atractores son
0yS!

pues, sea A C S' un atractor, es decir, existe un entorno N con w(N) = A. Para
cada punto x € S* el conjunto w(xw) contiene a uno de los dos puntos fijos 0 o T,
lo que implica que cada atractor contiene a uno de los puntos fijos. Consideremos el
punto 7 y sea N(m) algin entorno. Nosotros tenemos [0, 7] C w(N) C A. Repitiendo

este argumento para el punto fijo 0, vemos que [0, 7] C A y tenemos A = S.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Una de las ventajas de considerar las vecindades atractoras es que podemos asegu-
rar que esta a partir de un tiempo determinado este permanezca dentro de la vecindad

atractor.

Proposicion 2.1. Para cada vecindad atractora N de un atractor A existe un tiempo
t* >0 con (N - [t*,00)) C int(N)

Prueba.- Podemos asumir que N es cerrado. Supongamos que existen t, — oo y
x, € N con z, - t, ¢ int(N). Por tanto podemos asumir que z,, - t, converga algin

elemento x ¢ int(N). Esto contradice a la suposicion w(N) = A.
0J

Trayectorias comenzando en una vecindad de un atractor dejan la vecindad en

tiempo inverso.

Lema 2.2. Para un flujo en un espacio métrico compacto X un conjunto invariante
compacto A es atractor si y solo si existe una vecindad compacta N de A tal que

x - (—00,0] no esta contenido en N para todo x € N \ A.

Prueba.- La condicion necesaria es claro porque - (—o0,0] C N implica € w(N).

Reciprocamente, sea N una vecindad compacta de A tal que z - (—o0, 0] no esta
incluida para todo z € N \ A. Luego existe un t* > 0 tal que = - [—t*,0] no este
incluido en N para todo 2 € N N (X \ N). Ahora escogemos una vecindad V de A
tal que V' - [0,t*] C N. Entonces V - [0,00) C N y por tanto w(V) = Ay A es un

atractor.

2.2. Repulsores

A los repulsores se los puede considerar como atractores a tiempo inverso, es decir
que se comportan como un atractor pero esta vez a tiempo negativo, pues recordemos

que un atractor esta definido a tiempo positivo.

Definicion 2.2. Para un flujo en un espacio métrico compacto X un repulsor es un

conjunto R compacto invariante que tiene una vecindad M con a(M) = R.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Aligual que en atractores, a M denominaremos vecindad repulsora de R. También
al igual que los conjuntos atractores los conjuntos repulsores son invariantes aislados,

cuya demostracion es analoga al Lema 2.1.
Lema 2.3. El conjunto Repulsor es invariante aislado.
Veamos algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos.
Ejemplo 2.3. Consideremos la ecuacion diferencial auténoma:
i =x(r —1)(z — 2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3]

Sea p(t, x) la solucion de esta ecuacion con ¢(0,x) = z, son unicas y existe para todo
teR.

De aqui definimos un sistema dindmico continuo:
®: R x[0,3] — [0,3]
(t,z) — O(t,z) = p(t,x)
este sistema tiene repulsores no triviales que son:
{0}, 2,3, {3}, {0} U[2,3], y {0} U {3}

A partir de un atractor podemos construir un conjunto repulsor el cual tiene

propiedades muy importantes como ser el particionar al espacio de estados.
2.2.1. Par Atractor-Repulsor y Descomposicién del Espacio de
fases
Veamos la construccion a través del siguiente teorema.

Teorema 2.1. Para un atractor A, el conjunto A* = {x € X,w(x)NA =0} es un
repulsor, llamado el complementario repulsor. Entonces (A, A*) es llamado un par

atractor-repulsor.

Demostracion.- Sea N una vecindad atractor compacto de A. Escojamos t* > 0

tal que (N - [t*,00)) C int(N) C N y definimos un conjunto abierto V' por
V= X\ (N[t 00)).

Entonces X = NUV, porque X = (N - [t*,00)) UV C NUV C X.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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= Afirmacion 1.

V- (—o0,—t"] C X\N

Por contradiccion. Supongamos que existe un elemento z € V - (—oo, —t*] y
que = € N, entonces existe y € V y t > t* tal que ®(—t,y) = x de donde
O(t,z) =y eV, (1)
por otra parte tenemos y = ®(t,z) € N - [t*,00) C N - [t*, 00) (2)

lo cual es una contradiccion entre (1) y (2).

= Afirmacion 2.

a(V)C X\N

Por contradiccion. Supongamos que existe un elemento x € (V) y x € N,
entonces existe tp — ooy zx € V tal que ®(—tx,zr) — =z, por otro lado
tenemos que ®(t*,z) € int(N) de la cual podemos garantizar la existencia de
O(—ty, +t*,xy,) € N, pero por otro lado también tenemos

O(—ty, +t*,xx,) € V - (—00, —t*] (Contradiccion).

De donde se cumple a(V) € X\N C V, por tanto V es una vecindad de (V). Por
tanto a(V) es un repulsor.

Ahora veremos que

a(V)=A*

a(V) C A*. Por contradiccion.
Supongamos que existe un elemento x € a(V') y x ¢ A*, entonces existe t,, — oo
ey, €Y tal que ®(—t,,y,) = xy w(z)NA#0D, de la cual existe t' > 0 tal que
®(t',x) € N pero ®(t',x) € a(V) C X\N. (Contradiccion).

A* C a(V). Sea z € A*, entonces w(z) N A = ().
» Afirmacion 3
O(xz)NN =10

Supongamos que la interseccion es no vacia, por tanto existe t € R tal que
se cumple ®(¢,z) € N, entonces w(P(t,z)) C w(N) = A, de donde existe
t, — oo tal que @(ty, P(t,z)) - y € A. Luego ®(ty,z) — ¢(—t,y) € A.

(Contradiccion).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Entonces O(z) € X\N C V de donde escojamos una sucesion de tiempos
crecientes tp — oo tal que ®(tx, ) = yr € V donde ®(—ty, yx) — .
Asi,

z e alV).

O

Notemos que A y A* son disjuntos. Existe siempre el par atractor-repulsor A = X,
A* = (). Una consecuencia de la proposicion es, en particular que en el tiempo inverso
del sistema el complementario repulsor de A* es A.

Ademas de forma anéloga a partir de un conjunto Repulsor puede construirse su

complemento conjunto Atractor de la siguiente manera.

Proposicion 2.2. Para un conjunto repulsor R, el conjunto
i = {x € X, a(z) Nike=gl }

es un conjunto Atractor, llamado el complementario atractor. Entonces (A, A*) es

llamado un par Repulsor-atractor.

La demostracion es de tratamiento analogo al Teorema 2.1.
Ademés de que un par atractor-repulsor son disjuntos entre si, ocurre lo mismo con
sus correspondientes vecindad atractor y vecindad repulsor, como lo reflejamos con el

siguiente Lema.

Lema 2.4. Dado un atractor A y su vecindad atractora N, se cumple que N NA* = ().

Andlogamente: Si R es un repulsor y M su vecindad repulsor, se cumple que

MNA=0.

Prueba.- Procedamos por contradiccion.

Supongamos que N N A* # (}, entonces existe y € N y y € A*:

por tanto y; — y (1)
donde y; € N y w(y) N A = 0.
Sea z € w(y), entonces existe ¢ — 0 tal que ®(ty,y) — = (2)

de la cual obtenemos una convergencia ®(ty,yx) — 2z, por tanto w(y) C A, lo cual

contradice (1).

U.M.S.A. F.C.P.N.



2.2. REPULSORES 31

Ejemplo 2.4. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma:

i =x(r —1)(z —2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3].

Los pares atractor-repulsor no triviales son:

Ay ={1} con A7 ={0}U[2,3]

Ay =11,2] con A} ={0}U{3}
Az =[1,3] con Aj = {0}

Ay =[0,1] con A; =[2,3]
A0 oI 3 |

Con la siguiente proposiciéon podemos particionar al espacio de estados de la siguiente
manera X = AUA*U (X — AU A").

Proposicion 2.3. Si (A, A*) es un par atractor-repulsor y x ¢ A U A*, entonces
alz) C A* yw(x) C A.

Demostracion.- Por definicion de A* se sigue que w(x)NA # (). Luego existe to > 0

con x -ty € N, donde N es una vecindad del atractor A con w(N) = A.
Six ¢ A* entonces w(x) N A # (.

i)

w(z) C A| Sea y € w(x), entonces existe ty — oo tal que P(tg, x) — y (1)

Por otra parte por si N es una vecindad atractora de A, entonces existe ¢y > 0
tal que ®(ty,z) € N y por la continuidad de ®;, tenemos que

O(t,, P(to, x)) — P(to,y), entonces P(ty,y) € w(N) = Ay por la invariancia de
A tenemos

y € A.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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i1) |a(x) € A*| Por contradiccion. Ahora supongamos que existe un y € a(x) \ A*.

Luego por definicion de A* se tiene w(y) N A # (), entonces existe t' > 0 tal que
O(t',y) € int(N). Como y € a(x), entonces existe t, — oo tal que

O(—ty, ) — y de donde obtenemos ®(—ty, P(t',x)) — P(t',y) € int(N), usan-
do la dependencia continua en los valores iniciales se puede hallar que existen
t, — oo con x-(—t,) — A, y luego para n suficientemente grande, z-(—t,) € N.
Claramente x - (—t,) - t, — x y por tanto w(N) = A implica que x € A, con-

tradiciendo a la eleccion de x. Luego
i A"
OJ

Del Lema 2.2 de la seccion anterior se obtiene la siguiente caracterizacion de pares

atractor-repulsor.

Lema 2.5. Sea (z,t) — x-t un flujo en un espacio métrico compacto X . Entonces un
par A, A* de conjuntos compactos invariantes disjuntos es un par atractor-repulsor

sty solo si
1. x € X\ A* implica x - [0,00) N N # () para cada vecindad N de A y

2. v € X\ A implica z - (—00,0] N N* # () para cada vecindad N* de A*.

Prueba.- Ciertamente, esas condiciones son necesarias, por la Proposicion 2.3.
Reciprocamente, suponga que 1) es valida y sea W una vecindad compacta de A
con W N A* = (). Entonces 2) implica que z - (—o0, 0] no esta incluido en W para todo

x € W\ A. Por el Lema 2.2, esto implica que A es un atractor. Por otra parte, se sigue
de 1) que w(z) N A # () para todo x € X \ A*. Por tanto A* = {z € X,w(z)NA =0}

es el complementario del atractor A.
OJ

Un hecho interesante, es que podemos garantizar cuando un elemento pertenece a un

atractor o su complemento repulsor bajo ciertas condiciones adicionales.
Lema 2.6. Dado un par (A, A*) atractor-repulsor se tiene que:

1. Siw(x) C A*, entonces x € A*.

2. Sia(x) C A, entonces x € A.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba. Veamos antes una afirmacion.

AN A* =0| Supongamos que A N A* = (), entonces existe x € AN A* como A es

invariante y cerrado tenemos que w(x) C A; por otro lado por la definiciéon de
A* tenemos

w(z) N A =0, lo cual es una contradiccion.

Ahora veamos si w(z) C A*, por lo anterior afirmamos que w(z)NA = (), que coincide
con la definicién de A*, por tanto x € A*.

De forma anéloga el otro hecho.
OJ

Ahora veamos que si ordenamos los conjunto atractores de forma creciente, sus com-
plementos repulsores mantienen el mismo orden de forma decreciente, y el lema que

sigue nos ayudara en demostracion que realizaremos posteriormente.
Lema 2.7. Dado una secuencia creciente de atractores
Ag C A C...CA,,
entonces sus correspondientes complementos repulsores son una secuencia decreciente
P M W O Ay
Prueba. Debemos mostrar que A; ; C Aj paratodok =0,1,...,n—1.8i A; ; =0,
se sigue el resultado. Consideremos Aj,; # (), para cualquier y € A}, tenemos por

el Teorema 2.1 que w(y) N Agr1 = 0 y como Ay, C Ajy1 obtenemos w(y) N Ay = 0;
por tanto y € Aj.

2.3. Cadenas

Ahora se introducira el concepto de cadena recurrente y desarrollaremos su es-

trecha relacion a la descomposicion de Morse.

Definicién 2.3. Para x,y € X ye,T > 0, una (¢, T)-cadena desde x a y es dado por

un numero natural n € N, junto con los puntos
To=12,%1,...,0, =y € X y tiempos Ty,..., T, 1 >T,

tales que d(x; - T;,x;iv1) < € parai=0,1,...,n— 1.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Usualmente usaremos la notacion (zg = z, x1, ..., 2, = y; to, t1, ..., tn_1), para denotar
una (¢, T) — cadena de x a y y que usualmente denominaremos puntos de transicion.
Notemos que el nimero n de saltos (e.i. los puntos de transicion) no es acotado. Por
tanto uno puede introducir saltos triviales. Ademés, como la notaciéon sugiere, solo

pequenos valores de € > 0 son interesantes.

2.3.1. Cadena Transitiva

Lo que nos interesa de esta seccion, son la coleccion maxima de puntos que se

pueden conectar a través de orbitas salvo un margen de error (e).

Definicion 2.4. Un subconjunto Y C X es cadena transitiva si para todo z,y € Y y

todo €,T > 0 existe una (e, T)-cadena desde x hasta y.

Observemos que la (¢, T)—cadena esta en X, no necesariamente esta contenido
en Y, por lo tanto dado una cadena transitiva Y, cualquier subconjunto en Y sigue
siendo cadena transitiva.

Ahora veamos una forma de clasificar las cadenas transitivas.

Definicion 2.5. Un subconjunto distinto de vacio Y C X es Cadena Transitiva

Mazimal si
1) Y es cadena transitiva.
2) Y C H; donde H es cadena transitiva, entonces H =Y.

Esta propiedad es cumplida por los conjuntos w-limite desde el punto de vista

puntual, como lo muestra la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Sea @ : R x X — X un sistema dindmico continuo en X espacio
métrico compacto, entonces el omega limite de cada punto es enteramente cadena

transitiva.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba.- Sea x € X, tenemos que w(x) # (), compacto invariante. Dados €, T
entonces ¢ es uniformemente continua en el compacto [T, 27 x X, tomemos u,v € U
donde U es un d-abierto de w(z) es decir: U = {z € X/d(z,w(z)) < 0}, existe
5(e,T) € (0, 5) tal que para cada t € [T, 27

d(u,v) < 6, implica d(®(t,u), D(t,v)) <

—~ wlm

Entonces tomando un ntimero suficientemente grande Ty = Tp(0) > 0 tal que
(I)(t,l’) S U, t > T().

Para cada a,b € w(x) existe T} > Ty y 1o > Ty con Ty > T + T tal que

d((T}, z), ®(T, a)) <§ y d(®(Ty,2),b) <

Wl o

Sea m el entero mayor tal que m < %, donde se observa que m > 1y
(p=a,y, =001 +(@—-2)T),z:i=2,...m+1),Yni2=0)

y tz =T para 1= 1, .,y tm+1 = T2 — T1 . (m =1 1)T
Entonces t,,11 € [T, 27]. Donde

d(®(ts, i), Yir1) < %; 1=1,...m+1.

Asi, la secuencia

{yl =a,Y2; .-, Ym+1, Ym+2 = b; t1, "'7tm+1}

es una (§,7")-cadena de a a b en X.
Ademés y; € U para i = 2,...,m + 1 podemos escoger z; € w(z) tal que d(z;,y;) < 0.

Sea 21 =a 'y znio = b, entonces se sigue que

d(P(t;, 2i), ziv1) < d(P(t, 2), (L, i) + d(P(ti, vi), Yit1) + A(Yit1, Ziv1)

S ot
373

A\

€
3¢
para i = 1,..,m + 1. Por tanto la secuencia:

(Zl = A,29,y ...y B2 = b, tl, ~-~>tm+1)

es una (€, 7")-cadena de a a b en w(zx).

U.M.S.A. F.C.P.N.



2.3. CADENAS 36

2.3.2. Cadena Recurrente

Lo que definimos anteriormente, cadena transitiva, esta contenido en un conjunto

mayor que es conjunto cadena recurrente.

Definiciéon 2.6. Dado un flujo & : R x X — X, en un espacio métrico compacto X.
Un punto x € X es cadena recurrente para todo €, T > 0 existe una (¢, T')-cadena desde
x a x. El conjunto cadena recurrente R(®P) es el conjunto de todas los puntos que son
cadenas recurrentes y si el Sistema Dindmico es conocido denotaremos simplemente

por R.

o)

Dadas las definiciones anteriores, podemos observar que los conjuntos cadenas tran-
sitivas estan contenidas en el conjunto cadena recurrente R. Veamos la relacién con

puntos recurrentes y si el sistema es topolégicamente transitivo.
Corolario 2.1. Las siguientes afirmaciones son validas:
= Six es un punto recurrente, entonces x es cadena recurrente.

= 51 el sistema es topoldgicamente transitivo, entonces el espacio de estados es

cadena transitiva mazimal.

La demostracion es inmediata aplicando solamente las definiciones.

Veamos ahora que R es cerrado e invariante.

Teorema 2.2. El conjunto cadena recurrente R es cerrado e invariante.

Prueba.- Veamos las dos afirmaciones:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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CERRADO. Sea y un punto limite de R. Sea ¢, T > 0, por continuidad de ®, existe
0 > 0 tal que si

d(xz,y) < 0, entonces d(Pr(z), Pr(y)) <

Y

DO ™

como y es un punto limite de R existe un punto cadena recurrente x tal que:
d(z,y) < min{d, €/2},

podemos ver que (y, Pr(x);T) es una (¢, 1) — cadena de y a ®(T, x).

Como z es cadena recurrente, existe una (¢/2,27")-cadena con
e S0, o S ... )
de x a x. Entonces
POl T, ), L1,y o T ORI -, En2)

es una (€, T)-cadena de ®(T, z) a x,,_;. Por otra parte utilizando la desigualdad

triangular

A(D(tnr, Tnor)s y) < A(®(Ens Tnor), ) + d(z,y) < % + i

€
2
Consecuentemente (2,_1,y;t,—1) es una (e, T)-cadena de x,_1 a y.

Por concatenacion tenemos (€, T')-cadena
(y, ®(T, ), @1, ooy X1, 4; T to — T b1, ooy tyq)
es una (€, T')-cadena de y a y.
Asi R es cerrado.

INVARIANTE. Sea x € Ryt € R. Dado ¢,T > 0 cualesquiera.
Como ®; : X — X es continua en z.

Para e > 0, existe § > 0 tal que
d(z,z) < 9, implica d(®(t, z), (t,2)) < €

tomemos € = min{d, e} y 7" > |t| (en el caso que T' > |t| tomaremos 7" = T)),

entonces existe una (¢',37” — t)— cadena de z a x dado por:

TO =T, T1y ooy Ty 1y Ty, = T3ty ety > 3T —t > T

U.M.S.A. F.C.P.N.
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tal que
d(‘b(ti,$i),$i+1) 1= 0, N — 1,

de donde obtenemos
q)(t7 l’), L1y eeey Tn—1; tO - tv tlv L) tn—Z 2 T

una (e, 7")—cadena de ®(t,z) a x,_;. (1)
Por otro lado como d(t,,—1, T,—1,x) < € < ¢ entonces d(P(t+t,_1, xn_1), P(t, z))
observemos que t +t,_, > 317" > T

asi,

Tpn-1, (I)(ta $)7 Sh tn—l 2 T

es una (€, 7)—cadena de z,_1 a ®(¢, z). (2
Concatenando las cadenas (1) y (2) obtenemos una (e, 7")—cadena de ®(¢,x) a
O(t,x).

Asi R es invariante.

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.5. Cada punto periddico es un punto cadena recurrente. Sea x un punto
periodico con periodo S. Sea e >0 y T > 0. Si.S > 0, entonces existe un entero n tal
que nS > T. Ademdas (z,x;T) es una (¢,T) — cadena de x en si mismo. Si S = 0,

entonces x es un punto fijo, y (z,x;T) es una (¢,T) — cadena de x en si mismo.

Ejemplo 2.6. Consideremos la ecuacion diferencial auténoma:
i =x(r —1)(z —2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3].

Podemos observar que los puntos fijos 0,1,2,3 son puntos cadenas recurrentes: pues,
sea x € [0, 3] que no es un punto fijo. Sea 6 = mind(z,z*), donde x* es un punto fijo.
Sea € = 50 y a =limy_,oo D(t, ). Sea T = min{t > 0: d(D(t,z),a) = €}.

Fijamos €, T y construimos la (¢,T)-cadena en x:

o = x,y1 = ®(t, x) para algint > T entonces d(y1,a) < €, la convergencia de ®(t, x)
hacia a es mondtona.

Escojamos x1 € U(y1,¢€) la e-vecindad de y,. Entonces d(x,x1) > € entonces sucede

dos posibilidades:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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1.z ¢ {®(t,z);t > 0} entonces d({P(t,z1) :t > 0}, x) > 3e.
2. x1 € {®(t,x);t > 0} entonces d(P(t,z1),a) <€, para todot > T.

Repitiendo la construccion para y, = ®(t, x) para algint > T y xo € U(ys, €), vemos
que para todo n € N; d(z,,x) > € y esto no es una (¢,T)-cadena de x a x.

Esto sucede porque las trayectorias que pasan por x no retornan.

Ejemplo 2.7. Consideremos el espacio métrico S*, la esfera unitaria, como nos mues-
tra el grdafico del Ejemplo 2.2.
En S* la ecuacion diferencial:
i =sin’z
define un sistema dindmico:
®:RxS'—S!
se muestra que R = S': pues, sea v € S' y e, T > 0 dados, asumimos sin perdida de
generalidad que x € (0,7). Vemos que tlim O(t,z) = 7 entonces existe t; > T con
=, O
d(®(ty,z),m) <
ty > T con
d(P(ta,7),0) <
Ademds lim ®(t,r) = 0 y existe t3 > T con xy = ®(—t3,2) € U(0, 5).

t——o0
Ahora x = xg, 1, x9,x3 = T es una (¢, T)-cadena de x a .

. Escogiendo x, € U(m, 5) N (7,0). Ademds, th O(t,z1) =0, existe
—00

D

[k

Ademds cualquier Y C S! es cadena transitiva; y la tnica cadena transitiva mazimal

es St.

Ejemplo 2.8. Sea a y b nimeros reales con a < b. Sea f : [a,b] — R alguna fun-
cion tal que f(a) = f(b) = 0 y f(z) < 0 para todo = € (a,b). En forma general
consideremos f(z) = (z — a)(x —b).

A
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Consideremos el flujo ® asociado a la ecuacion diferencial

i = f(x)

en [a,b]. Los puntos fijos de ® son los ceros de f.
Luego
{a,b} C R.

Mostremos que R = {a, b}. Note que ®(t,x) es una funcion estrictamente decreciente
de t para todo x € (a,b) porque f(x) < 0 para todo x € (a,b).

Sea x € (a,b) tal que no es un punto fijo. Sea T > 0 y € > 0, veremos que no eziste
una (€, T) — cadena de x en si mismo.

Primero, vemos que existe 0 > 0 tal que siy < ®(T,x) + § entonces
®(t,y) < (T, z);

para todo t > T. Sea § = v — O(T,z). Como D(t,-) es una funcion estrictamente

decreciente de t y T > 0, tenemos § > 0. Sty < ®(T,z) + § = x, entonces
D(t,y) < (T, y) < (T, 2)

para todot > T.
Supongamos que dado € > 0 eziste una (¢,T) — cadena de x a x.

Sea € = min{d, x — ®(z,T)}. Asumamos que existe (e,T) — cadena
(T =20, T1yeeey Ty = T tg, b1, ooy t1)
de x en si mismo. Si d denota la métrica inducida en [a,b], entonces
| (20, tg) — x1| = d(P(x0,t0), 1) < € < 0.
Sito>T y O(t,x0) es una funcion decreciente de t,
1 < P(to, o) +0 < (T, x0) + 6.

Sity>T,
(b(tl,llfl) < (I)(T, 1’0).

Ahora, |®(t1,x1) — xo| = d(P(t1, x1),22) < € <6, tal que

To < (I)(tl,l’l) +0 < (I)(T, 1’0) + 0.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ast,
(b(tg, ZL’Q) < (I)(T, l’)

Continuando de esta manera obtenemos
D(tp_1, 1) < P(T, x0) < xo.
Sixp,=xyt,1>T,
|D(t—1, Tn1) — Tn| = |P(tp1, Tp1) — x| > — O(T, ).
En el orden dado, por definicion de e,
|D(ty—1,Tp-1) —xp| <€ < x—O(T,z). (Contradiccion)

Asix ¢ R, por tanto
RS On0S
y los unicos conjuntos cadenas transitivas maximales son: {a}, {b}.
Ejemplo 2.9. Sea C' C [0,1] el conjunto ternario Cantor. Sea f : [0,1] — R una

funcion tal que f(x) =0 para todo x € C' y f(x) < 0 para todo x € [0,1]\C.

Sea ¢ el flujo asociado a la ecuacion diferencial

& = f(z)

en [0,1]. Los puntos fijos de ¢ son los ceros de f que son los elementos de C'. Como los
puntos fijos son cadenas recurrentes tenemos que C C R. Mostraremos que C = R.

Sea x € [0,1)\C. Por propiedades del conjunto ternario Cantor, existe elementos
a,b e C tal que x € [a,b] y (a,b) Ve =0. El flujo ¢l es exactamente un flujo del

tipo estudiado en el Ejemplo 2.8. Tal ejemplo muestra que x ¢ R. Asi concluimos que
C=7R.
Ejemplo 2.10. Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

i =r(l—r)(sin?d +1—r?),
0 =sin’0+1—r2

en coordenadas polares en el disco unitario cerrado D en el plano complejo. El flujo ¢

correspondiente a este sistema. El flujo i tiene tres puntos fijos: —1,0,1. Mostraremos

U.M.S.A. F.C.P.N.



2.3. CADENAS 42

que R = oD U{0}. Sir =1 en el borde de D, el flujo restricto al borde es el flujo
del Ejemplo 2.7 donde cada punto es cadena recurrente. Recordemos que 0 es cadena
recurrente. Mostraremos que el O es el inico cadena recurrente en el interior de .

Sea z € int(D\{0}). Para cada T > 0 vemos un € > 0 tal que no existe (¢, T") —cadena

de z en st mismo. Definimos L : D — R por
L(w) =1— |w|.
Vemos que, L(w) es la distancia de w al borde de D. Si 0 < r <1 en el int(D)\{0}
r(1—r)(sin®?@ +1—7r%) > 0.

Consecuentemente, L(1(t,w)) es una funcion estrictamente decreciente de t para cada
w € int(D)\{0}.
Sea a = L(Y(T,2)) yb = L(2). Entonces 0 < a < b < 1. Ezxiste un § > 0 tal que si
L(w) < a+ 6, entonces

L(y(t, w)) < a

para todot > T. Sea 6 = 1—a—|z|. Si L(w) < a+7, entonces 1 —|w| < 1—|z|, tal que
|w| > |z|. Porque 7 es positivo independiente de 6, tenemos L(¢(T,w)) < L(¢Y(T, z)).

Ademads L es decreciente de la orbita de w obtenemos

L (t,w)) < L(P(T,w)) < L(Y(T, 2)) = a

para todot > T'.
Sea n =min{d,b — a}. Ademds D es compacto y L es continua, L es uniformemente

continua. Asi, existe € > 0 tal que si wy,wy € D y |wy —wsy| < €, entonces
| L(w1) — L(wz)| <.
Por medio de contradiccion, asumimos que existe una (€, T) — cadena
(2= 20,21,y Zn = Z; Loy ey t1)

de z en si mismo. Ademds
1Y (to, 20) — 21| < e,

la continuidad uniforme de L garantiza que

|L(¥(to, 20)) — L(z1)| < < 6.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Por que ty > T,
L(Zl) < L(’l?b(t(), ZQ)) +0 < L(’QD(T, ZO)) +d=a+0.

Ast,
L((t1, 21)) < a.
Ademds
[(t1, 21) — 22| <,
la continuitdad uniforme de L garantiza que

|L(v(t1,21)) — L(2z2)| < m < 4.

Porque t; > T,
L(ZQ) < L(¢(t1, Zl)) +d<a+d.

Ast,
L(Q/J(tg, Zg)) < (I

Continuando de esta manera obtenemos
AL el o
Si L(z,) = L(z) = b,
| L(t(tn-1, 20-1)) = L(zn)| = L(2) = L(¢(tn-1, 20-1)) > b — @

En este orden tenemos, si |(t,_1,2n-1) — 2zn| < €, la continuidad uniforme de L

implica que
|L(Y(th-1,2n-1)) — L(zn)| <n < b—a. (Contradiccion)

Consecuentemente no eziste una (¢,T) — cadena de z en si mismo.

Por tanto
R =oDuU {0}.

El siguiente resultado mostraré que en R solo la existencia del limite inferior para

tiempos positivos en las (e, T')-cadenas es importante.

Proposicion 2.5. Considerey € R yx € X y sea 7 > 0. Si para cada € > 0 existe
una (€, T)-cadena desde x hasta y, entonces para cada €, T > 0 eziste una (¢,T')-cadena

desde = hasta y.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba.- Es suficiente mostrar que para cada € > 0 existe una (e, 27)-cadena desde
x hasta y. Por la compacidad de X la funciéon ¢ es uniformemente continua en
X x [0,37].

Por tanto, existe 0 € (0, §) tal que para todo a,b € X y t € [0,37]:

d(a,b) < ¢ implica d(a-t,b-t) <

NN e

Ahora dejamos una (e, 7)-cadena xy = x,1,...,Tpym = Y CON To, ..., Tp—1 > T SON
dados.

Podemos asumir que 7; € [7, 27]. Asumimos también que m > 2, como nosotros
podemos concatenar esta cadena con una cadena desde x hasta y. Luego existen
g€ {0,1,...} yr e {2,3} con m = 2q + r. Obtenemos una (€, 27)-cadena desde x
hasta y dado por los puntos

Yo =T,Y1 = X2,Y2 = T4y .-, Yqg = T2¢, Yq+1 = T = Y

con tiempos

Ty=) #elln Ty —Ser=0'r Bl = > i =0™r.

Esto se sigue por la desigualdad triangular y la eleccion de 6.

Tengamos en cuenta lo siguiente:

Nota 2. Denominaremos al sistema dindmico restricto a un subconjunto Y : ®|y

cadena transitiva, cuando Y es cadena transitiva respecto de ®|y.

Teorema 2.3. El flujo restringido a un subconjunto cadena transitiva maximal del
conjunto R cadena recurrente es cadena transitiva. En particular, el flujo restringido

a R es cadena recurrente.

Prueba.- Sea y,y’ € Y C R, donde Y es un conjunto cadena transitiva maximal
en R. Para cada p € N existe una (1/p, 1) — cadena en X de y a y', dado con

Ty = Y, X1y ey Ty =y € X y tiempos Ty, ..., TP € [1,2]. Definir k, = UM {z; -
[0, TF]}. Por el Teorema Blaschke’s 1.5, existe una sub-secuencia de k, convergiendo en
la métrica de Hausdorff dy a algtin subconjunto compacto no vacio K C X con y,y’ €

K. Nosotros exigimos que para todo x, z € K y todo ¢ € N hay una (1/¢, 1) — cadena

U.M.S.A. F.C.P.N.
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en K con tiempos Ty, ..., qu_l € [1,2] de z a z. En particular, esto implica K C Yy

de este hecho sigue
1
d(a,b) < ¢ implica d(a-t,b-t) < 37 para todo t € [0, 3].

Escogiendo p € N con p > max{3¢,0 '} v dy(k,, k) < § uno puede construir una

(%, 1) — cadena de = a z en K como requirio.

O

Dado el conjunto R, no cualquier subconjunto de R es necesariamente cadena tran-
sitiva, pero esto es cierto si le anadimos algunas condiciones, como nos muestra la

siguiente proposicion.

Proposicion 2.6. Un subconjunto cerrado Y de un espacio métrico compacto X es
cadena transitiva si este es cadena recurrente y conezxo. Reciprocamente, si el flujo en

X es cadena transitiva, entonces X es conexo.

Prueba.- Supongamos primero que Y es un subconjunto cadena recurrente y conexo.
Sea x,y € Y y cualesquier £, 7 > 0. Cubrimos Y por bolas de radio £/3. Por la conex-
idad existen finitos puntos , de tal forma que y1, ..., y,_1 € Y tal que para todo z € Y,
existe y; con d(z,y;) < /3y B(yi,€/3) N B(yis1,€/3) # 0. Definimos yo = x y y, = y.
Ahora asumamos que por cadena recurrente del flujo hay (¢/3,7T) — cadena de y; a y;
para i =0,1,...,n — 1. Encadenamiento de esta cadenas (¢,7T") — cadena de z a y.

Reciprocamente, sea el flujo en X cadena transitiva. Si X no es conexa, puede es-
cribirse como la unién de conjuntos abiertos no vacios de V' y W. Entonces estos

conjuntos son cerrados, compactos y
g0 := Inf{d(v,w),ve Vwe W} >0

Para € < £¢/2 no puede existir (¢,Y) — cadenas de un elemento de V' a un elemento

de W, contradiciendo el hecho de cadena transitiva.
OJ
Obtenemos la siguiente caracterizacion topologica de las componentes conexas de R.

Teorema 2.4. Las componentes conexas del conjunto cadena recurrente R coincide
con los subconjuntos cadena transitivas maximal de R. Ademds, el flujo restricto a

una componente conexa de R es una cadena transitiva.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba.- Por el Teorema 2.3 sabemos que el flujo restricto a una cadena transi-
tiva maximal subconjunto Ry de R es cadena transitiva. De la segunda parte de
la Proposiciéon 2.6: Ry es conexo y asi contenida en una componente conexa de R.
Reciprocamente, la primera parte de la Proposiciéon 2.6 implica que cada componente

conexa de R es cadena transitiva, porque esta es cerrado, cadena recurrente y conexo.
U

Nota 3. Las componentes conezxas de R son también denominadas las componentes

cadena recurrente.
Veamos algunos ejemplos para ilustrar estos conceptos.

Ejemplo 2.11. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma:
& =x(r —1)(z — 2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3].

Para este ejemplo, las componentes del conjunto cadena recurrente, es decir las com-

ponentes cadena recurrentes son:

{0}, {1}, {2}, v {3}

Nosotros también notamos el siguiente lema simple, que indican un limite superior
uniforme durante el tiempo total necesitan conectar cualquier dos puntos en una

cadena componente recurrente. Se necesita para el analisis del Espectro Morse.

Lema 2.8. Sea Ry una componente cadena recurrente y fijos €, T > 0. Entonces
eziste T'(e,T) > 0 tal que para todo z,y € R tiene una (¢,T) — cadena de x a y con
longitud total menor igual T'(e,T).

Prueba.- Uno encuentra para todo x,y € R una (¢/2,T)—cadena de x ay. Usando
dependencia continua en valores iniciales y residuos, uno encuentra finitamente mu-
chos (mddulo puntos finales) (¢,T) — cadenas; z conectado con elementos cualesquier
y € Ry. Asi, uno termina con muchos finitos (¢,T) — cadenas conectando todos

los puntos en Ry. El mdximo de sus longitudes totales es el deseado limite superior

T(e,T).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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2.4. Conjunto Cadena Limite y Atractores

Nosotros procedemos a analizar la relacion entre cadena recurrente y atractores.

Definicion 2.7. Para un subconjunto no vacio Y C X definimos el conjunto cadena

limite

QY)={z€ X,y ey, tal que Ve, T > 0 existe una (¢,T) — cadena de y a z}.
Ademds, para €, T > 0 definimos

QV,e,T)={z€ X,y eY, y euiste (,T) — cadena de y a z}.

Veamos algunos resultados inmediatos:
Nota 4. Los siguientes resultados son inmediatos:

a) SiY es cadena transitiva maximal, entonces Y C Q(x) para todo x € Y.

b) x es un punto cadena recurrente si y solo si, x € Q(x).

Observemos las propiedades que cumplen los conjuntos cadena limites, un intere-
sante hecho visto en un curso regular de analisis es que la interseccion arbitraria de

conjuntos abiertos no necesariamente es abierto.
Corolario 2.2. Para un subconjunto Y C X no vacio obtenemos:
1) w(Y) C QY) y por tanto QYY) # 0.
2) Dado €, T > 0, el conjunto Q(Y,¢e,T) es abierto.
3) QYY) es compacto.
4) QYY) es invariante.

5) Si Q(x) =Y para todo x € Y, entonces Y es cadena transitiva mazimal.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba.- Veamos:

1)

Sea ¢, T > 0 cualesquiera, y z € w(Y); entonces existe una sucesion creciente de
ty — 00y xx €Y tal que ®(ty, xx) — z, por tanto para € > 0 existe subindice
k' tal que tpy > Ty d(P(ty, xp), 2) < € donde xp € Y, asi

(T = To, 71 = 23 tw)
es una (¢,7)—cadena de zpy € Y a z € w(Y).

Fijamos €, T > 0, supongamos que (Y, ¢, T) es no abierto; por tanto existe
z € Q(Y,¢e,T) tal que para todo r > 0, existe z ¢ Q(Y,¢e,T) y d(x,2) < z. (1)
Como z € Q(y,¢,T) existe una (€,7")—cadena de algin elemento y € Y a z,
dado por

(xS L1, -, T 1%, =W AR -, Tn—1,tn > T)
tal que d(®(t;,z;), ;1) < € de donde obtenemos d(®(t,_1,7,-1),7) < €, en-
tonces se cumple que 0 < € — d(®(tp—1, Tpn—1), ).
En (1) considerando r = € — d(®(t,—1, Tp_1), T)-
Por tanto existe una (¢, 7))—cadena de y € Y a z ¢ Q(Y,¢,T) dado por

(ZE'O =Y, 21, Tp-1, T, th "'>tn—1 2 T)
lo cual es una contradicciéon, por tanto

Q(Y, e, T) es abierto.

Sea x; — x donde z; € Q(Y) y €,T > 0 cualesquiera. Para § existe z; € Q(Y)
tal que d(z;, ) < §. Para §,T existe y € Y y una (§,7)—cadena de y a x; dado
por

('TO =Y, T1y ey Tn—1, Ty = .Ti;t(), "'7tn—1 2 T)

Y asi construimos una (¢,7")—cadena de y a x, dado por
(Y =20, ey Tn—1, T3 t0y ooy b1 > T)

donde

U.M.S.A. F.C.P.N.
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4) Seax € QY ), e,T >0y teR.
Como &, : X — X es continua en z.

Para e > 0, existe § > 0 tal que
d(z,z) < 0, implica d(®(t,z)P(t, 2)) < €
tomemos ¢ = min{o,e}, T" > |t| y T' > T.
Existe una (€¢/,27" — t)—cadena de algin elemento y € Y a z, dado por
TO =Yy Tly ey Ty, Tp = Tito L1, ety > 2T —t > T
donde
d(D(t;, ;). wi1) < € <€
de donde soélo consideramos
= Uy T, .., Tt ORI . L1 > T

es una (€, 7)—cadena de y a x,,_. (1)
Por otro lado d(®(t,, -1, n_1),x) < € < 6, entonces d(P(t +t,_1,xn_1), P(t, z));
donde observamos que t,_ +t > 21" > T.
Asi,

b, (¢, T B > T
es una (€, 7)—cadena de x,_1 a ®(¢, z). (2)
Concatenando (1) y (2) obtenemos una (¢, 7)—cadena de y € Y a ®(¢,x), por
tanto O(t,x) € Q(Y).

5) Sean x,y € Y, entonces por hipétesis y € (x) por tanto para todo €,7 > 0
existe una (¢,7")—cadena de x a y; por tanto Y es cadena transitiva.
Sea H una cadena transitiva tal que Y C H, tomemos z € H ademéas como
xr €Y C H, como H es cadena transitiva, entonces para todo €, > 0 existe

una (e, T)—cadena de z a y, por tanto y € Q(x), por tanto
YCHCQz)CY Y =H

Por tanto Y es cadena transitiva maximal.

Ahora veamos una estrecha relacion con los conjuntos atractores y repulsores.

Proposicion 2.7. Para Y C X el conjunto QYY) es la interseccion de todos los

atractores conteniendo w(Y').

U.M.S.A. F.C.P.N.



2.4. CONJUNTO CADENA LIMITE Y ATRACTORES 50

Prueba.- Note que Q(Y) = m Q(Y,e,T), y para e,T > 0 definimos
e, T>0
N = Q(Y,e,T). Entonces w(N) C Q(Y,e,T) C int N, donde la segunda inclusion

sigue porque (Y, e,T) es abierto y contenido en N. Ahora sea z € w(N). Entonces
existe t, — ooy =, € N con x, - t, — z. Escojamos ng € N0 >0y p € Q(Y,e,T)
con d(p, Tny) < 0,tny > T,y d(Tng - thy, 2) < 5 d(2ng * tno, Tng * tny) < 5 Para todo z
con d(z,x,,) < 6. Por definicién de p existe una (¢,7") — cadena de algin y € Y a p

y optamos por
€ €
A(p - tng, 2) < AP tngy Tng = tng) + A(Tng = tngs 2) < 5 + 5=¢

Asi la concatenacion produce una (e, 7')—cadena desde y a z.
Tenemos que mostrar que A := w(N) es un conjunto cerrado invariante con vecindad

N, por tanto un atractor. Por la invarianza de Q(Y’) tenemos
A=w((QY,6T)) DY) D w(Y).

Por la invarianza y cerradura de Q(Y") se muestra que Q(Y) = w(Q(Y)) de hecho esta
contenido en la interseccion de esos atractores conteniendo w(Y).
Ahora supongamos que A es cualquier atractor conteniendo w(Y’). Sea V' una vecindad
abierta de A disjunta de A* y sea t > 0 tal que clV -t C V.
Sea

0<e<inf{d(y,z),yeVyz¢gV- t}

Elegimos T > t tal que Y - T C V - t. Entonces todo (¢, T)—cadena desde Y debe
terminar en V. Por lo tanto, si w(z) C A, entonces también 2(z) C A y por tanto

Q(Y) es la interseccion de todos los atractores conteniendo w(Y).
UJ

Esta proposiciéon implica, en particular, que una cadena del flujo transitivo tiene

solo el atractor trivial A = X, porque para cada Y C X uno tiene que Q(Y) = X.
Ejemplo 2.12. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma:
i =x(x—1)(z —2)*(x —3) en el intervalo X = [0, 3].

Para este sistema dindmico, nosotros tenemos para cada subconjuntoY C [0, 3] que

w(Y) = Q(Y).

U.M.S.A. F.C.P.N.



DESCOMPOSICION DE MORSE

El comportamiento de flujos en espacios métricos compactos pueden ser descritos
via la descomposicion de Morse, los cuales son colecciones especiales de subconjun-
tos no vacios y compactos invariantes aislados, que cumplen ciertas condiciones adi-

cionales.

3.1. Descomposicién de Morse

Definicion 3.1. Una descomposicion de Morse de un flujo en un espacio métrico
compacto es una coleccion finita de subconjuntos {M;,i = 1,...,n} no vacios, dis-

Juntos a pares, compactos e invariantes aislados tal que:

i) Para todo x € X uno tiene w(z), a(zr) C UMZ"
i=1

ii) Suponga que existen My, Mj,, ..., Mj, yx1,...,2; € X\UMZ-

1=1
con a(x;) C M, , yw(x;) C Mj, parai=1,...,1; entonces M;, # M,,.
Nota 5. Consideremos las siguientes denominaciones:

1. Los elementos de una Descomposicion de Morse son llamados conjuntos de

Morse.
2. Los conjuntos de Morse contienen todos los conjuntos limites.

3. La condicion ii) de la definicion de la Descomposicion de Morse usualmente se

denomina la condicion no ciclo.

o1
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4. La Descomposicion de Morse de un sistema dindmico continuo en un espacio

métrico compacto, no necesariamente es unica, pueden haber varias.

Como mencionamos en un sistema dinamico pueden haber varias Descomposicion

de Morse, lo cual nos lleva a mostrar la siguiente propiedad.

Proposicion 3.1. La interseccion de dos descomposiciones de Morse { My, ..., M,}

Y
{M, ..., M., } define una descomposicion de Morse

{Mz N M/' iv.j}7

]7
donde sdlo estos indicesi=1,...,n, j=1,...,n" con M;N M, # () son permitidos.

Prueba.- Es evidente ver que {M; N M. i,7} son no vacios, disjuntos a pares,

compactos e invariantes aislados, ademas:

i) Para todo x € X y 2z € w(w) existe 7, j tal que z € M; y z € M/, por tanto
w(x) C [ JMinM;
(2
analogamente para a(z).
ii) Supongamos que existen
My N M, My, O MG My OMG y 2, € X\ | Min M,
2%
con awy) C My, , "My y w(zs) C My, N M paras=1,...,1;

Ademés: M, "M}, C My,:s5=1,2,..,1;
tenemos My, # My,, asi My, v My, son disjuntos, por tanto

Mko N M;CO #+ Mkl N M;ﬂ

O

La condicion no-ciclo de la definiciéon de Descomposicién de Morse, induce una for-
ma de ordenar los conjuntos de Morse, lo cual formalizamos mediante la siguiente

proposicién, la cual nos ayuda en la forma de enumerar los conjuntos de Morse.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Proposicion 3.2. La siguiente relacion < es una relacion de orden (i.e. satisface

reflexividad, transitividad y antisimetria):

Existen Mj, = M, Mj,... M =My y x1,...,50€ X

M; X My, si y solo si,
con ofzj,) C M

y w(zj,) CM;, para k=1,...,L

Jk—1

Enumeramos los conjuntos de Morse de tal manera que M; < M; implica i < j.

Prueba.- Verifiquemos que cumple cada una de las condiciones:

[ Reflexividad.
Sea M, un conjunto de Morse en una Descomposicion de Morse
{M; : i=1,2,...,n}. Como M;, # () tenemos que existe z € My; ademas
M. es compacto invariante aislado llegamos a afirmar que w(z), a(z) C M.
Fijando un natural [ > 0 tal que M = M;, = M; =... =M,y

r=x,=..=x; € X con
OB ECAME b Ol CRA i =1, ..., 1

entonces

My X M,

O Antisimetria (M; < My A My < M,) implica M; = M.
Por Contradiccion

Supongamos
i)
existen Mj, = My, M;,... . M; =My
M X My, siy solo si x1,...,7; € X tal que
Oé(!li'ji) C Mjifl y (.U(Zlfji) C Mji; 1= 1, .. .,l.

i)

existen Mj, = My, My, ..., M, =My
Mk; j./\/lt Siy5016 si Lia1y -y Lldrp EXta,l que
a<le+i> - Mjl+i—1 Yy w(xj+i) - Mjl+i ; = 1, e, T

iii)

My # My

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Observemos lo siguiente
(x; € M;, Vx; € M, |) implica M, = M;, ,.
lo cual nos permite construir la siguiente Descomposiciéon de Morse
{My, = My, My, ooy My, = M;} C
CA{Mjy =M My, .. My, = Mg, My, My, = My}
tal que sus correspondientes

Ltyyeo ey Ty S X\UMZ/ Oé(xtj) Ca Mtjvl Yy (A)(.th) C Mtj; j: 1,...,8.
=l

entonces por la segunda condicion de la definicion de la Descomposicion de
Morse

tenemos

M; # M; (Contradiccion)

O Transitividad. (M, 2 M; y M; X M;,, entonces M, = M)
i)
existen M]O L M37Mj17 s 7Mjl = Mt Y
M, < M, siy solo si Z1,...,x € X tal que
a(xji) = MjiAl Yy w(sz‘) C sz‘; i=1,.. "l'

i)
existen M, = My, M M

My X M, siy solo si Tig1,- -, Ty € X tal que
O‘(zjzﬂ') = Mjl+i—1 Yy w(xj-i-i) C Mlerz‘ ) L= 17 s T

Ji410 0 Jigr — M’f Yy

concatenando ambas sub-colecciones de conjuntos de Morse

existen Mj, = Mg, My, ... My = My, M ... . Mj, = M,
Y Tl Ty Tiat, - -, T € X tal que
a(z;) C M, yw(x;,) CM;; i=1,...1
a(zj,,) C My, yw(je) CMy,, ;i=1,...,7

Con lo cual concluimos que

Mstk

U.M.S.A. F.C.P.N.
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O

Nota 6. Enumeramos los conjuntos de Morse de manera que se cumpla la siguiente

implicacion:

Si M; 2 M, entonces i < j|.

La condicién no-ciclo de la Definiciéon 3.1 de la Descomposicion de Morse es muy
trabajosa al momento de verificarla para varios conjuntos de Morse; y en ello nos

facilitara un poco el siguiente resultado.

Proposicion 3.3. Una coleccion finita {M;,i = 1,...,n} de conjuntos no vacios,
disjuntos a pares y compactos invariantes aislados es una descomposicion de Morse

si y sdlo si la condicion 1) es vdlida, o(x) Uw(x) C M; implica x € M,.

Prueba.- Veamos en ambos sentidos.
=| Todo se resume a demostrar que si w(z) U a(x) C M;, entonces z € M,.
Supongamos w(z) U a(z) C M; A x ¢ M,.
n
Afirmamos lo siguiente: x ¢ U M pues de lo contrario existe x € My # M, por

j=1
compacidad e invariancia aislada de los conjuntos de Morse tenemos M, N M; # ()

lo cual es una contradicciéon con la condicion disjunta a pares.
n
Asi definimos M, = M;, M;, =M, yx1 =z € X\ U/\/l, con a(xy) C Mj,

i=1
w(z1) C Mj,, entonces tenemos M; # M,. (Contradiccion)

<«| Tenemos que demostrar la condicién no-ciclo de la definicién de Descomposicion
de Morse, lo haremos por contradiccion.

n
Supongamos que tenemos M, M, ..., M, vy x1,...,211 € X \ UMZ con

i=1
a(x;)) C M, , yw(x;) CM,, parai=1,....l;y M, =M,,.

Vemos que existe una relacion de orden, tenemos:
Mjiﬂ = sz‘ A sz‘ = Mjiﬂ; v = 17 7l

Por antisimetria tenemos M;, = M, | = My; i =1,...,[, asi existe x € X \J_, M.
Con a(z) Uw(x) C M, por hipotesis z € M,. (Contradiccion)

O
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Notemos que 7 < j no implica M; < M, y que este no implica la existencia de x € X
con w*(x) C M; y w(x) C M. Las descomposiciones de Morse describen el flujo via
su movimiento de los conjuntos de Morse con indices mas bajos hacia los indices méas

altos.

3.1.1. Descomposicion Morse Fina

Como se ha mencionado anteriormente pueden existir varias Descomposiciones de
Morse en sistema dado, la pregunta que nos hacemos es ver cual de estas es la mas

representativa (6ptimo), por la cual introducimos una nueva categoria.

Definiciéon 3.2. Una Descomposicion de Morse { My, ..., M,} es llamado mds fina
que una descomposicion de Morse {M’,..., M.}, si para cada j € {1,...,n'} existe
i€{l,...,n} con M; C M. Denominaremos a una descomposicion {My, ..., My}
Descomposicion de Morse Fina si esta es mds fina que cualquier otra Descomposicion

de Morse.

Una propiedad interesante que cumple la Descomposicion de Morse Fina es la

siguiente.

Corolario 3.1. Si en un sistema dindmico continuo existe una Descomposicion de

Morse Fina, entonces esta es unica.

La demostracion se sigue de la Definicion 3.2.

Nota 7. Veamos las siguientes observaciones que son relevantes:
v’ En un sistema dindmaico no siempre consta de una Descomposicion de Morse Fina.

v' Note que, en general, intersecciones de cualesquier infinitas descomposiciones de
Morse no define una descomposicion de Morse. La interseccion de todas las
descomposiciones de Morse para un flujo no necesariamente es un conjunto

contable. Puede formar un conjunto de Cantor.

Ejemplo 3.1. Comencemos con un ejemplo ya familiarizado:

i=x(r—1)(z —2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3]

U.M.S.A. F.C.P.N.
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En este ejemplo tenemos las siguientes descomposiciones de Morse:

[1,3] = {0}, M = {My, My} : (My = {0}, My = [1, 3]);
{0} =2{1} = [2,3], M ={M;, My, Mz} : (M = {0}, My = [2,3], M3 = {1})
0 (Ml = [273]7 M2{0}7 M3 = {1})7
{0} j[l,Q] i‘ {3}, M = {Ml,MQ,Mg} . (Ml = {0},M2 = {3},M3 = [1,2])
o (Ml = {3}7 M2 = {O}>M3 = [172])a
{1} ={0}u[2,3]  M={M, M}: (My={0}U[2,3], M ={1})
y solo tiene una descomposicion de Morse fina
{0} < {1} = {2} = {3}, M = {M;, My, M3, M,} :
(My = {3}, My = {2}, M3 = {0}, My = {1}) ¢
(My = {0}, My = {3}, Mz = {2}, My = {1})

Ejemplo 3.2. Otro ejemplo es considerado en el intervalo [0,1] C R la ecuacion
diferencial
2?sin(Z)  para x € (0,1]
0 para x =0
Y la grifica de f es:

tiene las siguitentes descomposiciones de Morse: los conjuntos

M™ ::{{nil}’[o’nj—Q} U [%,1} pamneN}

ﬂM” = {{0}, {%} para n € N}

no es una Descomposicion de Morse, por dos razones inmediatas: No tiene elementos

Notemos que

finitos; el conjunto {0} es invariante pero aislado.
Ademds este sistema no tiene descomposicion de Morse fina, pues siempre podemos

encontrar una Descomposicion de Morse mas fina que otra.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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3.1.2. Sistemas Perturbados

Lo interesante de esta secciéon que sucede con los conjuntos de Morse si al sistema
le afectamos con una pequena perturbacion.
Los resultados obtenidos pueden ser: que perdamos conjuntos de Morse, ganemos
conjuntos de Morse, o que no suceda nada con los conjuntos de Morse salvo una

pequena traslacion.

Ejemplo 3.3. De & = f(z) = —(z + 2)(2? — 1)z Notemos que tiene un atractor

global A = [—2,1] una descomposicion de Morse de A es:

RS T ol )

Ahora sea i = fr(z) = —(z +2)(2* — 1)a® + X\; A > 0 y consideramos el sistema
perturbado
i =—(z+2)@* - D>+ 1 (2)

donde \ es suficientemente pequeno, veamos algunos valores de \:

i) SiA=0,1
x— —1,9915, ¥ — —1,04678, = — 1,01594

U.M.S.A. F.C.P.N.
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i) Si A= 0,01
z — —1,99917, x — —1,00496, = — 1,00166,

(2) tiene tres puntos de equilibrio: Ey(X), Ey(N\) y E4(X) una descomposicion de Morse:
N ={N,=E:(\) /k=1, 2, 4}.

Donde se ve que se pierde un conjunto de Morse.

3.2. Descomposicién de Morse y Atractores

Las descomposiciones de Morse pueden ser construidos desde atractores y sus
complementarios repulsores. A continuacion una caracterizacion de la descomposicion

de Morse via la sucesion atractor-repulsor.

Teorema 3.1. Para un flujo sobre un espacio métrico compacto X una coleccion
finita de subconjuntos { M, ..., M,} define una descomposicion de Morse si y sélo

st existe una sucesion estrictamente creciente de atractores,
(Z):A()CAlCAQC"'CAn:X,

tal que
M, =A1NA;, para 0<i<n-—1

Demostracién.- Probemos ambas implicaciones:

— Supongamos que {My,..., M,} es una descomposicion de Morse. Define una

sucesion estrictamente creciente de conjuntos invariantes por Ag = 0 y
Ap={reX:alz)C M, U---UM;_ki1}, para k=1,... n.
donde se cumple que
=AyC A CA,C---CA, =X,

Ag invariante. Recordemos que () es invariante. Sea x € A;, entonces por
definicion de Ay a(x) C M, U---U M, _j1, tomemos cualquier punto de

la 6rbita de z, sea t € R, como estamos trabajando en un espacio métrico

U.M.S.A. F.C.P.N.
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compacto afirmamos que a(®(¢, x)) # 0.

z € a(P, ), entonces existe ¢, — oo tal que
O(—ty, (P(t, 1)) = P(—tp +t,z) — 2

de donde z € a(x).
Asi
(I)(t, Z’) € Ag.

Ay cerrado. Mostramos que los conjuntos Ay son cerrados. Claramente, el con-

junto A,, = X es cerrado.

Procediendo por induccién, asumimos que Ay es cerrado y consideremos
x; € Ay, con x; — x. Tenemos que mostrar que a(x) C M, U-- - UM, _g11.
La hipotesis de induccién implica que x € Ag,q y por tanto tenemos que
alzr) C M, U---UM,_4 union disjunta. Probemos que no puede ocurrir
que a(x) C M.

Supongamos que a(x) € M,,_, sea V una vecindad abierta de M,,_; tal
que VNM; = ) para j # n— k. Existen una sucesion ¢, — ooy z € M,,_,
tal que = - (—t,) € V y - (—t,) — z. Por tanto para cada v existe un
m, > v tal que @y, - (—t,) €V y zn, - (—t.,) — 2).

Como w(z;)Ua(x;) C M,U---UM,,_ ;41 para todo i, existen 7, < t, < g,
tal que zp,, - (—0,) Y Ty -(—T7) € OV y Ty, -(—t) € V paratodot € (1,,0,).
Como 9V es cerrado en el espacio métrico compacto, este es compacto por
tanto toda sucesion posee una sucesion convergente; podemos asumir que

existe y € OV con x,,, - (—0,) — y para v — 0.

Afirmacion.

y[0,00)CV

Por contradiccion. Supongamos que existe ¢’ > 0 tal que

d(t',y) € X \ V (abierto) de la convergencia
D(—0, +t',2m,) = P, y)
para X \ V existe N; € N tal que
v > Ny, imlica®(—o, +t',1,,) € X\ V. (1)
Por otro lado

O(—t, +t,2,,) > O, 2) e M, CV

U.M.S.A.
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para V existe N, € N tal que
v > Ny, entonces ®(—t, +t',z,,,) € V. (2)

Ademaés recordemos que @ : [0, '] x X — X es uniformemente continua
consideremos 0 < € = inf{d(u,v)/u € M, yv € X \ V} existe
d >0y N3 € Ntal que v > Ny y d(®(—t,,2m,),2) < 0§, entonces
O(t, d(—t,,xm,)) € V, para todo t € [0,] (3)

Entonces existe v > max{/N, No, N3} tal que cumple

O(—0, +t',1,,) € X\V. (1)
O(—t, +t', xy,) €V. (2)
O(t, D(—ty, zm,)) €V; te[0,t].(3)

de (2) existe 0], < t, —t' < 7, con ®(—0’, ), P(—7',2,,,) € OV tal
que para t € (7),0,,) se tiene ®(t,2,,,) € V; los casos que se tienen
son:
1) 7] -l <t <005 < Tl
i) 7, <¥g Lt bl o g ot i
De estos dos casos obtenemos ®(—o, +t', x,,,) € V contradiciendo
(1).
ii) 7, +¢ <@ <t, <o0,+t <a,.
) n, <7+t <t,<o,+t <o,
Considerando que o — t' < o, llegamos también a que
O(P(—0, +t',x,) € V) utilizando (1) y (2), contradiciendo (1).
Y en los casos que 0, =0, +t' o7, = 7, + t' la contradicciéon es

inmediata.

Entonces se sigue que -R C V y por tanto por la eleccién de V' uno tiene
w(y) C M.

Dado que Ay, es cerrado e invariante, tenemos que y € Ag.1 y luego
aly) € M, U-U M, . El orden en los conjuntos de Morse implica que
y € M,,_, contradiciendo al hecho que y € OV

A, Atractor. Si Aj no es un atractor, por el Lema 2.2 del capitulo anterior, se
tiene que para cada vecindad N de Ay existe x € N\ A; con x-(—00,0] C N.
Entonces existe j > n—k+1 con a(z) C M;. Por otro lado = ¢ A, implica

U.M.S.A. F.C.P.N.



3.2. DESCOMPOSICION DE MORSE Y ATRACTORES 62

a(z) no esta incluido en la union M, U- - -UM,,_r,1, por tanto a(z) € M;

para algin ¢ < n—k+ 1. Esta contradiccion implica que Ay es un atractor.

<= Veamos que cumplan las condiciones:

Dada la secuencia estricta de atractores afirmamos que Af # 0y A;q # 0
para cualquier i = 0,...,n — 1. Sea z € A;;; \ A;, entonces tenemos por
x ¢ A; lo que implica que a(z) C Af; por otro lado como = € A, (cerrado

e invariante) tenemos a(z) C A;1; y asi
0 7é Oé(Z) @ A: N Ai+1 =M,_;
Como A} y A, 41 son compactos e invariantes aislados, tenemos que

M,,_1 son compactos e invariantes aislados.

Probaremos que para x € X, o bien z - R C M; para algin j o bien
existen indices @ < j tal que a(zr) C M,_; y w(x) C M, _;. Existe un
entero mas pequeno i tal que w(z) C A;, y existe un entero mas grande j
tal que a(z) C Aj. Ademés se ve que @ > 0y j < n. Ahora w(z) no esta
contenido en A, 1, i.e., x € Af ;. Luego por la invarianza x - R C A} ;
y w(z) C Aj_,. Por otro lado, a(r) no esta contenido en A%, y pedimos
que z-R C Aj;iy. En efecto, si no -t ¢ A,y para algin ¢t € R. Si
ahora x -t ¢ A%, entonces a(x) C A}, ;, que es una contradiccion, luego
z-t € Aj,, yluego w(z) C Aj,,, otra vez una contradiccion. Por tanto, se
tiene de hecho - R C Aj4;.
Ahora j > 17— 1, porque sino j +1 <i—1yluego A;1; C A;_4, lo cual
implica que - R C A ;N A; 1 =0.Sij=1i—1, entonces
- RCA  NA =M, 1.
Sij>i—1,entonces w(z) C A 1 NA W CA  NA=M,_;1y
alr) CATN A = M,
Supongamos que w(z), a(z) € M,,_; = AF N A;41 con ello y del Lema 2.6:
a) w(r) C Af, implica z € A}.
b) a(z) C A, implica z € A;y;.

por lo tanto
x e A: N Ai+1 =M, _;.

U.M.S.A.
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Lo que prueba lo requerido.

Veamos a través de ejemplos para reflejar esta construccion.

Ejemplo 3.4. Comencemos con este ejemplo:
i =x(r—1)(z —2)*(x — 3) en el intervalo X = [0, 3].

Para este sistema una secuencia creciente de atractores con sus correspondientes re-

pulsores es:
Ay=0Cc A ={1} C Ay =[1,2)Cc A3=1[1,3] C Ay =10, 3]
y sus respectivos repulsores son:
A5=103] DA ={0}U[2,3] D A;={0}U{3} D A;={0} D A;=10

La descomposicion de Morse asociada es:
= AT SR
Mas= A, EAF i~ 20,
M, = A0 A=3},
M, = AN A5 = {0}.

Ejemplo 3.5. Un sistema dindmico en el intervalo X = [0, 2] con puntos de equilibrio
r=0,z=1,2z=2ya(x) ={0},w(x) = {1} paraz € (0,1), a(z) = {1}, w(z) = {2}
para x € (1,2). Entonces una secuencia estrictamente creciente de atractores con sus

correspondientes repulsores es
A0:®CA1:{2}CA2:[1,2]CAgZX:[O,Q],
Ay =X =10,2], AT =0,1], A5 = {0}, A3 = 0.

(las otras sucesiones son ) C {2} € X y 0 C [1,2] C X ). Entonces la descomposicion

de Morse asociado es

My = AN Ay = {2}, Mo = Ay N A} = {1}, M, = A3n A; = {0}.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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3.3. Descomposicion de Morse y Cadena Recurrente
Teorema 3.2. El conjunto cadena recurrente R satisface
R = ﬂ{A U A" A es un atractor}

En particular, existe una descomposicion de Morse mds fina {M, ..., M,} si y sélo
st el conjunto cadena recurrente R tiene solo finitas componentes conexas. En este
caso, los conjuntos Morse coincide con las componentes cadenas recurrentes de R y

el flujo restricto a cada conjunto Morse es cadena transitiva y cadena recurrente.

Prueba.- Si A es un atractor y x € X, o w(x) C A o w(x) C A*. Siz € R,
entonces por proposicion , x esta contenido en cada atractor, que contiene w(x). Aho-
ra v € AU A*. Reciprocamente, si x esta en la interseccion, entonces esta en cada
atractor contenido w(x). Aqui x € Q(x), por tanto v € R.

Si existe una descomposicion de Morse Fina, entonces el flujo restricto a los corre-
spondientes conjuntos Morse debe ser cadena transitiva, los conjuntos Morse y com-
ponentes conexas de R. Reciprocamente, las componentes conexas M; de R define
una descomposicion de Morse, porque ellos son conjuntos invariantes aislados. De
hecho, esta es la mds fina descomposicion de Morse. Usando la caracterizacion de las
descomposiciones de Morse via secuencia estricta creciente de atractores, lo que afir-
ma la existencia de una descomposicion Morse mds fina, implica la existencia de un
atractor A tal que AN M; es un subconjunto apropiado de M; para algin i, y de este

es un atractor del flujo restricto a M;. Esto contradice la transitividad de la cadena

en M;
O

Comentario. Hay a lo mucho contable atractores, finalmente, nosotros mostraremos

que la cadena transitiva del flujo restricto a un conjunto limite.

Proposicion 3.4. St el flujo es topologicamente transitivo, entonces este es una ca-
dena transitiva. En otras palabras, un flujo restricto a un conjunto w(x) w-limite con

xz € X es una cadena transitiva.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Prueba.- Porque conjuntos w-limite son conezos, esto es suficiente por la Proposi-
cion 2.6 para mostrar que el flujo restricto a w(x) es cadena recurrente. Definimos
un flujo

(y,t) = y-t en [=1,1] por la ecuacion y. = 1 —y*. En X x [~1,1] define un flujo por
(z,9) — (z-t,y-t). Entonces z = ((x,0) - R) es un conjunto compacto invariante. Por
el Teorema 3.2 el conjunto cadena recurrente contiene todos los conjuntos w — limite,

y ahora el conjunto cadena recurrente del flujo restricto a z es
R(2) = a(xr) x {-1} Uw(z) x {1}

Por Teorema 2.3 el flujo restricto a R(z) e cadena recurrente y las componentes
conexas de R(z) son cadenas transitivas. Aqui el flujo restricto a w(z) x {1} y asi el

flujo restricto a w(x) son cadena recurrente.

Ahora veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.6. La Dinamica en Y C R compacto. Las componentes cadenas recur-
rentes coinciden con los puntos fijos y si estos son finitos, entonces definen los con-

juntos de Morse para una Descomposicion de Morse Fina.

Ejemplo 3.7. Sea X =[0,1] x [0,1]. Sea el flujo ® en X definido tal que para todo
punto en el borde son puntos fijos y las drbitas para puntos (x,y) € (0,1) x (0,1) son
dados:

O, (x,y) ={(21,22) € X/2z1 =z, 20 € (0,1)}

con lim (. (x,9)) = (x.1) y_lim_ (. (x.y)) = (z,0)
—00 ——00

X =1[0,1] % [0,1]

U.M.S.A. F.C.P.N.
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todo punto en el borde es w-limite y a-limite. Los conjuntos a-limite para
(z,y) € (0,1) x (0,1) son de la forma {(x,0)}, y w-limite de la forma {(x,1)}. Eziste
una sola componente cadena recurrente para este sistema que es X = [0,1] x [0, 1] por

ende existe una Descomposicion de Morse fina que coincide con la trivial.

U.M.S.A. F.C.P.N.



CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Una de las caracteristicas del trabajo es su transversalidad a varias ramas de la
matemaética, como ser la teoria de las Ecuaciones Diferenciales, Sistemas Dinémicos,
Sistemas de Control. Este trabajo ademas de ser una incursion en una rama relativa-
mente "joven de la matematica.®™ nuestro medio, como es la Teoria de los Sistemas
Dinémicos, constituye un ejemplo de la interrelacion de los elementos de la Matemati-
ca, un fenémeno muy propio de los ultimos tiempos.

Ver el comportamiento de un sistema dindmico en un espacio métrico compacto a
través de la Descomposicion de Morse, ademéas la Descomposicion de Morse no nece-
sariamente es tinica salvo la existencia de un Descomposicion de Morse Fina.

Dada la definiciéon de la Descomposicion de Morse vemos la complejidad de constru-
irlo pero una equivalencia nos facilita encontrar algunas descomposiciones de Morse
que es a través de los conjuntos Atractores y sus conjuntos repulsores complemen-
tarios, cabe recalcar que podemos encontrar varias Descomposiciones de Morse, si en
algin problema en particular encontramos una Descomposicion de Morse Fina esta
representa a todas las Descomposiciones de Morse existentes en ella y ademas es la
més pequena respecto a la inclusion. Recordemos que no siempre puede existir un
Descomposicion de Morse Fina esto se lo puede ver con un contraejemplo desarrolla-
do en el trabajo. Un resultado importante de este trabajo es poder determinar si un
sistema dindmico posee o no una Descomposiciéon de Morse Fina ya que es a través
del estudio de las componentes cadena recurrente, el resultado nos indica que si estas
componentes cadena recurrentes son finitas entonces existe una Descomposiciéon de
Morse Fina cuyos conjuntos de Morse son exactamente las componentes cadena re-
currente; mas aun podemos saber lo que sucede dentro de los conjunto de Morse, en

caso que no sea finita garantizaremos que existe una Descomposicion de Morse Fina.
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Estudiar el comportamiento del sistema dinamico a través de la Descomposicion de

Morse es de la siguiente manera:

= Si un elemento del espacio fase estan en algtin conjunto de Morse, podemos
garantizar que su orbita permanecera en tal conjunto de Morse, ademas los
puntos alcanzados en tiempo infinito (es decir los conjuntos limites) respecto
a la orbita pertenecen al mismo conjunto de Morse. (Si es Descomposicion de
Morse fina, todos los puntos se pueden conectar a través de orbitas salvo un

pequeno margen de error).

= Si un elemento no pertenece a ningtin conjunto de Morse, podemos garantizar
que los punto alcanzados en el tiempo infinito a través de la 6rbita pertenecen

a la frontera de algunos conjuntos de Morse.

El desarrollo de este tema permite incursionar en otras areas de la Matematica para

aquella persona que desee seguir desarrollando este tema, como ser:

*) El estudio de las cadenas transitivas permite construir medidas invariantes y con

ello incursionar en la Teoria Ergodica.

*) Dado un sistema lineal
&= Az ; donde z € R?\ {0}, A € R,

La construccion de espacios de Lyapunov a partir de la parte real de los eigen-
valores con sus correspondientes multiplicidades algebraicas, por Salgrade a
través de su teorema indica que la proyeccion (s = ﬁ) de los espacios de
Lyapunov en el espacio metrico compacto: esfera unitaria S ! o el espacio
proyectivo P4~! se transforman en conjuntos de Morse contenidos en S¢! o
P91 dando como resultado una Descomposiciéon de Morse Fina correspondi-

ente al nuevo sistema:
s(t) = [A — s(t)T As(t) - 1]s(t),

el orden de los valores de la parte real de los eigenvales ordena en el mismo
sentido sus correspondientes conjuntos de Morse.

Veamos un ejemplo particular en R2.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo 4.1. Sea la ecuacion diferencial lineal

I . -1 0 T
) 0 —2 )
el cual tiene como eigenvalores \y = —1 y Ao = —2 y sus correspondientes

1 0
etgenvectores 0) Y <1>, que generan los espacios de Lyapunov por tener

multiplicidad 1.

Sok
12
12~2 )\1 )\1 ~
\\“//A —9 — 0o N 2| s
-2 0NC 2 T ——
L1 Ao .
9 __2

En el espacio R?. En el espacio proyectivo S*.

Ejemplo 4.2. Sea la ecuacion diferencial lineal

I i il T
T2 0 3 )
. . , 1 0 .
el cual tiene como eigenvalor A = 3 eigenvectores <1> Y <1> , y el espacios de

—1
Lyapunov por tener multiplicidad 2, es generado por < ) ) .

Sok

12

Ty

& |
SR SRINNES AN

//LQ\

En el espacio R2.

En la esfera unitaria S*.

U.M.S.A.

F.C.P.N.
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*) Dado un sistema de control bilineal
T = (A + ZUZBZ> z; donde z € RY, A, B; € R4,

El problema de controlabilidad puede ser caracterizada por (Wolfgang Kliemann
y Frintz Colonius) por la proyeccion sobre la esfera unitaria S¥=! o el espacio

proyectivo P4~ la cual genera un sistema dindmico no lineal
h(Ag, s) + Zul h(B;, s) s e pi-t

donde h(A, s) = (A—sT Asl)s, en el espacio métrico compacto P! 0 S¥~!, para
un criterio de controlabilidad es necesario la Teoria de C. Conley (Descomposi-
cion de Morse). Kliemann-Colonius: en un conjunto de Morse existe al menos

un conjunto de Control. Veamos una idea geométrica en R3:

U.M.S.A. F.C.P.N.



TEORIA CUALITATIVA DE ECUACIONES

DIFERENCIALES

Sumario. Ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos. Espacio de
fases y orbitas. Teorfa cualitativa para ecuaciones auténomas. Teoria cualitativa
para sistemas planos: isoclinas e integrales primeras. Clasificacion de los sistemas

lineales con coeficientes constantes. Aplicaciones

Se pretende en estas parte hacer una recopilaciéon de unos contenidos bésicos sobre la
teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales. Aunque la palabra cualitativa pueda
sonar extrana, en realidad, debemos tener en cuenta que de debemos conocer estudios

cualitativos de funciones de variable real.

_1
1+x2°

analitica de la funcién no nos dice mucho acerca de la misma, es decir, a partir

Pongamos un ejemplo y consideremos la funcion f(x) = A priori la expresion
de la expresion analitica de la funcién no obtenemos facilmente informaciéon util.
Sin embargo a partir de esta expresiéon analitica podemos obtener su representacion
grafica, que nos proporciona un analisis cualitativo de ésta. Asi, estudiando limites,
asintotas, extremos relativos, etcétera podemos obtener una informaciéon mucho mas

visual y manejable que la proporcionada por la expresion analitica de la funcién.
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Como vemos, la grafica nos muestra que la funciéon es acotada, con un valor max-
imo de 1 en el punto 0. También y entre cosas, vemos como la funciéon tiende a 0
en too. En definitiva, la informacion visual aportada por la grafica nos da mucha

informacion sobre el comportamiento de la funcién en cuestion.

Asi, esté es la filosofia en la que se basa el estudio cualitativo de las ecuaciones
diferenciales: obtener representaciones graficas de las soluciones de ecuaciones y sis-
temas de ecuaciones diferenciales, o mas precisamente de familias de soluciones, es
decir, informacioén grafica sobre tipos de soluciones que se engloban en unos objetos

llamados orbitas.

El por qué de este estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales es el siguiente.
Ya a finales del siglo XIX los matematicos perdieron toda esperanza de encontrar
soluciones de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales. Se ponia fin por tanto
al estudio cuantitativo de las ecuaciones diferenciales. Una vez que se renunci6 al
analisis cuantitativo, se obtaron por dos vias complementarias que tratan de obtener
informacion sobre las soluciones de ecuaciones diferenciales sin necesidad de resolver
la ecuaciéon. Una de estas vias es el estudio de los métodos numéricos para ecuaciones
diferenciales. Sobre la segunda via, el estudio de la teoria cualitativa de ecuaciones

diferenciales.

A.1. Ecuaciones y sistemas auténomos

Una ecuacion diferencial auténoma es una expresion de la forma

donde f es una funcion real de variable real. Hay que enfatizar que en la ecuacion no

aparece la variable independiente de la cual depende y. Ejemplos de este tipo son:

Y =y,
y = y?siny,
y = evy.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo es una expresion de la forma

p

yi = fl(y17y27 "'7yn)7
yé = fl(y17y27 "'7yn)7

\yé szﬁ(y1=y2a~-7yn),

donde f; : Q@ CR" — R, 1 <7 < n. Ejemplos de sistemas auténomos son:

¥ =x+y,
Y@ m
z' = sin(z 4+ y),
y' = cos(z —y),
e S
=

cualquier ecuacion o sistema de ecuaciones no auténomos pueden reescribirse como
un sistema auténomo introduciendo una nueva variable dependiente. Para ejemplificar

este hecho consideremos la ecuacion
y=t-y.
Tomando z(t) = t como una nueva variable dependiente, la ecuacion anterior podemos
escribirla como

-

y=z-y.
No obstante, aumentamos en una dimension el nimero de variables dependientes,
los cual supone un alto precio a la hora del estudio cualitativo de la ecuacién. Sin
otra consideracion, piénsese que es més sencillo a priori representar curvas en dos
dimensiones que en tres. Ademas, en el caso de los sistemas de ecuaciones diferenciales
autéonomos, el estudio de la teoria cualitativa en dimension tres dista mucho de ser
analizado y comprendido, con lo cual el pasar de la dimension dos a tres no nos

asegura ningun conocimiento sobre el sistema.

A.1.1. Soluciones y 6rbitas

Sea el sistema auténomo

U.M.S.A. F.C.P.N.
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donde y = (y1, .., ¥n) ¥ f : 2 C R® — R”™ es una funciéon con funciones coordenadas
fi, - fn- En general supondremos que la funcién f satisfaga las condiciones del teo-
rema de existencia y unicidad de soluciones, por lo que el problema de condiciones
iniciales

y' = fy),

y(to) = Yo,
tendréa una tnica solucién que denotaremos por y(t, to, o). Supondremos ademas que
esta solucion esta definida en el intervalo més grande posible (solucion mazimal),
denotado por (a(to, yo), b(to, o)), alto, Yo), b(to, yo) € R, y que normalmente sera toda
la recta real (es decir, en casi todo los ejemplos que estudiemos a(ty,y9) = —o0 y
b(to,yo)) = +oo. El espacio 2 C R" en el cual estan definidas las soluciones del
sistema (1) es llamada espacio de fases. Se define la orbita del sistema asociada a
la condicion inicial (to,yp) como la gréafica en R™ de la solucion maximal y(t, to, o)
asociadas a dichas condiciones iniciales. Puede haber soluciones distintas que den
lugar a la misma oOrbita, por lo que las érbitas pueden ser miradas como "tipos de

soluciones esencialmente iguales".

Ejemplo A.1. Consideremos la ecuacion diferencial autonoma

Yveai'ts

Aqui, el espacio de fases es toda la recta real R al estar la funcion f(y) =y definida
para todo numero real. Dados ty,yg € R, sabemos que la solucion maximal definida

en toda la recta real del problema en condiciones iniciales

/

08 =N
y(to) = Yo,

t—to

viene dado pory(t, to, yo) = yoe' 1. Si la representamos en el plano algunas soluciones

para valores positivos, negativos y nulo de yo tenemos:

Como vemos, cuando yo > 0 las grdficas de las soluciones son siempre la semirrecta

(0,400), cuando yo < 0 son (—o0,0) y por dultimo, el caso yo = 0 es degenerado

U.M.S.A. F.C.P.N.
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como solucion constante y por tanto la grifica sera un tinico punto {0}. Asi en este
sistema distinguimos tres tipos de orbitas segun el signo de la condicion inicial que
consideremos. Ademds, todas las soluciones con yo > 0 son estrictamente crecientes,
mientras que si yo < 0 las soluciones son estrictamente decrecientes. Todo esto pode-

mos resumirlo de la siguiente forma

n

(—o¢,0) 0 (0, 00)

donde la orientacion de las fechas marca el crecimiento o decrecimiento de las solu-
ciones que generan cada orbita. Como puede apreciarse, el diagrama de fases contiene

toda la informacion que conocemos sobre la representacion grdfica de las soluciones.

Vamos a ver a continuacion como obtener toda la informacion sobre diagramas de
fases de sistemas auténomos sin necesidad de resolver la ecuacion, Previamente nece-
sitamos saber como son las diferentes 6rbitas que pueden presentarse en un sistema
autonomo. Para ello es preciso introducir algunas definiciones. Diremos que gy € R"
es un punto critico de (1), ya que la funcion definida como y(t,to, yo) = yo para
todo t € R es soluciéon del problema en condiciones iniciales correspondiente. Una
vez identificada un tipo de orbita, pasaremos a enunciar sin demostracion el sigu-
iente resultado, que describe toda la casuistica que se puede presentar para orbitas

en sistemas auténomos.

Teorema A.l. Sea el sistema auténomo dado por (1). Entonces se verifican las

siguientes afirmaciones:

(a) Dados dos drbitas 'y y 'y son siempre disjunto o iguales. Ademds, si son iguales
existe un ty € R tal que y1(t + to) = y2(t), donde Y — 1 e yo son las soluciones

asoctadas a las orbitas I'y y 'y, respectivamente.

(b) Si I' es una orbita no degenerada del sistema, entonces es de alguno de los
siguientes tipos:
(b1) Cualquier solucion y asociada a T' es inyectiva.

(b2) Cualquier solucion y asociada a T' es periddica de periodo T > 0, esto es,

y(t+T) =y(t) para todo t en su dominio de definicion.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ahora el objetivo sera estudiar las 6rbitas de un sistema auténomo dado inten-
tando esbozar lo que se conoce como diagrama de fases del sistema. Empezaremos
estudiando diagramas de fases definidos por una ecuaciéon diferencial auténoma, como

la estudiada en el primer ejemplo.

A.2. Teoria cualitativa ecuaciones auténomas

Volvamos al ejemplo
i=y.
Vamos a ver como obtener el diagrama de fases de la ecuacion sin necesidad de conocer
las soluciones.

En primer lugar calculamos los puntos criticos del sistema, que en este ejemplo
concreto se reducen al 0. Asi, el conjunto {0} constituye una o6rbita degenerada que
da lugar a la solucion constante y(t) = 0 como las érbitas son siempre disjuntas, el 0
divide la recta real en dos conjuntos (—oo, 0) y (0, +00) de manera que si una condicion
inicial de una solucién esta en por ejemplo en (—o0,0), dicha soluciéon nunca podréa
pasar por (0,+00) y al revés. Ademas, si y(t) es una solucion contenida en (—o0,0),
entonces es estrictamente decreciente ya que y'(t) = y(t) < 0. Igualmente vemos que
si y(t) esta contenida en (0, +00), entonces debe ser estrictamente creciente.

Para completar el estudio s6lo debemos comprobar que (—o0,0) y (0,4+00) son
dos orbitas. Supongamos por ejemplo que (a,b) C (—o0,0) es una 6rbita. Si a < —o0,

entonces tomamos el problema de condicién inicial

que proporciona una solucion maximal y(t,0,a), que serd decreciente. Por lo tanto
existe to < 0 tal que y(tp,0,a) > a y por lo tanto, la orbita generada por y(t,0,a)
tendré interseccion no vacia con (a,b), por lo que en virtud del Teorema A.1l éstas
deben ser iguales. Asi podemos entender la 6rbita (a,b) mas alla de a hasta —oo. Por
un razonamiento anélogo podemos extenderla a partir de b hasta 0.

Asi tenemos las tres 6rbitas del sistema que representamos como

(=20,0) 0 (0,20)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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A partir de un diagrama de fases y siempre suponiendo que las soluciones maxi-
males estdn definidas en toda la recta real, podemos esbozar la gréafica de las soluciones
de una ecuacién auténoma.

Por el siguiente ejemplo:

(=00,-1) (=1,0) (0, +00)
h's

Entonces, suponiendo que toda la solucién maximal esta definida en todo R, el di-
agrama anterior nos dice que toda soluciéon contenida en (—oo, —1) es creciente, las
contenidas en (—1,0) son decrecientes y las contenidas en (0, +00) son crecientes, por

lo que las soluciones tendrian el siguiente aspecto:

A.3. Teoria cualitativa de sistemas planos

Para obtener diagramas de fases de ecuaciones auténomas de orden uno, bastaba
con conocer nociones sobre la derivada de una funcién. Al aumentar una dimension,
el estudio para obtener diagramas de fases necesariamente se complica, aunque en
algunos casos es posible. Hemos de decir que debemos de conformarnos con llegar a
dimension 2, ya que para dimension mayor o igual que tres no se sabe en general como
obtener dichos diagramas de fases. Vamos a ver que ideas necesitamos para esbozar

dichos diagramas.

A.3.1. Calculo de los puntos criticos

Consideremos el sistema auténomo dado por:

U.M.S.A. F.C.P.N.
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En este caso las o6rbitas son curvas planas que por el Teorema A.1 pueden ser de tres

tipos:
» Degeneradas (correspondientes a los puntos criticos).
» Periddicas.
= No cerradas y sin autointersecciones (las llamadas orbitas regulares).
Ejemplo A.2. Consider el sistema
L
Y =Y
de la cual obtenemos los puntos criticos resolviendo el sistema lineal
z+y =0,
r=y=0,

del que facilmente obtenemos que su unico punto critico es el (0,0), que sera por tanto

la inica orbita no degenerada del sistema.

Ahora introducimos un lema que no tiene una relacion directa con los sistemas
autonomos, pero es necesario mencionarla, pues es utilizada en algunas demostra-

ciones del desarrollo del trabajo.

Lema A.1 (Lema de Zorn). Sea A un conjunto no vacio parcialmente ordenado tal
que todo subconjunto totalmente ordenado tiene un elemento mayor en A. A contiene

entonces un elemento maximal por lo menos.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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