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Introduccion

El presente trabajo tiene como objetivo entender la construcciéon y la dindmica del
Solenoide, la motivacién para desarrollar este trabajo se debe a los seminarios de Teoria
de Control realizados por el Dr. Efrain Cruz Mullisaca en el area de Sistemas Dinamicos.

En este trabajo desarrollaremos conceptos basicos y fundamentales de los sistemas
dinamicos, através del Atractor Cadtico Solenoide.

El estudio de los Sistemas Dinamicos Discretos ha tenido gran atencién durante los
ultimos 30 anos. De hecho, el nimero de libros y articulos dedicados a este tema ha
crecido impresionantemente. Lo anterior se debe a que se les encuentra en muchas ramas
de la ciencia, tales como Quimica, Fisica, Biologia, Medicina, Ingenieria, etc. Un sistema
dinamico consiste de un conjunto de estados, junto con la “regla” o funciéon que determina
el estado presente en términos de los estados pasados. Cuando la regla es la misma en cada
tiempo, la evolucién del sistema esta dada por las iteraciones de la funcién f. Es decir,
f,f2=fof, f2=fofof, ... En este caso, el objetivo es estudiar el comportamiento
asintético del proceso iterativo {z, f(x), f*(x), ..., f*(x), ...}, cuando x esta en el conjunto
de estados del sistema.

Un concepto asociado a los sistemas dinamicos es el de atractor. Un atractor es el
conjunto al que el sistema evoluciona después de un tiempo suficientemente largo. Para
que el conjunto sea un atractor, las trayectorias que le sean suficientemente proximas han
de permanecer proximas incluso si son ligeramente perturbadas. Los sistemas dinamicos
cadticos son aquellos que tiene atractores donde el proceso iterativo, presenta un com-

portamiento “irregular”, esto presenta las siguientes caracteristicas:

1. Puntos periédicos densos: Sabemos que los sistemas dinamicos pueden ser clasifica-
dos de acuerdo al comportamiento de sus érbitas. Ademas, las érbitas que entran
en un atractor no escapan sino que permanecen dentro de él. Ahora bien, la ca-
racteristica de puntos periddicos densos indica que existen infinitos puntos, y a su
vez soluciones periddicas inestables asociadas a un atractor extrano. Es decir, las
orbitas que se encuentran dentro del atractor se aproximan a los limites de estos
puntos (soluciones) inestables y permanecen en sus limites hasta que la naturaleza
de estas soluciones (inestabilidad) haga que dicha 6rbita escape a los limites de otra

solucién inestable hasta que finalmente encuentre un equilibrio estable cadtico.
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La manera en que se agrupan los equilibrios peridédicos inestables y el equilibrio
estable caético desencadena que el atractor extrafio sea denso en puntos (soluciones)

periddicos.

Transitividad: Esta caracteristica implica que un sistema dinamico no podréa des-
componerse en dos subsistemas independientes entre si. A pesar que la caracteristica
de sensibilidad a las condiciones iniciales indican que las 6rbitas que se encuentran
infinitamente préximas se alejen en el tiempo, dichas 6rbitas a largo plazo, pasaran
por todas las regiones que componen el atractor extrano formando un solo sistema

dindmico.

Sensibilidad a las condiciones iniciales: Un sistema con comportamiento cadtico
tendra sensibilidad a las condiciones iniciales si el conjunto de partida no se contrae
en todas direcciones sino que en algunas de ellas se expande, no obstante el conjunto

sigue siendo limitado y por lo tanto sigue manteniendo un atractor.

El Solenoide de Smale es un fendmeno caracteristico de un atractor extranio. A

pesar de que el conjunto se expande es cada vez mas pequeinio.

Si el sistema en algin momento se expande las diferencias iniciales no tienden a

desaparecer y por lo tanto pueden llegar a ser importantes.

La forma grafica del atractor de Lorenz llevé a que la sensibilidad a las condiciones

iniciales de los sistemas cadticos se denominara “efecto mariposa”.

En resumen, esta caracteristica no nos dice cual va a ser el estado final o futuro del
conjunto, sin embargo, podriamos inferir cual es su comportamiento a muy corto

plazo.

El Solenoide de Smale es un sistema dindmico con comportamiento caético. El objetivo

de este trabajo es presentar la definiciones de caos segin Devaney y el Teorema de

Simplificacién que con mayor frecuencia se encuentran en la literatura de esta area.

Ahora bien, para alcanzar nuestro objetivo desarrollaremos los siguientes capitulos:

Capitulol. Estudiamos algunos conceptos basicos que se requieren para estudiar los

Sistemas Dindmicos Discretos. Ademas se ven ejemplos que serdan de gran utilidad para

comprender con mayor facilidad dichos conceptos. Finalmente se presentan resultados

para estudiar la estabilidad de los puntos periddicos.
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Capitulo 2. Empezaremos el capitulo con la funcion logistica, la idea de este capitulo
es entender la dinamica de esta funciéon como ejemplo en este capitulo. Se introducira la
definicion de Caos dada por Devaney, se desarrollaran algunos ejemplo de funciones cadti-
cos de acuerdo a la definicién de Devaney. En este mismo capitulo se introduce el concepto

de Conjugado Topoldgico y su aplicacion.

Capitulo 3. Definiremos el espacio Simbdlico, estudiaremos la dinamica de la fun-
cion Shift y probaremos que esta funcion es cadtico. Finalmente, como ejemplo la funcién
logistica para el caso r > 2 4+ /5 utilizando el concepto de conjugacién topoldgica, ya
que para algunos ejemplos es facil verificar si el sistema dindmico muestra un comporta-
miento cadtico, pero para otros no es tan facil mostrar este tipo de comportamiento, por

esa razon se introducira el concepto de conjugado topoldgico.

Capitulo 4. Desarrollaremos el tema central de la tesis, definiremos el Solenoide,
probaremos que el Solenoide es un atractor cadtico de acuerdo a la definicion de Deva-
ney. Es decir, en 1992 Banks, Brooks, Cairns, probaron que la hipotesis de dependencia
sensitiva a las condiciones iniciales, no es realmente necesaria ya que esta se deduce de las
otras dos condiciones, es decir, basta con que la funcién sea topologicamente transitiva
y sus puntos periddicos sean densos, para asegurar que la funcién sea cadtica. Ahora, es
natural entonces aplicar esta teoria al Solenoide ya que concluiremos bajo las condiciones
de que el Solenoide es topoldgicamente transitiva y sus puntos peridédicos son densos y
que la funcion Solenoide restricta al Solenoide es Cadtico.

Los solenoides han sido objeto de interés en varias areas de la matematica, desde los
sistemas dinamicos y otros como ser en la geometria algebraica hasta la topologia. En
particular en este trabajo presentaremos el solenoide y la dindmica de este mismo, el
Solenoide o (Smale-Williams attractor) este objeto es un ejemplo del sistema dindmico
que fue introducido por Smale en el ano 1967.

Sin embargo, podemos mencionar sobre este objeto un poco sobre su historia, este
solenoide fue el primero en ser descubierto, y fue el austriaco Leopold Vietoris el primer
matematico que lo estudio.

A partir de entonces varios autores han estudiado a los solenoides; uno de los mas
conocidos es el matematico holandés David van Dantzig quien, en 1930, dio una conocida

construccion geométrica de los solenoides como interseccion anidada de toros sélidos Pos-
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teriormente, desde un punto de vista completamente distinto H. Freudenthal estudio a
los solenoides, esta vez como limites inversos de circunferencias Independientemente, A.

van Heemert y A.D. Wallace estudiaron a los solenoides como grupos topolégicos .

El estudio de los solenoides ha cobrado gran importancia en las ultimas décadas por
su aparicion en diversas ramas de la matematica; por ejemplo, en la teoria de sistemas
dindamicos se estudian los atractores como en nuestro caso, También se tiene que en el
estudio de la topologia algebraica los solenoides son de gran importancia para la teoria

de espacios foliados.
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Capitulo 1

PRELIMINARES

El objetivo de este capitulo es estudiar algunos conceptos y resultados basicos, que se
utilizaran en los capitulos siguientes. Para esto, se trabajara con funciones definidas en
un espacio métrico. Se pide que el rango de la funcién sea un subconjunto de su dominio;

esto con el fin de definir la composicion de la funcién consigo misma.

1.1. Conceptos Basicos y Notaciones

Sea una funcién f : X — X, donde X es un espacio métrico. Las iteraciones de

x € X bajo la funcién f son:

fi(z) = (fo ........ Of)(af)

n-veces

f™(z) denota la n-ésima iteracién de z bajo la funcién f, y la sucesién {z, f(x), f*(x), ...},

describe la evolucion del estado x en el tiempo, al conjunto X suele denominarse espacio

1
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de estados y a sus elementos estados del sistema dindmico. A la pareja (X, f) se le llama
un sistema dindmico discreto.

Definicién 1. Un conjunto C C X se dice invariante si f(C) C C
Observacion 1. Si C' es invariante, entonces f™(C) C C para todo m € Z

Definicién 2. Sea X un espacio métricoy f : X — X. Se le llama la orbita de xqg € X
bajo la funcion f a la sucesion {xo, f(z0), f2(x0), ...} = {f"(x) : n € NU{0}}, misma
que se denota por O(zy).
O¢ (o) describe las distintas posiciones que visita el punto z, con el paso del tiempo,
es decir se inicia en el punto z, y se tendra la posicion f"(xg) después de transcurrir n
unidades de tiempo.
Existen ocasiones en las que para algin n € N, f"(xy) = x¢. Es decir, luego de
n — 1 unidades de tiempo z( regresa a su posicion inicial. Si esto sucede, el movimiento
descrito en la 6rbita O (z() comienza a repetirse, a ser periédico. Las nociones de puntos
periédicos y puntos fijos son muy importantes en el estudio de los sistemas dindmicos.
Su importancia radica en el hecho de que muchos fenémenos fisicos presentan ciertos
patrones que se repiten, produciendo asi los ciclos.

Definicién 3. Sea X un espacio métrico y f: X — X. Se dice que vy € X:

a) Es un punto periddico de f de primer periodo k, si

fk(xo) = To

f"(xo) # xopara n=1,2 .. k—1.
b) Es un punto fijo de f si f(xg) = xo.
c) Es un punto eventualmente fijo de f, si existe N tal que

" xo) = f*(zo) si n>N.

d) Es un punto eventualmente periddico de f con primer periodo k, si existe N tal que

" (20) = fM(wo) si n> N.
Si x € X, es un punto periddico de f, se dice que la érbita de x, Of(x) es periddica.
Notemos los puntos fijos de f son puntos peridédicos de primer periodo 1, y los puntos

periddicos de f con primer periodo n, son puntos fijos para la funcién f.
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Definicién 4. Sea X un espacic métricoy f : X — X. Se dice que x € X es un punto

asintoticamente fijo si existe un punto fijo xo € X, tal que

lim f"(z) = zo.
n—ao0

Es un punto asintoticamente periddico, si existe un punto periodico p de primer periodo
k, tal que
lim f**(z) =p

n—-ao0
La definicién anterior asegura que x es un punto asintoticamente fijo si la 6rbita de x
converge a un punto fijo. Por otra parte, si £ es un punto asintéticamente periédico con

primer periodo k, su érbita tiene k subsucesiones convergentes.

Definicién 5. Sea X un espacio métrico y f : X — X. Se define el conjunto estable

de un punto periddico p € X de primer periodo k como

Wip)={reX: lim f"*@x)=pl

n——ao0

Observacién 2. En el caso particular de X = R, y si, |z|,|f(x)], |f2(z)], ... crece sin
cota entonces se dice que x converge asintoticamente a oo. En este caso, se define al

conjunto estable del infinito por:

We(oo)={z € X: lim f"(x)= oo}

n—aoo

Proposicién 1. Sea un espacio métrico (X,d) y f : X — X. Sean p, ¢ € X puntos
periddicos, con p # q. Entonces W5(p) NW#(q) = 0.

Prueba. Supongamos que W#(p) N W*(q) # 0. Se demostrard que p = q.
Sea x € W(p) N W?*(q), entonces existen constantes Ny y N tales que

d(f"(x),p) <
d(f"™(z),q) <

si n>N; vy

NN NN e Y

si n > Ns.
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Sea N = max{ Ny, No} si n > N, entonces por la desigualdad triangular se tiene

d(p,q) < d(p, f™*)(x)) + d(q, [ (x))
S 3273
B 2€
D)

Asi 0 < d(p,q) < €, por tanto p = q.

Ejemplo 1. Consideremos f : (—1,1) — R definida por f(z) = —23.

Veremos cuales son los puntos fijos y puntos periddicos de esta funcién, ver figura.

Figura 1. f(x) = —x3

Iterando la funcion se obtiene

f@) = =
N
Py =~

) = (-



1.1. CONCEPTOS BASICOS Y NOTACIONES 5

Consideremos las érbitas

0f(0) ={0,0,0,.....}, Op(1)={1,-1,1,-1,.....}, Of(-1)={-1,1,—-1,1,...}.

De aqui observamos que 0 es un punto fijo, puesto que f(0) = 0, por otro lado si
f(x) = —2® = x, entonces x + 23 = 0 de aqui = 0 0 22 + 1 = 0 entonces 0 es el tnico
punto fijo de f y que los punto 1 y —1 son puntos periédicos de primer periodo 2.

Ademés, de acuerdo a como estén dadas las iteraciones, si |zo| < 1 entonces | f"(zo)| —
0, es decir, los puntos entre —1 y 1 son asintéticamente fijos. Pero si |zg| > 1, entonces

| f"(z0)] — oo. Esto se puede ver en la siguiente figura.

N

Bl 1

Figura 2. Si |zg| > 1, entonces | f"(zg)| — oo

Ejemplo 2. Sea g : R — R una funcién dada por g(z) = |z — 1].

74

a(x)=Ix-11

to.fijo

172 1 2 3

Figura 3. g(x) = |x — 1]

Observemos que el tnico punto fijo es %, y

0,(1) = {1,0}

asi que 0, 1 son puntos peridédicos de periodo 2.
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Si tomamos z = 2, obtenemos que O,(2) = {2,1,0,1,0, 1, ...}, es decir g""(2) = g"(2)
para toda n € N, por tanto 2 es un punto eventualmente periddico.

Si se toma z = 4, obtenemos que O,(4) = {4,3,2,1,0,1,0,1, ...}, es decir g""%(4) =
g"(4) para n > 3, por lo que 4 es un punto eventualmente periédico.

Siguiendo este mismo proceso se llega a que todos los nimeros enteros son eventual-
mente periddicos, ya que después de cierto niimero de iteraciones, caen dentro de la érbita
{0, 1}. Por otra parte, si se toma la subsucesién {z, ¢*(z), ¢* (), ¢°(z), ...}, para los nime-
ros enteros pares, esta subsucesion converge al punto periddico x = 0 y para los nimeros
enteros impares converge al punto periédico x = 1. Por ejemplo, si z = 6 entonces
0,2(6) ={6,4,2,0,0,0,...} — 0y siz =9 entonces Op2(9)={9,7,5,3,1,1,1,...} —
1.

Esto significa que:
W#(0) = {los niimeros enteros pares}

W#(1) = {los ntimeros enteros impares}

Ahora, los puntos de la forma x, 1 —x para 0 < z < 1, también son puntos periddicos
de periodo 2, por ejemplo, si = 0.8, entonces O,(0.8)= {0.8, 0.2, 0.8, 0.2, ...}. Si se
toma x = 4.8, se tiene O,(4.8) = {4.8, 3.8, 2.8, 1.8, 0.8, 0.2, 0.8, 0.2, ....} Siguiendo
este mismo procedimiento, se llega a que los niimeros que no son enteros también son

eventualmente periddicos, pero estos caen dentro de la érbita {z,1 —z} para 0 < z < 1.

Ejemplo 3. Sea S' = {z € C : |z|] = 1} el circulo unitario con S* C C. Como es
costumbre, se identificara al angulo ¢, con el angulo ¢t + 2mn, n € N.
Notemos que S!' es un espacio métrico ya que S* € C y C = R? entonces S! es un

espacio métrico con la métrica inducida de R? puesto que R? es un espacio métrico.

Sea p: S' — S!, definida como p(e') = €2, llamada la funcidn cuadrdtica.
Veamos cémo son los puntos periédicos de p.

Un punto €” en S', es un punto periédico con periodo n, si y solo si p™(e”) = e es

decir €2t = ¢ esto es verdad si y solo si 2"t = t + 2k7 para algin k € N. Despejando ¢
: _ 2nk

se tiene ¢ = 577,
Por lo tanto un punto e es periédico con periodo n si y sélo si t = % para

k=0,1,..2"—2.



1.2. ANALISIS GRAFICO

1.2. Analisis Grafico

En el caso particular de que f sea una funcion real de variable real, el andlisis grafico
es una técnica que utiliza la gréfica de la funcién en cuestién para analizar su dinamica.
Para realizar el andlisis grafico de una funcion f, se grafica la funcion f y la recta y = x
sobre el mismo plano cartesiano. Ahora, se toma un punto a en la recta y = x y se
traza una linea vertical hasta cortar la grafica de f, desde ese punto se traza una linea
horizontal hasta tocar a la recta y = z. Ese punto es f(a), repitiendo este mismo proceso

se encuentra f?(a), y asf sucesivamente. Esto se ilustra en los siguientes ejemplos.

3

Y

Ejemplo 4. Sea I = (—1,1), nuestro andlisis con la dindmica de la funcién f(z) =z

graficando f y la linea y = x, en el mismo sistema de coordenadas.

0.5t f(a) (a.f(a))

f%(a)

e

'
-

-0.5 0.5

nurtrd - Ra = T°

Empezamos del punto a € I. Trazamos verticalmente hasta tocar la grafica de f y
obtenemos un punto f(a) (o bien (a, f(a))), ahora trazamos una linea horizontal hasta
tocar la diagonal (es decir y=x) y tenemos el punto f(a), repetimos el proceso trazando
verticalmente hasta tocar a la funcién f y tenemos el punto f?(a). Asi vemos que f™(a)
se acerca a cero cuando n tiende a infinito. Por tanto podemos concluir que f(z) = 2? se
acerca a cero bajo iteracion de la funcién. Luego esto nos induce a que el conjunto estable
de cero es (—1,1) y W*(oc0) = (—00, —1) U (1, 00). Los puntos —1, 0 y 1 son puntos fijos
de f.
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Ejemplo 5. Ahora consideremos la funcién f(x) = —x'/3, la grifica de f y la linea y = x

como se muestra en la figura .

(af(a)) (F(a)f(a)

%a), (@) )

Figura 5. f(z) = —x*/3

Empezamos con un punto que esta cercano a 0 en el intervalo (0, 1). Cuando n crece,
el valor de f"(a) se acerca a 1 en valor absoluto y oscila de un lado de 0 al otro. Ademas
notemos que —1 y 1 forma un ciclo periédico de periodo 2. Ademds, f"(a) siempre es
positivo. Asi podemos concluir que a estd en el conjunto estable de 1 es decir W*(1).
Asi el anélisis sugiere que. W*(1) = (0,00), W?*(—1) = (—00,0), 0 es punto fijo y
W#(o00) = 0.

1.3. Condiciones de Continuidad y Diferenciabilidad

En muchos casos las funciones a considerar son continuas y diferenciables. Esto nos
permite obtener resultados importantes en el estudio de los sistemas dindmicos.
Una de las condiciones para determinar la existencia de puntos fijos es dado por el

teorema siguiente.

Teorema 1. Sea I = [a,b] un intervalo cerrado en R y f : I — R una funcion continua.
Si [a,b] C f([a,b]) entonces f tiene un punto fijo en I.
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Prueba. Como motivacion observemos la siguiente figura 6.

| |
br—-——"—~ L i
| |
| =
[ ' [
| ' |
7/
. SR
i, |
| Y ' [
[ Mg’ ' |
I N A |
' W ! '
[ L | ! [
0 a X b

Figura 6. x es punto fijo de f

Como [a,b] C f([a,b]) entonces existen ¢,d € [a,b] con ¢ < d tales que f(c) =ay
f(d) = b como se ve en la figura.

Si f(b) =06 f(a) = a entonces a y b son puntos fijos lo cual muestra el resultado.

Ahora supongamos que f(b) # by f(a) # a, entonces podemos definir una nueva
funcién g : I — R dada por g(x) = f(x) — z, es claro que g es continua pues la
diferencia de funciones continuas es continua. Como f(a) # a 'y f(a) € I = |a,b], se
concluye que f(a) < a, andlogamente para f(b) > b.

Por tanto g(c) = f(¢) —c < O0yaque f(c) =aya<c y g(d) = f(d)—d>0ya
que f(d)=byd<b.

Ahora, g(c¢) < 0y g(d) > 0 g es continua por el el Teorema de Valor Intermedio
existe

x € [c,d] C [a,b] tal que g(z) =0, es decir f(z) = x. Asi x es un punto fijo de f

0

Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6. Sea f : [0,1] — R definida por f(z) =1 — 2%, como f es continua en [0, 1],
entonces por el teorema f tiene un punto fijo. Por otro lado, para encontrar el punto fijo
resolvemos la ecuacién 1 — 2?2 = z. Obtenemos -3 % —% + ‘/75 y notemos que —% + \/75
estd en [0, 1]. Este hecho lo ilustramos en la figura siguiente:
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(c0)

feyp------- pto. fijo

Figura 7. f(x) =1— 22 con x = —% + \/75 punto fijo en [0, 1]

Observacion 3. Sien el Teorema 1, la condicién [a, b] C f(]a, b]) se cambia por la condicién

f(la,b]) C [a,b], la conclusién sigue siendo valida. (Ver Figura 8).

| |
| |
X T T s F-
| |
| |
| |
| |
| |
P |
a [N Y o | Y L
| | |
| : |
j | :
[ : [
I | I
0 a X b

Figura 8. ilustrando la observacién 3.
Ahora, un importante propiedad de las funciones diferenciables es que cumplen con

el Teorema del Valor Medio, el cual recordaremos a continuacion.

Teorema 2. (Teorema del Valor Medio). Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable

en (a,b). Entonces eziste ¢ € (a,b) tal que
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Se sabe por el Teorema 1 que si f es continua en [a, b] y si [a,b] C f([a,b]). entonces, f
tiene por lo menos un punto fijo. Pero, si ademas es diferenciable, la siguiente Proposicion

asegura que f tiene un unico punto fijo en [a, b].

Proposicién 2. Sea f : [a,b] — [a,b] una funcion diferenciable. Si|f'(x)| < 1 para todo
x € [a,b]. Entonces existe un unico punto fijo en [a,b] . Ademds para todo x,y € |a,b],

x # y se cumple:
[f(z) = fly)] < |z —yl.

Prueba. Empezaremos probando la segunda parte de la Proposicién. Sea z,y € [a, b] con

x # y, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € [z, y] tal que

f(w) = f(@)] = | (e)lly — =]

pero por hipétesis | f'(¢)| < 1, entonces

|f(y) = )| < |y Rz

Ahora, probaremos que f tiene un unico punto fijo en [a,b]. Como es f diferenciable
entonces f es continua, por tanto f tiene por lo menos un punto fijo en [a, b].

Sea x € |a,b] y p un punto fijo de f en [a,b], con x # p, entonces

p = f@)| = 1f(p) = f(2)] <Ip— 2|
Notemos que si f(x) = z, entonces se tendria |[p—z| < [p—z| lo cual es una contradiccion,

por tanto f(x) # x por lo que x no es un punto fijo de f. Luego p es el inico punto fijo
de f en [a,b)]. O

Denotaremos por C! al conjunto de las funciones cuya derivada existe y es continua.

El siguiente resultado nos da un criterio para estudiar la estabilidad de los puntos fijos.

Proposicién 3. Sean X C R abierto y f : X — X, con f € Ct. Sea p € X un punto
fijo de f.

a) Si |f'(p)| < 1, entonces existe un intervalo abierto que contiene a p contenido en
W+ (p).

b) Si |f'(p)] > 1, entonces existe un intervalo abierto U que contiene a p tal que, si

x € U con x # p, entonces existe n € N tal que f*(x) ¢ U.
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Prueba. a) Sea ¢ = 1(1—|f(p)]) > 0. Como f” es continua en p, existe § > 0 tal que:

1f'(p) = fl(x)] <e si ze(—dp+te).

Asi que,

[f'(@)] = [f(z)+ f(p) = f(p)
< [f(x) = ']+ 1 (»)
< e+ 1)

1 / / 1 1 !
= SO=IFED + )] =5 + 517 O)
LI G - 1Pl -
Es decir,

|If@)]<1l—€ si z€(p=d,p+9) (1.1)

Ahora, se toma = € (p — d,p+ J) con x # p, aplicando el Teorema del Valor Medio,

existe c; entre x y p tal que;

f(z) = f(p)| = |f(z) — pl = |f'(c1)l|z — pl (1.2)
entonces, de (1.1) y (1.2) se tiene que,
[f(@) = f)l = |f'(c)llz = pl <1 — ez —p|
Luego, por el Teorema del Valor Medio, existe ¢y entre f(x) y f(p) tal que

12 (x) = )] = [f(f(@) = F(f@)] = |f ()l f(z) — fp)|
|/ (e2)|(1 — €)|x — p|, entonces

(1 =€)’z —pl

A

|4 (z) = f*(p)]

A\

Y por induccién se cumple

/" (x) = [ (p)| < (1 — )"z —pl.
Ya que (1—€) < 1, entonces f"(x) — p, es decir z € W*(p) para todo x € (p—0d, p+9),
por tanto (p — d,p+ ) C W*(p).
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b) Sea M tal que |f'(p)| > M > 1. Como f’ es continua, existe § > 0 tal que para
todo z € (p— d,p+ ), se tiene |f'(x)] > M. Sea x € (p — d,p+ ), con = # p. Por el

Teorema del Valor Medio existe ¢ tal que

|f(x) = f(p)| = 1f ()l —p| con ce(p—20dp+9).

Como ¢ € (p—0,p+9), se tiene que |f'(c)| > M, por lo tanto |f(x) — p| > M|x — p|.
Si f(z) € (p—0,p+ ), entonces

[f(f(2)) =pl > M|f(z) = p| > M|z — p|

y asi sucesivamente, mientras f"(x) se mantenga en el intervalo (p—d, p+9) entonces
1" (z) — p| > M™|z= pf;

es decir para f(z) € (p—d,p+0), existe U = (p —0,p+0) y n € N tal que f*(z) ¢ U
Ahora, supongamos que para todo n € N, f"(x) € U.
Como M > 1, esto implica la existencia de n € N tal que | f"(x) —p| > 0, por lo tanto
el punto f™(x) ya no pertenece al intervalo (p — d,p + 9).
]

Una observacién 1til, es que si los errores e, = f"(x) — p, son no nulos, entonces:

e _ @) =g U0

e fM(z)=p fr(x) —p

por tanto, la magnitud de la derivada de la funcion en el punto fijo, es un indicador de

la rapidez de la convergencia de la iteracion al punto fijo. De acuerdo a la Proposicion 3,
se clasifican los puntos fijos y periédicos de la siguiente manera.
Definicién 6. Sean X C R abierto y f: X — X una funcion diferenciable. Sea p un
punto periddico con primer periodo n. Si |(f"(p))'| # 1, se dice que p es hiperbélico. De
otra manera, se dice que es no hiperbaolico.
Definicién 7. Sean X C R abierto y f: X — X una funcion diferenciable. Sea p un

punto hiperbolico periodico con primer periodo n.
a) Si|(f"(p))| <1, se dice que p es un punto periddico atractor.

b) Si|(f™(p))| > 1, se dice que p es un punto periddico repulsor.
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Cuando n = 1, en la Definicién 7 en los casos a) y b), al punto p se le dice punto fijo
atractor y punto fijo repulsor respectivamente. La siguiente Proposicién nos da un criterio
practico para estudiar la estabilidad de los puntos peridédicos, basado en la Proposicion
3.

Proposicién 4. Sea f una funcion de clase C' y p un punto periddico de f con primer

periodo k.

a) Silf'(p)f'(f(p))....... f'(f*Y(p))| < 1, entonces existe un intervalo abierto que con-

tiene a p, tal que esta contenido en W*(p).

b) Si|f'(p)f'(f(p))-..... F'(f*1(p))| > 1, entonces existe un intervalo abierto I que con-
tiene a p, tal que todos los puntos del intervalo (excepto p), dejan el intervalo I

bajo iteraciones de f*.

Prueba. Por la regla de la cadena se cumple,

(FRl = (o) f (F(p))-.... L " (p)).

Entonces las conclusiones de la Proposicién son inmediatas, aplicando la Proposicién 3
a la funcién f*.
O

Notemos que si p es un punto periédico de f, con primer periodo k y la derivada de
f* en p es menor que 1 en valor absoluto, entonces puntos cercanos a p son atraidos a p
bajo iteraciones de f*.

En el Ejemplo 1, se observé que los puntos fijos de la funcién f(z) = —23 son 0,1 y
—1.

Para ver si estos son atractores o repulsores primeramente se deriva la funcién y se
obtiene f’(x) = —3z% Después se evaltia en cada punto fijo. Asf se tiene que 0 es un
punto hiperbdlico atractor ya que

1f'(0)] <1
Ahora, los puntos 1 y —1 son hiperbdlicos repulsores ya que
fM>1 vy |f(-1>1L
Esto quiere decir que los puntos que se encuentran entre (—1, 1) bajo iteraciones de la

funcién se acercan a cero y los puntos que estdn en (—oo, —1) U (1, 00) bajo la iteracién

de la funcién se alejan.



Capitulo 2

FUNCION LOGISTICA Y
CONJUGACION TOPOLOGICA

Primero vamos a considerar uno de los ejemplos importantes, ya que presenta distintos
comportamientos; éste es llamado la familia de funciones logisticas. Aunque aqui se veran
algunas de sus caracteristicas, se dedicard en el Capitulo 3 para observar detalladamente
la dindmica del sistema. Ademas definiremos Caos en espacios métricos y finalmente,

Conjugado Topoldgico y ejemplos.

2.1. La funcion logistica

En esta secciéon describiremos la dindmica de la funcién logistica, la cual estda dada
por la funcién h, : R — R definida por h,(x) = ra(1 — z) , donde r > 0 que es llamado
funcién logistica.

Notemos que h, es un polinomio, en particular h, es continuamente diferenciable,

puesto que

hl(x) =1 —2rz. (2.1)
Los puntos criticos de h, satisfacen la ecuacién (2.1) es decir
, 1
h,,(a:):0<:>r—27’:c:0<:>x:§, (2.2)

15
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por lo tanto el inico punto critico es z = % como se ve en la figura 9. La derivada

segunda es h”(z) = —2r # 0, para todo = € R, luego que = = % es un punto maximo y
1 T
he| =) =-. 2.3
(3)-1 (2.3

rr4+————-

0 1/2 1

Figura 9. Punto maximo de la funcién logistica.

h, esté entre el intervalo [0, 1] en si mismo para 0 < r < 4.

2.1.1. Dinamica de la funcién logistica

Estudiemos la dindmica de la funcion logistica para algunos rangos del parametro r.

Empezamos con puntos fijos.

a) Para encontrar los puntos fijos de la funcién h, basta con resolver la ecuacion (2.4)

re(l—r) ==, (2.4)

por lo tanto, los puntos fijos de h, son el 0 y p, = %, también existen dos puntos

eventualmente fijos, 1y £ ya que k(1) =0y hy () ==L =p,.

b) Sir =1, entonces hy(z) = x(1 —x) y 0 es el tinico punto fijo pero no es hiperbélico,

ya que h'(z) = —2x + 1 por lo que |A/(0)| = 1.

c) Si0 < r <1, entonces p, es un punto fijo repulsor y 0 es un punto fijo atractor.
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d) Si 1< r <3, entonces 0 es un punto fijo repulsor y p, es un punto fijo atractor.

Ahora, si restringimos h, a (0,1) se tiene que p, es un atractor global, es decir, si

0 < xg <1 se tiene que

lim A (x0) = pr

n—oo
En efecto, consideremos dos casos:

1

Caso I) Sil<r <2entonces 0 <p, < 3.

Ademas, como h.(x) = r — 2rx; se tienen:
a) Si 0 <z < 35 entonces hl(zy) > 0.

r 1 £
7 < 5. Ademis, la

funcién h, es creciente en (0, p,), como podemos ver en la figura 10.

La funcién h,(z) tiene un méximo global en 3 y h, (3) =

07
06
05
04 P
03
02
0.1

X0 02 04 05 06 0.8
Figura 10. las iteradas de h, en zg € (0, p,).

Asi, para zq € (0, p,) tenemos que zo < h,.(zg) , por consiguiente,

xo < h.(z9) < hg(xo) < e

Esta es una sucesién creciente y acotada por 1, por lo tanto lim h(xo) = pr-
n—oo

b) Si zo € (pr, 3) la funcién h, es creciente y o > h,(zo).
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0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

Figura 11. Las iteradas de h, en xy € (p,,1/2)

Entonces la sucesién hl*(zg) es decreciente y acotada por cero. Por lo tanto

h!*(xo) = p, como podemos ver en la ver figura 11.

c) Sii <z < 1 entonces hl(zy) < 0.

Ademsds, x; = rzo(l — xp) < 2% (1 — %) =

0.7
0.6
0.5
04
0.3
0.2
0.1

f5 (x0) 0.2 0.5 08 x0 1

Figura 12. Las iteradas de h, en xy € (1/2,1)

1

3, entonces a partir de la primera

iteracion entramos en el intervalo (0, %), es decir zg € (%, 1) entonces h,.(xg) €

(0

1
’ 2

) como podemos observar en la figura 12 y en consecuencia

lim h*(zo) = pr-

n—oo
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Observemos: Si r = 2 entonces p, = %, es decir, es el maximo de hy(z).

Notemos que el comportamiento, en este caso particular, es analogo al caso
a).
Caso II) Si 2 < r < 3, entonces 3 < p, < 2.

La funcién h,.(x¢) > z¢ para toda xg € (0, %) como se ve en la figura 13.

h?2

0.4+

0.2

O St iala~ T T = e i e = Tl —T—T—T—T—T—T

0 *°hr(x0) 0.2 0.5 Pr 0.8 1

Figura 13. h, y h? y las iteradas en xo € (0,1/2), para 3 < p, < 3
En este caso la prueba la dividiremos en cuatro incisos:

(i) Consideremos el intervalo [%,p,] y mostremos que es invariante por h?. Para
encontrar la imagen del intervalo es suficiente determinar las iteradas en los puntos

extremos:

En efecto

(o)) (- ()5 oo

Como queremos probar la inclusion siguiente

i ([ge]) < [30]. (26)
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para esto es suficiente probar (2.7)

(D))

el cual es equivalente a r® — 4r? + 8 < 0 de donde (r — 2)(r* —2r —4) < 0

Como las raices de 72 — 2r — 4 son 1 + /5, el segundo factor es negativo para r < 3
y el factor (r — 2) es positivo (porque r > 2 ), asi el producto es negativo. Por lo

tanto,
#(3)=r (D -1 >3 28)
i ([30]) < 50| 29)

Como h? (%) estd por encima de la diagonal, se sigue que h?(zg) estd por encima
de la diagonal y o < h%(zy) < p, para % < x9 < p,. Esto genera una sucesion

creciente y por lo tanto

1
lim A’ (z¢) = p, paratoda z( € [—,pr] : (2.10)

n—00 2

(ii) Sip, = % < % entonces h,(p,) = pr,

([P ) = P[5 21]),
Y L |
R 5) < 5]

Asi, todos los puntos en [p, %] convergen a p,.

(iii) Ahora si, g < p,. La funcién h,(z9) > x( es creciente en este intervalo, entonces

existe k > 0 tal que h¥(xq) € [Py, pr]. Por lo tanto

lim A5 () = p,. (2.11)

n—oo

(iv) Finalmente si, p, < zp < 1 entonces 0 < h,.(z9) < h.(p,) = p.. Por tanto
h.(xo) € (0,p,) y por (i), (i) y (iii), las iteradas de h,.(zo) convergen a p,.
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2.1.2. La funcién logistica cuando r > 4

Ahora, supongamos que r > 4 y denotemos h, = h definida por h(z) = rz(1 — z).

Entonces h(3) >1 y 1 tiende asintéticamente a infinito, ademds h(1) = 0y h(0) =

0 por el Teoremade Valor Intermedio,implica que existen zq € [0, %] y 1 € [%, 1]
tal que h(xg) =1 y h(z;) = 1. Consecuentemente h*(xg) = 0, h?(z1) = 0, asi g, ¥ son

eventualmente fijos en 0 por h.

X e = = = = o - = - -

OB T b oL, g ST

Figura 14. Existen zo € [0, 3] y 21 € [3,1]
Para cada nimero natural definimos
A,={z :h"(z) esta en [0,1]}

Nuestro objetivo es construir el conjunto

como podemos ver en la figura 14.

Ao =10,1], Iy = [0, 0}, I = [x1, 1],

Ay =hH(Ag) = {z: h(z) €10,1]} = [0, z0] U 21, 1].

Notemos que h aplica a Iy y I; sobre Ay, de forma mondétona en ambos casos.

Analogamente se define el conjunto

AQ = h_1<A1> = h_l(h_l(Ao)) = h_2<A0).

Ademas, de acuerdo a la Figura 15, Ay es la union de los cuatro intervalos cerrados:
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120 = {l‘ T € IO y h(l’) € I()}
]21 = {ZE A ]0 y h([)’}) S ]1}
]22:{371176]1 y h(ﬁ) 6[1}
[23:{$:$€Il y h(.’]ﬁ) 6[0}
1 |

l i
X1 4 4

Xo .

ol/3 |

0 Xo

Figura 15. la union de los cuatro intervalos cerrado

En general, se definen los conjuntos
A, =h ' (A1) =hT"(Ao) ={z :h"(z) esta en [0,1]}.

Notemos que en A,, estan puntos de [0, 1], que se quedan en [0, 1] bajo las primeras n
iteraciones de h, ademéas A, C A,_1.

Sea el conjunto
A=A =()ART([0,1)) (2.12)
n=0 n=0
A tiene los puntos de [0, 1], que nunca escapan del intervalo [0, 1] bajo iteraciones de
h, asi hemos construido el conjunto A = ()7, Aj.

Proposicién 5. Si h(z) =raz(l—x) y r >4 entonces se tiene las siguientes afirma-

ciones.

a) El conjunto de puntos x en [0, 1] satisface la condicion de que h(z) no estd en [0, 1],

pero si esta el intervalo

1 \/T2—4T"1+ rZ — 4r
2 2r 2 2r



2.1. LA FUNCION LOGISTICA 23

Ademas,

2r 2

1 24 1 24
AFZPE_XL_:]UL+X%_1J}
T

b) El conjunto A, consiste de 2" intervalos disjuntos cerrados para todo natural n.

c) Si I es uno de los 2" intervalos cerrados en A, entonces h™ : I — [0,1] es uno a

uno y sobre.

Prueba. Antes de empezar la prueba observemos lo siguiente, si h(z) esta en [0, 1], en-

tonces z esta en [0, 1]. Por tanto, A,, esta contenido en [0, 1] para todo n natural.

Ahora, probaremos la parte a). Sea z un punto cualquiera en [0, 1], entonces h(x) no
siempre esta en [0, 1] pero si contiene los puntos extremos de Iy y cualquier punto dentro
de Iy es h(x) > 1. Pero los puntos que satisfacen la ecuacién h(x) = 1, son.

TR i 1" P&

N AT i A

ya que esto se obtiene usando la formula cuadratica. Asi podemos decir que esta el

intervalo (xp,21) en [0, 1]. Ademas
Al = IO U Il

donde Iy = [0, ] y I = [21, 1], ademés Ay = [0, 1].
Probaremos las parte b) y ¢) por induccién. Si n = 1 entonces por a) A; consiste de

2! intervalos disjuntos cerrados. Adema4s, tenemos

h(0) = h(1) =0 vy h(li—M) ~ 1.
2 2r
Como h es continua, aplicando el Teorema de Valor Intermedio tiene que h toma todo
los valores entre 0 y 1. Esto es h: I — [0, 1] es sobre ( donde I = [0,z0] o I = [z1, 1]).
Ahora, notemos que h'(z) = r — 2rz, entonces h'(z) = r(1 —2z) > 0siz < 3y
W(x)=r(l—2x) <0siz> 3. Portanto #'(z) > 0siz eI =|0,z0, de aqui obtenemos

que h es estrictamente creciente, entonces es uno a uno.



24 CAPITULO 2. FUNCION LOGISTICA Y CONJUGACION TOPOLOGICA

De manera similar, h'(z) < 0 si x € I = [x1,1], por tanto h es estrictamente decre-

ciente entonces es uno a uno.
Supongamos que n = k, es decir A; es la unién de 2* intervalos cerrados disjuntos,

ademds si I es uno de los intervalos de Ay, entonces h* : I — [0, 1] es sobre y (h¥)(x) < 0
o (h*)(x) > 0 para todo = € I.

Vamos a probar que se cumple para n =k + 1.
Se tiene que Ap,; C A, ya que si tomamos x € Ay, entonces h*1(x) € [0,1] es

decir h(h*(x)) € [0, 1] de aqui se tiene que h¥(x) € [0, 1], entonces x € Ay.
Supongamos que I = [a,b] es uno de los intervalos de A;, y ademds (h*)'(z) > 0 para
todo z € [a, b]. también h* es continua y h¥([a,b]) = [0, 1] es uno a uno y sobre.

Entonces por el Teorema de Valor Intermedio, existen x1, x5 tales que

1) a<ae<z3<b
2) h*([a, o)) = [o,g_ —W;—ﬂ

3) W (2, 3)) = (% - S8 WQ;‘”)

4) (s, b)) = [+ L5721

. . , r2_
Entonces existen x9, x5 entre a y b tales que son las preimagenes de ; + 7’2—T47". Es

decir, satisface

s i | VP&
Wi(ws) = 5 +

Wo(ay) = = — Y&
(v2) =3 2r 2 2r
De la condicién (1) implica que [a, z5] y [23, b] son disjuntos, ademéds aplicando h a la
condicién (2) se tiene
h(h* (la, 2]) = A([0, o)
W ([a,20]) = [0,1]

de igual modo de la condicién (3) aplicando h obtenemos

R (z) = h(h*(x)) >1 para todo z € (x2,z3)
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y finalmente de (4) aplicando h tenemos
h(h*([x3,0) = h([r1,1])
W ([zs,0]) = [0,1]

Asi de (2) y (4) tenemos la sobreyectividad. Entonces el conjunto de puntos de [a, b]
que estan en Ag.; esta formado por los intervalos cerrados [a, z2] U [x9, b].

Six € [a, 2], entonces h*(z) € [0, 5 — —”;‘4’”], ademds h'(h*(x)) > 0 (ya que h'(x) > 0
siz < %), tambien se tiene, por hipétesis, que (h*¥)'(x) > 0 para todo = € [a, x5], y aplicado

la regla de la cadena se obtiene

(R*1Y () = B (R*(2)) (W) (z) > 0 para todo z € [a,s]
Entonces (h**1)'(x) es estrictamente creciente en [a, 5], por tanto es uno a uno.

De manera similar se tiene que h**1(z) es estrictamente decreciente en [z3, b], por lo

que €s uno a uno.

R @, me] — [0,1] v RFTL:[wssb] — [0, 1).
Esto se puede hacer con cada uno de los intervalos cerrados I de Aj. Entonces por
cada intervalo I de Ay se tienen dos intervalos cerrados y disjuntos que estan en Ay 1,
por lo tanto, Ay, esta formado por 2(2%) = 28+! intervalos cerrados disjuntos, y en cada

intervalo I cerrado de Ay, se cumple que h**!: I — [0,1] es uno a uno y sobre
O

Se denotard a la j-ésima componente de A,, por I, ;. La longitud de cada I, ; sera

denotada por |1, ;|.

Ejemplo 7. Si r > 2+ /5, la funcién h, es cadtica en A: La solucién de este ejemplo
no es un trabajo facil de realizar, para llegar a este resultado se necesitan seguir los

siguientes pasos:

1. Demostrar que A es conjunto de Cantor para r > 2 + V5.

2. Construir un conjugado topolégico entre la funcién shift! y A,.

Para este fin definimos un conjunto de Cantor, ya que si r > 2 + V5, entonces

— oo 3
A =_, A, es un conjunto cantor.

a funcién shift definiremos en el capitulo 3
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2.1.3. Conjunto de Cantor

Definicién 8. Sea un conjunto no vacio I' C R se dice un conjunto de Cantor si.
a) T' es compacto ( cerrado y acotado)
b) I no contiene intervalos ( totalmente disconezxos)

c) T' es perfecto ( cada punto de T' es un punto de acumulacion de T'. )

Ejemplo 8. Construccién del Conjunto de Cantor Ternario

El conjunto de cantor ternario usualmente esta construido como el proceso de iteraciones.

Para construir el conjunto de cantor Ternario, empezamos con el intervalo cerrado [0, 1]

y eliminamos el intervalo (%, %), y obtenemos dos intervalos cerrados [0, %], [%, 1]. En el

segundo paso eliminamos la tercera parte del medio de cada intervalo cerrado, es decir

quitamos dos intervalos abiertos (%, %) y (%, %) y obtenemos cuatro intervalos cerrados.
En el siguiente paso el proceso es similar, quitamos los intervalos abiertos del centro

de cada intervalo cerrado.

Por decir,
FOZ[O,l]
1 2
r 0,=-|U[=,1
1 [73] [37 ]
1 2l 2 7 8
T, —NEs U SR ) [ 1
2 [79] [973] [379] [97 ]7
etcétera.

Asi el proceso continua inductivamente eliminando la tercera parte de cada intervalo
cerrado. El conjunto de puntos que permanece es llamado el conjunto de cantor Ternario.

Como podemos ver en la figura.

-}

0

0 1/3 2/3 1

N

L4

N

J

-bﬁ

Figura 16. La construcciéon de los cinco primeros del cantor Ternario.
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En el siguiente teorema vamos a probar que el conjunto de puntos que permanece
en [0, 1] bajo la iteracién de h es un conjunto de cantor si r > 2 + /5. Recordemos que
anteriormente habfamos denotado por A, al conjunto de puntos que permanece en [0, 1]
bajo la iteraciéon de h. Y el conjunto de puntos que nunca deja [0, 1] es denotado por A,
estoes A =) Ay
Ahora, probaremos A, es un conjunto de Cantor si r > 2 4+ /5.

Teorema 3. Si 7 > 2+ /5, entonces A = (0, A, es un conjunto cantor.

Prueba. Como 0 es un punto fijo de h es claro que 0 estd en A. Por tanto A es no vacio.

Ahora, para probar que A es un conjunto de cantor, debemos probar lo siguiente.

a) A es compacto

En efecto

Ya que A = (2, A, y por la Proposicién 5 cada A,, es compacto por tanto A es
compacto.

b) A no contiene ningin intervalo.

En efecto

Supongamos que A contiene un intervalo, sea [a,b] C A. Para cualquier n > 1, el
Teorema del Valor Medio aplicado a h™ en el intervalo [a, b], asegura que existe un punto

¢ € (a,b) tal que

h"(b) = h"(a) = (h")'(cn) (b — a)

Sea A = h/(xg), ademés |h/(z)| > A para todo = € A;. Notemos que,

W (z0)| = Vr2 —4r > 1 parar >r > 245

Por lo tanto A > 1.
Ya que ¢, € [a,b] C A, se tiene,

h't(c,) € A C Ay, paratodo 0<<n-—1.

Ademés [(h") (¢,)| > A™, por la regla de la cadena, luego

|7 (b) = h™(a)] = [(A")(cn)[b — a = A"[b—al.
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Ya que A > 1, esto implica que |h™(b)—h"(a)| > 1 para toda n suficientemente grande.

Pero A es invariante, entonces

{h"(b) —h"(a)} C A C[0,1] para toda mn,

luego |h™(b) — h"™(a)] < 1, asi se tiene una contradiccién, entonces A no contiene
intervalos.

¢) A es perfecto (cada punto en A es un punto de acumulacién de A)

En efecto primero notemos que para cada n, todo extremo de los intervalos de A,
estan contenidos en A.

Sea x € A, y para cada n, sea I, ;, la componente A,, que contiene a x.

Si |1, j,| — 0 cuando n — oo, entonces los extremos de I, ;,, estdn arbitrariamente
cercanos a x, asi que z esta en la cerradura de A — {x}. Por otra parte, si |I, ;| no
tiende a cero cuando n — oo, entonces = € () -, I, ;. es un intervalo cerrado, y x €
Moo Inj. C A, asi que otra vez x esta en la cerradura de A — {z} Esto demuestra que A
es perfecto.

[

2.2. Caos en Espacios Métricos

En esta seccion se vera un ejemplo de funciones cadticas de acuerdo a la definicion
de Devaney. Para algunos ejemplos es facil verificar si el sistema dindmico muestra un
comportamiento cadtico, pero para otros no es tan sencillo mostrar este tipo de compor-
tamiento. Para esto se introducira el concepto de conjugado topoldgico.

Una de las propiedades que tiene en comiin la definicién de caos es que la funcién f

sea topologicamente transitiva.

Definicién 9. Sea (X, d) un espacio métrico y un sistema dindmico f : X — X. Se
dice que f es topologicamente transitiva si para todo U y V abiertos, existe n > 0 tal
que fM(U)NV £ 0.
Intuitivamente, una funciéon topologicamente transitiva tiene puntos que bajo itera-
ciones se mueven de una vecindad arbitrariamente pequena a otra. Consecuentemente la

dindmica del sistema no puede ser descompuesta en dos conjuntos abiertos disjuntos.
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Observacion 4. Si f es topologicamente transitiva entonces todo par de subconjuntos
abiertos no vacios de X, comparten una orbita, es decir, dados dos conjuntos abiertos no

vacios U,V C X existen x € U y n € N talque f*(z) € V.

Proposicién 6. Sean (X, d) un espacio métrico y una funcion f : X — X. Si existe un

punto xo € X tal que Og(xo) es densa en X, entonces f es topologicamente transitiva.

Prueba. Sean U,V C X abiertos no vacios. Como O¢(x¢) es densa en X, existen r,s € N
tales que f"(zg) € Uy f*(xg) € V. Sea b = f"(xg) y ¢ = f*(z9). Sin pérdida de

generalidad, podemos suponer que kK = s —r > O. Entonces

RO () = R = c

Por tanto, f*(U)NV # 0. O

Otra de las propiedades que caracteriza a los sistemas dindamicos cadticos, es la depen-
dencia sensible a las condiciones iniciales. Algunos autores consideran que su presencia

es lo que define una dindamica realmente complicada o cadtica.

Definamos la dependencia sensitiva, la condicién de sensibilidad captura la idea que
en sistemas caoticos errores pequenos en un experimento pueden llevar a divergencia en

gran escala.

Definicién 10. Sean (X,d) un espacio métrico y un sistema dindmico f : X — X.
Se dice que f tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales si existe 0 > 0 tal
que, para cualquier x € X y cualquier € > 0, existe y € X yn € N, tal que d(z,y) < €
y d(f(2), () > 0.
No importa que tan cerca empieza de x en algun momento comienza a alejarse.
Intuitivamente, una funcion tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales si
existen puntos arbitrariamente cercanos a x los cuales bajo iteraciones de f son separados
de x por una distancia mayor a § (Ver Figura 17). Se debe tener en cuenta que no todos
los puntos cercanos a x necesariamente son separados de z bajo iteraciones, pero debe

existir al menos un punto en cualquier vecindad de x.
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X' X+ 6 \

Figura 17.

Ademas, si una funcién tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales, entonces
la dindamica de la funcién no puede estudiarse en base a calculos numéricos, ya que
pequenos errores de célculo (por ejemplo, los que se cometen por redondeo), pueden ser
aumentados bajo iteraciones. Los resultados de los calculos numéricos de una orbita, no
importa que tan precisos sean pueden que no se parezcan a la érbita real.

Ahora introducimos la definicién de caos.

Definicién 11. (Devaney®) Sea un espacio métrico (X,d) y f : X — X una funcion

continua. Se dice que f es cadtica en X si:

1) Los puntos periédicos de f son densos en X
2) f es topoldgicamente transitiva y

3) [ tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales en X .

?Esta definicién es introducido por R. Devaney

En 1992 Banks, Brooks, Cairns, probaron que la hipétesis de dependencia sensitiva
a las condiciones iniciales, no es realmente necesaria ya que esta se deduce de las otras
dos condiciones, es decir, basta con que f sea topoldgicamente transitiva y sus puntos
periddicos sean densos en X, para asegurar que f sea cadtica en X.

Antes de dar el siguiente teorema 4, denotemos lo siguiente:

Si (X,d) es un espacio métrico y f : X — X. Una vecindad abierta de un punto

r € X se denota por

Ne(z)={y € X : d(z,y) <€, con >0} (2.13)
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La imagen inversa de un conjunto C' C X es denotada por

fHO)={zeX: f(z)eC}.

De donde
fHO)={re X ffx)eC keN}. (2.14)

Teorema 4. Teorema de Simplificacion. Sean (X, d) un espacio métricoy f : X —
X una funcion continua, topologicamente transitiva con puntos periodicos densos en X .
S1 X contiene un numero infinito de elementos, entonces f tiene dependencia sensitiva

a las condiciones iniciales en X.

Prueba. Supongamos que f es topologicamente transitiva y sus puntos periédicos son
densos en X.

Primero probaremos que existe g tal que, para todo z € X existe un punto periédico
q, tal que d(z, f*(q)) > 6o para todo n € N.

Sean p, g puntos periddicos con diferentes érbitas. Definimos

by = smin{d(f"(p), £™(@)) : n,m € N} > 0.
Luego,

260 = min{d(f"(p), f"(q)) : n,m € N} < d(f"(p), f"(¢)) paratodo n,m € N.

Por la desigualdad triangular

200 < d(f*(p), [™()) < d(f"(p),2) + d(x, ["(q)) paratodo m,n €N

Entonces, si para algtin n,
d(f"(p),x) < dy se tiene que d(x, f™(q)) >y paratodo m €N, (2.15)

o reciprocamente, si para algin m,

d(z, f™(q)) < do se tiene que d(f"(p),z) >y paratodo mne€N. (2.16)
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Por tanto, cualquier x € X esta al menos a una distancia oy de cualquier punto de la
orbita ¢, o de la orbita de p.
Ahora, probaremos que para todo x € X y para todo € > 0 existe y tal que

d(z,y) <e y d(f*(x),f"(y)) > paraalgin n € N. (2.17)

Sea 0 = }160. Seax € X y 0 <e<d. Como los puntos periédicos de f son densos en
X, existe un punto periédico p con primer periodo k, tal que d(z,p) < e. Ademds, como

se vio en (2.15) existe dp y un punto periédico ¢ tal que,

para todo x € X, d(z,f"(q)) > d para todo m € N. (2.18)

Definimos y por (2.14) y (2.13)

Vo= ﬂf‘i(Na(fi(q))) :n{a::fi(:v) € Ns(f'(2)}

k

= [We:d(f' (@), f'(a)) < o}

= {z:d(f'(z), f'(q)) < paratodo 0<i<k}

Claramente g € V, por definicién de V. Ademds V es abierto, ya que f~*(Ns(f*(q)))
es abierto porque f es continua y Ns(f(q)) es abierto.

Entonces, se tiene que V' y N (z) son abiertos y como f es topologicamente transitiva,
existe y € Ne(z) y m € N tal que f"(y) € V.

Sea j el entero que satisface

%<j§%+1, es decit 0 < kj —m < k. (2.19)

Hasta el momento se tiene que: x € X, 0 < € < §, ademas z,y,p € N(x), también

existe un conjunto V' tal que
mgcV.
» SizeV,yi<kentonces d(f'(z), f'(q)) < 9.

= [ y) eV
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Por ultimo, probaremos que

d(f(p), f(@)) > 6 o d(f¥(x), f¥(y)) > o. (2.20)

Recordemos que d(x,y) < €y d(z,p) < €.
Notemos que f* (y) = fH=m(fm(y)). Ademds como f™(y) € V' y kjlm < k entonces

d(f(y), f"(q)) <0
Por la desigualdad del triangular se tiene
d(x, M7 (q)) < d(z,p) +d(p, f(y)) + d(f* (y), 7™ (q)).

Como d(z,p) < e <4y d(f¥(y), f™(q)) < J, entonces

d(z, f7(q)) < d(p, f*(y)) + 26.

Ademds, por (2.18) se tiene que d(z, f¥~™(q)) > § = 45. Entonces

45 < d(p, f(y)) + 24,

luego,

26 < d(p, ™ (y))-

Ademas, como p es periddico de periodo k, f*(p) = p. Entonces 26 < d(f* (p), f¥(y)).
Por la desigualdad del triangular

26 < d(f(p), fY(y)) < d(f¥(p), () + d(f¥ (), [ (y)).

Por lo tanto

d(f (@), f(z)) > 6 o d(fY(x), f(y)) > .
Asi, se tiene que f tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales. O
Dependencia sensitiva a las condiciones iniciales desde un punto de vista experimental,

es el elemento central del caos. El teorema anterior asegura que dependencia sensitiva

a las condiciones iniciales es un elemento redundante en la Definicion 11 ya que éste se



34 CAPITULO 2. FUNCION LOGISTICA Y CONJUGACION TOPOLOGICA

sigue de la transitividad topoldgica y de la condicién de puntos periédicos densos. De
acuerdo a como se enumeraron las condiciones en la Definicién 11, esto se puede expresar

como (1) y (2) implica (3).

2.2.1. Ejemplo de Funcién Cadtica

En esta subseccién se vera un ejemplo de funcion cadtica de acuerdo a la definicion
de Devaney. Para algunos ejemplos es facil verificar si el sistema dindmico muestra un
comportamiento cadtico, pero para otros no es tan facil probar este tipo de comporta-
miento. Para esto vamos a introducir en la siguiente seccién, el concepto de conjugado

topoldgico.

Ejemplo 9. Sea la funcién cuadratica del ejemplo3 del capitulo 1, es decir p : St — St

definida como p(e) = e**. Probaremos que es cadtica en S'.
1) Primero probaremos que el conjunto de puntos periédicos de p es denso en S*.

Notemos que un punto e en S! es un punto periédico con periodo n, si y sélo si,

p(e®) = €' o bien €2" = ¢'. Esto es verdad si y sélo si 2"t = t + 27k para algtin

k e N.
. . _ 2 k
Despejando t se tiene ¢ = 5775
Por lo tanto un punto e es periédico de periodo n si y sélo si t = 22,7_’“1 para k =

0,1,...,2" — 2. Entonces existen 2" — 1 puntos periédicos con periodo n, mismos que

pueden ser escritos como

z(k) = 't 0<k<2"—1 (2.21)

Notemos que los puntos z(k) son las raices de la ecuacién 22" ~! = 1, en el dominio

complejo.

Sea U un arco abierto en S! definida como U = {e™ : t; < t < t5}, como se ve en la
Figura 18. Sea d = 85%2.
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) eit1
e 2

Figura 18. Angulos consecutivos.

Sit(k) = el ytk+1)= T son dos angulos consecutivos en (2.21), entonces
t(k+1)—t(k) = 72=. Escogemos n € N suficientemente grande tal que 52"~
existen k,n € N tal que ¥ = &1 € U, Asi, se tiene que los puntos periédicos de p

< d. Entonces

son densos en S

2) Ahora, probaremos que p es topolégicamente transitiva en S'.

En efecto

Sean U,V dos arcos abiertos en S!, y sea § la longitud de U. Entonces p(U) tiene
longitud 28, p*(U) tiene longitud 226 y asf sucesivamente. Entonces p*(U) = S! para
algtin k € N. Por tanto p*(U) NV # ().

Por el Teorema de Simplificacion se concluye que p tiene dependencia sensitiva a

las condiciones iniciales, asi que p es cadtica en S.

2.3. Conjugacion Topoldgica

El conjugado topoldgico es una herramienta que se utiliza para probar de forma indi-
recta, cuando una funcion presenta un comportamiento cadtico. En esta seccion aparte
de introducir el concepto de conjugado topoldgico, se probara que cuando se tienen dos
funciones, donde una de ellas es cadtica y existe un conjugado topoldgico entre las dos,
se concluye que la otra funcién también es cadtica.

Ahora, empezamos a definir,
ms : R/Z — R/Z dada por mgy(t modl) = 2t mod1 (2.22)

esto es llamado la funcién dngulo doble véase la pagina 41.
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El objetivo de esta seccién es relacionar la funcion cuadratica y el angulo doble,
sabemos que la funcion cuadratica es cadtica entonces por conjugacién topoldgica vamos
a concluir que my cadtica en R/Z. Para ello empezamos introduciendo el concepto de

conjugado topoldgico.

Definicién 12. Sean X, Y espacios métricos, se dice que p : X — Y es un homeo-
morfismo, si es continua, uno a uno, sobre y tiene inversa continua.

St : X — Y es un homeomorfismo, entonces se dice que X y'Y son homeomorfos.
Definicién 13. Sean X, Y espacios métricos y sea f: X — X yg:Y — Y. S

existe un homeomorfismo 7 : X — Y tal que
Tof=gorT.

Se dice que T es una conjugacion topoldgica (o conjugado topoldgico) entre f y g.
Esta relaciéon podemos representar por el siguiente diagrama

X
M

Cuando dos funciones de X a Y son topolégicamente conjugado, entonces la existen-
cia del homeomorfismo de X en Y, garantiza que la topologia de los dos espacios son

idénticos. La condicién 7o f = go 7 garantiza que las dinamicas de f y ¢ son las mismas.

Observacion 5. También se puede decir que 7 es un conjugado topolégico entre g y f,

esto se vera en el siguiente Teorema 5 al demostrar que 77! es un conjugado topoldgico.

En lo que sigue se veran algunas propiedades del conjugado topolégico.

Teorema 5. Sean (X,d,), (Y,d2) espacios métricos, f : X — X, g:Y — Y y

7: X — Y wuna conjugacion topolégica entre f y g, entonces
a) 771 Y — X es una conjugacion topoldgica entre g y f.
b) To f" = g"or para todo n € N.

c) p es un punto periédico de f siy sdlo si T(p) es un punto periédico de g. (Ademds,

el primer periodo de p y T(p) son iguales.)
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d) Los puntos periddicos de f son densos en X si y sdlo si los puntos periddicos de g

son densos en Y.

e) f es topoldgicamente transitiva en X si y sdlo si g es topoldgicamente transitiva en
Y.

f) [y g son funciones continuas, entonces f es cadtica en X si y sélo si g es cadtica
enY.

log= for7l Sesabe que 7o f(x) = g o 7(x) entonces

g(z) = 7(f(r74(x))), luego 771 (g(x)) = f(r~(z)) por tanto 77t og= for L.

Prueba. a) Se debe ver que 7-

I _x y —2 -y
T i s 1
Y - Y X ; X

b) La prueba se realizard por induccién.
Paran =1, se cumple que 7o f =gorT.
Supongamos que se cumple paran =k, 7o f¥ =g or.

Debemos probar que se cumple para n = k + 1. Notemos que
Toff =(roffof=(do1)of=g"o(rof)=g"c(gor)=g""0oT.

observemos el diagrama siguiente de n-cuadros, donde cada cuadro conmuta.

X—t s x—"t-sx— ¢

‘El ’Cl Tl T

Y Y Y Y
g g g g

¢) Sea p un punto periédico de f con primer periodo k, es decir, f*(p) =py f*(p) # p
si 1 < n < k, entonces el siguiente diagrama conmutativo dice que: g(7(p)) = 7(p), asi que

7(p) es un punto periédico de periodo k de la funcién g.
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fk

T(p);kg’“(f(p)) = 7(p)

Sil<mn <k, setiene ¢"(7(p)) = 7(p), ademds como ¢"(7(p)) = 7(f"(p)) = 7(p),
entonces por ser T inyectiva se cumple f™(p) = p, pero esto no es posible ya que el primer

periodo de p es igual a k > n.

Reciprocamente, sea 7(p) un punto periddico de g con periodo k, es decir, g*(7(p)) =

7(p) vy ¢"(7(p)) # 7(p) para 1 < n < k. Entonces, por el siguiente diagrama se tiene que
f*(p) =p.

p7>f’“(p) = (p)

Por tanto, p es punto periddico de periodo k de la funcion f.

d) Sea P el conjunto de puntos periédicos de g, se demostrara que P es denso en Y.
Sea U cualquier subconjunto abierto de Y, entonces 771(U) es un subconjunto abierto de
X el cual debe contener un punto periédico de perfodo k, x € 771(U). Ya que x = f*(x)

se sigue que

7(z) = 7(f*(x)) = ¢"(7(x)) por el inciso (b)

asi que 7(x) es un punto periédico de periodo k de g, por lo tanto P es denso en Y.
Reciprocamente, sea 77!(P) el conjunto de puntos periédicos de f, probaremos que
77Y(P) es denso en X. Sea 77}(U) un subconjunto abierto de X, entonces U es un
subconjunto abierto de Y el cual debe contener un punto de periodo k, x € U. Ya que

r = gk (x) se tiene que

7 Hx) =77 (g"(x)) = fF(r7(x)) por los incisos (a) y (b)
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asf que 771(z) es un punto periédico de periodo k de f, por tanto 77(P) es denso en X.

e) Debemos probar que g es topoldgicamente transitiva en Y.
Sean U,V C Y abiertos, entonces 7-1(U), 7 1(V) son abiertos en X y como f es
topoldgicamente transitiva, entonces existe y € 7~1(U) y n € N tal que f"(y) € 7 1(V).

Sea x = 7(y), entonces

9"(x) = g"(r(y)) = 7(f"(y)) por el inciso (b)

pero f(y) € 771V, ast que 7(f"(y)) € V por tanto g"(z) € V, es decir, existe

x €U yn €N tal que g"(z) € V, entonces g es topologicamente transitiva en Y.

Reciprocamente, sean 7H(U), 77 1(V) C X abiertos, entonces U,V son abiertos en YV’
y como g es topoldgicamente transitiva, existe y € U, n € N tales que ¢"(y) € V.

Sea x = 77 1(y), entonces

IR ()= ),

pero ¢"(y) € V, asi que 771 (¢g"(y)) € 7*(V) por tanto f"(z) € 771 (V), es decir, existe
r €7 HU) yn €N tal que f*(z) € 7 (V), entonces f es topoligicamente transitiva
en X.

f) Como f es topologicamente transitiva en X, g es topoldgicamente transitiva en Y
por ). Ademas los puntos periédicos de f son densos en X asi que los puntos periédicos
de g son densos en Y por d).

Luego, como ¢ es continua se puede aplicar el Teorema de simplificacién y se
tiene que g tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales en Y, por lo tanto g es

cadtica en Y.

Reciprocamente, ya que g es topolégicamente transitiva en Y, se tiene que f es to-
polégicamente transitiva en X. Como los puntos periédicos de g son densos en Y, los
puntos periédicos de f son densos en X. Como f es continua nuevamente se puede apli-
car el Teorema de simplificacion y se llega a que f tiene dependencia sensitiva a las

condiciones iniciales en X, por tanto f es cadtica en X. O
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Observacion 6. Notemos que para la demostracion del Teorema 5 en la implicacién directa
de los incisos d) y e), s6lo fue necesario usar el hecho de que 7 es sobre, continua y que 7(U)
es abierto en Y para todo U abierto en X, también notemos que no se utilizo la condicion
de que 7 es inyectiva. Esto lleva a introducir un nuevo concepto llamado semiconjugacion

topoldgica.

Definicién 1. Sean X, Y espacios métricos y sean f: X — X, g: Y — Y. Si existe
una funcién 7: X — Y con 7o f = go 1 tal que 7 es sobre, continua y 7(U) es abierto

en Y para todo U abierto en X. Se dice que 7 es un semiconjugado topologico entre f y

qg.

En este caso, ya no se cumple que 7 sea un conjugado topoldgico entre gy f , esto es

porque no existe 7! | ya que 7 no es inyectiva.

Corolario 1. Sean X, Y espacios métricos, f : X — X, g9: Y — Y ysear: X — Y

un semiconjugado topologico entre f y g. Si [ es cadtica en X, entonces g es cadtica en

Y.

El resultado es inmediato de la Observacion 6.

2.3.1. Ejemplos de Conjugado Topolégico

En esta subseccion se probara que la familia de funciones logisticas h,.(z) = rz(1 — z)
es caotica para r > 4. Primeramente se hara para el caso r = 4 usando el concepto
de semiconjugado topoldgico que se definié en la seccion anterior y posteriormente, la
funcién cuadratica con angulo doble y para el caso 7 > 2 4+ /5 (probaremos en Capitulo

3) utilizaremos para ambos el concepto de conjugado topoldgico.

Ejemplo 10. La funcién A : [0,1] — [0, 1] definida por h(z) = 4x(1 — z) es cadtica en
[0, 1].
En efecto

Sea 7 : S' — [0,1] definida por 7(e') = sen®(%). Esta funcién es un semiconjugado

_ 2it

topolégico entre h y p(e®) . Para esto notemos que Top=hor,

Top=r(e 4
hot = h(sen®(%)) = 4sen®(£)(1 — sen?(%)) = 4sen?(£)cos®(L) = sen’t. Denotemos

[=10,1]

2y = sen?(2) = sen’t
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Asi por el Corolariol y el Ejemplo 9 se sigue que h(z) = 42(1 —x) es cadtica en [0, 1].

Ejemplo 11. Sean las aplicacién my en R/Z y p en S! son topolégicamente conjugados
si, existe un homeomorfismo h : R/Z — S' tal que homy = po h.
En efecto

Antes, definimos una relacion de equivalencia:

s,teR, s~tsiysdlosit=s+m (2.23)

donde m € Z, cuya clase de equivalencia es [t] = {s € R : s = ¢t modZ}. Denotamos
por t modl.
Sea h : R/Z—S' definida por

B rood )= i (2.24)

Notamos que h esta bien definida. Para esto debemos verificar que si [t] = [s] entonces
sus imagenes deben ser iguales.

En efecto

si [t]=[s] = A(t]) = h([s])
de donde A([t]) = > pero [t] =[s] significa por(2.23) t~s=t=s5+m

627rit(s—|—m)
627ri3627rim
627”'5 1

— 627ris

= h([s])

Por tanto h esta bien definida.

Ahora, veamos a continuacién que, h es inyectiva.
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sio h([t]) = h([s]) = e*™ =™ /.2
. p2mit y—2mis _ 2mis ,—2mis
—  2mi(t—s) — p2mi0
—  2milt=s) _ 2mim
— 2mi(t — s) = 2mim
= t—8s=m
—a VG5
= [Nl

Por tanto h es inyectiva.

Observemos que h es sobreyectiva pues: si z € S', z = 2™ para algin t € R,
entonces h([t]) = e*™ luego h es sobreyectiva.

La funcién h es continua pues, h([t]) = e*™ = (cos2wt, sen2mt) es continua por
coordenadas.

Ahora bien, ([0, 1]) = R/Z es compacto, h es continua y biyectiva y S es de Hausdorff
entonces h es un homeomorfismo.

El diagrama conmuta pues h o mos = po h,

R/Z - "-R/Z
h h
57 g, Ve

h(msy(t modl)) = h(2t modl) = >3
p(h(t mod1)) = p(e?™1)) = 22D

Por tanto h es una conjugacion topolégica entre p y meo, luego por el Teorema 5 parte

f), y ejemplo 9 se sigue que my es cadtico en R/Z.



Capitulo 3

DINAMICA SIMBOLICA

En este capitulo probaremos que la funcion shift es cadtico en el espacio simbdlico.
Posteriormente, como ejemplo la funcién logistica para el caso r > 2 + /5 utilizando el
concepto de conjugacion topoldgica, ya que para algunos ejemplos es facil verificar si el
sistema dindmico muestra un comportamiento cadtico, pero para otros no es tan facil
probar este tipo de comportamiento, por esa razon se usara el concepto de conjugado

topoldgico.

3.1. Espacio Simbdlico

Definicién 2. Sea el conjunto ¥y = {(sgs182....) : 8; =0 o s; = lpara todoi > 0}
de toda las sucesiones infinitas de ceros y unos llamado el espacio simbdlico o el espacio

de la sucesion de 0's y 1's

Ahora, dotaremos al espacio simbdlico de una estructura métrica.

Definicién 14. Sea d : 9 X ¥y — R definida por d(s,t) =Y ..°, |5i;t”, para
s = (808189......) y t = (totita....... ) puntos en Xs.
Como |s; — t;], es 0 0 1, d(s,t) estd acotada por una serie geométrica,
0 <d(s,t) < i ! 2
S - =
T iz 2
Por tanto d(s,t) es un nimero que estd entre 0 y 2. Ahora, probaremos que d es una

métrica.

43
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Proposicién 7. d es una métrica en el espacio simbolico.
Prueba. Sean s = (s9$1...), t = (tota....) y 7 = (ror1....) elementos en ¥,

(i) d(s,t) >0

Sabemos que para todo i, |s;—t;| > 0 en R, ademds 2° es una funcién exponencial.

|51

Por tanto, para todo i 21l > 0: asf la serie es positiva, luego d(s,t) > 0.

(ii) d(s,t) =0siy solosis=t.

d(s,t) =0, como |S’ lsi~til > () para todo 7, entonces |s; — ;| = 0 para todo i, entonces

s =1.

Reciprocamente, si s = t entonces d(s,t) = 0

(iii) Simetria.
Como |.| es simétrico, |s; — t;| = |t; — s;| para todo ¢ natural, asi se tiene que
d(s,t) = d(t, s).

(iv) Desigualdad triangular.

Como |.| es una métrica entonces, |s; — ri| < |s; — ti| + |t; — r;| para todo i natural,

entonces multiplicamos ambos lados por 5; L para todo ¢ > 0 se tiene

|si — il < |si — il n |ti — 7
i ~ =Y VA
entonces d(s,r) < d(s,t) + d(t,r)

[]

Ejemplo 12. Tomemos (00011010...) y (1101001...) elementos de 3. Otro tipo de ele-
mentos que estan contenidos en Y, son los de la forma (0100101010...) es decir, que sus

tiltimos digitos se repiten indefinidamente, y se denotaran por (010010.....)

Por ejemplo, la distancia entre s = (011...) y ¢ = (101....) es
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[so —to| | [s1—ti] | |so—ta] | |s3—t3]
d(s,t) = o T T g T
B ]0—1|+|1—O|+\1—1|_‘_]1—1\+
= - 5 > 5 T
= 14+4=-4+04+0+....
_ 3
)

|si=8 = |51 —tu] SRk |53 — 3
d(s,t) = 50 51 5 5 + e
_lo=1_ jo=1_ jo-1] fo—1
= ; ~ 5 S5
: 2
1=0
1 1 1
= 1+§+—2+§+...
- XN
p— — . 1
— 2 1—5

Consideremos el siguiente resultado:
Lema 1. Sea s yt elementos en Y.

a) Si los primeros n+ 1 digitos de s y t son iguales, entonces d(s,t) < 2%

b) Sid(s,t) < 2%, entonces los primeros n digito de s y t son iguales para todo v < n.

Prueba. a). Sean, s = $0818g.... y t = totila..... elementos en X, tales que s; = t; para
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1=20,1,2,....,n. Entonces

o |si — ]
d(s,t) = Y >

L
2n "

b) Esta prueba se hard por contradiccion.

asi que d(s,t) <

Supongamos que no se cumple que los primeros n digitos son iguales; es decir, s; # t;,

para algin j = 0,1,2,...,n — 1. Entonces

o |si — ti
d(S,t) = ZT
i=0

20 21 22
1
> —
> o
- 1 . o
- S1 N 4
TR j

Por tanto d(s,t) > 5=, lo cual es una contradiccién.

So— 1 s1—t Sog — 1
|50 o|+|1 1|+|2 9|

3.2. La Dinamica de la funcion Shift

En esta seccién, vamos a definir la funcién shift y probaremos la continuidad de este

mismo, posteriormente estudiaremos la dindmica de la funcién shift y concluiremos que

este mismo es caodtica en el espacio simbdlico.
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Definicién 15. Sea la funcion o : X9 — 3o definida por o(s¢s18s....) = ($182....) esto
es llamado la funcion shift o funcion desplazamiento.
En otros términos la funcion shift es como olvidarse del primer digito de la sucesion,

por ejemplo.
0(01110101.....) = (1110101.....)

Proposicién 8. La funcion shift es continua en Y.

Prueba. Probaremos que existe 6 > 0, tal que d(o(s),o(t)) <€, si d(s,t) <.

Sea s € Yy, ¢ > 0, yn € N tal que 2% < €y tomemos 0 = 271% Entonces si d(s,t) < 6,
los primeros n + 2 digitos de s y t son iguales, por el Lema 1 parte b). Entonces o(s),
o(t) tienen los primeros n+ 1 digitos iguales. Por tanto d(o(s), o (t)) < 5= < €. Por tanto

o es continua. ]

Ahora bien, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 13. Sea, (0110100...) es un elemento de ¥, y ¢(0110100...) = (110100....).
Probaremos cémo son los puntos fijos y puntos periédicos de la funcién o.

En efecto

1. Existen dos puntos fijos de o: las sucesiones constantes s = (00....) y ¢ = (11....).

Sea s = (S0S1525384....) ¥ 0(8) = (81525384....), si o(s) = (s) entonces
Sg = S] = S9 = S3 = S4 = S5 = ...... Asi, se tiene que s = (S0S0S0S0S0------ ) de
donde sy es 0 o 1. Luego, si s = 0 entonces s = (00000....) y si s = 1 entonces
t = (111111......), también se dice que la funcién o es periédico de periodo uno.

2. Puntos periédicos de periodo 2

En efecto

Los puntos periédicos de periodo dos son de la forma:

s = (01010101.....) o bien
t = (10101010.....)
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Sea s = (S0$18283.....) un punto periédico de periodo dos de o.

o(s) = (s1528283.....)

0%(5) = (52535455.....).

Entonces 02(s) = s

Sg = S2 = 84 = Sg — .....

S§1 =83 =S85 = S7 = .....

Asi, obtenemos s = (595150515051.....) de donde sy es 0 0 1 de manera similar s; es

0o 1, es decir

s = (01010101.....) o
(10101010.....).

~
I

. Puntos periédicos de periodo k.

Supongamos, que § = ($9$1S2....) es un punto periédico de o de periodo k.
Asi, o(s) = s, entonces a™(c"(s)) = 0™(s). Ademas, 0" *(s) = (Su rSnihi1e--)
y  0"(s) = (SpSny1....), entonces S, x = S, para todo n > 1. De aqui se tiene
que, s es un punto periddico de primer periodo k, si y sélo si s es la sucesion for-
mada repitiendo los primeros k digitos (sgs1Ss....Sk_1). Por lo tanto, los puntos

periédicos de periodo k son de la forma (5p5152----Sp—1....).

Los puntos eventualmente fijos son de la forma (sps182....5,0...) y (S0$152....5,1...)

para todo n > 0.

También existen puntos eventualmente periddicos de periodo k, los cuales son de

la forma (S0S152-+--5nSni15n12- - Snth_1-:-)-

Proposicion 9. La funcion shift tiene las siguientes propiedades:

a) El conjunto de puntos periddicos de la funcion shift es denso en .
b) La funcion shift tiene 2" puntos periddicos de periodo n.

c) El conjunto de puntos eventualmente periddicos de la funcidn shift es denso en Xs.
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d) Eziste un elemento en ¥y cuya drbita es densa en Yo es decir, el conjunto

{s*, 0(s*),02%(s%),0%(s*),......} es denso en L.

Prueba. a) Sea t € ¥y, t = (totits...t,...). Para todo € > 0 existe n € N tal que 2% < €.
Tomemos una vecindad de ¢ con radio €, N(t).

Sea s = (tot1ta...tpSni1Snr2-.-). Como los primeros n + 1 digitos de s y t son iguales,
por el Lema 1 parte (a) se tiene que, d(s,t) < 5= < e. Esto implica que s € N(t) y
ademads, por construccién, s es periédico. Por tanto, los puntos periédicos de o es denso

eIl 22.
b) Si s € {el conjunto de puntos periédicos de periodo n} entonces,

S = (505152:+-:5n, W

donde, cada s; con k = 0,1,...,n — 1, puede ser 0 o 1. Por tanto, s tiene 2" puntos

periédicos de periodo n.

¢) Si s = (sps182...) es eventualmente peridédico de periodo k, entonces existe N tal
que o*(s) = o*(s) para todo n > N, es decir, s = (595152....SN_1SNSN41---SN4ESN---)-

Sea t € ¥y, t = (totita...tutnii--tnaktntnit-tosktn....). Para todo € > 0 existe n € N
tal que 2% < e.

Sea s = (totito...totni1.tniktnii.-.), entonces como los primeros n + 1 digitos de s

y t son iguales, d(s,t) < 2% < €, por tanto, s € N (t) ademds s es eventualmente periédico.

d) Consideremos una sucesién s* que comience con 01,00, 10,11, luego se incluyen
todos los posibles bloques de 0 y 1 con tres digitos, luego todos los posibles bloques de 0

y 1 con cuatro digitos, y asi sucesivamente es decir

s*=(01 00 10 11 000 001 010 100 011 101 110 111..).

1
»gm

construye s de tal forma que los primeros n + 1 digitos sean iguales a los primeros n + 1

Sea t € Yy, t = (totits....). Para todo € > 0 existe n € N tal que < €. Ahora, se
digitos de t, después se busca este block de n + 1 digitos en s* ya que en s* estan todas
las posibles combinaciones de 0's y 1’s, luego a s se le agregan los digitos de s* que siguen

después del block, es decir
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s = (totite...tys;S; q.....). paraalgin i€ N.
Entonces d(s,t) < 2. Ademds existe m € N tal que 0™ (s*) = s. O
Ahora bien, podemos probar que la funcién o : Xy — X5 es cadtica en .
Corolario 2. La funcion shift o es cadtica en Xs.

Prueba. Por el inciso d) de la Proposicién anterior y por la Proposicién 6, o es topolégica-
mente transitiva. Ademas, los puntos periddicos de o son densos en Y5 por la Proposicién
anterior inciso a), por tanto si se aplica el Teorema de simplificacién se tiene que o

es cadtica en Y.
O

3.2.1. La funcién Logistica es Cadtico

El objetivo principal de esta subseccion es probar que la funcién logistica es cadtica,
para esto vamos a usar el concepto de conjugado topolégico, como habiamos mencionado

al principio del capitulo.

Ahora bien, se construird un conjugado topolégico ¥ entre h, : A — A con
r>2++5 y O Yy — 2.
Recordemos que

1 24 1 24
I, = 0,__u ] I = _+u,1 7
2 2r

y Al = IO U [1.
Ya que A C Ay, A también esta en Iy U [;.

Definicién 16. Sea ¢ : A — X, tal que para cada x € A,,, ¥(x) = (S¢5152...), donde

0 s h:f(l’) € I()
Sp =
1 si hl(x) € L.

Entonces ¢(x) = (s05152...) st y solo si hi*(z) € I, para cada n € N.

Por ejemplo, si r = 5 entonces h° (VQf/_gl) = —V25\/_31 que esta en Iy, h! (EEE) =1 esta

en [y para todo k > 2. Asi ¢(z) = 010000....
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Proposicién 10. Sea s = (s¢s152...) € Xa, entonces el conjunto
1808182... — {x : hﬁ(x) E ]5k7 k S n}?
es uno de los intervalos de A,y1, donde A, = {z : A" (z) € [0,1]}.

Prueba. La prueba se hara por induccion.
Sea n = 0,
Iy si so=0

Iy={z:h(z) e I,;} = {

Il si So = 1

Entonces I, es uno de los intervalos de A; = Iy U I;. Supongamos que I s,...s,—1 €S
uno de los intervalos de A,,.

Se quiere probar que Iyys,s, s, €5 uno de los intervalos de A, ;1.

Notemos que I5)s,s,....5n C Lspsisa....sn_1; Y& qUe

Lysisn.s, = {2 BO(x) € I,y {x : hl(x) € I, }n{z : h2(x) € I,,}N...n{x : h*(z) € I, },

Ligsyos, . = {x: hg(x) e IR IEE h}.(m) €I, }n{x: hf(w) eI, Nn...n{x: hf_l(x) el .}

Sea Igys,..s,_, = |a,b]. Entonces, h”([a,b]) = [0, 1], ademds h” es monditona en [a, b].
Supongamos que h es creciente en [a, b]. Luego, aplicando el Teorema del Valor Inter-

medio, existen ¢y, ¢ con a < ¢; < ¢p < b, tales que

N 1 Vr2—4r Y 1 r2 —A4r
hr(cl)_§_T_$07 hr(CQ)_§+T)

Ty

Por lo tanto,

hla,cy| = [0, % — %} = Iy
1 Vr2—dr
hllco, b [5 1] =1 y
h(cy, o) = (xg, x7)

Por lo tanto, si s, = 0, entonces Iy s, s, = [a,c1]. Si s, = 1, entonces

Tsysysg..s, = [C2,b]. Asi que Ig g5, s, €s uno de los intervalos de A,41. O
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Proposicién 11. La funcion ¢ : A — ¥y dada en la definicion 16, es un conjugado

topolégico. Es decir,
a) 1 es inyectiva y sobreyectiva
b) ¥ es continua

c) Y1 es continua

d) oh,=co1)

Prueba. a) Sea s = (595153....) € 3o , probaremos que ¢~ !(s) tiene un solo elemento.
Sea x € 1~Y(s), entonces ¥(xr) = s = (s95182...), por lo tanto h¥(x) € I, para
k=0,1,2, ..
De aqui se sigue que x € I, s,5,...s, Para todan =0,1,2, ..., entonces
2 € (=0 T = $1(5).

Ahora bien, tenemos por demostrar que [~ Lsysis,....5, contiene un solo elemento.

Supongamos que z,y € ()o— Lsosis0....s
n=20,1,2,...

Sea [an,by] = Isyssy....5,, TECOrdemos que [a,,b,] es un intervalo del conjunto A, 4

entonces x,y € I s,s,...5,, Para toda

n

entonces .,y € [a,,b,] paran =0,1,2,... y por la Proposiciéon 14 (dada en Apéndice).

1
O<|x—y|<(bn—an)<T—>O, cuando n — o0,
CTL

entonces |z — y| = 0 por tanto x = y.
Ahora, probaremos que ¥ '(s) = (02, Lspsisosn Z 0y Lsgsisn.sn = [an,by] v las

sucesiones {a,}, {b,} satisfacen lo siguiente:

p < Ay < by, M > n,

a, < b, <b,, m<n.

Entonces a,, < b, para todo n > m.
Sea a = sup(aias...a,...) < b, entonces a < b,,, para todo m > 1y a, < a para todo

n > 1, por tanto

a, <a<b, paratodo neN.
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De aqui se tiene que a € [an,b,] para todo n € N, luego a € (" y[an,by] =

o0
Moo Lsosiss....sns POT 10 tanto

ﬂ Isoslsg....sn - ¢_1(S) 7é @
n=0

b) SeanxeA,e>Oyn€Ntalque2in<e.

Ahora, sean [ay, by], [az, ba], ..., [agn+1, ban+1] los intervalos de A, 1.

Sea § = 1 min{|a; — b;|} con i = 1,2,...,2""! (Notemos que § > 0 ya que a; < b
para todo 7). Luego si y € A, tal que |x —y| < J, entonces z, y estdn en el mismo intervalo
de A,41 (si no cumple esto, se tiene que |z —y| > 9). Entonces x,y € Iy s,s,..s, asi, ¥(x),
¥ (y) tienen los primeros n + 1 digitos iguales, entonces por el Lema 1 parte a) se tiene

que

por tanto 1) es continua.

¢) Sean € > 0y n € N tal que € > C/\% SeanxGZgyc?:%,tomemosyEEgtalque
d(x,y) <0 = 2% Entonces, por el Lema 1 parte b) se tiene que los primeros n digitos de
x y y son iguales. Asf que ¥ 71(x) y ¥~1(y) estdn en el mismo intervalo de A,,, aplicando

la Proposicién 14 (dada en Apéndice) se tiene que

Ay~ (@), v () < = =€

por tanto ¥~ ! es continua.

Ahora, por tltimo veamos si el diagrama conmuta.
d) Debemos verificar que ®poh, = co1). Seax € A,y ¥(x) = s = (5951 2...). Notemos
que o(Y(z)) = (515283-.-..)-

Por otra parte x es el tinico elemento tal que z = ¢~!(s) = 2

neo Lsosiso....sn- Ademas,

Lsosysy... = ﬂ Isosis9..sn = m{x : hf(£) €l,, k=012, oy M}
n=0 n=0

Sea y = h,(z). Entonces, notemos que:
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,
—h, el
( 1, Y (37)2

he(y) = hi(z) €l

o B = K@) el

= T s

hz(ﬂj) E [32 T y r 3
M y = hy(z) —

[ hi(z) €,

hi = y) = hi(x) €,
\ h:}(y) 6 ‘[Sn+1

por lo tanto y = h,.(z) = ¥ (518283...5,....), Y(h.(7)) = (515253...5,). O

Ahora bien, podemos concluir que h, es cadtica en el conjunto de Cantor A, puesto

que existe una conjugacion topologica entre h, y o.
Corolario 3. La funcion h,., es cadtica en el conjunto de Cantor A.

Prueba. Como se vio en la Proposiciéon 11 anterior, ¢ es un conjugado topolégico entre
h, y o, asi, por el Teorema 5 inciso f), ya que o es cadtica en Y, se tiene que h,, es
cadtica en el conjunto de Cantor A, para r > 2+ /5.

O



Capitulo 4

El ATRACTOR CAOTICO
SOLENOIDE

Los Solenoides han sido objeto de interés en varias areas de la matematica, desde
los sistemas dinamicos y la geometria algebraica hasta la topologia. En este capitulo
presentamos una dinamica interesante y complejo de estudiar, puesto que el Solenoide

muestra un comportamiento cadtico.

4.1. Introducciéon

En este capitulo estudiaremos un ejemplo de un atractor, llamado el Solenoide. Este
objeto ya era conocido por topdlogos hacia los principios de la década de los 60, pero fue
introducido por Smale en el ano 1967 como ejemplo de sistemas dinamicos. Mas tarde
utilizando este objeto como modelo R. Williams desarroll6 la teoria de atractores unidi-
mensionales. Entenderemos la construccion del Solenoide, como la interseccién infinita de
la n ésima iterada del toro, es decir cuando realizamos la iteracién infinita de la funcién
(del toro sélido en el toro sélido).

El objetivo principal de este trabajo es dar resultados sobre el estudio de la dinamica
caotica, para este desarrollo se procura entender como ejemplos las dinamicas de las
funciones cuadratica y angulo doble puesto que existe un conjugado topolégico entre
ellos, por tanto ambos son cadticos. Definimos el problema, damos una definicién precisa

para garantizar la dindmica cadtica de la funcién solenoide en el Solenoide.

%)
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4.2. El Solenoide

El objetivo de esta seccién es construir el Solenoide, probar sus propiedades topologi-
cas, en particular probaremos que cada disco intersectada con el Solenoide es un conjunto
de Cantor.

Denotemos por C el conjunto de los ntiimeros complejos y consideremos D = {w €
C : Jw| < ¢} el disco de radio ¢ y S' = {z € C : |z| = 1} el circulo unitario. Luego, el

toro solido es definido como el siguiente producto cartesiano

Vs N By (4.1)

Figura 19. El toro sélido, T, = S* x D.

Consideremos la subvariedad incrustada S' x C de C x C y definamos la funcién
Solenoide F : S' x C—=S! x C por

F(z,w) = (2%, 2 + \w) (4.2)

donde A es una constante compleja con 0 < |A| < 1.
Es claro que el toro sélido T, esta contenido en S! x C, el siguiente Lema da las
condiciones sobre ¢ para que el toro sélido T, sea invariante bajo la funcién F'; es decir

F(T,) C T., como se muestra en las siguientes figuras.
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Figura 20. F(T.), la imagen de T,

i gamai | S SR Tl B

Lema 2. Sean c € R, 0 < [A| < 1 tal que 1 + ¢|\| < ¢ entonces la drbita de cada punto
en St x C bajo la funcion Solenoide F eventualmente entra en el toro solido T, y ademds

la imagen F(T,) esta contenido estrictamente en el interior de T...

Prueba. Empecemos probando que la imagen F(7.) esta contenido estrictamente en el
interior de T, cuando 1+ ¢|\| < c.

En efecto, tomemos (z,w) € T,, por demostrar que F(z,w) = (22, 2z + \w) € Int(T,).
Como z € S!, se tiene que z? € S', ahora veamos que la segunda coordenada z + Aw

pertenece al disco D, para esto es suficiente observar que

|2+ dwl < 2]+ [AfJwl
< 14 |Me

A

C



58 CAPITULO 4. EL ATRACTOR CAOTICO SOLENOIDE

Por tanto, F(z,w) € Int(T.). De aqui se sigue que, F(T.) C T, lo cual implica que
F*(T,) C F(T,.) C T, de donde inductivamente se tiene

Por tanto, hemos probado que el toro sélido T, es invariante bajo F.

A continuacién tomemos (z,w) € St x C — T, por demostrar que F"(z,w) € T, para

algin n > 0.

St (z,w) € St x C — T,, se sigue que |w| > ¢. Ahora bien, iterando la funcién F se

tiene:
F(z,w) = (2% 2+ \w)

FYz,w) = F(2% 2+ w) = (2%, 3w + 222 + \2Y)
3

Fz,w) = F@E¥Nw+ 2022+ A2) = (22, Mw + Z AR—127H

k=1
F'z,w) = (2,27 #2275 4+ N+ Aw)
Es decir

F”(z,w) _ <22n7 Nw + Z}\k—lZQH—k> '
k=1

. n , .
Observemos que la primera coordenada 22" estd en S', ahora debemos verificar que
para n suficientemente grande la segunda coordenada esta en el disco D, esto es conse-

cuencia de los siguientes hechos
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29

w4y A2
k=1

n
< APlwl+ Y0 AR
k=1

< Net D AET = A"+
k=1

A" -1
Al =1

A["[Ale = [A"e+ A" =1

= P
A"

= A"

Al =1
[[(Ae—c+1 1
Al -1 1=

(M =1 1 |
LA =1 A =1 T

", 7,
C
A 1 [

Debido a la hipdtesis sobre ¢ se tiene, C+\>\I+1 >0 lo cual implica

limy, o0 [A| 7" (c + |M+1) = 00, de aqui se deduce que existe N > 0 tales que c¢+

1
|Al-1

afirmado, esto es FN(z,w) € Int(T,).

< A7V [c~|— Ml;—l}’ entonces |A|Y [c+ W;—l] B 1+IM < ¢. De donde se sigue lo
[l

El segundo iterado del toro sélido F?(T.) se muestra el la figura 22. Como puede

observarse este esta contenido en F(7), ver figura 23.

Figura 22. F*(T.) la imagen de F(T,).
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Figura 23. F*(T,) C F(T,),

Finalmente se tiene que F?(T,) C F(T,.) C T, como podemos observar en la figura 24,

Figura 24. F*(T.) ¢ F(T,) C T..

Podemos repetir esta construccion de manera indefinida, es decir, si tenemos cons-
truido el n-ésimo iterado del toro sélido F"(7,), podemos construir el n+ 1-ésimo iterado
del toro sélido F"*1(T,), que esta contenido en F™(T.), y que da dos vueltas dentro de

F™(T,), obteniendo asf una sucesién decreciente de conjuntos compactos; es decir,
..... C F*"Y(T,) c F*(T,) C .... C F*(T.) C F*(Tey C F*(T.) C F(T.) C T..

Consideremos ahora la frontera del toro sélido 9Ty = S' x {w : |w| = 2}. Este conjunto
es una subvariedad de S' x C, en efecto, es suficiente observar que S' y {w : |w| = 2}
son variedades de dimensién 1. Por tanto el producto de dos variedades es una variedad
de dimensioén 2.
A partir de aqui tomamos ¢ = 2 en el Lema 2, y tomamos A tales que
Pl (4.3)
2
El siguiente resultado muestra la funcién Solenoide F' restricta a la frontera del toro
sélido 9Ty = S x {w : |w| = 2} es un difeomorfismo sobre su imagen, la cual es una

variedad diferenciable incrustada en el interior del toro sélido T..

Teorema 6. Sea I : S' xC—=S'xC la funcion solenoide dada por F(z,w) = (22, 2+ w).

Si |\ < 3 entonces
i) F(OT,) es una subvariedad de S* x C y

ii) La restricta a la frontera del toro solido F* = Flor, : 01y — F(0T3) es un

difeomorfismo.
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Prueba. El inciso i) se deduce del hecho de que F* = Flop, : 0Ty — F(0T3) es una

inmersion inyectiva. Para probar esto ultimo consideremos la derivada de F*,
dF(*z,’w) : T(Z,w)aT2 — TF(z’w)[nt(Tz)

que es dada por

R oFy  OFf
dF* (Cl b) o a(F17F2> — 32’1 8_15 _ 2Z O
S T MR U S S B WS T

0z w
donde |\| # 0.

Recordemos que una aplicacion es una inmersion cuando su derivada es inyectiva.

Para probar la inyectividad de la derivada es suficiente resolver el siguiente sistema de

ecuaciones
2z 0 a 0
dF7,  \(a,b) = L
equivalentemente
2za+0b=0
a+AXb=0

cuya solucién es dada por a = 0 y b = 0. Asi el espacio nulo de dF(*Z w) €8 el trivial,

entonces dF( es inyectiva para todo (z,w) € dT». Por tanto F* es una inmersién.
Para verificar la inyectividad de F*, supongamos que F*(z,w) = F*(2/,w’), para

|

cualesquiera (z,w), (2/,w’") € ITy, es decir |z| = |2/| = 1y |w| = |v'| = 2. De la

igualdad (22,2 + Aw) = (22,2 + M) se deduce que 2° = 2 y 2z + \w = 2/ + \'. La

igualdad 2% = 22 implica que z = 2’ 0 2 = —2/.
Afirmamos que z # —2', caso contrario z + Aw = —z+ A’ 0 2z = A(w' — w). Luego,
12z] = |A|Jw' — w| < §|w’ —w| < =(4) =2, asi |z| < 1 lo cual es una contradiccion.

Ahora bien, si z = 2/, entonces (z,w) = (2/,w’). Por tanto F* es inyectiva. Luego
F(0T),) es una subvariedad inmersa en el interior del toro solido Int(T3).

Ahora probemos ii). Del hecho de que F* biyectiva, continua, 0T es compacto de
Hausdorff, F(0Tz) C Int(T3) es de Hausdorff con la topologia inducida de Int(Ty) se
sigue que la funcién F* : 0T, — F(0T3) C Int(T,) es un homeomorfismo.

Usando las propiedades anteriormente mencionadas de F* : 9Ty — Int(T3) se
concluye que es una incrustacién, es decir F*(07T3) es una subvariedad incrustada en
Int(T3). O
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Ahora, consideremos el disco de radio 2 dado por
D={weC:|w <2} (4.4)

y por simplificacién escribamos

T=T,=S"xD, (4.5)

por el Lema 2 se tiene una sucesion decreciente de compactos,

La interseccion de toda esta sucesién decreciente de compactos, se define como el Sole-

noide:
Definicién 17. El conjunto A = (), —, F"™(T'), recibe el nombre de Solenoide.

Recordemos las aplicaciones cuadratica y angulo doble definidas como:

A S —-SL dada por— @i 2>

mo : R/Z — R/Z definida por my(t modl) = 2¢ modl

estas aplicaciones son conjugados. Por tanto debido a esta conjugacion el toro solido

T en (4.5) puede escribirse como
= K] 7D (4.6)
y la funcién Solenoide
F:S'xC—S'"xC definida por F(z,w) = (2%, 2+ \w)

se puede escribir como, F' : R/Z x C — R/Z x C definida para cada (¢t modl,w) en
R/Z x C por

F(t modl,w) = (2t modl, e*™ + \w) (4.7)

Ahora bien, consideremos un corte transversal, como vemos en las figura 25 y 26
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Figura 25. corte transversal P.

Figura 26. vista en el plano

Definamos el disco o una seccién del toro T' con angulo fijo ¢t como el siguiente conjunto

D(t) = {t mod1} x D (4.8)

La funcién F, es una contraccién por un factor de |A| sobre cada disco; y la imagen
del disco D(t) esta contenido en el disco D(2t), en efecto:

Lema 3. La imagen del disco con dangulo fijo t esta contenida en el disco de dngulo 2t

Prueba. Debemos probar que, F/(D(t)) C D(2t). Sea (t modl, w) un elemento en F(D(t))
significa que (¢ modl,w’) € D(t) tales que delaigualdad F'(# modl,w’) = (t modl, w)
se deduce 2¢’ modl = t modl y €™ + \w' = w, lo que es equivalente 2t = ¢t modl o

t = 2t" modl.
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Aplicamos |.| a la segunda igualdad obtenemos,
2™ 4 aw'] < |2 | 4 [M|Jw!] < 1T+ A2 <2
Por tanto |w| < 2. Luego la imagen del disco D(t) esta contenido en el disco D(2t). O

Veremos a continuacion que, la aplicacion Solenoide F' es contractiva respecto a la

segunda coordenada.

Teorema 7. La funcion F es una contraccion sobre cada disco por un factor de |A|,
donde F' es definida de la forma

F(tmodl,w) = (2t modl, e*™ + \w)
Prueba. Debemos verificar lo siguiente,
|F(t modl,w) — F(t modl,w")| < |A|w —w'

para todo t modl € {t modl} y w,w’ € D.
En efecto
F(t,w) — F(t,w') = [(2t modl,e*™ + \w) — (2t mod1, e*™ + \w')]
(2t mod1 — 2t mod1), ((e*™ + \w) — (™ + \w'))]

[
[
= [0, (e’ — ™ + Aw — \w')]
[0, A(w — w')]
Aplicando | - | tenemos

|F(t,w) — F(t,w")] = |0, \(w—w")|

< [AJw —w'|

Ahora, definamos la unién de discos como el siguiente conjunto:

D([t1.ta]) = (D) st € [t ta]} = (] D(t) (4.9)

te [t1 ,tQ]

El siguiente Lema 4 nos dice de que los conjuntos

(o (52) - r(o(td)

son discos disjuntos y ambos contenidos en el disco D(t).
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Lema 4. Para todo tmodl € R/Z los conjuntos F (D (%0 + g)) y F (D (%0 + %)) son

discos disjuntos ambos de radio 2|\| y contenidos en D(t).

Prueba. Empezamos verificando la siguiente igualdad

0 to 1

TAFY(D(t)) = D <%+5) UD (5+§) (4.10)

En efecto:
Sea (t,w) € (TNF~*(D(ty))) entonces (t,w) € Ty F(t,w) € D(ty) lo cual implica que
(2t mod1, ™+ w) € D(ty), lo que es equivalente 2t modl = ¢, modl y ™+ \w| < 2,
m

t
luego (2t — tg) = 0 mod1, de donde 2t — ty = m € Z, entonces t = 50 + bR
to

t 0 1 t
Asi, se tiene t = 50 + -0 bien t = o + o de otro modo t modl = 50 modl o
t modl = (% + 3) modl y |w| < 2.
Por tanto, se tiene que (¢, w) € D(2 + 3) o (t,w) € D(2 + 3).

Asi, tenemos los conjuntos

to 0 . to 0 to il o to 1
D(5+§)_{(2+2> modl}xD y D<2+2)—{<2+2) modl}xD.

Ahora bien, verifiquemos que la imagen de ambos conjuntos son disjuntos ver figura27.

to 0 to 0 27ri(m+9>
=4 = = — 1 — 272 : <
F<D<2+2)> {(2(24—2) modl, e +Aw | |w| <2

= {(tp modl, ™ + \w) : |w| < 2}
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to 1 to 1 2mi(4+1)
4 = = — 4 = 272 : <
F(D<2+2)> {(2(24—2) modl, e +Aw | jw| <2

= {((to + 1) mod, e™®*D 4 \w) : jw| < 2}
= {(to mod, e™e™ + Aw) : |w| < 2}
= {(to modl, —e™° 4+ \w) : |w| < 2}

Por tanto tenemos F' (D (%2 + 2)) el disco de centro e™ y radio 2|A| y F' (D (2 + 1))

el disco de centro —e™ y radio 2|A|, sin dificultad podemos determinar el radio de ambos
discos.
Calculemos el radio de cada disco. Consideramos una distancia, la imagen del disco

inicial y menos el centro de este mismo disco, es decir

[em# 4 A — ™| = | Aw|Z A2
y de manera analoga se tiene
[ &0 T o i | ) [2

Por tanto el radio de ambos discos son 2|A|, es méds ambos 2|A| < 1 ya que || < 3. Asi,
son discos disjuntos, pues si determinamos la distancia tomando los centros de cada disco

obtenemos una distancia igual a 2 es decir,
’eﬂ'ito o (_em'to)| o |€m‘to + em’to‘ —9

Asi, podemos concluir que 2 > 2|A| por tanto los discos no pueden intersectarse.
]

Ahora, sea

T, = () F/(T) = FX(T) (4.11)

Lema 5. Para todo tmodl € R/Z el conjunto TN D(t) es la unidén de 2% discos disjuntos
de radio 2|\|¥. En particular

T,ND(t)=F (Tk1 NnD (é)) Ur <Tk1 NnD (% +%>)
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Prueba. Probaremos por induccion matematica.

Para k =1 por (4.10) sabemos que

TAF (D) = D (é) UD (% 4 %)

como F' es inyectiva y la union es disjunta se tiene que

t t 1
F(TNFD®))=F (D (5) ub (5 + 5))
y por la definicion de T}, se tiene
ropwy=F(p(E) ur(p(isl
' 7 2 22
Por tanto 77 N D(t) es la unién de 2 discos disjuntos de radio 2|A|.

Ahora, supongamos valido para k y probaremos para k + 1, es claro que

I ) )

En efecto,

Ter1 N D(t) = TN EF*NT) N D(t)
= TN D(t)NF(F*T))

_ [F <Tk_1 nD <2>) N F(F’f(T))} U [F (Tk_l nD (% + %)) n F(F’“(T))]
= F (T,C_1 NEYT)ND (%)) UF (T,ﬂ_1 NFYT)nD (% + %))
— F(TmD(%)) uF(TkmD(%+%))

t Tl Al
Por tanto, TN D (§> y T.ND (— + 5) son cada uno la unién de 2* discos disjuntos

| =~

2
de radio 2|\|*. Como F es una contraccién sobre cada disco por un factor de |\|; se tiene

t t 1
que [ (T;€ NnD (§)> y F (Tk NnD (5 + 5)) son cada uno la unién de 2(2%) = 2~+1

discos disjuntos de radio 2|A\|*1, es decir hay 2(2%) = 2¥*! en la union de T}, ;N D(t) O

Corolario 4. Para 0 < t; < ty < 1 y k entero positivo, D[ty,ts] N Ty es la union de 2k

tubos disjuntos dos a dos. En particular

T N D([t1, t2]) :F(TklmD ({%%D) uF(TkmD ([%+%%+%D>
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Prueba. La prueba es andlogo al Lema 5, sin embargo podemos escribir la prueba del
Corolario 4.
Probaremos por induccién matematica.

Para k =1 por (4.10) sabemos que

ro ot o ([5.)on ([ 1)

como F' es inyectiva y la union es disjunta se tiene que

F(TnFY(D([t1, 1) = F (D ({%%D VD ([%+ %%JF%D)

y por la definicion de T}, se tiene

oot #(o([s D)o (a((5+24+3)

Por tanto 77 N D([t1, t2]) es la unién de 2 tubos disjuntos.

Ahora, supongamos valido para k y probaremos para k + 1, es claro que

TkﬂD([tlat2D:F(Tk lﬂDdtgl t;D>UF<T’C 1DD<B+%’%+%]))

En efecto,

Tiv1 N D([t1, L)) = T F*YT) N D([ty,ts])
= TN D([t1,ta]) N F(F*(T)
- lr(rann (4]
o [r (5 mp([g% !
Ty N F¥( D([tl ﬂ
o([335

woo(fs§)or(uno{(3-25-1)

Por tanto, T, N D ([51 52]) y T "D ([% + %, %2 + %D son cada uno la unién de 2*
tubos disjuntos. Como F' es una contraccién sobre cada tubo por un factor de |A|; se

tiene que F (T, N D ([4,%2])) y F (TN D ([% + 1,2+ 3])) son cada uno la unién de

2(2F) = 2**! tubos disjuntos, es decir hay 2(2%) = 2¥*1 en la union de Ty 1ND([t1, t2]) O

\_/v
D)
"ij

(1)

= F
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En el siguiente resultado probaremos algunas propiedades topoldgicas del Solenoide.
Teorema 8. El Solenoide A tiene las siguientes propiedades topoldgicas:
(a) A es compacto
(b) A es conexo
(¢) A no es localmente conexo
(d) A no es conexo por caminos

Prueba. (a) Debemos verificar que A es compacto: Sea {U, }aes un cubrimiento abierto
de A, esto es A C J,c; Ua. Puesto que F™(T) es un conjunto compacto para cada
n, se sigue que el solenoide A es la interseccion de una familia de conjuntos compactos

contenida en el abierto |J,.; Ua, esto implica que existe una subfamilia finita { F"(T)}*_,

tal que

Ac (FT) c | Vs

acl

or ser n=0 una 1nterseccion Iinita de compactos €S compacto, luego existe
P _ (T t finita d t to, 1 t

una familia finita de abiertos {U,}%_; tal que

k p
Ac(1FMT) C | Va, < | V.
n—1

n=0 a€el

(b) Ahora probaremos que A es conexo: Supongamos que no lo fuese es decir A = UUV

donde U y V son abiertos no vacios tales que
UnV=0 y UNnV=40
Sean U , 1% subconjuntos abiertos tales que
UcU, VcV y UnV=0.

Por tanto A C U UV, luego existe una subfamilia finita {F™(T)}™, tal que

Ac () F(T)cUUV.

n=0
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Ahora bien, la interseccién finita de conjuntos conexos es conexa, asi (|, F"™(T') es
conexo. Esto no es posible ya que U y V son abiertos tales que Unv =10

c¢) Dotemos a A de la topologia inducida de la de R/Z x C. Tomemos p € A, y U,
una vecindad de p, luego existe un abierto B de R/Z x C tal que U, = AN B. Existen
0 < t; <ty <1y k suficientemente grande tal que

D[tl,tg] NnNT,CB

Por otro lado, del Corolario 4 se sigue que D[t;,t5] N T}, es la unién de 2% tubos
cerrados disjuntos dos a dos. Ahora bien, cada tubo contiene al menos un abierto de A.
Fijemos un tubo de los 2* tubos y denotemos por V la union de todos los abiertos de A
contenidas en este tubo, ademaés sea W la union de todos los abiertos de A contenidas
en los 2*7! tubos restantes. Es claro que U, = V U W, y como los tubos son disjuntos
dos a dos se tiene que V- UW = () por tanto U, es union de dos abiertos disjuntos en A,
esto es U, es disconexo. Lo que muestra que A no es localmente conexo.

d) Ahora probaremos que A no es conexo por caminos. Para esto fijamos

p = (to, 20) € A. Por induccién, para k > 1 existe un punto g, € AN D(ty) tal que

i) Cualquier camino de p hasta q en T, = F¥(T) debe de rodear S! al menos 2¢~1

veces. (Esto especifica la componente conexa de T, N D(ty) en el cual pertenece gy,)

y.

ii) Para k > 2, gy v qx—1 estan en la misma componente conexa de Ty_1 N D(tp).

Figura 28.
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Por construccién la sucesion {g}72; es de Cauchy. En efecto del Lema 5 se sigue que
|Qk - qk_1| S diam(Tk_l N D(to)) S 4|>\|k_1

Sea ¢ el punto limite de g, que es un punto de A puesto que A es cerrado. Afirmamos
que no existen caminos continuos en A desde p hasta q.

Supongamos que existe un camino continuo « : [0,1] — A tales que a(0) = p hasta
a(l) = q. Sea k > 1, existe un punto g € AN D(tg) tal que verifica las propiedades i) y
ii) anteriores.

A partir del camino « construimos un camino S : [0, ;] — A tales que 8(t) = a(t)
cada t € (0,0;) para algin ¢ > 0 y ademés [(dx) = gr. Luego 8 es un camino de p
hasta g en Ty, = F¥(T'). Aplicando ii) 3 debe de rodear S! al menos 2! veces. Debido a
que ¢ se puede escoger suficientemente pequeno el camino o debe de rodear S' al menos
2F=1 veces. Puesto que k es arbitrario se sigue que el camino « debe intersectar D(tg)
infinitas veces, lo cual es una contradiccion. En efecto, se sabe la imagen continua de
un compacto es compacta, asi «([0,1]) es un compacto contenido en A, luego «(]0,1])
intersecta a D(tp) una cantidad finita de veces. Esto prueba que A no es conexo por

caminos. O

Recordemos que A denota el Solenoide, esto es A = (22 F/(T) = N2, Tj v o
denota el espacio simbélico o el espacio de todas las sucesiones infinitas de ceros y unos,
esto es

Yo = {(s0515283....) 15, =0 o s;=1 paratodo >0}

De aqui en adelante nuestra meta es probar que A N D(t) es un conjunto de Cantor.
Para demostrar esto notamos que A N D(t) es homeomorfo a ¥y como mostraremos a

continuaciéon. Empecemos probando el siguiente resultado.

Lema 6. Para cadat=1,2,3, ...

' t a a a; . t a a ;i
Fitt (D — O F(D|—+24+ L 4. 42t
< <2z+1+21+1+21+ +2 C 21—|—21+2%1+ + 5

Prueba. En efecto, probemos que ambas propiedades valen para el caso i = 1. Es decir,

debemos probar la siguiente inclusion

F? (D (%+£+%)) CF(D (%Jr%)) (4.12)
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t
Tomemos (t modl,w) € F*? (D (2—2 + % + %)), existe

t ag ap I
((54‘224- 2)mod1,w’> ED<22+§+?) (4.13)

t
F? <(§ + 52 0 4+ 5 ) modl,w') = (tmod1, w).

Usando la regla de asignacién de la funcién Solenoide (4.7) a partir de la anterior

tales que

igualdad obtenemos

t
(tmodl,w) = F(F<(22 +%+a21>modl w))
+

t t a 1
(tmodl,w) = F (2 (2— + 3(2] 4 2 ) modl1, o2mi( S5 t53+ %) + )\w)
de aqui
t
F ((5 + % + al) modl1, e” wi(§ H8pan) Mo Aw') = (tmodl, w) (4.14)

Observemos que (% + S al) i) == (% + “70) modl. Por otro lado, puesto que A
verifica (4.3), se tiene que 1 4 |A\|2 < 2, luego aplicando mdédulo a ezt a4\

obtenemos
|e“(%+a70+“1) + ' <1T+|N2 <2

Luego (4.4) y (4.8) implican que

t, a i(5+54a1) | L
((2+2+a1>modle + M | €D 2—|—2

Por tanto lo anterior y (4.14) implican (4.12).
Ahora tomemos i > 2 y sea (t modl,w) € F*! (D (21+1 + i+ L4 + %))

entonces existe

t ap | ap a; , t apg  ay a;
(<2Z+1+21+1+§+ ....... —f—E) m0d17w)€D(21+1+22+1+§+ ....... +E>

tales que
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, t i
Fitt ((ﬁ + 2?_21 + % + . + %) mOdlaw/) = (t m0d17w)

de donde

i t a a a;
F (F ((zm + 21.& + 2—1 o, + 5) modl,w’)) = (¢t mod1,w) (4.15)

Aplicando la regla de asignacion de la funcién Solenoide (4.7) se tiene lo siguiente

F (2 (2121 + 2?21 + % + ... R %) modl,ezm(zi%ﬂ?ﬂﬁ%Jr """" +7) + Aw’) = (t modl, w)
es decir
F' <(2Z + 5 + 2?_1 + e agl ) mod1, e™(E gttt tas) | )\w’) = (t mod1,w)
Notemos que
L ap -1 t ap a;—1
(21—1—54—21_ + o 5 '>m0d1_(21+§+21_ + o —|—T)mod1
ademés
™ i( Z+29+ 710 +ar) P <14+ A2 <2
Por tanto

t e i—
((21 +§+ o +....+ai> mod1, ez + 5t T+ tai) +/\w) €D <21 +§+....+ a;)

esto y (4.15) prueban la propiedad 1 es decir el Lema 6.

Lema 7. Para cada i1 =1,2,3, ...

. t a a;_ a; )
. i+l 0 i—1 7 2 i+1
diamF (D(2i+1+2¢+1+22+2 et 5 +5)>§2|)\‘
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Prueba. Ahora probaremos la propiedad 2. Esto es, debemos demostrar

- i t o a1 a; .
diam F**+! <D(2i+1+ﬁ+2z+2 + o + 5 —i—§>>§22|)\|+1

Empecemos demostrando el caso ¢ = 1, es decir

diam F* <D (22 + ? + 3 )) < 22\

para esto es suficiente demostrar la siguiente desigualdad

IFZ((2+—+ U, w) = F((25

922 2 2 + 02 + ) w,)| < 22’)‘|2

2 . N 2

F2((& + % + %) modl,w) = F(2(% + % + %) modl,e*™ (> 73+ D)) 4 w)
(2(% + %@ + a1) mod1, 2™z +F+a) 4 \emi(z+FHar) 4 \2y)
= ((t+ ag + 2a;) modl, emi(ttaot2a) 4 yemi(z+5+a1) L \2q;)))

= (¢t modl, emi(ttaot2a1) 4 A\emi(s+T Har) 4 A2y,))

haciendo operaciones tenemos.

t ay 2 CLO CLI 2
Aplicando H se tiene
2 Qo aq 2 i Qo - 2
< APl =W
S 22’/\|2
Por tanto, diamF? (D (& + % + 4)) < 22|A]2
Asi, de manera similar en general obtenemos:
diam "+ (D (21+1 +orr H 5o + %+ 5 )) < 22| )i+ =

Lema 8. Para todo (agasazay - - - ) en Yo, el conjunto

a Qa;— a;
Fitl 0 izl
m ( (2z+1 + 21+1 + 21 + 2 + + 22 + 92

es unitario.
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Prueba. Consecuencia inmediata de los lemas (6) y (7)
U

Asociemos ahora a cada elemento (tmodl,w) de A N D(t) la siguiente sucesién de

ceros y unos (a,aiasagay - -+ ) dado por
0 si F7'(t,w)eD(E+Y)
ag =

1 si F7'(t,w) € D({+3)

y para cada i =1,2,3,4,---

141
0 si F~( )(t7w)€D(¢1+;i1+_2i+2i1+“'+ )2 +—;)

a; =

+1

Observemos las siguientes figuras:
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Figur 31 F (D (5 + 4+ ) CD(E43) v F(D(h+4+) Db+
Asi, podemos seguir dibujando pero esto es un poco complicado seguir. Mas bien,

consideremos un ejemplo particular.

Ejemplo 14. Tomemos la funcién definida de la forma ¢(¢, w) = 0100....

Veamos la figura 32:

Figura 32. F*(D (5 + 3+ % +9) CFP2(D(L5+ % +1) cF(D(Lt+1Y)) c D).
Teorema 9. La correspondencia ¢ : AND(t) — Yo dada por ¢(t, w) = (a,a1aza3a4 - )

estd bien definida y es un homeomorfismo de espacios topoldgicos.

Prueba. La definicién de ¢ no es contradictoria resulta inmediatamente del hecho de que
F' es biyectiva.
El Lema 8 nos permite definir la funcién ¢ : £o — AND(t) dada por ¢ (a,aiasa3a4.......) =

(t,w) donde (t,w) es el unico elemento de la interseccién

~ t a a a a;_ a;
i+1 0 1 2 i—1 )
ll:0|F (D(2i+1+2i+1+§+2i—1+”'+ 5% +§>)
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Probaremos que v es un homeomorfismo cuya inversa es ¢. Como 1 es una aplicacion
de un espacio compacto a un espacio Hausdorff, bastara probar que 1 es continua y biyec-
tiva, ya que la continuidad de la inversa se sigue del hecho que las aplicaciones continuas
biyectivas de un espacio compacto a un espacio Hausdorff es un homeomorfismo.

Empecemos probando que 9 es biyectiva, para esto probaremos que la funcion ¢ es

su inversa, en efecto, puesto que

se sigue 1 0 ¢ = I4npp) y ¢ 09 = Ix,. Mostrando asi que 1 es inversible por tanto 1
es biyectiva.

Ahora bien, probaremos que % es continua. Tomemos € > 0, mostraremos que existe
un 0 > 0 tales que, si d(a, b) < d entonces |¢(a) — ¥ (b)| < e.

Para € > 0, existe N € N tales que 4|\|V*! < . Definamos

5=y (4.16)

Consideremos a = (apaias.....) y b = (bob1bs........ ) en X5 de modo que d(a,b) < 4, de

la definicién 14 se sigue

’ao—bo‘ |a1 _bll |a2—b2| |CLN—bN‘ 1
20 + 2 I p.g y 2N + 2N
ahora, el Lema 1 implica
ag :bo,a1 :bl, ..... ,aNn :bN (417)
Tomemos (t,w) tales que ¢(t, w) = (apaiasazay....... ), es decir
~(i+1) % M, @ L %Y =
F <t7w)€D(2i+1+2i+1+2i+2i1+ + 52 —1—2 Vi=0,1,2,....

o equivalentemente

X t a a a i a;

i+1 0 1 2 i—1 7

(t,w) e F <D<2i+1+2¢+1+§+2¢1+ ......... + +—>)
i=0
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el Lema 8 implica que

A F (0 (i + g+ 4 %)) = twla

n=0

del mismo modo

=~ b bn
n=0

Por tanto de la igualdad (4.17) se deduce que

b b
0@ v0) € P (D (G g+t )

de donde

t b b
: N+1 0 N _ 92y |N+1
|Y(a) —(b)| < diamF (D <2N+1 +onr et 5 >) =27\ <€

Como consecuencia del Teorema 9 podemos concluir el siguiente resultado.
Corolario 5. Para cada punto fijo t, AN D(t) es un conjunto de Cantor.

Prueba. Como ¢ es un homeomorfismo esto por el Teorema 9 anterior, se tiene que
AN D(t) es un conjunto de Cantor.
O

En la siguiente secciéon probamos que la dindmica de la aplicacion Solenoide restric-
ta al Solenoide es un atractor cadtico. Recordemos la definicion de un sistema cadtico
consiste de tres condiciones: Puntos periddicos densos, Transitividad y Sensibilidad a las
condiciones iniciales.

Vamos a empezar probando que el Solenoide es un conjunto atractor. Finalmente la
funcion Solenoide restricta al Solenoide A es cadtico, para esto es suficiente probar las
dos primeras condiciones ya que estas dos implican la tercera condicion (esto denominado
el Teorema de Simplificacién). Los puntos periddicos de la funcién Solenoide son densos
en el atractor y ademds es topoldgicamente transitiva. Luego, aplicando el Teorema de

Simplificacion se tiene que; la funcién Solenoide es cadtica.
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4.3. El Solenoide es un Atractor Cadtico

En esta seccién probaremos que la dindmica de la funcién Solenoide F' restricta
al Solenoide es un atractor cadtico. La definicién de conjunto cadtico fue dada en el
Capitulo 2. Ahora definamos cuando un conjunto es un atractor.

Definicién 18. Sea f : X — X un sistema dindmico, C' C X se dice atractor de f
st f deja invariante a C (es decir f(C) C C) y existe una vecindad abierta V de C' tal
que (V) C V para todon >0y

c=)rw)
n=1
Ahora bien, probemos que el conjunto Solenoide es invariante bajo F.

Proposicién 12. Si A es el Solenoide y F|a es la restriccion de la aplicacion Solenoide
en A entonces F(A) = A

Prueba. Recordemos que A = (", F"(T), ademés F es inyectiva, esto implica

O F(ﬁ F"(T))

= () F(F"(D))

— R

n=0

- N F@
=l

=i

Puesto que la sucesion {F™(T')} es una sucesién de conjuntos encajados se sigue que

() F(T) = () F(T)
n=1 n=0
Por tanto F/(A) = A, luego el Solenoide es un conjunto invariante. n

Ahora, probaremos que el Solenoide es un atractor de F', para este fin afirmamos el

Teorema siguiente.
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Teorema 10. El Solenoide es un conjunto atractor de F.

Prueba. Denotemos por Int(T) el interior del toro solido T'. Sea V' = Int(T), entonces
aplicando F' a V' C T se tiene F(V) C F(T) pero F(T) C Int(T), entonces F(V) C
Int(T), pero el interior de T" es V. Por tanto F'(V') C V. Asi inductivamente se tiene que
Fr(V)cV.

Ademads, debemos verificar st A = ("~ F™*(V)

(F(V) c ()F(Int(T))

a ﬁF”(T)
-

Por tanto A = (), F"(V). Luego A es un conjunto atractor de F.
O]

Nos falta probar que el Solenoide A es cadtico segin Devaney, para esto debemos veri-
ficar que los puntos periédicos de F' son densos en A, I restricta a A es topologicamente
transitiva y ademas tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales. Sin embargo,
como fue mostrado en el Teorema 4 del Capitulo 2 es suficiente probar las dos primeras

condiciones. Empezamos con el siguiente Lema.

Lema 9. Consideremos la funcidn dngulo doble my : R/7Z — R/7Z definida en (2.22).
St ty un punto periodico de my de periodo k, entonces

(i) F*(D(ty)) C D(to)

(ii) F* tiene un punto fijo en D(ty)

Prueba. La parte i) es inmediato, pues como m5(ty) = to, entonces F*(D(to)) C D(ty)

i) Por el inciso i) el k-esimo iterado F* lleva D(t;) sobre si mismo con un factor de

contraccién |A|*, como lo mostramos a continuacion

F*(tg,w) — F¥(to,w') = (25tgmod1, 2™ ) 4 \k=1e2mito o \kyp)
_ (th0m0d1’€2m(2k*1to) 4o \F—12mito + )\kw/)
= (0,X(w— "))
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aplicando |- | se tiene |F¥(tg, w) — F*(to,w’)| = (0, \¥(w —w’))| < [MF|]w —w’|, por tanto
| F*(to, w) — F*(to, w')] < [A\[flw — /|

Luego por el teorema del punto fijo de Banach, F* tiene un tnico punto fijo en
D(ty). O

Lema 10. Sea U abierto no vacio en R/Zx D, entonces existen, k >0y 0 <t; <ty <1

tales que
F*(D[ty,t)) C U.

Prueba. Como U es no vacio, existe ty numero real de modo que

U N D(tg) = M (4.18)

luego existe
(to,Zo) eUnN D(to) (419)

Puesto que U es abierto, entonces existe € > 0 tales que
B((to, 20),€) = {(t,w) : d((t,w), (to, 20)) < €} C U.

Recordemos que 0 < |A] < 1, luego para € > 0, existe k € N tales que 22|A\|* < ¢. Del

Lema 6 se deduce que

Ademas, el Lema 7 implica

o (¢ (o(5))) s

Por tanto, debido a (4.19)

F* (D (%)) C B((to, 2),€) N D(ty) Cc UN D(ty) C U.

Puesto que U es abierto, existe § > 0, tales que para todo t € (tg — d,tg+ 0) de modo
que U N D(t) # 0, procediendo como antes

(o(4)) e
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asf existen 0 <ty — 0 < 11 <ty <ty < to+ 9 < 1 tales que

Coloquemos t, = Q,f%, ty = 2,3%, por tanto Fk(D[t1,t2]) cU.
O

Teorema 11. Sea F': A — A la Aplicacion Solenoide entonces, los puntos periodicos

de ' son densos en A.

Prueba. Simbodlicamente debemos probar que

Per(F) g
de hecho Per(F) C A, falta demostrar A C Per(F). Para esto tomemos (t,w) € Ay
demostremos que (t,w) € Per(F), esto debemos probar que para todo abierto U de (¢, w)
se tiene que U N Per(F) # 0.
Consideremos U una vecindad de (¢,w) en R/Z x D, entonces por el Lema 10 existen

n>0,y0<t <ty <1 tales que
(t,w) € F*(Dlt1,ts]) C U.

Como los puntos periédicos de ms son densos en R/Z, existe un punto periédico ¢,
de my de periodo k de modo que 0 < t; < typ < t3 < 1. De la parte i) de Lema 9, existe
z € D de modo que (ty, z) es un punto fijo para el k—ésimo iterado de la aplicacién
Solenoide F*, observe que (to, 2) € D(tg) C D([t1,t2]). Por tanto, F*(ty,2) = (to, 2). Sea
ahora p = F™(ty, z), entonces p € U, pues p € F"(D(ty)) y F"(D[t1,t2]) C U.

Afirmamos que p es un punto periddico de F' de periodo k. En efecto

F¥(p) = FM(F"(ty, 2)) = F* "' (to, 2) = F"(F"(to, 2)) = F"(to, 2) = p

Asi, p € Per(F)NU, luego Per(F)NU # () de donde se prueba (t,w) € Per(F).
[

Lema 11. Seam >0 y 0 < s1 < s9 < 1. Para todo n > m existen
D<s1 <t <ta<sy<1

tales que
F(D([t1, ta2])) € F™(D([s1, 52]))
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Prueba. Sin perdida de generalidad asumamos que n > m, y definamos

S1 S2
t1 = —, ty =
2n m

2n—m

Entonces

o) = P (D [55 5%)

- e (o[ 5%

on—m’ 9n—m

— Fm (F"‘m (D [Qj_lw 2:—2mD>

L NG T A

O
Teorema 12. La Aplicacion Solenoide F': A — A es topoldgicamente transitiva en A.
Prueba. Sean U y V' dos subconjuntos abiertos de A, debemos demostrar que existe
jeN tal que FI(U)NV #0.

Como U y V con subconjuntos abiertos de A entonces, existen U’ y V' abiertos en
R/Z x D tales que U =U'"NAyV =V’'N A. Por el Lema 10 existen enteros n, m > 0
y numeros reales

0 <Nl NN A Y 5, < 1

tales que
F"(D([t,8)) €Uy F™(D([51,5))) V'

Ahora tomemos k > max{n, m}. Por el Lema 11 existen
O<ti<ti<ta<ta<l y 0<8§ <s1<8<35<1
tales que
F¥(Dlt1,ts]) € F*(D([t1, 1)) Uy F¥(Dls1,55)) € F™(D([51,5])) € V"

de donde
FFD[t1,t))NACU NA y F¥D[s;,s])NACV' NA

luego por la Proposicién 12 implica que

FF¥D[t;,ts)NA) Cc U, vy F¥Dls;,s9)NA)CV (4.20)
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Por otro lado, puesto que la aplicacién angulo doble msy es topolégicamente transitiva,

existe 57 > 0 tales que

mg([tlatZ]) N [s1, 0] # 0

Por consiguiente
Fj(D[tl, tg]) N D[Sl, 82] 7£ Q)

entonces

F'(D[t1,t]) 0 D[s1, s N A # 0

por la invarianza de A (Proposicién 12) tenemos

Fj(D[tl,tQ] N A) M {D[Sl,SQ] N A} ?é @

aplicando F* obtenemos
F¥(F/(D[t1,t2) N A) N {D[s1, 52] N A}) # 0
de donde se sigue que
FI(F*(D[t,ta) N A)) N {EF*(Dls1,s5) N A)} # 0
este hecho mas las inclusiones en (4.20) nos permiten concluir finalmente que
Fl)nNnV £0

Por tanto F' en A es topolégicamente transitiva en A.

Teorema 13. La aplicacion Solenoide F': A — A es es cadtico en A.

Prueba. Por el teorema 11, 12 y Teorema 4 ya visto en el Capitulo 2, se tiene que F' es

cadtico. O



Apéndice A
Conjunto hiperbolico

Es importante definir un conjunto hiperbélico ya que utilizaremos en la Proposicion11

este resultado.

Definicién 19. Sea f : R — R una funcién de clase C* y Q es un conjunto compacto

invariante para f, (es decir f(2) C Q), se dice Q2 es un conjunto hiperbolico para f si

existen

constantes ¢ > 0 y A > 1 tales que

(/") (x)] > c\* para todo z€Q y n>1.

Proposicién 13. Sea f : R — R una funcién de C' y Q es un conjunto compacto

wmvariante para f. Entonces las siqguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existen constantes ¢ > 0 y A > 1 tales que |(f")'(x)] > c¢A™ para todo =z €
Q y n>1.

2. Existe un entero N > 1 tal que |(f*)(z)| >1 para todo x€Q y n>N.
3. Existe un entero ng > 1 tal que |(f™) ()| > 1 para todo z € Q.
4. Para cada x € Q) ezisten enteros n, > 1 que dependen de x tales que |(f™) (x)| > 1.

Observacion 7. Si |f'(z)| > 1 para toda = € (2, entonces las cuatro condiciones de la

Proposicién son verdaderas.

85
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Prueba. (4) = (3) Ya que f esta de C', (f™) es continua para cada n. Para cada z € ,
|(f™)(x)] > 1y (f™) es continua, por lo tanto existe una vecindad N(x) y un A, > 1,
tal que [(f™) (y)| > \.. para toda y € N(x).

Los conjuntos abiertos {z : x € 2} es una cubierta del conjunto compacto §2, por lo
tanto existe una subcubierta finita {U;}%_,, ntimeros {\;}¥_, todos estrictamente mayores
que 1, y enteros {n;}%_, tal que |(f™) (y)| > A\ para todo y € Uy.

Sean v = max{ny,ng, ....ng}, Ao = min{Ai, Ag, ..\ } y m = min{|f'(z)|} , entonces

m > 0 ya que

(™) (@) = [F @I @)L (7 @)

Elegimos un entero k tal que, A\gm” > 1 y sea ng = kv + v. Ahora se ha definido la
eleccién de ng, se necesita ver que |(f™°)'(z)| > 1 para todo = € Q.

Escojamos = € () y se realiza el siguiente proceso de eleccién que depende de z, para
terminar después de un ntmero finito de pasos.

Elegimos 14 tal que x € U,,.

Sea la coleccién {vy, vs, ...}

Sea =321, 1.

Tomemos v;, tal que f7(x) € Uy, 41.

Sin+vj41 > kv, entonces se detiene el proceso, de otra forma, se sigue eligiendo v .

Si el proceso de seleccion se detiene después de j pasos, entonces kv < 25:1 Ny, <
kv +v.

Escribimos ng = n,, + n,, + ....n,; + iz, donde 0 < i, < v.

Ya que cada n,, < v;, se sabe que 7 > k.

Usando la regla de la cadena, se puede estimar

((f™) (@) = [(f(f™ (fr fr0))) ()]
> mie AuiAu; e Ay por las propiedades de la subcubierta {Ui}
> mIA A, A m<1l y i,<v
> ml’)\g por la eleccién de g
> m”)\lg m<1l y i,<v
> 1 por la eleccion de k&
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Entonces, |(f™)'(x)| > 1 para todo = € Q.
(3) = (2) Sing = 1 en (3) , no hay nada que probar, asi que, supongamos que
ng > 1.

Sea

A=min{|(f*) ()} vy m=min{|f(z)[}

entonces, A > 1y m > 0. Ya que se esta suponiendo que ng > 1, se tiene que m < 1.
Se elige k tal que m™ 1\ > 1. Sea N = ngk + (ng|1). Si n > N, se escribe n =
no(k +v) + i, donde v > 0y 0 < i < ng|l. Entonces, para algin = € ) se tiene

(Y @) = |(EIY (@) ()]

> Atmi
> A Apmto-t vaque m<1l y 1<nyg—1
> N\ por la eleccion de k&

> 1 yaque A>1

(2) = (1) Si N =1 en (2), no hay nada que probar.

Supongamos que N > 1. Sea

my = min{|(fY)(@)[} y m=min{|f(2)[}

de aqui que m; > 1. Ya que se esta suponiendo que N > 1, se tiene m < 1.

Sea

1 N-1
ety o= (1)

asi que A > [ y ¢ > 0. Para cualquier n > 0 se escribe n = kN + ¢, donde £ > 0 y
0<i<N-—-1.

Entonces para cualquier x € €2 se tiene
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(™) ()]

(Y @I ()]

> m]fm’
> NN por la elecciéon de A
> AN (T)’
- A
A N-1
> )\kN“(%) ya que %<1 y 1<N-1

cA"  por la eleccion de  c.

(1) = (4) Se elige n suficientemente grande tal que cA\" > 1. Entonces se tiene
|(f™) (x)| > cA\™ > 1. Ahora, sea n, = n para todo x € (). O

Proposicién 14. Sea h, : A — A sir > 4, entonces la longitud de cada intervalo I,;

1
€S MENOT que o

Prueba. Sea x € A, C A, ya que A es un conjunto hiperbdlico, por la Proposicion 13

existen ¢ > 0y A > 1 tales que

|(h¥)(x)| > cA\® para toda n > 1.

Luego, si * € A,, entonces (h¥)(x) > cA\". Ahora, sean a,b los extremos de un
intervalo de A,, es decir I, ; = [a,b] C A, aplicando el Teorema del Valor Medio a A" en
la, b], se tiene que existe p tal que

hi(a) = bt (b) = (B")'(p)(b—a) con p € [a,b] C A

asi
|1 (a) = R (D)) = [(") (P)II(b — @) = eA"|(b — a)]
ademds se sabe que |h"(a) — h(b)| < 1, por tanto
cA|(b—a)| <1

asf que |(b—a)| < = O



Apéndice B
Variedades diferenciales

Existen diversas formas de introducir la nocién de variedad diferenciable, muchas
de las cuales parten de la idea de espacio topoldgico o variedad topoldgica. Nosotros
preferimos introducir las estructuras diferenciables sobre un conjunto sin ninguna otra

estructura adicional, tal y como se hace en los textos de Do Carmo y otros.

Definicién 20. Una wvariedad topologica n-dimensional M es un espacio topoldgico
Hausdorff, (Si cualquier par de puntos distintos admiten entornos disjuntos), sequndo
contable(con una base numerable de abiertos), localmente euclidiano (para todo p € M
existe un U abierto dep en M y ¢ : U — R"™ tal que p : U — @(U) es un homeomor-
fismo).

Definicién 21. Una carta o un sistema de coordenadas n- dimensional M es una par
(U, ) donde U C M es un conjunto abierto y ¢ : U — R™ es un homeomorfismo de
U sobre el subconjunto abierto p(U) C R™.

Ejemplo 15. 1. M =R™y ¢ : R™ — R™ dada por ¢ = Id, es claro que (R™, ¢) es
una carta m-dimensional en R™. En este caso, las coordenadas son las usuales de
R™.

2. Sea C el cuerpo de los nimeros complejos, z = x + iy , donde z,y € R. Podemos
identificar C con R?, mediante la biyeccion z = x + iy +— (x,y). Sea C" =
C x ... x C, el producto cartesiano de n copias de C. Sea ¢ : C* — R?" dada
por o(x1 + Y1, ooy Ty + 1Yn) = (T1,Y1, -, Tn, Yn ), entonces (C™, ) es una carta 2n-

dimensional en C".
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3. Sea S' = {(z,y) € R? : 2% + y* = 1}, S' C R? el circulo unitario.

Consideremos los siguientes subconjuntos de S*:

Ui
Us
Us
Uy

Figura 33.

y definamos las siguientes funciones:

¥1
©3

P2 -
®q -

ZU1
ZU3

Us
Uy

yesSt:i—1<a<1,y>0}
yest:i—1<z<1,y<0}
yeSt i —1<y<1l,z>0}
yest: —1<y<1l,2<0}

—><_171) CR; 901(%73»::6

7 R? ()03<x7y) =Y
— R, @o(z,y) ==

= R, @u(z,y) =y

Es decir la cartas son; (¢1,U1), (3, Us), (02, U2) ¥ (4, Us).

Definiciéon 22. Un conjunto de cartas A = {(Uy, pa)

tales que si

JUe=Mm

acl

ca € I} se denomina un atlas
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Ejemplo 16. 1. A= {(R™, Id)} es un atlas m-dimensional de clase C*° en R™.
2. A={(C" )} es un altas 2n-dimensional de clase C*> en C".

3. En el circulo unitario S'; A = {(¢1,U1), (p3,Us), (02, Us), (¢4, Us)} es un atlas 1-

dimensional de clase C* en R tales que
U, UU, Ul U Uy =S!

Definicién 23. Una estructura diferenciable de C* (1 < k < 00) sobre una variedad

topologica M de dimension n es una coleccion

A={(Uqs, pa) : a € I}

de sistema de coordenadas verificando las tres condiciones siguientes:

1 UperUa =M (A es un atlas de M)

2. Para todo a, B € I x I, SIU,NUg # 0, la aplicacion pgo o5 : o (U, NUg) —
(U, NUg) es diferenciable de C* (A atlas diferenciable)

3. La coleccion A es mazimal con respecto a la condicion 2 es decir si (U, @) es un

1

sistema de coordenadas tal que @ o o, p,0¢@~t son de clase C* para todo a € 1,

entonces (U, p) € A.

Ejemplo 17. S! tiene estructura diferenciable de C°° de dimensién 1 es una coleccién

A ={(1,U1), (p3,U3), (g2, Us), (¢4, Us) } de cartas que verifica las tres condiciones.
1. yuU,uUsUU, =St

2.U,NUs = {(z,y) € S': 0 <2 <1, y > 0} # 0 la aplicacién 3 0 7" :
©1(U; N Us) — @3(U; N Us) dada por @3 0 ¢y (x) = /1 — 22 es diferenciable.
UsnNUs = {(z,y) € S : 0 <2 <1, y < 0} # 0 la aplicacion o3 0 ;" :
©0o(Uy N Us) — p3(Uy N Us) dada por s 0 ;' (x) = —y/1 — 22 es diferenciable.

Anélogamente para ¢, 0 @7y @40 @5 " son diferenciables .

Ejemplo 18. Si (M, A) es variedad diferenciable de dimensién n, todo abierto U C M
es de nuevo una variedad diferenciable de dimensién n (Variedad Inducida) cuyo atlas

viene dada por
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Ay ={(Ua NU, polv.nv) :  para todo (Ua,pa) € A}

Ejemplo 19. T, = S! x D es una variedad diferenciable de dimensién 3. En efecto St es
una variedad de dimension 1.

D es una variedad, pues el interior del disco es una variedad de dimensién 1 (ya
que todo abierto es de nuevo una variedad), y su frontera del disco es una variedad de
dimension 1. Por tanto el disco es una variedad de dimensién 2. Asi el producto cartesiano
de S' v D es una variedad de dimensién tres. Por tanto el toro sélido es una variedad de

dimension tres.

Aplicaciones Diferenciables
Definiciéon 24. Sean M y N variedades diferenciables de C*, se dice que una aplicacion
[ My — M, se dice que es diferenciable de C'*° si para todo x € My existe una carta
(U1, 1) al rededor de x y una carta (Us, p2) al rededor de f(x) con f(Uy) C Us y tal que

p20 for'  o(Ur) C R — R

es diferenciable
Definicién 25. Dos variedades diferenciables My y My se dice que son difeomorfas si
existe una aplicacion diferenciable f . My — My que admite inversa f_1Ms — M,

diferenciable. A una tal f se le denomina difeomorfismo.
Subvariedades

Definicién 26. El conjunto de todo los vectores tangentes en p € M lo denotaremos
por T,M es decir T,M = {v: C>®(M,p) — R}

Definicién 27. A la aplicacion lineal f. : T,M — Ty, N inducida por la aplicacion
diferenciable f : M — N entre los espacios tangentes en puntos correspondientes, le
llamaremos aplicacion diferenciable de f o aplicacion inducida por f.

Definicién 28. Se dice que una aplicacion diferenciable f : M — N es una inmersion

de M en N si el rangof = dimM en todo punto es decir si

fs : TyM — Tty Nesinyectivaparatodop € M
Definicién 29. el par (M, f) o f(M) es llamado subvariedad inmersa de N si f :

M — N es inyectiva inmersion.
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Definicién 30. M C N es subvariedad inmersa (subvariedad) si la inclusion j : M —
N es una inmersion inyectiva.

Definicién 31. f: M — N es una incrustacion si
s f: M — N es inmersion inyectiva

» [: M — f(M) C N es un homeomorfismo f(M) con la topologia inducida de
N.

Ejemplo 20. F* = Flap, : 0Ty — F(91%) es una incrustacion, pues
w F* = Flor, : 0Ty — F(01s) es inmersién inyectiva

» F* = Flop, : 0Ty — Int(Ty) C F(0T,) es un homeomorfismo con la topologia
inducida de Int(T3). Véase los detalles de esto en el Teorema 6 del Capitulo 4.
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Conclusiones y Recomendaciones

De los resultados obtenidos a través de la teoria de sistemas dinamicos discretos,
una de las conclusiones principales es el hecho de que el Solenoide de Smale tiene un
comportamiento dindmico complejo, tanto asi que presenta un atractor extrano. La ca-
racteristica principal de un sistema complejo o cadtico como el del Solenoide es que no
podemos predecir su comportamiento a largo plazo, esto debido a que el atractor sole-
noide tiene puntos periddicos densos, es transitiva y tiene dependencia sensitiva a las
condiciones iniciales.

En esta tesis se probd que el atractor Solenoide tiene puntos periédicos densos y es
transitiva, el hecho de que tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales es con-
secuencia de las dos primeras propiedades. En efecto, en 1992 Banks, Brooks, Cairns,
probaron que la hip6tesis de dependencia sensitiva a las condiciones iniciales, no es real-
mente necesaria para un comportamiento caético ya que esta es consecuencia de las otras
dos condiciones, es decir, basta con que la funcién sea topoldgicamente transitiva y sus
puntos peridédicos sean densos, para asegurar que la funcion sea cadtica.

Uno de los resultados que ha sido estudiado con detalle son las propiedades topologi-
cas del Solenoide, en particular se hace un corte al Solenoide con un plano transversal, la
interseccion de éste con el plano determina un conjunto de Cantor; para lograr este re-
sultado hemos construido un homeomorfismo con el espacio simbdlico o también llamado
el espacio de sucesiones de ceros y unos.

Para las contribuciones a trabajos a futuros, aprovechando los desarrollado en esta
tesis es estudiar las propiedades métricas del solenoide, como por ejemplo probar que el
Solenoide admite una medida Sinai-Ruelle-Bowen, cuya basia sea el mismo atractor.

También es interesante la pregunta. El solenoide no puede ser la imagen continua de
ningin subcontinuo del plano?. Como consecuencia de este resultado, se tiene que ningtin

solenoide se puede encajar en el plano.
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