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Resumen

N el presente trabajo se estudia la solubilidad de ecuaciones de la forma 2" = g en
los grupos de automorfismos ordenados de grupos totalmente ordenados arquime-
dianamente completos de rango 2. Se determina exactamente qué automorfismos del

unico grupo abeliano de tal tipo tienen raices cuadradas.
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Introduccion

AS propiedades algebraicas del grupo de automorfismos Aut(£2) de una estructura
L relacional €2 ha sido un tépico, de interés desde el siglo XIX. En el caso cuando
2 es una estructura ordenada, la pregunta de divisibilidad de Aut(€2) es de particular
interés, ésta es : ; Para cuales n € Ny g € Aut(Q2) es la ecuacién 2" = g soluble?. Por
ejemplo, Holland [5] demostré que si €2 es un conjunto totalmente ordenado y Aut(£2)
es de orden 2-transitivo entonces Aut(£2) es divisible, y de esto concluyé que cualquier
grupo reticularmente ordenado puede ser encajado en un grupo divisible reticularmente
ordenado. Por mas de 50 anos atrds, la pregunta (recientemente contestada en nega-
tiva por Bludov [3] y en un contexto restringido por Ramiro Lafuente Rodriguez) de
si cualquier grupo totalmente ordenado puede ser encajado en un grupo divisible to-
talmente ordenado, se dirigié la interesante investigacion de divisibilidad del grupo de
automorfismos Aut({2) cuando 2 es un grupo totalmente ordenado. Por ejemplo, Con-
rad (2] di6 un ejemplo de un grupo abeliano totalmente ordenado el cual tiene rango
arquimediano infinito y es arquimedianamente completo (ver definicién en el capitulo 2)
cuyo grupo de automorfismos es no divisible. Y Holland [4] entonces noté que si €2 es el
grupo totalmente ordenado ROR (también arquimedianamente completo de rango 2),
entonces Aut(€2) tiene un elemento sin raiz cuadrada, y por tanto este no es divisible.

N este trabajo (capitulo 2) se determina exactamente cuales elementos de Aut(]R@R)
E tienen raices cuadradas (Teorema 2.2.5.) e ilustramos la complejidad de la pregun-

ta general.



Definiciones generales

Se establecen primero algunas definiciones basicas que el lector puede también en-

contrarlas en Darnel [6].

1. Grupos totalmente ordenados

DEFINICION 1.1.1. Sea S un conjunto. Un orden parcial < sobre S es una
relacién que satisface lo siguiente :

Reflexividad: a < a para todo a en S.

Antisimetria: a < by b < a implica a = b

Transitividad : a < by b < ¢ implica a < ¢
Ejemplos:

Z y R son conjuntos parcialmente ordenados con el orden natural.

Dado un conjunto A, se considera el conjunto P(A) que consiste de todos los sub-
conjuntos de A. Entonces P(A) es un conjunto parcialmente ordenado con la inclusién

de conjuntos.
Considérese el conjunto
C(R)={f:R—=R| f es continua }

Se define f < gsiysélosi f(x) < g(z) para todo x en R. Entonces C(R) es un conjunto

parcialmente ordenado.

Un conjunto totalmente ordenado es un conjunto parcialmente ordenado que

ademas satisface la siguiente condicion.
Para cualesquiera elementos a y b en el conjunto, a < b 6 b < a.

Notemos que Z y R son conjuntos totalmente ordenados pero P(A) y C(R) no son

conjuntos totalmente ordenados.

Es interesante también construir nuevos ordenes de los ya conocidos. Supongamos

que S y T son conjuntos totalmente ordenados y consideremos el producto cartesiano

S xT.
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Definamos la siguiente relacién sobre S x T
(a,b) < (c,d)siysélosib<dé(b=dya<c)
Entonces S x T' con ésta relacién es un conjunto totalmente ordenado .

NOTA. El dltimo orden definido es conocido como el orden antilexicografico.

DEFINICION 1.1.2.

Recordemos que un grupo es un conjunto en el cual se define una operacion tal que
cumple con las propiedades de asociatividad, existencia del elemento identidad y exis-
tencia de elementos inversos. Si los elementos del grupo conmutan se dice que el grupo

es conmutativo (o abeliano).
Ejemplos :
Z y R bajo adisién son grupos.

C(R) con la adisién puntual es un grupo conmutativo. Notar que en este grupo el

elemento identidad es la funcién constante 0.

DEFINICION 1.1.3.
Nuestro objetivo es “combinar” e “interrelacionar” los conceptos de grupo y orden en

una manera compatible.

Supongamos que (G, *) es un grupo y (G, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

Bueno, necesitamos la siguiente condicion natural.
Si a < b, entonces para todo ¢ en G,
axc<bxcycxa<cxb.

Un grupo parcialmente ordenado es un terna (G, x, <) tal que (G, *) es un grupo

y (G, <) es un conjunto parcialmente ordenado y se mantiene la condicién previa.

Més atn, si (G, <) es un conjunto totalmente ordenado, decimos que (G,*, <) es

un grupo totalmente ordenado.
Ejemplos:
Z v R son grupos totalmente ordenados, ambos conmutativos.

C(R) es un grupo parcialmente ordenado conmutativo.

2.  Conjuntos convexos

DEFINICION 1.2.1.
Un subconjunto S de un grupo parcialmente ordenado G es convexo si siempre que

s,testénen Sy s < g<ten G, entonces g estd en S.
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3. Homomorfismos

DEFINICION 1.3.1.
Sean (G, x) y (H, ¢) dos grupos, entonces una funcién f : G — H es un homomorfismo
de grupo si f(a*b) = f(a) o f(b) para todo a,b € G

DEFINICION 1.3.2.
Sean G y H grupos totalmente ordenados y f : G — H una funcién, entonces f

preserva orden si siempre que g; < go en G, implica f(g1) < f(g2) en H.

Un o — automor fismo (o sélo automor fismo) de un grupo totalmente ordenado G
es un automorfismo de grupo de G el cual preserva el orden, y el grupo de todos los
automorfismos es Aut(G). Es obvio que todos los automorfismos interiores preservan

orden.




Grupos abelianos de rango arquimediano 2

1. Definicién de rango arquimediano

Es interesante recordar la propiedad arquimediana de R:
Dados 0 < a,b € R con a < b ,entonces dn € N tal que b < na
En este capitulo generalizamos este concepto lo cual mostrara la definiciéon de Rango

Arquimediano.

DEFINICION 2.1.1.
Sea GG un grupo totalmente ordenado. Dos elementos e < a,b € GG son arquimediana-

mente equivalentes , denotado a ~ b, si para algin n € N,

a<b?

b<a®

Proposicion 2.1.2.

La relacion ~ es una relacion de equivalencia

Prueba. (Sélo probaremos la transitividad)
Transitividad: Sean e < a,b,c € G tal que:
a ~ b = por definicion existe n; € Nya <" y b < a™
Yy
b ~ ¢ = por definicién existe no€ N, b < ¢ y ¢ < b"2.
De las desigualdades a < 0" y b < ™ podemos obtener

a < b pht < M2

luego por transitividad se obtiene a < ¢™™ del mismo modo se puede obtener ¢ < a™'"2.
Asi, existe nino € N tal que a < ¢™"™ y ¢ < a™™ por lo tanto por definicién se tiene

que a ~ c.

Propocicién 2.1.3.

Las clases arquimedianamente equivalentes son convexas.
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Prueba. Sean s y t € (a ~)y s < g <ten (G, entonces como sy t pertenecen a la
misma clase de equivalencia se tiene s ~ t, entonces por definicién existe n€ N ,s < ¢”
yt<s®

Asi por un lado s < g <t y t < s”, entonces por transitividad se tiene g < s™ x

Por otro lado s < g < s" y s < g entonces s < g < s" y s < ¢g" , entonces por
transitividad s < g™ *x

En resumen lo que se obtuvo es un n € N tal que g < s" vy s < ¢", luego por
definicién s ~ g por lo tanto g € (a ~) y por definicién (a ~) es convexo.

Hay un orden total natural inducido sobre el conjunto de clases de equivalencias:

(a~)<(b~)siysdlosia~da yb~ 1 implicaa <V

DEFINICION 2.1.4.
El rango arquimediano de un grupo totalmente ordenado es sélo el tipo de orden de
su conjunto ordenado de clases arquimedianamente equivalentes.
Ejemplos:
1. El conjunto R de los ntimeros reales tiene rango arquimediano 1, pues:

Sea 0 <z € R, entonces

(x~)={0<aeR/a~z}
={0<a€eR/AneNa<nzyzxz<na}
={0<a€eR}
=Rt
Asi la tnica clase que existe es RT, luego R tiene rango arquimediano 1.
2. La suma directa R ® R ordenada antilexicograficamente tiene rango arquimedi-
ano 2, pues:
Sea (0,0) < (z,y) € R @ R, entonces por definicién del orden antilexicografico se tiene
dos casos:
Ly>0,(zeR)6Il.y=0yx>0

Entonces se tiene dos tipos de conjuntos de elementos positivos, estos son:

R x RY,R* x {0}
Consideremos los elementos (0,0) < (5,0) € R* x {0}, y (0,0) < (1,2) € RxRty

observemos que para todo n € N se tiene que :

(5,0) y n(1,2) = (5,0) y (nl,n2) = (5,0) < n(1,2)
(1,2) y n(5,0) = (1,2) y (n5,0) = (1,2) > n(5,0)
De lo anterior se concluye que (5,0) no pertenece a la clase del (1,2) y biceversa, esto
muestra que hay dos clases diferentes y resulta que son las tunicas clases, asi R DR
tiene rango arquimediano 2.
A continuacién construiremos un grupo totalmente ordenado que no es conmutativo.

Consideremos el siguiente conjunto:
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T:{(; j>|a,s,t€Rys,t>0}

> T" es grupo con la multiplicaciéon de matrices.
Definamos el siguiente orden en 71"

s a u b i o
< si y solo si
(0 t> (0 U)

s <u

6
(s=uyt<w)
6

(s=u,t=vya<hb).

Este orden resulta ser un orden total.
Antisimetria;
Sean

s a u b u b Spe 101
< y =
0 ¢ 0 v 0 v 0 ¢
s a u b
P.D.( ):( ),estoes:s:u,t:vya:b
0 t 0 v

Demostracion.

. . S u b
Como por hipétesis se tiene — < 0 este genera tres casos por
v

u b s a
definicion, pero también se tiene por hipotesis que ( 0 ) < ( 0 ) el cual
v

genera otros tres casos por definicién, estos 1ltimos tres casos se pueden combinar con

los tres primeros de la siguiente manera:

u<s=s<s,tmposible
Ls<ul{ u=sv<t=s<s,imposible

u=s,v=tb<a= s<s,imposible

u<s=s<s,imposible
Mis=uyt<wv){ u=s,v<t=t<t imposible
u=sv==t>b<a=1t<t imposible

u<s=s<s,imposible
l.(s=u,t=vya<b){ u=sv<t=1t<t imposible
u=sv=tb<a=a=0/
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w(he)-(00)

> Con este orden 7" es un conjunto totalmente ordenado.

También se satisface la siguiente condicion.

Si > < w b , entonces para todo b eT
0 ¢t 0 v 0 ¢
s a p c < u b p c v
0 t 0 ¢q 0 v 0 ¢q
p sa)_[Ppc Ty,
0 ¢q 0t ) \0 gq 0 v

> El orden es compatible con la operacion
Asi T es un conjunto totalmente ordenado que no es conmutativo, ya que

(o) (o D)(3s)

Por dltimo, T tiene rango arquimediano 3

san (0 0)< (023 ) (2 )

Se tiene que para todo n € N.

(i) <(es) ) 6)
()G G- Ga)
“()<() e G)-068)

10
Obs. < ) s y sélo si
0 1 0 t

1<s
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(I=syl<t)
6
(l=s,1=t)y0<a

DEFINICION 2.1.5.
Si H es un grupo totalmente ordenado y G es un subgrupo de H, entonces H es una
extension arquimediana de G si para cualquier e < h € H, existe un g € GG tal que
g ~ h. Un grupo totalmente ordenado es arquimedianamente completo si este no
tiene extensiones arquimedianas propias.
Ejemplos.

R es el tnico grupo ordenado arquimediano completo de rango 1, y R D Res el
unico grupo ordenado arquimediano completo abeliano de rango 2.

Un grupo ordenado G de rango finito n tiene sélo n subgrupos convexos no triviales,

y ellos forman una torre bajo inclusién:

fMlC C1 C G C ... C (Bl
Cada C; es normal (en G) y C;/C;_1 = D; es un grupo ordenado de rango 1 llamado

un componente de G. Desde que D; tiene rango arquimediano 1, por el teorema de
Hoélder [7] cada D; es un subgrupo ordenado del grupo ordenado aditivo de nimeros

reales R.

2. Caracterizacién

En lo que sigue, se denotaremos el valor de una funcion ¢ en un elemento x de su
dominio como (x)d. Notar también que los homomorfismos de R a R forman un anillo
conteniendo, para todo r € R, la funcién 7, :  — xr. Notacionalmente, identificaremos
T, =T.

Los siguientes hechos seran usados en lo posterior.

Lema 2.2.1.
St 6 : R — R es un homomorfismo de grupo aditivo, entonces para r € Q se cumple

que:
(rx)d =r(x)d, donde x € R

Prueba. 1)Sin > 0,
(nx)d = n(x)d, por induccién
i1)Si n = 0,
(0z)0 = (0)




2. CARACTERIZACION 10

Antes de tratar el caso n < 0, notemos lo siguiente:
0= (0)
= (nx + (—nz))o
= (nz)d + (—nx)d
por lo tanto
—(nz)d = (—nx)o
iii)Si n < 0, entonces —n > 0
—(nz)0 = (—nz)d  por lo anteriér
= —n(z)d  pori)

por lo tanto (nx)d = n(x)d, paran < 0

Si r € QQ, entonces se tiene:

= r(x)J, como se queria

Lema 2.2.2.
Si r € Q, entonces r (=7,) conmuta con todos los automorfismos 0. Esto es, 1,0 = I,

o en nuestra notacion, rd = or.

Prueba. En efecto, sea = € R, entonces

()76 = ((2)7)0
= Lo

r(z)
= (x)or
= ((z)0)7,
= ()07,

Lema 2.2.3.
Sea § un automorfismo de R que preserva el orden. Entoces existe un niumero real a tal

que, (z)6 = xa para todo x € R.
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Prueba. Como por hipotesis d preserva el orden se tiene que:

0 < (1)d.
Luego por el Lema 2.2.2. sir € Q

(r)o =r(1)0
=ra, con a > (

Probemos ahora para los irracionales esto es:
Si i € Q°, entonces (1)) =i(1)d = ia

Supongamos que (i)d # ia, entonces se debe tener que (i)d < ia 6 ia < (i)0.
Si (i)d < ia, entonces existe r € Q tal que (7)) < ra < ia de ra < ia se tiene r < i,
pero (i)d < ra, lo cual contradice el hecho, que d preserva el orden.

El otro caso se argumenta del mismo modo.

Definicién 2.2.4.
Sea G un grupo. Entonces se dice que G en un grupo divisible si, para cualquier
y € G y cualquier n € N existe un x € G tal que 2" =y

Ahora investigaremos las propiedades de divisibilidad de los grupos de automorfis-
mos de grupos arquimedianos completos totalmente ordenados de rango arquimediano
menor.

Comenzando con rango 1, el tnico tal grupo es el grupo totalmente ordenado R de
todos los nimeros reales, y los automorfismos son multiplicaciéon por ntimeros reales
positivos. Asi para cualquier n € N y para todo = € R se tiene ()0 = n%($)5 = n(x)n,
entonces por definicion Aut(R) es divisible.

Seguido, consideramos grupos de rango 2. Sélo el grupo abeliano arquimediano com-
pleto totalmente ordenado de rango 2 es R®R. Y acordando con Conrad [6], Aut(RDR)

consiste del grupo de todas las matrices de la forma

T1 0
o =
voT2
con 0 < ry,r3 € Ry~ :R — R un homomorfismo de grupo aditivo (y entonces una

funcién racional lineal), donde para cada (z,y) € ROR,

(]

(z,y)a = (2,y) ( ., :)2 ) = (zr1 4 (y)7, yra)

La composicion de dos automorfismos en ésta representacion es solo la multiplicacion

de matrices, pues

0 0
Sean o = " y 3= S% , entonces
Y2 Yo S2

(z,y)af = ((z,y)a)s
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= (@r1 + (y)7,yr2) B

= ((zr1 + (Y)7)s1 + (yr2)y', yrass)
= (zris1 + (Y)ys1 + (yr2)y , yrass)
_( ,

xrysy + (y)(ys1 + 127y ), yrass)

1851 0
= (z,9) :
YS1+ Ty  TaSo

:<x’y)<7’1 0)(8% 0)
ToT2 T S2

Donde debemos recordar que la multiplicacion de funciones racionales lineales no es
) ) — .
conmutativo. Deseamos determinar exactamente cuales automorfismos de R@ R tienen
raices cuadradas.

Con esta notacion, consideramos

5 4 A LD, 2 0
B ™S T™ S A 7wt + st §2 '
o
=
W T2

un automorfismo con una raiz cuadrada (8 como arriba. Entonces t2 = 7,52 = 19, v

Ahora sea

7wt + sm = 7. De esta manera, cuando intentamos construir una raiz cuadrada de «,

debemos elegir niimeros positivos t = /r1, s = /T2 y un automorfismo 7 tal que:

Tt + sm = 1. (1)
Esta ecuacién funcional quiere decir que para todo x € R,
()7t + (zs)m = (z)7. (2)

Sea 9
= Z a;2" € Q[2]
i=0

un polinomio con coeficientes racionales. Para cada j = 1,...,n, sea

n
= 5 apz"I
k=3

Teorema 2.2.5.

El elemento

> 0 —
a= , | € Aut(ROR)
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no tiene raiz cuadrada en Aut(R%D_%]R) sty solo si s y -t son ambos raices del mismo

polinomio irreducible

p(z) € Q[7]
y para todo ¢ € R,

n

> (s i (—t) # 0

j=1

Prueba. Supongamos primero que existe

8= ( o ) € Aut(RTR)

s,
tal que 32 = a. De la ecuacién (2), para cualquier ¢ € R debemos tener:
(Om = (o)m
(cs)m = (¢)y — ()7t
(cs)mt = (cs)y — ((c)y — ()t
(

= (cs)y — (c)yt + (c)mt?
y en general, para ¢ > 1,

(es)m = 5 (es Rt + @t Q
Usando el hecho de que 7 es un homomorfismo, si p(z) = 3 a;2'es un polinomio enQ|z],
entonces . L =

(ep(s))m = (c;) a;s)m = Z;]ai(csi)ﬂ

= ao(c)m + a1 (cs)m + as(cs®)m + ... + ap(cs™)w
= ap(c)m + ar((c)y — (e)7t) + az((cs)y — (es)7t) + az((cs?)y — (cs?)wt) + ...
= ap(c)m + ar((c)y — (e)t) + az((es)y — ((c)
cm)(ag — art + ast? — azt® + ... + an(—t)")
+((e)V) (a1 — ast + azt? — ... + an(—1)"1))

(

(e)7)(
+((es)y)(ag — ast + a4t2 o an(=)") + L+ ((es" ) an
= (

(c)m)p(—t) + JZZII( cs?™ 1)7pj(—t)~

asi se tiene

(ep(s))m = ((e)m)p(—t) + Zl (s’ H)ypi(—t) (4)
]:
Si s y —t son ambos raices de p(z), entonces debemos tener

n

> (es’ pi(—t) = 0.
j=1
Notar el siguiente hecho, para luego usarlo

Lema 2.2.6.
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Para 7 =0,....n —1,

pi(2) = a; + 2pji (2)
Prueba.
pi(z) = zi: apzk=I
=a; + Z apz"

k=j+1

— . k—j—1
=a;+z Z agz
k=j+1

= CLj + ijJrl(z)

Ahora trataremos con la asercién reciproca del teorema, tenemos cuatro casos:

Caso 1: Supongamos primero que t es algebraico, es decir —t es una raiz de p(z)
para algin polinomio irreducible, pero que s no sea raiz de p(z). Para mostrar que «
tiene una raiz cuadrada en este caso, vemos de la ecuacién (4) que debe existir algin 7
tal que:

s)m =) e’ mi(=
j=1

para cualquier c¢. De hecho, podemos definir 7 por ésta ecuacion como

@1 =3 (o py ().

F—2n(s

Asi definido 7 es un homomorfismo, ya que:

s
+
s
3
I
M:

(2571 yp;(—t).

<.
Il
—_

I
M=

(G550 + (2 57~y (1)

.
Il
—

I
NgE

(&7 (=) + i(p(s s )p;i(—t)

= @+ (y)n _

Maés atin vemos que la ecuacion (2) es satisfecha, procedemos como sigue aquiiii:

<.
Il
-

(ws)m = 3 G55 mi(—)

1

= > (s (=)

J
n
J=1
n

Z (&5 ((=1) - ja(—=t) + a;) (por Lema 2.2.6.)

J:
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=2 G (=) - pi(—t) + a;-1)

= (3 (5w (D) (1) — () e (1) - (1)

+3 G

= @n(=0) ~ (1S a0+ (Erams
— (@n(=0) ~ (13 () + z (515

— @r(=0) = Gl + 32 au(—0)* — ao) + z (a0, 45 )
— (@n(=0) = (33 anl=t)* - ) + 2 (0,15

— (@)m(=8) = (2 )y(p(=t) = @)+ 5 (Ea;157)y

como se requeria.
Caso 2: Ahora, supongamos que s es una raiz de un polinomio irreducible p(z) pero

no —t, entonces debemos tener:

n

0= (()m)p(=t) + Y _ (es’ " )ap;(—1).

j=1
Con esto en mente, podemos definir

n

(O = (3 (e D,

pu p(=1)

Nuevamente 7 asi definido es un homomorfismo, ya que:

(w+y)m=—(L (@ +y)s” D)2
]:
= (2 (ws/ T ysi )y Y
J=1
= =(X (e BEF + (=2 w9 IM%)
Jj=1 j=1

I
&
3
_l’_
S
3
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También podemos probar que ecuacién sm + 7t = 7y es satisfecha como sigue:

(s D

/\
&
=
3
I
R
NgE

<.
Il
_

I

|
—~
NE
—
8
V2)
.
N~—
)
S—
= |3
Sl

— (ap()) g+ @0) vy

)y) L COCIT) - (1601 Lema 2.2.6.)

)ta;—1)

n+1

(3 (asi )

Jj=2
n+1

(j; (ﬂlj—lsj*lh),ﬁ

(; (:Ea]sj) )p L D)

A

(wao)yss —(3 (was))7) s +

Jj=1

( ;0 (xajsj)/y) p(it) +<xa0>7p(£t)

+O+(ma0)71ﬁ

j=1
= (3 (a0
- —@: (s )y) 0D )
= (3 (o0
= (3 (s
= (35 (a5 20
= ~(3 (a0 -
+(wao)y ﬁ
- ‘é (s R
= ~(3 (s M~
= (3 (a5 20

<
Il
-

I
|
~
8
~—
2
—
(]
Q
<
~—
~
N~—
<
N~—
=
||~
=

I
|
—
S
S—
2
e
=
Q
<
S
~
N—
<
L
S~—
=~
|‘L
\k:*/\./

<
Il
—

I

<
||
N

—(

(w5 )) 2+ )y

)7 B 1 ()

(—t)(—t
EOCO 45y

1=
=
@,
|

<.
Il
)

,\
NE
N
LR
—
2

<.
I

/L [N}
s

<
[|
N

(xsj_l)W)p—j;??g;t)+(w)7

= —(a)y 2= (3 ()R )y

= (% (s R )y
— (3 (w57 1)) B (—t) +(x)y

<.
Il
—
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= (e)m(=t) + (x)y
= —(o)m(t) + (x)y

como se queria.

Restan dos casos : cuando ambos s y —t son trascendentales, o ambos son raices
del mismo polinomio irreducible p(z) € Q [z] pero >_ (¢s’~1)yp;(—t) = 0 para todo c.
=1

Para cada caso, procedemos como sigue. Elegimos una base D para R como un espacio
vectorial sobre un subcampo Q(s). Entonces para cada d € D definimos 7 sobre el
espacio unidimensional dQ(s) de tal manera que la ecuacién (2) es satisfecha sobre ese
espacio. Entonces el siguiente lema muestra que la extensién de 7w para todo R atun

satisface la ecuacién (2). De ésta manera, tenemos una raiz cuadrada.

Lema 2.2.7

Si (us)m = (u)y — (u)wt y (vs)m = (v)y — (v)wt para algunos nimeros u,v entonces
para toda combinacion lineal con coeficientes racionales a,b también ((au + bv)s)m =
(au + bv)y — (au + bv)mrt.

Prueba.
((au + bv)s)m = (aus + bvs)w
aus)m + (bvs)m
= a(us)m + b(vs)w
= a((u)y = (w)mt) + b((v)y — (v)7t)
= a(u)y — a(uw)mt + b(v)y — b(v)wt
= (aw)y — (auw)mt + (bv)y — (bv)wt
= (au)y + (bv)y — (au)wt — (bv)nt
= (au + bv)y — (au + bv)wt
O]
Lema 2.2.8 . .
Sean p(x) = Zaj:rj y q(z) = ijxj dos polinomios sobre Q. Entonces, usando la

=0 =0
notacidon previa, paraj = 1,...,n,(p+ q); = pi + G-

Prueba. Notemos primero que para j = 1,...,n el j- ésimo coeficiente de p(x) + q(x)

es a; + b;. Por lo tanto
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n

(p+q); (x) = (a;+b;)a’™

j=i

n n
— eJ—t P
= E a;x’ " + E bjx
j=i j=i

= pi(z) + ¢i()
= (pi + @) (v)

O

Caso 3: Supongamos ahora que ambos s y —t son trascendentales. Eligiendo cualquier
base D para R sobre Q(s), y sea d € D. Observando de la ecuacién (4) para que sea
exitoso debemos tener:

(dq(s))m = ((d)m)q(—t) + Z(dsj‘l)’yqj(—t),

vemos que

)7 = (@p(s))m ~ Z(dp—@sj-lmj(—t))#

= ((d)m)p( +stﬂij Z <—t>>q%-

Podemos usar ésta tltima ecuacién para deﬁmr 7 sobre el subespacio unidimensional
dQ(s) para cada d € D, con (d)m arbitrario, y luego extendido de una manera natural
para todo R; de hecho, podemos bien tomar (d)r = 0 para cada d € D. Esto es, se
define

dp(s " - dp S 1

() (3 (s s - ) 1) g ()~
= q(=1)

Probemos que 7 esta bien definida:

.
—
(=
—~
Va)
~—

Supongamos que p(z) y ¢(z) son relativamente primos en Q|z] y

Entonces para algin w(z) € Q[z], u(z) = w(z)p(z) y v(z) = w(z)q(x). Debemos
mostrar que las expresiones obtenidas aplicando la definiciéon de 7 a dli p(s)w(s)

a(s) " “q(syw(s)

son iguales. De acuerdo a nuestra definicién de 7, tenemos que
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j=1 j=1

De ésta manera debemos mostrar que el lado derecho de las tultimas dos ecuaciones

son iguales, o equivalentemente A(¢,s) = B(t, s) donde

Blt,s) = | S ) (-0 - Y (B v(qw)j(—t)] .

Sean p(z) = Zaixi, q(z) = Zb,;xi y w(z) = ZchZ Para probar que A(t, s) =
i=0 i=0 =0
B(t, s), mostraremos que el coeficiente de (—1)¥* en A(t,s) es igual al coeficiente de

(—1)*t* en B(t,s) para k = 0,1,2,...,2n — 1. Usando el hecho de que

n

—1
p(s) —ag—ais — ... —a;_1 h=0
s s

pi(s) =
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y que 7 es un homomorfismo, notemos

_ — @ s c 5) — @ S
_dCo(pk+1(S) q(s)qk-H( )) +d 1(pk( ) q(S)qk( )) +
= dZCz‘(pk—H—i(S) - %q’fﬂ—i(s))] v
s | ps) - Z_: wE q(s) = Z_: bus"
= chZ Skflz_oz - q(s) Sk-:ll:oz v

gkt 1
=0
[ i ki k—i
d (s
~ | skt Ci p(s)_zahsh—(—S;' q( )—thsh
L =0 h=0 g h=0
k—i k—i
= h p(s) R\ i
o 3k+1 ZC’ p(s) = Zahs —p(s) + q_s) bns ) s] v
h=0 h=0
= 8k+1 ch a(s) g Z ans™} sty
h=0 h=0
k  k—i P S)
= h+ti
S (2 - m)
L =0 h=0

Siguiendo las mismas consideraciones y tomando en cuenta que el :—ésimo coefi-

% %

ciente de pw es Z apci—p v de qu es Z bici_n, notemos que el coeficiente de (—1)*s*

h=0
en B(t,s) es igual a

h=0

7

1=0

-
= |2

i d k i

Notemos que las expresiones

son iguales

d <& S
Sk+1z (2)55; hzbhcl h™ Zahcl h) ]
Z ]ﬂ Ciep, — QpGC; st
22 (q(s) brci—n h 2h> ] Y

p(s) ) i
= Cicn | —=brn —an | s'| .
_SkH i=0 h=0 ' (Q(S) v ]
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Asi A(t,s) = B(t, s) luego 7 ésta bién definida.

Para probar que 7 es un homomorfismo usaremos el Lema 2.2.8

(P ) L5 (@) 2l ()

j=1

- Z (L) 50y )
1

=3 (D)

— (a3 ) r+ (423 7

Debemos probar ahora que 7 satisface la ecuacion

(areleas i)

Consideremos primero el caso cuando g(z) = 1. Por el lema 2.2.7 es suficiente probar

cuando p(z) =

i+1
(ds™ )+ (ds)m -t = (ds' ")y - (a");(—t)

=1

- (Z(dsi‘l)v - <xi>]~<—t>> ¥

i+1 i
:Z(dsj‘l)v-(—t)"‘j“ + Z(dsj‘l)v-(—t)i_j> -t

=Dy (= (3o <—t>”> (=1

i+1 i
:Z(dsj—1>,y . (—t)i—j-H . Z(dsj_l)v . (_t)i—j+1>

=3 (@ () (') (Z(dsﬂ'-lw - <—t>i-f'+1)

j=1

=(ds')y.
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por lo tanto, por el lema 2.2.7, (dp(s)s)m = (dp(s))y — (dp(s))w - t.

n

Antes de considerar el caso general ¢(x) = Z b;z', notemos que de nuestra defini-

j=0
cion de 7 tenemos que
n+1
(dp(s)s)m = > _(ds1)y(p(w)z);(—t).
j=1

Entonces usando otra vez la definicion de 7 conseguimos

<d%s) :ﬁ —jz;(dsjl)’y(p(:c)x)j(—t) —:Zj (d]; 885“) vqj(—t)]
:ﬁ _(dp(s)s)w o ; <d§$))ssj‘1) vqj(—t)]
e [ 52 (28 o)
i (e 52 (753 ) - (%5)

Similarmente conseguimos

(ﬁg) rt = ﬁ G é (dqp(f)) sj—1> ’YQj(_t)> t
— ﬁ (dp(s)) mt — g (d(f(g) s]‘l) vq](—t)t)
= — | @)t +Z (Ho) vq](—t)(—t)>
_ @ (dp(s)) 7t +z (Cg’f)) ) + (g (—1) - w)
— L (twen et (25 2 a0 - )

Entonces
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s igual o
L [(dms)s)w - (D)) 250 - (L) vbn]
b+ (2 - o) — )

+ (2)5) a1 bg>]
— s nsprm o+ tapter- 1= (a2) 5,
(4wt T8 ) )

1 [ ets) o
e _(‘lq<s>>7 i ”]

_ (42
N (%(8))7'

Luego

b o (), (),
(d@8>”‘(dq<s>)7 (dq<s>> '

Y asi en este caso, « tiene una raiz cuadrada. Por la eleccién arbitraria de (d), la
raiz cuadrada no es tnica.

Case 4: Finalmente, suponemos que ambos s y —t son raices de algin polinomio
n

irreducible p(z) € Q[z] de grado n y que Y (cs’ 1)yp;(—t) = 0 para todo c.
j=1
Sea n el grado de p(z). Definimos 7 sobre el Q(s) -conjunto linealmente independi-

ente {d,ds,ds?, ..., ds" 1} como sigue:
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(1)m = arbitrario
(ds)m = (d)y + (d)m (1)
(ds*)m = (ds)y + (ds)m(—t)
= (ds)y + (d)y(—t) + (d)m(t)*

(ds"™M)m = 3 _(ds" ™ )y(=t) " + (d)m ()"

empezamos por probar que la ecuacién

(zs)m = (x)y + (@)m - (1) =
es satisfecha para todo z en {d, ds, ds?, ..., ds" '}. De acuerdo con nuestra definicién

, * es satisfecha para x = d,ds, ds?, ..., ds" 2, asi tenemos que probar que esto también
es verdad para = ds" 'i.e.,

(ds™)m = (ds™ 1)y + (ds" 1)« (=t) *x

n

Desde que 0 = p(s) = Z a;s',

il

! (dag)m + Z(dajsj)ﬂl

L j=1

n—1
—1
=— | (day) 7r—|—z ds’)m - aj]

L Jj=1

:;—nl (dag)m + Z (Z (ds?")y(—t)"1 + (d)ﬂ'(—t)j) : aj]
:a_ (dag)m + ZZ ds’ ya; (=)t + (d)m ; aj(—t)j>]

7j=1 =1 J=1
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_1[daoﬂ+2ids]”ya] -1

7j=1 =1
+ (d) (Z a;j(—t)’ — ag — an(—t)”>]
7=0
el J
:a_ (dag)m + Z Z (ds’Yya; (=)' + (d)7(0 — ag — an(—t)")]
n 7j=1 =1
1 J
:a_ (dag)m + Z Z ds’ ") ya,(— — (dag)m — (d)may, - (—t)"]
n 7j=1 =1
1 n—1 J
- J— z . n
s ZZ (ds”")ya;(— (d)may, - (—t) ]
Lj=1 i=1
1 J
@0y - S
n] il W—1

El lado derecho (LD) de *x es

LD =(ds" ")y + (ds" )7 - (—t)
(Z SSWET <d>w<—t>"1> (-1

Z "= + (d)a ()"

n—1
=) (ds" " y(=t)' + (d)m - ()"
i=0
De ésta manera , LI = LD si
1 nfl i n—1
(d)m - (—t)" — a—z (ds’ Yya; (=)=t = (ds" )y (=)' + (d)7 - (=)™
=1 i=1 i=0
1.e., Sl
n—1 n—1 J
U= anZ(dS” THy(—t) 4+ Z Z(dsj Yyaj(—t)"t =0
i=0 j=1 i=1

Veamos
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=1
n—1 n J
= (s yan(—t) + 30 S (ds ey (—)
=0 7j=1 =1
n—1
> (@™ yan (=t
1=0
n J

Pero

0=x (77p787 _t)

n

=> (s’ )p;(-t)

j=1

M C W
=33 (@ et

i=14=j

n

=30 (d e (-t

j=1 i=1

=U.

Entonces LI=LD y asi * es verdad para todo € Q(s). Ahora definimos un “nuevo”
m sobre R como sigue:
Denotemos al “anterior” 7 (definido sobre Q(s)) por 7. Tomemos una base {b,}

para R sobre Q(s). Y definamos (b)) = b, arbitrariamente. Sea x en R y supongamos
r = ZZE)\Z)A
)

donde x) € Q(s). Luego definimos

()7 =) (x)7by.
A
Por linealidad 7 satisface la ecuacion deseada

(@s)m = (z)y + ()7 - (=)
para todo z € R.
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Por lo tanto hay una raiz cuadrada para «, y en este caso no es unica.
OJ




Aplicaciones

1. Divisibilidad del Aut(RER)

Teorema 3.1.1
Aut(R@R) no es divisible.

Prueba. Podemos tomar, por ejemplo, el automorfismo

2 0
= ]
vo2

donde 7 es cualquier homomorfismo tal que (1)y =1y (v2)y =0. Asi s =2 y —t =
—1/2 son raices del mismo polinomio irreducible p(z) = 2 — 22 donde p(2) € Q[z] y se

cumple ademds que. 37 (v2)'™)9ps(—v2) = (V2 )ym(—v2) + (VD) Vipa( VD) =

Jj=1

(-Drp1(=v2) + (V2)ypa(—V/2) # 0.
2. Pregunta abierta

La complejidad de las condiciones anteriores indican que la respuesta para la sigu-
iente pregunta todavia abierta puede ser complicada:
Pregunta. ;Exactamente que condiciones sobre los parametros ry,ry,y de a determi-

nan si « tiene una raiz cibica, o una n—ésima raiz?

28
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