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Resumen

En el presente trabajo se estudia la solubilidad de ecuaciones de la forma xn = g en

los grupos de automorfismos ordenados de grupos totalmente ordenados arquime-

dianamente completos de rango 2. Se determina exactamente qué automorfismos del

único grupo abeliano de tal tipo tienen ráıces cuadradas.
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Introducción

Las propiedades algebraicas del grupo de automorfismos Aut(Ω) de una estructura

relacional Ω ha sido un tópico, de interés desde el siglo XIX. En el caso cuando

Ω es una estructura ordenada, la pregunta de divisibilidad de Aut(Ω) es de particular

interés, ésta es : ¿ Para cuales n ∈ N y g ∈ Aut(Ω) es la ecuación xn = g soluble?. Por

ejemplo, Holland [5] demostró que si Ω es un conjunto totalmente ordenado y Aut(Ω)

es de orden 2-transitivo entonces Aut(Ω) es divisible, y de esto concluyó que cualquier

grupo reticularmente ordenado puede ser encajado en un grupo divisible reticularmente

ordenado. Por más de 50 años atrás, la pregunta (recientemente contestada en nega-

tiva por Bludov [3] y en un contexto restringido por Ramiro Lafuente Rodŕıguez) de

si cualquier grupo totalmente ordenado puede ser encajado en un grupo divisible to-

talmente ordenado, se dirigió la interesante investigación de divisibilidad del grupo de

automorfismos Aut(Ω) cuando Ω es un grupo totalmente ordenado. Por ejemplo, Con-

rad [2] dió un ejemplo de un grupo abeliano totalmente ordenado el cual tiene rango

arquimediano infinito y es arquimedianamente completo (ver definición en el caṕıtulo 2)

cuyo grupo de automorfismos es no divisible. Y Holland [4] entonces notó que si Ω es el

grupo totalmente ordenado R←−⊕R (también arquimedianamente completo de rango 2),

entonces Aut(Ω) tiene un elemento sin ráız cuadrada, y por tanto este no es divisible.

En este trabajo (caṕıtulo 2) se determina exactamente cuales elementos de Aut(R←−⊕R)

tienen ráıces cuadradas (Teorema 2.2.5.) e ilustramos la complejidad de la pregun-

ta general.
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1
Definiciones generales

Se establecen primero algunas definiciones básicas que el lector puede también en-

contrarlas en Darnel [6].

1. Grupos totalmente ordenados

DEFINICIÓN 1.1.1. Sea S un conjunto. Un orden parcial ≤ sobre S es una

relación que satisface lo siguiente :

Reflexividad: a ≤ a para todo a en S.

Antisimetŕıa: a ≤ b y b ≤ a implica a = b

Transitividad : a ≤ b y b ≤ c implica a ≤ c

Ejemplos:

Z y R son conjuntos parcialmente ordenados con el orden natural.

Dado un conjunto A, se considera el conjunto P (A) que consiste de todos los sub-

conjuntos de A. Entonces P (A) es un conjunto parcialmente ordenado con la inclusión

de conjuntos.

Considérese el conjunto

C(R) = {f : R→ R | f es continua }
Se define f ≤ g si y sólo si f(x) ≤ g(x) para todo x en R. Entonces C(R) es un conjunto

parcialmente ordenado.

Un conjunto totalmente ordenado es un conjunto parcialmente ordenado que

además satisface la siguiente condición.

Para cualesquiera elementos a y b en el conjunto, a ≤ b ó b ≤ a.

Notemos que Z y R son conjuntos totalmente ordenados pero P (A) y C(R) no son

conjuntos totalmente ordenados.

Es interesante también construir nuevos ordenes de los ya conocidos. Supongamos

que S y T son conjuntos totalmente ordenados y consideremos el producto cartesiano

S × T .
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2. CONJUNTOS CONVEXOS 3

Definamos la siguiente relación sobre S × T

(a, b) ≤ (c, d) si y sólo si b < d ó (b = d y a ≤ c)

Entonces S × T con ésta relación es un conjunto totalmente ordenado .

NOTA. El último orden definido es conocido como el orden antilexicográfico.

DEFINICIÓN 1.1.2.

Recordemos que un grupo es un conjunto en el cual se define una operación tal que

cumple con las propiedades de asociatividad, existencia del elemento identidad y exis-

tencia de elementos inversos. Si los elementos del grupo conmutan se dice que el grupo

es conmutativo (o abeliano).

Ejemplos :

Z y R bajo adisión son grupos.

C(R) con la adisión puntual es un grupo conmutativo. Notar que en este grupo el

elemento identidad es la función constante 0.

DEFINICIÓN 1.1.3.

Nuestro objetivo es “combinar” e “interrelacionar” los conceptos de grupo y orden en

una manera compatible.

Supongamos que (G, ?) es un grupo y (G,≤) es un conjunto parcialmente ordenado.

Bueno, necesitamos la siguiente condición natural.

Si a ≤ b, entonces para todo c en G,

a ? c ≤ b ? c y c ? a ≤ c ? b.

Un grupo parcialmente ordenado es un terna (G, ?,≤) tal que (G, ?) es un grupo

y (G,≤) es un conjunto parcialmente ordenado y se mantiene la condición previa.

Más aún, si (G,≤) es un conjunto totalmente ordenado, decimos que (G, ?,≤) es

un grupo totalmente ordenado.

Ejemplos:

Z y R son grupos totalmente ordenados, ambos conmutativos.

C(R) es un grupo parcialmente ordenado conmutativo.

2. Conjuntos convexos

DEFINICIÓN 1.2.1.

Un subconjunto S de un grupo parcialmente ordenado G es convexo si siempre que

s, t estén en S y s ≤ g ≤ t en G, entonces g está en S.



3. HOMOMORFISMOS 4

3. Homomorfismos

DEFINICIÓN 1.3.1.

Sean (G, ∗) y (H, ¦) dos grupos, entonces una función f : G → H es un homomorfismo

de grupo si f(a ∗ b) = f(a) ¦ f(b) para todo a, b ∈ G

DEFINICIÓN 1.3.2.

Sean G y H grupos totalmente ordenados y f : G → H una función, entonces f

preserva orden si siempre que g1 ≤ g2 en G, implica f(g1) ≤ f(g2) en H.

Un o− automorfismo (o sólo automorfismo) de un grupo totalmente ordenado G

es un automorfismo de grupo de G el cual preserva el orden, y el grupo de todos los

automorfismos es Aut(G). Es obvio que todos los automorfismos interiores preservan

orden.
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Grupos abelianos de rango arquimediano 2

1. Definición de rango arquimediano

Es interesante recordar la propiedad arquimediana de R:

Dados 0 < a, b ∈ R con a < b ,entonces ∃n ∈ N tal que b < na

En este caṕıtulo generalizamos este concepto lo cual mostrará la definición de Rango

Arquimediano.

DEFINICIÓN 2.1.1.

Sea G un grupo totalmente ordenado. Dos elementos e < a,b ∈ G son arquimediana-

mente equivalentes , denotado a ∼ b, si para algún n ∈ N,

a 6 bn

y

b 6 an

Proposición 2.1.2.

La relación ∼ es una relación de equivalencia

Prueba. (Sólo probaremos la transitividad)

Transitividad: Sean e < a, b, c ∈ G tal que:

a ∼ b ⇒ por definición existe n1 ∈ N, a ≤ bn1 y b ≤ an1

y

b ∼ c ⇒ por definición existe n2∈ N, b ≤ cn2 y c ≤ bn2 .

De las desigualdades a ≤ bn1 y b ≤ cn2 podemos obtener

a ≤ bn1 , bn1 ≤ cn1n2

luego por transitividad se obtiene a ≤ cn1n2 , del mismo modo se puede obtener c ≤ an1n2 .

Aśı, existe n1n2 ∈ N tal que a ≤ cn1n2 y c ≤ an1n2 por lo tanto por definición se tiene

que a ∼ c.

Propocición 2.1.3.

Las clases arquimedianamente equivalentes son convexas.
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1. DEFINICIÓN DE RANGO ARQUIMEDIANO 6

Prueba. Sean s y t ∈ (a ∼) y s ≤ g ≤ t en G, entonces como s y t pertenecen a la

misma clase de equivalencia se tiene s ∼ t, entonces por definición existe n∈ N ,s ≤ tn

y t ≤ sn

Aśı por un lado s ≤ g ≤ t y t ≤ sn, entonces por transitividad se tiene g ≤ sn ∗
Por otro lado s ≤ g ≤ sn y s ≤ g entonces s ≤ g ≤ sn y sn ≤ gn , entonces por

transitividad s ≤ gn ∗∗
En resumen lo que se obtuvo es un n ∈ N tal que g ≤ sn y s ≤ gn, luego por

definición s ∼ g por lo tanto g ∈ (a ∼) y por definición (a ∼) es convexo.

Hay un orden total natural inducido sobre el conjunto de clases de equivalencias:

(a ∼) < (b ∼) si y sólo si a ∼ a′ y b ∼ b′ implica a′ < b′

DEFINICIÓN 2.1.4.

El rango arquimediano de un grupo totalmente ordenado es sólo el tipo de orden de

su conjunto ordenado de clases arquimedianamente equivalentes.

Ejemplos:

1. El conjunto R de los números reales tiene rango arquimediano 1, pues:

Sea 0 < x ∈ R , entonces

(x ∼) = {0 < a ∈ R/a ∼ x}
= {0 < a ∈ R/∃n ∈ N, a < nx y x < na}
= {0 < a ∈ R}
= R+

Aśı la única clase que existe es R+, luego R tiene rango arquimediano 1.

2. La suma directa R ←−⊕ R ordenada antilexicográficamente tiene rango arquimedi-

ano 2, pues:

Sea (0, 0) < (x, y) ∈ R←−⊕ R, entonces por definición del orden antilexicográfico se tiene

dos casos:

I. y > 0, (x ∈ R) ó II. y = 0 y x > 0

Entonces se tiene dos tipos de conjuntos de elementos positivos, estos son:

R× R+,R+ × {0}
Consideremos los elementos (0,0) < (5, 0) ∈ R+ × {0}, y (0, 0) < (1, 2) ∈ R× R+ y

observemos que para todo n ∈ N se tiene que :

(5, 0) y n(1, 2) ⇒ (5, 0) y (n1, n2) ⇒ (5, 0) < n(1, 2)

(1, 2) y n(5, 0) ⇒ (1, 2) y (n5, 0) ⇒ (1, 2) > n(5, 0)

De lo anterior se concluye que (5, 0) no pertenece a la clase del (1, 2) y biceversa, esto

muestra que hay dos clases diferentes y resulta que son las únicas clases, aśı R ←−⊕ R
tiene rango arquimediano 2.

A continuación construiremos un grupo totalmente ordenado que no es conmutativo.

Consideremos el siguiente conjunto:
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T = {
(

s a

0 t

)
|a, s, t ∈ R y s, t > 0}

. T es grupo con la multiplicación de matrices.

Definamos el siguiente orden en T :

(
s a

0 t

)
≤

(
u b

0 v

)
si y sólo si

s < u

ó

(s = u y t < v)

ó

(s = u, t = v y a ≤ b).

Este orden resulta ser un orden total.

Antisimetŕıa:

Sean
(

s a

0 t

)
≤

(
u b

0 v

)
y

(
u b

0 v

)
≤

(
s a

0 t

)

P.D.

(
s a

0 t

)
=

(
u b

0 v

)
, esto es :s = u, t = v y a = b

Demostración.

Como por hipótesis se tiene

(
s a

0 t

)
≤

(
u b

0 v

)
este genera tres casos por

definición, pero también se tiene por hipótesis que

(
u b

0 v

)
≤

(
s a

0 t

)
el cual

genera otros tres casos por definición, estos últimos tres casos se pueden combinar con

los tres primeros de la siguiente manera:

I. s < u





u < s ⇒ s < s, imposible

u = s, v < t ⇒ s < s, imposible

u = s, v = t, b ≤ a ⇒ s < s, imposible
ó

II.(s = u y t < v)





u < s ⇒ s < s, imposible

u = s, v < t ⇒ t < t, imposible

u = s, v = t, b ≤ a ⇒ t < t, imposible
ó

III.(s = u, t = v y a ≤ b)





u < s ⇒ s < s, imposible

u = s, v < t ⇒ t < t, imposible

u = s, v = t, b ≤ a ⇒ a = bX
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Asi

(
s a

0 t

)
=

(
u b

0 v

)

¤

. Con este orden T es un conjunto totalmente ordenado.

También se satisface la siguiente condición.

Si

(
s a

0 t

)
≤

(
u b

0 v

)
, entonces para todo

(
p c

0 q

)
∈ T

(
s a

0 t

)(
p c

0 q

)
≤

(
u b

0 v

)(
p c

0 q

)
y

(
p c

0 q

)(
s a

0 t

)
≤

(
p c

0 q

)(
u b

0 v

)

. El orden es compatible con la operación

Aśı T es un conjunto totalmente ordenado que no es conmutativo, ya que

(
2 1

0 3

)(
1 −3

0 2

)
6=

(
1 −3

0 2

)(
2 1

0 3

)

¤

Por último, T tiene rango arquimediano 3

Sean

(
1 0

0 1

)
<

(
1 1

0 2

)
,

(
1 2

0 1

)
,

(
2 1

0 1

)

Se tiene que para todo n ∈ N.

#
(

1 2

0 1

)
<

(
1 1

0 2

)n

y

(
1 1

0 2

)
>

(
1 2

0 1

)n

#
(

1 1

0 2

)
<

(
2 1

0 1

)n

y

(
2 1

0 1

)
>

(
1 1

0 2

)n

y

#
(

1 2

0 1

)
<

(
2 1

0 1

)n

y

(
2 1

0 1

)
>

(
1 2

0 1

)n

Obs.

(
1 0

0 1

)
<

(
s a

0 t

)
si y sólo si

1 < s
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ó

(1 = s y 1 < t)

ó

(1 = s, 1 = t) y 0 < a

DEFINICIÓN 2.1.5.

Si H es un grupo totalmente ordenado y G es un subgrupo de H, entonces H es una

extensión arquimediana de G si para cualquier e < h ∈ H, existe un g ∈ G tal que

g ∼ h. Un grupo totalmente ordenado es arquimedianamente completo si este no

tiene extensiones arquimedianas propias.

Ejemplos.

R es el único grupo ordenado arquimediano completo de rango 1, y R ←−⊕ R es el

único grupo ordenado arquimediano completo abeliano de rango 2.

Un grupo ordenado G de rango finito n tiene sólo n subgrupos convexos no triviales,

y ellos forman una torre bajo inclusión:

{e} ⊂ C1 ⊂ C2 ⊂ ... ⊂ Cn = G.

Cada Ci es normal (en G) y Ci/Ci−1 = Di es un grupo ordenado de rango 1 llamado

un componente de G. Desde que Di tiene rango arquimediano 1, por el teorema de

Hölder [7] cada Di es un subgrupo ordenado del grupo ordenado aditivo de números

reales R.

2. Caracterización

En lo que sigue, se denotaremos el valor de una funcioń δ en un elemento x de su

dominio como (x)δ. Notar también que los homomorfismos de R a R forman un anillo

conteniendo, para todo r ∈ R, la función τr : x 7→ xr. Notacionalmente, identificaremos

τr = r.

Los siguientes hechos serán usados en lo posterior.

Lema 2.2.1.

Si δ : R → R es un homomorfismo de grupo aditivo, entonces para r ∈ Q se cumple

que:

(rx)δ = r(x)δ, donde x ∈ R

Prueba. i)Si n > 0,

(nx)δ = n(x)δ, por inducción

ii)Si n = 0,

(0x)δ = (0)δ

= 0

= 0(x)δ
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Antes de tratar el caso n < 0, notemos lo siguiente:

0 = (0)δ

= (nx + (−nx))δ

= (nx)δ + (−nx)δ

por lo tanto

−(nx)δ = (−nx)δ

iii)Si n < 0, entonces −n > 0

−(nx)δ = (−nx)δ por lo anteriór

= −n(x)δ por i)

por lo tanto (nx)δ = n(x)δ, para n < 0

Si r ∈ Q, entonces se tiene:

(rx)δ = (p
q
x)δ, con p, q ∈ Z y q 6= 0

= p(1
q
x)δ, pues p ∈ Z

= p
q
q(1

q
x)δ

= p
q
( q

q
x)δ

= r(x)δ, como se queŕıa

¤

Lema 2.2.2.

Si r ∈ Q, entonces r (=τr) conmuta con todos los automorfismos δ. Esto es, τrδ = δτr

o en nuestra notación, rδ = δr.

Prueba. En efecto, sea x ∈ R, entonces

(x)τrδ = ((x)τr)δ

= (xr)δ

= r(x)δ

= (x)δr

= ((x)δ)τr

= (x)δτr

¤

Lema 2.2.3.

Sea δ un automorfismo de R que preserva el orden. Entoces existe un número real a tal

que, (x)δ = xa para todo x ∈ R.
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Prueba. Como por hipótesis δ preserva el orden se tiene que:

0 < (1)δ.

Luego por el Lema 2.2.2. si r ∈ Q

(r)δ = r(1)δ

= ra, con a > 0

Probemos ahora para los irracionales esto es:

Si i ∈ Qc, entonces (i)δ = i(1)δ = ia

Supongamos que (i)δ 6= ia, entonces se debe tener que (i)δ < ia ó ia < (i)δ.

Si (i)δ < ia, entonces existe r ∈ Q tal que (i)δ < ra < ia de ra < ia se tiene r < i,

pero (i)δ < ra, lo cual contradice el hecho, que δ preserva el orden.

El otro caso se argumenta del mismo modo.

¤

Definición 2.2.4.

Sea G un grupo. Entonces se dice que G en un grupo divisible si, para cualquier

y ∈ G y cualquier n ∈ N existe un x ∈ G tal que xn = y

Ahora investigaremos las propiedades de divisibilidad de los grupos de automorfis-

mos de grupos arquimedianos completos totalmente ordenados de rango arquimediano

menor.

Comenzando con rango 1, el único tal grupo es el grupo totalmente ordenado R de

todos los números reales, y los automorfismos son multiplicación por números reales

positivos. Aśı para cualquier n ∈ N y para todo x ∈ R se tiene (x)δ = n 1
n
(x)δ = n(x)η,

entonces por definición Aut(R) es divisible.

Seguido, consideramos grupos de rango 2. Sólo el grupo abeliano arquimediano com-

pleto totalmente ordenado de rango 2 es R←−⊕R. Y acordando con Conrad [6], Aut(R←−⊕R)

consiste del grupo de todas las matrices de la forma

α =

(
r1 0

γ r2

)

con 0 < r1, r2 ∈ R y γ : R → R un homomorfismo de grupo aditivo (y entonces una

función racional lineal), donde para cada (x, y) ∈ R←−⊕R,

(x, y)α = (x, y)

(
r1 0

γ r2

)
= (xr1 + (y)γ, yr2)

La composición de dos automorfismos en ésta representación es sólo la multiplicación

de matrices, pues

Sean α =

(
r1 0

γ r2

)
y β =

(
s1 0

γ
′

s2

)
, entonces

(x, y)αβ = ((x, y)α)β
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= (xr1 + (y)γ, yr2)β

= ((xr1 + (y)γ)s1 + (yr2)γ
′
, yr2s2)

= (xr1s1 + (y)γs1 + (yr2)γ
′
, yr2s2)

= (xr1s1 + (y)(γs1 + r2γ
′
), yr2s2)

= (x, y)

(
r1s1 0

γs1 + r2γ
′

r2s2

)

= (x, y)

(
r1 0

γ r2

)(
s1 0

γ
′

s2

)

Donde debemos recordar que la multiplicación de funciones racionales lineales no es

conmutativo. Deseamos determinar exactamente cuales automorfismos de R←−⊕R tienen

ráıces cuadradas.

Con está notación, consideramos

β2 =

(
t 0

π s

)(
t 0

π s

)
=

(
t2 0

πt + sπ s2

)
.

Ahora sea

α =

(
r1 0

γ r2

)

un automorfismo con una ráız cuadrada β como arriba. Entonces t2 = r1, s
2 = r2, y

πt + sπ = γ. De esta manera, cuando intentamos construir una ráız cuadrada de α,

debemos elegir números positivos t =
√

r1, s =
√

r2 y un automorfismo π tal que:

πt + sπ = γ. (1)

Esta ecuación funcional quiere decir que para todo x ∈ R,

(x)πt + (xs)π = (x)γ. (2)

Sea

p(z) =
n∑

i=0

aiz
i ∈ Q[z]

un polinomio con coeficientes racionales. Para cada j = 1, ..., n, sea

pj(z) =
n∑

k=j

akz
k−j.

Teorema 2.2.5.

El elemento

α =

(
t2 0

γ s2

)
∈ Aut(R←−⊕R)
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no tiene ráız cuadrada en Aut(R←−⊕R) si y sólo si s y -t son ambos ráıces del mismo

polinomio irreducible

p(z) ∈ Q[z]

y para todo c ∈ R,

n∑
j=1

(csj−1)γpj(−t) 6= 0

Prueba. Supongamos primero que existe

β =

(
t 0

π s

)
∈ Aut(R←−⊕R)

tal que β2 = α. De la ecuación (2), para cualquier c ∈ R debemos tener:

(c)π = (c)π

(cs)π = (c)γ − (c)πt

(cs2)π = (cs)γ − (cs)πt = (cs)γ − ((c)γ − (c)πt)t

= (cs)γ − (c)γt + (c)πt2

y en general, para i > 1,

(csi)π =
i−1∑
k=0

(csi−1−k)γ(−t)k + (c)π(−t)i. (3)

Usando el hecho de que π es un homomorfismo, si p(z) =
n∑

i=0

aiz
ies un polinomio enQ[z],

entonces

(cp(s))π = (c
n∑

i=0

ais
i)π =

n∑
i=0

ai(cs
i)π

= a0(c)π + a1(cs)π + a2(cs
2)π + ... + an(csn)π

= a0(c)π + a1((c)γ − (c)πt) + a2((cs)γ − (cs)πt) + a3((cs
2)γ − (cs2)πt) + ...

= a0(c)π + a1((c)γ − (c)πt) + a2((cs)γ − ((c)γ − (c)πt)t) + ...

= ((cπ)(a0 − a1t + a2t
2 − a3t

3 + ... + an(−t)n)

+((c)γ)(a1 − a2t + a3t
2 − ... + an(−t)n−1))

+((cs)γ)(a2 − a3t + a4t
2 − ... + an(−t)n−2) + ... + ((csn−1)γ)an

= ((c)π)p(−t) +
n∑

j=1

(csj−1)γpj(−t).

aśı se tiene

(cp(s))π = ((c)π)p(−t) +
n∑

j=1

(csj−1)γpj(−t) (4)

Si s y −t son ambos ráıces de p(z), entonces debemos tener

n∑
j=1

(csj−1)γpj(−t) = 0.

Notar el siguiente hecho, para luego usarlo

Lema 2.2.6.
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Para j = 0, ..., n− 1,

pj(z) = aj + zpj+1(z)

Prueba.

pj(z) =
n∑

k=j

akz
k−j

= aj +
n∑

k=j+1

akz
k−j

= aj + z
n∑

k=j+1

akz
k−j−1

= aj + zpj+1(z)

¤

Ahora trataremos con la aserción rećıproca del teorema, tenemos cuatro casos:

Caso 1: Supongamos primero que t es algebraico, es decir −t es una ráız de p(z)

para algún polinomio irreducible, pero que s no sea ráız de p(z). Para mostrar que α

tiene una ráız cuadrada en este caso, vemos de la ecuación (4) que debe existir algún π

tal que:

(cp(s))π =
n∑

j=1

csj−1γpj(−t)

para cualquier c. De hecho, podemos definir π por ésta ecuación como

(x)π =
n∑

j=1

(
x

p(s)
sj−1)γpj(−t).

Aśı definido π es un homomorfismo, ya que:

(x + y)π =
n∑

j=1

(x+y
p(s)

sj−1)γpj(−t).

=
n∑

j=1

(( x
p(s)

sj−1) + ( y
p(s)

sj−1))γpj(−t)

=
n∑

j=1

( x
p(s)

sj−1)γpj(−t) +
n∑

j=1

( y
p(s)

sj−1)γpj(−t)

= (x)π + (y)π

Más aún vemos que la ecuación (2) es satisfecha, procedemos como sigue aquiiii:

(xs)π =
n∑

j=1

( xs
p(s)

sj−1)γpj(−t)

=
n∑

j=1

( x
p(s)

sj)γpj(−t)

=
n∑

j=1

( x
p(s)

sj)γ((−t) · pj+1(−t) + aj) (por Lema 2.2.6.)
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=
n+1∑
j=2

( x
p(s)

sj−1)γ((−t) · pj(−t) + aj−1)

= (
n∑

j=1

( x
p(s)

sj−1)γpj(−t))(−t)− ( x
p(s)

)γp1(−t) · (−t)

+
n+1∑
j=2

( x
p(s)

sj−1)γaj−1

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ((
n∑

k=1

ak(−t)k−1)(−t)) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ(
n∑

k=1

ak(−t)k) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ(a0 +
n∑

k=1

ak(−t)k − ao) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ(
n∑

k=0

ak(−t)k − ao) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ(p(−t)− a0) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t)− ( x
p(s)

)γ(0− a0) +
n+1∑
j=2

( x
p(s)

aj−1s
j−1)γ

= (x)π(−t) + ( x
p(s)

a0)γ +
n∑

j=1

( x
p(s)

ajs
j)γ

= (x)π(−t) + ( x
p(s)

a0 +
n∑

j=1

x
p(s)

ajs
j)γ

= (x)π(−t) + ( x
p(s)

p(s))γ

= −(x)πt + (x)γ

como se requeŕıa.

Caso 2: Ahora, supongamos que s es una ráız de un polinomio irreducible p(z) pero

no −t, entonces debemos tener:

0 = ((c)π)p(−t) +
n∑

j=1

(csj−1)γpj(−t).

Con esto en mente, podemos definir

(c)π = −(
n∑

j=1

(csj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)
.

Nuevamente π aśı definido es un homomorfismo, ya que:

(x + y)π = −(
n∑

j=1

((x + y)sj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)

= −(
n∑

j=1

(xsj−1 + ysj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)

= −(
n∑

j=1

(xsj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)
+ (−(

n∑
j=1

(ysj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)
)

= (x)π + (y)π
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También podemos probar que ecuación sπ + πt = γ es satisfecha como sigue:

(xs)π = −(
n∑

j=1

(xssj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)

= −(
n∑

j=1

(xsj)γ)
pj(−t)

p(−t)

= −(
n∑

j=1

(xsj)γ)
(pj+1(−t)(−t)+aj)

p(−t)
(por Lema 2.2.6.)

= −(
n+1∑
j=2

(xsj−1)γ)
(pj(−t)(−t)+aj−1)

p(−t)

= −(
n+1∑
j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(

n+1∑
j=2

(xsj−1)γ)
aj−1

p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(

n+1∑
j=2

(xaj−1s
j−1)γ) 1

p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(

n∑
j=1

(xajs
j)γ) 1

p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(xa0)γ

1
p(−t)

−(
n∑

j=1

(xajs
j)γ) 1

p(−t)
+

+(xa0)γ
1

p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(

n∑
j=0

(xajs
j)γ) 1

p(−t)
+(xa0)γ

1
p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(xp(s))γ 1

p(−t)
+(xa0)γ

1
p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
−(0)γ 1

p(−t)
+(xa0)γ

1
p(−t)

= −(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+0+(xa0)γ

1
p(−t)

= −(x)γ−(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(xa0)γ

1
p(−t)

+(x)γ

= −(x)γ p(−t)
p(−t)

−(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(xa0)γ

1
p(−t)

+(x)γ

= −(x)γ p(−t)
p(−t)

+(xa0)γ
1

p(−t)
−(

n∑
j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(x)γ(p(−t)− a0)
1

p(−t)
−(

n∑
j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(x)γ(
n∑

j=1

aj(−t)j) 1
p(−t)

−(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(x)γ(
n∑

j=1

aj(−t)j−1) (−t)
p(−t)

−(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(x)γ p1(−t)(−t)
p(−t)

−(
n∑

j=2

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(
n∑

j=1

(xsj−1)γ)
pj(−t)(−t)

p(−t)
+(x)γ

= −(
n∑

j=1

(xsj−1)γ)
pj(−t)

p(−t)
(−t)+(x)γ
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= (x)π(−t) + (x)γ

= −(x)π(t) + (x)γ

como se queŕıa.

Restan dos casos : cuando ambos s y −t son trascendentales, o ambos son ráıces

del mismo polinomio irreducible p(z) ∈ Q [z] pero
n∑

j=1

(csj−1)γpj(−t) = 0 para todo c.

Para cada caso, procedemos como sigue. Elegimos una base D para R como un espacio

vectorial sobre un subcampo Q(s). Entonces para cada d ∈ D definimos π sobre el

espacio unidimensional dQ(s) de tal manera que la ecuación (2) es satisfecha sobre ese

espacio. Entonces el siguiente lema muestra que la extensión de π para todo R aún

satisface la ecuación (2). De ésta manera, tenemos una ráız cuadrada.

Lema 2.2.7

Si (us)π = (u)γ − (u)πt y (vs)π = (v)γ − (v)πt para algunos números u, v entonces

para toda combinación lineal con coeficientes racionales a, b también ((au + bv)s)π =

(au + bv)γ − (au + bv)πt.

Prueba.

((au + bv)s)π = (aus + bvs)π

= (aus)π + (bvs)π

= a(us)π + b(vs)π

= a((u)γ − (u)πt) + b((v)γ − (v)πt)

= a(u)γ − a(u)πt + b(v)γ − b(v)πt

= (au)γ − (au)πt + (bv)γ − (bv)πt

= (au)γ + (bv)γ − (au)πt− (bv)πt

= (au + bv)γ − (au + bv)πt

¤

Lema 2.2.8

Sean p(x) =
n∑

j=0

ajx
j y q(x) =

n∑
j=0

bjx
j dos polinomios sobre Q. Entonces, usando la

notación previa, paraj = 1, ..., n, (p + q)i = pi + qi.

Prueba. Notemos primero que para j = 1, ..., n el j- ésimo coeficiente de p(x)+ q(x)

es aj + bj. Por lo tanto
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(p + q)i (x) =
n∑

j=i

(aj + bj) xj−i

=
n∑

j=i

ajx
j−i +

n∑
j=i

bjx
j−i

= pi(x) + qi(x)

= (pi + qi) (x)

¤

Caso 3: Supongamos ahora que ambos s y−t son trascendentales. Eligiendo cualquier

base D para R sobre Q(s), y sea d ∈ D. Observando de la ecuación (4) para que sea

exitoso debemos tener:

(dq(s))π = ((d)π)q(−t) +
n∑

j=1

(dsj−1)γqj(−t),

vemos que

(dp(s))π = (
dp(s)

q(s)
q(s))π = ((

dp(s)

q(s)
)π)q(−t) +

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1)γqj(−t)

y de esto se implica que

(
dp(s)

q(s)
)π = ((dp(s))π −

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1)γqj(−t))

1

q(−t)

= (((d)π)p(−t) +
n∑

j=1

(dsj−1)γpj(−t)−
n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1)γqj(−t))

1

q(−t)
.

Podemos usar ésta última ecuación para definir π sobre el subespacio unidimensional

dQ(s) para cada d ∈ D, con (d)π arbitrario, y luego extendido de una manera natural

para todo R; de hecho, podemos bien tomar (d)π = 0 para cada d ∈ D. Esto es, se

define

(
dp(s)

q(s)
)π = (

n∑
j=1

(dsj−1)γpj(−t)−
n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1)γqj(−t))

1

q(−t)
.

Probemos que π está bien definida:

Supongamos que p(x) y q(x) son relativamente primos en Q[z] y

p(x)

q(x)
=

u(x)

v(x)
.

Entonces para algún w(x) ∈ Q[z], u(x) = w(x)p(x) y v(x) = w(x)q(x). Debemos

mostrar que las expresiones obtenidas aplicando la definición de π a d
p(s)

q(s)
y a d

p(s)w(s)

q(s)w(s)
son iguales. De acuerdo a nuestra definición de π, tenemos que
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(
d
p(s)

q(s)

)
π =

1

q(−t)

[
n∑

j=1

(dsj−1)γpj(−t)−
n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)

]

y

(
d
p(s)w(s)

q(s)w(s)

)
π =

1

w(−t)q(−t)

[
2n∑

j=1

(dsj−1)γ(pw)j(−t)−
2n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γ(qw)j(−t)

]
.

De ésta manera debemos mostrar que el lado derecho de las últimas dos ecuaciones

son iguales, o equivalentemente A(t, s) = B(t, s) donde

A(t, s) = w(−t)

[
n∑

j=1

(dsj−1)γpj(−t)−
n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)

]

y

B(t, s) =

[
2n∑

j=1

(dsj−1)γ(pw)j(−t)−
2n∑

j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γ(qw)j(−t)

]
.

Sean p(x) =
n∑

i=0

aix
i, q(x) =

n∑
i=0

bix
i y w(x) =

n∑
i=0

cix
i. Para probar que A(t, s) =

B(t, s), mostraremos que el coeficiente de (−1)ktk en A(t, s) es igual al coeficiente de

(−1)ktk en B(t, s) para k = 0, 1, 2, . . . , 2n− 1. Usando el hecho de que

pj(s) =
p(s)− a0 − a1s− . . .− aj−1s

j−1

sj
=

p(s)−
j−1∑

h=0

ajs
h

sj
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y que π es un homomorfismo, notemos
[
dc0(pk+1(s)− p(s)

q(s)
qk+1(s)) + dc1(pk(s)− p(s)

q(s)
qk(s)) + . . . + dck(p1(s)− p(s)

q(s)
q1(s))

]
γ

=

[
d

k∑
i=0

ci(pk+1−i(s)− p(s)

q(s)
qk+1−i(s))

]
γ

=




d

k∑
i=0

ci




p(s)−
k−i∑

h=0

ahs
h

sk+1−i
− p(s)

q(s)
·
q(s)−

k−i∑

h=0

bhs
h

sk+1−i







γ

=




d

k∑
i=0

ci




(
p(s)−

k−i∑

h=0

ahs
h

)
si

sk+1
− p(s)

q(s)
·

(
q(s)−

k−i∑

h=0

bhs
h

)
si

sk+1







γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

ci

(
p(s)−

k−i∑

h=0

ahs
h − p(s)

q(s)
·
(

q(s)−
k−i∑

h=0

bhs
h

))
si

]
γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

ci

(
p(s)−

k−i∑

h=0

ahs
h − p(s) +

p(s)

q(s)

k−i∑

h=0

bhs
h

)
si

]
γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

ci

(
p(s)

q(s)

k−i∑

h=0

bhs
h −

k−i∑

h=0

ahs
h

)
si

]
γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

k−i∑

h=0

ci

(
p(s)

q(s)
bh − ah

)
sh+i

]
γ.

Siguiendo las mismas consideraciones y tomando en cuenta que el i−ésimo coefi-

ciente de pw es
i∑

h=0

ahci−h y de qw es
i∑

h=0

bhci−h, notemos que el coeficiente de (−1)ksk

en B(t, s) es igual a

[
d

sk+1

k∑
i=0

(
p(s)

q(s)

i∑

h=0

bhci−h −
i∑

h=0

ahci−h

)
si

]
γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

i∑

h=0

(
p(s)

q(s)
bhci−h − ahci−h

)
si

]
γ

=

[
d

sk+1

k∑
i=0

i∑

h=0

ci−h

(
p(s)

q(s)
bh − ah

)
si

]
γ.

Notemos que las expresiones

k∑
i=0

k−i∑

h=0

ci

(
p(s)

q(s)
bh − ah

)
sh+i y

k∑
i=0

i∑

h=0

ci−h

(
p(s)

q(s)
bh − ah

)
si

son iguales
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Aśı A(t, s) = B(t, s) luego π ésta bién definida.

Para probar que π es un homomorfismo usaremos el Lema 2.2.8

(
d
p(s) + q(s)

u(s)

)
π =

1

u(−t)
(

n∑
j=1

(
dsj−1

)
γ(p + q)j(−t)

−
n∑

j=1

(
d
p(s) + q(s)

u(s)
sj−1

)
γuj(−t))

=
1

u(−t)
(

n∑
j=1

(
dsj−1

)
γ(pj(−t) + qj(−t))

−
n∑

j=1

(
d
p(s) + q(s)

u(s)
sj−1

)
γuj(−t))

=
1

u(−t)

(
n∑

j=1

(
dsj−1

)
γpj(−t)−

n∑
j=1

(
d
p(s)

u(s)
sj−1

)
γuj(−t)

)

+
1

u(−t)

(
n∑

j=1

(
dsj−1

)
γqj(−t)−

n∑
j=1

(
d
q(s)

u(s)
sj−1

)
γuj(−t)

)

=

(
d
p(s)

u(s)

)
π +

(
d
q(s)

u(s)

)
π

Debemos probar ahora que π satisface la ecuación

(
d
p(s)

q(s)
s

)
π +

(
d
p(s)

q(s)

)
π · t =

(
d
p(s)

q(s)

)
γ

Consideremos primero el caso cuando q(x) = 1. Por el lema 2.2.7 es suficiente probar

cuando p(x) = xi:

(dsi+1)π + (dsi)π · t =
i+1∑
j=1

(dsi−1)γ · (xi+1)j(−t)

+

(
i∑

j=1

(dsi−1)γ · (xi)j(−t)

)
· t

=
i+1∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1 +

(
i∑

j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j

)
· t

=
i+1∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1 −
(

i∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j

)
· (−t)

=
i+1∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1 −
(

i∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1

)

=
i∑

j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1 + (dsi)γ −
(

i∑
j=1

(dsj−1)γ · (−t)i−j+1

)

=(dsi)γ.
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por lo tanto, por el lema 2.2.7, (dp(s)s)π = (dp(s))γ − (dp(s))π · t.
Antes de considerar el caso general q(x) =

n∑
j=0

bix
i, notemos que de nuestra defini-

ción de π tenemos que

(dp(s)s)π =
n+1∑
j=1

(dsj−1)γ(p(x)x)j(−t).

Entonces usando otra vez la definición de π conseguimos

(
d
p(s)

q(s)
s

)
π =

1

q(−t)

[
n+1∑
j=1

(dsj−1)γ(p(x)x)j(−t)−
n+1∑
j=1

(
dp(s)s

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s)s)π −

n∑
j=1

(
dp(s)s

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s)s)π −

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj

)
γqj(−t)

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s)s)π −

n−1∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj

)
γqj(−t)−

(
dp(s)

q(s)
sn

)
γbn

]
.

Similarmente conseguimos

(
dp(s)

q(s)

)
πt =

1

q(−t)

(
(dp(s)) π −

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)

)
t

=
1

q(−t)

(
(dp(s)) πt−

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)t

)

=
1

q(−t)

(
(dp(s)) πt +

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γqj(−t)(−t)

)

=
1

q(−t)

(
(dp(s)) πt +

n∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γ (qj−1(−t)− bj−1)

)

=
1

q(−t)

(
(dp(s)) πt +

(
dp(s)

q(s)

)
γ (q0(−t)− b0)

+
n∑

j=2

(
dp(s)

q(s)
sj−1

)
γ (qj−1(−t)− bj−1)

)

=
1

q(−t)

(
(dp(s)) πt +

(
dp(s)

q(s)

)
γ (q(−t)− b0)

+
n−1∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj

)
γ (qj(−t)− bj)

)

Entonces

(
d
p(s)

q(s)
s

)
π +

(
d
p(s)

q(s)

)
π · t
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es igual a

1

q(−t)

[
(dp(s)s)π −

n−1∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj

)
γqj(−t)−

(
dp(s)

q(s)
sn

)
γbn

]

+
1

q(−t)

[
(dp(s))π · t +

(
dp(s)

q(s)

)
γ · (q(−t)− b0)

+
n−1∑
j=1

(
dp(s)

q(s)
sj

)
γ · (qj(−t)− bj)

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s)s)π + (dp(s))π · t−

(
d
p(s)

q(s)
sn

)
γ · bn

+

(
d
p(s)

q(s)

)
γ · (q(−t)− b0)−

n−1∑
j=1

(
dp(s)sj

q(s)

)
γ · bj

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s))γ −

(
d
p(s)

q(s)
sn

)
γ · bn −

(
d
p(s)

q(s)

)
γ · b0

−
n−1∑
j=1

(
d
p(s)

q(s)
sj

)
γ · bj +

(
d
p(s)

q(s)

)
γ · q(−t)

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s))γ +

(
d
p(s)

q(s)

)
γ · q(−t)−

(
dp(s)

q(s)

(
b0 +

n−1∑
j=1

bjt
j + bntn

))
γ

]

=
1

q(−t)

[
(dp(s))γ +

(
d
p(s)

q(s)

)
γ · q(−t)−

(
dp(s)

q(s)
q(s)

)
γ

]

=
1

q(−t)

[(
d
p(s)

q(s)

)
γ · q(−t)

]

=

(
d
p(s)

q(s)

)
γ.

Luego

(
d
p(s)

q(s)
s

)
π =

(
d
p(s)

q(s)

)
γ −

(
d
p(s)

q(s)

)
π · t

Y aśı en este caso, α tiene una ráız cuadrada. Por la elección arbitraria de (d)π, la

ráız cuadrada no es única.

Case 4: Finalmente, suponemos que ambos s y −t son ráıces de algún polinomio

irreducible p(x) ∈ Q[z] de grado n y que
n∑

j=1

(csj−1)γpj(−t) = 0 para todo c.

Sea n el grado de p(x). Definimos π sobre el Q(s) -conjunto linealmente independi-

ente {d, ds, ds2, . . . , dsn−1} como sigue:
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(1)π = arbitrario

(ds)π = (d)γ + (d)π(−t)

(ds2)π = (ds)γ + (ds)π(−t)

= (ds)γ + (d)γ(−t) + (d)π(−t)2

...

(dsn−1)π =
n−1∑
i=1

(dsn−i−1)γ(−t)i−1 + (d)π(−t)n−1

empezamos por probar que la ecuación

(xs)π = (x)γ + (x)π · (−t) ∗
es satisfecha para todo x en {d, ds, ds2, . . . , dsn−1}. De acuerdo con nuestra definición

, ∗ es satisfecha para x = d, ds, ds2, . . . , dsn−2, aśı tenemos que probar que esto también

es verdad para x = dsn−1,i.e.,

(dsn)π = (dsn−1)γ + (dsn−1)π · (−t) ∗∗

Desde que 0 = p(s) =
n∑

i=0

ais
i,

sn =
−1

an

n−1∑
i=0

ais
i.

De ésta manera, el lado izquierdo (LI) de ∗∗ es

LI =
−1

an

n−1∑
j=0

(dajs
j)π

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

(dajs
j)π

]

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

(dsj)π · aj

]

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

(
j∑

i=1

(dsj−i)γ(−t)i−1 + (d)π(−t)j

)
· aj

]

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 + (d)π
n−1∑
j=1

aj(−t)j

)]
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=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1

+ (d)π

(
n∑

j=0

aj(−t)j − a0 − an(−t)n

)]

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 + (d)π(0− a0 − an(−t)n)

]

=
−1

an

[
(da0)π +

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 − (da0)π − (d)πan · (−t)n

]

=
−1

an

[
n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 − (d)πan · (−t)n

]

=(d)π · (−t)n − 1

an

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1.

El lado derecho (LD) de ∗∗ es

LD =(dsn−1)γ + (dsn−1)π · (−t)

=(dsn−1)γ +

(
n−1∑
i=1

(dsn−i−1)γ(−t)i−1 + (d)π(−t)n−1

)
· (−t)

=(dsn−1)γ +
n−1∑
i=1

(dsn−i−1)γ(−t)i + (d)π(−t)n

=
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γ(−t)i + (d)π · (−t)n.

De ésta manera , LI = LD si

(d)π · (−t)n − 1

an

n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 =
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γ(−t)i + (d)π · (−t)n;

i.e., si

U = an

n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γ(−t)i +
n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1 = 0.

Veamos
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U =
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γan(−t)i +
n−1∑
j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1

=
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γan(−t)i +
n∑

j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1

−
n∑

i=1

(dsn−i)γan(−t)i−1

=
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γan(−t)i +
n∑

j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1

−
n−1∑
i=0

(dsn−i−1)γan(−t)i

=
n∑

j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1.

Pero

0 = ∗ (γ, p, s,−t)

=
n∑

j=1

(dsj−1)γpj(−t)

=
n∑

j=1

(sj−1)γ
n∑

i=j

aj(−t)i−j

=
n∑

j=1

n∑
i=j

(dsj−1)γaj(−t)i−j

=
n∑

j=1

j∑
i=1

(dsj−i)γaj(−t)i−1

=U.

Entonces LI=LD y aśı ∗ es verdad para todo x ∈ Q(s). Ahora definimos un “nuevo”

π sobre R como sigue:

Denotemos al “anterior” π (definido sobre Q(s)) por π̂. Tomemos una base {bλ}
para R sobre Q(s). Y definamos (bλ)π = bλ arbitrariamente. Sea x en R y supongamos

x =
∑

λ

xλbλ

donde xλ ∈ Q(s). Luego definimos

(x)π =
∑

λ

(xλ)π̂bλ.

Por linealidad π satisface la ecuación deseada

(xs)π = (x)γ + (x)π · (−t)

para todo x ∈ R.
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Por lo tanto hay una ráız cuadrada para α, y en este caso no es única.

¤



3
Aplicaciones

1. Divisibilidad del Aut(R←−⊕R)

Teorema 3.1.1

Aut(R←−⊕R) no es divisible.

Prueba. Podemos tomar, por ejemplo, el automorfismo

α =

(
2 0

γ 2

)
,

donde γ es cualquier homomorfismo tal que (1)γ = 1 y (
√

2)γ = 0. Aśı s =
√

2 y −t =

−√2 son ráıces del mismo polinomio irreducible p(z) = 2− z2 donde p(z) ∈ Q[z] y se

cumple además que
2∑

j=1

((
√

2)
j−1

)γpj(−
√

2) = ((
√

2)
0
)γp1(−

√
2)+((

√
2)

1
)γp2(−

√
2) =

(·1)γp1(−
√

2) + (
√

2)γp2(−
√

2) 6= 0.

2. Pregunta abierta

La complejidad de las condiciones anteriores indican que la respuesta para la sigu-

iente pregunta todav́ıa abierta puede ser complicada:

Pregunta. ¿Exactamente que condiciones sobre los parámetros r1, r2, γ de α determi-

nan si α tiene una ráız cúbica, o una n−ésima ráız?

28
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