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Resumen

El estudio de la teoria de grupos, subgrupos, grupos cocientes y homomorfismos
entre grupos ya sean finitos o infinitos es un area amplia y rica en teoria. El tra-
bajo desarrollado a continuacién toma como campo de estudio los grupos finitos
y lo relaciona con el tema de probabilidad; donde estudiamos el nimero de casos
favorables a un evento determinado, entre el nimero de casos posibles. Una pre-
gunta bastante natural es: ;Cudl es la probabilidad de que dos elementos tomados
al azar de un grupo finito conmuten? Partiendo de esta cuestion analizaremos la
probabilidad de conmutatividad o grado de conmutatividad de grupos especificos
como ser el grupo Diedrico, entre otros, que desarrollaremos en el primer capitulo.
Luego en el segundo capitulo de manera general, determinamos una formula medi-
ante la relacién de equivalencia dada por la conjugacién, y su ntimero de clases de
equivalencia; ademds generamos propiedades para grupos especificos como ser el
grado de conmutatividad de subgrupos, grado de conmutatividad de un producto
cartesiano, entre otros. Este segundo mencionado nos servira para determinar mas
grados de conmutatividad. En el tercer capitulo determinaremos cotas, pues la
probabilidad que suceda un hecho determinado esté ubicada en el intervalo (0, 1];
en nuestro caso, 1 es el grado de conmutatividad de grupos abelianos, y por el
contrario, mostraremos que se puede hallar grupos cuyos grados de conmutativi-
dad se acercan tanto a 0 como queramos. En cuanto a las cotas, determinaremos
la cota superior 5/8 como un limite para grupos no abelianos en general; también

analizaremos las p-cotas, que es una relacion entre niimeros primos y el grado de
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conmutatividad de un grupo dado, hallando cotas superiores e inferiores generadas
por numeros primos. Por tltimo, en el cuarto capitulo, desarrollaremos la proba-
bilidad de conmutatividad de los grupos nilpotentes y los grupos solubles que son
un caso especial pues son casi abelianos, determinaremos que tan conmutativos

pueden ser.



Introduccion

En un grupo no abeliano o, mas generalmente, en una estructura algebraica no
conmutativa, tiene sentido calcular la probabilidad de que dos elementos con-
muten. Este problema fue abordado por primera vez en 1968 por Erdos y Turan
[1] donde introdujeron el concepto de grado de conmutatividad como la proba-
bilidad de que un elemento arbitrario x, en un grupo finito GG, conmute con otro
elemento arbitrario y en GG. Después de eso, se ha desarrollado muchos estudios
para determinar algunas cotas para este grado. Por ejemplo, Gustafson [2] y
MacHale [6] demostraron independientemente en 1974 que para un grupo finito
no abeliano G, el grado de conmutatividad P(G) < 5/8. Este concepto grado de
conmutatividad se utiliza para determinar qué tanto de conmutatividad posee un
grupo finito. La probabilidad de conmutatividad se puede obtener desarrollando
una tabla de conmutatividad, por las clases de conjugacion y utilizando central-
izadores. Encontrar el grado de conmutatividad de un grupo finito es equivalente
a encontrar el niimero de clases de conjugacién del grupo o encontrar el niimero de
caracteres irreducibles del grupo. Esto relaciona el grado de conmutatividad con
muchas areas de la teoria de grupos; hay muchas preguntas, y una larga historia
de resultados, concernientes a la relacion entre los caracteres irreducibles de un
grupo y las propiedades tedricas de grupo, estudiada en la teoria de representacién
de grupos.

El presente proyecto de grado se centra en el campo de las matematicas lla-

mado teoria de grupos. Mas especificamente, estudiamos la conmutatividad de
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pares de elementos en grupos particulares y las probabilidades asociadas con ellos.
Desarrollamos esta teoria en secciones generales y especificas. El primer capitulo
contiene la definicién y el calculo del grado de conmutatividad de algunos grupos
especificos. En el segundo capitulo, desarrollamos las propiedades generales del
grado de probabilidad y su relacion con las operaciones de los grupos; también
desarrollamos el grado de conmutatividad de subgrupos y otras propiedades. El
tercer capitulo estd dedicado al estudio de las cotas del grado de conmutatividad
de p-grupos y otros. El cuarto capitulo es el estudio del grado de probabilidad
de grupos especificos como son los grupos nilpotentes y los grupos solubles. El
trabajo también se centra principalmente en los grupos diédricos. El trabajo se
presenta de una manera que permita al lector obtener una mejor comprension de
la teoria involucrada. En un curso regular de la teoria de grupos, se desarrolla las
propiedades generales de los grupos, y la teoria de grado de conmutatividad de

grupos es un tema de profundizacion y mas en su aplicacion.
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Capitulo 1

Grado de conmutatividad

1.1 Introduccion

1.1.1 Medida

- Por espacio medible entendemos un par ordenado (€2, B) que consta de un
conjunto €2 y un o -algebra B de subconjuntos de €2. Un subconjunto A de

Q) se llama medible si A € B .

- Una medida p en un espacio medible (€2, B) es una funcién p : B — [0, oo]

que satisface:
(@) =0

M(U E;) = Z 1(E;)

para cualquier sucesién {E;} de conjuntos medibles disjuntos, es decir E; N

Ejzw,ElEB,Z#j

- (Q, B, p) se llama espacio de medida.
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1.1.2 Medida de probabilidad

Sea (€2, B, P) un espacio de probabilidad, donde € es denominado espacio mues-
tral, B es un o-algebra de los subconjuntos de €2 y P es una medida de probabilidad

la cual satisface:

1. 0<P(E)<1l,paraF€B

2. PIUSE)=>"PE), EENE; =0, E;, € B, i #3j.
3. P(Q)=1

4. P(0)=0

Es inmediato verificar que, si E, F C Q, entonces P(E°) = 1—P(E), P(0) =0
y P(E —F) = P(E) — P(ENF). Por el principio de inclusién y exclusion,
P(EUF)=P(E)+ P(F)—P(ENF). Cuando P(E) = 0 decimos que el evento
E es totalmente improbable y si P(E) = 1 significa que el evento E siempre
ocurre. Como P(FE) estd entre 0 y 1, el evento E presenta diferentes grados de
ocurrencia.

Para el estudio que se desarrollaré en el presente trabajo nuestro espacio mues-
tral € sera un grupo G finito, y P sera una medida de probabilidad. Como cal-
culamos la probabilidad en grupos finitos, la medida empleada sera la medida del
conteo (la cardinalidad de un conjunto).

En 1968 Erdés y Turdn [1], investigaron algunos aspectos estadisticos de la
teorfa de grupos. Luego, en 1973 Gustafson [2], continué con el tema del grado de
conmutatividad. El grado de conmutatividad del grupo finito G se define como

sigue

{(z,y) € G x G : zy = ya}|
GJ*

que es la probabilidad de que dos elementos de G, elegidos al azar conmuten.

P(G) =

Y

En 1975 Sherman [3], estudio la probabilidad de que un automorfismo de un

grupo finito, fije un elemento arbitrario del grupo y, en 2011 Moghaddam [4]
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presenta la probabilidad que un automorfismo de un grupo finito dado deje fijo

un subconjunto; en general define

{(g,2) € G x X : gv = x}|
|G| |X] ’

Pe(X) =

donde G es un grupo que actiia sobre el conjunto X. En particular, si el grupo
G actia sobre si mismo por conjugacion, entonces la probabilidad anterior sera
P(G).

En 2008 Pournaki, M. R. Sobhani [5] han estudiado y generalizado este con-
cepto para un grupo Gy g € G,

_ H@y) e GGz, y] =g}|7

P, (G
1(€) o

donde [z,y] = 7'y~ zy es el conmutador de x e y. En particular, tenemos P(G)
cuando g = 1 el elemento identidad del grupo G'y, P,(G) = 1 siy sélo si G es un
grupo abeliano y g = 1.

Es muy importante tener en cuenta que la probabilidad de conmutatividad no
es la tinica medida de qué tan cerca esta nuestro grupo de ser abeliano. Algunas
otras medidas son: el tamano del centro del grupo (una medida global que usa
subgrupos), el tamano de los centralizadores (una medida local que usa subgru-
pos), el tamano de la abelianizacién (una medida que usa cocientes) y la ecuacién

de clase (una medida que usa clases de conjugacién).

1.2 Definiciéon de grado de conmutatividad

La probabilidad de conmutatividad, también llamada grado de conmutatividad,
de un grupo finito es la probabilidad de que dos elementos elegidos al azar con-
muten, y mide qué tan cerca estd un grupo finito de ser abeliano. En todo el
documento los grupos que consideraremos son finitos. Como nuestros grupos son

finitos, la medida de probabilidad m&as natural deberia ser aquella en la que los
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elementos se eligen uniformemente al azar. Asi que supongamos que a G x G se

le asigna la distribucién uniforme discreta. Sea L(G) el evento,
L(G)={(z,y) € G x G : 2y = yx},

que es el conjunto de todos los pares de elementos que conmutan en G. La
probabilidad de conmutatividad debe ser, por lo tanto, la probabilidad de que
este evento L(G) ocurra en G. Un resultado (z,y) para el cual zy = yx se llama
una conmutatividad. El conjunto de todas las conmutatividades es el evento “z e

y conmutan” con z,y € G elegidos al azar es el conjunto L(G).

Definicién 1 Sea G un grupo finito. Definimos la probabilidad de conmuta-

tividad o grado de conmutatividad de G como

|L(G)]
G) = ;

(1.1)

donde L(G) = {(z,y) € G x G : xy = yx} es el conjunto de todas las conmuta-

tividades.

El cociente |L(G)| /|G| representa la cantidad de casos favorables para la
conmutatividad sobre la cantidad casos posibles.

El conmutador de los elementos g, h € G, denotado por [g, h], se define como
g 'h~'gh € G. Se llama asi porque [g,h] = 1 si y sélo si g y h conmutan.
Entonces L(G) = {(z,y) € G x G : [z,y] = 1} es una definicién alternativa. El
conjunto de todos los conmutadores de G no necesariamente forma un subgrupo
de G, por esta razén consideramos el subgrupo generado por los conmutadores.
Dado un grupo G, el subgrupo conmutador o subgrupo derivado es G' = [G, G] se
define como el subconjunto generado por todos los conmutadores [g, h]. Resulta
que G’ es un subgrupo normal y G/G’ es el mayor cociente abeliano de G y por
eso se llama su abelianizacion. Denotamos con Z(G) al centro del grupo G que

es el conjunto de todos los elementos de G que conmutan con todos los elementos
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de G. Para a € G, el conjunto Cg(a) es el centralizador del elemento a € G,
que por definicién es el conjunto {z € G : za = ax} de los elementos de G que
conmutan con a. Denotamos con [G : Cg(a)] al cociente |G|/ |Cq(a)| llamado
indice del centralizador Cg(a) en G. La ecuacién de clases de un grupo finito

G={r1,...,2,} es
k(G)

Gl=12@)]+ Y [G:Colw)]

i=|Z(G)|+1
donde la sumatoria se realiza para [G : Cg(x;)] > 2. Un andlogo a esta ecuacién

es la “ecuacion de grado” que afirma lo siguiente:
k(G)

Gl =|G/G+ ). &
i=|G/G|+1

donde la sumatoria se realiza para d; > 2. Una discusion mas completa sobre la
ecuacion de grado se encuentra en el Capitulo 18 de [7].

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en cualquier texto de
algebra abstracta a excepcion del la primera afirmaciéon que es equivalente a la

segunda.

Teorema 2 Los siguientes afirmaciones son equivalentes para un grupo G.

1. P(G)=1 4. G'={1}
2. G es abeliano 5. Cgla) = G para todo a € G.
3. Z(G) =G 6. G/G'=G.

Demostracién. Si P(G) = 1, entonces |L(G)| = |G|*. Luego L(G) = G2, y esto
significa xy = yx para todo x,y € G. Asi G es un grupo abeliano. Es inmediato
observar que el razonamiento inverso también es cierto, lo que prueba que 1. es
equivalente a 2. [ ]

Segun este resultado, para tener grados de conmutatividad diferentes de 1

debemos analizar grupos no abelianos.
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Teorema 3 Si G y H son grupos finitos isomorfos, entonces P(G) = P(H).

Demostraciéon. Sea f : G — H un isomorfismo entre los grupos G y H. La
funcién ¢ : L(G) — L(H) dada por ¢(z,y) = (f(x), f(y)) estd bien definida,
puesto que si (x,y) € L(G), entonces (x,y) € G* con zy = yr. Como f es un ho-
momorfismo, f(2)f(y) = f(y)f(x), con (f(x), f(y) € H?. Luego (f(x), f(y)) €
L(H). La inyectividad y sobreyectividad de ¢ son consecuencia de las mismas
propiedades de f, lo que establece el resultado. [ ]

El reciproco del Teorema 3 no es cierto. El grupo diédrico D3 y el grupo

D3 X Zs tienen el mismo grado de probabilidad y no son grupos isomorfos.

1.3 Ejemplos

La tabla de ocurrencias de conmutatividades para un grupo G se llama la tabla
de conmutatividad. Una tabla de conmutatividad contiene una entrada para cada
par en el espacio muestral G x G. Cada par ordenado en L(G) esté representado
por 1y todos los deméds pares ordenados por 0. El grado de conmutatividad P(G)

es la proporcién de entradas distintas de cero respecto al total de entradas en la

tabla.
L|r|r?|s|sr|sr
1 1111 {11 |1
r 1111 (00 |O
r> [1]1[1 0[]0 |0
s 1100 |10 |O
st 11070 0|1 |0
sr2 11010 [0]0 |1

Tabla 1.1: Tabla de conmutatividad del grupo Ds
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El grupo diédrico Dj

De la clasificacién de grupos finitos, sabemos que los grupos de orden menor o igual
a b son todos abelianos, y por ende tienen grado de conmutatividad 1. El grupo no
abeliano m4s pequeno es el grupo diédrico D3 = (r,;s : 3 = 1,5 = 1,sr = r7's)
de las simetrias de un triangulo equildtero generado por una rotacién r y una

reflexion s.

1 2 3 1 2 3

r = S =
3 1 2 1 3 2

1

. ) 1 2 3 1 2 3

2 s rT = sr =
2 31 3 2 1
1 2 3 1 2 3

2 3 1= sr? =
=5 1 2 3 21 3

Como el subgrupo generado por la rotacién r es abeliano de orden 3, se tiene
el cuadrado de 1 unos en la Tabla 1.1. En la diagonal principal también hay 1
unos ya que los elementos son los mismos y ellos conmutan. Los otros elementos

2 =yrr2s =r"1ls son

de la tabla no conmutan, por ejemplo sr?-r = sy r - sr
diferentes. Hay en total 62 — 32 — 3 - 3 = 18 pares ordenados representados por 1

unos en la tabla, por lo que el grado de conmutatividad del grupo D3 es

e L@ 181
PID) = PO) = = 5= 3

significa que la probabilidad al tomar dos elementos de D3 con reposicion y que
ellos conmuten es 0,5. En otros términos, D3 tiene grado de conmutatividad
igual a 0,5. La representacion de los elementos de D3 como permutaciones queda
justificada, por el teorema de Cayley, un resultado de teoria de grupos que permite

representar cualquier grupo como un grupo de permutaciones. Todo grupo finito
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es isomorfo a un subgrupo de un grupo simétrico. Si el grupo es finito y tiene
orden n, entonces es isomorfo a un subgrupo de S,.

Los grupos abelianos tienen propiedades importantes y una de ellas es que su
tabla de Cayley de los productos posibles es simétrica, y esta simetria también
queda expresado por 1 unos en la tabla de conmutatividad del grupo. Una cuestion
es si existen grupos que sean altamente abelianos, esto es, con grados de conmu-
tatividad cercanos a 1 y, por otro lado, la existencia de grupos altamente no
abelianos que serian aquellos que poseen grados de conmutatividad préximos a

Cero.

El grupo de cuaterniones

Los cuaterniones fueron introducidos por W. R. Hamilton en 1843, después de
que él y otros matematicos buscaron por muchos anos un sistema numeérico que
describiera puntos del espacio tridimensional en forma similar a cémo los niimeros
complejos describen puntos del plano. Los cuaterniones son ntimeros hipercom-
plejos de la forma a + bi + ¢j + dk, donde a, b, ¢, d son nimeros reales y las tres

unidades imaginarias ¢, j, k tienen cuadrado igual a —1 y ademas
1] =k = —Jji, jk =1i= —kj, ki=j = —ik
El grupo de cuaterniones
Qs ={1,—-1,i,—i,j,—j, k, —k}

es un grupo no abeliano de orden 8. El grupo de cuaterniones (Jg tiene el mismo

orden que el grupo diédrico Dy, pero una estructura diferente. Los subgrupos de

QS Son {1}7 {17_1}7 {17_17i7_i}? {17_17j7 _j}a {17 _17k7 _k} y Q8-
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Qs
T TN

{£1,4i} {£1,£5} {£1, £k}
~. | -
{£1}

\
{1}
Figura 1.1: Diagrama de Heasse del grupo (g

Para determinar el grado de conmutatividad del grupo de cuaterniones, note
que los elementos que no conmutan son +¢ con +5 y £k. Son tres pares y las que se
obtienen al conmutar, por conteo tenemos 2-(2-2)+2-(2-2)+2-(2-2) = 84848 = 24.
Luego el grado de conmutatividad del grupo Qg es

4-24 4
0 =00 062

PO == =6~ 8

entonces el grupo Qg tiene “mayor conmutatividad” que el grupo diedrico Ds. El

grupo Qg representado por generadores es
Qs = <a,b:a4:b4: 1, a* = b, ba:ab3>

La multiplicaciéon de la unidad imaginaria ¢ por un ntmero a + b equivale
a una rotacién del nimero complejo de 90°, y en general la multiplicaciéon de
los ntimeros complejos y de los cuaterniones realizan rotaciones ademés de otros

hechos geométricos.

El grupo de matrices U(M>(Zs))

El conjunto G = U(Mz(Zs)) es el grupo de las unidades del anillo de matrices
2 x 2 con entradas en el campo Z, de las clases residuales médulo 2. G es un

grupo no abeliano. Los elementos de GG son las matrices de determinante no cero
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G es un grupo de orden 6. Por la clasificacion de grupos de orden 6, G' debe ser

el grupo diédrico D3. Entonces

1
P(G) = .
=1
1 1 01
Sea r = y s = . Entonces > =1, s2 =1, rs = sr !, lo que
1 0 1 0

prueba que G es isomorfo al grupo Dj.

En el siguiente capitulo probaremos que las conmutatividades estan relacionadas
con las clases conjugadas del grupo. Esto reduce el célculo de las conmutativi-
dades ya que es suficiente realizar calculos sobre los representantes de las clases

de conjugacion.

1.4 Grado de conmutatividad de D,,

Si n es un entero positivo, entonces el grupo diedrico D,, es generado por dos

elementos, la rotacién r y la reflexién s que verifican las relaciones ™ = s? = 1

k

y rs = sr—!. Por induccién se verifica que r¥s = sr=% y sr¥ = r=Fs. Asi D,, =

n—1 2

{1,r,7%, ..., 7"t s rs,rs?, ... ,r" 1s}. Para contar los elementos que conmutan

observamos elementos de D,, X D,, en la siguiente tabla
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1 T 1 S 7S r=lg
1 (1,1) (1,77 1s)
r (r,7)
rn—l (Tn—l’ Tn—l)
s (s,5)
rs
s | (rmTls, 1) (rm=ls, rnls)

Tabla 1.2: Tabla de operaciones de D,

De este se sigue inmediatamente el Teorema 4 para el caso n impar y par.

Teorema 4 Sin es un entero positivo, entonces

n+3 ; ;
- St N es ympars;
o An ? )
P(D)=q "'
In St N €S par.

Demostracién. Los elementos de D,, son de la forma 7% o 7’s.

Caso 1 Sin es impar o par, los pares (%, r7) conmutan para todo 0 < 4,5 < n, ya
que 7ird = ¢t = pitt = pipi También conmutan los pares (r's, 1), (1,r's)

y (r's,r's) para 0 <i < n.
Caso 2 El par (7's,7¥) conmuta si y sélo si

i—kS _ itk

ris-rh=rF . ris e =riths o 2k =1

solo cuando 2k = n.
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Caso 3 Para i > k, el par (r's,7%s) conmuta si y sélo si
risrFs = kg plg o ik = kTt o p2000) —

cuando 2(i — k) = n.

1. Si n es impar, los casos 2 y 3 no se verifican, y el conteo se reduce al caso 1,

por lo que hay n? + 3n pares que conmutan. Por tanto,

P(D)_n2+3n_n+3
Y (2n)2 4n

1
Como lim P(D,) = T significa que para n impar grande, D,, tiene grado
n—oo

de conmutatividad proximo }l =0, 25.

2. Sin es par, se debe contar las soluciones de ecuaciones en los casos 2 y 3.

(a) 2k = n, tiene solucién unica k = n/2, y los pares que conmutan son

(ris,r™/?) parai=0,1,...(n — 1)
(b) i =k+n/2donde k =0,1,...,(n/2—1) y los pares que conmutan son
(ris,rks).

Considerando los pares invertidos, en total tenemos que

n2+3n+n+n+g+g:n2+6n

de donde se sigue la conclusion.

10 5
En particular, P(Dy) = 3£ = T 5

Teorema 5 Cada nimero primo puede aparecer como el denominador de P(G)

para algun grupo diédrico G.
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Demostracién. Note que Dg tiene grado de conmutatividad 1/2, por lo que el
resultado es cierto en el caso de primo par. Ahora, supongamos que queremos
encontrar un grupo diédrico que tiene un primo impar de la forma 4n + 3 en el

denominador de P(G). Consideremos Dy, cuyo grado de conmutatividad es

2k+6  k+3
4.2k 4k

Queremos que sea un cociente de la forma i3, donde (an,dn +3) =1y

a, < 4n + 3. Esta condiciéon se verifica con a,, = n + 1. Ahora debemos resolver
la ecuacién
k+3 n+1
4k 4n+3

Multiplicando y simplificando, encontramos que

(k+3)(4n+3) =4k(n+1)
4kn + 3k + 12n + 9 = 4kn + 4k

12n +9 = k.

Por lo tanto, el grupo diédrico Da(12n49) = Dasn+1s tiene grado de conmuta-

tividad 47;’;13. Esto significa que podemos encontrar ejemplos de grupos diédricos

con grado de conmutatividad, cuyo denominador es un primo de la forma 4n + 3.

En el caso de primos de la forma 4n + 1, se plantea la ecuacion

n-+1 _k—|—3
dn+1 4k’

y se deduce que Dg, . tiene la propiedad requerida. [ ]



Capitulo 2

Propiedades algebraicas de P(G)

2.1 Una férmula para P(G)

En el capitulo anterior hemos utilizado la definicion para calcular el grado de
conmutatividad de algunos grupos finitos. El problema es el conteo de las conmu-
tatividades, elementos de L(G), donde G es un grupo un grupo finito. El siguiente
teorema expresa el problema de calcular el grado de conmutatividad en términos
de las conjugadas del grupo G.

Sea x € G. El centralizador de = en G es el subgrupo Cg(z) = {a € G :
ar = za} de elementos de G que conmutan con x. La clase conjugada del x es el

1. a € G} de las conjugaciones de z. El conjunto de todas las

conjunto [z] = {aza™
clases conjugadas {[z] : © € G} es una particién del grupo G. La correspondencia
¢ : G/Cq(x) — [x] dada por p(aCg(x)) = axa™' es una biyeccién, y tenemos
|Gl : Gl
= |[z]| , 0 bien |Cg(z)| = —.
|Ca(x)| |[]]

Por propiedades de las clases de equivalencia tenemos también que si y € [z],

entonces [x] = [y].

14
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Teorema 6 Fl grado de conmutatividad del grupo G es el cociente entre el niumero
de clases conjugadas k(G) sobre el orden de G, es decir

e

P(G) =

(2.1)

Demostracién. Sea (u,v) € L(G), entonces uv = vu. Por definicién de central-
izador v € Cg(u), y ast (u,v) € {u} x Cq(u) C U,eq{r} X Ca(x). Inversamente,
si(u,v) € Uyeair} x Ca(x), entonces (u,v) € {x} x Cq(x) para algin = € G.
Se sigue que u = x y vr = xv, es decir vu = uv, en consecuencia (u,v) € L(G).
Hemos probado que

L(G) = | J{z} x Cala). (2.2)

zeG

La familia de conjuntos {{z} x Cq(x)},. es disjunta, ya que para x # y por

propiedades del producto cartesiano,

({z} x Ca(x)) N ({y} x Caly)) = ({2} N{y}) x (Calz) N Caly)) = 0.

Sean [z1], ..., [Tk)] todas las distintas clase conjugadas en el grupo Gy sea k(G)

el nimero de clases conjugadas. Entonces de (2.2)

L@ =) |Ca(x)l

zeG
-y 1G]
= ||
k(G)
G
= Z Z u por particion en clases conjugadas,
20 2 ][]
k(G)
G
= Z Z C] cambio de representante de clase,
i=1 ze[z;] sz”
el
=) |zl
; 2]
k(G)
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se sigue que

IL(G)| _ k(@) |G| _ k(G)
P(G) = = =

G =Ter " Ter 1@

Note que de la demostracion anterior tenemos la identidad
> 1Ca(x)| = |GI* P(G) (2.3)
zeC
que emplearemos con mucha frecuencia.

Aunque la ecuacién (2.1) nos presente una nueva forma de obtener P(G) sigue
siendo dificil de calcular, sin embargo facilita algunas demostraciones de grados de
conmutatividad y calculos como veremos mas adelante. Por el momento calcular
la probabilidad de conmutatividad de un grupo finito se convierte en una cuestién
de contar el ntimero de clases de conjugacién del grupo. Para algunos grupos es

posible calcular explicitamente las clases de conjugacion.

Ejemplo 7 El grado de conmutatividad del grupo de cuaterniones (Qg es g.

Demostracién.

Determinacién de las clases conjugadas. El grupo de cuaterniones Qg =
{41, 44,47, +k} verifica las relaciones > = j% = k? = —1, ij = k, jk = 1,
ki = j. Note que i ' = —i. Luego [1] = {zlz™! : 2z € Q} = {1}, [-1] = {-1}.

Para calcular la clase conjugada de ¢, tenemos

jig ™ = ji(—j) = jij = —jk = i,
de forma andloga kik™! = —i, asf [i] = {&i} = [—i]. Del mismo modo [j] =
{£j} =[—7j] v [k] = {£k} = [-k]. Luego tenemos 5 clases conjugadas. De donde

5
el grado de conmutatividad del grupo de cuaterniones es P(Qg) = 3 [ ]

Ejemplo 8 El grado de conmutatividad de los grupos simétricos Ss y Sy son % Y

5

51 respectivamente.
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Demostracion. El ntimero de clase conjugadas del grupo simétrico S, es igual

al nimero de particiones del entero n. Las particiones de 3 son 3, 2+1y 14+1+1,

luego
k(S3) 3 1
P(S;) = =—=—
(S5) 1S] 31 2
Las particiones de 4 son 4, 3+1,2+2,2+1+1,1+1+1+1 en total son 5.
Luego
E(Sy) 5 5
P(Sy) = =—=—.
(54) 1S4 4l 24

2.2 Grado de conmutatividad del producto di-
recto

El producto de grupos es una forma de construir grupos a partir de dos grupos
mas pequenos, y puede usarse para construir un grupo mas grande y también
para calcular el grado de conmutatividad de grupos que se pueden expresar como
producto de grupos. Sean G y H grupos, el producto de G y H es el grupo
cuyos elementos son por pares ordenados: G x H = {(a,b) :a € Gy be H}
con la operacion de grupo que se realiza componente a componente. El elemento
identidad de G x H es (1,1), y el inverso de un elemento (a,b) € G x H esta
dado por (a,b)"t = (a™',b7"). Més generalmente, podemos tomar cualquier lista
de grupos Gy, ...,G, v formar el grupo producto Gy X --- x G,,. El siguiente
teorema relaciona el grado de conmutatividad del grupo producto con el grado de

conmutatividad de cada factor.

Teorema 9 St G y H grupos finitos cualesquiera, entonces el grado de conmuta-
tividad del grupo producto G x H es producto de los grados de conmutatividad de
G con H, esto es

P(G x H) = P(G)P(H).
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Demostracion. Para que esta identidad sea cierta, debe ser posible realizar una
biyeccién entre los conjuntos de conmutatividad. La forma natural de hacerlo, es

definiendo ¢ : L(G x H) — L(G) x L(H) por

80((@: b)a (C’ d)) = ((aa C)a (ba d))

Note que ¢ esta bien definida y es facil establecer que es una biyeccion. De donde
|L(G x H)| = |L(G)||L(H)|, y como |G x H| = |G| |H|, tenemos que
L H L L(H
PG w1y = G DL HCNILUDL
|G x H] GI" A

Podemos dar otra demostracion mediante las clases conjugadas y apelar al Teo-

rema 6. Sea (u,v) € [(x,y)], entonces existe (a,b) tal que

(u,v) = (a,b)(z,y)(a,0)". (2.4)

Como la operacién en el grupo producto G' x H es componente a componente,
(2.4) es equivalente a
u=ara"'yv=0byb !,
de donde (u,v) € ([z],[y]) y se sigue inmediatamente que [(x,y)] = ([z], [y]); asi
k(G x H) =k(G) - k(H).
Luego como consecuencia del Teorema 6
k(Gx H) k(G)-k(H) k(G)k(H)

P H — = = =
(CxH) =3 a = Jenal -~ 16 |

P(G)P(H)

como se queria. [ ]

1

Ejemplo 10 FEl grado de conmutatividad de grupo diédrico Dg es 5

Demostracion. El grupo diédrico Dg es isomorfo al grupo D3 x Z,. En la,
1

Seccién 1.3 hemos establecido que P(D3) = 5 ¥ como Z es un grupo abeliano su

grado de conmutatividad es 1, luego

P(DG) :P(Dg XZQ) :P(Dg)P(Zg) = %
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]
Ahora podemos construir grupos cuyos grados de conmutatividad estén proximos
a cero, por ejemplo, el producto de n grupos diédricos D3 dado por G,, = [[;_; Ds
tiene grado de conmutatividad P(G,,) = 2% Como nh_)r{.lo P(G,,) = 0, significa que
para n suficientemente grande, el grupo G, es altamente no abeliano. Este resul-
tado también muestra que 0 es un punto de acumulacién del conjunto A = {P(G) :
G es un grupo finito}. ;jExiste otros punto de acumulacién?
El Teorema 4 afirma que P(D,) = %2 si n es impar y P(D,) = %8 si n es

1 1
par. Asi, lim P(D,) = 7 de donde 1 es también un punto de acumulacion de
n—oo

A.

2.3 Grado de conmutatividad del grupo cociente

Lema 11 Sean H y K subgrupos de G y a,b € G con a € H. Entonces a(H N
K)=HnNnakK.

Demostracién. Si z € a(H N K), entonces * = au con u € H N K, luego
xr € HNakK. Inversamente, si x € H NaK entonces xt =ak conx € Hyk € K,

y como k =a 'x € H, se sigue que k € HN K, luego = € a(H N K). ]

P(G
Teorema 12 Si N es un subgrupo normal de G, entonces P(G/N) > %N)

Demostraciéon. Probaremos la primera parte. Por el Segundo Teorema de Iso-

morfismo
Cg(x) Cg(.%’)N
= cC N). 2.5
NnCelz) N o/(z) (25)
La ultima inclusioén se justifica por lo siguiente. SiunN € GE\II) ,conu € Cg(x)

y n € N, entonces

(xN)(unN) = (zN)(uN) = zuN = uzN = (ulN)(zN) = (unN)(zN)
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y unN € Cg/n(xN). Aplicando cardinalidades a (2.5) obtenemos

Ca(z) )Oe(x)N ‘
NN Cq(x) N

De donde
Co(2)] < |Can(zN)| [N N Ca(z)].

Sumando sobre los elementos z de GG

IL(G) =) _|Ce(@) < ) |Com(@N)|IN N Co(2)]

zeG z€G

Como las clases conjugadas forman una particion de GG, tenemos que

LG < D > [Can(S)]IN N Ca(x)

SeG/N z€S
= Y |Cam(®)] D INNCala)], (2.6)
SeG/N z€S

donde S = xN para algin x € (. La ultima suma se puede escribir como
> res INNCa(x)| = >, cs.enncy@ 1+ Es inmediato mostrar la siguiente equiv-
alencia: v € S, z€ NNCg(x) & z€ N,z € Cg(z) N S. Luego

Yooo1= ) 1= |Caz)NnS|.

z€8S,2e NNCg () zeN,xzeCq(z)NS zeN

Cuando Cg(z) NS # 0, sea xy € Cg(z) NS, entonces S = Ny, luego por lema
anterior

(Ca(z) N N)xg = Cg(z) NxzgN = Cq(z) N S.

Se deduce que |Cg(z) N S| < |Cq(z) N N|, ya que Ci(2) NS puede ser vacio.
Al insertar estos resultados en (2.6) tenemos
L@ < |L(G/N)| Y [Calz) N NI,
zeN
De donde
[L(G)] < |[L(G/N)[ - [L(N)|
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al dividir por |G|
[L(G)| _ |L(G/N)| [L(N)]
3 < 2 2 2
|G| GI"/INI" [N

se sigue

P(G) < P(G/N)- P(N).

2.4 Grado de conmutatividad de subgrupos

Si H es un subgrupo del grupo G, en general H posee menos elementos que G, e
incluso H puede ser el subgrupo trivial {1} que es abeliano, luego esperamos que
en general se verifique la desigualdad P(G) < P(H). En lo que sigue aplicamos
reiteradamente las propiedades de clases. Si H es un subgrupo del grupo G y
a,b € G, entonces aH = bH siy sblo si a = b- h para algin h € H, que equivale

aab™' € H.

Teorema 13 Si H es un subgrupo de G, entonces

P(H)
G < P(@) < P

Demostracién. Definimos ¢ : Cg(z)/Chy(xz) — G/H por ¢(aCy(x)) = aH.
Es una funcién, en efecto, si aCy(x) = bCh(z), entonces a = ub para algin
u € Cy(z) = HNCg(x). Entonces aH = ubH = bH. La funcién ¢ es inyectiva,
ya que si aH = bH, con a,b € Cg(z), entonces a = bh para algin h € H.

Entonces

aCy(z) = bh(H N Cqx(z)) = bCx(x)

De ahi
[Co(x) : Cy(x)] < [G: H]. (2.7)

Por el Teorema de Lagrange y (2.7)



CAPITULO 2. PROPIEDADES ALGEBRAICAS DE P(G)

Ca(@)] = |Cu ()| [Co(x) : Cu()]
< |Cu(2)][G - H].

De donde,
|Ca(z)] < |Cu(x)| |G : H]

Sumando sobre los elementos de GG obtenemos

> [Ca(@)| < [G: H] Y |Cu(z)

zeG zeG

22

(2.9)

El primer miembro es |L(G)|, pero la sumatoria del segundo no representa todavia

|L(H)].

Siz € Gyy € Cy(x) entonces yr = xzy y y € H. En este caso, xy = yx

entonces y € H y © € Cg(y) de donde podemos reescribir el lado derecho de la

ecuacién (2.9) como sigue:

Z|CG )N <G HZ|CG

zeG yeH
Utilizando (2.8) en (2.10), obtenemos

> [Calx)| <G HP? Y |Culy)

zelG zxeH

que es equivalente a

[L(G)| < [G - H]? |L(H)]

y asi P(G) < P(H).

(2.10)
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Para la otra desigualdad, como Cy(z) = Cq(xz) N H < Cg(x), entonces

de donde P(G) >

G P(G) =) |Cala)|

zeG

> Z|CH($)|

zeG

> Z |Cr ()]

zeH

— |H[* P(H)

23



Capitulo 3

Cotas al grado de conmutatividad

Hemos calculado la probabilidad de conmutatividad de algunos grupos, pero en
general no es posible obtener una férmula para P(G) cuando G es un grupo
finito arbitrario. Sin embargo, se puede determinar cotas para P(G) bajo ciertas
condiciones y de cierta clase de grupos, como los grupos no abelianos, los grupos

solubles y los grupos nilpotentes.

Teorema 14 Supongamos que |G/Z| = I. Entonces P(G) > 231, donde Z =
Z(QG) es el centro del grupo G.

Demostracién. Asumimos la hipétesis |G/Z| = [. La figura 1.2 muestra la

relacién entre el centro Z y (G, en el producto G x G.

7 x @G
G ‘ ‘
7 A GxZ
7 G
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Figura 1.2: Diagrama cartesiano de G x G

Note que G x Z, Z x G'y Z x Z son subconjuntos de L = {(z,y) € G*: zy =

yx}. Entonces por el principio de inclusién y exclusién

|IL| > |G x Z|+|Z x G| —|Z x Z|,

de donde
|L| |G x Z|+|ZxG|—|Z x Z]
P(G) = >
(@) |G x G| ~ |G|?

_ 26 |Z] - |2
|GJ?

2127 -2

- l2|Z|2

21 — 1

l2

3.1 La cota 5/8 para grupos no abelianos

Sea Z(G) el centro del grupo G, de modo que G/Z(G) es ciclico; entonces G es un
grupo abeliano. En efecto, todo grupo ciclico es generado por un elemento, luego
G/Z(G) = (xZ(G)) para algin x € G. Sean a,b € G, entonces aZ(G) = 2" Z(Q)
para algin n. Luego a = 2"u para algin v € Z(G) y del mismo modo, b = 2™v
para algin v € Z(G) y entero m. Entonces por estar los elementos u y v en el
centro, ab = x"u-x™v = "™ -vu = 22" -vu = v - 2"u = ba. Por otro lado, si
G es un grupo de orden primo p, entonces G es ciclico. En efecto, como |G| > 1,
entonces existe un elemento a € G diferente de 1. El grupo generado por a, (a),
es un subgrupo no trivial y, por teorema de Lagrange, su orden divide a p. Como
p es primo, |(a)| = |G| y asi (a) = G.

Los grupos abelianos tiene grado de conmutatividad 1. Ahora mostraremos

una cota superior para el grado de conmutatividad de grupos no abelianos.
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Teorema 15 Sea G un grupo finito no abeliano. Entonces P(G) < 5/8

Demostracion. La ecuacion de clase de grupos es dada por

k(G)
Gl=1z@)+ Y Il (3.1)
i=|Z(G)|+1
donde x4, ..., x, son representantes de las clases conjugadas y en la sumatoria se

supone |[z;]| > 2. Insertando esta desigualdad en (3.1) obtenemos
G| = [Z(G)] +2(k(G) = |Z(G)]);

resolviendo para k(G) se obtiene

_lel+1z@)

K(G) 5

(3.2)

Como G no es un grupo abeliano, entonces G/Z(G) no es ciclico, luego |G/Z(G)|

Gl

no puede ser 2 ni 3, entonces |G/Z(G)| > 4, luego |Z(G)| < ‘T, e insertando
esto en (3.2)

_lGl+1G1/4 5
- 2 8
de donde P(G) < 5/8. [

k(@) Gl

Asi, en resumen, dado un grupo finito G, la probabilidad P(G) de que dos
de sus elementos, elegidos al azar con reemplazo, conmuten es igual a k(G)/ |G|,
con P(G) =1 siy so6lo si G es abeliano y P(G) < 5/8 si G no es abeliano. Del
Teorema 15 también se sigue que no existe ningtin grupo no abeliano con grado de
conmutatividad en el intervalo abierto (5/8,1). La cota 5/8 puede ser alcanzada

por varios grupos como muestra el siguiente teorema.

Teorema 16 Sea G un grupo finito no abeliano tal que | Z(G)| = |G|/4. Entonces
P(G) = 3.

Demostracién. Como |Z(G)| = |G|/4 no es igual a |G|, entonces existe x en G

tal que = ¢ Z(G). De las inclusiones Z(G) C Cg(x) C G, se sigue que

4=1[G:Z(G)) =[G : Cq(x)] - [Ca(z) : Z(Q)],
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Como G no es abeliano, cada factor del segundo miembro no puede ser 1. En
efecto, si [G : Cg(z)] = 1, entonces G = Cg(x), de donde x conmuta con todo
elemento de G, y asi © € Z(G) lo que es una contradiccién. Si [Ca(z) : Z(G)] =1,
entonces Cg(z) = Z(G), de donde = € Z(G), lo que es una contradiccién. Asi,
[G : Cg(x)] =2 paratodo x ¢ Z(G). Note que, si x € Z(G), entonces Cg(x) = G.

Aplicando estos resultados y por la ecuacién (2.3)

GIP(G) =) |Calx)

el
= > [Cel@)+ > [Calx
z€Z(G) ¢ Z(G)
= D IGI+ > [Calx
z€Z(G) ¢ Z(G)
|G|
= 1Z@lle+ Y 5
¢ Z(G)
_ IG! 31G| |G
IG!2 GI?
4 g 8
_ 5GP
e
entonces P(G) = 2. [

Ejemplo 17 En el grupo de cuaterniones QQg, el orden de su centro es igual a
1Qs]
T

Demostracién. Sea a € Z(Qg). Entonces ar = xa para todo x € Qg. En
particular, ai = ia, aj = ja. Esto implica que a # +j, tk, +i. Luego a = +1.
Asi, |Z(Qs)| =2 = @. Por el teorema anterior, P(Qg) = 2. n

Los grupos de la forma Qg x Z,, también tienen grado de conmutatividad 5/8.

Otro grupo con grado de conmutatividad 5/8 es el grupo diédrico Djy.



CAPITULO 3. COTAS AL GRADO DE CONMUTATIVIDAD 28

3.2 Las p-cotas superiores

Por la dificultad de calcular el grado de conmutatividad P(G), se busca cotas
superiores e inferiores. Una es en funcién del centro del grupo y divisores primos
de él. Para un primo p, un grupo G es un p-grupo si cada elemento de G tiene
orden una potencia de p. Todo p-grupo tiene centro no trivial, asi |Z(G)| > 1. El
Teorema de Cauchy afirma que, si G es un grupo tal que p divide a |G|, entonces
G contiene un p-subgrupo. Sea |G| = p"m, donde p™ es la mayor potencia de p
en |G/, el subgrupo de orden p" es llamado un p-subgrupo de Sylow. Los grupos
de orden primo son ciclicos. Si el cociente G/Z(G) es ciclico, entonces G es un
grupo abeliano. El siguiente teorema establece una cota superior para P(G) en

términos de un primo p.

Teorema 18 Sea p el primo mds pequeno que divide a |G/Z(G)|, donde G es un

grupo no abeliano. Entonces

2
p +p—1

Demostracién. Como p divide a |G/Z(G)|, entonces existe un entero positivo u
tal que |G| = pu|Z(G)|. Siu =1, entonces |G/Z(G)| = p un primo, entonces G
es un grupo abeliano y |G/Z(G)| = 1, lo que es una contradiccién. Asi, u > 1.
Como u divide a |G/Z(G)|, por la minimalidad de p, los factores primos de u son

mayores o iguales a p, asi u > p, utilizando la ecuacion de clase.

k(G)
Gl =12@)|+ > [G:Co(x)] (3.3)

i=Z(G)|+1
donde los x; son representantes de las clases conjugadas y z; ¢ Z(G). Sea x €
G — Z(G). Entonces [G : Cg(x)] > 1, puesto que si [G : Cg(z)] = 1, entonces
G = Cg(x), esto implica que z € Z(G), lo que es una contradiccién. Como

Z(G) C Cg(x) C G, por propiedad de indices

pu=1[G: Z(G)] =[G : Ca(x)] - [Calz) : Z(G)).
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Sea ¢ un primo que divide a [G : Cg(x)], entonces ¢ divide a [G : Z(G)], y por la

minimalidad de p, p < g < [G : Cg(x)]. Insertando en la ecuacién de clase (3.3)
|G| = 1Z2(G)| + p(k(G) = [Z(G)]).

Resolviendo la desigualdad para k(G), tenemos

Gl+(—1)]2(G)|

> k(G),
p > k(G)
dividiendo por |G|
G|+ (p—1)]Z(G)]
> P(G).
p|G| 2 P(G)
Como p < u, se tiene que 1/u < 1/p
G/Z(G)|+(p—1) put(p—1)
P@Q) < =
A Pu
1 -1 1 -1 2 -1
T S h o L Ay
p pru p p p

]
La condiciéon para la igualdad en la desigualdad del teorema anterior esta dada

por el teorema siguiente.

Teorema 19 Sea p un primo, si G no es un grupo abeliano con |G| = p?, entonces

2
p +p—1

Demostracién. Note que G es un p-grupo, luego tiene centro no trivial, | Z(G)| >
1. Primero probaremos que |Z(G)| = p. Como G no es abeliano, entonces
|Z(G)| < p*. Si|Z(G)| = p?, entonces [G : Z(G)] = p, luego G serfa un grupo

abeliano, lo que es una contradiccién. Consideremos la ecuacion de clase
k(G)

Gl=12(@)+ Y [G:Calw)), (3.4)

i=|Z(G)|+1
Siz € G— Z(G), entonces |Z(G)| < |Cg(z)] < p*. Como G es p-grupo, tenemos
que |Cg(z)| = p?, v ast [G : Cq(x)] = p. Reemplazando este en la ecuacién de
clase (3.4)
Gl = 12(G)] + p(k(G) = 12(G)))
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Resolviendo para k(G) se obtiene

_ G+ (= 1) 1Z(G)]
p
P+ @—-1p
p
=p +p—1

k(G)

Por lo tanto,

Ejemplo 20 Si G es un grupo de orden 8 (como el grupo Qs o Dy), su grado de

conmutatividad es
2 +2-1

5
P(G) > ..

3.3 Las p-cotas inferiores

Teorema 21 Sea p un entero primo yn € N donde n > 2 tal que |G/Z(G)| = p".
Entonces

n n—1 _ 1

P(G) > prpr b

p2n71

Demostracion. De la ecuacién de clase
k(G)
Gl =12(@)+ D [G:Calx)). (3.5)

i=|2(G)|+1
Sea x € G — Z(G). Tenemos que Z(G) C Cg(z) C G y por hipétesis |G| =

p"|Z(G)]. Por la ecuacién de indices
p"=1G: Z(G)] =G : Ca(x)] - [Ca(z) - Z(G)].
Por divisibilidad, existe un entero v tal que

(G2 Ca(x)] =p” (3.6)
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donde v < n, ya que si v = n, entonces Cq(x) = Z(G), luego = € Z(G) lo que es

una contradiccién. En (3.6) v puede asumir los valores 1,2,...,n — 1. Luego
G : Cola)] <p" .
Aplicando en la ecuacion de clase (3.5)
|G| < 1Z(G)| + " (k(G) = 1Z(G)]).

Resolviendo la desigualdad para k(G)
61+ " =1 12(6)

k(G) P 1

Dividiendo por |G|

S G+ 0 - 1) 2(G)]

- PG

_G/Z(G)| +p T -1
P G/Z(G)

B pn +pn—1 -1
p2n71 ’

P(Q)

3.4 Posibles valores de los grados de conmuta-
tividad

En esta seccién analizamos los grupos cuyo grado de conmutatividad es 5/8, y
presentamos las condiciones bajo las cuales se verifica este resultado. Estas condi-
ciones estan en términos del orden del grupo cociente G/Z. Algunos otros valores

que puede asumir P(G) son también analizados en general en términos de G/Z.

Lema 22 Si G/Z es ciclico, entonces P(G) = 1.
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Demostracién. Sea G/Z = (xZ) el grupo generado por zZ. Sean a,b € G,
entonces

aZ =x"Z ybZ =x2"7Z
para algunos enteros n y m. Luego, existen 21,29 € Z tales que a = 2"z, y
b= a"z. Luego

ab=1"2z1 - 229 = 212922 = ™29 - 2" 21 = ba.

De donde GG es un grupo abeliano. [ ]
La reciproca del Lema 22 es cierto, ya que, si P(G) = 1, entonces, por el

Teorema 2, el grupo G es abeliano; luego el cociente G/Z(G) = {1} es ciclico.

I

D
Teorema 23 Sea G un grupo finito. Entonces P(G) = 3 sty solo si G/Z(QG)

Ly X Lo el 4-grupo de Klein.

5
Demostracién. Supongamos que P(G) = g ¥ sea |G/Z(G)| = ¢, sea x €
G — Z(G). No puede ser que |[z]| = 1; en ese caso, [z] = {x}, y se tendria que
x € Z(G). Asi, |[z]| > 2. Si|[z]| > 2, para algin z, entonces [x] = [x;] para algin

x; representante de la clase conjugada. En la ecuacién de clase

k(@)
Gl=12@)+ Y ]l > 12(6)] +2(G) - [Z2(G))).
i=|Z(G)|+1
Resolviendo para k(G)
ey < G ZE)

de donde
Gl +12(G) _ (1Z(G)] +12(G)| _ (+1
2G| 201 Z(@)| 20

Como P(G) # 1, por el Lema 22, G/Z(G) no es un grupo ciclico y como los

P(G) <

grupos de orden primo son ciclicos, entonces ¢ = |G/Z(G)| > 4; y como f({) =

(41 1 n 1 q ont ¢
——— = — + — es decreciente, entonces
20 2 A ’

f6)y < f(4)
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luego

5 )

2o PO) <0< f4) =
lo que es una contradiccion. Luego |[z]| = 2 para todo = ¢ Z(G). En la ecuacién
de clase

k(@) k(G)
Gl=12@)|+ Y lll=12G)+ Y 2=12(G)+2kG)~|Z(G)),
i=|Z(G)|+1 i=|Z(G)|+1

y resolviedo la ecuacién para k(G)

G Z(G
wa)  161+120)
2
Por la hipotesis asumida
b~ _ G+ 14(G)|
5161= 2
dividiendo por |Z|
5€ _+1
8 2

y obtenemos ¢ = 4. Asi |G/Z(G)| = 4. Como G/Z(G) no es ciclico y los tinicos
grupos de orden 4 son Zy y Zs X Zs, se deduce que G/Z(G) = Zy X Zy que es el
4-grupo de Klein.

Reciprocamente, supongamos que G/Z(G) = Zy x Zy y sea x € G — Z(G).
Entonces Z(G) # Cg(x) y Ca(x) # G. Luego

1Z(G)| < |Ca(x)| < |G|
de donde
1 <[Ca(x)/2(G)| < |G/Z(G)] = 4
Como Cq(2)/Z(G) < G/Z(G), y el orden de Cq(x)/Z(G) divide al orden de

G/Z(G), concluimos que |Cq(2)/Z(G)| = 2, luego |Cu(x)| = 2|Z(G)|. Pero

el = |G/ Caa)| = —C!

1
= = .4=2
212(G)| 2



CAPITULO 3. COTAS AL GRADO DE CONMUTATIVIDAD 34

para todo x ¢ Z(G). En la ecuacién de clase

k(@)
Gl =12+ Y 2=12(G)|+2(kG) - |2(Q)).
i=|2(G)|+1
Resolviendo para k(G)
v - 161+ 12()
2
de donde
Gl +1zE) 112G 1, 10 5
pG) =" g = —(1+-)=2
=551 =3 e ) T T s
y queda completa la demostracién. [ ]

El siguiente resultado es mas general que el Teorema 23.

Proposicién 24 Sea p el primo mds pequeno que divide a |G/Z(G)|. Entonces
2
-1
P(G) = % si y solo si |G/Z(G)| = p>.

Demostracién. Supongamos que |G/Z(G)| = p*. Sea z € G — Z(G). Entonces
1Z(G)] < |Ca(z)] < |G,

de lo cual

1 <|Ca(2)/2(G)| < |G/Z(G)].

Como Cg(x)/Z(G) es un subgrupo de G/Z(G), observando el orden del grupo se
deduce que |Cq(x)/Z(G)| = p, es decir |Ca(z)| = p|Z(G)|. Luego |G/Cq(z)| =
|G| /p|Z(G)| = |G/Z(G)|/p = p para todo x ¢ Z(G). En la ecuacién de clase

Gl = 12(G)| + p(k(G) = 1Z(G)))

Resolviendo para k(G) tenemos

_ 161+ - DIZ@)]

e p
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Como |G| = p*|Z(G)],

K(G) = P’1Z(G)] +p|i(G)l — 121

dividiendo por |G| obtenemos

@ +p-DIZG)| pP+p-1
PO="—mer -~ »

2
-1

Reciprocamente, supongamos que P(G) = % y sea |G/Z(G)| = (. Para

p

reG—-Z(G),

[2]] = G : Ca(a)] = [G = 2(G)]/[Calx) : Z(G)] > 1,

de donde resulta que |[z]| divide a [G : Z(G)]. Luego [G : Z(G)] = |[z]| - k
para algin entero k. Note que |[z]| > 1. Luego en |[z]| hay factores primos de
G : Z(G)], y por la minimalidad de p, se sigue que |[z]| > p para cada = ¢ Z(G).

Reemplazando en la ecuacién de clase da
G| = |Z2(G)] + p(k(G) = 12(G))),

y resolviendo para k(G)

161+ (b= 1IZ(G)]

k(@) 5

El grado de conmutatividad es
G+ (» — 1)|Z(G)|
Ple) = PG|
_02(G)[ + (p - 1)|2(G)]
pt|Z(G)|
L+p—1
==

Por hipoétesis
ﬁ+p—1<€+p—1
P - pt
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Resolvemos para ¢ en términos de p como sigue

(p* +p* —p)l < pPl+p'—p°

(P> —pt <p*-p°

4 .3
€§p2 p

p =D
0 < p?

Por lo tanto, |G/Z(G)| < p*. Por la minimalidad de p, tenemos que p < |G/Z(G)|.
Si |G/Z(G)| = q es primo, entonces G/Z(G) es ciclico y G es abeliano, luego
P(G)=1= % lo que es una contradiccién. En el caso de que |G/Z(G)|
sea compuesto, tiene al menos dos factores y uno de ellos es p. Luego por la
minimalidad de p, se sigue que |G/Z(G)| > p?. Por consiguiente, |G/Z(G)| = p*.
u

El siguiente resultado muestra la forma de los grupos G para los que se cumple

P(G)= @ +p-1)/p°.

2

-1

Corolario 25 Si P(G) = %
p

a |G/Z(Q)|, entonces G = P x A donde P es un p-grupo y A es abeliano.

, donde p es el primo mds pequeno que divide

Demostracién. Por la Proposicién 24 |G/Z(G)| = p?, luego G es nilpotente ya

que los p-grupos son nilpotentes. Luego, para algin m,
GEPxPxPx---xP,

donde cada P; es un p;-subgrupo de Sylow de orden p;” y P es un p-subgrupo de
Sylow de orden p™. Como |G/Z(G)| = p?,

1Z(G)| = p"?pliph? - - plm.

Ademas, para cada i, P, C Z(G) y cada p;-subgrupo de Sylow es abeliano. Por

lo tanto,

G=2PxA
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donde A =P, x P, x --- x P, es abeliano. [
La definicion de los grupos nilpotentes sera desarrollada en el siguiente capitulo

y sus propiedades, seran especificadas en el Apéndice A.

Corolario 26 Sea p un primo. Entonces G/Z(G) = Z, X Z, si y solo si P(G) =
2
-1
%, donde p es el primo mds pequeno que divide a |G /Z(G)|.
p

_pPtp-1
=
pequeno que divide a |G/Z(G)|. Por el Corolario 25, G = P x A, donde P es un

Demostracién. Supongamos que P(G) , donde p es el primo mas
p-grupo y A es un grupo abeliano, de modo que P(G) = P(P x A) = P(P). Por
lo tanto, sin pérdida de generalidad, suponga que GG es un p-grupo. Entonces G es
nilpotente. Se sigue que G/Z(G) =[], Z, para algin n € N. Por la Proposicién
24, |G/Z(G)| = p?, entonces G/Z(G) 2 Z, X Z,.

Reciprocamente, tenemos que |G/Z(G)| = p*. Por la Proposicién 24, resulta

2
-1
que P(G) = % u

11
Corolario 27 Si G/Z(G) = Zs x Zs, entonces P(G) = 57

Demostraciéon. El resultado se sigue del Corolario 26. [ ]



Capitulo 4

Cota inferior para los grupos

nilpotentes

4.1 Grupos nilpotentes

Un grupo G es abeliano cuando Z(G) = G. Luego G/Z(G) = {1}. Si G no
es un grupo abeliano, entonces G/Z(G) es no trivial y consideremos su centro
Z(G/Z(G)). Sea el epimorfismo canénico 7 : G — G/Z(G), donde Z(G/Z(G)) <
G/Z(G), ademis que 7~ (Z(G/Z(@G))) < G. Definimos

ZO<G) = {1} y ZI(G) = Z(G)

Z(G) =71, (Z(G/Z;1(@))), parai > 1

donde m; : G — G/Z;_1(G). con Z;(G) < G para todo i > 1.

Asi, obtenemos la serie ascendente

donde Z;11 <G, Z; <21y Z(G/Zi(G)) = Z;11(G) /Z;(G). Note que el grupo G

puede ser alcanzado o no por los Z;(G).

38
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Si existe un n € N donde Z,(G) = G, es decir.
{1} = Z0(G) <« Z1(G) < Z5(G) << Z,(G) = G
entonces diremos que G es un grupo nilpotente.

Definicién 28 Un grupo G es nilpotente si existe un entero positivo n tal que

Za(G) = G.

Otra caracterizacién de un grupo abeliano GG es mediante el subgrupo derivado
G’ =[G, G] generado por los conmutadores [g1, g2] con g1, g2 € G. Un grupo G es
abeliano si G’ = {1}. Ahora si G no es abeliano, entonces G' # {1} y G>G'>{1}.
Esto lleva a pensar en el grupo G? = [G, G’] tal que G>G'>G?, en general tenemos

la serie descendente

GoG'>G* eGP (4.2)

con G° = G y donde G* = [G,G"!| para i > 1. La sucesién G* en (4.2) puede
alcanzar al grupo trivial {1} o no.

Si existe un n € N tal que G" = [G, G" '] = {1}, es decir
G'=GrG'>G* oGP > G = {1}
diremos que GG es un grupo nilpotente.

Definicién 29 Un grupo G es nilpotente si existe un entero positivo n tal que

G = {1}.
Teorema 30 Para un grupo G, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es un grupo nilpotente.
2. Eziste n € N tal que Z,(G) = G.

3. Eziste n € N tal que G™ = {1}.



CAPITULO 4. COTA INFERIOR PARA LOS GRUPOS NILPOTENTES 40

Definicién 31 Si G es un grupo nilpotente, entonces la clase de nilpotencia

de G o clase de G es la mas pequenia n > 0 tal que Z,(G) = G y G™ = {1}.
Ejemplo 32 Todo grupo abeliano G es nilpotente.

Demostracién. Como G es abeliano, entonces Z;(G) = Z(G) = G; el grupo G es
alcanzado en el primer paso, por lo cual tiene clase de nilpotencia 1. Analogamente
G’ =G y G’ = G' = {1}. En particular, todo grupo ciclico es nilpotente. [ ]

Considerando que los grupos nilpotentes son un tipo especial de grupos, estos
seran desarrollados en el Apéndice A; sin embargo, enumeraremos algunas de sus

propiedades:
1. Cada subgrupo de un grupo nilpotente es nilpotente.
2. Todo grupo cociente de un grupo nilpotente es nilpotente.

3. Si Gy,Go, - -+, Gy, son grupos nilpotentes, entonces G; X Gy X - - - X G, €s

nilpotente.
4. La imagen homomorfa de un grupo nilpotente es nilpotente.
5. Todo p-grupo finito es nilpotente.
6. Si G/Z(G) es nilpotente, entonces G es nilpotente.
7. Sea G un grupo finito, las siguientes condiciones son equivalentes.
- (7 es nilpotente.
- Todo subgrupo de Sylow de G es un subgrupo normal.

- G es isomorfo al producto directo de p;-subgrupo de Sylow.
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4.2 Cota inferior para grupos nilpotentes

En 1968, Erdos y Turan [1] demostraron que k(G) > log,(log, |G]). Sherman [3],
proporciond un cota inferior significativamente mayor para el grado de conmuta-
tividad de los grupos nilpotentes demostrando que k(G) > log, |G| para grupos

nilpotentes. Proporcionaremos una prueba del resultado de Sherman.
Lema 33 Todo subgrupo normal N de un grupo G es union de clases conjugadas.

Demostracién. En efecto, tenemos que N C |J,cy[n]. Sin € N, por ser N
normal, se tiene que gng~! € N para todo g € G, esto es, [n] C N para todo
n € N, luego J,.yn] C N y por tanto N = J,,cy[n]. n

Teorema 34 5i G es un grupo nilpotente finito de clase n, entonces

- n|G|1/n—n+1.

P62 =g

Demostraciéon. Como G es nilpotente, entonces existe un entero positivo n tal
que

{1} = Z(G) <« Z1(G) « Z3(G) <+ -- < Z,(G) = G.

De donde,
W=%2c21C2< - CZ, =G,

escribimos G en la forma
G=270U(Z1—Zy)U(Zy—Z1)U---U(Zy — Zp_1) (4.3)

donde cada Z; < G. Por el lema anterior tendremos que Z; = Ule[a:z] y Zi =
\U;_;[y;] son uniones de clases conjugadas disjuntas, entonces Z; — Z;_1 = Z; —
(Z; N Z;—1) es unién de clases conjugadas disjuntas de G. Sea x € Z; — Z;_1 y
g € G, entonces ©Z; 1 € Z;/Z; 1 = Z(G/Z;_1), luego

e g wgZi = 2y g 2 aZiy 9 = Zig
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de donde g7'xg € Z;_1, asf [x] C xZ;_;. Entonces
[z]| < |2Zi1| = [Zi]

va que las clases laterales tienen el mismo nimero de elementos. Como Z; — Z;
., .« . . . I
es unién disjunta de clases conjugadas, digamos Z; — Z;_; = |J jzl[:zrj] donde r; es

el nimero de clases conjugadas de Z; — Z; 1, entonces

1Z; — Zical = ||| = DNl <01 Zica| = ri1Zia|
j=1 j=1 j=1
Zi— Li_ . ., .
luego r; > % De (4.3) contando las clases de conjugacién y aplicando
i—1

la desigualdad de la media aritmética-geométrica, se obtiene

E(G)=1+ri+ro+---+m,

Zi|l — 12 C .,
=14+ Z % principio de sustraccién

i—1

1/n
> -n desigualdad de la media A.G.

=1

= 1+n|G"" —n,

de donde
- n|GM" —n+1

Me=" g

(4.4)

Del valor 6ptimo del segundo miembro de (4.4) tenemos el siguiente corolario.

Corolario 35 Si G es un grupo nilpotente finito de clase n, entonces P(G) >
log, |G|
|G|
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Demostracién. Sea f(r) = nz'/™ —n + 1 — log, x donde x es un nimero real
positivo.

Su derivada es
L1

! — /=1 _ —
fla)== zln?2 T

. 1, 1
(Vr—1=5)= (-

1
n=l¢ n/\n—1—i
Zi:o (\/5) 1= (lnlg)i

para x > 0. Se deduce que f tiene punto critico z = 1/(In2)" que corresponde a

un valor minimo. Entonces f(1/(In2)") < f(|G]). Pero

donde ¢(z,n) = , s una expresion que no posee raices

1
n (E -1+ log2(ln2)) +1

1
> -
> — 1+logy(In2) + 1

1
=1 In2 — >0
Og2<n>+ln2

entonces f(|G|) > 0, de donde n|G|"" —n+ 1 —log, |G| > 0. Por el Teorema 34

GV —n+1  log, |G
>n| | n+l og, |G|

PG @ G

4.3 La cota 1/2 para grupos nilpotentes

En esta secciéon mostramos que 1/2 es una cota superior del grado de conmutativi-
dad de los grupos no nilpotentes. Luego mostramos que este es la cota superior
minima describiendo la clase de grupos no nilpotentes que tienen un grado de

conmutatividad menor o igual a 1/2.

Lema 36 Sea G un grupo finito. Si |G'| = 2, entonces G' C Z(G)
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Demostracién. Sea G’ = {1,a} con a # 1. Debemos demostrar que a € Z(G).
Por reduccién al absurdo, supongamos que a ¢ Z(G). Entonces existe un elemento

b que no conmuta con a, es decir,
aba™ bt #£ 1.
Pero aba™'b™ € G' = {1, a}, entonces
aba b7 = q,
de donde a = 1 lo que es una contradiccién. [ ]
Lema 37 Si G' C Z(G), entonces G/Z(G) es abeliano.

Demostracién. Por hipétesis [a, b] € Z(G). Por propiedades de clases laterales

aZ(G),bZ(G)] = aZ(G) - bZ(G) - (aZ(G)) " - (bZ(G)) ™
=aZ(G)-bZ(G)-a ' Z(G) - b1 Z(G)
=a-b-a -0 'Z(G)
= [a,0]2(G)
= Z(G)

lo que significa que las clases laterales arbitrarias aZ(G) y 0Z(G) conmutan. =
Teorema 38 Sea G es un grupo finito.

1. Si P(G) > %, entonces |G'| < 3

27
2. Si P(G) > %, entonces G es un grupo nilpotente.

Demostracién.
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G
1. Supongamos que P(G) > L. Entonces k(G) > u Por las cotas de la
ecuacion de grado
k(G)
Gl=IG/G+ >,
i=|G/G|+1

donde d; > 2. Luego

|G| = |GG+ 4(k(G) — |G/
Gl

> l6/c) + 409~ jojcy
dividiendo por |G|
1 1 1 1
1> +4(= — =2-3 :
@ T e) T e

Resolviendo la inecuacién para |G’| nos da
|G| < 3
2. Por la primera parte, |G| < 3. Entonces |G'| es 1 0 2.

Caso 1 Si|G'| =1, entonces G' = {1}. Asi, G es un grupo abeliano, luego

G es un grupo nilpotente.

Caso 2 Si |G'| =2, por el lema 36
G C Z(@G).

De donde G’ es un grupo abeliano.

G'=¢G
G'=[G,G] =G
G2 =[G, G

= (aba"'b"":a € G,beG)
= {1}
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ya que cuando b € G', entonces b € Z(G), asi, la serie central supe-
rior termina después de dos términos y G es nilpotente de clase de

nilpotencia 2, esto establece 2.

|
Nota. De la parte 2 del Teorema 38 se sigue que, si G no es un grupo finito
nilpotente, entonces P(G) < 1/2, luego no existe grupos nilpotentes finitos con

grado de conmutatividad en el intervalo abierto (1/2,1).

4.4 Grupos solubles

En esta seccién, proporcionamos una cota superior del grado de conmutatividad
de los grupos no solubles. Concluimos la secciéon describiendo todos los grupos
con grado de conmutatividad 1/n en términos de la solubilidad del grupo.

Un grupo G es abeliano si G’ = {1}. Construimos una sucesién de subgrupos
de G con los subgrupos conmutadores, de la siguiente forma. Sea G = G, GV =
G' = [G,(] el subgrupo conmutador de G. Sea G? = (GM)V) =[G GW].
Entonces G? ¢ GM ¢ GO, En general, sea G = (G0 =[G GO)] para

1 > 0. Tenemos la sucesion
G=G0>5a® 5ag® 5 ... (4.5)

llamado serie derivada o serie conmutador de G. En (4.5), el grupo trivial

{1} puede ser alcanzado o no.

Definicién 39 Sea G un grupo. Entonces G es un grupo soluble si G™ = {1}

para algin entero positivo n, es decir
G=GO>a">a®>...5aM™ ={1}.

Si la serie deriwada nunca llega al grupo trivial, se dice que G es insoluble.
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Al igual que los grupos nilpotentes, los grupos solubles son un caso especial de
grupos, estos seran desarrollados en el Apéndice B; sin embargo, enumeraremos

algunas de sus propiedades:

1. Todo grupo nilpotente es soluble.

DO

. Todo subgrupo de un grupo soluble es soluble.

w

. Todo grupo cociente de un grupo soluble es soluble.

e~

. Si Gy, Gy, -+, G, son grupos solubles, entonces G X Gg X -+ X (G, es soluble.

ot

. La imagen homomorfa de un grupo soluble es soluble.
6. Si G es un p-grupo finito entonces G es soluble.

7. Si N <G tal que N y G/N son solubles, entonces GG es soluble.
Teorema 40 (Feit-Thompson) Todo grupo finito de orden impar es soluble
Ejemplo 41 Los grupos de orden 2k + 1 con k > 0 son solubles.

Teorema 42 (Burnside) Sea G es un grupo de orden p® - ¢° con p,q primos y

a,b enteros no negativos. Entonces G es soluble.
Ejemplo 43 Los grupos de orden 30 son solubles.

Demostracion. Escribimos 30 = 3 - 10, el nimero r3, de 3-subgrupos Sylow de
G, es tal que r3|]10 y r3 = 1mod 3. Por lo tanto, el nimero de 3-subgrupos de
Sylow es 1 o0 10. Del mismo modo, el nimero 75, de 5-subgrupos de Sylow, es tal
que 7r5/6 y 75 = 1 mod 5. Por lo tanto, el nimero de 5-subgrupos Sylow es 1 o 6.
Si suponemos que r3 = 10 y r5 = 6, entonces por conteo 2-104+4-6+1 = 45 > 30.
Note que los 3-subgrupos Sylow son disjuntos por Teorema de Lagrange. Por

tanto, r3 =1 0 r5 = 1. En el caso r3 = 1, de los teoremas de Sylow se sabe que
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cuando hay un unico subgrupo de Sylow, él es un subgrupo normal. Luego existe
un subgrupo H normal en G de orden 3. Como el grupo cociente G/H tiene orden
10 = 2 -5, por el Teorema de Burnside el grupo cociente G/H es soluble y luego

G es soluble. m
Lema 44 Si |G'| < 60, entonces G es soluble.

Demostracién. Por el Teorema de Burnside, los grupos de orden p®¢® son sol-
ubles, luego cuando |G’| < 60 se deduce que G’ es soluble salvo cuando |G'| = 30
0 |G'| = 42. En el ejemplo 43 se verific6 que cuando |G’| = 30, se tiene G’ soluble.
Anélogamente, para |G'| = 42 se deduce que G’ es soluble. Luego G’ es soluble.
Como el cociente G/G’, es un grupo abeliano y es soluble y, por la Proposicién

66, G es un grupo soluble. ]
Proposicién 45 Si P(G) > 21/80, entonces G es un grupo soluble.

Demostracion. Por la ecuaciéon de grado

k(G)

Gl =lq/d |+ > &
i=|G/G|+1

donde d; > 2. Se sigue que
G| = |G/G| +4(k(G) = |G/G))

dividiendo por |G| obtenemos

4

1
12—+4P(G)—@

led

luego
21 3 31 1

1
— < PG <-(—+1)=-—+-.
80 (>_4<|G’|+) 1je] "1
Resolviendo para |G|

|G'| < 60
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Por Lema 44, G es soluble. |
Nota. De la Proposicion 45 se sigue que, si G no es un grupo finito soluble,
entonces P(G) < 21/80, luego no existe grupos solubles finitos con grado de

conmutatividad en el intervalo abierto (21/80,1).

4.5 Grupos con grados de conmutatividad 1/n

Teorema 46 Sea p primo. Entonces existe un grupo con grado de conmutatividad

1/p. Este grupo es un producto directo de grupos solubles.

Demostracion. Realizamos induccion sobre p. Para p = 2, el Teorema 4 sobre

1
grado de conmutatividad del grupo diédrico establece que P(Dj3) = RL por

el Teorema de Burnside Dj, es soluble ya que su orden es 6 = 2 - 3. Por calculo

1
directo, se establece el grado de conmutatividad del grupo alternante, P(A,) = =.

3
El orden de A4 es 12 = 223, y por el Teorema de Burnside, A4 es un grupo

soluble. Siguiente, suponemos que para todos los primos p; menores que p, con
p > 3, existe algun producto de grupos solubles H; con P(H;) = l Realizando
la division de p entre 4 se presentan los siguientes casos. Cuando ;) = 3(mod4),
entonces p = 4m + 3 para algin m € N. Tenemos
34m+3)+3 m+1

iGBp)  p

Factorizando en primos tenemos que m + 1 = p1py---ps, luego p = 4m + 3 >

P(D3p) =

m-+1 > p;. Por la hipdtesis de induccién, existe los grupos H; tal que P(H;) = —
Sea M = [[;_, H;. Por Teorema 9,
S S S 1 1
P(M)=P H)=|lPH)=]||=-=—.
(>(H)H()Hpim+1
Aplicando el Teorema 9 una vez mas al grupo G = D3, x M, vemos que el grado
de conmutatividad de G es

m—+1 1
p m+1 p

P(G) = P(D3p)P(M) =
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Corolario 47 Para cada n € N hay un grupo soluble G con un grado de conmu-

tatividad 1/n.

Demostracion. Expresamos n como producto de primos, digamos n = p1pa- - py..
Por el Teorema 46, existe un grupo soluble H; tal que P(H;) = pl Consideremos
el grupo soluble. G = Hy X Hy x --- x H,. Entonces P(G) = % []

Este resultado establece que hay grupos con grados de probabilidad muy

préximos a cero.



Conclusiones

Hemos visto que se puede calcular la probabilidad de conmutatividad, es decir,

calcular la probabilidad de que dos elementos elegidos al azar conmuten; ademas

se puede desarrollar diferentes propiedades, a saber:

1

Para cualquier grupo finito GG, se puede calcular la probabilidad de con-
k
mutatividad dada por P(G) = % donde k(G) es el nimero de clases

conjugadas distintas de G.

La probabilidad de conmutatividad de un grupo, se puede extender al pro-
ducto directo, subgrupos, subgrupo normal y grupo cociente; obtuvimos

desigualdades para cada una.

Se puede construir grupos con grados de conmutatividad tan préximos a
cero como se desee.

5
Para todo grupo finito no abeliano G, se cumple que P(G) < — es decir,

oo

para todo grupo finito no abeliano, su grado de conmutatividad esta en el

)
intervalo (0, §]

Se determino las p-cotas superiores e inferiores, para nimeros p primos de-

terminados.

Si G no es un grupo nilpotente, entonces P(G) <

N[ —

21

Si G no es un grupo soluble, entonces P(G) < 0

o1
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8 Para cualquier niimero entero p primo, hay un grupo que es producto directo

1
de grupos solubles con grado de conmutatividad —, es decir para cada primo

p existe un grupo con grado de conmutatividad —, en general se demostrd
p

que para n natural existe un grupo soluble GG con grado de conmutatividad
1

n
9 De modo particular para el grupo diédrico D,,, demostramos una férmula
general para calcular la probabilidad de conmutatividad de dichos grupos

1
para n par o impar, ademas se hall6 la cota 1 para el grupo diédrico.

Las caracteristicas enumeradas con anterioridad, pueden ser profundizadas o ex-

tendidas a otras estructuras como los anillos.



Apéndice A
Grupos nilpotentes

Sea el epimorfismo canénico 7 : G — G/Z(G), donde Z(G/Z(G)) <« G/Z(G),
ademds que 7~ 1(Z(G/Z(@G))) < G. Definimos

Zo(G) ={1} y Z:1(G) = Z(G)

Z{(G) =71, (Z(G/Z;1(@))), parai > 1

donde m; : G — G/Z;_1(@G). con Z;(G) < G para todo i > 1.

Asi, obtenemos la serie ascendente

donde Z(G/Z;(G)) = Z;11(GQ)/Z;(G). Note que el grupo G puede ser alcanzado
o no por los Z;(G).

Definicién 48 Si existe un n € N donde Z,,(G) = G, es decir.
{1} = Zo(G) < Z1(G) 1 Zo(G) a- - - <1 Z,(G) = G

donde Z(G/Z;(Q)) = Zi11(G)/ Zi(G), entonces diremos que G es un grupo nilpo-

tente.

93
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Otra caracterizacion de los grupos nilpotentes es mediante el subgrupo derivado
G' = [G, G] generado por los conmutadores [g1, g2] con g1,92 € G, G* = [G, (']

tal que G > G’ > G?, en general tenemos la serie descendente
GoG'>G* oGP (A.2)

con G° = G y donde G' = [G,G""!| para i > 1. La sucesién G* en (A.2) puede

alcanzar al grupo trivial {1} o no.

Definicién 49 Si eziste un n € N tal que G" = [G,G"'] = {1}, es decir
G'=GrG'>G* oGP > G = {1}

diremos que G es un grupo nilpotente.

Teorema 50 Para un grupo G, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. G es un grupo nilpotente.
2. Existe n € N tal que Z,(G) = G.

3. Ezisten € N tal que G™ = {1}.

Definicién 51 St G es un grupo nilpotente, entonces la clase de nilpotencia

de G o clase de G es la mds pequena n > 0 tal que Z,(G) = G y G™ = {1}.

Ejemplo 52 Si n > 3, entonces el centro del grupo simétrico G = S, es el
subgrupo trivial, Zo(G) = Z(G) = {1}. Luego Z1(G)/Zy(G) = Z(G/Zy(G))
Z(GQ) = {1}, de donde Zy(G) = {1}; en general Z;(G) = {1} y no alcanza a G.

I

Luego S,, no es un grupo nilpotente para n > 3.
Con un argumento similar se prueba del siguiente Teorema.

Teorema 53 Sea G un grupo no trivial. Si Z(G) = {1}, entonces G no es

nilpotente.
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Teorema 54 Todo p-grupo finito G tiene centro no trivial, es decir, Z(G) # {1}.

Demostracion. Sea G un grupo de orden p". Por la ecuacién de clase

E(G) k(@)
P =1GI= 2@+ D> [G:Calw)= D p" (A.3)
i=|Z(G)|+1 i=|Z(G)|+1

donde |G : Cg(x;)| = p* con u; > 1. Luego, de (A.3), por divisibilidad, se sigue
que p | |Z], luego p < |Z]| y por tanto Z(G) # {1}. n

A continuacion listamos algunas propiedades de grupos nilpotentes.
Teorema 55 Sea G un grupo.

1. Cualquier subgrupo de un grupo nilpotente es nilpotente, esto es, si H < G

con G nilpotente, entonces H es nilpotente.

2. FEl grupo cociente de un grupo nilpotente es nilpotente, esto es, st N < G y

G es nilpotente, entonces G/N es nilpotente.

3. La itmagen homomorfa de un grupo nilpotente es nilpotente, esto es, si ¢ :
G — H es un homomorfismo de grupos con G nilpotente, entonces ¢(G) es

nilpotente, donde G tiene clase de nilpotencia n.

4. St G/Z(G) es nilpotente, entonces G es nilpotente.

Demostracién.

1. Sea H un subgrupo del grupo nilpotente G. Tenemos H° = H C G = G,
H' = [H,H] C [G,G] = G%; en general, H' C G* para todo 7 > 1. Como G es
nilpotente, entonces G" = {1} para algin n. Luego H" = {1}. Por tanto, H es
nilpotente.

2. Sea m : G — H un homomorfismo sobreyectivo, donde H = G/N. Razon-

ado inductivamente H* = H = 7(G) = n(G°) y H' = [H, H| = [7(G),7(G)] C
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7([G,G]) = n(G'). En general, H C n(G") para cada i > 1. Como G es nilpon-
tente, entonces existe entero positivo n tal que G" = {1}, por lo que H" = {1},
luego H = G/N es nilpotente.

3. Sea ¢ un homomorfismo de G en H dado por, ¢(G*) = (p(G))" para
cada i € N. Como G es nilpotente de clase de nilpotencia n tendremos que,

©(G™) = {1} y como ¢ es un homomorfismo, se concluye.

p(G™) = (p(G)" = {1},

Luego se sigue ¢(G) es nilpotente de clase de nilpotencia a lo sumo n.

4. Como G/Z(@G) es nilpotente existe una serie descendente G/Z(G) = G° >
G'>-->G" = {1}, donde G' = % con H'<@G, por lo tanto [G/Z(G), H'/Z(G)] <
H™1/Z(@G) para todo 4, entonces [G, H'] < H'™!

Consideraremos la serie: G = H'> H'> H3> -+ - > H" = {1} para afirmar que

G es nilpotente. [ ]
Teorema 56 Cualquier p-grupo finito es nilpotente.

Demostracion. Sea GG un p-grupo de orden p™ donde p es es un entero primo.
Realizamos una demostraciéon por induccién sobre n. Si n = 1, entonces |G| = p
primo, y como los grupos de orden primo son ciclicos, G es abeliano, por lo que G
es nilpotente. Asumimos la hipdtesis de induccién para todo entero < n + 1. Sea

G un grupo tal que |G| = p"*.

Los p-grupos tienen centros no triviales, luego
|G/Z(@G)| < p™*!. Por hip6tesis de induccién G/Z(G) es nilpotente. Por Teorema

55, G es nilpotente. n
Lema 57 Sea G un grupo nilpotente no trivial, entonces Z(G) # {e}

Demostracién. Supongamos que {e} = Gp < G; < Gy, 4 ... < G, =G
es una serie central para G. Sea G; = {e} y Gi+1 # {e} para algin entero
i > 0. Como la serie es central se tiene que G;11/G; < Z(G/G;) luego resulta
{e} # Gi11 < Z(G). Por lo tanto, Z(G) # {e}. n
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Teorema 58 Si Gy, G, ..., G, son grupos nilpotentes, entonces Gy xGayx. .. xGy,

es nilpotente.

Demostracion. Probaremos para el caso n = 2. Sea G = H x K, con H, K

nilpotentes. Entonces existen series de la forma.

{1}:H0<]H1<]...<1Hm:H

{1} = Ko< K <...<K, =K

entonces [H, H;| < H;_1 y [K, K;] < K;_; respectivamente. Repitiendo términos

si es necesario, podemos suponer que n = m y se tiene:
{1} =Hyx Ko<H; x K1<...<94H, x K, = Hx K

como [H x K, H; x K;| = [H, H;] x [K, K;] < H;_1 X K;_1, se concluye que H x K

es nilpotente. [ ]

Teorema 59 Si G es finito, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. G es nilpotente.
2. Cada subgrupo de Sylow de G es normal en G.

3. G es producto directo de p-grupos para algunos primos p.

Este teorema esta relacionado con los teoremas de Sylow los cuales en la teoria
de grupos, son herramientas importantes para el analisis de subgrupos de un grupo

finito G, conocidos como subgrupos de Sylow.



Apéndice B
Grupos solubles

Sea G = G, GY = G’ = [G,G] el subgrupo conmutador de G. Sea G2 =
(GD = [GN GY]. Entonces G c GV c G©. En general, sea GtV =
(G =[G GO] para i > 0. Tenemos la sucesion

G=GY>aW>a¥>... (B.1)

llamado serie derivada o serie conmutador de G. En (B.1), el grupo trivial

{1} puede ser alcanzado o no.

Definicién 60 Sea G un grupo. Entonces G es un grupo soluble si G™ = {1}

para algiun entero positivo n; es decir,

donde G™ < G. S la serie derivada nunca llega al grupo trivial, se dice que G es

insoluble.

Teorema 61 Todo grupo nilpotente es soluble.

Demostracién. Como Z;(G)/Z;—1(G) es abeliano, tenemos Z;(G) < Z;_1(G). Si
Z,(G) = G, entonces G™ = (Z,(G)™ < (Zn-1y(G))"™D < -+ < Zy(G) = {1}.

o8
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Corolario 62 Cualquier p-grupo finito G es soluble.

Proposicion 63 Todo subgrupo de un grupo soluble es soluble.

Demostracién. Tenemos H? = H ¢ G = GOy HY = [H, H| C [G,G] = GWY;
generalizando, H® < G para todo i > 0. Como G es soluble, entonces existe
un entero positivo n tal que G™ = {1}, de donde se sigue que H™ = {1}, y por

tanto H es soluble. [ ]
Proposicion 64 La imagen homomdrfa de un grupo soluble es soluble.

Demostracion. Sea f : G — H un epimorfismo de grupos con G un grupo
soluble. Probaremos que f(G™) = H™ para todo entero n > 1. Un elemento de
G =[G, G] es de la forma g = [z1, y1]% [0, y2]72 - - - [15, ys]™ donde ¢; € {—1,1}.

Se sigue inmediatamente que

Flg) = [f (1), F )7 [f (), fly2)] - [f (), flys))* € [H, H] = HY,

lo que prueba que f(GM) ¢ HM. Sea h € HYV. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que h = [u,v]. Por ser f sobreyectivo, existe z,y € G tal que

fl@) = u, fy) = v. Luego h = [f(z), f(y)] = f([z,y]) € F(G). Por tanto
f(GWY = HY = f(G)M. Asumimos la hipétesis de induccién para n y probamos

para n + 1. Aplicando el caso n = 1 y la hipdtesis de induccién tenemos que
f(G(i“)) — f((G(i))(l)) _ f(G(i))(l) — (H(i))(l) — g+

Como G es un grupo soluble, entonces G™ = {1}. Luego H™ = f(G™) =
f({1}) = {1}. Por tanto, H es soluble. m

Corolario 65 Todo grupo cociente de un grupo soluble es soluble, esto es, st N<G

y G es soluble, entonces G/N es soluble.

Demostracién. Consideremos el homomorfismo proyecciéon © : G — G/N que

es sobreyectivo. Por la Proposicién 63, 7(G) = G/N es soluble. [ |
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Proposicién 66 Si N < G tal que N y G/N son solubles, entonces G es soluble.

Demostracién. Supongamos que N y G/N son grupos solubles. Entonces ex-
isten enteros positivos n y m tales que (G/N)™ = {N} y N™ = {1}. Consid-
eremos la proyeccién 7 : G — G/H. Si 2 € G™, entonces n(x) € 7(G™) =
(G/H)™ = {N}, luego n(z) = N, esto es, ztN = N, luego x € N. Asi, G™ C N.
Luego G = (GM)™ ¢ N™ = {1}, de donde G+ = {1}. Por tanto, G es

soluble. -
Teorema 67 5i Gy, Gy, -+, G, son grupos solubles, entonces Gy X Gg X --- x Gy,
es soluble.

Demostracién. Realizaremos la demostracion paran = 2, sea G = H x K donde
H y K son grupos solubles, formaremos una serie normal abeliana: Comencemos
con Gy = {1y} x{1k} donde 15, 1k son las identidades de H y K respectivamente.
Sea G; = G11 X {1} donde Gy; es el subgrupo no trivial més pequeno de H en
una serie de composiciéon para {lg} < G131 < G2 < ... < Gy,, = H para
H. Continuamos construyendo la serie de composicién para G colocando estos
subgrupos G1; en secuencia en el primer factor de la serie de producto directo
hasta llegar a H x {1x}.

Luego comienzamos a poner la secuencia de los subgrupos Gai, Gag, ... Gap,
en una serie de composiciéon para K en el segundo factor hasta que llegue a
G =H x K =Gy, X Gop,.

Un grupo de factores formado a partir de dos términos consecutivos de esta
serie para GG es naturalmente isomorfo a uno de los grupos de factores en una
serie de composicién para uno de los grupos H segin nuestra construccién. Por
lo tanto, estos grupos de factores son todos simples, por lo que de hecho hemos
construido una composicién, una serie de composicion para GG. Debido a que todos

los grupos de factores en la serie de composicién para H y K son abelianos, vemos
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que los grupos de factores de la serie de composiciéon para G son abelianos, por lo

que G es un grupo soluble. [ ]

Teorema 68 (Burnside) Sea G es un grupo de orden p® - q® con p,q primos y

a,b enteros no negativos. Entonces G es soluble.

El teorema fue demostrado por William Burnside (1904) utilizando la teoria

de representacion de grupos finitos.
Teorema 69 (Feit-Thompson) Todo grupo finito de orden impar es soluble.

En matematicas, el teorema de Feit-Thompson, o teorema de orden impar,
establece que cada grupo finito de orden impar es soluble. Fue probado por

Walter Feit y John Griggs Thompson (1962, 1963).
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