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Capitulo 1

Introduccion

Todos los canales de comunicacion contienen ruido en algin grado, esta llamada
interferencia es causada por varias fuentes tales como: canales vecinos, impulsos
eléctricos, deterioro del equipo, etc. Este ruido puede interferir con la transmision de
datos. Asi como el mantener una conversacion en una habitacion ruidosa se hace mas
dificil cuando mas ruido haya, asi también la transmision de datos se hace mas dificil
cuanto mas ruidoso es el canal de comunicacion. Con el proposito de mantener una
conversacion en una habitacién ruidosa, tendrias que elevar la voz o repetir lo que
digas. Este segundo método es uno que nos concierne; necesitamos anadir algo de
redundancia a la transmision con el objetivo de que el receptor pueda reconstruir el
mensaje. A continuacion, veremos varios ejemplos de técnicas que pueden ser usadas;
en cada caso, los simbolos en el mensaje original son reemplazados por palabras-
codigo en cuya construccion se ha incluido alguna redundancia.

Ejemplo 1. (Codigos de repeticion)

Considere un alfabeto {A, B,C, D}. Queremos enviar una carta a través de un canal
ruidoso que tiene una probabilidad de error igual a p = 0,1. Si queremos enviar C,
por ejemplo, habra un 90 % de probabilidad de que el simbolo recibido es C. Esto deja
también una gran probabilidad de error.

Ahora veamos que pasa si repetimos el mensaje tres veces, es decir que enviamos
CCC. Supongamos que ocurre un error y que la palabra recibida es C BC. Tomaremos
el simbolo que aparece con mas frecuencia como el mensaje, en este caso C. La pro-
babilidad de que el mensaje correcto sea encontrado es la probabilidad de que las tres
letras sean correctas mas la probabilidad de que exactamente una de las tres letras
esta equivocada:

(0,9)® +3(0,9)2(0,1) = 0,972

lo que deja una significativamente pequena probabilidad de error.

Dos de los mas importantes conceptos para los codigos son la deteccion de errores
y la correccion de errores. Si hay a lo mas dos errores, la repeticion del codigo nos
permite detectar el error que haya ocurrido. Si el mensaje recibido es CBC, entonces
este puede ser un error de CCC o un error de BBB: y no podemos decir cual. Si a
lo mas un error se ha filtrado en el mensaje, entonces podemos corregir el error y
deducir que el mensaje fue CCC. Notemos que si usamos dos repeticiones en lugar de
tres, podemos detectar la existencia de un error, pero no podemos corregirlo. ¢Dime,
CB viene de BB o CC?
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Este ejemplo fue elegido para mostrar que los cédigos correctores de errores pueden
usar conjuntos de simbolos arbitrarios. Sin embargo, tipicamente los simbolos que
usaremos seran numeros matematicos tales como enteros en modulo primo o cade-
nas binarias. Por ejemplo, podemos reemplazar las letras A, B,C, D por los nameros
binarios (cadenas de 2 bits): 00, 01, 10, 11. El precedente proceso de repeticion nos
dara las palabras-codigo

000000,010101,101010, 111111.

Ejemplo 2. (Comprobacion de paridad)

Supongamos que queremos enviar un mensaje de 7 bits. Y annadimos un octavo bit tal
que la cantidad de bits no nulos es par. Por ejemplo, el mensaje 0110010 se convertiria
en 0110010 y el mensaje 1100110 se convertiria en 11001100. Un error de un bit
durante la transmision seria inmediatamente descubierto pues el mensaje recibido
tendria una cantidad impar de bits no nulos. Sin embargo, es imposible decir cual es
el bit incorrecto, puesto que un error en cualquier bit produciria una cantidad impar
de bits no nulos. Cuando un error es detectado, lo mejor que se puede hacer es volver
a enviar el mensaje.

Ejemplo 3. (Codigo de paridad bidimensional)

La comprobacion de paridad del ejemplo previo puede ser usado para disenar un codi-
go que pueda corregir errores en un bit. El codigo de paridad bidimensional dispone
los datos en un arreglo bidimensional para después anadir bits de paridad a lo largo
de cada columna y cada fila.

Para ilustrar este cédigo, supongamos que queremos codificar los 20 bits
10011011001100101011.

Distribuimos los bits en una matriz de 4 x 5

10011
01100
110 01
01011

y calculamos los bits de paridad para cada fila y columna. Definimos el ultimo bit en
la esquina inferior derecha de la matriz extendida calculando la paridad de los bits de
paridad que fueron calculados a lo largo de las columnas. Asi obtenemos la matriz de
o5 x 6

O = O =
=== O
oo RO
= o O
— = O
= =0 =

011011

Supongamos que esta matriz extendida de bits es transmitida y que se ocurre un error
en el bit de la tercera fila y cuarta columna. El receptor acomoda los bits recibidos en
una matriz de 5 x 6 y obtiene

O O = O
=== = O
= O O = O
O = = O =
— == O
— = = O
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Las paridades de la tercera fila y cuarta columna son impares, asi esto nos dice que
ha ocurrido un error en la interseccion de la tercera fila y cuarta columna.

Si ocurriesen dos errores, este codigo este codigo podria detectar su existencia. Por
ejemplo, si el error ocurriera en el segundo y tercer bit de la segunda fila, entonces la
comprobacion de paridad de la segunda y tercera columnas indicaria la existencia de
dos bits errados. Sin embargo, en este caso no es posible el corregir los errores, pues
existen varias posibles posiciones para ellos. Por ejemplo, si el segundo y tercer bit de
la quinta fila fueran los incorrectos, entonces las comprobaciones de paridad serian
las mismas que cuando los errores estaban en la segunda fila.

Ejemplo 4. (Codigo Hamming |7, 4])

En el codigo Hamming el mensaje original consiste de bloques de cuatro digitos bina-
rios. Estos bloques son reemplazados por palabras codigo (que son bloques de siete
bits) via multiplicacién a la derecha por la matriz

1000110
G20100101
0010011
0001111

Por ejemplo, el mensaje 1100 es reemplazado por

1000110

010010 1f_ .
L 100, 010011/ =L 100011 (msd2)

0001111

Como las cuatro primeras columnas de GG son la matriz identidad, las primeras cuatro
entradas de la palabra codigo son el mensaje original. Los restantes tres bits proveen
la redundancia que permite la deteccion y correccion del error. En efecto, como bien
veremos, podemos facilmente corregir un error si este afecta solo uno de los siete bits
en la palabra codigo.

Supongamos, por ejemplo, que la palabra cédigo 1100011 es enviada pero es recibida
como 1100001. ;Como hacer para detectar y corregir el error? Escribamos G en la
forma [I4, P], donde P es una matriz de 4 x 3. Formemos la matriz H = [P7, I3], donde
PT es la transpuesta de P. Multipliquemos el mensaje recibido por la transpuesta de
H:

110
101

110110 0" 01 1

1 1000011011010 =[110000 1|1 11
0111001 100

010

00 1

=0 1 0] (méd?2)

Esto es la sexta fila de H”, lo que significa que existe un error en el sexto bit del men-
saje recibido. Por tanto la palabra codigo correcta es 0001111, y los primeros cuatro
digitos dan el mensaje original. Si no hubiese error alguno el resultado de multiplicar
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por H” seria (0,0,0) asi quedaria reconocido que ninguna correccion es necesaria. Este
misterioso procedimiento sera explicado cuando discutamos los codigos de Hamming
en el capitulo 5. Por el momento, notemos que este codigo nos permite corregir errores
de un bit con bastante eficiencia.

El codigo Hamming [7,4] brinda una significativa mejora sobre el cédigo de repeticion.
En el codigo de Hamming, si queremos enviar cuatro bits de informacion, debemos
transmitir 7 bits. Hasta dos errores pueden ser detectados y hasta un error puede
ser corregido. Para que un codigo de repeticion pueda alcanzar este nivel de detec-
cion y correccion de errores, necesitaria transmitir 12 bits con el proposito de enviar
un mensaje de 4 bits. Después expresaremos esto matematicamente diciendo que la
razén-codigo del codigo de Hamming es 4/7, mientras que la razén del codigo de repe-
ticién es 4/12 = 1/3. Generalmente, mientras mas grande sea la razén de un codigo es
mejor, pero si es demasiado grande se pierde capacidad de corregir errores. Por ejem-
plo, enviando un mensaje de 4 bits como el mismo tiene una razon de codigo igual a 1
pero esto es insatisfactorio en la mayoria de las situaciones pues no existe capacidad
alguna de corregir errores.

Ejemplo 5. (Codigo ISBN)

El Estandar Internacional para la Numeracion de Libros (ISBN) nos proporciona otro
ejemplo de codigo corrector de errores. El ISBN es un codigo de 10 digitos que es asig-
nado a cada libro cuando este es publicado. Por ejemplo, este libro tiene un numero
ISBN 0-13-061814-4. El primer digito representa el lenguaje que se ha usado; en este
caso O indica inglés. Los proximos dos digitos representan al publicador, el 13 esta
asociado a la Prentice Hall. Los proximos seis numeros corresponden al numero de
identidad del libro que es asignado por el publicador. El décimo digito es elegido de tal
manera que el numero ISBN ay,as, ..., a9 satisfaga la relacion

10
> ja; =0 (méd 11).
j=1

Notar que todos los calculos se realizan en modulo 11. Los primeros nueve numeros
ai,as,...,ay se tomande {0,1,...,9} pero a;g puede ser 10, en este caso es representado
por el simbolo X. Suponiendo que el numero ISBN aj,as,...,a19 €s enviado a través
de un canal ruidoso, o es escrito sobre un formulario para ordenar un libro, y es
recibido como z1, x2,...,z19. El codigo ISBN puede ordenar un simple error, o un doble
error debido a la transposicion de dos digitos. Para determinar esto, el receptor debe
calcular la suma ponderada

10
S=> jz; (méd1l).
j=1

Si S =0 (méd 11), entonces no se han detectado errores, aunque existe una pequena
posibilidad que haya un error pero sea indetectable. Por otro lado, cuando detectemos
un error, quiza no podamos corregirlo.

Si 1, z9,...,210 €S €l mismo que aq,as,...,a9 excepto en un lugar =, podemos escribir
xr = ap + e donde e # 0. Calculando S da

10
S=> jaj+ke=ke (méd 11)
j=1
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asi, si un simple error ocurre podemos detectarlo. El otro tipo de error que puede ser
formalmente detectado es cuando a; y a; han sido transpuestos. Este es uno de los
mas comunes errores que ocurren cuando un numero es copiado. En este caso z; = a
y 2 = q;. Calculando S da

10 10
S=Y ;=3 jaj + (k—Da+ (- k) (méd 11)
j=1 j=1
=(k—1)(ag —ax) (mdd 11).
Si a; # ay, entonces la suma no es igual a 0, y un error ha sido detectado.

Ejemplo 6. (Codigo de Hadamard)

Este codigo fue usado por la nave espacial Mariner en 1969 para enviar fotografias a
la Tierra y tiene 64 palabras cédigo; 32 son representadas por las filas de la matriz de
32 x 32

11 1 1 1
1 -1 1 -1 ~1
1 -1 -1 1 - -1

La matriz es construida como sigue. Las filas y las columnas se numeran de O a
31. Para obtener la entrada h;; de la i-ésima fila y j-ésima columna, se escriben i =
agazazaiag y j = bybsbabiby en binario. Entonces

hij = (—1)sbotarbitFaib

Por ejemplo, cuando ¢ = 31y j = 3, tenemos ¢ = 11111 y 5 = 00011. Por lo tanto,
hi; = (—1)* = 1. Las otras 32 palabras codigo son obtenidas usando las filas de —H.
Note que el producto punto de cualesquiera dos filas de H es 0, salvo que las dos
filas sean iguales, y en tal caso el producto punto da 32. Cuando el Mariner envia
una fotografia, cada pixel tiene una oscuridad dada por un numero de 6 bits, este
es cambiado por una de las palabras codigo y transmitido. Un mensaje recibido (esto
es, una cadena de 1s y -1s de longitud 32) puede ser decodificado (esto es corregido
para que vuelva a ser una palabra codigo) como sigue. Tomando el producto punto del
mensaje con cada fila de H. Si el mensaje es correcto, se tendra un producto punto
nulo con todas las filas salvo con una que dara £32. Si el producto punto es 32, la
palabra codigo es esa fila de H; y si es -32, la palabra codigo es la correspondiente fila
de —H. Si el mensaje tiene un error, todos los productos punto seran +2, salvo uno
que dara +30, y que también dara la fila correcta de H o —H. Si hay dos errores, todos
los productos punto seran 0, +2, +4, salvo uno que sera £32, £30 o £28. Continuando,
veremos que si hay siete errores, todos los productos punto estaran entre -14 y —14,
excepto uno que estara entre -30 y -16 o entre 16 y 30, que producira la correcta
palabra-codigo. Con ocho o mas errores, los productos punto empiezan al solaparse,
haciendo que la correccion sea imposible. Sin embargo, la correccion es posible hasta
15 errores, pues bastan 16 errores para cambiar una palabra-coédigo en otra.

Este codigo tiene una relativamente baja razéon de 6/32, puesto que usa 32 bits para
enviar un mensaje de 6 bits. Sin embargo, esto es balanceado por una elevada razon
de correccion de errores. Como los mensajes del Mariner eran medianamente débi-
les, el potencial de errores era alto, asi que una elevada capacidad para la correcciéon
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de errores era necesaria. La otra opcion era el incrementar la potencia de la senal
y emplear un codigo con elevada razén y menor capacidad para corregir errores. La
transmision habria tomado menos tiempo y potencialmente también se hubiese usado
menos energia. Sin embargo, en este caso, resulto que usar una senal débil compen-
saba sobradamente la perdida en velocidad. Este asunto (técnicamente conocido como
ganancia de codigo) es de importante consideracion en la eleccion de que codigo usar
en una aplicacion dada.



Capitulo 2

Codigos correctores de errores

Un transmisor comienza con un mensaje y lo codifica para obtener palabras-cédigo
consistentes de secuencias de simbolos. Estos son transmitidos a través de un canal
ruidoso (representado en la siguiente figura) para el receptor.

Canal ruidoso

Mensaj64>| Codificador Decodificador }—»Mensaje

Esquema de codificado y decodificado.

Muchas veces las secuencias de simbolos que son recibidas contienen errores y por
tanto potencialmente no seran palabras-codigo. El receptor debe decodificar, es decir,
corregir los errores para que los simbolos recibidos vuelvan a ser palabras-codigo y
asi recobrar el mensaje original.

Los simbolos usados para construir las palabras-cédigo pertenecen a un alfabeto.
Cuando el codigo consiste de los digitos binarios Oy 1, el codigo es llamado un codigo
binario. Un coédigo que usa secuencias de tres simbolos, a menudo representados
como enteros moéd 3, es llamado codigo ternario. En general, un coédigo que usa un
alfabeto consistente de ¢ simbolos es llamado cédigo q-ario.

DEFINICION. Si A es un alfabeto y A" denota el conjunto de las n-tuplas de ele-
mentos de A. Un codigo de longitud n es un subconjunto no vacio de A".

Las n-tuplas que constituyen un cédigo son las que hasta ahora hemos llamado
palabras-codigo (o vectores-codigo), nombre que conservaremos. Por ejemplo, en un
codigo binario de repeticion donde cada simbolo es repetido tres veces, el alfabeto es
el conjunto A = {0,1} y el codigo es el conjunto {(0,0,0),(1,1,1)} C A3

Hablando estrictamente, los cédigos en la definicion son llamados cédigos en bloque.
Existen otros codigos donde las palabras-codigo pueden tener varias longitudes, pero
estos no son de nuestro interés, por lo que nos enfocaremos exclusivamente en los
codigos en bloque.
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Para un cédigo que es un subconjunto aleatorio de A", decodificar puede ser un proce-
so que consuma mucho tiempo, por esto los codigos mas utiles son los subconjuntos
de A" que satisfacen condiciones adicionales. Lo mas comun es requerir que A sea un
campo finito, tal que A" sea un espacio vectorial, y que el cédigo sea un subespacio
de este espacio vectorial. Tales codigos son llamados lineales y seran discutidos mas
adelante.

Por el resto de este capitulo, sin embargo, trabajaremos con codigos arbitrarios, posi-
blemente no lineales. Siempre asumiremos que nuestras palabras-codigo son vectores
n-dimensionales.

Con el proposito de decodificar, sera 1til el adoptar una forma de medir cuan cercanos
estan dos vectores uno de otro. Esto se puede realizar a través de la distancia de
Hamming.

DEFINICION. Sean z, y dos vectores en A", es decir z = z122...Zn, Y = Y1y2...Yn la
distancia de Hamming entre los vectores x y y, denotada por d(u,v) es el numero
de subindices i tales que z; # y; (0 lugares donde los dos vectores difieren).

Por ejemplo, si usamos vectores binarios y usamos los vectores z = 10101010 y y =
10111000, entonces z y y difieren en dos lugares (el cuarto y el séptimo) asi d(z,y) = 2.

Como otro ejemplo, supongamos que trabajamos con el alfabeto espanol, entonces
d(cuarta, puerco) = 4 pues las dos cadenas difieren en cuatro lugares.

La importancia de la distancia de Hamming d(u,v) es que mide el minimo ntimero de
errores que se necesitan para convertir » en v. A continuacion se dan algunas de sus
propiedades basicas.

Teorema 1. La distancia de Hamming d(u, v) es una métrica sobre A", esto significa
que satisface

1. d(u,v) >0,y d(u,v) =0 siy solo siu=uv.
2. d(u,v) = d(v,u) para todo u, v.

3. d(u,v) <d(u,w) + d(w,v) para todo u, v, w.

La tercera propiedad es a menudo llamada, la desigualdad triangular.

Demostracion. (1) d(u,v) = 0 es exactamente lo mismo que decir que u y v difieren en
ningan lugar, es decir que u = v. La parte (2) es obvia. Para la parte (3) observe que si
u 'y v difieren en un lugar, entonces o v y w difieren en un lugar o w y v difieren en un
lugar, o ambos. Por tanto, el numero de lugares en los cuales u y v difieren es menor
que o igual al namero de lugares en los que difieren u y w, mas el namero de lugares
en los que difieren w y v. O

Para un codigo C, uno puede calcular la distancia de Hamming entre cualesquiera
dos palabras-codigo. En esta tabla de distancias hay un minimo valor que por su
importancia definimos a continuacion.
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DEFINICION. La distancia minima de un cédigo C, denotada por d(C), es
d(C) = min{d(z,y)| z,y € C,x # y}.

la mas pequena distancia entre cualesquiera dos palabras-coédigo diferentes en C.

La minima distancia de C' es un numero muy importante, pues este da el minimo
numero de errores necesarios para convertir una palabra-codigo en otra.

Cuando una palabra-codigo es transmitida a través de un canal ruidoso, errores son
introducidos en algunas de las entradas del vector. Corregiremos estos errores, en-
contrando la palabra coédigo cuya distancia de Hamming del vector recibido es la mas
pequena posible. En otras palabras, cambiaremos el vector recibido por una palabra-
coédigo cambiando la menor cantidad de lugares posibles. Esto es llamado decodificar
por el mas cercano vecino.

Diremos que el codigo puede detectar hasta s errores si cambiando una palabra-codigo
en a lo mas s lugares no puede convertirse en otra palabra-codigo. El codigo puede
corregir hasta t errores si, cada vez que cambiamos ¢ o menos lugares en una palabra-
codigo ¢, entonces la mas cercana palabra-codigo aun es c. Esta definicion no nos dice
nada sobre un algoritmo eficiente para corregir los errores. Simplemente requiere que
el decodificar por el mas cercano vecino de la respuesta correcta cuando haya a lo
mas t errores. Un importante resultado de la teoria de codigos correctores de errores
es el siguiente.

Teorema 2. 1. Un codigo puede detectar hasta s errores si d(C) > s+ 1. 2. Un
codigo C puede corregir hasta ¢ errores si d(C) > 2t + 1.

Demostracion. (1) Suponga que d(C) > s+1. Si la palabra-codigo c es enviada y ocurren
s 0 menos errores, entonces el mensaje recibido » no puede ser una palabra-codigo
diferente. Por lo tanto un error ha sido detectado. (2) Supongamos que d(C) > 2t+1. Y
asumamos que la palabra-cédigo ¢ es enviada y la palabra-codigo recibida r tiene ¢ o
menos errores, es decir d(c,r) < t. Si ¢; es cualquier otra palabra-coédigo ademas de c,
afirmamos que d(c;,7) > t + 1. Para ver esto, supongamos que d(c;,r) < t. Entonces al
aplicar la desigualdad, tenemos

2t +1 <d(C) <d(c,c1) <d(eyr) +d(cr,r) <t+1t=2t.

Esta es una contradiccion, asi d(c;,r) > ¢t + 1. Como r tiene ¢ o menos errores la
decodificaciéon por el mas cercano vecino sucesivamente decodifica r en ¢ O

¢,Como hace uno para encontrar al mas cercano vecino? Una manera es calcular la
distancia entre el mensaje recibido r y cada una de las palabras codigo, entonces se-
lecciona la palabra codigo con la mas pequena distancia de Hamming. En la practica,
esto es impracticable para grandes codigos. En general, el problema de decodificar es
desafiante y es considerable el esfuerzo que se ha dedicado a buscar algoritmos deco-
dificadores mas veloces. En los proximos capitulos, discutiremos una pocas técnicas
para decodificar que han sido desarrolladas para clases especiales de codigos.
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Antes de continuar, es conveniente introducir algo de notacion.

Notacion. Un codigo de longitud n, con M palabras-codigo, y con distancia minima
d = d(C), sera llamado un (n,M,d)-coédigo.

Cuando tratemos con codigos lineales, emplearemos una notacion similar, los llama-
remos [n,k,d]-codigo. Notese que esta ultima notacion emplea corchetes mientras que
la precedente usa paréntesis.

El codigo binario de repeticion {(0,0,0), (1,1,1)} es un (3,2,3)-codigo. El cédigo de Hada-
mard es un (32,64,16)-codigo (que puede corregir hasta 7 errores por que 16 > 2-7+1).

Si tenemos un (n, M, d)-cédigo g-ario, entonces definimos la razén de coédigo, o tasa de
informacion, R por
log, M
R=———

n

Por ejemplo, para el codigo de Hadamard, R = log,(64)/32 = 6/32. La razéon de codigo
representa la proporcion de simbolos en los datos de entrada a el nimero de simbo-
los del codigo transmitido. Este es un importante parametro a considerar cuando se
implementan sistemas en el mundo real, pues es cuando representa que fracciéon del
ancho de banda se esta usando para transmitir los datos. La razon de codigo ya fue
mencionada en los ejemplos 4 y 6 del capitulo 1. Una pocas limitaciones sobre la razéon
de codigo se discutiran en el capitulo 3.

Dado un codigo es posible construir otros codigos que son esencialmente el mismo.
Supongamos que tenemos una palabra-codigo ¢ que es expresada como ¢ = ¢i¢y - - - Cy.
Entonces podemos definir una permutacién posicional de ¢ permutando el orden de
las entradas en c. Por ejemplo, el nuevo vector ¢ = cyc3e; €s una permutacion posi-
cional de ¢ = cjcocs. Otro tipo de operacion que se puede hacer es una permutacion
de los simbolos. Supongamos que tenemos una permutacion de los simbolos g-arios.
Entonces podemos fijar una posicién y aplicar esta permutacion de los simbolos a
la posicion fijada de cada palabra-codigo. Por ejemplo, supongamos que tenemos la
siguiente permutacion de los simbolos ternarios {0 — 2,1 — 0,2 — 1},y que tenemos
las siguientes palabras-codigo: 012, 021 y 201. Entonces aplicando la permutacion a la
segunda posicion de todas las palabras-codigo obtenemos los siguientes vectores: 002,
011 y 221.

Formalmente diremos que dos codigos son equivalentes si un codigo puede ser obte-
nido a partir del otro por una serie de las siguientes operaciones:

1. Permutando las posiciones del codigo.

2. Permutando los simbolos que aparecen en una posicion determinada en todas
las palabras-codigo.

Es facil ver que todos los codigos equivalentes a un (n,M,d)-codigo son también
(n, M,d)-codigos. Sin embargo, para ciertas elecciones de n, M y d puede haber va-
rios (n, M, d)-codigo equivalentes.



Capitulo 3

Cotas sobre codigos

Hemos mostrado que un (n, M, d)-codigo puede corregir ¢ errores si d > 2t + 1. Por lo
tanto, nos gustaria que la distancia minima d sea tan grande que podamos corregir
tantos errores como sea posible. Pero también nos gustaria que M sea tan grande que
la razon de codigo R se acerque a 1 tanto como sea posible. Esto nos llevaria a usar
eficientemente el ancho de banda a la hora de transmitir mensajes a través de canales
ruidosos. Desafortunadamente, cuando d decrece hace que n crezca o que M decrezca.

En este capitulo, estudiaremos las restricciones sobre n, M y d sin preocuparnos por
los aspectos practicos tales como si los codigos con buenos parametros tienen eficien-
tes algoritmos decodificadores. Estos resultados aun seran ttiles pues nos daran una
idea de cuan bueno es un codigo comparado a los limites teoricos.

Primero, conseguiremos cotas superiores para M en términos de n y d. Entonces mos-
traremos que existen codigos con M mayor que ciertas cotas inferiores. Finalmente,
veremos como nuestros ejemplos se comparan con estas cotas.

Cotas superiores

Nuestro primer resultado fue dado por R. Singleton en 1964 y es conocido como la
cota de Singleton.

Teorema 3. Si C es un (n, M, d)-codigo g-ario, entonces M < ¢"~4+1,

Demostracién. Para una palabra-codigo ¢ = (aq,...,a,), sea d = (ag,...,a,). Si c; # co
son dos palabras-codigo, entonces ellas difieren en al menos d lugares. Como ¢ y ¢,
son obtenidas removiendo d — 1 entradas de c¢; y ¢, ellos deben diferir en al menos un
lugar, asi ¢] # ¢,. Por lo tanto, el nimero M de palabras codigo ¢ es igual al niimero
de vectores ¢’ obtenidos de esta manera. Existen a lo mas ¢"~%*! vectores ¢ pues hay
n—d+ 1 posiciones en estos vectores. Esto implica que M < ¢"~%*!, como se queria. O

COROLARIO 4. La razén de codigo de un (n, M, d)-cédigo g-ario es a lo mas 1 —
d—1

n

11
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Demostracion. El corolario se sigue inmediatamente de la definicién de razén para un
codigo. O

El corolario implica que si la distancia minima relativa d/n es grande, la razon de
codigo es forzada a ser pequena.

Un codigo que satisface la igualdad de la cota de Singleton es llamado cédigo MDS
(Maxima distancia separable). La cota de Singleton puede reescribirse como ¢¢ <
¢"*t1/M, asi un codigo MDS tiene el mas grande valor posible de d para valores da-
dos de ny M. Los codigos de Reed-Solomon son un importante clase de codigo MDS.

Antes de derivar otra cota superior, necesitamos introducir una interpretacion geomeé-
trica que es util en la correccion de errores. Una esfera de Hamming de radio ¢ centrada
en la palabra-codigo c es denotada por B(c,t) y esta formada por todos los vectores que
estan a lo mas una distancia de Hamming ¢ de la palabra-cédigo c. Esto es, un vector
pertenece a la esfera de Hamming B(c,t) si d(c,u) < t. Calcularemos el ntiimero de
vectores en B(c,t) en el siguiente lema.

LEMA 5. Una esfera B(c,t) en un espacio g-ario n-dimensional tiene

5 (e (ot (e

elementos.

Demostracién. Primero calcularemos el nimero de vectores que estan a una distancia
1 de c. Estos vectores son los que difieren de ¢ en exactamente una posicion. Hay n
posibles locaciones y ¢ — 1 maneras para hacer que la entrada difiera. De esta manera
el namero de vectores que estan a una distancia de Hamming 1 de c es n(q —1). Ahora
calcularemos el niumero de vectores que estan a una distancia m de c. Existen (:L)
maneras en las que se puede elegir m lugares de ¢ para cambiarlos. Para cada una de
estas m posiciones, existen ¢ — 1 elementos diferentes para elegir de los correspondien-
tes simbolos de c. Por lo tanto, hay
<;> (¢—1)™

vectores que estan a una distancia de Hamming m de c. Asi tenemos el resultado
n n n n
-1 — 12 4. —1)
(5)+ (a4 (5)a-17 4+ (M-
donde se ha incluido al mismo vector ¢, usando la identidad (6‘) =1. O

Ahora podemos establecer la cota de Hamming, que es también llamada la cota de la
esfera empaquetada.

Teorema 6. Si C es un (n, M, d)-cédigo g-ario con d > 2t + 1. Entonces

M q" .
=S a1y
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Demostracion. Al rededor de cada palabra-codigo ¢ colocamos una esfera de Hamming
de radio ¢t. Como la distancia minima del coédigo es d > 2t + 1, estas esferas no se
solaparan. El namero total de vectores en todas las esferas de Hamming no puede ser
mayor a ¢". Asi tenemos que (el numero de palabras-codigo) x (ntiimero de elementos

por esfera) sera igual a
t

n .
> (.)(q—l)J <q".
=0\
Esto produce la desigualdad deseada para M. O

Un (n,M,d)-cédigo con d = 2t + 1 que satisfaga la igualdad de la cota de Hamming
es llamado un cédigo perfecto. Un codigo perfecto corrector de ¢ errores es uno tal
que las M esferas de Hamming de radio ¢ con centro en las palabras-codigo cubren el
espacio entero de las n-tuplas g-arias. Los codigos de Hamming (capitulo 5) y el codigo
de Golay Go3 son perfectos. Otros ejemplos de codigos perfectos son el trivial (n,¢",1)-
codigo obtenido al tomar todas las n-tuplas, y los codigos binarios de repeticion de
longitud impar.

Los codigos perfectos han sido objeto de mucho estudio, y son interesantes desde
muchos puntos de vista. La lista completa de codigos perfectos es conocida, e incluyen
los precedentes ejemplos, a los que se deben anadir (11,6, 5)-cédigo ternario construido
por Golay. Dejaremos al lector una advertencia. Con un nombre como el de c6digo
perfecto, uno puede asumir que estos cédigos son los mejores codigos correctores de
errores. Esto sin embargo, no es verdad, hay codigos correctores de errores, tales como
los codigos Reed-Solomon, que no son codigos perfectos pero aun asi tienen una mejor
capacidad de corregir errores en ciertas situaciones que los codigos perfectos.

Cotas inferiores

Uno de los problemas centrales de la teoria de codigos correctores de errores es el
encontrar el codigo mas grande de una longitud dada y distancia minima d dada. Esto
nos lleva a la siguiente definicion

DEFINICION. Si el alfabeto A tiene ¢ elementos. Dados n y d con d < n, el mayor
valor de M tal que un (n, M, d)-codigo exista es denotado por A,(n,d).

Siempre podemos encontrar al menos un (n, M, d)-cédigo: Fijando un elemento a( de
A. Sea C el conjunto de todos los vectores (a,a,...,a,aq,...,a9) (con d copias de a 'y
n — d copias de ag) con a € A. Hay ¢ de tales vectores, y ellos estan a una distancia d
uno de otro, asi tenemos un (n, ¢, d)-cédigo. Esto da la trivial cota inferior A,(n,d) > q.
Obtendremos mejores cotas después.

Es facil ver que A,(n,1) = ¢": cuando los codigos tienen minima distancia d = 1 pode-
mos tomar a todas las n-tuplas g-arias como el codigo. Y al otro extremo, A,(n,n) = q.

La siguiente cota inferior, conocida como la cota Gilbert-Vashamov, fue descubierta en
la década de 1950.
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Teorema 7. Dados n, d con n > d, existe un (n, M, d)-cédigo g-ario con

n
M > q

=G.
T (e -1y

esto significa que A,(n,d) > G.

Demostracion. Comencemos con un vector ¢; y removamos todos los vectores en A"
(donde A es un alfabeto con ¢ simbolos) que estan en una esfera de Hamming de radio
d — 1 sobre este vector. Ahora elijamos otro vector c; de los restantes. Como todos
los vectores con distancia a lo mas d — 1 de ¢; han sido removidos, d(c;,c2) > d. Ahora
removamos todos los vectores que estan a una distancia a lo mas d—1 de ¢y, y elijamos
c3 de entre los vectores restantes. No se puede tener d(cs,c1) < d—1nid(cs,c2) <d—1,
pues todos los vectores que satisfacen estas desigualdades han sido removidos. Por lo
tanto d(c3,¢;) > d para i = 1,2. Continuando se esta manera podemos elegir ¢4, cs,. ..,
hasta que no haya mas vectores.

La seleccion de un vector remueve a lo mas

(o

J=0

vectores del espacio. Si hemos elegido M vectores cy, ..., cys, entonces hemos removido

a lo mas
MZ< > q—l

vectores, por el precedente lema. Podemos continuar hasta que todos los ¢" vectores
hayan sido removidos, lo que significa que podemos continuar al menos hasta que

Por lo tanto, existe un codigo {ci,...,cn} con M satisfaciendo la precedente desigual-
dad.

Como A,(n,d) es el mas grande de los M, este también satisface la desigualdad.

Aun queda un pequenio tecnicismo que debe mencionarse. Hemos construido un
(n, M, e)-cédigo con e > d. Sin embargo, modificando un poco las entradas en c; si
es necesario, podemos hacer que d(cz,c;) = d. Los restantes vectores seran enton-
ces elegidos por el anterior procedimiento. Esto produce un codigo donde la distancia
minima es exactamente d. O

Si queremos enviar palabras-codigo con n bits a través de un canal ruidoso, y hay
una probabilidad p de que cualquier bit dado sea corrompido, entonces podemos es-
perar que el nimero de errores sea aproximadamente pn donde n es grande. Por lo
tanto necesitamos un (n, M, d)-cédigo con d > 2pn. Por lo tanto necesitamos considerar
(n, M, d)-codigos con d/n ~ x > 0, para algun = > 0 dado. ;Como afectara esto a M y a
la razon del codigo?
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Aqui esta lo que sucede. Fijando ¢ y eligiendo = con 0 < z < 1 — 1/¢. La asintética
cota Gilbert-Vashamov dice que existe una secuencia de (n, M, d)-cédigos g-arios con
n — ooy d/n — x tales que la razon de codigo se aproxima a un limite > H,(x), donde

Hy(z) =1 —xlog,(q — 1) +zlog,(z) + (1 +z)log, (1 — z).
La grafica de Hs(z) se muestra a continuacion

Razon de codigo
1

0.8
0.6
0.4
0.2
0%1 0%2 0%3 0.4 05
Grafica de Hs(x).

Esta claro que queremos codigos con una alta capacidad de corregir errores (esto
es, con z grande), y con una elevada razon (= k/n). El resultado asintético dice que
existen codigos bastante buenos (es decir, con una buena razoéon de codigo y una buena
capacidad de corregir errores) y arbitrariamente cercanos a (o sobre) la grafica.

La existencia de ciertas secuencias de codigos teniendo un limite de razén de codigo
estrictamente mayor que H,(x) (para ciertos z y ¢) fue probado en 1982 por Tsfasman,
Vladut y Zink usando codigos de Goppa provenientes de la geometria algebraica.

Ejemplo 7. Considera el codigo binario de repeticion C' de longitud 3 con los dos
vectores (0,0,0) y (1,1,1). Este es un (3,2,3)-codigo. La cota de Singleton dice que
2= M <2, asi C es un codigo MDS. La cota de Hamming dice que

23
2=M <

=73 3

(o) + (1)
asi que C también es perfecto. La cota Gilbert-Vashamov dice que existe un (3, M, 3)-
codigo binario con

=2,

es decir que M > 2.
El cédigo Hamming [7,4] tiene M = 16 y d = 3, asi que este es un (7, 16, 3)-codigo. La
cota de Singleton dice que 16 = M < 2%, por lo que es un codigo MDS. La cota de
Hamming dice que
27

7 7
(o) + (1)
asi que el coédigo es perfecto. La cota Gilbert-Vashamov dice que existe un (7, M, 3)-
codigo con

16 =M < = 16,

M>——— = x 44,
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asi que el codigo de Hamming es mucho mejor que esta cota inferior. Codigos que tie-
nen algoritmos correctores de errores eficientes y que también exceden la cota Gilbert-
Vashamov son relativamente raros.

El codigo de Hadamard es un (32,64, 16)-codigo binario. La cota de Singleton dice que
64 = M < 2'7, asi que esto no es muy claro en este caso. La cota de Hamming dice que

32
64=M < ————
>io (%)

La cota Gilbert-Vashamov dice que existe un (32, M, 16)-cédigo binario con

~ 951,3.

32
M > 2

> ——a < 2,3
>520 (%)



Capitulo 4

Codigos lineales

Cuando tu tienes una conversacion con un amigo por medio de un teléfono celular
tu voz se convierte en un dato digital al que se le ha aplicado un codigo corrector
de errores antes de ser enviado. Cuando tu amigo recibe los datos, los errores en la
transmision deben ser contabilizados para ser decodificados por el codigo corrector de
errores. Solo después de que los datos han sido decodificados estos se convierten en
los sonidos que representan tu voz.

El tiempo que toma el decodificar un paquete de datos es critico en tal aplicacion.
Si esto toma varios segundos, entonces la tardanza se hara irritante y el sostener la
conversacion sera dificil.

El problema de decodificar eficientemente un codigo es por tanto de critica impor-
tancia. Con el proposito de decodificar rapidamente, sera util el tener una manera
mas estructurada de escoger el codigo, mejor que tomar un subconjunto aleatorio de
A". Esta es una de las razones principales para el estudio de los codigos lineales. De
aqui en adelante nos restringiremos al estudio de los codigos lineales.

De aqui en adelante, el alfabeto .4 sera un campo finito /. Para mucho de lo que
haremos, el lector puede asumir que F es Zy; = {0,1} =los enteros modulo 2, en tal
caso trabajaremos con vectores binarios. Otro ejemplo concreto de un campo finito es
Z,, =los enteros modulo p primo.

El conjunto de vectores n-dimensionales con entradas en F' es denotado por F". Ellos
forman un espacio vectorial sobre F. Recordemos que un subespacio de F" es un
subconjunto no vacio S que es cerrado bajo las combinaciones lineales, esto quiere
decir que si s1,s2 € Sy aj,ae € F, entonces a;s; + azsy € S.

DEFINICION. Sea F un campo finito, n un entero positivo y C' un subespacio del
espacio vectorial V = F". Entonces se dira que C es un codigo lineal sobre F. Si
C es un subespacio de dimensién k, entonces diremos que C es un [n, k|-cédigo.
Ademas si el codigo C tiene minima distancia d, entonces diremos que C es un
[n, k, d]-codigo.

Cuando F' = Zjy, la definicion es mas sencilla. Un codigo binario de longitud »n y dimen-
sién k es el conjunto de 2¥ n-tuplas binarias (las palabras-coédigo) tales que la suma
de cualesquiera dos palabras-codigo es siempre una palabra-codigo.

Muchos de los codigos que hemos visto son codigos lineales. Por ejemplo, el codigo

17
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binario de repeticiéon {000,111} es un [3, 1, 3]-codigo lineal sobre el campo F = {0, 1}.
El cédigo de comprobacion de paridad es un [8, 7]-codigo lineal. Este consiste de vecto-

res binarios de longitud 8 tales que la suma de las entradas da O en modulo 2. No es
dificil el mostrar que el conjunto de tales vectores forma un subespacio. Los vectores

10000001, 01000001, . .. ,00000011

forma una base de este subespacio. Como existen siete vectores base, es subespacio
es 7-dimensional.

El codigo Hamming [7,4] es un [7,4]-codigo lineal. Cada palabra-cédigo es una com-
binacion lineal de las cuatro filas de la matriz G. Como estas cuatro filas generan el
codigo y son linealmente independientes, ellos forman una base.

El cédigo binario {000,100,111} no es lineal porque 100 + 111 es igual a 011 que no es
una palabra codigo.

El codigo ISBN no es lineal. Este consiste de un conjunto de vectores 10-dimensionales
con entradas en Z;;. Sin embargo, este no es cerrado bajo las combinaciones lineales

Se debe observar la diferencia entre la notaciéon (n, M, d) para un cédigo de M palabras
usado en el capitulo 2 y la notacién (n, k, d) para un cédigo lineal de dimensioén k.

Si F' es un campo que tiene ¢ elementos y C' es un [n, k]-codigo lineal sobre F. En-
tonces siendo un subespacio de F" de dimension k, C' tiene una base de k£ elementos,
denotada por by, ..., b;. Asi, cada elemento x € C puede escribirse de forma tinica como
combinacién lineal de los elementos de la base; esto es,

x = aiby + - + agby,

donde a4, ...,a; € F. Como cada «; se puede escoger de ¢ maneras, se sigue que C tiene
¢* elementos. Por lo tanto, concluimos que un [n, k]-cédigo lineal g-ario esta formado
por ¢* palabras-codigo. En particular un [n, k]-cédigo lineal binario esta formado por
2k palabras-codigo.

Con miras en el desarrollo posterior, ' denotara un campo finito. Un campo de ¢ ele-
mentos sera denotado por F, (recordemos que el numero de elementos en un campo
finito es una potencia de algin primo). Habitualmente los elementos de F" son vec-
tores fila, pero dependiendo del contexto, un elemento x € F' lo escribiremos como
(x1,...,2p) O [x1,...,2,] O simplemente z; ...x,) como hasta ahora. También escribire-
mos z! par denotar la transpuesta de z. El simbolo O denotara al elemento cero en F
asi como al vector cero (0,0,...,0) € F™.

Matrices generadora y de paridad

Existen dos matrices asociadas a un codigo lineal que juegan un importante papel en
la teoria de codigos. Una es la matriz generadora y la otra es la matriz de paridad, con
las que trataremos en adelante.

DEFINICION. Si C es un [n, k]-codigo lineal, y G' es una matriz de tamafo k x n
cuyas filas forman una base de C, entonces nos referiremos a G como la matriz
generadora del codigo C.
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Un [n, k]-cédigo lineal es completamente determinado por una matriz generadora. Si
G es una matriz generadora G del [n, k|-cédigo C' sobre F. Entonces cada elemento
xz € C es una combinacion de las filas de G, es decir que z = u1G1 + - - - + up G, donde
ui,...ux € F'yGy,...,G son filas de G. En otras palabras, C es el espacio fila de la
matriz G. Asi, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 8. Si C' es un [n,k|-coédigo sobre F' y G es una matriz generadora C,
entonces C = {uG|u € FF}.

Esta representacion de C' nos provee de un esquema de codificacion. Si G es una ma-
triz generadora de un [n, k]-cédigo C sobre F' = F,. La matriz G’ determina una aplica-
cioén biyectiva ¢ : F¥ — C dada por u — uG. Usaremos esta aplicacion para representar
¢" distintos mensajes por palabras-cédigo. Primero, adoptaremos algunos esquemas
fijos por los cuales los ¢* vectores en F* son identificados con los ¢* mensajes, y en-
tonces usaremos la aplicacion codificadora €. Para nuestros propoésitos, sin embargo,
la manera en que los elementos de F* son identificados con los actuales mensajes es
inmaterial. Asi pues, podemos considerar al mismo F* como el conjunto de mensajes.
Nos referiremos a los elementos de F* como palabras-mensaje. De esta manera, cada
k-tupla palabra-mensaje u es codificada como una n-tupla palabra-codigo uG. Nos re-
feriremos al numero n — k& como la redundancia del codigo C, y a k/n como su tasa de
transmision.

Consideremos el sistema lineal homogéneo GX = 0, es decir, el sistema de k ecuaciones
lineales en n incognitas:

91171+ -+ ginTn =0

Ik1Z1 + -+ GrnTy =0

Sea N el conjunto de todas las soluciones. Como las filas de la matriz G son linealmen-
te independientes, el rango de G es igual a k. Entonces, por el Teorema rango-nulidad
del algebra lineal, N es un subespacio de F" de dimension n — k. A N se le llama el
espacio nulo de G.

La matriz G no es la tiinica matriz generadora de C, puesto que una base de C' puede ser
elegida de muchas maneras. Pero mostraremos que el espacio nulo N es determinado
unicamente por C'y es independiente de la particular eleccion de la matriz generadora
G.Sea y =[y1---yn] € N. Entonces

Giy" = ginyr + -+ + gintn = 0

para cada i = 1,...,%, de donde Gy” = 0. Por lo tanto, para cada = = uG € C, u € F*,
tenemos zy! = uGy” = 0. Reciprocamente, sea y € F" tal que zy’ = 0 para cada
r € C. Entonces en particular, G;y” = 0 para cada i = 1,...,k, por lo que y € N.
Asi N = {y € F"| 2y = 0 para todo = € C}. Esto prueba que N es independiente de la
matriz G que se elija para generar C'. Como N es un subespacio de I de dimension
n—k, N es un [n,n — k]-codigo lineal sobre F. Llamaremos a N el cédigo dual de C'y
lo denotaremos por C*.

Para cualesquiera vectores z,y € F", denote x - y su producto interno; esto es,

Toy=zy+ o Ty = att =yl =y .
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Entonces podemos definir el codigo dual como sigue:

DEFINICION. Si C es un [n, k]-codigo sobre F, entonces el cédigo dual de C es
definido como
Ct={yeF"|z-y=0paratodo z € C}.

Por ejemplo si F' = Zy, entonces 010111 - 010111 = 0, y asi nos encontramos con la
sorprendente posibilidad de que el producto punto de un vector no nulo con sigo
mismo a veces pueda ser cero, en contraste con lo que sucede F' = R (numeros reales).
Por lo tanto, el producto punto no se comporta como la longitud de un vector. Pero
aun asi es un concepto util.

Dos vectores z,y € F™ se dira que son ortogonales si z -y = 0. De esta manera cada
vector en C* es ortogonal a cada vector en C. Un codigo lineal C se llamara auto-
ortogonal si cada vector en C es ortogonal a si mismo y a cualquier otro vector en C.
En otras palabras, C es auto-ortogonal si C c C*.

Ahora mostraremos que la relacion entre C'y C* es simétrica; esto es, es codigo dual de
Ctes C.Sea r € C, entonces z-y = 0 para cada y € C*, por lo tanto = € (C*+)*, asi C C
(C*)+. Vimos anteriormente que si C es un subespacio de dimension k, entonces
C+ es un subespacio de dimension n — k. En consecuencia (C1)* tiene dimension
n — (n — k) = k. Asi las dimensiones de C' y (C*)* son iguales a k. Esto prueba que
C = (C1+)*. Registremos este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 9. Si C es un [n, k]-codigo, entonces C* es un [n,n — k|-codigo y (C+)*.

Ejemplo 8. Encontraremos el dual del codigo binario C' = {0000,1111}, y mostraremos
que C es auto-ortogonal.

C es un [4,1]-codigo sobre Fy. Revisando el producto interno de los vectores en (Fs)?
con cada vector en C, encontramos que

¢+ = {0000,1100, 1010, 1001,0110,0101,0011, 1111}.

Verificamos que C* es un [4,3]-codigo. Claramente, C C C+, por lo que C es auto-
ortogonal.

Ahora definiremos la segunda matriz de las dos matrices asociadas con un codigo
lineal.

DEFINICION. Si C es un [n, k]-cédigo lineal, y H es una matriz generadora del codi-
go dual C*. Entonces nos referiremos a H como la matriz verificadora de paridad
del codigo C. O abreviadamente matriz paridad.

De desprende de la definicion que si G es una matriz generadora del cédigo C, entonces
G es la matriz paridad del codigo dual C+. Puesto que el dual de un [n, k]-codigo es
un [n,n — kj-cédigo, podemos inferir que la matriz paridad de un [n, k]-cédigo C es la
matriz H de tamano (n — k) x n cuyas filas forman una base para C*. Vimos que si G
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es una matriz generadora de C, entonces el espacio nulo de G es C-+. Ahora H es una
matriz generadora de C+, y por tanto el espacio nulo de H es (C+)+ = C. Entonces
r € C siy solo si Hz' = 0 o, equivalentemente, xH” = 0. Todo esto muestra que una
matriz paridad determina completamente el codigo, y asi hemos probado el siguiente
resultado.

Teorema 10. Si C' es un [n, k]-cdédigo sobre F' y H es una matriz paridad de C,
entonces
C={xeF"zH" =0=Ha"}.

La condicion Hz” = 0 da un sistema homogéneo de n — k ecuaciones lineales para las
componentes de z. Nos referiremos a ellas como las ecuaciones de paridad.

El siguiente teorema provee una relacion mutua entre la matriz generadora y la matriz
paridad de un codigo lineal.

Teorema 11. Si C' es un [n, k]-cédigo. Si G es la matriz generadora y H la matriz
paridad de C, entonces
GH" =0=HG".

Reciprocamente, supongamos que G es una matriz de tamarno k£ x n y de rango k, y
H es una matriz de tamano (n—k) xn y de rango n—k, tales que GH” = 0. Entonces
H es la matriz de paridad del codigo C, siy solo si G es la matriz generadora de C.

Demostracién. Por el teorema 10, xH” = 0 para cada = € C, entonces, en particular,
G;H" = 0 para cada fila G; de G, y GHT = 0. Tomando la transpuesta, conseguimos
HGT = 0. Esto prueba la primera parte del teorema.

Para probar la segunda parte, sean G y H las matrices mencionadas, con GH” = 0,
y supongamos que H es la matriz de paridad de C. Entonces G;H? = 0 para cada
i =1,...,k. Por lo tanto Gy,...,Gy € C. Puesto que el rango de G es k, G1,...,G) son
linealmente independientes y en consecuencia forman una base de C. Esto prueba
que G es una matriz generadora de C. La reciproca se prueba de manera similar. [

Ejemplo 9. Encontraremos la matriz generadora y la matriz de paridad del codigo
binario C' = {000, 111}.

La matriz G = [1 1 1] es la unica matiz generadora de C, Para encontrar la matriz

de paridad H, primero encontraremos el codigo dual C*. Examinando el producto

interno de todos los vectores en (F)? con los vectores en C, encontramos que C*+ =

{000,110,011,101}. En este punto, cualquiera dos vectores en C- forman una base. Por
lo que podemos tomar

1 10

i = [0 1 1] '

Ejemplo 10. Encontraremos el codigo lineal binario C' con matriz de paridad

H:F 1 11 1]

10110
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ademas la matriz generadora G de C. y la matriz de paridad del codigo binario C' =
{000,111}. También encontraremos el codigo dual C-.

Como H es una matriz de tamano 2 x 5, sabemos que C es un [5, 3]-codigo. Ademas,
C es el espacio nulo de la matriz H. Por lo que debemos resolver el sistema lineal
homogéneo

1+ 29+ 23 +4+x5 =0
1+ x3+2x4=0
Tomaremos a z;, z2 y 3 como parametros. Entonces z4 = z; + 23y 25 = z3. En
consecuencia la solucion general del sistema lineal es
xr = [:L'l To X3 X1+ X3 :Eg]
:wl[l 0 01 0]+x2[0 1 00 1]—1—963[0 0 11 O]

:[1‘1 xI9 xg]G

Donde a z1, 9, x3 se les asigna valores arbitrarios (0O o 1) y
10010
G=1]01 0 0 1
0 0110

De esta manera G e una matriz generadora para el codigo C. Asignando todos los
posibles valores a x1, z2, x3, obtenemos

C = {00000, 10010, 01001,00110,11011,10100,01111,11101}.
Ahora, H es un generador del codigo dual C*; por lo tanto

Cc+ = {00000,11111,10110,01001}.

Anteriormente observamos que una matriz generadora del codigo lineal C no es uni-
ca (salvo en el caso trivial de un codigo binario de dimension 1). Sea G una matriz
generadora del C, y sea G’ la matriz obtenida como resultado de aplicar operaciones
elementales sobre las filas de GG. Entonces cada fila de G es una combinacion lineal
de las filas de G’, y reciprocamente. Entonces G y G’ tiene el mismo espacio de filas
C. Por lo tanto G’ también es una matriz generadora de C. Reciprocamente, si Gy G’
son matrices generadoras de C, entonces cada una de ellas puede obtenerse aplicando
operaciones elementales sobre las filas de la otra. En particular, sea C es un [n, k]-codi-
go, y suponiendo que las primeras k columnas de GG son linealmente independientes.
Entonces, aplicando operaciones elementales de filas, podemos transformar G en una

matriz escalonada de la forma G* = [I;:A], donde I, es la matriz identidad de orden
k, y A es alguna matriz de tamano k x (n — k). Nos referiremos a G* como la matriz

generadora canonica de C. Ahora sea H* = [-AT:I,,_;]. Entonces H* es una matriz de
tamano (n — k) x n, de rango n — k, y

_AT
GH) = [LiA] | - | =—-A+A=0.
In—k

Por lo tanto, por el teorema 11, H* es la matriz de paridad de C. Nos referiremos a H*
como la matriz paridad canonica de C. Asi tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 12. Sea C' es un [n,k|-cédigo. Si C tiene matriz generadora canénica
G = [I:A], entonces H = [—AT:I,, ;] es la matriz paridad canénica de C. Recipro-

camente, si H = [B:],,_;]| es una matriz paridad de C, entonces G = [I;: — BT] es
una matriz generadora de C.

La matriz generadora que encontramos par el codigo del ejemplo 10 esta en la forma
canonica, y podemos obtenerla mas facilmente usando el teorema 12.

Ejemplo 11. Usando el teorema 12 encontraremos la matriz generadora canonica del
codigo C del ejemplo 10.

La matriz de paridad dada
7 [1 111 1}

10110

es transformada (por intercambio de filas y la adicion de la primera fila a la segunda)

a la forma canénica
. [to11o0]
H _{0 10 0 1]_[3.12].

Por lo tanto la matriz generadora canénica de C' es
10010
G'=[Ii-BT]=10 1 00 1
00110

Debemos remarcar que las filas de GG son la base para un subespacio k-dimensional del
espacio de todos los vectores de longitud n. Este subespacio es nuestro codigo lineal
C. En otras palabras, cada palabra-codigo se puede expresar de forma unica como

combinacion lineal de las filas de G. Si usamos una matriz G = bigl[I;:A] para cons-
truir un coédigo, las primeras k& columnas determinan las palabras-codigo (o simbolos
de informacién), las restantes n — k columnas proveen la redundancia (simbolos de
verificacion).

Ejemplo 12. El codigo en la segunda mitad del ejemplo 1 era

0

10 1
G= 1 01

10
0 0 1
las palabras-codigo 101010 y 010101 aparecen como filas en la matriz y la palabra-codigo
111111 es la suma de estas dos filas. Este es un [6, 2]-codigo.

Ejemplo 13. El codigo en el ejemplo 2 fue

Q

Il
cocoocooco o R
coocoo o~ O
coocoor~ OO
coor~rooo
oo oo oo
o oo o oo
—o 000 OO
— e e e e e
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Por ejemplo, la palabra-codigo 11001001 es la suma en modulo 2 de la primera, segunda
y quinta filas, por tanto es obtenida por multiplicar (1,1,0,0,1,0,0) a G. Este es un
[8, 7]-codigo.

Ejemplo 14. En el ejemplo 4, la matriz es

o= O O
= o O O

1
0
1
1

e i )

1
1
0
1

o O O
O O = O

Y como se desprende de su nombre, este es un [7, 4]-codigo.

Hasta ahora todo se a visto desde la perspectiva del [n, k]-codigo lineal C' y su ma-
triz generadora G, el siguiente resultado nos muestra cual es el panorama desde la
perspectiva de C*, ademas de mostrar porque se le llama codigo dual.

COROLARIO 13. Si C es un [n, k]-codigo lineal con matriz generadora G = [I;:A],

entonces C es un [n,n — k]-codigo lineal con matriz generadora H = [—AT:I,_].
Ademas, G es una matriz paridad para C*.

Demostracién. Se sigue de la definicion de C*, el teorema 9, y el teorema 12. O

DEFINICION. Un codigo C es llamado auto-dual si C = C*.

El codigo de Golay Ga3 que se vera en el capitulo 6 es un importante ejemplo de codigo
auto-dual.

Ejemplo 15. Sea C' un codigo binario con matriz generadora

1001
G_[()llo]

El corolario dice que C* tiene matriz generadora

AR

1 001

Esta es G con las filas intercambiadas, asi las filas de G y las filas de H generan el
mismo subespacio. Por tanto, C = C+, lo que nos dice que C es auto-dual.

Mencionamos anteriormente que una matriz generadora G es un [n, k]-codigo C de-
termina una aplicacion decodificadora ¢ : F¥ — F™ que a cada palabra-mensaje
u € F* le hace corresponder una palabra-codigo z = uG € C. Esta codificacion adop-

ta una forma particularmente simple cuando G es canoénica. Si G = [kaA], entonces

r=uG = [uqu]. Asi, las primeras componentes de = forman una palabra del mensaje
en si. Esta simple codificacion anade a la palabra-mensaje n — k simbolos de verifica-
cion dados por uA.
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Si las k columnas de una matriz generadora G de un [n, k]-cédigo C no son linealmente
independientes, entonces C' no tiene una matriz generadora canonica. Sin embargo,
como G tiene rango k, existen k columnas linealmente independientes en G. Si reorde-
namos las columnas de GG, podemos obtener una matriz G’ cuyas primeras k columnas
son linealmente independientes, pero entonces G’ no es una matriz generadora de C.
Si C’ es el codigo lineal generado por G’, los codigos C'y C’ se dice que son equivalen-
tes. La definicion general de codigos equivalentes es la siguiente:

DEFINICION. Si C y C’ son [n, k]-cédigos sobre F. Los codigos C' 'y C’ se dice que
son equivalentes si existe una aplicacion biyectiva f : C — C’ dada por

[y, mp) = (Q16(1), -+, WnTo(n))

donde ay,...,a, € F son escalares no nulos, y ¢ es una permutacion del conjunto
[1,...,n].

La definicion nos conduce al siguiente resultado.

Teorema 14. Si C' y C’ son [n, k|-codigos sobre F con matrices generadoras G
y G’, respectivamente. Los cdédigos C' y C’ son equivalentes si y sélo si una de
sus matrices puede ser obtenida a partir de la otra a través de la aplicacion de
operaciones de los siguientes tipos:

(@) Operaciones elementales de fila.
(b) Permutacion de columnas.

(c) Multiplicacion de cualquier columna por un escalar no nulo en F.

Una similar propiedad se cumple para matrices de paridad de dos codigos equivalen-
tes.

Distancia minima

Ahora consideraremos la minima distancia de un cédigo lineal. Recordemos que la
minima distancia de un codigo C es definido por d(C) = min{d(z,y)| z,y € C,z # y},
donde d(z,y) es la distancia de Hamming entre z y y. Para un arbitrario codigo, po-
siblemente no lineal, calcular la minima distancia puede requerir el calculo de d(z,y)
para cada par de palabras-codigo, labor que en muchos casos es poco practica; pero
para codigos lineales este calculo es muy sencillo gracias al siguiente concepto.

DEFINICION. El peso de un vector 2 € F", que escribira w(z) es definido como el
numero de componentes no nulas en z.
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Se sigue inmediatamente de la definicién que para cualesquiera vectores c,y € F.
d(x7y) :w(x—y), w(m) :d(ac,O),

donde 0 denota el vector 0...0.

Teorema 15. Sea C un cédigo lineal. Entonces la minima distancia de d(C) es igual
al mas pequeno peso todos los codigos-palabra no nulos en C: esto es

d(C) = min{w(z)| z € C,z # 0}.

Demostracién. Sea d(C') = d. Entonces existen ¢,¢ € C tales que d(¢,c/) = d. En con-
secuencia ¢ — ¢ € C y w(c—¢) = d. Si z es cualquier vector no nulo en C. Entonces
w(z) = w(z — 0) = d(z,0) > d. Esto prueba que d es el mas pequerno peso de cualquier
codigo no nulo en C. O

Ahora veremos que si queremos encontrar la minima distancia de un codigo lineal
con M palabras-codigo, tenemos que comparar los pesos de M — 1 palabras-codigo no
nulas. Pero para encontrar la distancia de un codigo general con M palabras-codigo,
tenemos que comparar las distancias de M (M — 1)/2 pares de distintas palabras-
codigo.

Como el simple criterio indica, encontrar la minima distancia de un codigo lineal con
M muy grande puede ser dificil. Ademas, un codigo lineal es con frecuencia definido
especificando su matriz de paridad, y sin que las palabras-codigo sean explicitamente
conocidas. El siguiente teorema, que da la relacion entre la distancia minima y la
matriz de paridad de un codigo lineal, es por lo tanto de fundamental importancia.

Teorema 16. Sea H la matriz de paridad de un [n, k]-cédigo C sobre F. Entonces
d(C) es igual al minimo numero de columnas linealmente independientes en H.
Consecuentemente, d(C) <n —k + 1.

Demostracion. Si H',..., H" denotan las columnas de H, y € F". Entonces, por el
teorema 10, x € C siy so6lo si

HxT:x1H1+---—|—a:nH":O.

Si d(C) = d, entonces w(z) > d para todo =z € C, y existen ¢ € C con w(c) = d. Sean
Ciis - - -, Ci, l0s componentes no nulos de C. Entonces

HCT:CIH1+"'+Can:CilHi1+“‘+CidHid:0.

Por lo tanto H tiene columnas linealmente independientes, a saber H",..., H'. Afir-
mamos que cualquier lista de menos de d columnas de H es linealmente dependiente.
Supongamos que las columnas H, ..., H* son linealmente dependientes, donde ¢ < d.
entonces existen escalares g, ..., a., no todos nulos, tales que

a HY + -+ a H' = 0.
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Sea x € F" tal que los componentes i1, ...,i. de x son iguales a ay,...,a., respectiva-
mente, y todas las restantes componentes son ceros. Entonces Hxz” = 0; por lo que
x € C. Pero w(z) < d, una contradiccion. Esto prueba que d es el minimo numero de
columnas linealmente independientes en H.

Ahora H es una matriz de tamano (n — k) x n y rango n — k. Por lo tanto, cualesquiera
n — k + 1 columnas de H son linealmente dependientes. Por lo tantod <n—k+ 1. O

Ejemplo 16. Se encontrara la minima distancia del [n,n — 1]-cédigo binario C' con
matriz de paridad
H=[11 - 1 1].

Claramente, cualesquiera dos columnas de H son linealmente dependientes. Por esto
el minimo numero de columnas linealmente dependientes es 2. Por lo tanto la minima
distancia del codigo C' es 2.

Este codigo es conocido como un codigo de paridad y puede detectar un simple error.
Las componentes de cada palabra-codigo = satisfacen la ecuaciéon de paridad z; +- -+
x, =0 (méd 2). Por lo que cada palabra-codigo contiene un numero par de 1’s.

Ejemplo 17. Se encontrara la minima distancia del [10, 9]-c6digo C sobre Fy; definido
por la matriz de paridad

H=[1 23 456 7 8 9 10].

Como en el ejemplo anterior, la minima distancia de C' es 2. Las palabras-codigo sa-
tisfacen la ecuacion de paridad

10
zHT = Zzw, =0
i=1

Ademas de detectar un simple error en general, este codigo puede detectar un doble
error cuando dos digitos tienen que ser transpuestos. Supongamos que la palabra-
codigo = = x1---719 es transmitida, y que el vector recibido y = y;---y;o difiere de
x solo en los digitos j-ésimo y el k-ésimo deben ser transpuestos; es decir y; = z,
yr = T, ¥ ¥; = x; para los restantes indices.

yH" = 2H' + (y — 2)H' = (y — 2)H'
10
=Y ilyi— zi) = (k= j)(xj — x4) # 0
i=1

Por lo tanto y no es una palabra-codigo, y asi el error es detectado.

Este codigo es de interés practico porque es el usado para el International Standard
Book Numbers (ISBN) ya comentado en el ejemplo 5.

Ejemplo 18. Se encontrara la minima distancia del [10, §]-c6digo C sobre Fy; definido
por la matriz de paridad

H_1111111111

|1 23456789 10
Esta claro que ninguna columna en H es multiplo escalar de otra. Asi que cualesquiera
dos columnas son linealmente independientes. Por eso d > 2. Por otro lado, €l teorema
15 nos dice que d < n — k + 1 = 3. Esto implica que C codigo que corrige un solo error.
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Decodificacion

Ahora consideraremos el proceso de decodificacion para un codigo lineal. Como ya
explicamos, el principio general de decodificacién es encontrar la palabra-cédigo mas
cercana al vector recibido. Con este fin en mente, preparamos una tabla que dara las
mas proximas palabras-codigo para cada posible vector recibido. La estructura alge-
braica de un codigo lineal como un subespacio proveera un conveniente método para
preparar tal tabla. Si C' es un subespacio de F”, entonces C es un subgrupo del grupo
aditivo F". Recordemos que para cada a € F", el conjunto

a+C={a+cceC}

es llamado una clase de C. Dos elementos z,y € F" pertenecen a la misma clase siy
s6lo si z — y € C. Estas clases forman una particiéon del conjunto F". Por lo tanto F”
es la union disjunta de distintas clases de C.

Sea y cualquier vector en F”, y supongamos que z € C es la palabra-codigo mas
cercana a y. Ahora y se encuentra en la clase y + C = {y + ¢| ¢ € C'}. Para todo ¢ € C,
d(y,z) < d(y,c); esto es , w(y —z) < w(y — ¢). Por esto y — = es el vector de menor peso
en la clase que contiene y. Escribiendo e = y — z, tenemos = = y — e. De esta manera
hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 17. Sea C' C F™ un codigo lineal. Dado un vector y € F", la palabra-
codigo » mas cercano a y esta dado por x = y — e, donde e es el vector de menor
peso en la clase que contiene a y.

Si la clase que contiene a y tiene mas de un vector de menor peso, entonces existe
mas de una palabra-codigo mas cercana a y.

DEFINICION. Si C es un codigo lineal en F™. El lider de clase de una clase dada
de C es definido como el vector con menor peso en esa clase.

Si existe mas de un vector con el menor peso en una clase, elegiremos cualquiera de
ellos para ser lider de clase. Recordar que si C' es un codigo corrector de ¢ errores,
entonces un vector no puede estar a una distancia < ¢t de mas de una palabra-codigo.
Por lo tanto, si e es un lider de clase con peso < t, entonces e es el tnico vector de
menor peso en esa clase.

Sea C un [n, k]-co6digo sobre F' = FF,. Como F" tiene ¢" elementos y cada clase de C tiene
¢* elementos, se deduce que deben haber ¢" % clases diferentes en C. Si denotamos
a los lideres de clase por ej,es,... ey, donde N = ¢" . Ademas, si suponemos que
los lideres de clase tienen que ser numerados en orden ascendente de pesos; esto
es, w(e;) < w(ej+1) para todo i. Asi e; = 0 es el lider de la clase C = 0+ C. Sea C =
{c1,¢9,...,car}, donde M = ¢* y ¢; = 0. Podemos disponer los ¢ vectores en F” en un
arreglo de tamano N x M, como se muestra abajo, donde la (i, j)-entrada es el vector
e; + c;. Asl la i-ésima fila contiene los elementos de la clase e; + C, con el lider de clase
e; como la primera entrada. La primera fila (superior) es C mismo. Este arreglo es
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llamado la tabla estandar para el codigo C.

61:0:C1 CZ cj CM
€2 eg+cy -0 exFc - extcCum
€; €; + c2 €i+Cj € + cyp
eN ey +c2 - en+¢ o entcom

La tabla estandar es usada para decodificar como sigue: Supongamos que un vector
y € F" es recibido. Encontramos su posicién en la tabla. Si y es la (i, j)-entrada en la
tabla, entonces y = e; + ¢;. Como e; es el vector con el menor peso en la clase, se sigue
por el teorema 17 que la palabra-codigo mas cercana a y es x =y —¢; = ¢;. Asl un
vector y es decodificado como la palabra-cédigo que esta a la cabeza de la columna en
la que y aparece.

Si la palabra-codigo es transmitida y el vector y es recibido, entonces e = y — x es
llamado el vector error. De esta manera el lider de clase es el vector error para cada
vector y que aparece en esa clase.

Ejemplo 19. Se construira la tabla estandar para el codigo lineal binario C' con matriz

generadora
1011
G= [0 11 0} '

y después se decodificara el vector recibido 0101.

El codigo C generado por G es un [4,2]-codigo, con palabras cédigo dadas por
C = {0000, 1011,0110, 1101}

Se construira la tabla estandar con los 2* = 16 vectores binarios de longitud 4 como
sigue. Primero, listemos los cuatro elementos de codigo en la primera fila, comenzando
por 0000. Entonces, del total de los 12 restantes vectores, elegimos el de menor peso
(aqui tenemos varias opciones). Adicionando este vector a los vectores de la primera
fila, se obtiene la segunda fila. De los restantes 8 vectores, de nuevo se elige uno de
menor peso y se lo adiciona a la primera fila para obtener la tercera fila. Finalmente,
se escoge el vector con menor peso de entre los restantes cuatro vectores, se adiciona
este a la primera fila, y se obtiene la cuarta fila. Asi, obtenemos lo siguiente:

0000 1011 0110 1101
1000 0011 1110 0101
0100 1111 0010 1001
0001 1010 0111 1100

Para decodificar el vector 0101, primero observamos que se encuentra en la (2,4)-
entrada de la tabla. Como 1101 es el primer vector de la cuarta columna, tenemos que
0101 es decodificado como la palabra-codigo 1101.

En este pequeno ejemplo, se debe notar que el proceso no es exactamente el mismo que
la decodificacion por el vecino mas cercano, puesto que 0010 es decodificado como 0110,
cuando el equivalente mas cercano es 0000. El problema es que la minima distancia
de el codigo es 2, asi que en general la correccion del error no es posible. Sin embargo,
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si usamos un codigo que pueda corregir hasta ¢ errores, este procedimiento aplicado
correctamente decodifica todos los vectores que estan a una distancia de a lo mas ¢
desde la palabra-codigo.

Ejemplo 20. Construiremos la tabla estandar para el codigo binario con matriz gene-

radora
1 01 01
G_[O 101 J'

y después decodificaremos el vector recibido 01111.

El codigo C generado por G es un [5,2]-codigo, con palabras cédigo dadas por
C = {00000, 10101,01011,11110}

Por lo tanto existen 23 = 8 distintas clases de C, asi la tabla estandar consistira de
8 filas. La minima distancia de C' es 3, por lo que t = 1. Ademas los cinco vectores
de peso 1 producen cinco distintas clases. Para conseguir las restantes dos filas del
arreglo, escogemos en cada caso un vector de peso 2 que no haya aparecido en las
anteriores filas. Notar que cada una de las ultimas filas tiene 2 vectores de menor
peso.

00000 10101 01011 11110

10000 00101 11011 01110

01000 11101 00011 10110

00100 10001 01111 11010

00010 10111 01001 11100

00001 10100 01010 11111

11000 01101 10011 00110

10010 00111 11001 01100

Para decodificar el vector 01111, encontramos su posicion en la tabla. Notamos que
01111 aparece en la tercera columna. La primera entrada en esa columna es 01011. Por
lo tanto 01111 es decodificado como la palabra-codigo 01011.

Una tabla estandar es util para decodificar cuando la longitud del cédigo n es pequeno.
Para valores grandes de n, este no es un método muy conveniente. Ahora describire-
mos un procedimiento mas eficiente para decodificar.

DEFINICION. Sea C un [n, k]-codigo sobre F con matriz de paridad H. Para cual-
quier vector y € F, el sindrome de y, denotado por S(y), es definido por como el
vector

S(y) =yH".

Notar que el sindrome es definido con respecto a una especifica matriz de paridad
H. Una matriz de paridad diferente dara un sindrome diferente. Para un [n, k]-codigo,
S(y) es un vector de longitud n — k. Este puede escribirse como un vector fila yH”
(como se establecid en la definicion) o como un vector columna HyT. En el ultimo
caso, S(y) = Hy' =y H' + --- +y,H", donde H',..., H" son las columnas de H.

Por el teorema 10, S(y) = 0 siy sélo si y € C. Sean y,y’ € F", entonces (y) = S(y') se
cumple siy solo si (y—y')H = 0, es decir que y—y' € C. Por lo tanto, dos vectores tienen
el mismo sindrome si y solo si ellos se encuentran en la misma clase de C. De esta
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manera existe una correspondencia uno a uno entre las clases de C' y los sindromes.
Una tabla de dos columnas mostrando a los lideres de clase e; y los correspondientes
sindromes S(e;) es llamada la tabla sindrome. Para decodificar un vector recibido v,
calculamos sus sindrome S(y) y entonces revisamos la tabla par encontrar el lider
de clase e por lo que S(e) = S(y). Entonces y es decodificado como = = y — e. Este
procedimiento es conocido como decodificacion por sindrome.

Ejemplo 21. Se escribira la tabla sindrome para el codigo del ejemplo 19, y entonces
decodificar 0101.

La matriz generadora del cédigo dado en el ejemplo 19 esta en la forma canénica. En
consecuencia por el teorema 12, su matriz de paridad es

T

1 0 01

Calculando eH” para cada lider de clase e, obtenemos la siguiente tabla:

Lider de clase Sindrome

0000 00
1000 11
0100 10
0001 01

El sindrome del vector dado 0101 es

Sy)=yH"=1[0 1 0 1] = 1].

S = ==
_ o O =

De la tabla de sindromes encontramos que el lider de clase con sindrome 11 es e = 1000.
Por lo tanto, decodificamos y como la palabra codigo x = y — e = 1101.

Ejemplo 22. Escribiremos la tabla sindrome para el codigo del ejemplo 20, y entonces
decodificar 11010.

La matriz generadora del cédigo dado en el ejemplo 20 esta en la forma canénica. En
consecuencia por el teorema 12, su matriz de paridad es

101 00
H=10 1 0 1 0
11001

Calculando eH” para cada lider de clase e, obtenemos la siguiente tabla:

Lider de clase Sindrome

10000 101
01000 011
00100 100
00010 010
00001 001
11000 110

10010 111
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El sindrome del vector dado y = 11010 es

yH"=[1 1 0 1 0] =[1 0 0].

OO = O =
O~ O = O
_ O O = =

De la tabla de sindromes encontramos que el lider de clase con sindrome 100 es e =
00100. Por lo tanto, decodificamos y como la palabra codigo x =y — e = 11110.

Decodificar por medio del sindrome requiere significativamente menos pasos que bus-
car la palabra-codigo mas cercana al vector recibido. Sin embargo, para codigos mas
grandes este procedimiento es aun ineficiente para ser practico. En general, el proble-
ma de encontrar el vecino mas cercano en un codigo lineal general es muy duro: en
efecto, este es conocido como un problema NP-completo. Pese a esto, para ciertos ti-
pos de codigos especiales, una decodificacion eficiente es posible. Trataremos algunos
ejemplos mas adelante.



Capitulo 5

Codigos de Hamming

Ahora describiremos una importante clase de codigos lineales conocidos como codigos
de Hamming. Los codigos de Hamming son una importante clase de simples codigos
correctores de errores que pueden facilmente codificar y decodificar. Ellos original-
mente fueron usados para el control de errores en las llamadas telefonicas de larga
distancia.

Primero definiremos el caso especial de codigos de Hamming binarios y después con-
sideraremos los codigos de Hamming g-arios.

DEFINICION. Sea r un entero positivo mayor que 1, y sea H una matriz de tamario
r x (2" — 1) cuyas columnas son los distintos vectores no nulos en F}. Entonces el
codigo con H como matriz verificadora de paridad es llamado codigo de Hamming
binario y es denotado por Ham(r, 2).

Notar que la definicién no especifica cual es el orden en el que las columnas de H estan
escritas, pero cualquier permutacion de las columnas dara un codigo equivalente. Asi,
para un r dado existen (2" — 1)! codigos de Hamming binarios equivalentes.

Como H es una matriz de tamano r x (2" — 1), Ham(r,2) es un co6digo de longitud
n=2"—1ydimensiéon k =n —r =271 —r. Por lo tanto, Ham(r,2) esun [2" — 1,271 —r|-
codigo. El parametro r = n — k representa la redundancia del codigo.

Por ejemplo si r = 2, entonces Ham(2,2) es un [3,2]-c6digo con matriz verificadora de
paridad

1 10
H= [1 0 1] ’
Si escribimos las columnas tal que H este en la forma canoénica, entonces por el

teorema 12 la matriz generadora del codigoes G =[1 1 1]

Si tomamos r = 3, vemos que Ham(3,2) es un [7,4]-coédigo con matriz verificadora de
paridad

1010101

0110011

0001111

Aqui H no esta en la forma canénica. Pero si movemos las columnas apropiadamente
para que las ultimas columnas de la matriz formen una matriz identidad de 3 x 3,

33
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siendo irrelevante el orden de las restantes columnas. El resultado es la matriz verifi-
cadora de paridad H en su forma canénica. (En nuestro ejemplo, movemos la cuarta,
segunda y primera columnas)

1101100
H=1 011010
0111001

Observamos que la primera columna en H es la suma de las quinta y sexta columnas.
Por lo tanto estas columnas son linealmente dependientes. Ademas, ninguna colum-
na es multiplo escalar de otra, asi 3 es el minimo numero de columnas linealmente
dependientes en H. Asi, por el teorema 16 la minima distancia de Ham(3,2) es 3. La
dimension del codigo es 4, por lo que el numero de palabras cédigo en Ham(3,2) es
2% = 16, asi en la notacion del capitulo 1, Ham(3,2) es un (7, 16, 3)-codigo, que como
mostramos es perfecto. Esto prueba que Ham(3,2) es un codigo perfecto con distancia
minima 3.

El codigo binario de repeticion {111,000} es también (trivialmente) un cédigo perfecto
con distancia minima 3. Asi vemos que Ham(2,2) y Ham(3,2) son ambos codigos per-
fectos con distancia minima 3. Luego mostraremos que estas propiedades se cumplen
para todos los codigos de Hamming, pero primero daremos una definicion general de
lo que es un coédigo de Hamming ¢-ario, Ham(r, q).

Sea I' = I, (donde ¢ es la potencia de algiin primo p) y r es un entero positivo mayor
que 1. Entonces existen ¢" — 1 vectores no nulos en . Dado un vector no nulo v € F",
tenemos un conjunto de ¢ — 1 multiplos escalares no nulos de v. Por lo que existen
n = (¢"—1)/(qg—1) conjuntos (disjuntos por pares) de este tipo que forman una particion
de los vectores no nulos de F”. Si tomamos arbitrariamente un elemento de cada uno
de estos conjuntos, obtenemos un conjunto de n vectores no nulos tales que ningtin
vector es multiplo escalar de otro. En particular, podemos tomar todos estos vectores
no nulos en F" tal que la primera entrada no nula sea 1.

DEFINICION. Sea I = F, y r un entero positivo mayor que 1,y sean = (¢"—1)/(g—1).
Sea H una matriz de tamarno r X n cuyas columnas son los vectores no nulos en F”,
tal que ninguna columna es multiplo escalar de otra. Entonces el [n,n — r]-codigo
con H como matriz verificadora de paridad es llamado cédigo de Hamming ¢-ario y
es denotado por Ham(r, q).

Como en el caso de los cédigos de Hamming binarios, Ham(r, ¢) es una notacién ge-
neral para una clase de codigos equivalentes. Por ejemplo, si r = 2 y ¢ = p (primo),
entonces una matriz verificadora de paridad para Ham(2,p) es

1 1 --- 1
2 3 o p—1|"

El siguiente teorema establece la mas importante propiedad de los codigos de Ham-
ming.
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Teorema 18. Ham(r, ¢) es un codigo perfecto con distancia minima 3.

Demostracion. Si H es una matriz verificadora de paridad de Ham(r, ¢), entonces algu-
nas tres columnas en H son multiplos escalares de

1 0 0

1 0

0], 0], 1
10| 10 10|

y son por lo tanto linealmente dependientes. Asi, 3 es el minimo numero de columnas
linealmente dependientes en H. Entonces por el teorema 16, tiene distancia minima
igual a 3, lo que implica que este codigo solo puede corregir un error.

Para mostrar que el codigo es perfecto, invocamos al teorema 6, el numero M de
palabras codigo en Ham(r, q) es ¢"~ ", donde n = (¢" — 1)/(¢ — 1). Ademas, ¢t = 1, por lo
que

M ,;0 ()@= =+ nta 1)

= qn

Esto prueba que el cédigo es perfecto. O

Podemos facilmente calcular la matriz generadora G a partir de la matriz de paridad H.
Como los codigos de Hamming son simples codigos correctores de errores, el método
del sindrome para decodificar puede ser simplificado. En particular, el vector error e
tendra un peso de a lo mas 1 y por tanto tendra ceros en todas las posiciones salvo
por un 1 en la j-ésima posicion.

El algoritmo de decodificacion de Hamming, que corrige hasta el error en un bit, es el
que sigue:

1. Calcular el sindrome s = yH' para el vector recibido 3. Si s = 0, entonces no hay
errores. Devolvemos el vector recibido y se acabo.

2. Por otro lado, determinar la posicion j de la columna de H que es la transpuesta
del sindrome.

3. Cambiar el j-ésimo bit en la palabra recibida, y el codigo resultante es la salida.

Como a lo mas hay un bit error en el vector recibido, el resultado sera la palabra-
codigo que buscabamos.

Ejemplo 23. El [15, 11]-codigo binario de Hamming tiene la matriz de paridad

0000 0

=

= o o =
O = O =
_ O
O O =
_ O =
S ===
—o= =
oo o
oo RO
SO = O O

110
111
011

= o O
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Asumamos que el vector recibido es
y = 000010000011001.

El sindrome s = yH” es calculado, y resulta ser s = 1111. Notar que s es la transpuesta
de la onceava columna de H, asi cambiaremos el onceavo bit de y para conseguir

decodificar la palabra como
000010000001001.

Como los 11 primeros bits dan la informacion, el mensaje original fue

00001000000.



Capitulo 6

Codigos Ciclicos

Ahora discutiremos una clase especial de codigos lineales, conocidos como codigos
ciclicos. Estos codigos tienen interesantes propiedades dentro de la teoria de anillos
y una estructura algebraica mas rica que los codigos lineales en general. Muchos
importantes codigos pertenecen a esta categoria.

Una aplicacion ¢ : F* — F" dada por
olay,ag,...,an) = (ap,a1,...,an-1)

es llamada una permutacion ciclica. Es facil ver que o es una aplicacion lineal; esto
es, que para todo a,b € F"y A € F,

o(a+b)=o0(a)+ o)y o(ra)ro(a).

DEFINICION. Un cédigo lineal C ¢ F" es llamado un cédigo ciclico si o(a) € C para
todoa € C.

Por ejemplo, el codigo C' = {000,110,011,101} es un codigo ciclico binario.

Teorema 19. Sea G la matriz generadora del [n, k]-codigo lineal C. Entonces C es
un codigo ciclico si y solo si 0(G;) € C para cada fila G; de G.

Demostracién. Si G es ciclico, entonces o(a) € C para todo a € C. Por lo que, en
particular, ¢(G;) € C para cada i = 1,...,k. Reciprocamente, supongamos que o(G;) €
C para cada fila G; de G. Sea a € C, entonces a = \{G1+- - -+ A\ G par algunos escalares
A1, ..., Ag. Por lo que

ola) =0(MG1+ -+ MG) = Mo (Gr) + - + Mo (Gg) € C.

Por lo tanto, C es ciclico. O

Ejemplo 24. Mostremos que el codigo C' con la matriz generadora

1101000
G20110100
0011010
0001101
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es ciclico.
Claramente, 0(G;) = Gz, 0(G2) = G3 y 0(G3) = G4. Ademas,

o(Gs) = 1000110 = Gy + Go + Gs.

Asi 0(Gy € C para cada i = 1,2,3,4. Por lo tanto C es ciclico.

De aqui en adelante numeraremos las componentes de un vector en F" como 0,1,...,n—
1; esto es, si a € F" escribiremos a = (ag,a1,...,a,—1). Entonces a cada vector a € F" le
corresponde el polinomio a(x) = ag + ayz + - - - +a,_12" " *. F[z], denotara el conjunto de
todos los polinomios en x de grado menor que n sobre el campo F’; esto es

Flz],, = {ao +a1$+"'+an—1wn_1| ag, a1, ... ,an—1 € F}.

Claramente, F'[z], es un espacio vectorial de dimension n sobre F. La aplicacién a —
a(x) es un isomorfismo entre los espacios F" y F[z],. Por esto, de aqui en adelante
se identificara F" con F[z], y se tratara a cada vector ¢« € F" como un polinomio
a(z) € F[z],; es decir

n—1
(ao,a1,...,an-1) =ap+arr+---+ap_12"" .

Ahora impondremos a F[z], la estructura de anillo como sigue; Como es usual, sea
F[z] denota el anillo de los polinomios en z sobre F. Sabemos que, dado cualquier
polinomio p(x) € F[z], podemos construir el anillo cociente Fz]/(p(xz)) donde (p(x))
denota el ideal principal generado por p(z). Los elementos del anillo son las clases
laterales de el ideal (p(z)). El anillo cociente es un campo siy so6lo si p(z) es irreducible
sobre F'. Ademas, si p(z) es de grado n, entonces

{p(z))

donde ¢ denota la clase lateral = + (p(z)), con p(t) = 0.

={ap+art + -+ ap_1t"" ' ag,a1,...,ay_1 € F}

Si tomamos p(z) = 2™ — 1, entonces tendremos el anillo cociente

Fla]

=1 {ao + a1t + -+ + an_1t" " ag,a1,...,an_1 € F}

donde ¢ satisface la relaciéon z™ — 1 = 0. Veras que este anillo no es un campo por que
p(z) se puede factorizar como 2" — 1 = (z — 1)(z" ' +--- + 2 + 1).

Si ahora hacemos un cambio en la notacion y escribimos x en lugar de ¢, entonces el
anillo F[z]/(z™ — 1) viene a ser Fx],. Asi Fz], se convierte en un anillo en el que la
relaciéon z” — 1 = 0 se cumple, y como Fz], es un espacio vectorial sobre F', F[z], es
un algebra sobre F.

La multiplicacion en el anillo F[z],, es modulo (z" — 1). Para evitar cualquier confusion
entre las multiplicaciones en los anillos F[z] y Flz], denotaremos a la ultima por ©.
Asi, dados a(z),b(z) € F|x],, escribiremos a(z) ® b(x) para denotar su producto en el
anillo Fx],, y a(z)b(x) denotara su producto en el anillo F[z]. Si dega(z) + degb(z) < n,
entonces a(z) ® b(xz) = a(z)b(z). Por otro lado a(x) ® b(x) es el residuo que queda de
dividir a(z)b(z) por z™ — 1. En otras palabras, a(z) ® b(z) = ¢(z), entonces a(z)b(z) =
c(x) + (2" — 1)q(z) para algan polinomio ¢(x). En la practica, para obtener a(z) ® b(z
simplificamos el resultado de multiplicar a(z)b(z) colocando z" = 1, 2"*! = x, etc.
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En particular, considera el producto = ® a(x), en el anillo Fx]
za(z) = x(ap + a1z + -+ - + an_lw"_l) =apr + a12> + - + ap_12".

Sin embargo en el anillo F[z],

rOa(z) = an_1+apr +ayx? + - 4 ap_ox" L.
Asi vemos que la multiplicacién por z en el anillo F[z], corresponde a la permutaciéon
ciclica o en F", es decir, que z © a(z) = o(a)(z).

Si C' C F" es un codigo lineal. Como ya se vio, cada vector a en F" se identifica son
el polinomio a(z) en F|x],, asi C C F[z],. Ahora los elementos del codigo C se pueden
tratar como palabras codigo o como codigos polinomiales. A partir del resultado ya
probado anteriormente, conseguimos el siguiente teorema.

Teorema 20. Sea C' un codigo lineal sobre F. Entonces C es ciclico si y solo si
x ®a(x) € C para cada a(x) € C.

En el siguiente teorema demostraremos una propiedad algebraica basica de los codi-
gos ciclicos. Recordemos que un ideal en un anillo conmutativo R es un subconjunto
no vacio A de R tal que para todo a,b € Ay cualquier r € R, se tienequea—be Ay
ra € A.

Teorema 21. Un subconjunto C de Flz], es un cédigo ciclico si y solo si C' es un
ideal del anillo F[z],,.

Demostracion. Supongamos que C' es un codigo ciclico, entonces C' es un codigo lineal
sobre F, por lo que, para todo a(x),b(x) € C'y cualquier \ € C, se tiene que a(z) —b(z) €
C y Xa(r) € C, Ademas, como C es ciclico, z ® a(z) € C para todo a(z) € C. Por
lo tanto, 7? ® a(r) = = ® (r ® a(z)) € C, y asi en adelante. Por lo tanto, para cada
r(x) =rg+rix+ -+ rp_12" € Fla]p,

r(z) ®a(z) =10 Oalz) +rzoa(x) + - +rp 12" PO a(z) € C.

Esto prueba que C es un ideal en el anillo F[z],.

Reciprocamente, supongamos que C es un ideal. Sean a(z),b(x) € C'y A € F, entonces
se tiene que a(z) — b(xz) € C'y como A € F[z],, resulta que \a(z) € C. Por esta razén
C es un codigo lineal. Ademas, r(z) ® a(z) € C para todo r(x) € F[z],, y en particular
x ®a(z) € C. Esto prueba que C es un cédigo ciclico. O

Dado cualquier polinomio p(z) € F[z],, entonces (p(z)) denota el ideal principal gene-
rado por p(z) en el anillo F[z],; esto es

(p(z)) = {f(x) ©p(z)| f(x) € Flz]n}.

El siguiente teorema muestra que cada ideal en F[z],, es un ideal principal.
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Teorema 22. Si C es cualquier ideal no nulo en el anillo F[z],,, entonces

(@) Existe un tnico polinomio moénico g(x) de minimo grado en C.
(b) g(z) divide a 2™ — 1 en F[z].

(c) Para todo a(x) € C, g(z) divide a a(x) en Flx].

(d) C = {g(z)).

Reciprocamente, supongamos que C' es un ideal generado por p(z) € F|z],, enton-
ces p(z) es un polinomio de minimo grado en C siy so6lo si p(z) divide a 2™ — 1 en

Demostracion. (a) Supongamos que g(z) y h(z) son polinomios moénicos de minimo
grado k en C. Sea f(z) = g(z) — h(z), entonces f(z) € C'y deg f(x) < k. Si X es el
coeficiente principal en f(z), entonces A\~ f(z) es un polinomio monico de grado < k,
una contradiccion. Por lo tanto existe un tinico polinomio moénico ¢g(z) de minimo grado
en C.

(b) Por el algoritmo de la division en el anillo F[z], existen polinomios ¢(z) y r(z) tales
que

2" — 1= ga)g(x) + r(x)
con degr(x) < degg(z) o r(x) = 0. Por lo tanto, en F[z], se tiene ¢(x) ® g(z) + r(x) = 0,
asir(xz) = —q(x)®g(z) € C. En consecuencia g(z) es de grado minimo en C, esto implica
que r(z) = 0, por lo que g(z) divide a ™ — 1 en F[x].
(c), (d) Como C es un ideal en Flz], y g(z) € C, para cada f(z) € F[z],, f(z) ® g(x) € C.
Reciprocamente, sea a(x) € C, entonces por el algoritmo de la divisién en F|[z],

a(z) = q(z)g(x) +r(z)

donde degr(z) < deg g(z) o r(x) = 0. Como deg a(z) < n, q(z)g(z) = q(x)©g(z). Por lo tanto

r(z) = a(z) — q(z) ® g(x) € C. Por la minimalidad del grado de g(x), r(z) = 0. Por lo que

a(x) = q(x)g(x). Asi g(z) divide a a(x) en F[z]. Ademas, tenemos C = {f(z) ® g(z)| f(x) €
)

Flaln} = (g(2)).

Para probar la ultima parte del teorema, supongamos que p(z) divide a 2™ — 1 y que
z" —1 = p(x)q(z). a(zr) es cualquier polinomio no nulo en C = (p(z)). Entonces a(x) =
f(z) ® p(x) para algun f(x) € F|x],. Por lo tanto

a(x) = f(x)p(z) + b(x)(z~1) = {f () + b(z)q(x)}p(z).

para algun b(z). Por lo tanto dega(z) > degp(z), asi p(x) es de minimo grado en C.
Reciprocamente, si p(z) es de minimo grado en C, entonces por la parte (b) p(z) divide
az™—1. O

Como consecuencia del anterior teorema vemos que los tnicos ideales en el anillo F[z],
son los generados por los factores de z” — 1. Asi podemos obtener todos los codigos
ciclicos de longitud n sobre F si encontramos todos los factores de 2" — 1. En el caso
de factores triviales obtenemos codigos triviales. Cuando g(z) = 2™ — 1, obtenemos
(g9(z)) = (0). Cuando g(z) = 1, tenemos (g(x)) = F[z],.
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Note que si p(z) no divide a z" — 1, entonces p(z) no puede ser de minimo grado en el
ideal (p(z)). Por ejemplo, considerar p(z) = 2" ' +1 € F[xz],. Entonces v +1 =z (2" 1 +
1) € (a1 +1).

Ejemplo 25. Encontraremos todos los ideales no triviales de Flz|;, donde F' = Fj.
Ademas de obtener todos los codigos ciclicos binarios de longitud 3.
El polinomio z® — 1 puede ser factorizado como 2% — 1 = (z — 1)(2? + x + 1). Ahora bien
r— 1y 2?4+ x+ 1 son ambos irreducibles sobre F, de esta manera los tnicos factores
no triviales de z® — 1 son z — 1y 2% + x + 1. Los ideales generados por ellos son
(x—1)={0,14z,x + 2% 1 +z?}
(* + 2+ 1) ={0,1 +x + 2%}

Si escribimos los polinomios como vectores, obtenemos los siguientes codigos ciclicos
{000, 110,011,101} y {000, 111}.

DEFINICION. Sea C un ideal no nulo en F[z], y g(x) el tnico polinomio ménico de
minimo grado en C. Entonces g(x) es llamado el polinomio generador del cédigo
ciclico C.

Nota que si C = (p(z)) es el ideal generado por p(z), entonces p(x) es el polinomio
generador de C siy so6lo si p(xz) es ménico y divide a 2™ — 1.

En el siguiente teorema, mostraremos que los codigos binarios de Hamming son (equi-
valentes a) cédigos ciclicos. Recordemos que para cada r > 1, Ham(r, 2) queda estable-
cido para una clase de codigos equivalentes definidos por una matriz H verificadora
de paridad de tamano r x (2" — 1) cuyas columnas son vectores no nulos en F;. Mos-
traremos que para un orden adecuado de las columnas de H obtenemos un codigo
ciclico de Hamming Ham(r, 2).

Teorema 23. Si p(x) es un polinomio irreducible primitivo de grado r sobre F' = Fs.
Sea n = 2" — 1. Entonces el codigo ciclico con el polinomio generador p(x) en el
anillo F[z], es Ham(r,2).

Demostracién. Mostraremos que p(z) divide a 2" — 1. El anillo cociente K = F[z]/(p(x))
es un campo de 2" elementos, dado por

K ={ag+ait+ - +a_1t" ' ap,a1,...,an_1 € F}

donde ¢ denota la clase lateral = + (p(x)) y satisface la relacién p(t) = 0. El grupo
multiplicativo K* es de orden 2" — 1 = n, asi t” = 1. Por el algoritmo de la division,

2" — 1= qla)p() + s()
donde s(z) = 0 o degs(z) < r. Colocando x = ¢, conseguimos s(t) = 0, que implica
s(z) = 0. Esto prueba que p(z) divide a =" — 1.

Sea C' el codigo ciclico en F[z], con polinomio generador p(z). Por el teorema 22, si
a(x) esta en C, entonces a(x) = ¢(z)p(x) para algan ¢(x), por lo que a(t) = 0. Recipro-
camente, supongamos que a(z) € F[z], tal que a(t) = 0, entonces empleando el mismo
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argumento que se uso para z" — 1, podemos mostrar que p(z) divide a a(z), por lo que
a(x) € C. Asi

C ={a(x) € Flz],| a(t) = 0}.
Ahora escribiremos cada elemento by + b1t +--- 4+ b,_1t"~! € K como un vector columna

[bo, b1, ...,b._1]T, ademas sea

Como p(z) es un polinomio primitivo, ¢ es un elemento primitivo de K, asi 1,¢,...,t"
son elementos no nulos y diferentes en K. Asi H es una matriz de tamafo r x n cuyas
columnas son todos los vectores no nulos y diferentes en F5.

-1

Ahora, para cualquier a(z) = ag + a1z + - + a,_12" " € Flz],,

a(t) =ap+a1x+ -+ ap_qz" !
ao
ai
=H
an—1
Escribiendo el polinomio a(x) como vector a = (ag,as,...,a,—1), tenemos que

C ={ac F"| Ha' =0}.

Donde H es una matriz verificadora de paridad para el codigo C. Por definicion, el
codigo con matriz verificadora de paridad H es Ham(r,2). Esto prueba que C es un
codigo Ham(r, 2). O

Ejemplo 26. Se encontrara el polinomio generador del cédigo ciclico

Consideremos el polinomio p(z) = z3 + z + 1 sobre F,. Claramente, ni O ni 1 son raices
de p(z), y por ello p(x) es irreducible. Ademas el grupo multiplicativo del campo F3 es
de orden 7 (que es primo). Por lo tanto cada elemento no nulo en Fj es primitivo. En
consecuencia p(x) es un polinomio primitivo. Por el teorema 23, el cédigo ciclico con
polinomio generador z® + = + 1 en el anillo Fy[z]; es Ham(3,2).

De manera similar podemos mostrar que el codigo con polinomio generador z3 + 22 + 1
en el anillo Fy[z]; es Ham(3,2).

El polinomio generador de un codigo ciclico C' determina una matriz generadora asi co-
mo una matriz verificadora de paridad para C. En el siguiente teorema obtendremos
una matriz generadora.

Teorema 24. Si C C F[z], es un codigo ciclico con polinomio generador
9(x) =go+ gz + -+ gra’

donde g, = 1. Entonces C es de dimension n — r. Ademas, la matriz de tamano
(n—7r)xn

gO gl 92 o oe e .. g/r. 0 oo 0
G _ .g.O .g.l ‘g.z ... ... gr 0 .. (5)
0 0 - 0 g g - ce gy

es una matriz generadora de C.
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Demostracién. Por el teorema 22, 2"—1 = g(x)h(x) para algan polinomio h(z); por lo que
go # 0. Por lo tanto G es una matriz escalon por filas, y las filas de G son linealmente
independientes. Escritos como polinomios, las filas de G son g(x),zg(z),..., 2" ""lg(z).
Sea a(z) € C, por el teorema 22 a(x) = ¢(z)g(z) para algan ¢(x). Como dega(z) < n,
tenemos que deg g(x) < n —r, asi q(z) es de la forma q(z) = o + qrz + - - + @_p_12" "1,
por lo que

n—r—1

a(r) = qog(x) + qrwg(x) + - + qnr_12 g(x).

De esta manera a(z) puede ser expresado como una combinacion lineal de las filas de
G. Por lo tanto G es una matriz generadora de C. O

El polinomio generador de un codigo ciclico puede ser usado para decodificar. Se men-
ciono en el anterior capitulo que si C' es un [n, k]-codigo lineal con matriz generadora
G, entonces una palabra mensaje u € F'* es decodificada como uG. Ahora supongamos
que C es un codigo ciclico con polinomio generador ¢(z), y sea G la matriz genera-
dora obtenida por el teorema 24. Entonces r = degg(z) = n — k, y las filas de G son
g(x),zg(x),... 2" 1g(x).

Sea u = (ug,u1,. .., up_1), y u(x) = ug + uix + - -- + up_12*~ . Entonces

k—1

uG = upg(x) + wmzg(z) + - -+ up—12" g(z) = u(z)g(x).

Asi, el mensaje polinomial u(x) es decodificado como u(z)g(z).

DEFINICION. Sea g(z) un polinomio generador del codigo ciclico C' C F|[x],,. Enton-
ces el polinomio h(z) tal que 2z — 1 = g(x)h(x) es llamado el polinomio verificador
de C.

Como g(z) es ménico, h(z) es también moénico. El siguiente teorema explica la nomen-
clatura.

Teorema 25. Si C' C Flz], es un cédigo ciclico con polinomio verificador h(x), sea
a(x) € Flx],. Entonces a(z) € C siy so6lo si a(z) ® h(z) = 0.

Demostracion. Si g(z) es el polinomio generador de C. Entonces g(z)h(z) = 2" — 1,
por lo que g(z) ® h(z) = 0. Sea a(z) € C entonces por el teorema 22, a(z) = ¢(z)g(x)
para algun ¢(z), y por lo tanto a(z) ® h(z) = ¢(z)g(x) ® h(z) = 0. Reciprocamente, sea
a(xz) € Flz], tal que a(z) ® h(z) = 0, entonces a(z)h(z) = f(z)(z™ — 1) para algan f(z),
asi a(z)h(z) = f(x)g(xz)h(x). Por lo tanto a(z) = f(z)g(x), y de ahi que a(x) € C. O

Si C es un [n, k]-codigo ciclico, entonces por el teorema 24 su polinomio generador
g(x) es de grado n — k, por lo que su polinomio verificador h(z) es de grado k. Dado
cualquier polinomio f(z) = fo + fix + -+ + fnz™ de grado m, es polinomio reciproco de
f(z) es definido por

f(@) = fmn + frm1z + -+ + foxr™.

Los coeficientes en f(x) se toman de f(r) en orden inverso. Formalmente, podemos
escribir f(z) = 2™f(z~!). En particular, g(z) = 2" %g(z™') y h(z) = zFh(2~'). Como
g(z)h(x) = 2™ — 1, se tiene que

g(x)h(z) = 2" Fg(z ™ HaPh(z"H) =2z - 1) = 1 — 2"
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por lo que h(z) divide a =" — 1.

En el siguiente teorema, encontraremos una matriz verificadora de paridad para C'y
mostraremos que el codigo dual C* también es ciclico.

Teorema 26. Sea C el [n, k]-codigo ciclico con polinomio verificador
h(x) = ho + hiz + - + hpa”
donde h;, = 1. Entonces

(@) La siguiente matriz

hi hi_i hp_o --- o hg O - 0
0 hy hpq - oo hy hy --- O
H=1. ) ) :
0 0 0 hp hpq - <o hy

es la matriz verificadora de paridad para C.

(b) El codigo dual C+ es ciclico y es generado por el polinomio

Demostracion. (a) Como H esta en la forma escalén por filas, sus filas son linealmente
independientes. Afirmamos que cada fila de H es ortogonal a cada palabra cédigo en
C y por tanto un vector en C+. Sea a(x) = ag + a1 + --- + a,_12" ! € C, entonces por
el teorema 25, a(r) ® h(x) = 0. Asi el coeficiente de 2’ a la izquierda del producto debe
ser cero para cada i = 0,1,...,n — 1. En particular, al igualar a cero el coeficiente de z°
parai=Fk,k+1,...,n — 1, obtenemos

ai—khy + ai—gy1hg—1 + - +ahg =0
paracadai=Fk,k+1,...,n— 1. Por lo tanto
ap
ai
(n—1

a(xz) = f(z)g(x), y de ahi que a(z) € C. Asi las filas de H son n — k vectores linealmente
independientes en el espacio dual C*. Por lo tanto H es la matriz generadora de C+ y
en consecuencia la matriz verificadora de paridad de C.

(b) Como h(z) divide a 2™ — 1, por el teorema 15, H es la matriz generadora del codigo
ciclico (h(x)), pero H es la matriz generadora de C+, asi C+ = (h(z)). O

El siguiente ejemplo ilustra una aplicacion de los teoremas 24 y 26.

Ejemplo 27. Escribiremos una matriz generadora y una matriz verificadora de paridad
para el codigo ciclico de Hamming Ham(3, 2), obteniendo asi el codigo completo.
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Recordemos que Ham(3,2) es un [7,4]-codigo lineal. Mostramos anteriormente que
g(z) = 1+ + 23 es el polinomio generador del codigo C que es Ham(3,2) ciclico. Por lo

tanto, por el teorema 15 una matriz generadora de C' es
0 0

G =

OO O
SO = =
== O
= O = O
o~ O O

1
1
0

= O O

Tomando todas las posibles combinaciones lineales de las filas de G, obtenemos

C = {0000000, 1101000, 0110100, 0011010, 0001101, 1011100,
1110110, 1100101, 0101110, 0111001, 0010111, 1000110,
0100011,1111111,1010001, 1001011}

El polinomio verificador de C es
h(z)=(z" = 1) /(a3 +z+1) =2t +22+2+1

Por lo tanto por el teorema 26, obtenemos

1
H=10
0

O = O

11100
01110
10111

que es la matriz verificadora de paridad de C.

La matriz generadora y la matriz verificadora de paridad del codigo ciclico C' dados por
los teoremas 24 y 26 no estan en la forma canoénica. En general, para un codigo lineal,
una matriz generadora G es transformada a la forma canénica aplicando operaciones
elementales sobre las filas. Pero aqui, en el caso de un codigo ciclico, podemos obtener
la forma canénica empleando el polinomio generador y el algoritmo de la divisién en
Sea g(z) el polinomio generador de un [n, k]-cédigo ciclico C' sobre F. Para cualquier
polinomio f(z) € Flz], si remgy(f(r)) denota el residuo de dividir f(z) por g(z), por
conveniencia escribiremos simplemente r(f(z)) en lugar de remg,(f(x)), asi f(z) =
q(z)g(z) + r(f(x)) para algun ¢(z) € Flz]. Por lo tanto f(z) — r(f(z)) = q(z)g(x) € C. En
particular, considerar r(z7). Como deg g(z) = n — k, tenemos r(z/) = 2/ para j < n — k.
Ademas, como g(r) divide a 2™ — 1, r(2"7) = r(2’) para todo j > 0. Asi tenemos que
calcular r(27) solo para j =n —k,...,n — 1.
Definimos

GZ(ZL') — l’i_l + :L'k T‘(:L'n_k+i_1)
para i = 1,...,k. Claramente, degG;(z) < n; por lo tanto G;(z) € Flz],. Ademas,
gkl oy (gnk il € ) por lo tanto Gy(z) = 2F @ (2R — p(gn k) € O. Sea
G la matriz de tamano k x n cuya i-ésima fila es G;(z), escrita como vector fila, para
1=1,...,k. Entonces

G=[I;: — A

donde A es la matriz de tamaro k x (n — k) cuya i-ésima fila es (2" *+~1), Las filas de
G son elementos de C'y son linealmente independientes. Por lo tanto G es la matriz
canonica generadora de C. Por el teorema 12 la matriz canonica de paridad de C es

H = [AT : I,,_;]. De esta manera hemos probado el siguiente teorema.
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Teorema 27. Sea g(x) el polinomio generador de un [n, k]-codigo ciclico C' sobre F.
Sea A la matriz de tamarnio k x (n — k) cuya i-ésima fila es rem,(,) (zn—F+i—1), para

i = 1,...,k. Entonces las matriz canonica generadora de C es G = [I: — A] y la

matriz canonica de paridad de C es H = [AT : I,,_;].

Ejemplo 28. Encontraremos las matrices canénicas generadora y verificadora de pa-
ridad del codigo ciclico Ham(3, 2).

Con g(x) = 1+ 2+ 2%, y para k = 4, n = 7, Dividiendo 2/ por g(z), par j = 3,4,5,6,
obtenemos los residuos

r@ =14+z+22, r@@=1+z+2% r@=1+z+2% r@@ =1+z+2>

De donde

== O =
S ===
_ = = O

Por lo tanto

SO O =
S O = O
SO = OO
= o O O
— = O R
S = =
=== O
— =
— O
o O =
o= o
— o o

Ahora consideremos la funcion sindrome para un cédigo ciclico. Recordemos que si
C es un [n, k]-cédigo lineal sobre F' con matriz verificadora de paridad H, entonces el
sindrome de un vector a € F" (con respecto a H) es S(a) = aH'. El siguiente teore-
ma proporciona el sindrome de un codigo ciclico con respecto a la matriz canénica
verificadora de paridad.

Teorema 28. Sea C un [n, k]-codigo ciclico sobre F' con polinomio generador g(x).
Sea H la matriz canénica verificadora de paridad de C. Entonces para cualquier
a€F",

S(a) = remg(x)(a:"_ka(a:)).

Demostraciéon. Por el teorema 27, H = [A” : I,_;], donde A es la matriz de tamaro
k x (n — k) cuya i-ésima fila es r(z"*+~1), parai = 1,...,k. La i-ésima fila de matriz
identidad I, j es "1, parai = 1,...,n — k. Por lo tanto, usando la relacion r(z"*7) =
r(x7) vemos que la i-ésima fila de H” es r(2"~*+—1), parai=1,...,k.
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Sea a = (ag,a1,...,an_1) € F, asi a(x) = ap + a1z + -+ + a,_12"~! € Flx],. Entonces

S(a) = [ag al,...,an_l]HT

n
— Z ai_lr(xn—k—i-z—l)
=1

—r - a;_ xn—k—i—i—l
(S
= r(z" "a(z))
]

Del teorema 28 vemos que para encontrar el sindrome de un cédigo ciclico con respec-
to a la matriz candnica de paridad no necesitamos conocer esta matriz. Esto sugiere
que podemos elegir una simple forma para el sindrome. Vimos en el capitulo 4 que
par cualquier codigo lineal C, dos vectores tienen el mismo sindrome (con respecto a
cualquier matriz de paridad) si y solo si ellos se encuentran en la misma clase lateral
de C. Si C es un codigo ciclico con polinomio generador g(z), entonces los vectores a, b
se encuentran en la misma clase lateral si y solo si g(z) divide a(x) — b(x), es decir que
r(a(x)) = r(b(x)). Por lo tanto, podemos definir el sindrome de un vector a como

S(a) = remgy(y)(a(z)).

Este sindrome no es son respecto a la matriz de paridad de C' obtenida arriba. Pero
si tomamos H como la matriz cuya j-ésima columna es r(z/~!), para j = 1,...,n,
entonces el sindrome con respecto a H es dado por S(a) = r(a(x)). Ademas, puede
verificarse que la matriz H asi definida es también una matriz de paridad.

De los varios resultados demostrados anteriormente, podemos observar que las ma-
trices generadora GG y de paridad H no juegan un rol directamente importante en los
codigos ciclicos. El polinomio generador g(x) inicamente determinado para el codigo
ciclico C nos facilita el realizar todas las tareas para las que G y H son usadas en el
caso de codigos lineales en general. Los elementos del codigo son de la forma a(z)g(x).
La decodificacion es realizada por la aplicaciéon a(z) — a(x)g(z). El sindrome es dado

Por remy(s)(a(z)).

Tenemos todo listo para mostrar que los codigos binarios de Hamming son ciclicos.
Ahora describiremos otros dos importantes codigos ciclicos, conocidos como codigos
de Golay.

Ejemplo 29. Cédigo binario de Golay Ga3. El polinomio 223 — 1 puede ser factorizado
sobre Fy como

2% —1 = (z — Dg(z)g1(x)
donde

glx)=a 2% 2"+ a5 +2° 42+ 1,
)=z + 20 428 425 42t 22 4 1.

Estos dos polinomios son reciprocos uno del otro por lo que generan codigos equiva-
lentes. Por el teorema 24, estos coédigos son de dimension 12. El [23, 12]-cédigo ciclico
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con polinomio generador g(z) en Fs[z]y3, 0 cualquier cédigo equivalente a este, es lla-
mado Codigo binario de Golay y es denotado por Ga3. Ahora g(z) es un elemento del
codigo, y el numero de términos no nulos en g(z) es 7. Asi, por el teorema 15, la
minima distancia del codigo es a lo mas 7.

Ejemplo 30. Codigo ternario de Golay Gy;. El polinomio z!! — 1 puede ser factorizado
sobre [F3 como

=1 = (z - Dg(z)g1(2)
donde

glz) =a® + 2% — 23 + 2% — 1,

g(z) =2 -3 +2° —z+1.

Estos dos polinomios generan coédigos equivalentes de dimensiéon 6. El [11,6]-codigo
ciclico con polinomio generador g(z) en F3[z];;, o cualquier cédigo equivalente a este,
es llamado Cédigo ternario de Golay y es denotado por G;;. Como g(x) tiene 5 términos
no nulos, la minima distancia del codigo es a lo mas 5.

Ahora establecemos el siguiente teorema sin demostracion.

Teorema 29. El [23, 12]-c6digo binario de Golay tiene distancia minima 7. El [11, 6]-
codigo ternario de Golay tiene distancia minima 5.

Con este resultado, ahora podemos facilmente demostrar que ambos codigos de Golay
son perfectos.

Teorema 30. El [23,12,7]-cédigo binario de Golay y el [11,6,5]-codigo ternario de
Golay, son ambos perfectos.

Demostracién. Por el teorema 6 un (n, M, d)-c6digo g-ario con d = 2t + 1 es perfecto siy

soblo si .
n m __.n
MmE:0< )(q—l) = q".

Mostraremos que esta condicion se cumple para cada codigo de Golay.

Para el codigo binario de Golay, se tiene ¢ = 2, n = 23, t = 3, M = 2!2, con lo que es

facil verificar que
2 2
212{1+23+ (;’) + (;’)} = 2%

Para el codigo ternario de Golay, se tiene ¢ = 3, n = 11, t = 2, M = 3%, con lo que es

facil verificar que
, 11
36{1+11-2+ <2>22} =31

Esto prueba que ambos coédigos de Golay son perfectos. O

En el capitulo 4 mostramos que todos los codigos de Hamming son perfectos. Esen-
cialmente los codigos de Hamming y los dos codigos de Golay son los tnicos codigos
perfectos. Y lo estableceremos en el siguiente teorema sin demostracion.
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Teorema 31. Cada cédigo perfecto (no-trivial) corrector de errores simples tiene
los parametros de un codigo de Hamming.

Cada codigo perfecto (no-trivial) corrector de errores multiples es equivalente, bien
al [23,12, 7]-codigo binario de Golay o bien al [11, 6, 5]-codigo ternario de Golay.




Capitulo 7

Codigos BCH

En este capitulo describiremos una clase especial de codigo ciclico, conocido como
codigo BCH (llamado asi por Bose, Chauduri y Hocquenghem). Los codigos BCH son
una generalizacion de los métodos que usamos en el anterior capitulo para construir
los codigos de Hamming. Mostraremos que si ¢t es un elemento primitivo en el campo
F% y p(x) € F5[z] es un polinomio irreducible tal que p(t) = 0, entonces el codigo ciclico
con polinomio generador p(x) en Fy[z},, donde n = 2" — 1, es Ham(r, 2). Un co6digo BCH
es construido a través de una generalizacion de esta técnica.

Antes de definir un codigo BCH, daremos un sumario de algunas propiedades impor-
tantes de los campos finitos y los polinomios irreducibles. Para cada primo p y entero
positivo r, existe un tnico campo (salvo isomorfismo) de orden p”", denotado por F,- o
GF(p"). Sir =1, entonces F, = Z,. Sea F' = F,, donde ¢ = p". Entonces el conjunto F*
de los elementos no nulos en F' es un grupo ciclico de orden ¢—1 bajo la multiplicacion.
Por lo tanto a?! = 1; es decir que a? = a para cada a € F. Para cualquier divisor n de
g — 1, existe un elemento a de orden o(a) = n en el grupo F*. Tal elemento es llamado
la n-ésima raiz primitiva de la unidad en el campo F. Si o(a) = ¢ — 1, entonces a es
generador del grupo ciclico F* y es llamado elemento primitivo en F. La caracteristica
del campo F es p. Por lo que, par todo a € F, pa = 0y por consiguiente también qa = 0.

Dado un campo finito 'y cualquier entero positivo m, existe un polinomio irreducible
p(z) € Flz] de grado m. El campo F,  es obtenido construyendo el anillo cociente
Zp/(p(z)), donde p(z) es un polinomio irreducible de grado r en Z,[z]. Para mayor
generalidad, empecemos con F = F, y construyamos el campo F,~» como el anillo
cociente F,[z]|/(p(x)), donde p(z) es un polinomio irreducible de grado m en Fy[z]. Si
denotamos la clase lateral = + (p(z)) por ¢, entonces p(t) =0y

Fym = {ag +at + -+ am—1tm_1| ag, A1y ... ,Qm—1 € Fq}

El campo F,» es llamado una extension de grado m de F,,.

Empleando el hecho de que a? = a para todo a € F; y ¢8 = 0 para todo 8 € Fyn
inmediatamente conseguimos el siguiente resultado:

Teorema 32. Sean ay,...,a, €F,y 31,..., 53, € Fym, entonces

(alﬁl -+ anﬁn)q = alﬁi] 4+t anﬁgz

50



CAPITULO 7. CODIGOS BCH 51

Si a € F,m, entonces existe un polinomio ménico ¢(z) € F,[z] de menor grado tal que
g(a) = 0. El polinomio g(z) es irreducible sobre F, y es llamado el polinomio minimal
de de « sobre F,. Si f(z) € F,[z] es cualquier polinomio tal que f(«) = 0, entonces,
empleando el algoritmo de la division en F,[z], podemos mostrar que g(z) divide a
f(z). Ademas, degg(z) divide a m. Si a es un elemento primitivo en F,~, entonces
deg g(z) = m.

Por el teorema 32, se sigue que si o € F,» es una raiz del polinomio f(z) € Fg[z],
entonces o es también una raiz de f(z). En particular, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 33. Si o € F,~, entonces «,a?,a? , ... tienen el mismo polinomio minimal
q ) 9 )
sobre F,.

Un codigo BCH es definido como sigue: Sean c,d, ¢, n enteros positivos tales que 2 <
d < n, ¢ es una potencia prima, y n es primo relativo a ¢q. Si m es el minimo entero
positivo tal que ¢”* = 1 méd n. Asi n divide a ¢™ — 1. Sea ( es una n-€sima raiz primitiva
de la unidad en F;m, y m;(z) € F,[z] denota el polinomio minimal de (*. Sea g(z) el
producto de distintos polinomios entre los m;(z), i =c¢,c+1,...,c+d — 2; esto es

g(x) =lem{m;(z)|i=c,c+1,...,c+d—2}.
Como m;(z) divide a 2™ — 1 para cada i, se sigue que g(z) divide a 2z — 1. Sea C un

codigo ciclico con polinomio generador g(z) en el anillo F,[z],. Entonces C es llamado
un codigo BCH de longitud n sobre [, con distancia designada d.

Sin = ¢™ — 1 la previa definicion, entonces el codigo BCH C es llamado primitivo. Si
c =1, entonces C es llamado un codigo BCH en el sentido estrecho.

Teorema 34. Si C' es un codigo BCH de longitud n sobre F, con distancia designada
d. Entonces con la notacion usada anteriormente,

C = {v(x) € Fy[z],| v(¢") =0 para todo i =c,c+ 1,...,c+d — 2}.

Equivalentemente, C es el espacio nulo de la matriz

1 Cc <2c L. C(n—l)c

1 c+1 2(c+1) . (n—1)(c+1)
N ¢

i Cc+.d—2 (2(0-{-d—2) .. ((n—l)(.c-i-d—Z)

Demostracién. Sea v(x) € C, entonces por el teorema 24, v(z) = ¢(z)g(x) para algun
q(x), donde g(x) es el polinomio generador de C. Por lo tanto v(¢') = 0 para todo
i =cc+1,...,c+d— 2. Reciprocamente, sea v(z) € F,[z], tal que v(¢*) = 0 para todo
i=cc+1,...,c+d—2. Entonces m;(x) divide a v(z) paratodoi=rc,c+1,...,c+d— 2.
Por lo tanto g(z) divide a v(z), por lo que v(z) € C. Esto prueba la primera parte del
teorema.

Para probar la segunda parte, sea v(z) = vg + viz + -+ + v,_12" ! € Fy[z],,. Entonces
v(¢*) = 0 se mantiene para todo i = c,c +1,...,c+d — 2 si y solo si Hv" = 0, donde
v = (v, V1y...,Un—1) € [Fy. Esto prueba que C' es el espacio nulo de H. O
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Notamos que H es una matriz de tamano (d — 1) x n sobre F,~. Cada elemento en F,m
es de la forma ag + a1t + - - - + apm_1t™ 1, donde ag, a1, ..., am_1 € [F,, por lo que pueden
escribirse como vectores columna de longitud m. Por lo tanto H puede escribirse como
una matriz de tamano m(d — 1) x n sobre F,. Las filas de H no son necesariamente
linealmente independientes, por lo tanto H no es una matriz verificadora de paridad
de C en el estricto sentido del término. A H la llamaremos matriz cuasi-verificadora
de paridad. Como rank(H) < m(d — 1), se sigue que la dimC > n — m(d — 1).

En el proximo teorema mostraremos que la distancia minima de un codigo BCH es me-
nor que o igual a su distancia designada. Mostramos en el teorema 16 que la distancia
minima d(C') de un cédigo lineal Ces igual al nimero minimo de columnas linealmente
independientes en la matriz verificadora de paridad H de C. La demostracion de este
teorema nos muestra que esta propiedad no depende de si las filas de H son lineal-
mente independientes. Por lo tanto el teorema también se cumple cuando H es una
matriz cuasi-verificadora de paridad.

Teorema 35. Si C' un codigo BCH de distancia designada d, entonces d(C) > d.

Demostracion. Si H es la matriz cuasi-verificadora de paridad de C' dado en el teorema
34. Mostraremos que cualesquiera d — 1 columnas de H son linealmente independien-
tes. Sea K la matriz de tamarno (d—1) x (d — 1) formada por las columnas con primeras

entradas (%1€, (¢, ..., (%-1¢, respectivamente. Entonces
1 1 . 1

i1 12 - tq—1
det K = (it tia)e g. g. , ‘ :

Cid=2) (22 .. (i)

El determinante del lado derecho es un determinante de Vandermonde. Ahora { es un
elemento de orden n en el grupo multiplicativo de F,~; por lo tanto

C217 4227 A 7<Zd71

son todos distintos y en consecuencia det K # 0. Por lo tanto las columnas de K son
linealmente independientes. De esto se sigue que el numero minimo de columnas
linealmente independientes en H es mayor que d — 1. Por lo tanto d(C) > d. O

Ahora presentaremos algunos ejemplos de codigos BCH. El mas simple ejemplo es un
codigo Reed-Solomon, que es definido como sigue: sea ¢ cualquier potencia prima, y
sean = ¢—1, entonces m = 1. Sea ¢ un elemento primitivo en F,, entonces el polinomio
minimal de ¢ sobre [, es = — (. Tomando ¢ = 1 y d como cualquier entero positivo,
2 < d < n. Entonces el codigo ciclico C' con polinomio generador

g@)=(@ - —¢*) - (x—¢")

es un codigo primitivo BCH en el sentido estrecho de distancia designada d. Este es
llamado un cédigo Reed-Solomon. Como degg(z) = d — 1, el codigo C' tiene dimension
k =n —d+ 1. Por el anterior teorema d(C) > d. Por otro lado el teorema 35 dice que
d(C)<n—k+1=d, asi d(C) = d. Por lo tanto C es un [¢q — 1, ¢ — d, d]-codigo.
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A continuaciéon mostraremos que los codigos binarios de Hamming y Golay son codigos
BCH.

Para obtener Ham(r,2) como un cédigo BCH, tomaremos ¢ =2 y n = 2" — 1. Entonces
m = r, asi Fym = Fyr. Sea ( una n-ésima raiz primitiva de la unidad en F,-. Entonces
¢ es en efecto un elemento primitivo en Fy-. Sea g(x) € Fy[z] el polinomio minimal de
¢. Entonces g(r) es un polinomio primitivo de grado r. Ahora ( y ¢? tienen el mismo
polinomio minimal, por lo que m;(z) = ma(x) = g(z). Asi

g(x) =lem{m;(z)| i =1,2}.

Por lo tanto, por la definiciéon, el codigo ciclico C' con polinomio generador g(x) es
un codigo primitivo BCH en el sentido estricto con distancia designada 3. Por otro
lado, por el teorema 23, C' es Ham(r, 2). Esto prueba que Ham(r,2) es un cédigo BCH.
Mostramos en el teorema 18 que la minima distancia de Ham(r,2) es 3. Asi en este
caso d(C) > d.

Para el codigo binario de Golay, tomamos ¢ = 2 y n = 23. Entonces m = 11, asi Fyn =
Fyii. Sea ¢ una 23-ésima raiz primitiva de la unidad en Fyi: y sea g(x) el polinomio
minimal de ¢. Ahora ¢, (2, ¢%*,¢?, ... todos tienen el mismo polinomio minimal. Usando
la relacion ¢2 = 1, tenemos (2 = (256 = (3. De esta manera ¢, (2, (3, ¢4 tienen el mismo
polinomio minimal g(z). Asi

g(x) = lem{m;(z)|i=1,2,3,4}.

El codigo ciclico C con polinomio generador g(z) es un codigo BCH en el sentido estricto
con distancia designada 5 sobre Fy. Ahora g(z) divide a 2?3 — 1y el grado de g(z) divide
am =11, asideg g(x) = 11. Por lo tanto C es el [23, 12, 7]-codigo binario de Golay descrito
en el capitulo 6, en este caso d(C) =7 > d.

Para el codigo ternario de Golay es también un coédigo BCH. Sean ¢ = 3y n = 11.
Entonces m = 5, asi Fy» = F3s. Sea ( una 11-ésima raiz primitiva de la unidad en F3s
y sea g(z) el polinomio minimal de ¢. Entonces ¢, ¢3,¢3,¢3 ... todos tienen el mismo
polinomio minimal. Como (' = 1, tenemos ¢(?" = (° y (8! = ¢*. De esta manera (3, (%, (5
tienen el mismo polinomio minimal g(x). Asi

g(xz) = lem{m;(x)|i = 3,4,5}.

El codigo ciclico C' con polinomio generador g(z) es un codigo BCH de distancia desig-
nada 4. Ahora g(r) es un polinomio irreducible de grado 5 que divide a x!' — 1. Por lo
tanto C es el [11, 6, 5]-codigo ternario de Golay, y aqui también se tiene que d(C) > d.

El siguiente ejemplo ilustra como construir un cédigo BCH de una longitud y distancia
designada dados. El primer paso es tener un elemento primitivo ¢ en el campo Fy»
para el que necesitamos un polinomio primitivo sobre F, de grado m. Para referencia
aqui tenemos algunos polinomios primitivos sobre Fs de grados 4 hasta 8:

at 1
2+ a2+ 1
P+ r+1
r+r+1
St a4+l
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Ejemplo 31. Supongamos que C es un cédigo BCH en el sentido estricto de longitud
31 y distancia designada 5 sobre Fs. Encontraremos su dimension.

Aqui ¢ = 2, n = 15, por lo que m = 4 y 2* — 1 = 15. El polinomio
px)=zt+z+1

es un polinomio primitivo irreducible sobre Fy. Entonces podemos representar el cam-
po Fy: como
2
Fas = {ao + a1{ + a2¢® + a3(’| ag, a1, a2, a3 € Fa}

donde ¢ satisface la relacion ¢(*+(+1 = 0. Usando esta relacion, obtenemos la siguiente
tabla para las potencias de (:

("=1+¢ (O=1+¢+¢
¢C=¢+¢ M=¢++¢°
C6:<2+C3 C12:1+<+<2+C3
¢F=1+¢+¢ P =14+

8 =14¢2 M_14¢3
C9:<+<3 C15:1

Ahora ( es la 15-ésima raiz primitiva de la unidad en F,4, y p(x) es el polinomio minimal
de (. Para obtener un codigo BCH de distancia designada d = 7, necesitamos los
polinomios minimales de ¢’ parai = 1,...,6. Por el teorema 33, ¢, (?,¢* tienen el mismo
polinomio minimal p(x). Sea ¢(z) el polinomio minimal de (3, entonces ¢3,¢%, (12, ¢*, ...
todos tienen el mismo polinomio minimal ¢(z). Usando la relacion ¢!% = 1, vemos que
las raices de ¢(x) son ¢3,¢%,¢?, ¢'2. Por lo tanto

q(x) = (z = )@ = )@ = )z - )
:‘%A_(C3+C6+<9+C12)w3+(cg+C6+<9+C12)x2_(C3+<6+C9+C12)x+1
=zt +2d+a? +a+1

De manera similar el polinomio minimal h(z) de ¢° tiene raices ¢°, (!, asi

h(z) = (z — °)(x —¢')
=z +a+1

Por lo tanto el polinomio generador del codigo BCH deseado es

g(z) = lem{m;(z)| i = 1,2,3,4,5,6}
= p(x)q(z)h(z)
=0+ 3+t P+ 1

Por el teorema 24, el cédigo ciclico C' generado por g(z) en Fy[15];5 tiene dimensiéon 5,
por lo que C es un [15,5]-codigo BCH primitivo en el sentido estrecho con distancia
designada 7. Por lo tanto d(C) > 7. Ahora g(z) es por si mismo un c6digo polinomial y
tiene 7 términos no nulos, asi este es una palabra-codigo de peso 7. En consecuencia,
por el teorema 15, d(C) < 7. Esto prueba que la distancia minima de C es 7, por lo que
C es un [15, 5, 7]-codigo.
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Ejemplo 32. Con n = 31, ¢ = 2, tenemos m = 5y 2°> — 1 = 31. Sea ¢ un ele-
mento primitivo en Fys, asi ¢ una 31-ésima raiz primitiva de la unidad. Sea p(x)
el polinomio minimal de ¢. Entonces (,(? ¢* tienen el mismo polinomio minimal
p(z). Sea q(z) el polinomio minimal de ¢3. Escribamos g(z) = p(z)q(z). Entonces
g(x) =lem{m;(z)| i =1,2,3,4}. Por lo tanto el cédigo C con polinomio generador g(x)
en [Fy[x|3; es un codigo de longitud 31 y distancia designada 5; Ahora p(z) y ¢(x)
son polinomios moénicos de grado 5; por lo tanto el grado de g(z) es 10. Por lo tanto
la dimension del codigo es 21, asi C' es un [31, 21]-codigo.

Ahora pasaremos a discutir la decodificacion con codigos BCH. Explicamos en
el capitulo 4 que par un codigo lineal en general preparamos una tabla de sindro-
mes con el proposito de decodificar. Cuando un vector y es recibido, calculamos su
sindrome S(y) = yH” y entonces revisamos la tabla de sindromes par encontrar el
vector error e tal que S(y) = S(e). Entonces y es decodificado como el vector trans-
mitido x = y — e. Para un cédigo BCH, no obstante, tenemos un método algebraico
para encontrar el vector error e a partir del vector sindrome S(y). A continuacion
presentaremos una breve descripcion de este método.

TEOREMA PRINCIPAL. Sea C un codigo BC'H de longitud n sobre un campo arbi-
trario finito F corrector de ¢ errores. Si r es una palabra que tiene un vector de error
e con peso < t, entonces r puede ser eficientemente decodificado.

Demostracion. Sea C un codigo BCH sobre F' = F, de longitud n y distancia desig-
nada d. Sea H una matriz de tamano (d — 1) x n sobre F;~» dado en el teorema 34.
(Como se menciono anteriormente, H es una matriz cuasi-verificadora de paridad
para C.) Usaremos esta matriz para definir el sindrome de un vector a € F" como

S(a) = aH?T. Escribiendo a = (ap,a1,a9,...,an—1) y a(x) = ap + a1z + -+ + ap_q1z" 1,
tenemos
¢e CQC L C(n—l)c T
1 Cchl C2(c+1) . C(nfl)(chl)
S@=[a @ - ani]
i Cc+.df2 C2(0J2d72) . C(n71)£c+d72)
= [Sc Sc+1 T Sc+df2]
donde

Sj = ag + ale + -+ an_lc(nfl)j = a(Cj)

paraj=c,c+1,...,c+d—2.
Ahora supongamos que una palabra-codigo v € C' es transmitida y el vector
recibido es @ = v + ¢, donde e es el vector error. Entonces S(e) = S(a). Sea e =

(eos€1y---ren_1) ye(z) =eg+e1x+---+e,_12" L. Sean iy, ...,i, las posiciones en las
que un error ha ocurrido. Entonces e # 0 siy s6lo si i € I = {i,...,i,}. Por lo tanto
e(r) = E e’

iel

El codigo C puede corregir hasta t¢ errores, donde ¢ = |(d — 1)/2]. Asi asumimos
que r < t, esto es 2r < d. Como S(e) = S(a), tenemos e(¢/) = S; para todo j =

c,c+1,...,c+d— 2. De este modo las 2r incognitas i;,...,i, y €;,...,¢;, satisfacen
el siguiente sistema de d — 1 ecuaciones lineales en ¢;,,...,e; :
ZeiCﬂ:Sj j=cec+1,...,c+d—2 (1)

el
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Primero obtenemos una solucion para las posiciones de los errores iy,...,1,.
Definimos el polinomio localizador de errores f(x) como

fa)=T[@—¢) = fo+ frz+---+ fraa” " +a”.

iel
Como f(¢%) = 0 para cada i € I tenemos
fot il 4 fraTT =0
para cada i € I. Multiplicando esta ecuacion por e;¢/?, obtenemos
foeiC' + f1e U 4o f e Uiy g )i =

para cada i € I. Sumando estas r ecuaciones para = iy, ..., y usando la relacion
(1) tenemos
foSj+ fiSjs1+ -+ fr-1Sj4r—1 + Sj3r =0

paracada j = c,c+1,...,¢c+ d — 1. Asi las r incognitas fo, fi,..., fr—1 satisfacen el
siguiente sistema r x r de ecuaciones lineales:

Sc Schl e Schrfl fO —RPcHtr
Sc—l—l SC+2 e Sc-‘,—r fl _Sc—i—r-‘,-l
: : ) . .| = i (2)
Sc+r+1 Sc+7"+2 e Sc+27"—2 fn—l —RPc+2r—1

Si S denota la matriz de coeficiente en el anterior sistema lineal, se puede verificar
por calculo directo que S = VDV, donde

1 1 1 et 0 -0

Ch Ci2 . Cir 0 e Cizc e 0

v=| . . .|, b= . " .

i) i1 L in(r-D) 0 0 e ey (i

Donde V es una matriz de Vandermonde, como Sea ( una n-ésima raiz primitiva de

P
la unidad en Fym y 41,...,4, son enteros diferentes de {0,1,...,n — 1}, tenemos que
¢"1,...,(¢" son todos diferentes. Por lo tanto el determinante de Vandermonde es no
nulo. Ademas, e;,,...,e;. son todos no nulos y en consecuencia D # 0. Por lo tanto

det S # 0, y el sistema lineal (2) tiene solucion tnica.
La solucion tinica de (2) asi obtenida nos da el polinomio localizador de errores

f@)=fo+ fiz+-+ froaz" 2"

Ahora encontremos las raices de f(z) probando z = (%, i = 0,1,.... Por la definicion
de f(z), estas raices son (,..., (. Asi obtenemos una unica soluciéon para las
incognitas iy, ...,%,. Si el codigo C' es binario, entonces e¢;,,...,e;. son todos iguales
a 1, asi el error polinomial

e(z) =2 4+ '

En el caso general no binario, encontramos e¢;,,...,e; resolviendo el sistema de
ecuaciones (1). Habiendo encontrado el vector error e, decodificamos el vector reci-
bido a como la palabra codigo v = a — e.

Notemos que la matriz H es formalmente determinada por los numeros c,n,d.
Para calcular el sindrome no necesitamos conocer el polinomio generador g(z) del
codigo BCH. Ademas por el teorema 32, si el codigo es sobre F, entonces S, = (51)7.
En particular, par un codigo binario, Sy = (S51)%, Sy = (52)%, S¢ = (S3)%, y asi en
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adelante. Podemos calcular el sindrome con mayor facilidad empleando el algoritmo
de la division. Si p(z) es el polinomio minimal de (, entonces S; = a(¢) puede ser
obtenido encontrando el residuo de dividir a(z) por p(z) y entonces colocando z = ¢
en el. En general, para encontrar S;, dividimos a(z’) por p(z) y encontrando el
residuo.

Nota que si so6lo un error ha ocurrido, digamos en la i-ésima posicion, entonces
S(a) es igual a la i-ésima columna de H. Por lo tanto, si S(a) es no nulo y no es
igual a cualquier columna de H, entonces al menos dos errores han ocurrido. [

El siguiente ejemplo ilustra el proceso de decodificacion.
Ejemplo 33. Supongamos que el [15,5, 7]-codigo BCH del ejemplo 16 es usado y el
vector
a = 110001001101000 € F2°

es recibido. Encontraremos el vector error y determinaremos la palabra-codigo co-
rrecta. entonces encontraremos la palabra del mensaje.
El polinomio a(x) para el vector recibido a = 110001001101000 es

a(x) =14+x+ 555 + 558 + $9 + $11 S FQ[Ihgg.
Por lo que los componentes S; del vector sindrome S(a) estan dadas por
Si — a(c—i) -1 +Cl + C5i + Cgi + Cgi + Clli

paracadai=1,...,6 = d—1. Usando las relaciones dadas en la tabla para potencias
de ¢ en el ejemplo 16, obtenemos

S1=1+¢++3+P+¢M=¢
Sy=(S1)*=1+¢="

Sy =14 ¢34 ¢ 4242 43814 ¢2=¢8
Si=(S)?=1+¢=¢*

Ss =14 (54 (P 440 4 ¢4 4 (55—

Se = (S3)* =¢

El codigo C corrige hasta 3 errores, por lo que asumimos que el numero de
errores que han ocurrido en el vector recibido a es r < 3. Ahora S(a) no es igual
ninguna columna de H. Por lo tanto dos errores han ocurrido, asir =2 o r = 3.
Primero probemos r = 3; sea

f(@) = fo+ fiz + for® +2°

el polinomio localizador de errores. Entonces tenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones para los coeficientes incognitas fy, fi1, fo:

S1 Sy S3| [fo —S4
SQ 53 S4 fl = _55
Sz Sa S5| |f2 —S6

El sistema tiene tinica solucion si y solo si la matriz de coeficientes S es no singular.
Ahora

¢ ¢t
det S = |¢c* (8 ¢®
¢t ¢l

1 1 1

:C14 CQ (4 1

¢ ¢t (7

=M+ + 4T =0
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Por lo tanto r no puede ser igual a 3, asi que r = 2. Entonces el polinomio localizador
de errores es f(x) = fo + fiz + 22, y el sistema lineal para f, f; es

ERslE

Ahora
¢ ¢t 10 , 8
detS: 44 C8 :C +C :<
Por lo tanto tenemos una solucion tnica dada por
fO _ 5;% _52514 _ 416+C12 _ C12
det S ¢
- SyS3+ 518 ¢ +¢10 2
"7 detS T ¢

Asi el polinomio localizador de errores es f(x) = (24 (%x + 22. Por prueba y error
encontramos que una raiz es ('3, asi la otra raiz es f;/¢'® = ¢(!4. De esta manera las
posiciones de los errores son 13 y 14, y el polinomio error es e(z) = 23 + x4,

El polinomio corrector de codigo es

v(z) =a(z) —e(x) =1+a+2° + 2% +2° + oM 4+ 213 4 21

asi v = 110001001101011. Para obtener la palabra mensaje, recordemos que para un
codigo ciclico con polinomio generador g(z), un polinomio mensaje u(x) es decodi-
ficado como el polinomio codigo v(x) = u(z)g(z). Asi, en el presente caso,

u(x):v(w)
g9(z)
_1+x+x5+x8+x9+x11+x13+x14
T l+z+a?+at + 25+ a8+ 210
=zt 422+ 22+ 1.

Por lo tanto la palabra mensaje es 10111.

Mencionamos que para un codigo BCH no necesitamos conocer el polinomio
generador si lo que se quiere es calcular el sindrome de un vector recibido y deco-
dificarlo. El siguiente ejemplo ilustra esto.

Ejemplo 34. Sea C el [31,21]-cédigo BCH del ejemplo 32 y supongamos que el
polinomio minimal de ¢ es p(z) = 2° + 22 + 1. Decodificaremos el vector recibido

a = 1011000100100111000110111001011.

Usando la relacion ¢° + ¢2 + 1 = 0, calculamos las potencias de ( y se obtiene la
siguiente tabla:

C5:1+C2 <14:1+C2+C3+C4 <23:1+C+C2+<3
C=¢+¢ =14+ P =
<7:<2+C4 416:1+<+<3+C4 425:1+<3+C4
C=1++¢ ¢M=1+¢+¢ =1+¢++
¢ =C+ ¢(F=14¢ T=1+¢+¢

¢ =1+¢ ¢ =¢+¢ B+t
=14 ¢4 2 (20— 243 (2 =14 ¢3
<12:C+<2+C3 C21:C3+<4 C30:C+<4

C13:<2+C3+<4 C22:1+<—2+C4 C31:1



59

Si lo escribimos como polinomio, el mensaje recibido es

a(x) :1—|—$2—|—563+£C7+$10+I13+$14+$15—|—ZC19—|—$20

D22 g 28 4 24y 2T 4 020 4 030
Como el codigo C es de distancia designada 5, el sindrome de a es
S(a)=[S1 S2 S3 Si
donde S; = a(¢’), j = 1,2,3,4. Dividiendo a(z) por p(z), conseguimos el residuo z;

Por lo tanto S; = ¢3. De manera similar S; = ¢ + ¢? + ¢3. Usando la tabla de arriba,
tenemos

Sy =a(¢) =¢?

Sy = 57 = ("
S3=a((®) = ¢+ P+ ="
Si=153 ="

Ahora t = 2; por lo que asumimos que el numero de errores sera r < 2. Pero el vector
sindrome no es igual a cualquier columna de H, por lo que, al menos 2 errores han
ocurrido. Entonces r = 2. Sea el polinomio localizador de errores f(z) = fo+ fiz+22.
Los coeficientes f, f1 satisfacen las ecuaciones

Sifo+ Safi = Ss,
Safo+ S3f1 = S4.

Resolviendo estas ecuaciones, tenemos

<18+<24
fO = W = <47
(18_{_415
hi=grm =

Por lo tanto el polinomio localizador de errores es f(z) = ¢* + 3z + 22. Probando
sucesivamente con z = 1,(, (?,... encontramos que ¢ 10 es una raiz, entonces la otra
raiz es ¢*/¢1% = ¢%. Por lo tanto el error polinomial es e(z) = ' + 2%, con el que
decodificamos a(z) como

v(x) =a(z) - e(x)
Sl 2?4 ad 2T Bl 15 19 4 20

+ .%'22 + 1_23 + 1_24 + 1‘25 + 1,27 + .%'29 + .%'30

La palabra-codigo corregida es v = 1011000100000111000110111101011.

Ejemplo Comparativa. Consideremos un cédigo binario BCH corrector de 2 erro-
res de longitud 15. En esta caso el campo-alfabeto es F' = B. Sea a un elemento
primitivo en alguna extension de B de orden 15. Mas precisamente la extension
resulta ser Blz]/(z? + x + 1), luego este codigo, si lo vemos como un subespacio,
C C B'%, y si lo vemos como un ideal, C C B[z]/(z!® —1). Supongamos que recibimos
la palabra

7 = 001000100000000 = 2 + 5.
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Paso 1. En este caso t = 2, luego el sindrome es s(x) = s + s1z + sz’ + s3z3. Por (G)
los coeficientes del sindrome se calculan de la siguiente forma:

De donde, s(z) = o + oz + o?2? + a'?23.
Paso 2. Efectuando el algoritmo euclidiano con ag(x) = z* y a;(x) = s(z),

t = s(x)(aBz + o®) + (a¥2? + Bz + oY),

s(z) = ag(z)(ax + o) 4+ ol?,

Notemos que k& = 3 es el primer indice tal que a3(x) < 2 = t, ahora necesitamos
calcular d = [u3(0)] ~!'. Para esto, calculemos:

ug(x) =0,

u(z) =1,

ug(x) = ug — qruy = o’z + o,

uz(z) = ug — qeug = 1+ (az + a')(aPz + o),

Luego d = [u3(0)] ' = a9 = af. De donde, el polinomio localizador de error es:
o(z) = dus(z) = aG(QZ + 22 +a12x+a9) — 22+ adr + 1.

Notemos que o(z) = (1 — a;z)(1 — agx) por (D).

Paso 3. Las raices de o(x) son [por ensayo y error] o y o'3. De ahi a; = o™°

as = a3, es decir, a; = af y as = o?. Por (C)

y

eg = b1 ya que OéG =a,

€y = b2 ya que a2 = as.
Luego,

€ = €0€1€2€3€E4€5€E6€E7€E8€9€10€11€12€13€14,
e = 001000100000000.

Asi, la palabra codigo enviada fue O.

Conclusion. La eficiencia del Algoritmo presentado en el presente proyecto esta
comprobada, pues como se puede ver el método convencional usa como herramien-
ta el ALGORITMO EUCLIDIANO para el proceso de decodificacion lo cual implica
mayor requerimiento de procesos y bucles en la codificacion del Algoritmo lo cual
a mayor cantidad de palabras codigo a decodificar conllevaria a la saturacion del
algoritmo y del sistema.
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