UNIVERSIDAD MAYOR DE SAN ANDRES
FACULTAD DE CIENCIAS PURAS Y NATURALES
CARRERA DE MATEMATICA

Proyecto de Grado para obtener el grado de Licenciado en Matematica

SUPERFICIES DE TIPO TIEMPO CASI
UMBILICAS

POR: JAVIER COYO GUARACHI
TUTOR: DR. VICTOR HUGO PATTY YUJRA

LA PAZ - BOLIVIA
2022



Dedicatoria

Dedico este trabajo a mis padres: Teodoro Coyo Asistire, me hubiera gustado que atin
este conmigo y Flora Guarachi Lopez, quienes siempre me apoyaron con su amor,
paciencia y con sus animos, gracias por todos los esfuerzos que hicieron por mi, que me
permitieron llegar a cumplir este objetivo, siempre estaré eternamente agradecido.

A mi hermana Elsa por su apoyo incondicional, por sus consejos, por estar conmigo en
todo momento gracias.

Finalmente quiero dedicar este proyecto a Laura, Paola, Jorge, Mireya, Marianela y
tantos otros que me seria imposible citarlos aqui, que me brindaron su apoyo siempre
que los necesite, gracias.

II



Agradecimientos

Quiero agradecer al Dr. Victor Hugo Patty Yujra, mi tutor por toda la motivacion
que siempre me brindo, por la paciencia y el apoyo durante la elaboracion de este trabajo.

Agradecer al Proyecto Dinamicas de Control por permitirme ser participe de los se-
minarios donde siempre me guiaron y aconsejaron para mejorar.

Y obviamente agradecer a los docentes de la carrera de Matematica UMSA, por ha-
berme brindado su conocimiento en especial a los profesores Efrain Cruz, Jimmy San-
tamaria, Fernando Vera, Miguel Yucra, Willy Condori, Roberto Huaranca, Raul Borda,
Zenon Condori, Victor Patty, Vladimir Lara.

“Una ecuacion para mi no tiene ningun significado a menos que exprese un
pensamiento de DIOS ”-SRINIVASA RAMANUJAN

IIT



Indice general

Dedicatoria

Agradecimentos

Introducciéon

1.

Geometria del Espacio de Minkowski

1.1. El espacio de Minkowski . . . ... ... ...

1.1.1. Causalidad de vectores en R>' . . . . .
1.2. Vectores de tipo tiempo . . . . . ... .. ..
1.3. Producto Cruz . . . ... ... ... .....

. Superficies
2.1. El operador de forma . . . . . . ... ... ..

2.1.1. Aplicaciones lineales sobre Rt — RU1

Marcos nulos y formas de Maurer-Cartan

3.1. Formas de Maurer-Cartan . . . . . . .. ...

. Parametrizaciones explicitas
4.1. Casol . . . . ...
4.2, Caso2 . . ...

. Ejemplos

5.1. Caso 1: H(u)

5.2. Caso2: H(u) #0 . . ... ... ... ... ..

Bibliografia

v

II

III

[t

38
38
40

42
42
43

49



Indice de figuras

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

3.1.

5.1.
5.2.

Carécter causal de vectores . . . . . . . . . . ... Lo 4
Plano tipo espacio . . . . . . . ... Lo )
Plano tipo tiempo . . . . . . . . .. 5
Plano tipoluz . . . . . . . . . 6
Dos vectores son ortogonales si y sélo si se obtiene una de la otra por

reflexion a lo largo de una diagonal . . . . . . . ... ... ... .. ... 9
Productocruz . . . . . . . . . 15
Curvasen R>1 . . . . . o 17
Cardcter causal de v . . . . . . . . .. Lo 18
Superficie en R®! . . . . .. 19
Plano tipo tiempo . . . . . . . .. 19
Espacio de De Sitter . . . . . . . ... ... 20
El plano de Lorentz . . . . . . . . . . . . ... 21
Coordenadas locales nulasen M . . . . . .. .. ... ... 31
La superficie del ejemplo 5.1 . . . . . . . .. ..o 43
La superficie del ejemplo 5.2 . . . . . . . . ... ... 46



VI

INDICE DE FIGURAS



Introduccion

Para una superficie regular M en el espacio euclidiano R3, es bien conocido que
el operador de forma en cualquier punto p € M es un operador lineal autoadjunto
Sy, « T,M — T,M y por tanto es diagonalizable sobre R. Pero para superficies tipo
tiempo en el espacio tridimensional de Minkowski R?! esto ya no es necesariamente cier-
to; el operador de forma sigue siendo autoadjuno, pero como el producto interior en 7, M
es ahora indefinida, puede tener cualquiera de los tres tipos de valores algebraicos: dia-
gonalizable sobre R, diagonalizable sobre C pero no sobre R o no diagonalizable sobre C.
En una superficie regular de tipo tiempo en R%! un punto p se llamara casi umbilico si
el operador de forma S, : Thy — T, M es no diagonalizable sobre C.

Para una superficie regular en el espacio euclidiano R?, los puntos umbilicos son
precisamente los puntos en donde las curvaturas de Gauss y media K y H satisfacen
H? — K = 0; ademas, es bien sabido que las tnicas superficies totalmente umbilicas en
R? estan contenidas en planos o esferas. Pero en las superficies tipo tiempo en el espacio
de Minkowski R?!, es posible tener H> — K = (0 en un punto no umbilico; llamamos a
estos puntos casi umbilicos.

El objetivo de este trabajo es dar una clasificacion de las superficies totalmente casi
umbilicas en R*!,

En este trabajo nos guiamos principalmente en el articulo presentado por Jeanne N.
Clelland, titulado Totally quasi-umbilic timelike surfaces in R

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera: en el Capitulo 1 hacemos
una descripcién de la Geometria del espacio de Minkowski. En el Capitulo 2 repasamos
las nociones de superficies de tipo tiempo en R?!, en el Capitulo 3 utilizamos el método
de los marcos moviles de Cartan para derivar y resolver un sistema de EDP, cuyas solucio-
nes dan una descripcién de las formas de Maurer-Cartan para superficies de tipo tiempo
totalmente casi umbilicas, en el Capitulo 4 resolvemos las ecuaciones de Maurer-Cartan
para encontrar parametrizaciones explicitas para esas superficies y por tanto demostra-
mos el Teorema principal de este trabajo. En el Capitulo 5 damos algunos ejemplos de
superficies tipo tiempo casi umbilicas.



Capitulo 1

Geometria del Espacio de Minkowski

1.1. El espacio de Minkowski

Definicién 1.1. Una forma bilineal simétrica no degenerada es una funcién
():VxV >R

definida sobre V', un espacio vectorial real de dimensién finita, tal que, para cualesquiera
u, v, wen V,y A €R, se tiene

» Bilineal: (u,v + Aw) = (u,v) + A{u,w) vy (u+ I, w) = (u,w) + A(v,w),
» Simétrica: (u,v) = (v, u)

» No degenerada: si u es un vector tal que (u,v) = 0, para todo v € V, entonces
u = 0; en caso contrario diremos que la forma bilineal es degenerada.

Consideremos el espacio Euclidiano R3. Denotaremos por B = {eg, e1,e2} la base
canénica de R3, dados por:

eo = (1,0,0), er = (0,1,0), es = (0,0,1)

Las coordenadas de un vector, de acuerdo a la base canénica B de R3, serd denotado por
(z,y,2) o por (zg, x1, T2).

Si {vg, v1,...,v,} es un conjunto finito de vectores, el subespacio vectorial generado
por todas las combinaciones lineales de estos vectores serd denotado por

m
span {vg, V1, ..., U} = {Zaiei ca; € R} )
i=1

Definicién 1.2. El espacio de Minkowski de dimensién tres, denotado por R*!, se define
como el espacio R? equipado con la forma bilineal simétrica y no degenerada definida por

(u,v) = Uy + U1V — UV

para cualesquiera u = (ug, u1, uz) y u = (vg, vy, v9) en R3,
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1.1.1. Causalidad de vectores en R*!

Dado x = (g, z1, 22) € R*»!. Diremos que zg, z; son las coordenadas espaciales de z y
que x5 es la coordenada temporal de z. Esta terminologia serd justificada mas adelante.

Consideremos por ejemplo los vectores de las base canénica {eg, e1, €2} de R*!. Tene-
mos lo siguiente

= (eg,e0) = ((1,0,0),(1,0,0)) =1+0—-0=1,

» (e1,e1) =((0,1,0),(0,1,0)) =0+1—-0=1,

w (eg+ 2,60+ €2) = ((1,0,1),(1,0,1)) =1+0—-1=0,

m (eg,69) =((0,0,1),(0,0,1)) =04+0—1=—1.

Como vimos en el caso del vector ey+e2, que es no nulo, su evaluacién por el producto
interior es cero; en general, tendremos diferentes vectores, no nulos, tales que su producto

interior consigo mismo puede incluso ser negativo o cero.

Esto nos lleva a clasificar a los vectores en R%*! por el signo de la evaluacién de su
producto interior consigo mismo, a esta clasificacién le llamaremos causalidad.

Definicién 1.3. Un vector u € R*! es llamado:
» vector de tipo espacio si u =0 o si (u,u) > 0;
» vector de tipo tiempo si (u,u) < 0;
» vector tipo luzsiu # 0y si (u,u) =0

Con respecto al ejemplo anterior, ey y e; son vectores de tipo espacio y e es vector
tipo tiempo; ademas, ey + €5 es un vector tipo luz.

El cono de luz de R%! es el conjunto de todos los vectores tipo luz de R?!, i.e.,
C={ucR* : (u,u) =0},
en coordenadas, podemos escribir
C = {(ug,u1,uz) € R*' w2 +u? —u3 = 0}
vea figura 1.1
El conjunto de vectores tipo tiempo se describe como
T ={uec R : (u,u) <0},
que en coordenadas queda como

T = {(ug,us, up) € R*' : w2 + u? —uj < 0}.
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Tipo tiempo

Tipo luz

Tipo espacio

Figura 1.1: Carédcter causal de vectores

Observamos que tanto 7 como C tienen dos componentes conexas, cada una en un
semi espacio abierto en el complemento del plano XY .

Definicién 1.4. El indice v de una forma bilineal simétrica es el mayor nimero entero
no negativo correspondiente a la dimensién de un subespacio V' C R*! en el que (-, -) |V
es definida negativa.|7]

El concepto de caracter causal de un vector se puede extender a subespacios vecto-
riales.

Definicién 1.5. Dado un subespacio vectorial V' C R?!, el producto interior se puede
restringir a V' como:

wo)| =wv), woev,

y sera llamada producto interior inducido; note que, esta restriccion es bilineal y simétrica. [6]

Un subespacio vectorial V' se dice no degenerado si el producto interior inducido es
no degenerado. El producto interior inducido en V' se clasifica en uno de los siguientes
tipos.

1. el producto interior inducido es definido positivo: V' es llamado tipo espacio;
2. el producto interior inducido es no degenerado de indice 1: V' es llamado tipo tiempo;
3. El producto interior inducido es degenerado y V' # 0: V es llamado tipo luz.

El caracter causal de un vector o de un subespacio vectorial es la propiedad de ser
de tipo espacio, de tipo tiempo o de tipo luz. Cualquier subespacio vectorial pertenece a
uno de los tres anteriores tipos.
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Ejemplo 1.1. 1. Los vectores ¢y v e; son de tipo espacio, el vector es es de tipo
tiempo, el vector ey + ey es de tipo luz.

2. El plano span{eg, e1} es de tipo espacio, los planos span{eg, ez} v span{es, ex} son
de tipo tiempo, el plano span{eg, e; + o} es de tipo luz.

3. El vector eg + e; + eg es de tipo espacio; el plano span{eg, eq + €1 + ez} es de tipo
luz.

4. El vector e; + ey es de tipo luz; el plano span{e; + ez, ex} es de tipo tiempo.

Figura 1.2: Plano tipo espacio

Figura 1.3: Plano tipo tiempo
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Figura 1.4: Plano tipo luz

Definicién 1.6. Diremos que dos vectores v y v en R*»! son ortogonales si (u,v) =
0; diremos también que un subconjunto de R?*! es ortogonal si todos los vectores del
subconjunto son ortogonales entre si.

A continuaciéon damos algunas caracterizaciones y propiedades de la causalidad de un
subespacio vectorial en R?!.

Definicién 1.7. Sea V C R?! un subespacio vectorial. El complemento ortogonal V* de
V es el subespacio V+ = {u € R*! : (u,v) = 0,Vv € V}.

Proposicién 1.1. Sea V C R*! un subespacio vectorial:

(1) dim(V) + dim(V+) = dim(R>?)

(2) (V5= =V

(3) Si V es no degenerado, entonces V+ es no degenerado.

(4) Si v es de tipo tiempo o tipo espacio, entonces R*! = Span{v} & Span{v}*+

(5) V es de tipo tiempo (resp. tipo espacio, tipo luz) si y solo si V1 es de tipo espacio
(resp. tipo tiempo, tipo luz).

Demostracion. (1) SidimV = 0, entonces V = {0} y por tanto V+ = R>!.
Si dimV = 3, entonces V = R*! y como el producto interior es no degenerado
V+={0}.
Ahora, sea vy = (a1, by.c1), ..., v, = (ag, bg.cx) una base de V con k = 1,2, definimos
la transformacién lineal 7' : R>' — R*. dada por :

T(x,y,2) = (12 + by + 12, . .., ap® + by + cx2)
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Notemos que el nticleo de T', Ker(T) = V* y que la dimensién de la imagen T'(R*!)
de T es igual a la dimensién de V. Por el Teorema del Nicleo e Imagen, tenemos:

dim(R*") = dim(Ker(T)) + dim(Im(T))
= dim(V") + dim(V)

(2) Aplicamos la primera parte a V' y V- respectivamente.

{dim(R2’1) = dim(V)+dim(VE) ) = dim((VH) )

dim(R*!) = dim(V+) + dim((V4)1)

Dado que, Yu € (V) se cumple que (u,v) = 0, asi v € V-, entonces u € V, lo
que implica que (V1)+ C V. Asi, por la primera parte tenemos que estos conjuntos son
iguales, pues tienen la misma dimensién.

(3) Queremos demostrar que si en V+ hay un vector w que es ortogonal a todos los vec-
tores de V+, entonces w = 0.
Sea w € V4, tal que Vu € V* tenemos que (w, u) = 0, esto implica que w € (V+)*, pero
como (V4)+ =V deducimos que w € V, esto implica que w € VNV+, pero VNV+ = {0},
lo que implica que w = 0, entonces V* es no degenerado.
Para que la demostracién este completa debemos aclarar que V NV+ = {0}, en efecto,
sea w € VNVE como w € VE, (v,w) = 0 para todo v € V, pero también w € V, es
decir que en V' hay un vector que es ortogonal a todos los vectores en V', pero como V es
no degenerado, entonces w = 0, asi V' y V+ solo comparten al vector cero.

(4) Sea Span{v} = V, por un teorema de dlgebra lineal (Lima, Algebra Linear p.87)
tenemos:
dim(V + V) + dim(V VL) = dim(V) + dim(V*)
aplicando (1)
dim(V + V) +dim(V N VL) = dim(R*")
luego como ya vimos, para V no degenerado V N V+ = {0}, entonces dim(V + V1) =
dim(R*1), lo que implica que V + V+ = R>! y asi Span{v} & Span{v}+ = R>!.

(5) » Supongamos que V* no es tipo espacio, es decir que no hay vectores tipo espacio
en V14, entonces para algin w € V= se tiene que (w,w) < 0, entonces para u € R>!,
se tiene que u = v +w donde v € V y w € V1, asi:

(u,u) = (v +w,v +w) = (v,v) + 2 (v,w) + (w, w)
= (v,v) + (w,w) <0
esto implica que no hay ningin vector tipo espacio en R?!, contradiccién.

Asi, V* es tipo espacio siempre que V es tipo tiempo.

= Ahora supongamos que V no es tipo tiempo, es decir que no hay vectores tipo
tiempo en V', entonces para algin v € V' se tiene que (w,w) > 0, como u € R*! se
puede expresar como u = v + w, donde v € V y w € V1 (w es tipo espacio), asf:

(u,u) = (v+w,v+w) = (v,v) + (v, W) + (W, w)
= (v,v) + (w,w) >0
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Esto significa que no hay ningtin vector de tipo tiempo en R%*!, contradiccion.
Asi, V es tipo tiempo siempre que V+ sea de tipo espacio.

= V es tipo espacio si y solo si V1 es tipo tiempo, andlogo a lo anterior con el hecho
de (VHL =V.

» V es tipo luz si y solo si V* es tipo luz, consecuencia de lo anterior.

Proposicién 1.2. Dos vectores de tipo tiempo no pueden ser ortogonales.

Demostracion. Sean u = (ug, u1,us) y v = (vg, v1, v2) vectores de tipo tiempo. Suponga-
mos que (u,v) = 0, entonces
UpVo + ULV] = UVy

por otro lado, ya que u2 +u? < u2 y v2 +v? < v3, consideremos ahora la proyeccién sobre
las dos primeras coordenadas
mu = (ug, u), v = (vo, V1)
ahora
(Tu, TV) = Uy + ULV = UV
elevando al cuadrado y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
({mu, T0))* = ujv3
< |muf*|mol?
2 2/, 2 | 2
= (ug + uy)(vy + v7)

2,2
< Uy,

una contradiccion. O
Proposicién 1.3. Un vector tipo tiempo no puede ser ortogonal a un vector de tipo luz.

Demostracion. Sean u = (ug, uq, uz) vector de tipo tiempo y v = (vg, v1,v2) un vetor de
tipo luz. Supongamos que (u,v) = 0, entonces

UgVg + ULV] = UV

por otro lado u2 +u? < u3 y v3 +vi = v3, consideremos ahora la proyeccién sobre las dos
primeras coordenadas
mu = (ug, u1), v = (vg, V1)

ahora
(Tu, TV) = ugUp + ULV = UgVs

elevando al cuadrado y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz

((mu, T0))? = ujv;
< |rul?|mo)?
= (uj +ui) (v +v})

< ujv3, contradiccién
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NOTA: Cuando el producto interior es indefinido ya no podemos imaginar a los
vectores ortogonales formando dngulos rectos entre si. En la Figura 1.5, se muestra como
un vector de tipo luz, un vector distinto de cero, es ortogonal a si mismo.[7]

. Tipo luz

Tipo espacio

Tipo tiempo

Figura 1.5: Dos vectores son ortogonales si y solo si se obtiene una de la otra por reflexién
a lo largo de una diagonal

Comparando con el espacio euclidiano R3, la existencia de vectores tipo tiempo y tipo
luz generan algunas propiedades extranas, como las siguientes.

Proposicién 1.4. (1) Dos vectores de tipo luz u,v € R*! son linealmente dependientes
si y solo si (u,v) = 0.

2) Si u y v son dos vectores de tipo tiempo, entonces (u, v 0.
y

(3) Siwy vson dos vectores de tipo tiempo o de tipo luz con (u,v) = 0, entonces ellos
son vectores de tipo luz.

(4) Si V es un subespacio vectorial de tipo luz, entonces dim(V NV+) = 1.

Demostracion. (1) Sean u = (ug,ur,uz) € R*>' y u = (Aug, Aug, Aug) € R>! vectores
linealmente dependientes tipo luz y A € R, entonces:

(u,v) = M2+ i — Mud = ANud +u2 —u3)=X-0=0
Reciprocamente, si (u,v) = 0 entonces:
UpVo + ULV — UV = 0 = UgUy + ULV = UgVs
Elevando al cuadrado tendremos:

2,2 22 2,2
UgVy + ugvy + 2ugUoui vy = uzvy - - (k)
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Ademas como u y v son vectores tipo luz:

2 2 2 2 2 2
<u,u>=u0+u1—u2:O:>u0+u1:u2

2 2 2 2 2 2
(v,v) =v5 + vy —vy =0=vj +v] =05

Multiplicando tendremos (u2 + u?)(vd + v}) = udv3
ugvg + ugvi + uivg + uivi = usvy -+ (%%)
[gualando (x) con (xx):

2, 2 2,2 2,2 2,2 2.2 2,2
UGV + U V] + 2ugUoui U1 = UGy + UgUy + uivy + U]

de donde (ugvs — uyv1)? = 0, entonces ugv; = uivp, asi L = U = X\ )\ € R, asf
0 ) 0 05 o 1 ) ;
Uy = g, U] = Avy.
Reemplazando en ugvy + u1vy = ugve, tendremos A\vZ + M2 = wuyvy, entonces
) 0 0 )
)\(U(Q) + U(Q]) = Uy asi tenemos que )\vg = U9, asi AUy = uo, lo que implica que
U= \v.

(2) Sean u y v vectores tipo tiempo, ahora como R*! = Span{v} & Span{v}+, donde el
Span{v}t es de tipo espacio, luego podemos escribir v = z + \v con z tipo espacio
y Av tipo tiempo, entonces:
(u,v) = (x 4+ M, v) = (x,v) + A {v,0v) = XA (v,v)
pero (v,v) # 0. Ahora A # 0 pues, si A = 0 entonces u = z lo que implica que u

seria tipo espacio, lo cual es una contradiccién. Asi (u,v) # 0.

(3) De la parte (2) tenemos que si u y v son vectores de tipo tiempo, entonces (v, v) # 0,
de esa manera si (v,v) = 0, entonces u y v son vectores de tipo luz.

(4) Como V es un subespacio tipo luz, entonces V- también es un subespacio tipo
luz esto por la Proposicién 1.1, ahora si u,v € V N V+, entonces son linealmente
dependientes, esto prueba que dim(VNV1) < 1, ahora si dim(VNV1) = 0, entonces
tendriamos R>' = V @ V+ por lo que todo vector de R*! seria tipo luz.

]

Ahora estudiaremos los subespacios vectoriales tipo tiempo.
Proposicién 1.5. Sea P C R*! un plano, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) P es un subespacio tipo tiempo.
(2) P contiene dos vectores linealmente independientes tipo luz.

(3) P contiene un vector tipo tiempo.
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Demostracién. (1= 2) Sea P C R*! de de tipo tiempo, por definicién (-,-)| tiene
P

indice 1, es decir, existe W C P (una recta) tal que (-, ) ) es definido negativo.
w

Ahora tome u € W tal que (u,u) = —1, tome v; ¢ W, por Gram-Schimdt, existe
v € P tal que (u,v) =0, {u,v} base ortonormal de P, con u tipo espacio y v tipo
tiempo, de esa manera u+v y u—v son vectores linealmente independientes tipo luz.

(2=3) Siuy v son dos vectores linealmente independientes tipo luz de P, entonces u+wv
0 u — v es un vector tipo tiempo, pues:

(u+v,u+v) = (u,u)+2(u,v)+ (v,v) =2 (u,v)

(u—v,u—v) = (u,u) —2(u,v) + (v,v) = =2 (u,v)

note que (u,v) # 0 por la Proposicién 1.4 .

(3= 1) Sea v un vector tipo tiempo de P, entonces P+ C Span{v}+ y Span{v}+ es un
subespacio de tipo espacio, asi P+ es tipo espacio, lo que implica que P es tipo
tiempo.

m

Caracterizamos ahora los subespacios vectoriales tipo luz.

Proposicién 1.6. Sea V un subespacio de R*', las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes.

(1) V es subespacio de tipo luz.
(2) V contiene un vector de tipo luz, pero no un vector de tipo tiempo.
8) VNnC=L—-{0}, ydim(L) =1.

Demostracion. (1 = 2) Como V es un subespacio tipo luz, el producto interior inducido
es degenerado, asi existe un vector tipo luz. Por la Proposicién 1.5 no hay vectores
tipo luz.

(2 = 3) Como existen vectores tipo luz V' N C es un conjunto no vacid, usando la Pro-
posicién 1.5, si hay vectores tipo luz linealmente independientes entonces hay un
vector tipo tiempo.

(3 = 1) Por la Proposicién 1.5 V' no es un subespacio ni tipo tiempo, ni tipo espacio.
O

Proposicién 1.7. Sea P un plano de R*'. Denotamos por . al vector ortogonal con el
producto interior euclidiano. Entonces P es tipo espacio (resp. tipo tiempo, tipo luz) si y
solo si T es tipo tiempo (resp. tipo espacio, tipo luz).



12 CAPITULO 1. GEOMETRIA DEL ESPACIO DE MINKOWSKI

Demostracidn. Si escribimos a P = {(z,y,2) € R*: ax + by + cz = 0}, entonces . es
proporcional a (a, b, c).
Luego podemos escribir a P como:

P = {(0,9,9) € B ar + by — (~)2 = 0} = span{(a.b, )}

Asi el cardcter causal de (a,b, —c) es el mismo que el de e, y por la Proposicién 1.1 se
prueba el resultado. []

Definimos ahora la norma de un vector.

Definicién 1.8. Sea u € R*!, la norma de u es |u| = /| (u,u) |. El vector u es llamado

unitario si |u| = 1.
Proposicién 1.8. Si P = span{v}* es un plano tipo espacio, entones
[v]e = [v]
donde el subindice e” representa los cdlculos hechos con el producto interior euclidiano.

Demostraciéon. Es suficiente si |v] = 1.
Asumimos 7, = (a,b, ¢), con a® + b* + ¢ = 1, entonces P = span{v}*+ donde

_ ((I,b, _C)
CVE a2 —p2
que satisface (v,v) = —1, luego la norma euclidiana |v|. es
2, 12 2
|U|g:a2—|—62—l—c _ 1 > 1
?—a? -0 c?—a®—b?
pues > —a> b =1-a*>-0—a> - =1-2(a>+b*) <1 O

Este resultado dice que cuando se dibuja el vector ortogonal a un plano tipo espacio,
el tamano (euclidiano) es mayor que el vector ortogonal unitario euclidiano.

1.2. Vectores de tipo tiempo

Recordemos que 7T es el conjunto de vectores de tipo tiempo de R*!. Para cadau € T,
definimos el cono temporal de u, como el conjunto dado por

Clu)={veT: (uv) <0}

Este conjunto es no vacio pues, u € C(u).

Ademas, si v es otro vector tipo tiempo, y como (u,v) # 0 (Proposicién ?? entonces

(u,v) <0, (u,v) > 0). Esto significa que 7 es unién disjunta 7 = C(u) N C(—u), con

C(u) N C(—u) = (), algunas de las propiedades de los conos temporales son:

Proposicién 1.9. (1) Dos vectores de tipo tiempo u y v se encuentran en el mismo cono
temporal si y solo si (u,v) < 0.

(2) ueC(v) siy solo si Cu) =C(v).
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(3) Los conos temporales son conjuntos convezos.

Demostracion. (1) Si (u,v) < 0, entonces u € C(v). Supongamos que u,v € C(w), y
como C(w/|w|) = C(w), podemos suponer (w,w) = —1, asi escribimos
U=+ aw
v=y+bw

con x,y € span{w}t, y como span{w}* es un subespacio tipo espacio, entonces se
cumple que | (z,y) [ < |z|ly| y

(u,v) = (x + aw,y + bw)

<$7 y> —ab
< —ab+ |z[|y|

pero como (z,x) < a’y (y,y) < b?, se tiene que:

(u,v) <0

(2) Siu e C(v) entonces (u,v) < 0, entonces v € C(u).
(3) Asumimos que u,v € C(w) y sea t € [0, 1], entonces
(tu+ (1 —t)v,w) = t{u,w) + (1 —t){v,w) <0

esto significa que tu + (1 —t)v € C(w)
[

Una diferencia que encontramos entre R? y R%! se refiere a la desigualdad de Cauchy-
Schwarz, recordemos que si u,v € R? la desigualdad de Cauchy-Schwarz afirma que
|{(u, v)| < |ullv] y la igualdad se cumple si y solo si u y v son proporcionales.

En el espacio de Minkowski para vectores tipo tiempo, existe la desigualdad invertida de
Cauchy-Schwarz.

Teorema 1.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz invertida). Sean u,v € R*»! vectores de
tipo tiempo, entonces
[{w, )| = [ul[vl;

la igualdad se da cuando u y v son proporcionales, en caso que los vectores se encuentren
en el mismo cono temporal, existe un unico numero @ > 0 tal que

(u,v) = ullv| cosh ¢
el numero ¢ es llamado el angulo hiperbolico entre u y v.

Demostracién. Sean a € Ry u € R?! tales que u = av+% con v L %, esta descomposicién
siempre es posible Proposicién 1.1. Entonces

(u,u) = (av +u, av + )

=a* (v,v) + 2a (v,7) + (u, )
= a? (v,v) + (T, )
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entonces a? (v,v) = (u,u) — (W, u) - - - ()
Por otro lado

Il
<
=
B
=

|
)
El

V
—
\.@
S
=
=

asi, tendremos
| (w, v) | > ful[v]

La igualdad se dard si y solo si (u,w) = 0 es decir si y solo si u, v son colineales.
Para la segunda parte, si u, v estdn en el mismo cono es decir (u,v) < 0, entonces

— <u7 U>

1
Jul[v]

v

Como la funcién coseno hiperbdlico cosh : [0,00) — [1,00) es inyectiva, existe un tinico
nimero ¢ € [0,00) tal que
— <u7 U>

Julfv]

cosh p =
por tanto
(u, v) = —[ul[v] cosh
0

Corolario 1.1 (Desigualdad triangular invertida). Si u,v son vectores tipo tiempo que
estan en el mismo cono temporal, entonces

Juf + o] < |u+ |
y la igualdad se da st y solo si u,v son colineales.

Demostracion. Como u, v estan en el mismo cono temporal, entonces u+ v es tipo tiempo
y (u,v) < 0, entonces

lu+v* = — (u+v,u+v)
= |ul* + 2| (u,v) | + |v]?, por el Teorema 1.1
> [ul® + 2Julv] + [v]*
= (Jul + [v])*
ademas la igualdad se da si y sélo si | (u,v) | = |ul|v|, es decir si y sélo si u, v son colineales.

Por lo tanto
lu+v| > [ul + [v]
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1.3. Producto Cruz

Dados dos vectores en R?! linealmente independientes, existe un tinica recta que pasa
por el origen ortogonal a ambos. A continuacién se muestra como construir la direccion
de tal recta.

w = (wo, wi, wa)

U= (’an’UhUz)

Figura 1.6: Producto cruz

Tenemos que: (u,w) =0y (u,w) = 0, luego
UoWo + U1 W1 — UswWe = 0 = UgUoWo + U1VW1 — UsVowo = 0

VoWo + V1w — VaWo = 0= UgVoWo + UgV1W1 — UVWo = 0,

sumando
(Ul’UQ — U()Ul)’wl + (U()’UQ — Ugvo)wg =0
Una solucién particular es: we = uqvg — ugv1, entonces wy; = Uty — Ugly Asi,
upwo + w1 (ugvy — ugva) — ug(u1vg — ugv1) =0
UW] + U UV — Ul Uy — U UV — Uy = O] + ug

Wo + U] — UV = 0 = Wy = UV — UV

Por tanto
w = (Ulvz — UgV1, U2Vy — UV2, U1Vy — Uov1)

Definicién 1.9. Sean u = (ug, u1,usz), v = (vo, v1,v9) € R*!. Definimos el producto cruz
en el espacio de Minkowski como:

€p €1 —€3
uXv=|uy u Uy | = (U0s — UgVy, UV — U2, UV — UgV1)
Vg V1 V2

Proposicién 1.10. El producto cruz satisface las siguientes propiedades.
1. u X v es ortogonal a u y av.
2. (u+v)Xxw=uxw+vxw, wX (u+v)=wXu+wxv

3. (au) xv=ca(uxv)=ux(aw), a € R
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4. uXv=—-vXU

5. uxv=0 siysdlo siuyv son linealmente independientes
6. |ux v+ |ul?jv]? = (u,v)* (Identidad de Lagrange)
7. |u x v| = |u||v| sinh @

Demostracion. (6) Sean u = (ug, u1,us) y v = (v, v1, Va)

lu x v]? = (u,0)? = (ux v,u x v) — (u,v)>

= ((u1v2 — ugv1, Uuzvy — UgVa, U1Vy — UgUL),
(Uﬂ)z — U2V1, U2V — UpV2, U1Vo — UOU1)> - (UOUO +uvy — UQUQ)2

= uvs — 2uiUgVy vy + USVT + uFVE — 2UgUavvs + UGS
— uvg 4 2Uui Vo — UZVT — USVF — UIVT — usvs — 2UgUyVoU;
+ 2uguUaVU + 2Uq UV Vs

= —vg(ug + uy — u3y) — vy (ug + ui — u3) +v3(ug + ui — u3)

= —(uj + uf — u3)(vg +vf — v3)

= —[ul*v]?

(7) De la Identidad de Lagrange: |uxv[?>+|u|?|v|? = (u,v)* y como (u,v) = —|u||v| cosh 6,
entonces:

lu x v|* = —|ul?|v]|* + |ul?*|v|* cosh?
= |u|*|v|*(—1 4 cosh? )

= |ul?|v|? sinh? #



Capitulo 2

Superficies

Antes de entrar a la definicién de superficies, daremos una breve definicién a concepto
de curva.

Definicién 2.1. Una curva diferenciable o de clase CF, «, en el espacio de Minkowski
R?*! es una aplicacion o : I — R*! de clase C* con dominio I un abierto conexo (un
intervalo) de R. Vamos a trabajar con curvas diferenciables. Una curva diferenciable se
dice reqular, si o/ (t) # 0 para todo t € I. Decimos que la curva es lisa o C* si o es C.

a'(t)

Figura 2.1: Curvas en R*!

En general el cardcter causal del vector tangente a una curva en el espacio de Min-
kowski depende del punto de la curva. Pero hay curvas especiales donde dicho caracter
causal es constante a lo largo de esa curva.

Definicién 2.2. Decimos que una curva o : I — R*! es de tipo:[6]
» Tiempo si o/(t) es de tipo tiempo para todo t € I
» Espacio si '(t) es de tipo espacio para todo t € T

» Luz si &/ (t) es de tipo luz para todo t € 1

17
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Ejemplo 2.1. Sea la curva a(t) = (cosht, %, sinh t), que tiene derivada:

o'(t) = (sinht, t,cosht)
calculando su producto interior:

(a/(t),a/(t)) = {(sinht, t,cosht), (sinht, ¢, cosht))
— sinh?t + t* — cosh?¢
=t* -1

Ast, tendremos que:

((t),d(t)) =t -1

Tipo luz Tipo luz

Tipo espacio -1 Tiempo 1 Tipo espacio

Figura 2.2: Caracter causal de «

La definicién de superficie en R?! es idéntica a la definicién para R? [3], puesto que
la definicién sélo depende de la estructura diferenciable del espacio ambiente y no de su
métrica (producto interior).

Definicién 2.3. Una superficie reqular en R*>! es un conjunto M C R*! tal que para
cada punto p € M existe una vecindad V de p en M (con la topologia inducida por
R>! ) y una aplicaciéon X : U C R?> — V N M, de un conjunto abierto U de R?* sobre
VN M C R?Y, que satisface lo siquiente:

i. X U CR? = R>! es diferenciable.
i. X :UCR? - VNMCR* es un homeomorfismo.
ii. Para cada ¢ € U C R? la diferencial dX, : R* — R*! es inyectiva.

X es una parametrizacion.
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X
Av R2
o"'-. u
: .
’.'o . xl
X0
>u

Figura 2.3: Superficie en R??

El siguiente resultado es es una consecuencia del teorema de la funcion inversa.

Proposicién 2.1 (Imagen inversa de un valor regular). Sea f : V C R*! — R una
funcion diferenciable y a € f(V) C R un valor regular de f, entonces f~1(a) = {(x,y, 2) €
R>!: f(x,y,2) = a} es una superficie reqular.

Definicién 2.4 (Clasificacién causal de las superficies). Sea M una superficie en R*!.
Decimos que:

n M es tipo espacio si para todo p € M el plano tangente T,M es tipo espacto.
n M es tipo tiempo si para todo p € M el plano tangente T,M es tipo tiempo.
» M es tipo luz si para todo p € M el plano tangente T,M es tipo luz.

Ejemplo 2.2 (Plano tipo tiempo). El plano cuya normal (con el producto interior eu-
clidiano) es tipo espacio es un plano tipo tiempo. Un plano de ecuacién escalar P :
ax + by + cz = d con normal euclidiana n. = (a, b, ¢), serd tipo tiempo si (a, b, ¢) es tipo
espacio. En particular el plano P : 3x 4+ 2y — 2z = 2, con normal n, = (3,2, —2) de tipo
espacio, es un plano de tipo tiempo.

Figura 2.4: Plano tipo tiempo
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Ejemplo 2.3 (El espacio de De Sitter). Un mejor andlogo a la esfera unitaria, conside-
remos S, el conjunto de puntos (x,y, z) € R*! tales que 2% +y* — 2% = 1. Podemos usar
la Proposicién 2.1, puesto que St = f71(1), donde f(x,y,2) = 2? + y* — 2%. El ndmero
1 es un valor regular de f y por tanto f~!(1) es una superficie regular.

Sea S ¢ (a(t), a(t)) = 1, entonces S™ : 224+ y? — 22 =1, donde « : (—¢,€) — S? es una
curva regular con «a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), ahora si derivamos z(¢)? + y(t)? — 2(t)? = 1
respecto de t, tendremos

lo que implica que «a(t) L &/(t), asi podemos escoger a a(t) = N(a(t)) como la normal
de tipo espacio y de esa forma T,S™ es tipo tiempo, entonces S*!' es una superficie de
tipo tiempo.

Figura 2.5: Espacio de De Sitter

Ejemplo 2.4 (Gréfica de una funcién diferenciable). Sea U C R? un conjunto abierto y
f U — R una funcién diferenciable. Entonces definimos la gréfica de f como el conjunto

M = Graf(f) ={(z.y,2) eR* 1 2 = f(z,y), (v,y) € U}
Ahora, podemos parametrizar M con una sola aplicacion.
X :UCR?— R*

(u,v) = (u, v, f(u,v))

Tomando las derivadas parciales
Xu= (1,0, fu), Xy = (0,1, )
La normal sera N(u,v) = X, x X, = (fu, fv, 1) (normal no unitaria), luego
(N,N) = fi+fi—1
=[Vf]P-1

asi, para que N sea tipo espacio [Vf[? —1> 0= |[Vf|]> > 1.
Por tanto, M serd tipo tiempo si y solo si |V f| > 1.
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Definicién 2.5 (Superficie reglada). Una superficie reglada es una superficie que genera
una recta L que se mueve sobre una curva 5. Las diversas posiciones de la recta generatriz

L se llaman reglas de la superficie. Una superficie asi tiene siempre una parametrizacion
en la forma

X(u,v) = B(u) + vé(u)

donde decimos que 3 es la curva base, y 6 la curva directriz. De manera alterna 6 suele
representarse como un campo vectorial en B que apunta a lo largo de la recta L.[8]

2.1. El operador de forma

2.1.1. Aplicaciones lineales sobre R} — R!!

Sy = —dN, =T,M — T,M, M Superficie de tipo tiempo
Notacién: El plano de Lorentz R = (R?, (-, ) = 23 — z?)

x

AN

Cono, de luz

Tipo tiempo

Tipo espacio

>

Figura 2.6: El plano de Lorentz

S :RM — RY es una aplicacién lineal autoadjunta, es decir:
<SU)1, 'lU2> = <w1, SU)2> , Wi, Ws € Rl’l

La matriz de S en la base ortonormal {ey = (1,0),e; = (0,1)}

S = [Seo 561:|
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Sey = aeg + ey Se; = vey + pey
(5607€0> =@<60,€0> =« <S€1>€o> :’Y<€0,€0> =7
1 1
<S€0,€1> =4 <€1,€1> = -0 <S€17€1> = P<€1,61> = —p
S~—— S~——

-1 -1

S = (Oz 7> _ < (Seq, €o) Mjl,se@

/8 P —<S€0,61> —<Sel,61>

Asi, la matriz de una transformacion lineal autoadjunta en R%! en la base canénica es:

(%)

Para determinar los autovalores, la ecuacién caracteristica es: det(A — A\I) =0
a—\ ¢
det ( e b )\) =0

(a—=ANb—=N+c*=0
N —(a+bA+ (ab+c*) =0

Asi,

Analizamos el discriminante:

A = (a+b)? —4(ab + ?)
=a* + 2ab + b* — 4ab — 4¢?
= (a —b)? — 4c?

Asi, vemos que el discriminante puede tomar tres posibles valores, mayor a cero, igual a
Cero 0 Menor a cero.

i. A > 0, esto implica que se tendra dos autovalores reales diferentes A\; # Ay, A1, As € R,
lo que implica que la matriz de S es diagonalizable sobre R.

-1 _ )\1 0
PSP = <O Ao

ii. A =0, esto implica que se tendra autovalores reales repetidos, Ay = Aa = A, A € R

(A0 o (A1
pse— () 0) pse— () 1)

Caso particular de i. No es diagonalizable sobre C

iii. A < 0, esto implica que se tendrd dos autovalores complejos conjugados, A1, Ay €
C, A = Ay = m + in, entonces la matriz de S es diagonalizable sobre C pero no

sobre R.
pspt=(" 7"
n om
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En resumen lo que tenemos en el Espacio de Minkowski es:
Curvatura de Gauss: K = det(S,)
Curvatura Media: H = $tr(S,)

det(S, — A\I) =0
N_2H+K=0
2H + \/4(H? — K)

)\172: 2 :H:E\/Hz—K

a)H> — K >0 b) H* - K=0 c) - K <0

(M0 (A1 _(m —n
De aqui nos interesa el caso (b), una superficie serd una superficie casi umbilica si el
operador de forma es no diagonalizable sobre C.

A continuacién presentamos algunas definiciones que resumen el anélisis hecho anterior-
mente.

Para una superficie regular M en el espacio euclidiano R?, es bien conocido, que

el operador de forma en cualquier punto p € M es un operador lineal autoadjunto
Sy T,M — T,M y por tanto, es diagonalizable sobre R. Pero para una superficie tipo
tiempo M en el espacio tridimensional de Minkowski R?!, esto ya no es necesariamente
cierto; el operador de forma sigue siendo autoadjunto, pero como el producto interior en
T,M es indefinido, puede tener cualquiera de los tres tipos algebraicos; diagonalizable
sobre R, diagonalizable sobre C pero no sobre R, o no diagonalizable sobre C con un
unico vector propio nulo.
Un punto umbilico de una superficie regular M en el espacio euclidiano o en el de Min-
kowski es un punto p € M para el que la segunda forma fundamental I, de M es un
miultiplo escalar de la primera forma fundamental I,. En el caso euclidiano, la curvatura
de Gauss K y la curvatura media H de M satisfacen H?— K > 0, y los puntos umbilicales
son precisamente los puntos en los que H?> — K = (. Pero para una superficie tipo tiempo
en el espacio de Minkowski, la cantidad H? — K puede tomar cualquier valor real, en
concreto:

1. Si el operador de forma es diagonalizable sobre R, entonces H?> — K > 0 con
H? — K = 0 precisamente en los puntos umbilicos.

2. Si el operador de forma es diagonalzable sobre C pero no sobre R entonces H? — K <

0.
3. Si el operador de forma es no diagonalizable sobre C, entonces H2 — K = 0.
Debido a esta relacién entre H y K en el caso (3), hacemos la siguiente definicion:

Definicién 2.6. Sea M una superficie reqular tipo tiempo en R*Y, un punto p se llamard
casi umbilico si el operador de forma S, : T,M — T,M es no diagonalizable sobre C.[1]

Definicién 2.7. Una superficie reqular de tipo tiempo M en R*', se llamard totalmente
casi umbilica si cada punto p € M es casi umbilico.[1]
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La primera y segunda formas fundamentales I,,II, : T,M — R estdn definidas
por:

Ip(v) = (v, v)
Iy (v) = (Sp(v), v)

Y la curvatura de Gauss K y la curvatura media H en p se definen como:

1
K(p) = det(Sp) ; H(p) = 5757"(‘917)
Es bien sabido que las superficies totalmente umbilicas en el espacio R? estdn nece-
sariamente contenidas en planos o esferas. Un resultado andlogo para superficies de tipo
tiempo en R*! es:

Proposicién 2.2. Supongamos que una superficie reqular tipo tiempo M C R*! es to-
talmente umbilica. Entonces M esta contenida en un plano o en un hiperboloide de una
hoja (es decir en una esfera de Minkowski).

En lo que queda de este trabajo, consideraremos el problema de clasificacion de las
superficies de tipo tiempo casi umbilicas. (ver la definicién 2.6 )



Capitulo 3

Marcos nulos y formas de
Maurer-Cartan

Notacion:
R*' = (R?, (-, ) = daf + dai — da3)
2

x = (x9,x1,T2), (T, ) = ZL‘% + x% — x5

Abordaremos el problema de la clasificacién de las superficies tipo tiempo totalmente
casi umbilicas mediante el método de los marcos méviles. Resulta mas conveniente utili-
zar marcos nulos en lugar de marcos ortonormales. Sea {eg, €1, €2} un marco ortonormal

adaptado a M C R?!,

Definicién 3.1. Un campo de marco nulo adpatado a lo largo de una superficie de ti-
po tiempo M C R*! consiste en campos vectoriales suaves linealmente independientes
{fo,f1,f2} a lo largo de M, tales que para cada punto p € M,

w f1(p), f2(p) son vectores tipo luz tangentes a M en cada punto p € M.

» (fi(p), £2(p)) = —1.

» fy(p) es wnitario de tipo espacio ortogonal a T,M en cada punto p € M, con

(fo(p), fo(p)) =1

Por ejemplo, si {eg, €1, €2} es un marco ortonormal adaptado a lo largo de M, entones
los campos vectoriales:

1
fo=e ; fi=—%(e1+e); fhH=——F(e1 —e2)

V2 V2

forman un campo de marco nulo adaptado a lo largo de M.

3.1. Formas de Maurer-Cartan

Sea X : R*! — R?! (identidad)
Su diferencial: v = dX,(v) = afy(p) + bfi(p) + cfa(p)

<Ua fO(p>> =a

25
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<U,f1(p)> ==
<’U,f2(p>> = —b
entonces
dX,(v) = (v, fo(p)) fo(p) — (v, fa(p)) £i(p) — (v, 1 (p)) f2(p)
Sean
n°(v) = (v, fo(p))
nt(v) = — (v, fy(p)) las formas duales al marco nulo
n*(v) = — (v, fi(p))
entonces

dX,(v) = 1°(0)fo(p) + ' (V)i (p) + 0* (V) E2(p)
dX, = 1'o(p) + n'fi(p) + n*fa(p)
dX = n’fy + n'fy + n*f
todo vector esta determinado por 7%, nt, n?

Nota:

Todos los indices van de 0 a 2 y utilizamos la convencién de suma de Einstein.
2
dX = fi' = '
=0

Ahora df;(v) = afy + bf; + cf;,

(df;(v),£5) = —b

entonces
dfl(l)> = <dfl<’l}), f0> f() — <dfz(1)>, f2> f1 - <dfz(’U), f1> fQ
Sean De entonces
df;(v) = 1) (v)fo + 0, (0)f; + 07 (v)E
df; = n{fo + nify + 07t
Asi ‘

Sean 7, 77;-, 0 <1,5 <2 las formas de Maurer-Cartan sobre M asociadas a un
campo de marco nulo adaptado a lo largo de M. Estas formas estan definidas por las
ecuaciones

dX = fin' (3.1)
df; = £;n]

Notemos que
<f0af0> = 1; <f17f1> = 07 <f27f2> == 0
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(fo, f1) =0, (fo, £2) =0, (fi,fy) = —1

De acuerdo con esto tenemos que:

<f0,f0> =1= d<f0,f0> =0=2 <df0,f0> =0= <df0,f0> = 778 =0
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<f1,f0> =0= d<f1,f0> =0= <df1,f0> + <df0,f1> = <df1,f0> = — <df0,f1> = ’I’]? = 778

<f2,f0> =0= d<f2,f0> =0= <df2,f0> + <df0,f2> = <df2,f0> = — <df0,f2> = 778 = 77(1)

<f1,f2> - 1 = d<f1,f2> - O = <df1,f2> + <df2,f1> = — <df1,f2> — <df2,f1> = 7]%

<f2,f2> =0= d<f2,f2> =0=2 <df2,f2> =0= <df2,f2> = 77% =0
(fi,f1)) =0=d(fi,f1) = 0= 2(df;,fi) =0 = (df;,fi) =0 =0

En resumen tenemos
0_ . 1_ 92
My ="1nm=mn =0
0
2

nw=mng, M =mg, M =—"n

Ahora, como: dX = n°fy + n'f; + n*f, = £, diferenciando
0=d’X =d(dX) = df; An’ + fidn' = fidn’ = —df; A7’
pero como df; = fjnf , entonces
fidn' = —tjm) A’ = fidy' = —ff Ao
asi tenemos
dn' = —n; N1
Luego de df; = fj'r]f , diferenciando
0= d*; = d(df)) = d (£n]) = df; An! + £;dn]
fidn! = —df; Al = —finh A
fidiy; = ~fi; Al = diii = —nff A
Asi tenemos
i’ = —n; NP
dnj = —nj, Ay

que son llamadas las ecuaciones de estructura de Maurer-Cartan.

A partir de la ecuacién

dX : T,M — R*!
v = fon°(v) + fin' (v) + fon?(v)

—n3

(3.2)

(3.3)
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y el hecho que dX toma valores en T,M se deduce que n°(v) = 0. Ademds n'(v) y n*(v)
son 1-formas linealmente independientes.

El diferencial de n° = 0 a partir de (3.3) es
dn” = =g A1’ =i At =g A’
0=dn’=—n An' —ny Ay’
Por el Lema de Cartan [4], existen funciones k;; = k;; sobre M tales que
m = —knun' — kwn’ (3.4)
My = —kian' — koan”

(el signo menos es por conveniencia, para mas adelante).

Comparando ahora (3.4) con el operador de forma en cualquier punto p € M y usando
(3.1), (3.2), (3.4) tenemos

Sy = —deyg = —dfy
= —funy — £
=1 (778) —f (77?)
= —funh — fony
=—f (—/ﬁﬂ)l - k22772) —f (—/<?11T]1 - ]f12772)
= (kiofy + kb)) n' + (kaofy + kiofo)

Esto significa que
Sy (f1) = kiofy + ki1 fo, Sp (£2) = koofy + kiofy

y la matriz de S, con respecto a las bases {f;,f,} de T,M es:
k1o ka2
ki ko

H - k12
K - ]{Z%Q - kllkgg
H2 - K — k’llk’gg

asl tenemos

De aqui se tiene que que M es totalmente casi-umbilica si y solo si k11ko =0 en M y que
k11, k2o no son ambos ceros en ningin punto p € M. Sin pérdida de generalidad podemos
suponer que ko = 0y ki1 # 0.

Ahora examinaremos como se transforman las las funciones k;; si hacemos una rota-
ciéon Lorentziana a nuestro campo de marco nulo adaptado. La Rotacion Lorentziana
aplicada a vectores x e y esta dada por:

T =coshyp -z +sinhp-y

y=sinhy- -z +coshy-y
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Aplicamos la Rotacién Lorentiziana a {eq, €1, e2}:

1
—1

€1 =coshf-e; + sinh @ - €y = <6~1,€~1>
€y =sinh 6 - e; + cosh 0 - ey = (€3, €3)

Asi, €7 es de tipo espacio y é; es tipo tiempo, con (€1, €) = 0.
Recordemos que el marco nulo adaptado que tenfamos era {fy, f;, {5}, con i, f; de tipo
luz, donde:

f; = %(61 + es)
fy = —%(el —e3)
Ahora calculamos:
(€1 + é3)
(coshf - e; +sinh @ - ey + sinh @ - e; + cosh 6 - e3)

[(cosh @ + sinh 6)(e; + e2)]

1 e 4+ e ? +69—6_0 (er + €3)
= — e e
NG 5 5 1 2

=’ —(e; +ey)

V2

= eefl

f, = —7(61 - 52)

(cosh@ - e; +sinhf - ey — sinh - e; — coshf - ey)

[(cosh @ — sinh 6)(e; — e5)]

(e +e? —2@9> (61— e)

1 )
€ — €
\/_ 1 2

= 6_9f2

Sl

“qu %l

Bajo tal transformacion, las formas de Maurer-Cartan 7°, 77; asociadas al campo de marco
{fo, f1, 2} satisfacen las condiciones:
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770 = 67077(1)
770 = ¢ 770
= e'n
772 = 67977(2)

De donde tendremos que las ecuaciones de estructura estan dadas por:
dif’ = =ij; A7
dif; = = A1l
Como
N =0= di’ == NG =il AT’
~—
0
Nuevamente por el Lema de Cartanl4] existen /2,-]-, asociadas al campo de marco {f‘o, £, f'g}
vienen dadas por:
M = —kni' — ki’ = e'n)
iy = ki)' — koot = e’

De donde:
e’ (—kun' — kian?) = ki)' — ki
—eek‘lml - eek‘12772 = —k116_9771 - k1269n2
Comparando n': ) )
—ekyy = —kpe™? = ki = ¥k
Asi, y como ki1 # 0
1
/{:11—6 k11—1:>9———111( )
k11

es decir para dicho valor de #, tendremos 12:11 =1

Para el marco nulo adaptado, la primera y segunda forma fundamental de M son:

(dX (v),dX (w <f177 ) + £1% (), f1n' (w) + 7% (w))
= —n' () (w) = n*(v)n' (w)
y como
[ = (dX(v),dX (v)) = —2n" (v)n*(v)
Luego
1T = — (dfy(v), dX (v)) = — (fong + fing + £, fon° (v) + £11" (v) + for* (v))
= non’(v) +mom* (v) = (m3) 7 (v) + (1) n* (v)
= nyn*(v) + mn' (v)
= (—]ﬁz??l - k22772) 772(U) + (—ku??l - k12n2)n1(v))
= —2Hn'n* — kp (771)2 = —2Hn'n* — (771)2, con ki =1
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asi tenemos
I=—-2n'y? (3.5)
II = —2H771172 — (771)2

(recodemos que H = ki)

Ahora sean u, v coordenadas tipo luz en M, asi tenemos:
Para {X,, X, } tenemos sus formas duales {du, dv}, de tal manera que:

(X)) = (X0 X) =0 5 du(X,) = (X, X,) = -1

d(X,) = (X,, X)) = —1

Cdu(X,) = (X, X,) =0

Figura 3.1: Coordenadas locales nulas en M

Como X, es proporcional a f, y X, es proporcional a f;, existen funciones f(u,v) y

g(u,v) en M tales que:
X, = —e_ff2
Xv = —e_gfl

du(w) = (X, w) = <—e’ff2,w> =e [ (fy,w)] =e I}
dv(w) = (X, w) = (—e 9, w) = e 9 [~ (fi,w)] = e 9’

de esta manera tendremos

ahora
Xy=—e¢'fh=du=e'n' =n' =eldu (3.6)
Xy=—e 9, =>dv=c"=n?=edv

I=—2n'* = —2e/dudv (3.7)
II = —2Hn'n* — (771)2 = —2He! M dudv — e (du)?
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De (3.4) y (3.6) también tenemos
Y =n2 = —eldu — Hevdv (3.8)
ny =y = —Heldu

De las ecuaciones de estructura en (3.3), (3.6) y (3.2) tenemos:
De n' = e/du, diferenciando

dn' = d(ef) Adu=eldf Adu = (fudu+ f,dv) Aeldu
= fodv A eldu= f,dv Ant
Por otro lado
dn' = =g An° —my At —my At = =i A
De donde tendremos
—n1 = fodv + Bdu
De n* = e9dv, diferenciando
dn® =d (%) Adv = efdg A dv = (g,du + g,dv) A edv
= gudu A edv = g,du A n?

Por otro lado
dp’ = —ng An’ =i Ant —m3 AP == A

De donde tendremos
—n3 = gudu + adv

Ahora como

B:_gu

77%:—ngﬁ—fvdv—ﬁdu:gudu—l—advé{ I
o= —Jy

Asi tendremos
m =15 = gudu — fudv (3.9)

Y de (3.2) las restantes formas de Maurer-Cartan son ceros.

De (3.8) tenemos:

ny = —Hel du , diferenciando
dng =d (—Hef) Adu = [(—Hef)udu + (—Hef)vdv] A du
= (—Hef)v dv A\ du = (—Hvef — Heffv) dv A du
= —H,el!dv A\ du — He’ fydv A du
= —Hyeldv A du+ fodv A (—Hefdu)
= —Hyeldv A du + fodv A
= —H,eldv A du — nY A fodv
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Por otro lado de (3.3) tenemos

dny = —ng Ay —1pmy —ny Ay = =03 Anj
igualando
—ny ANz = —Hyeldv ANdu —nd A fodv
entonces
~Hye! =0=H,=0
Ahora de (3.8) 1) = —e/du — He9dw, diferenciando

dn) = —d (e’) Ndu —d(He’) A dv
= —eldf Ndu — (He?), du A dv
= —ef (fudu + f,dv) Adu — (Hy,ef + Hefq,) du A dv
= —effvdv ANdu— Hyeddu N\ dv — Hel g,du A\ dv
= effvdu ANdv— Hyeldu N\ dv — Hed g, du N\ dv

Por otro lado de (3.3)

i = —no Ay =0t Ay — 0 Ani
= —nY A1, aplicando (3.8) y (3.9)
= —(—efdu — He%dv) A (gudu — f,dv))
= —¢/ fydu A dv + He9g,dv A du
= —effvdu A dv — He?g,du N dv

igualando

effvdu ANdv — Hyeldu N\ dv — He? g, du N dv = —effvdu Adv — Helg,du A dv

2/ f,du A dv = Hye9du A dv

entonces
Qeffv =H,e9 = H, = 26f+gfv

Continuando, de n = g,du — f,dv, diferenciando, tendremos

dnt = d(gy) A du— d(f,) A dv
= (guudu + guodv) A du — (foudu + fo,dv) A dv
= guodv A\ du — fy,du A dv
= —guodu A dv — fo,du A dv
=—(f+ g)uwdu N dv

Por otro lado de (3.3)

dny = —ng A —mpm — g Ay = —ng A}
= —(—Heldu) A (—e!du — Heddv)
= —H?9du A dv

33
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igualando

~(f + @udu A dv = —H?e/9du A dv
= (f + g)uv = H2€f+g
En resumen, las restantes ecuaciones de estructura en (3.3) -que pueden interpretarse

como las ecuaciones de Gauss y Codazzi para superficies de tipo tiempo en R?!- implican
de lo anterior que las funciones f, g, H satisfacen el siguiente sistema de EDP.

H,=0 (3.10)
H, =219, (3.11)
(f + 9w = H?eI 9 (3.12)

Por el contrario, cualquier solucién de este sistema da lugar (al menos localmente) a las
formas de Maurer-Cartan (3.6), (3.8), (3.9) de una superficie tipo tiempo totalmente casi
umbilica.

La ecuacién (3.10) implica que H es funcién solo de u, es decir H = H(u). Para
resolver las ecuaciones restantes, dividiremos en casos en funcién de si H(u) es cero o
distinta de cero.

3.2. Caso 1:

H(u) = 0, entonces las ecuaciones (3.11) y (3.12) se reducen a:
fo=0=f = f(u)
(f + 9w =0= f+9=0(u) +¢(v)
para algunas funciones ¢(u), ¥ (v), ver [5] .
Asi, la primera y segunda forma fundamental de M toman la forma:
I = —2e"9dudv = —2e*™e?® dudy

11 = —2He M dudv — e (du)? = —e* W (du)?

Realizando un cambio de coordenadas (u,v) — (@, ) mediante:

o(u,v) = </ e‘z’(“)du,/ew(”)dv)

di = e*™du, dv = e?®dy

Entonces

1= —2dav (3.13)
11 = —* @ (da)?
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asi,
I = —2dudv (3.14)
II = —e2f(“)(du)2
Ahora de (3.14)
I = —2dudv = —2¢'Wdu - e/ Wdv = —2n'e~ "Wy
1= —e¥®(du)? = —e/Wdy - " Wdu = — (771)2

combinado las ecuaciones de arriba con (3. 5) tenemos

n? =e Wy (3.15)
n' = efWdy
Luego de (3.8) y (3.9) obtenemos
= = —e'Mdu (3.16)
W= =0 (3.17)

Ahora asumiendo que ¢(u) = ¥(v) = 0, luego de —n3 = n = gudu = — f,du, pues
f+9g=0=g=—f, asi, tenemos

—ny =m = —f'(u)du (3.18)

Las soluciones del sistema de EDP (3.10), (3.11), (3.12), con H(u) = 0 dependen de una
funcion arbitraria de una variable, es decir la funcién f(u).

3.3. Caso 2

H(u) # 0. = H(u) = "™, entonces (3.12) toma la forma:

(f + )uo = (eh(u))2 el 9 — 2h(Wtftg
luego podemos escribir la ecuaciéon de arriba de la siguiente manera
(f + g+ 2h(u))y, = e/ To+2hw

asi, haciendo z(u,v) = f 4+ g + 2h(u), que es la solucién de la ecuacién de Liouville

2y = €° (3.19)
La solucién general de (3.19) es
2¢’ (v
z(u,v) =In ( O (3.20)
donde ¢(u) y 9 (v) son funciones arbitrarias, con gb’ (u),?'(v) # 0, asi
_ 2¢'(u)¢' (v)
f(u,v) + g(u,v) + 2h(u) = In <(¢5(u) n ¢(v))2> (3.21)

para algunas funciones ¢(u) y ¥ (v) , con ¢'(u),v'(v) # 0
Observacion 3.1. La ezpresion (3.20) para la solucion de (3.19), puede derivarse de la
transformacion de Blackund.

z4+w

Zy — Wy = 2€ 2 (3.22)

zZ—w

2y T Wy =€ 2
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Que relaciona z(u,v) de (3.19) con las soluciones de w(u,v) de la ecuacién de onda
Wyy = 0 (ver [2] ). Sustituyendo la solucién general

w(u, v) = plu) + o (v)

para algunas funciones p(u) y o(v).
De la ecuacién de onda (3.22) y resolviendo el sistema de EDP para z(u,v) da lugar a
(3.20), donde

o(u) :/ep(“)du ; YP(v) :/%e"(”)dv

Realizando un cambio de variable @ = ¢(u), © = ¥ (v), podemos escribir (3.21) como
2
f(u, U) + g(u, U) + Qh(U) =1In <m)

Asi, tenemos

Fwv) + gu,v) = In (L> — h(u)

(u+wv)?
pero como h(u) = In|H (u)|

2
flu,v) + g(u,v) =1n ((H(u))2 o 0)2) (3.23)

(H (U))QQ(U +0)° (4 (3.24)

Ahora, podemos escribir (3.11) como:
H'(u) = 2f,e/*9
=2f,e* . e7U+9) aplicando (3.24)

_ (le) ) (H(U))2 (u+v)?
v 2
2f H 2
= (e )”( () , de la ecuacién (3.23)
(f + 9uw
Por lo tanto,
H'(u) _(.2f
H2(u) (f + 9w = (¢¥),
integrando respecto a v tenemos
H'(u)

m'(f+g)u=62f+k(u)"'(*)

para alguna funcién k(u).
Ahora, derivando la ecuacién (3.23) respecto a u, tenemos

(f+9),=[2In2—2In(H(u)) — 2In(u + v)],
H'(u) 2

TH(u) u+v

B (

= 2(§(§;+uiv>

2




3.3. CASO 2 37

Reemplazando en ()

donde

despejando f, tenemos

f:lm( 2H () —%@0

2\ H2(uw) - (u+v)

reemplazando en (3.23), y despejando g obtenemos:

9=t ((H(u))22(u + v)Z) - %ln (_ HQ(Z;T{,E& v) %(u))

Por lo tanto las formas de Maurer-Cartan que vienen dadas por (3.6), (3.8) y (3.9), donde

H = H(u) £0
()
=3 (e ) .

9=l <(H(u))22(u + v)2> - %ln (_ HQ(zﬁ/EZ>+ v) Mu))

y k(u) es un funcién arbitraria de u. Por tanto, las soluciones del sistema de EDP (3.10)-
(3.12) con H(u) # 0 dependen de dos funciones arbitrarias de una variable, es decir, las
funciones h(u) y k(u).



Capitulo 4

Parametrizaciones explicitas

En esta seccién utilizaremos las formas de Maurer-Cartan ya obtenidas para derivar
parametrizaciones locales explicitas de todas las superficies casi umbilicas de tipo tiem-
po. Las ecuaciones Las ecuaciones de Maurer-Cartan (3.1) pueden escribirse en forma

matricial como:

0 0 0 O
dX dfy dfy dfy | =] X £y f; £, | = .
[ o dh df J=[X B B B]= g
"ongony
4.1. Caso 1
H(u) =0 en este caso, la ecuacién (4.1) tiene la forma:
0 0 0 0
0 0 —efWdy 0
[dX dfy dfy df, | =X £, i £ ]| = o) gy 0 — F(w)du 0
e FWdy —efWay 0 f'(u)du
Esto es equivalente al sistema de EDP
0 0 0 0
0 0 —ef™ 0
[ X £, fi £ ]u =X f f; £ ]= o 0 _fw) 0 (4.2)
0 —ef® 0 f(u)
0 000
0 000
[ X £ £ fg}U:[X fo £ £ ]= 0 00 0 (4.3)
e /@ 0 0 0

Note que las funciones X, fy, fi, f5 son funciones vectoriales en M. Estas ecuaciones

38
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pueden integrarse explicitamente , y las solucién general para X (u,v) es:

X(u,v) = X° — [/ (/ 62f(7)d7') da] £0 + uef Of?
0 0
1 U o 2
v+ —/ (/ le(T)dT) do
2 /o 0

Donde X, £), f).f) representan las condiciones iniciales.

+ e—f(o)fg

Asi, M es una superficie cilindrica de la forma
_ 0
X(u,v) = a(u) + vf;
Reciprocamente, si consideramos una parametrizacion de la forma

X (u,v) = au) + vfy

donde a(u) una curva de tipo luz y £ un vector de tipo luz, con (/(u), £9) # 0.

Recordemos que la curvatura media viene dada por la férmula:|3]

eG+gE —2fF

== Ec =

39

(4.4)

donde F, F,G son coeficientes de la primera forma fundamental, y e, f, g son los coefi-

cientes de la segunda forma fundamental, que vienen dados por

E = (X, Xu)

F = (Xy, Xy)

G = (X, Xo)

e = (N, Xuu)

f= (N, Xuw)

9= (N, Xu)

Calculemos los vectores de la base candnica del plano tangente a M:

X, = (u)

X, = £

Por otro lado las derivadas segundas vienen dadas por:

Xuw = " (1)

X =0

Xuw =0
E=(Xy, Xy) = ((v),d(u) =0
F= <Xquv> = <O‘,(u)’fg> # 0
G=(X,,X,)=(£,£)) =0
e = (N, Xuu) = (N, " (u))
f=(N,Xyu)=(N,0)=0
g = <N7va> = <Nv0> =0
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De esta manera, como G = g = f = 0, entonces H = 0.

Asi, tenemos la siguiente proposicién:
Proposicién 4.1. Sea M una superficie tipo tiempo reqular casi umbilica en R*! con
curvatura media H = 0. Entonces M es un cilindro y esta parametrizado por

X(u,v) = afu) + vf)

donde a(u) es una curva de tipo luz y £ es un vector de tipo luz, tal que (o’(u),£9) # 0.
A la inversa, cualquier cilindro de este tipo es totalmente casi umbilica con curvatura
media H = 0.

4.2. Caso 2

H(u) # 0. En este caso, el sistema de EDP representado por la ecuacién (4.1) es
considerablemente mas complicado, y por lo general no puede resolverse completamente,
para dar una descripcién geométrica de las superficies de solucién. La componente v del
sistema de EDP correspondiente es:

0 0 0 0
0 0 —Hed 0

[X f0 fl fQLZ[X f0 fl f2]: 0 0 _fe 0 (4'5)
ed —Hed 0 fo

Donde f, g, H vienen dadas por (3.25).
En particular tenemos

(f2>v = fva

Ahora definimos la funcién

fo(u,v) :== ey (u,v)

que es de tipo luz.
Derivando respecto de v

(E)v = —efffufz(ua v) + e’ (f2), , pero (f2), = fof2
=—e ' ff(uv) + el fufy
=0

Esto quiere decir que f5 solo depende de u, es decir f5 = f5(u), asi tendremos que:
£ (u, v) = e/ (1)

para algiin vector nulo fy(u) a lo largo de M que es funcién solo de u, esto significa que
a lo largo de cualquier curva de coordenada v X (ug,v) en M, los vectores fa(ug,v) son
todos paralelos, ademas de (4.5) tenemos que:

X, = ey (u,v) = €9 - ey (u) = e/ 9F,(u)
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esto es que la curva de coordenada v X (ug, v) es una recta nula paralela a f3(uyg).
Por lo tanto si dejamos que « sea la curva nula, asi definimos

a(u) = z(u,0)

y definimos f5(u) como el campo vectorial nulo

fz('u,) = fg(u, 0)
a lo largo de «, entonces podemos parametrizar M como
X (u,v) = au) + vfy(u)

En efecto, como B
Xv = ef+9f2(u)

Por el Segundo Teorema Fundamental del Célculo, tenemos
/U Xy(u,r)dr = X(u,v) — X(u,0)
0
entonces
X (u,v) = X(u,0) + /U Xy (u,r)dr
0
= X (u,0) + /U el T9Ey (u)dr
0
= X(u,0) + fy(u) /U eI dr
0

Realizando un cambio de coordenadas

v
u=u ; @—/ef+gd7’
0

(i, 5) — (u A ef+9dr)

X (u,v) = X (u,0) + vfy(u)

Asi

Por lo tanto B
X (u,v) = au) + vfa(u)

Junto con la Proposicién (4.1), esto demuestra el siguiente teorema de clasificacién:
Teorema 4.1. Sea M una superficie tipo tiempo reqular casi umbilica en R*'. Enton-
ces M es una superficie reglada cuyas reglas son todas las lineas nulas, con la propiedad
adicional de que cualquier curva nula o en M que sea transversal a las reglas es no dege-
nerada. A la inversa, dado cualquier curva nula no degenerada a(u) en R®! y cualquier
campo vectorial nulo f2(u) a lo largo de o que sea linealmente independiente de o (u)
para todo u, la superficie reglada inmersa

X (u,v) = a(u) + vfs(u)

es totalmente cast umbilica.
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Por el Teorema 4.1 cualquier superficie totalmente casi umbilica M tiene parametrizacion
de la forma

X (u,v) = a(u) + vfy(u)

donde a es una curva nula no degenerada cuyo vector tangente o (u) = f1(u) es un vector
nulo linealmente independiente del vector nulo f3(u). La no degeneracién de « implica

que (u) debe ser linealmente independiente de f; (u).

Por comodidad podemos asumir que

fl(u) = (cos 1 (u),sinb(u),1)

fo(u) = (cosbs(u),sinby(u), 1)

Para algunas funciones 6, (u), 05(u), entonces las condiciones de independencia lineal del
parrafo anterior son simplemente que 0| (u) # 0y 01(u) # 02(u) para todo u. Ademas M
tiene curvatura de Gauss y Media K = H = 0 si y solo si 05(u) = 0.

5.1. Caso 1: H(u) =0

En este caso #y(u) debe ser constante, mientras que 6;(u) debe ser estrictamente
creciente o estrictamente decreciente y nunca igual a 0(u).
Ejemplo 5.1. Sean 6,(u) = 2arctanu y 0o(u) = 7.

Entonces tenemos que 0 (u) = > 0 para todo w, y como —m < 61(u) < 7 se

1+ u?
satisfacen los requisitos de independencia lineal.

Los correspondientes campos vectoriales nulos vienen dados por:

f1(u) = (cos (2arctanu) ,sin (2arctanu) , 1)
(1= u?  2u 1
o\l w1+
fa(u) = (cos(m),sin(r), 1)
=(-1,0,1)
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asi, tenemos:

- 1—u? 2u

= (2arctanu — u, In(1 + u?), u)
y la superficie correspondiente M viene dada por:

X (u,v) = a(u) + vfy(u)
= (2arctanu — u,In(1 4+ u?),u) +v(-1,0,1)

= (2arctanu — u — v, In(1 + u*),u + v)

Figura 5.1: La superficie del ejemplo 5.1

5.2. Caso 2: H(u) #0

En este caso 6;(u) y 62(u) deben ser ambos estrictamente crecientes o estrictamente
decrecientes, y debemos tener 0 (u) # 03(u) para todo u.
Ejemplo 5.2. Sean 0;(u) = u y 05(u) = u + 7.
Asi, los campos vectoriales nulos correspondientes seran:

f1(u) = (cos b (u),sin 0y (u),1)

= (cosu,sinu, 1)
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fa(u) = (cos Oy(u), sin Oy (u), 1)
= (cos(u + ), sin(u + 7), 1)
= (—cosu,—sinu, 1)

Luego tendremos:
alu) = /fl(u)du = / (cosu,sinu, 1) du
= (sinu, — cos u, u)
Y la correspondiente superficie M esta dada por:

X (u,v) = a(u) + vfy(u)
= (sinw, —cosu,u) + v (—cosu, —sinu, 1)

= (sinu — v cosu, —cosu — vsinu, u + v)
Para calcular el operador de forma S, primero calculemos:

X, = (cosu + vsinu,sinu — v cosu, 1)
X, = (—cosu,—sinwu, 1)
El vector normal unitario de M viene dado por:

X, x X,
VX x Xy, Xy x X,)

fo(u,v) =

Note que el producto cruz es el de Minkowski (Definicién 1.9)
Primero calculamos

€0 €1 —€2
X, xX,=| cosu+wsinu sinu—vcosu 1
—Ccosu —sinu 1

= (2sinu — v cosu, —2cosu — vsinu,v)
Luego

(X, x X,) = (2sinu — vcosu)?® + (—2cosu — vsinu)? — v?
=4
Asi,

(2sinu — vcosu, —2cosu — vsinu, v)
V4
v

. (% v .
= <s1nu— — COS U, — COS U — — Sinu, —)
2 2 2

fo(u,v) =
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Ahora el operador de forma en la base {X,, X, } para el plano tangente T,M esta dado
por:

Sp(Xu) = = (fo),,

—(

)
(cosu+ —sinu, sinu — Ecosu 0)
1
2

= ——(cosu +vsinu,sinu —vcosu, 1) + —(— cosu, —sinu, 1)

N | —

1 1
- __Xu _XU
2 + 2

1 i 1
= — | —=cosu, —sinu, =
2 2

Asi, el operador de forma respecto a la base {X,,, X, } para el T,M es:

La curvatura de Gauss: K = det(S,) =

DO | = | =

1
La curvatura Media : H = gtr(Sp) = —
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Figura 5.2: La superficie del ejemplo 5.2

Ejemplo 5.3. Sean 6;(u) = u +u y 65(u) = v® + u + 7 Los correspondientes campos
vectoriales son:

fi(u) = (cos@l( ), sinfq(u), 1)
= (cos(u® + u),sin(u’® + u), 1)

fa(u) = (COSHQ( ), sinfa(u), 1)
= (cos(u —l—u+7r) sin(u® +u + ), 1)
= (—cos(u® + u), — sin(u’® + u), 1)

Luego tenemos:
alu) = / fi(s)ds = / (cos(s® + s),sin(s* + 5),1) ds
0 0

— (/ cos(s® + s)ds,/ sin(s® + s)ds,u>
0 0

La correspondiente superficie M esta dada por:

X (u,v) = a(u) + vfy(u)

-
-

cos(s —|—sds/s1ns +s), )—H} —cos(u® + u), —sin(u’® + u), 1)
0

c\c\

coss + ) ds—vcosu + u),

c\

sin(s® + s)d vsin(u3+u)7u+v>
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Para calcular el operador de forma S, primero calculamos:

X, = (cos(u® 4+ u) + v(3u® + 1) sin(u® 4 u), sin(u® + u) — v(3u® + 1) cos(u® + u), 1)
X, = (= cos(u® 4+ u), —sin(v’ + u), 1)

calculamos
€g €1 —€2
Xy x Xy = | cos(u? +u) +v(3u? + 1) sin(u +u) sin(ud +u) —v(3u? + 1) cos(u +u) 1
— cos(u® + u) —sin(u? + u) 1

= (2 sin(u? + u) — v(3u? + 1) cos(u® + u), —2 cos(u® + u)
—v(3u® + 1) sin(u® + u),v(3u® + 1))
Luego
(Xu X Xy, Xy x X)) = (2sin(u® 4+ u) — v(3u® + 1) cos(u® + u))2
+ (—2cos(u® +u) — v(3u® + 1) sin(u® + u))2
— (v(3u* + 1))2
=4

Luego el vector normal unitario a M es:

X, x X,
fo(u,v) =
V(X x Xy, Xy x X,)
fo(u,v) =
(2sin(u® + u) — v(3u? 4 1) cos(u? + u), —2 cos(u? + u) — v(3u? + 1) sin(u® + u), v(3u® + 1))

V4

= <sin(u3 +u) — g(i’)u2 + 1) cos(u® + u), — cos(u® + u) — g(3u2 + 1) sin(u® + u), g(3u2 + 1))

Realizando los calculos para el operador de forma en las bases {X,, X, } para T,M:
Sp(Xu) = =(fo)u
= — <(3u2 +1) cos(u® + u) — g(6u) cos(u® + u) + g(SUZ +1)%sin(u® + u),

(% (%

(3u? 4 1) sin(u® + ) 5 (6u) sin(u® + u) — 2(3u2 +1)% cos(u® + u),

)

Sp(Xy) = =(fo)o

1 1 1
S <—§(3u2 + 1) cos(u® + u), —5(3u2 + 1) sin(u® + u), 5(3u2 + 1))
1
- —5(3u2 +1) (—cos(u® + u), —sin(u® + u), 1)

1
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Por lo tanto, la matriz del operador de forma S, con respecto a la base {X,,, X, } es:
Lo o
——(3u*+1) 0

1 2 1

5(3u2 +1) — 3uw —5(3u2 +1)
Asi para la superficie M se tiene las curvaturas de Gauss y media.

Lo 2 Lo
K:Z—L(i’)u +1) ; H:§(3u +1)

De donde )
1 1
H?> - K = (5(3u2 + 1)> — Z(3u2 +1)*=0
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