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Introducción

La Teoría de Ecuaciones Integrales fue ampliamente desarrollada por el matemático sueco Erick
Ivar Fredholm, quien estudio en la universidad de Uppsala donde obtuvo el grado de Magister en
Ciencias en mayo del 1888. Para obtener el doctorado trabajó en la Universidad de Estocolmo, don-
de en su tesis doctoral abordo el estudio de Ecuaciones Diferenciales Parciales, que fue motivado
por un problema de equilibrio en elasticidad dentro del área de la Física. Todo ello dio origen a una
de las investigaciones más trascendentales para la matemática en la primera cuarta parte del siglo
XX, a saber: las Ecuaciones Integrales y la Teoría Espectral.

Para la construcción de una teoría general de las ecuaciones integrales lineales, se considera
que los fundadores de dicha teoría son: V. Volterra (1896), E. Fredholm (1903), D. Hilbert (1912) y
E. Schmidt (1907). Incluso antes de estas investigaciones, se propuso el método de aproximaciones
sucesivas para la construcción de una ecuación no lineal de tipo Volterra en relación con el estu-
dio de las ecuaciones diferenciales ordinarias en el trabajo de J. Lioville (1838), L. Fuchs (1870), G.
Peano (1888) una solución a la ecuación integral de segunda clase:

f (s ) =

∫ b

a

k (s , t )u (t ) d t = K u f (s ) = u (s )−µ
∫ b

a

k (s , t )u (t ) d t , s ∈ [a , b ].

El trabajo de Fredholm fue precedido por las investigaciones de Volterra que estudiaron ecuaciones
integrales de la forma:

f (s ) =

∫ s

a

k (s , t )u (t )d t = K u f (s ) = u (s )−µ
∫ s

a

k (s , t )u (t )d t , s ∈ [a , b ].

Para ambas ecuaciones se supone que el núcleo k (s , t ), f (s ) y la desconocida u (s ) son funciones
continuas en el cuadrado [a , b ]× [a , b ].

El método clásico para estudiar ecuaciones integrales del primer tipo es el denominado método
de regularización. Dicho método consiste en contribuir soluciones aproximadas de problemas mal
planteados, tomando los valores de un operador de regularización con respecto a los datos iniciales,
por lo cual en este trabajo se tomara sólo las ecuaciones de segundo tipo.
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ÍNDICE GENERAL 2

El trabajo inicia con el capítulo de preliminares, dando inicio a los Operadores Compactos y
sus propiedades, de referencia el libro César R. de Oliveira, Introdução à análise funcional y Mar-
tin Schechter, Principles of Functional Analysis, donde se define Operador Compacto y Operador
de Rango Finito, el conjunto de operadores de rango finito esta contenido en el conjunto de ope-
radores compactos, además se prueba que el conjunto de los operadores compactos es cerrado en
el conjunto de operadores continuos o acotados. Dando inicio al Teorema principal para este pri-
mer capitulo: Si X es un espacio normado, H es un espacio de Hilbert Complejo, con el producto
interno usual, y un operador compacto T : X →H entonces existe una sucesión de operadores de
rango finito {Tk }k∈N que converge a T en el conjunto de operadores continuos.

En el segundo capítulo; se inicia con algunas nociones de la Teoría Espectral de operadores com-
pactos donde se especifica que se trabajará con autovalores distintos de cero, para exponer el Teore-
ma de la Alternativa de Fredholm. Está alternativa es uno de los Teoremas más útiles en matemática
aplicada ya que tiene varias formas de expresarlo, en el presente trabajo será estudiado para opera-
dores lineales compactos, para lo cual existen dos casos sobre la existencia y unicidad de soluciones
en un caso de las mismas.

En el tercer capítulo; se presenta las ecuaciones integrales lineales en los espacios de Hilbert de
dimension infinita, tiene como origen en diversos problemas del análisis funcional. Concretamen-
te son un precedente a la teoría espectral de los operadores de Fredholm, como una solución a la
ecuación integral, con una pequeña modificación al Teorema de la Alternativa de Fredholm descrita
en el capítulo 2, asociando las ecuaciones diferenciales con condiciones de frontera a la ecuación
integral de Fredholm y con condiciones iniciales a la ecuación integral de Volterra.

En el último capítulo; se mostrará ejemplos en física que conducen a ecuaciones integrales de
Fredholm y Volterra y que se asocian a ecuaciones diferenciales de segunda clase ya sea con condi-
ciones iniciales o de frontera y viceversa, como ser: "La cuerda con carga continua", .El Problema de
Sturm - Liouville 2"La Cuerda vibrante".



CAPÍTULO 1
Preliminares

En las dos siguientes secciones se presentan algunas definiciones y resultados del Análisis Fun-
cional, necesarios para abordar lo que es un operador compacto y sus propiedades en espacios de
dimensión infinita. Además, veremos que si el operador tiene rango finito, es decir que la imagen
tiene dimensión finita, entonces el operador transforma conjuntos acotados en compactos.

1.1. Operadores Compactos

Sean X e Y espacios normados, se denota al conjunto de todos los operadores lineales de X en
Y como:

L (X , Y ) = {T : X → Y /T es un operador lineal}.
El conjunto de los operadores continuos o acotados se denotará por:

B (X , Y ) = {T ∈ L (X , Y )/T es un operador continuo o acotado}.

Definición 1.1 (Operadores de Rango Finito). Si X , Y son espacios normados, decimos que
T ∈ L (X , Y ) es de rango finito si, la dimensión de su imagen es finito.

Se denota el conjunto de operadores de rango finito por:

F (X , Y ) = {T ∈ L (X , Y )/T es de rango finito}.

Observación 1. El conjunto de operadores de rango finito F (X , Y ) es un subespacio vectorial del
conjunto de operadores lineales L (X , Y ). En efecto:

i) Para el operador nulo:

0 :X −→ Y

x 7−→ 0,

se tiene 0(X ) = {0}, entonces dim(0(X )) = 0. Así, 0 ∈ F (X , Y ).
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1.1. OPERADORES COMPACTOS 4

ii) Sean S , T de rango finito, entonces dim T (X )<∞ y dimS (X )<∞. Además como

(T +S )(X )⊂ T (X )+S (X )

y, siendo T (X ) y S (X ) son de dimensión finita, entonces T (X ) + S (X ) es de dimension finita,
de donde (T +S )(X ) es de dimension finita y

dim(T +S )(X )≤ dim[T (X )+S (X )]≤ dim T (X )+dimS (X ).

Así, T +S es de rango finito.

iii) Seanλ ∈ F y T ∈ F (X , Y ). Entonces dim T (X )<∞ λT (X ), sea {T x1, T x2, ......T xn} una base de
T (X ) para w ∈ λT (X ) existe x ∈ X tal que w =λ(T x )

w ∈ Sp a n (T x1, T x2, ......, T xn ),

Por lo tanto (λT )X = λ(T x ).

Así, F (X , Y ) es un subespacio de L (X , Y ).

Definición 1.2. (Operadores Compactos). Sean X , Y espacios normados, decimos que el opera-
dor T ∈ L (X , Y ) es un Operador Compacto, si T (B [0,1]) es compacta en Y , donde B [0, 1] es la bola
unitaria de centro 0 y radio 1 de x ∈ X .

Se denota el conjunto de todos los operadores compactos como:

K (X , Y ) = {T ∈ L (X , Y )/T es un operador compacto}.

Proposición 1.1. Sean X , Y espacios normados y T ∈ L (X , Y ). Son equivalentes las siguientes afir-

maciones:

a) T es compacto.

b) T (A) es compacto, para todo conjunto acotado A ⊂ X .

c) Para toda sucesión {xn}n∈N acotada en X , {T xn}n∈N posee una subsucesión convergente en Y .

Demostración. a )⇒ c ) Para esta equivalencia primero se prueba lo siguiente. Si {xn}n∈N es una su-
cesión acotada de B [0, 1], entonces existe M > 0 tal que ‖xn‖¶M , para todo n ∈N. Así {T xn}n∈N es
sucesión en T (B [0, 1])⊂ T (B [0, 1]).

Ahora como T es compacto, T (B [0, 1]) es compacto y por lo tanto, existe {xnk
}k∈N subsucesión de

{xn}n∈N tal que {T xnk
}k∈N converge a cierto y ∈ T (B [0, 1]). Por lo tanto, {T xnk

}k∈N converge a y ∈ Y .

c )⇒ b ) Dado S ⊂ X acotado, se puede ver que T (S ) es totalmente acotado, es decir, para todo
real positivo ǫ > 0, existe un número finito de bolas abiertas de radio ǫ, que cubren al conjunto T (S ).
Se supone lo contrario, entonces existe ǫ > 0 tal que, para todo z1, . . . , zn ∈ T (S ) y n ∈N

T (S ) 
n
⋃

j=1

B (z j ,ǫ). (1.1.1)

Si S =φ, todo es trivial, así que se puede suponer que existe x1 ∈ S , entonces T (S ) B (T (x1,ǫ)) y así
existe y1 ∈ T (S ) tal que y1 6∈ B (T (x1,ǫ)); como y1 ∈ T (S ) existe x2 ∈ S tal que ‖T (x2)− y1‖< ǫ/2.

Se puede notar que

ǫ ¶ ‖T (x1)− y1‖¶ ‖T (x1)−T (x2)‖+ ‖T (x2)− y1|< ‖T (x1)−T (x2)‖+ ǫ/2
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entonces ǫ < ‖T (x1)−T (x2)‖+ ǫ/2. Por lo tanto ǫ/2< ‖T (x1)−T (x2)‖.

Ahora por la ecuación 1.1.1. T (S )  
2
⋃

j=1

B (T (x j ), ǫ), se tiene que existe y2 ∈ T (S ) tal que

y2 6∈
2
⋃

j=1

B (T (x j ),ǫ), como y2 ∈ T (S ), existe x3 ∈ S talque ‖ T (x3)− y2 ‖< ǫ/2.

Se puede notar que

ǫ ¶ ‖T (x2)− y2‖¶ ‖T (x2)−T (x3)‖+ ‖T (x3)− y2‖< ‖T (x2)−T (x3)‖+ ǫ/2

entonces ǫ < ‖T (x3)−T (x2)‖+ ǫ/2. Por lo tanto, ǫ/2 < ‖T (x3)−T (x2)‖. De forma similar, se tiene
que ǫ/2<‖ T (x3)−T (x1) ‖.

Así, se construye inductivamente la sucesión {xn}n∈N en S tal que, para cada n ∈ N, se tiene
ǫ/2< ‖T (xn )−T (x j )‖, esto para todo j menor que n .

Ahora bien, {xn}n∈N resulta una sucesión acotada en X (ya que S es acotado), luego por hipótesis,
existe {xnk

}k∈N subsucesión de {xn}n∈N tal que {T xnk
}k∈N es convergente en Y . Entonces {xnk

}k∈N es
de Cauchy en Y , por lo tanto, existe k0 ∈N tal que

i , k ¾ k0 ⇒ ‖T (xnk
)−T (xni

)‖< ǫ/2.

Pero este último es absurdo por la construcción que se hizo en la demostración, esto provino de
suponer que T (S ) no es totalmente acotado.

b )⇒ a ) La bola unitaria B [0, 1] = {x ∈ X /‖xn‖ ¶ 1} es cerrada y acotada, luego por hipótesis se
tiene que T (B (0, 1)) es compacta. Por lo tanto T es compacto.

Observación 2. Sean X , Y espacios normados, entonces

a K (X , Y )⊂ B (X , Y )⊂ L (X , Y )

b F (X , Y )⊂ K (X , Y )

Demostración. a ) Sea T ∈ K (X , Y ), así T (B [0, 1]) es compacta en Y , como T (B [0, 1]) ⊂ T (B [0, 1])
se tiene que T (B [0, 1]) es acotado, así existe c > 0 tal que ‖T x‖ ≤ c , para todo x ∈ B [0, 1],
donde; sup‖T x‖ ≤∞ , x ∈ B [0, 1]. Así T ∈ B (X , Y ). Se tiene inicialmente que todo operador
acotado es un operador lineal.

b ) Sea T ∈ F (X , Y ), como B [0, 1] ⊂ X es cerrado y acotado, como T es continua T (B [0, 1]) es
cerrado y acotado, T (B [0, 1]) = T (B [0, 1]), y como T (X ) es un operador de rango finito, en-
tonces T (B [0, 1]) ⊂ T (X ) es compacto (cerrado y acotado en dimension finita es compacto).
Así, T ∈ K (X , Y ).

Observación 3. El conjunto de operadores compactos K (X , Y ) es subespacio de B (X , Y ).
Se mostrará que los operadores nulo, S+T yαT son operadores compactos, donde S , T ∈ K (X , Y )

y α ∈R.

i) Es inmediato que 0 ∈ K (X , Y ).

ii) Sean S , T ∈ K (X , Y ). Dado {xn}n∈N una sucesión acotada en X , entonces {T xn}n∈N y {S xn}n∈N

poseen subsucesiones que convergen en X .

(S +T )xn j
= S xn j

+T x n j → y0+ y1 ∈ Y .

Así, (S +T ) ∈ K (X , Y ).
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iii) Sean T ∈ K (X , Y ) y α ∈ F. Sea {xn}n∈N una sucesión acotada de X , entonces tiene una subsu-
cesión {T xnk

}k∈N que converge a un y ∈ Y . Como

(αT )xnk
=α(T xnk

)→αy

Así αT ∈ K (X , Y ).

Ejemplo 1. Sea k : [a , b ]× [c , d ]→R continua

T : C [a , b ] → C [a , b ]

f 7→ T f : [c , d ] → R
t 7→

∫ b

a
k (s , t )f (s )d s

T es compacto ( su demostración y aplicación se verán en los Capítulos 3 y 4) donde T se llama el
operador integración, con núcleo k .

Ejemplo 2. Sea X un espacio normado infinito dimensional, entonces el operador identidad I

en X no es compacto. En efecto, se considera que I es compacto, ya que X es un espacio normado
infinito dimensional, entonces existe una sucesión de vectores unitarios xn en X la cual no tiene una
subsucesión convergente. De ahí la sucesión I xn = xn tampoco tiene una subsucesión convergente,
lo que contradice con lo supuesto. Así, el operador I no es compacto en un espacio de dimension
infinita.

1.2. Propiedades de los Operadores Compactos

En esta sección se describirá las principales propiedades algebraicas de un operador compacto
T , que también se aplican al operador adjunto T ∗ en espacios complejos de Hilbert, con la norma del
producto interno usual, que se utilizará en el Capítulo 2 como una herramienta para la demostración
del Teorema de la Alternativa de Fredholm.

Teorema 1.1. Sean X , Y y Z espacios normados. Si S ∈ B (X , Y ), T ∈ B (Y , Z ) y al menos uno de ellos

es compacto, entonces T S es compacto.

Demostración. Sea {xn}n∈N una sucesión acotada en X . Si S es compacto entonces por la Propo-
sición 1.1.c ) se tiene una subsucesión {xnr

}r∈N talque {S xnr
}n∈N converge, ya que T es acotada la

sucesión {T S xnr
}r∈N converge. Por lo tanto, T S es compacto.

Si S es acotado pero no compacto entonces la sucesión {S xn}n∈N es acotado. Como T debe ser
compacto, entonces existe una subsucesión {S xnr

}r∈N tal que {T S xnr
}r∈N converge y otra vez T S es

compacto.

De la Definición 1.2., continuamente se usará las subsucesiones {xnr
}r∈N o incluso {xnrs

}s∈N de
una sucesión {xn}n∈N. Para simplificar la notación a menudo supondremos que la subsucesión se
ha vuelto a denotar como {xn}n∈N, por lo que se puede omitir de las r, s , esto se permite en caso de
no especificar la sucesión original al empiezo de la demostración.

Teorema 1.2. Sean X un espacio normado e Y un espacio de Banach. El conjunto de los operadores

compactos K (X , Y ) es cerrado en el conjunto de los acotados B (X , Y ).

Demostración. Basta probar K (X , Y ) = K (X , Y ) en B (X , Y ). Ya se sabe que K (X , Y ) ⊂ K (X , Y )

ahora sólo bastará mostrar que K (X , Y )⊂ K (X , Y ).
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Sea T ∈ K (X , Y ), luego existe {Tn}n∈N una sucesión en K (X , Y ) tal que Tn → T cuando n →∞,
se puede ver que T (B [0, 1]) es totalmente acotado. En efecto, sea ǫ > 0, como Tn → T cuando n→∞
existe un n0 ∈N tal que ‖Tn0

‖< ǫ/3.
Se ve que

Tn0
(B [0, 1])⊂

⋃

x∈B [0,1]

B (Tn0
(x ),ǫ/3),

como Tn0
∈ K (X , Y ) resulta que existen x1, x2, . . . , xn ∈ B [0, 1] tal que:

Tn0
(B [0, 1])⊂

n
⋃

j=1

B (Tn0
(x j ),ǫ/3).

En particular,

Tn0
(B [0, 1])⊂

n
⋃

j=1

B (Tn0
(x j ),ǫ/3),

entonces dado x ∈ B ([0, 1]) existe un j ∈ {1, . . . , n} tal que Tn0
(x ) ∈ B (Tn0

(x j ),ǫ/3), así

‖T (x )−T (x j )‖ ≤ ‖T (x )−Tn0
(x )‖+ ‖Tn0

(x )−Tn0
(x j )‖+ ‖Tn0

(x j )−T (x j )‖
< ‖T −Tn0

‖‖x‖+ ǫ/3+ ‖T −Tn0
‖‖x j‖

< ‖Tn0
−T ‖+ ǫ/3+ ‖Tn0

−T ‖< ǫ/3+ ǫ/3+ ǫ/3= ǫ,

donde T (x ) ∈ B (T (x j ),ǫ).

En conclusión T (B [0, 1])⊂
n
⋃

j=1

B (T (x j ),ǫ) con x1, x2, . . . xn ∈ B [0, 1], es decir T (B [0, 1]) resulta

totalmente acotado. Así T ∈ K (X , Y ), por lo tanto K (X , Y ) es cerrado en B (X , Y ).

Corolario 1.1. Sean X un espacio normado e Y un espacio de Banach y {Tk }k∈N es una sucesión en

K (X , Y ) que converge a un operador T ∈ B (X , Y ), entonces T es compacto.

Demostración. Por hipótesis se tiene que existe una sucesión en el conjunto K (X , Y ), por el Teorema
1.2. se puede decir que la sucesión converge a un T ∈ K (X , Y ). Por lo tanto T es compacto.

Corolario 1.2. Sea X un espacio normado, Y un espacio de Banach y {Tk }n∈N es una sucesión acotada

de operadores de rango finito que converge a T ∈ B (X , Y ) entonces T es compacto.

Demostración. Por la Observación 3. a ) y por Corolario 1.1. queda demostrado el Corolario 1.2.

El recíproco del Corolario 1.2. no es cierto en general cuando Y es un espacio de Banach, Pero
es cierto cuando Y es un espacio de Hilbert.

Primero se mostrara el siguiente Teorema 1.3. que servirá para demostrar el recíproco del Coro-
lario 1.2.

Teorema 1.3. Sea T un operador compacto, entonces Im T y ImT son separables.

Demostración. Para cualquier r ≥ N, sea Rr = T (B (0, r )) ⊆ Y es la imagen de la bola B (0, r ) ⊆ X ,
ya que T es compacto el conjunto Rr es compacto, entonces es completo y totalmente acotado; es
decir, existe un número finito de bolas abiertas de radio r , que cubren al conjunto, lo cual forma

una unión contable de bolas, es separable. Además ya que la Im T es igual a la unión contable
∞
⋃

r=1

Rr

se tiene también que es separable.
Finalmente, sea S un subconjunto denso numerable de Im T y como ImT ⊆ ImT entonces S es

también un conjunto denso numerable, así también ImT es separable.



1.2. PROPIEDADES DE LOS OPERADORES COMPACTOS 8

Teorema 1.4. Sean X es un espacio normado, H es un espacio de Hilbert y T ∈ K (X ,H), entonces

existe una sucesión de operadores de rango finito {Tk }k∈N que converge a T en B (X ,H).

Demostración. Si T es de rango finito entonces la dimensión de la imagen de T es finita, se deduce
por la Observación 3.b ) que T es compacto, y por Teorema 1.2. existe una sucesión Tn que converge
al mismo T en B (X , Y ).

Se considera que T no tiene rango finito es decir que Im T es infinito dimensional, sea ImT un
subespacio cerrado en H, así ImT es un subespacio lineal en Hilbert entonces es Hilbert, y por el
Teorema 1.3. se tiene que ImT es separable.

Como Im T es infinito dimensional e Im T ⊂ ImT entonces ImT es infinito dimensional, así por
el Teorema A1 (ver Anexo) y como ImT es un espacio de Hilbert, infinito dimensional y separable
entonces tiene una base ortonormal {en}n∈N.

Para cada entero k mayor o igual a 1, sea Pk una proyección ortogonal de ImT sobre el subespacio
lineal del espacio generado por la base ortonormalMk = Span{e1, e2, . . . , ek }, donde

T : X → I mT ⊂H
y

Pk : I mT ⊂H→Mk ,

entonces T compuesta con la Pk son los que llamaremos los Tk

Tk = Pk ◦T : X →Mk

así Im Tk ⊂Mk , la imagen es infinito dimensional y por definición Tk es de rango finito.
Sólo falta mostrar que Tk converge a T en B (X ,H). Se considera por contradicción, es decir existe

ǫ > 0 tal que ‖Tk −T ‖ ≥ ǫ, para todo k ∈N, así existe una sucesión de vectores unitarios xk ∈ X tal
que

‖(Tk −T )xk‖ ≥ ǫ/2, ∀k ∈N,

como T es compacto y por la Proposición 1.1.c ) para toda sucesión {xn}n∈N acotada en X , T xn

tiene una subsucesión que converge en H. Se considerara la misma sucesión es decir T xn → y ,
para y ∈ H ahora se utiliza la representación de la proyección, es decir, siMk es un subespacio
lineal de H, {en} jn=1 una base ortonormal paraMk donde n ∈ Z+ o infinito y Pk es una proyección
de H sobreMk ,

P (a ) =

∞
∑

n=1

< a , en > en , para todoa ∈H,

se tiene que

(Tk −T )xk = (Pk ◦T −T )xk

= (Pk − I )T xk

= (Pk − I )(T xk − y + y ),

= (Pk − I )(T xk − y )+ (Pk − I )y

=−(Pk − I )y + (Pk − I )(T xk − y ),

y que si P es una proyección ortogonal de H sobreM , (P − I ) es una proyección de H sobre elM ⊥
entonces

(Tk −T )xk =−
∞
∑

n=k+1

< y , en > en + (Pk − I )(T xk − y ).
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Ahora aplicando normas

ǫ/2≤ ‖(Tk −T )xk‖

=


−
∞
∑

n=k+1

〈y , en 〉en



+ ‖(Pk − I )(T xk − y )‖

≤ (




∞
∑

n=k+1

〈y , en〉en




2
)1/2+ ‖(Pk − I )‖‖(T xk − y )‖

≤
∞
∑

n=k+1

|〈y , en〉|2+ (‖Pk‖‖− I ‖)‖T xk − y ‖

=

∞
∑

n=k+1

|〈y , en〉|2+2‖T xk − y ‖.

(La tercera desigualdad es por la desigualdad de Bessel y de Parseval (ver Anexo A2), ya que ‖Pk‖= 1),
lo ultimo converge a 0 cuando n −→∞. Lo cual es una contradicción de que no converge, entonces
{Tk}k∈N converge a T en B (X ,H).

Lema 1.1. Sea H un espacio de Hilbert y T ∈ B (H) entonces dim Im(T ) = dim Im(T ∗). En particular,

si T tiene rango finito si, y sólo si, T ∗ también tiene rango finito.

Demostración. Se considera que dim Im(T ) <∞, para cualquier x ∈H, se escribe la descomposi-
ción ortogonal sobre el ker T ∗

x = u + v,

donde u ∈ (ker T ∗) y v ∈ (ker T ∗)⊥ = ImT = ImT (ya que dim Im(T ) <∞), aplicando T ∗ a x = u + v

se tiene

T ∗x = T ∗(u + v )

= T ∗u +T ∗v,

como u ∈ kerT ∗ se tiene que T ∗u = 0 entonces T ∗x = T ∗v donde v ∈ ImT , generalizando se tiene
que

T ∗(H) = Im T ∗ = T ∗(Im T ) = T ∗(T (H)),

implica que dim Im(T ∗)≤ dim Im(T ) cuando dim ImT )<∞.
Aplicando este resultado al operador adjunto T y sabiendo que (T ∗)∗ = T , entonces

dimℑ ((T ∗)∗)≤ dimℑ (T ∗).

Así se tiene que
dim Im (T )≤ dim Im(T ∗).

Por lo tanto dim Im (T ∗) = dim Im (T ).

El Lema 1.1 también prueba que un rango no puede ser finito y el otro infinito, y también para
el caso cuando el rango es infinito.

Teorema 1.5. Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ B (H), entonces T es compacto si, y sólo si, T ∗ es

compacto.
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Demostración. Sea T compacto, entonces por el Teorema 1.3., existe una sucesión de operadores
de rango finito {Tn}n∈N tal que la sucesión converge a T . Por el Lema 1.1. cada operador T ∗

n
es de

rango finito, se sabe que ‖T ∗‖= ‖T ‖, entonces se tiene

‖T ∗
n
−T ∗‖= ‖Tn −T ‖ −→∞.

Por el Corolario 1.2. se tiene que T ∗ es compacto.
Recíprocamente, sea T ∗ compacto, por la anterior demostración tenemos que (T ∗)∗ es compacto,

y como (T ∗)∗ = T entonces T es compacto.

El siguiente Teorema identificará cuando T es invertible.

Teorema 1.6. Si X es un espacio normado infinito dimensional y T ∈ K (X ) un operador compacto

entonces T no es invertible.

Demostración. Se considera que T es invertible, entonces el Teorema 1.1. el operador identidad
I = T −1T en X debe ser compacta. Pero ya que X es infinito dimensional es una contradicción al
Ejemplo 2. de la primera sección. Por lo tanto T no es invertible.

Se termina este Capítulo introduciendo una clase de operadores que tienen propiedades y apli-
caciones interesantes que se verán a continuación.

Definición 1.3. Si H es un espacio de Hilbert infinito dimensional con una base ortonormal {en}n∈N
y si T ∈ B (H). Decimos que T es un operador de Hilbert - Schmidt

∞
∑

n=1

‖T en‖2 <∞,

Teorema 1.7. Sea H un espacio de Hilbert infinito dimensional y sean {en}n∈N y { fn}n∈N bases orto-

normales de H, T ∈ B (H).

a)
∑∞

n=1 ‖Ten‖2 =
∑∞

n=1 ‖T ∗ fn‖2 =
∑∞

n=1‖T fn‖2, (donde los valores de estas sumas pueden ser fini-

tos o infinitos). Así la condición para un operador Hilbert - Schmidt no depende de la elección

de la base ortonormal de H.

b) T es un operador Hilbert-Schmidt, si, y sólo si, T ∗ es un operador Hilbert- Schmidt.

c) Si T es un operador Hilbert- Schmidt entonces T es compacto.

d) El conjunto de operadores Hilbert- Schmidt es un subespacio de B (H).

Demostración. a ) Usando ‖x‖2 =
∑∞

n=1 |〈x , en 〉|2, para todo x ∈H, se tiene que

∞
∑

n=1

‖Ten‖2 =
∞
∑

n=1

� ∞
∑

m=1

〈T en , fm 〉|2
�

=

∞
∑

m=1

� ∞
∑

n=1

|〈en , T ∗ fm 〉|2
�

=

∞
∑

m=1

‖T ∗ fm‖2.
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Similarmente, también se nuestra que

∞
∑

n=1

‖T fn‖2 =
∞
∑

m=1

‖T ∗ fm‖2,

que proporciona la ecuación del Teorema 1.7.a ), se sigue de esta forma que
∞
∑

n=1
‖T en‖2 <∞ si,

y sólo si,
∞
∑

n=1
‖T fn‖2 <∞, por ser un operador Hilbert - Schmidt la condición no depende de

la base.

b ) Se ve en la parte a ) poniendo la base {en}n∈N igual a { fn}n∈N tal que
∞
∑

n=1
‖T en‖2 <∞ si, y sólo

si,
∞
∑

n=1
‖T ∗en‖2 <∞.

c ) Usando el Corolario 1.3., ya que {en}n∈N es una base ortonormal que para cualquier x ∈H, se
puede escribir

x =

∞
∑

n=1

〈x , en 〉en ,

para todo k ∈N. Ahora se define un operador Tk ∈ B (H) por

Tk x = T

�

k
∑

n=1

〈x , en 〉en

�

=

k
∑

n=1

〈x , en 〉T en ,

claramente dim Im(Tk )≤ k , también para cualquier x ∈H se tiene

‖(Tk −T )x‖=










k
∑

n=1

〈x , en 〉T en −
∞
∑

n=1

〈x , en 〉T en











≤
∞
∑

n=k+1

|〈x .en 〉|‖Ten‖

≤
� ∞
∑

n=k+1

|〈x , en〉|2
�1/2� ∞

∑

n=k+1

‖T en‖2
�1/2

≤ ‖x‖
� ∞
∑

n=k+1

‖Ten‖2
�1/2

.

(Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para l 2), por lo tanto

‖Tk −T ‖ ≤
� ∞
∑

n=k+1

‖T en‖2
�1/2

ya que la serie de la derecha converge se tiene ĺım
k→∞
‖Tk −T ‖= 0. Por el Corolario 1.2., se tiene

que T es compacto.

d ) Sea S , T ∈ B (H) son operadores Hilbert - Schmidt y α ∈C \ {0} entonces

∞
∑

n=k+1

‖αTen‖2 =
∞
∑

n=k+1

|α|2‖T en‖2 <∞
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∞
∑

n=k+1

‖(S +T )en‖2 ≤
∞
∑

n=k+1

(‖S en‖+ ‖T en‖)2

≤ 2
∞
∑

n=k+1

(‖S en‖2+ ‖T en‖2)<∞.

Por lo tanto el conjunto de operadores Hilbert -Schmidt es un subespacio de B (H).

Los Teoremas siguientes son los preliminares para el siguiente Capítulo para un λ 6= 0.

Teorema 1.8. Sean T ∈ K (H) e I ∈ B (H). Si λ ∈C \ {0} entonces ker(T −λI ) tiene dimensión finita.

Demostración. Se considerará lo contrario para la demostración. Sea el ker(T −λI ) infinito dimen-
sional, y el núcleo de un operador acotado es cerrado, así se tiene que el ker(T −λI ) es un espacio
de Hilbert e infinito dimensional, que contiene una sucesión ortonormal {en}n∈N en ker (T −λI ).

Ya que en ∈ ker (T −λI ), se tiene que T en = λen para todo n ∈N, y como λ 6= 0 la sucesión {en} no
puede tener una subsucesión convergente (por que si se considera que si converge entonces para
n , m ∈ N se tiene ‖em − en‖2 = 〈em − en , em − en 〉 = 2. Así cualquier elemento de la forma {en} todos
distan

p
2, en efecto ninguna subsucesión puede ser una sucesión de Cauchy por lo que ninguna

subsucesión converge). Por lo tanto, ker (T −λI ) es de dimensión finita.

Teorema 1.9. Sean T ∈ K (H) e I ∈ B (H). Si λ ∈C \ {0} entonces I m (T −λI ) es cerrado.

Demostración. Sea {yn}n∈N una sucesión de Im (T −λI ) con ĺım
n→∞

yn = y , donde y ∈ ImH, entonces

para cada n ∈ N que yn = (T − λI )xn para algún xn y como ker(T − λI ) es cerrado, xn tiene una
descomposición ortogonal única

xn = un + vn ,

donde un ∈ ker (T − λI ), vn ∈ (ker (T −λI ))⊥ ahora se muestra que {vn}n∈N es acotada, se supone
que {vn}n∈N no esta acotada, se puede suponer que ‖vn‖ = 0, para todo n ∈ N y ĺım

n→N
‖vn‖ =∞. Se

supone que wn =
vn

‖vn‖
donde wn ∈ ker(T −λI )⊥ y |wn |= 1.

(Así la sucesión {wn }n∈N es acotada y se evalúa (T −λI )wn =
(T −λI )vn

‖vn‖
=

yn

‖vn‖
converge a cero,

ya que {yn}n∈N es acotado por que converge). También por la compacidad de T , se puede suponer
{T wn}n∈N converge, al combinar este resultado, se sigue que la sucesión {wn}n∈N converge por que
λ 6= 0. Por lo tanto, ℑ (T −λI ) es cerrado.

Corolario 1.3. Si λ ∈C \ {0} entonces

Im(T −λI ) = ker(T ∗−λI )⊥

Im(T ∗−λI ) = ker(T −λI )⊥.

Demostración. Para la demostración del Corolario se usa los Teoremas 1.8. y 1.9., ker T = (ImT ∗)⊥ y
ker T ∗ = (ImT )⊥

ker T = (Im T ∗)⊥, ker T ∗ = (Im T ),

se tiene que
ker(T −λI ) = (Im (T ∗−λI ))⊥
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y
ker(Im (T ∗−λI ) = (Im (T −λI ))⊥,

entonces
ker(T −λI )⊥ = (Im (T ∗−λI )),

y
ker(Im (T ∗−λI )⊥ = (Im (T −λI )).



CAPÍTULO 2
La alternativa de Fredholm

2.1. Nociones de la Teoría Espectral

En todo este Capítulo, H será un espacio de Hilbert complejo, esto para poder estudiar el es-
pectro de un T ∈ K (H). Si H es finito dimensional, entonces se sabe que el espectro σ(T ) consiste
en una colección finita no vacía de autovalores, cada uno de los cuales tiene una multiplicidad finita.

Para operadores en general, en espacios de dimensión infinita, el espectro puede ser muy di-
ferente, pero para operadores compactos el espectro tiene muchas similitudes con el caso de di-
mension finita. Específicamente, se mostrará que si H es de dimensión infinita, entonces el σ(T )
consiste en una colección contable de autovalores no ceros con una multiplicidad finita.

Definición 2.1. Si H es un espacio de Hilbert y si S ∈B(H), definimos el espectro de T como:

σ(T ) = {λ ∈C : T −λI no es invertible},
el espectro puntual de T ;

σp (T ) = {λ : λ es un autovalor de T };
y el conjunto resolvente como:

ρ(T ) =Crσ(T ) (2.1.1)

ρ(T ) = {λ ∈C : T rλI es invertible}. (2.1.2)

Se comienza la discusión deσ(T ) para un λ= 0.

Teorema 2.1. a) Si H es infinito dimensional, entonces 0 ∈σ(T ).

b) Si H no es separable, entonces 0 ∈σp (T ).

c) Si H es separable, entonces se tiene 0 ∈σp (T ) o 0 ∈σ(T )rσp (T ).

14



2.1. NOCIONES DE LA TEORÍA ESPECTRAL 15

Demostración. a ) Sea tiene 0 ∈ρ(T ), entonces T sería invertible; sin embargo, ya que H es infi-
nito dimensional esto contradice el Teorema 1.9, por lo que tenemos que 0 ∈σ(T ).

b ) Ya que H no es separable se sigue del Teorema 1.3 se deduce que I mT 6=H; así,

ker T = I mT
⊥ 6= {0},

por lo tanto, existe e 6= 0 Talque T e = 0 donde e es un autovector de T con autovalor 0, por
definición se tiene 0 ∈σp (T ).

c ) SiH es separable entonces por el Teorema 1.3 se tiene que I mT =H y como 0 no esta enσp (T )

así no es un autovalor, y I mT es infinito dimensional por a ) se deduce que 0 ∈σ(T )rσp (T ).
Ahora si 0 no esta enσ(T )rσp (T ), la ecuación Ta −0a = 0 es invertible entonces la ecuación
tiene soluciones distinta de cero así se deduce que 0 es un autovalor de T por tanto 0 ∈σp (T ).

Ahora se discutirá la estructura de la parte no cero deσ(T ) yσ(T ∗), los resultados para T se apli-
carán también para T ∗.

Teorema 2.2. Sea H un espacio de Hilbert y T un operador lineal. Para cualquier t > 0 el conjunto

de todos los autovalores distintos λ de T con |λ|¾ t es finito.

Demostración. Se considera que para algún t0 > 0, donde {λn} es una sucesión de autovalores con
|λn | ¾ t0 para todo n ∈ N, sea {en} la sucesión unitaria con autovalores correspondientes. Se cons-
truye por inducción, en particular, la sucesión de vectores unitarios {yn}, sea y1 = e1, se considera
ahora cualquier entero k ¾ 1. Como los autovalores son todos distintos entonces el conjunto de
autovectores correspondiente a cada autovalor {e1, e2, ..., en} es linealmente independiente. Así el
conjuntoMk = Sp a n{e1, e2, ..., ek} es k− dimensional y esta contenido en un espacio de Hilbert,
entoncesMk es cerrado, para cualquier a ∈Mk puede ser escrito como

a =α1e1+ ....+αk−1ek−1+αk ek ,

se tiene

(T −λk I )a = (T −λk I )α1e1+ .....+ (T −λk I )αk−1ek−1+ (T −λk I )αk ek

= α1T e1−λkα1e1+ ...+αk−1T ek−1−λkαk−1ek−1+αk T ek −λkαk ek

= α1λ1e1−λkα1e1+ ...+αk−1λk−1ek−1−λkαk−1ek−1+αkλk ek −λkαk ek

= α1(λ1−λk )e1+ ...+αk−1(λk−1−λk )ek−1,

y así si a ∈Mk donde
(T −λk I )a ∈Mk−1.

Similarmente si a ∈Mk entonces
T a ∈Mk .
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Se sigue,Mk es un subespacio cerrado deMk+1 y no es igual aMk+1. Si el complemento ortogonal
deMk enMk+1 es un subespacio lineal no trivial deMk+1 talque 〈yk+1, a 〉= 0, para todo a ∈Mk se
tiene que

‖yk+1−a‖2 = 〈yk+1−a , yk+1−a 〉
= 〈yk+1−a , yk+1〉+ 〈yk+1−a ,−a 〉
= 〈yk+1, yk+1〉+ 〈−a , yk+1〉+ 〈yk+1,−a 〉+ 〈−a ,−a 〉
= 〈yk+1, yk+1〉+ 〈−a ,−a 〉−2〈a , yk+1〉
≥ 1

esto es
‖yk+1−a‖ ≥ 1.

Se repite este proceso inductivamente, se construye una sucesión {yn}n∈N, si ahora se sigue de la
construcción de las sucesiones {yn}n∈N, para cualquier entero m , n con n >m

‖T yn −T ym‖= |λn |‖yn −λ−1
n
[−(T −λn )yn +T ym ]‖

≥ |λn |
≥ t0,

esto muestra que la sucesión {T yn}n∈N no puede tener una subsucesión convergente, lo cual con-
tradice la compacidad de T .

Si se toma la unión finita del conjunto de los autovalores λ con |λ|¾ r −1, r = 1, 2, ... obtenemos
el siguiente Corolario del Teorema 2.2.

Corolario 2.1. El conjunto σp (T ) a lo sumo es infinitamente contable. Si {λn}n∈N es cualquier suce-

sión de autovalores distintos de T entonces ĺım
n→∞

λn = 0.

Demostración. Como σp (T ) es a lo sumo infinitamente contable, entonces existe una correspon-
dencia uno a uno con los N y por el Teorema 2.2 la sucesión {λn}n∈N converge a 0 cuando n tiende
al infinito.

Es posible para un operador compacto T en un espacio infinito dimensional no todos tienen
autovalores como se vera en las demostraciones de la siguiente sección .

2.2. La Alternativa de Fredholm

Ahora se demostrará que para cualquier operador compacto T ∈ B (X , Y ), todos los puntos no
nulos de σ(T ) deben ser autovalores. Ya que T ∗ también es compacto, sea λ /∈ T −λI que T −λI

es invertible entonces (T − λI )∗ = (T ∗ − λI ) es invertible, entonces λ /∈ T ∗ − λI y viceversa, así
σ(T ∗) = {λ : λ ∈ σ(T )}, se sigue que si λ = 0 es un autovalor de T entonces λ es un valor propio
de T ∗. También se mostrará que estos autovalores tienen igual multiplicidad finita. Estos resultados
son estándar en el entorno finito-dimensional. Para el caso de infinito-dimensional en dos pasos:
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a ) Se considera a los operadores de rango finito y reduce el problema al caso de finito-dimensional.

b ) Se considera a los operadores compactos en general y reduce el problema al caso del rango
finito.

La siguiente notación será de utilidad para las demostraciones a continuación.
Sea A ∈ B (X ), B ∈ B (Y , X ), C ∈ B (X , Y ) y D ∈ B (Y ). Se puede definir un operador M ∈ B (X ×Y ) por

M (x , y ) = (A x +B y , C x +D y ),

donde el operador puede ser escrito en matrices

M

�

x

y

�

=

�

A B

C D

��

x

y

�

. (2.2.1)

Así, se utilizará reglas de multiplicación de matrices estándar de dos por dos, aunque los elemen-
tos de matrices sean operadores o vectores, esto es valido siempre y cuando se mantenga el orden
de los mismos.

Lema 2.1. Si T tiene rango finito y λ ∈C \ {0} entonces cumple una de las condiciones:

a) λ ∈ρ(T ) y λ ∈ρ(T ∗) ; o

b) λ ∈σp (T ) y λ ∈σp (T
∗).

Además n (T −λI ) = n (T ∗−λI )<∞.

Demostración. Se sabe que ker T = (Im T ∗)⊥, ker T ∗ = (Im T )⊥, ahora sea E =Im T y F = ker T ∗,
ya que E es finito - dimensional cerrado pues T ∈ F (H), así para cualquier x ∈ H se tiene una
descomposición ortogonal

x = u + v, donde u ∈ E , v ∈ F.

Por esta descomposición podemos identificar cualquier x ∈ H con un único elemento
(u , v ) ∈ E × F y viceversa. (Alternativamente esto muestra que el espacio H es isométricamente
isomorfo al espacio E × F .)

Considerando que

ϕ :E × F →H

(u , v )→ u + v,

también
(T −λI )(u + v ) = T u −λu +T v −λv,

donde T u −λu +T v ∈ E y λv ∈ F , así se puede expresar el operador (T −λI ) ∈ (E , F ) en matriz

(T −λI )

�

u

v

�

=

�

(T −λI )|E T |F
0 −λI |F

��

u

v

�

,

donde se denota las restricciones de los operadores T − λI , T e I se tiene (T − λI )|E ∈ B (E ),
T |F ∈ (F, E ) y I |F ∈ B (F ). Se escribe A = (T −λI )|E , A es inyectiva si solo si A(x ) = 0 tiene solución
x = 0, equivalente ker A = {0}o dim ker(A) = 0, ahora si A es sobreyectiva si solo si Im T =W , si dim F
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es finito, es equivalente a dim Im(A) = dim F . Por último si, A es biyectivo entonces A es invertible y
n (A) = 0 o n (A)> 0.

Así, T −λI es invertible.
Si se toma B = T |F , C = 0, D =−λI |F y M1 = (T −λI )

M1 =

�

A T |F
0 −λI |F

�

,

como A es invertible es decir que existe A−1,

�

A T |F
0 −λI |F

�−1

=
1

−λI |F A

�

−λI |F −T |F
0 A

�

=

�

A−1 −T |F A−1

0 λI |F

�

=M −1,

así
M1×M −1

1 = M −1
1 ×M1 = I .

Por lo tanto, M1 es invertible; entonces T −λI es invertible o n (T −λI ) = n (A)> 0, se tiene que

ρ(T ) = {λ : T −λI es invertible}=C \σ(T ),

asíλ ∈ρ(T ), caso contrario si T −λI no es invertible entonces λ ∈σp (T ), ahora se tiene PE y PF pro-
yecciones ortogonales de H sobre E y F , se utilizará I = PE +PF , donde por Teorema de linealidad
y como F = Ker T ∗ donde u ∈ E y v ∈ F se tiene

(T ∗−λI )(u + v ) = (T ∗−λI )u + (T ∗−λI )v

= T ∗u −λI u +T ∗v −λI v.

I (T ∗−λI )(u + v ) = (PE +PF )(T
∗u −λI u −λI v )

= PE T ∗u −PEλI u −PEλI v +PF T ∗u −PFλI u −PFλI v

= PE (T
∗−λI )u −λ(PE +PF )v +PF T ∗u −λPF u ,

Si PF u no existe entonces

I (T ∗−λI )(u + v ) = PE (T
∗−λI )u +PF T ∗u −λv,

se usa una matriz similar para hacer una demostración similar a lo anterior

(T ∗−λI )

�

u

v

�

=

�

PE (T
∗−λI )|E 0

PE T ∗|E −λI |F

��

u

v

�

,

se cambia PE (T
∗−λI |E ) = A∗, sean u , v ∈ E donde P 2 = P y es autoadjunto

〈Au , v 〉= 〈(T −λI )|E u , v 〉 = 〈u , (T ∗−λI )|E v 〉= 〈PE u , (T ∗−λI )|E v 〉〈u , A∗v 〉 = 〈u , PE (T
∗−λI )|E v 〉,

donde

M2 = (T
∗−λI )

�

u

v

�

=

�

A∗ 0
PE T ∗|E −λI |F

��

u

v

�

.

Del mismo modo que se hizo con la primera matriz, para M2 se tiene

M −1
2 =

�

(A∗)−1 0
PE T ∗|E (A∗)−1 I |E

�

,



2.2. LA ALTERNATIVA DE FREDHOLM 19

y se tiene que
M2×M −1

2 =M −1
2 ×M2 = I ,

por tanto, T ∗ −λ I es invertible y se llega como en el resultado anterior que λ ∈ ρ(T ) y si no es
invertible se tiene que λ ∈ σp (T ) , se cambio E = Im T y es infinito dimensional, un resultado
lineal muestra que dim Im(A) = dim Im (A∗), es decir (Im A)⊥ = ker (A∗) y (Im A∗)⊥ = ker A ,
se tiene que dim Im(A)⊥ =dim Im(A∗)⊥ entonces dim(ker A∗) = dim (ker A), y se puede ver que si
(T − λI ) y (T ∗ −λI ) son invertibles, entonces λ ∈ ρ(T ) y λ ∈ ρ(T ∗) , pero si no son invertible
entonces λ ∈σp (T ) y λ ∈σp (T

∗).
Además que

dim ker(T −λI ) = dim ker(T ∗−λI )

Ahora se extenderá el resultado del Lema 2.1 a un caso general de un operador compacto T .

Teorema 2.3. Si T es compacto y λ ∈C \ {0}, entonces se tiene:

a) λ ∈ρ(T ) y λ ∈ρ(T ∗) ; o

b) λ ∈σp (T ) y λ ∈σp (T
∗).

Además, n (T −λI ) = n (T ∗−λI )<∞.

Demostración. Por el Lema 2.1 sabemos que si T ∈ F (H) cumple a ) o b ). Por el Teorema 1.4 , para
T ∈ K (H) entonces existe una sucesión de operadores de rango finito {Tk }k∈N que converge a T en
B (H).
Sea Tk en H con

‖λ−1(T −Tk )‖<
1

2

‖λ−1(T −Tk )‖= |λ−1|‖T −Tk‖<
1

2

‖T −Tk‖<
|λ|
2

1.

Por teorema A 3 (ver anexo), si λ−1 (T − Tk ) ∈ B (H) y como ‖ λ−1 (T − Tk ) ‖ <
1

2
< 1, entonces

I −λ−1(T −Tk ) es invertible y por el Lema 2.1 se tiene que (I −λ−1(T −Tk ))
∗ es invertible, donde

(T ∗)−1 = (T −1)∗ se llama a I −λ−1(T −Tk ) = S y S ∗ son invertibles

λ−1(T −Tk ) = I −S entonces T −Tk = λ(I −S ) =λI −λS

entonces T −λI = Tk −λS = (Tk S−1−λI )S ,

ahora G = Tk S−1, se ve que T −λI = (G −λI )S y lo mismo para T ∗−λI = (G ∗−λI )S ∗, ya que S y S ∗ son
invertibles se sigue que T −λI y T ∗−λI son invertibles si, y sólo si, G −λI y G ∗−λI son invertibles
y dim Im(T −λI ) = dim Im(G −λI ), ya que S ∈ B (H) es decir G −λI ∈ B (H), donde se sabe que S es
invertible y como T −λI = (G −λI )S .
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Ahora, si G −λI es invertible, entonces S−1(G −λI )−1 es un inverso acotado para T −λI , así
T −λI es invertible, se tiene el mismo argumento para la demostración de G −λI = (T −λI )S−1 si
T −λI es invertible entonces G −λI es invertible, así se tiene que si T −λI es invertible si, y sólo si,
G −λI . Ahora si la dim ker (T −λI ) = n (T −λI ) y dim ker(G −λI ) = n (G −λI ), sea x ∈ ker(T −λI ) si,
y sólo si, S x ∈ ker (G −λI ) entonces el resultado se deduce de la invertibilidad de S , así se tiene que
n (T −λI ) = n (G −λI ).

Ya que Im G ⊂ Im Tk el operador G tiene rango finito, así que los primeros resultados del Teorema
se desprenden del Lema 2.1.

Se considera las siguientes ecuaciones

(T −λI )x = 0, (T ∗−λI )y = 0, (2.2.2)

(T −λI )x = p , (T ∗−λI )y = q , (2.2.3)

(las ecuaciones de (2.2.2) son llamadas ecuaciones homogéneas y las ecuaciones de (2.2.3) son lla-
madas ecuaciones no homogéneas). El resultado del Teorema 2.3 junto al Corolario 1.3, se puede
replantear en términos de la existencia de las soluciones de estas ecuaciones.

Teorema 2.4. (La Alternativa de Fredholm). Si λ ∈C−{0} y T ∈ K (H), entonces solo vale una:

a) Las ecuaciones homogéneas (2.2.2) tiene soluciones triviales x = 0 e y = 0, mientras que las

ecuaciones no homogéneas (2.2.3) tiene una solución para cualquier p , q ∈H.

b) Existe un número finito de mλ > 0 (donde mλ es la multiplicidad) talque cada ecuación homo-

génea (2.2.2) tiene exactamente mλ soluciones linealmente independientes, es decir que xn , yn

donde n = 1, 2, ...., mλ respectivamente, mientras lo que corresponde a las ecuaciones no homo-

génea (2.2.3) tiene solución si y solo si p , q ∈H satisface la condición

〈p , yn〉= 0, 〈q , xn 〉= 0 para n = 1, 2, ..., mλ

Demostración. a ) Por el Teorema 2. 3 a ), λ ∈ ρ(T ) y λ ∈ ρ(T ∗), por la Definición 2. 1 entonces
T − λI es invertible donde para las ecuaciones homogéneas se tiene x = (T − λI )−1(0) y
y = (T ∗−λI )−1(0) entonces x = 0 y y = 0.

Para las ecuaciones no homogéneas se tiene x = p (T −λI )−1 y y = q (T ∗−λI )−1 así se deduce
que es la única solución de x e y para cualquier p y q de H.

b ) Para las ecuaciones homogéneas, el Teorema 2.3b ),λ ∈σp (T )yλ ∈σp (T
∗)por la Definición 2.1

λ es un autovalor de T y λ en un autovalor de T ∗ entonces la ecuación T (x ) =λx y T ∗(y ) =λy

tienen soluciones distintas de cero para x , y ∈ H y la multiplicidad de λ y λ es el número
mλ = n (T −λI ) y mλ = n (T ∗ −λI ) respectivamente, cada uno de ellos son linealmente inde-
pendientes.

Se sigue que H = (Im T )⊕ (Im T )⊥ donde (Im T )⊥ = ker T ∗ y ker T = (Im T ∗ )⊥ , para las ecua-
ciones no homogéneas tiene soluciones entonces p , q ∈ H satisface la condición 〈p , yn〉= 0,
〈q , xn 〉= 0 para n = 1, 2, ..., mλ .

Se sabe que p ∈Im (T −λI ), pero yi ∈ ker(T ∗−λI ) = ( Im (T −λI ))⊥ entonces 〈p , yi 〉= 0 lo mismo
para 〈q , xi 〉= 0.

Ahora, si 〈p , yi 〉 = 0 y 〈 q , xi 〉 = 0 entonces las ecuaciones (2.2.3) tiene soluciones, así

yi ∈ ker(T ∗−λI ) y p ∈ (ker(T ∗−λI ))⊥ = ℑ(T −λI ),

xi ∈ ker(T −λI ) y p ∈ (ker(T −λI ))⊥ = ℑ(T ∗−λI )
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entonces es las soluciones de las ecuaciones (2.2.3) existe.

La dicótomia expresada en el Teorema 2.4, entre la solución única de la ecuación y la resolución
si, y sólo si, un conjunto finito de condiciones se cumple a menudo es llamado la Alternativa de
Fredholm.

La dicótomia fue descubierto por Fredholm en su investigación de ciertas ecuaciones integrales
que dan lugar a ecuaciones (2.2.2) y (2.2.3) con operadores integrales compactos, donde se vera más
generalizado en el Capítulo 3 así el operador T −λI en las ecuaciones (2.2.2.) y (2.2.3) es reempla-
zado por un operador S se dice que satisface la Alternativa de Fredholm, si las nuevas ecuaciones
satisfacen nuevamente el Teorema 2.4. Una característica particularmente importante de la alter-
nativa de Fredholm es la siguiente reexpresión de alternativa a ) del Teorema 2.4.

Corolario 2.2. Si λ ∈C−{0} y la ecuación

(T −λI )x = 0, (2.2.4)

tiene solución x = 0, entonces T −λI es invertible, y la ecuación

(T −λI )x = p , (2.2.5)

tiene única solución x = (T −λI )−1p para cualquier p ∈H. Esta solución depende continuamente

de p

Demostración. La hipótesis asegura que λ no es un autovalor de T , entonces por el inciso a ) de la
Alternativa de Fredholm λ ∈ ρ(T ), por lo tanto T − λI es invertible, y así se puede deducir que la
ecuación (T − λI )x = p que tiene una única solución de la forma x = (T − λI )−1p para cualquier
p ∈H.

En esencia, el Corolario 2.2 establece que "la singularidad de las soluciones de la ecuación (2.2.5)
implica la existencia de soluciones". Este es el resultado extremadamente útil, en muchas aplicacio-
nes es relativamente fácil probar la unicidad de la solución de la ecuación dada. La ecuación tiene
la forma de la ecuación (2.2.5) y se sabe que el operador T es compacto entonces podemos inme-
diatamente deducir la existencia de una solución.

Muchos problemas en aplicaciones matemáticas pueden ser reducidas a resolver una ecuación
de la forma.

R u = f

para algún operador lineal R y alguna función dada f . En orden para que esta ecuación sea un
modelo razonable de una situación física, debe tener ciertas propiedades Hadamard propuso la
siguiente definición.

Definición 2.2. La ecuación R u = f (o el núcleo físico correspondiente) se dice que esta bien
planteado si, las siguientes propiedades se mantienen:

a ) Una solución u existe para cada f .

b ) La solución u es única para cada f .

c ) La solución u depende continuamente de f en un sentido adecuado.
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La motivación para la propiedad a ) y b ) es bastante clara. El modelo no sera muy útil si no existen
soluciones o si hay varias soluciones. La tercera propiedad esta motivada por el hecho de que en
cualquier solución física el dato f no se conocerá con precisión, por lo que es deseable que pequeñas
variaciones en los datos no produzca grandes variaciones en la solución predicha. Sin embargo, las
declaraciones de las propiedades a ) − c ) en la Definición 2.2 son bastante vagos.

Por ejemplo, que significa "para cada f y que en un sentido adecuado"para la dependencia con-
tinua de la solución. Estas propiedades se hacen generalmente más precisa por la elección, por
ejemplo, adecuados espacios normados o de Banach X , Y y un operador adecuado R ∈ B (X , Y )

con los que representan el problema. El espacio Y generalmente incorpora características desea-
ble de los datos que esta siendo modelado, mientras X incorpora correspondientes características
deseables de la solución que se buscan. En una configuración tal, es claro que la ecuación R u = f

de la definición esta bien planteado es equivalente al operador R siendo invertible y esto es a me-
nudo demostrado usando el Corolario 2.2.



CAPÍTULO 3
Ecuaciones Integrales y Diferenciales

3.1. Ecuación Integral de Fredholm

Ahora se trabajará con los operadores integrales que actúan en el espacio de Banach X = C [a , b ]

donde a , b ∈R; sin embargo, se considera el espacio de Hilbert H = L 2[a , b ] donde para el propó-
sito del trabajo se considera el espacio de Hilbert en lugar del espacio de Banach y así todo lo que se

hizo en el Capítulo 2 y se denotará al producto interno usual 〈 f , g 〉 =
∫ b

a
| f ∗ g |2dλ en L 2[a , b ]. Sin

embargo, las normas se distinguiera por ‖ · ‖H, ‖ · ‖X respectivamente.

Se define los conjuntos

Ra ,b = [a , b ]× [a , b ]⊂R2 es un rectángulo enR2

△a ,b = {(s , t ) ∈Ra ,b : t ¶ s} es un triángulo en Ra ,b

Dado k : Ra ,b →C continuo, para cada s ∈ [a , b ] se define

k :Ra ,b →C
(s , t ) 7→ k (s , t ) = ks (t ) t ∈ [a , b ],

es decir, que ks ∈ X también es continua, se define números M , N por

M =max{|k (s , t )| : (s , t ) ∈Ra ,b },

N 2 =

∫ b

a

∫ b

a

|k (s , t )|2d s d t

=

∫ b

a

�∫ b

a

|k (s , t )|2d t

�

d s

=

∫ b

a

‖ks‖2Hd s

23
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Ahora para cualquier u ∈H definimos una función

f : [a , b ]→C

s 7→ f (s ) =

∫ b

a

k (s , t )u (t )d t
(3.1.1)

Lema 3.1. Para cualquier u ∈ H, la función f definida por la ecuación 3.1.1 pertenece a X ⊂ H.

Además

‖ f ‖X ≤M (b −a )1/2‖u‖H (3.1.2)

‖ f ‖H ≤N ‖u‖H (3.1.3)

Demostración. Sea ǫ > 0 y s ∈ [a , b ], se elige unδ> 0 y que sea a y b ∈R y como ks ∈ X función conti-

nuo y también está enH, se tiene a M definido como un número, se recuerda que ‖u‖H = (
∫ b

a
|u |2)1/2.

Ra ,b es un subconjunto deR2 y como Ra ,b es cerrado y acotado entonces ks es uniformemente con-
tinuo y por eso existe un δ > 0 talque si |s − s ′| < δ para cualquier s ′ ∈ [a , b ] entonces
‖ks (t )−ks ′ (t )‖H < ǫ, para todo t ∈ [a , b ], por lo tanto,

| f (s )− f (s ′)|=
�

�

�

�

�

∫ b

a

k (s , t )u (t )d t −
∫ b

a

k (s ′, t )u (t )d t

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

∫ b

a

(k (s , t )−k (s ′, t ))u (t )d t

�

�

�

�

�

¶

∫ b

a

|k (s , t )−k (s ′, t )||u (t )|d t

=

 
�∫ b

a

|k (s , t )−k (s ′, t )||u (t )|d t

�2!1/2

¶

�∫ b

a

|k (s , t )−k (s ′, t )|2|u (t )|2d t

�1/2

= ‖ks −ks ′‖H‖u‖H

=

�∫ b

a

|k (s , t )−k (s ′, t )|2d t

�1/2

‖u‖

=

�∫ b

a

ǫ2 d t

�1/2

¶ ǫ(b −a )1/2‖u‖H.

Para la demostración se usa la desigualdad de Cauchy y la norma de H. Un cálculo similar muestra
que,

| f (s )|¶
∫ b

a

|k (s , t )||u (t )| d t ¶ ‖ks‖H‖u‖H,

se sabe que la norma en X es ‖ f ‖X = sup{| f (s )| : s ∈ [a , b ]} se tiene que

|ks (t )|= |k (s , t )|¶ s up {k (s , t ) : s , t ∈ Ra ,b }=M ,
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así

‖ks‖H =
�∫ b

a

|ks (t )|2 d t

�1/2

¶

�∫ b

a

M 2 d t

�1/2

=M

�∫ b

a

d t

�1/2

,

justamente, ‖ f ‖X ¶M (b −a )1/2‖u‖H. Ahora, siendo | f (s )|¶ ‖ks‖H‖u‖H y elevando al cuadrado
e integrando se tiene

∫ b

a

| f (s )|2d s ¶ ‖u‖2
H

∫ b

a

‖ks‖2Hd s .

Por lo tanto

‖ f ‖2 ¶N 2‖u‖2
H

,

‖ f ‖¶N ‖u‖H,

se concluye con las normas de f en X y en H.

Por el Lema 3.1 ahora se puede definir un operador K : H→H poniendo K u = f para cualquier
u ∈H, donde f es definido por la ecuación 3.1.1 donde se puede ver que K es lineal y por el Lema
3.1, ‖K ‖H es acotado.

El operador K es llamado un Operador Integral de Fredholm (o simplemente un Operador Inte-

gral) y la función k es llamada el núcleo o kernel del operador K , este es un uso diferente al kernel
a su uso habitual, pero este nuevo kernel esta bien definido y sólo se utilizará para este sentido del
operador integral.

Si se considera a f como conocido y u como desconocido, entonces la ecuación 3.1.1 es lla-
mada ecuación integral. De hecho, este tipo de ecuación se conoce como una ecuación integral de
Fredholm y tiene la forma.

f (s ) = u (s )−µ
∫ b

a

k (s , t )u (t )d t , s ∈ [a , b ], (3.1.4)

donde µ ∈Cr {0}, las ecuaciones 3.1.1 y 3.1.4 se pueden escribir de la forma de operador como

k u = f , (3.1.5)

(I −µK )u = f . (3.1.6)

A continuación se verá que existe una teoría extensa y satisfactoria de la capacidad de resolución
de ecuaciones de segundo tipo, basados en el Capitulo 2, mientras que la teoría de ecuaciones de
primer tipo es considerablemente menos satisfactoria.
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Observación 3.1 En L 2[a , b ] se puede establecer que no es necesario que el kernel k sea una
función continua. Suponiendo que k es cuadrado integrable en la Ra ,b bastaría para los resultados
a continuación, sin embargo, el Lema 3.1 no seria cierto y se requería la medida de Lebesgue y la
Teoría de integración de lo que se ha hecho en las materias de pregrado incluso demostrar que la
ecuación 3.1.1 define una función medible f en este caso. También, sería más difícil de justificar
diversas manipulaciones de integrales que se realizaran a continuación.

Dado que todas nuestras aplicaciones tendrán kernel continuos, evitaremos estas dificultades
puramente teóricas de medida asumiendo que k es continuo en todo el trabajo. La Teoría de inte-
gración estándar de Riemman será suficiente, esta suposición también tiene un beneficio positivo
a continuación que sería falso en general para núcleos en L 2 y que fortalecerá algunos resultados
en las siguientes secciones sobre ecuaciones diferenciales. Una de las propiedades más importan-
tes de K es que es compacto. Una vez que hayamos demostrado esto, podemos aplicar la Teoría del
Capítulo 2 al operador K y a las ecuaciones 3.1.5 y 3.1.6.

Teorema 3.1. El operador integral K :H→H es compacto.

Demostración. Para demostrar que K es compacto, se demostrara que el operador es Hibert Sch-
midt y así se concluirá que que K es compacto. Sea {en}n∈N una base ortonormal de H (tal base
existe por que L 2[a , b ] es infinito dimensional y separables), para cada s ∈ [a , b ] y n ∈N,

(K en )(s ) =

∫ b

a

k (s , t )en (t )d t = 〈ks , en 〉.

donde en es el conjugado complejo de en . Por el Teorema donde la {en}n∈N sucesión ortonormal es
también una base ortonormal y

∞
∑

n=1

‖K en‖2H =
∞
∑

n=1

∫ a

b

|ks , en |2d s

=

∫ b

a

∞
∑

n=1

|ks , en |2d s

=

∫ b

a

‖ks‖2Hd s <∞,

en efecto, se puede ver en la segunda línea de la demostración se debe al Lema 3.1 que cada término
|(ks , en )|2 es continuo en s y no negativo y después la desigualdad de Cauchy Schwartz, por lo que
las manipulaciones analíticas anteriores pueden justificarse utilizando la integración de Riemman.

En el Capítulo 2 el operador adjunto juega un rol importante. Donde K ∗ es el operador adjunto
de K .

Teorema 3.2. El operador adjunto K ∗ : H→H esta dada por la fórmula

(K ∗v )(t ) =

∫ b

a

k (s , t )v (s ) d s ,

para cualquier v ∈H.
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Demostración. Para cualquier u , v ∈H

〈K u , v 〉=
∫ b

a

(K u )(s )v (s )d s

=

∫ b

a

�∫ b

a

k (s , t )u (t ) d t

�

v (s )d s ,

se utiliza el Teorema general de Fubini (A4 ver apendice)

〈K u , v 〉=
∫ b

a

�∫ b

a

k (s , t )v (s ) d s

�

u (t ) d t

=

∫ b

a

�∫ b

a

k (s , t )v (s ) d s

�

u (t ) d t

=

∫ b

a

 
∫ b

a

k (s , t )v (s ) d s

!

u (t ) d t

=

∫ b

a

u (t )

 
∫ b

a

k (s , t )v (s ) d s

!

d t

= 〈u , K ∗v 〉,

con la última linea demuestra como es la fórmula de K ∗, para cualesquiera u , v .

Observación 3.2 El cambio de orden de la integración, en la prueba anterior, no es trivial para
las funciones generales u , v ∈ L 2[a , b ], se desprende del Teorema de Fubini; sin embargo, podemos
evitar usar el Teorema de Fubini por el siguiente método, que se utilizará comúnmente para probar
los resultados en L 2 y otros espacios. Sea X un espacio normado y supongamos que se puede elegir
un subconjunto denso Y ⊂ X que consiste en manipular los elementos y para lo cual es relativa-
mente fácil probar la fórmula requerida. Luego extendemos esto a todo el espacio dejando x ∈ X ,
arbitrario y elegir una secuencia {xn}n∈N en Y con yn→ x y tomando límites en la fórmula.

Suponiendo que la fórmula tiene propiedades de continuidad adecuadas a este procedimiento
será válido, por ejemplo, en el caso de un conjunto denso, se elige el conjunto de funciones conti-
nuas (que es denso en L 2[a , b ]). Para funciones continuas u , v la prueba anterior requiere solamen-
te la Teoría de integración de Riemann. Ahora, para cualquier u , v ∈ H, escogimos sucesiones de
funciones continuas {un}, {vn} tal que un → u , vn → v . El deseado resultado se sostiene para todo
un , vn así tomamos el limite y usando la continuidad del operador y el producto interno entonces
dado el resultado por u , v ∈H. Por supuesto, no hemos evitado por completo el uso de la Teoría de
integración de Lebesgue por este método ya que necesitamos saber que el conjunto de funciones
continuas es denso H.

Definición 3.1. Si k (s , t ) = k (t , s ) para todo s , t ∈ [a , b ], se dice que k es Hermitiano. Si k es valor
real y Hermitiano entonces k es simétrico.

Corolario 3.1. Si k es Hermitiano (o simétrico) entonces el operador integral K es autoadjunto.
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Demostración. Para demostrar que es autoadjunto sólo basta probar que 〈K u , v 〉 = 〈u , K v 〉 para
cualquier u , v ∈H. En efecto,

〈K u , v 〉=
∫ b

a

�∫ b

a

k (s , t )u (t )d t )v (s )

�

d s

=

∫ b

a

u (t )

�∫ b

a

k (s , t )v (s )d s

�

d t

=

∫ b

a

u (t )

�∫ b

a

k (t , s )v (s )d s

�

d t

= 〈u , K v 〉.

La penúltima fila es por que k es Hermitiano, y así queda demostrado que K es autoadjunto.

Ahora se puede aplicar los resultados de los operadores compactos en las ecuaciones de Fred-

holm de Primera Clase f (s ) = (K u )(s ) =
∫ b

a
k (s , t )u (t )d t para cualquier t ∈ [a , b ] y como K es

compacto, en el espacio normado infinito dimensional L 2[a , b ] =H, por el Teorema 1.6, se deduce
que K no es invertible en B (H). Así en la terminología del Capítulo 2 la ecuación K u = f no esta
bien planteado, es decir, para un f ∈H dado, la ecuación no puede tener una solución o si la tiene,
esta solución no puede depender continuamente de f .
Las ecuaciones de primera clase no están contempladas en este trabajo ya que su teoría es más
delicada, sea K u = f , si f = 0 entonces K ∗u ≡ 0 como K no es invertible entonces K ≡ 0. Por lo
cual el trabajo se concentrará en ecuaciones de segunda clase (I −µK )u (t ) =

∫ a

b
k (s , t )u (t )d s para

cualquier t ∈ [a , b ] es mas amigable donde µ es ligeramente diferente de λ de la anterior ecuación
(T −λI )x = p .

Definición 3.2. Sea V espacio vectorial y T ∈ L (V ). Un escalar µ ∈F es un valor característico de
T si la ecuación v −µT v = 0 tiene soluciones distintas de cero, para cualquier v ∈V .

Se puede notar que para µ = 0 no puede ser valor característico de T , y si µ 6= 0 es un valor
característicos de T si, y sólo si λ=µ−1 es un autovalor de T .
Así existe una correspondencia uno a uno entre los valores características y autovalores de T , ya que
para la ecuación K u = f corresponde al caso λ = 0, mientras que (I −µK )u = f corresponde al
caso λ 6= 0 lo cual se estudió en su mayoría en el capítulo anterior.

Teorema 3.3. Para cualquier punto µ ∈Cr{0} la Alternativa de Fredholm se mantiene para

(I −µK )u = f de la ecuación integral de Fredholm que cumple cualquiera de los dos:

a) µno es un valor característico de K y la ecuación tiene una única solución u ∈H para cualquier

f ∈H, o

b) µ es un valor característico de K y el correspondiente a una ecuación homogénea (I −µK )u = 0
tiene soluciones distintas de cero, con la ecuación no homogénea (I −µK )u = f tiene solución

si, y sólo si f es ortogonal al subespacio de ker(I −µK ∗).

Además, si k es Hermitiano entonces, el resultado para la adjunta de K también se puede aplicar con

el mismo resultado en la ecuación homogénea y no homogénea.
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Demostración. a ) Como µ no es un valor característico, si µ = 0 para la ecuación homogénea
(I−0K )u = 0 entonces u ≡ 0, para la ecuación no homogénea (I−0K )u = f entonces u = f ,por
lo tanto existe una única solución.

Ahora, si µ 6= 0 entonces se escribe a µ−1 =λ se deduce que no es un auto valor de K entonces
µ−1 ∈ ρ(K ) y si reescribimos la ecuación homogénea (µ−1I − K )u = 0 por el Teorema de la
Alternativa Fredholm el inciso a ) la ecuación tiene una única solución, para la ecuación no
homogénea (µ−1I −K )u =µ−1 f por el mismo Teorema de la Alternativa de Fredholm el inciso
a ) la ecuación tiene una única solución.

b ) Como µ es un valor característico de K se escribe λ = µ−1 es un autovalor de K , por el Teore-
ma de la Alternativa de Fredholm el inciso b ), nos dice que para las ecuaciones homogéneas
existen n ∈N soluciones linealmente independiente para cada µ−1

i
i = 1, 2, 3, ..., n distintas de

cero.

Mientras para las ecuaciones no homogéneas (I − µK )u = f tiene solución si, y sólo si
〈v, f 〉 = 0 por el Teorema de la Alternativa de Fredholm y ahora se sabe que Im(I −µK ) es
cerrado, entonces H = Im(I −µK )⊕ Im(I −µK )⊥, donde Im(I −µK )⊥ = ker(I −µK ∗) así
para cualquier v ∈ ker(I −µK ∗).

Observación 3.3 La dicotomia entre la primera y segunda clase de ecuaciones es decir (es de-
cir λ = 0 y λ 6= 0) todavía puede parecer un tanto misterioso. Otra forma de ver por que existe tal
distinción es observar que según el Lema 3.1, el rango de K consiste en funciones continuas.

Claramente, la ecuación K u = f no puede tener una solución si f es discontinua. Ahora aunque
el conjunto de funciones continuas es denso en L 2[a , b ] hay un sentido bien definido en el que hay
funciones más discontinuas en L 2[a , b ] (no es difícil convertir una función continua en discontinua,
sólo cambia el valor en un punto, en cambio la inversa en general es más complicado). Por lo tanto
K u = f sólo se puede resolver para un conjunto de funciones "pequeño ” y denso.

Esto se refleja en la falta de buena postura de esta ecuación, por otro lado, la reorganización
de (I −µK )u = f simplemente conduce a una condición necesaria de que necesitan ser continuas
individualmente. Esto claramente no impide que existan soluciones, simplemente nos dice algo
sobre la solución y, por lo tanto, es coherente con la teoría de existencia y unicidad de solución
anterior.

Ejemplo 3.1. Ilustramos los resultados anteriores al considerar la segunda ecuación de Fredholm

u (s )−µ
∫ 1

0

e s−t u (t )d t = f (s ), (3.1.7)

reorganizando

u (s ) = f (s )+µ

∫ 1

0

e s−t u (t )d t

= f (s )+ (µ

∫ 1

0

e 1−t u (t )d t )e s ,

u (s ) = f (s )+ c ∗ e s , (3.1.8)
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donde c es una constante desconocida sustituyendo en 1 se tiene

c (1−µ) =µ
∫ 1

0

e −t f (t )d t , (3.1.9)

ahora se supone que µ 6= 1 entonces c se determina de forma única por 3 y así 1 tiene solución

u (s ) = f (s )+
µ
∫ 1

0
e −t f (t )d t

1−µ e s .

Por otro lado, si µ= 1 entonces 3 no tiene solución a menos que

∫ 1

0

e −t f (t )d t = 0, (3.1.10)

en cuyo caso cualquier c ∈C satisface la ecuación 3.1.9, y la fórmula de la ecuación 3.1.8. con c arbi-
traria, proporciona el conjunto completo de soluciones de la ecuación 3.1.7. En este caso la ecuación
homogénea correspondiente al operador adjunto es

v (t )−
∫ 1

0

e s−t v (s )d s = 0 para s ∈ [0, 1]

y se puede demostrar mediante argumentos similares que cualquier solución de esta ecuación es
un múltiplo escalar de la función v (t ) = e −t , es decir, el conjunto de soluciones de esta ecuación
es un subespacio unidimensional que abarca esta función. Por lo tanto la condición de la ecuación
3.1.8 coincide con la existencia de solución propuesta por la Alternativa de Fredholm.

Sólo se considera solución para la ecuación (I −µK )u = f en el espacio H, sin embargo, en los
problemas particulares de Banach X = C [a , b ] puede ser más natural KH : H→H, y KX : X → X

es posible que la ecuación podría tener una solución distinta de cero u ∈H, pero no una solución
u 6= 0 en X . Además la ecuación (I −µK )u = f solo podría tener una solución u ∈H−X incluso si
f ∈ X , puede ocurrir para el general los nucleos en L 2, el Teorema muestra que sólo puede ocurrir
cuando k es continuo.

Teorema 3.4. Supongamos que k es continuo. Sea µ ∈ C r {0}, f ∈ X y u ∈H es una solución

de (I −µK )u = f , entonces:

a) u ∈ X .

b) Si µ es un valor característico de KH si, y sólo si, es un valor característico de KX .

c) Siµ no es un valor característico de K , entonces para cualquier f ∈ X la ecuación (I −µK )u = f

tiene una única solución u ∈ X y, existe la constante c > 0 (independientemente de f ) tal que

‖u‖X ≤ c ‖ f ‖X .

Así el operador I −µKX : X → X es invertible.

Demostración. a ) Si se reordena la ecuación (I −µK )u = f se tiene

u = f +µK u . (3.1.11)

Se supone que f es continuo y por el Lema 3.1 el termino K u es continuo por lo que se puede
deducir que u es continuo entonces u ∈ X .
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b ) Como µ es un valor característico del operador KH si, y sólo si, tiene solución u distinto de
cero para u ∈H tal que (I −µKH)u = 0, por el resultado del inciso a ) u ∈ X por lo tanto µ es
un valor característico del operador KX . Ahora para el recíproco se sabe que X ⊂H lo cual se
da de manera inmediata.

c ) Partiendo del primer Lema 3.1 donde ‖ f ‖X ≤ M (b − a )1/2‖u‖H y por la ecuación 3.1.11
u = f +µK u , a la desigualdad la reescribimos de la siguiente manera γ=M (b −a )1/2 se tiene
lo siguiente

‖u‖X ≤ ‖ f ‖X + |µ|‖K u‖X
≤ ‖ f ‖X + |µ|γ‖u‖H
≤ ‖ f ‖X + |µ|γC ‖ f ‖H
≤ (1+ |µ|γC (b −a )1/2)‖ f ‖X .

Así se demuestra que existe la constante tal que ‖u‖X ≤ c ‖ f ‖X .
Finalmente la correspondencia que tiene el conjunto de valores característicos con el conjunto

de autovalores, se puede deducir que el operador I −µKX : X → X es invertible.

3.2. Ecuación Integral de Volterra

El operador integral de Volterra se consideran un caso especial de los operadores integrales de
Fredholm

(k u )(s ) =

∫ s

a

k (s , t )u (t )d t s ∈ [a , b ] (3.2.1)

donde el límite superior de la integral es la variable s y el núcleo k :△a ,b → C es continuo, ya que
△a ,b ⊂ Ra ,b se define k (s , t ) = 0 cuando t < s , si se extiende el núcleo en general sera discontinuo
a lo largo de la linea s = t en Ra ,b . Sin embargo, todos los resultados en la Sección 3.1 se pueden
repetir, usando la fórmula del operador de Volterra, y se encuentra que estos resultados siguen sien-
do válidos para este caso. Esto se debe a que las integraciones que se presentan en este caso sólo
suponiendo que kernel k es continua en △a ,b , así el kernel tiene las propiedades de continuidad
requeridas en la Sección 3.1, donde son realmente válidos para L 2[a , b ] (independientemente del
kernel extendido). Al igual que los operadores de Fredholm, existe:
primera clase de Ecuación de Volterra

K u = f ,

segunda clase Ecuación de Volterra
I −µK u = f .

La teoría de existencia y unicidad de solución sólo para la ecuación de segunda clase de Volterra
es mucho más amigable que la ecuación de segunda de Fredholm, se mostrará a continuación ta-
les operadores no tienen autovalores distintos de cero es decir solo una alternativa del Teorema de
Fredholm es válida en la existencia de la solución de la ecuación de Volterra para todo f ∈H esto
es por la correspondencia uno a uno con el conjunto de valores característicos. Así se considerará
la norma de H los números definidos en la primera sección serán válidas para esta ecuación.

Lema 3.2. Si K es un operador integral de Volterra en H, entonces existe una constante c > 0 tal que

‖K n‖H ≤
C n

n !
para todo n ∈Nr {0}
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Demostración. Para cualquier u ∈H, tenemos usando la desigualdad de Cauchy Schwarz

|(K u )(s )|=
�

�

�

�

∫ s

a

ks (t )u (t )d t

�

�

�

�

≤
��∫ s

a

|ks (t )||u (t )|
�2�1/2

≤
�∫ s

a

|ks (t )|2d t

�1/2�∫ s

a

|u (t )|2d t

�1/2

≤
�∫ s

a

|ks (t )|2d t

�1/2

‖u‖H,

donde tenemos M ya definido |ks (t )|= |k (s , t )| ≤ sup{|k (s , t )| : s , t ∈ Ra ,b }=M , resulta:

|(K u )(s )| ≤
�∫ b

a

M 2d t

�1/2

‖u‖H

=M

�∫ b

a

d t

�1/2

‖u‖H

=M (b −a )1/2‖u‖H,

para

|(K 2u )(s )|= |K (K (u ))(s )| =
�

�

�

�

∫ s

a

ks (t )(K u )(t )d t

�

�

�

�

≤
∫ s

a

|ks (t )||(K u )(t )|d t

≤
∫ s

a

|ks (t )|M (b −a )1/2‖u‖Hd t

=M (b −a )1/2‖u‖H
∫ s

a

|ks (t )|d t

≤M (b −a )1/2‖u‖H
∫ s

a

M d t

=M (b −a )1/2‖u‖HM (s −a )

=M 2(s −a )(b −a )1/2‖u‖H,

ahora para

|(K 3u )(s )| ≤
∫ s

a

|ks (t )||(K 2u )(t )|d t

≤
∫ s

a

|ks (t )|M 2(s −a )(b −a )1/2‖u‖H

≤M (s −a )M 2(s −a )(b −a )1/2‖u‖H

=M 3 (s −a )2

2
(b −a )1/2‖u‖H.
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Por inducción, usando un cálculo similar por la segunda desigualdad se tiene que, para cada n ≥ 3.

|K n u )(s )| ≤
∫ s

a

|ks (t )||(K n−1u )(t )|d t

≤ (s −a )n−1

(n −1)!
M n (b −a )1/2‖u‖H.

Integrando se obtiene

�∫ b

a

|K n u )(s )|2d s

�1/2

≤
�∫ b

a

�

(s −a )n−1

(n −1)!
M n (b −a )1/2‖u‖H

�2

d s

�1/2

‖K n u‖H ≤
�∫ b

a

(s −a )2n−2

(n −1)!2
M 2n (b −a )‖u‖2

H
d s

�1/2

=
M n (b −a )1/2‖u‖H

(n −1)!

�∫ b

a

(s −a )2n−2d s

�1/2

=
M n (b −a )1/2‖u‖H

(n −1)!

�

(s −a )2n−2

2n −1

�1/2
�

�

�

�

�

b

a

≤ M n (b −a )1/2‖u‖H
(n −1)!

(b −a )n−1/2

p
2n −1

s ∈ [a , b ]

=
M n (b −a )n

(n −1)!
p

2n −1
‖u‖H.

Ahora se puede decir que

C n

n !
≤ M n (b −a )n

(n −1)!
p

2n −1
,

entonces

‖K n u‖H ≤
C n

n !
‖u‖H,

para alguna constante C de donde el resultado sigue de inmediato.

‖K n‖ ≤ C n

n !
n ∈Nr {0}.

Teorema 3.5. Un operador integral de Volterra K en H no tiene autovalores distinto de cero. Por lo

tanto para K la ecuacion (I −µK )u = f tiene una única solución u ∈H para todo µ ∈Cr{0} y f ∈H.

Demostración. Se considera que λ es un autovalor de K que es K u = λu para algún u 6= 0. Por el
Lema 3.2, para todo entero n ≥ 1

|λ|‖u‖H = ‖K n u‖H ≤ ‖K n‖‖u‖H ≤
C n

n !
‖u‖H,
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lo cual implica |λ| ≤ C n

n !
, para un n que tiende al infinito se tiene |λ|= 0, entonces K tiene autovalor

0, como λ = µ−1 no es un valor característico ver definición de valor característico, entonces por el
inciso a ) del Teorema de la Alternativa de Fredholm µ no es valor característico de K la ecuación
tiene una única solución u ∈H para cualquier f ∈H.

Observación 3.4 Se define que un operador acotado T en un espacio de Banach es nilpotente si
T n = 0 para algún n ≥ 1; y cuasi-nilpotente si, ‖T n‖1/n→ 0 cuando n −→∞.

El Lema de Volterra muestra que cualquier operador integral de Volterra es cuasi-nilpotente. La
prueba del Teorema 3.5 actualmente muestra que cualquier operador cuasi-nilpotente como un
operador integral de Volterra no puede tener puntos distintos de ceros en su espectro (que todos los
puntos distinto de cero en el espectro son autovalores).

3.3. Ecuaciones Diferenciales

La principal dificultad para aplicar la teoría anterior a las ecuaciones diferenciales es que los
operadores diferenciales que surgen son generalmente no acotados. Existe dos formas para superar
es dificultad. La primera es desarrollar una teoría de transformaciones lineales no acotadas, es bas-
tante complicado para desarrollarlo en un proyecto de pre grado. La segunda forma es reformular
los problemas de ecuaciones diferenciales, los cuales se traen transformaciones no acotadas, como
problemas de ecuaciones integrales, los cuales se traen operadores integrales acotados. Se desa-
rrollará este método, se considera las ecuaciones diferenciales ordinarias se segundo orden, pero se
puede extenderse a problemas muchos más generales. El primer tipo de problema es con condición
inicial.

Se considera la ecuación diferencial.

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s ), s ∈ [a , b ], (3.3.1)

donde p , q y f son funciones continuas conocidas en [a , b ], con condición inicial:

u (a ) = a0, u ′(a ) = a1, (3.3.2)

para algunas constantes dadas a0, a1 ∈ C. Una solución del problema con condición inicial, es un
elemento u ∈C [a , b ] satisfaciendo 3.3.1, 3.3.2.

Los siguientes lemas muestran que este problema es equivalente, a una ecuación integral de
Volterra.
Sea X = C [a , b ] y sea S una clase de funciones, u ∈C 2[a , b ] satisfaciendo 3.3.2 para cualquier u ∈ S,
sea S u = u ′′ (ya que u ∈C 2[a , b ] esta definición tiene sentido y S u ∈ X )

Lema 3.3. La transformación S : S→ X es biyectiva.

Demostración. Se considera que u ∈ S y sea w = S u ∈ X , integrando w se obtiene

∫ s

a

(S u )(t )d t =

∫ s

a

w (t )d t ;

entonces
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∫ s

a

u ′′(t )d t =

∫ s

a

w (t )d t ;

usando el Teorema de Fundamental de Calculo se tiene

u ′(s )−u ′(a ) =

∫ s

a

w (t )d t ,

y usando la segunda condición obtenemos

u ′(s )−a1 =

∫ s

a

w (t )d t . (3.3.3)

De nuevo integrando

∫ s

a

(u ′(r )−a1)d r =

∫ ∫

Ía ,b

w (t )d t d r,

entonces

u (s )−u (a )−a1(s −a ) =

∫ s

a

∫ r

a

w (t )d t d r

=

∫ s

a

�∫ s

t

d r

�

w (t )d t

=

∫ s

a

(s − t )w (t )d t .

Por lo tanto,

u (s ) = a0+a1(s −a )+

∫ s

a

(s − t )w (t )d t . (3.3.4)

Así para cualquier u ∈ S, nosotros podemos expresar u en términos de w = S u por la ecuación
3.3.4. Ahora se considera que u1, u2 ∈ S satisfaciendo S u1 = S u2 = w , para algún w ∈ X , entonces
3.3.4 muestra que u1 = u2. Por lo tanto S es inyectiva.

Ahora supongamos que w ∈ X es arbitrario y como se define u en la final de la ecuación 3.3.4.
Entonces por los cálculos anteriores, veremos que u ′ esta dado por 3.3.3 y u ′′ = w así u ∈ C 2[a , b ],
que también u satisface 3.3.2.
Y así comenzando de un arbitrario w ∈ X se tiene construyendo u ∈ S talque S u =w . Por lo tanto S

es sobreyectiva. Así S es biyectiva.

Lema 3.4. La función u ∈ S es una solución del problema con condición inicial de

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s ), s ∈ [a , b ]

y u (a ) = a0, u ′(a ) = a1.

«

entonces w = S u ∈ X satisface:

la ecuación de Volterra.

w (s )−
∫ s

a

k (s , t )w (t )d t = h (t ) (3.3.5)
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donde k (s , t ) =−p (s )−q (s )(s − t )

h (s ) = f (s )− (a0 +a1(s −a ))q (s )−a1p (s ). (3.3.6)

Demostración. Si u ∈ S es una solución del problema con condición inicial

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s ),

u (a ) = a0, u ′(a ) = a1,

se sabe que u ∈ S , entonces se considera que w ∈ X , satisface la relación w = S u y se tiene que
u ′′ = S u es decir que w = u ′′.
Lo que se desarrolla en el Lema 3.3 se obtiene de la ecuación dada 3.3.3 y 3.3.4:

u ′(s )−a1 =

∫ s

a

w (t )d t ,

u (s ) = a0+a1(s −a )+

∫ s

a

(s − t )w (t )d t .

Todo lo que se tiene se lo reemplaza en 3.3.1

w (s )+p (s )(a1 +

∫ s

a

w (t )d t )+q (s )(a0 +a (1)(s −a )+

∫ s

a

(s − t )w (t )d t ) = f (s );

w (s )+p (s )a1 +p (s )

∫ s

a

w (t )d t +q (s )a0 +q (s )a (1)(s −a )+q (s )

∫ s

a

(s − t )w (t )d t = f (s );

operando se tiene

w (s )+

∫ s

a

(p (s )w (t )+q (s )(s − t )w (t ))d t = f (s )−p (s )a1 −q (s )a0 −q (s )a (1)(s −a );

w (s )−
∫ s

a

(−p (s )−q (s )(s − t ))w (t )d t = f (s )−p (s )a1 −q (s )a0 −q (s )a (1)(s −a );

se puede interpretar como

w (s )−
∫ s

a

k (s , t )w (t )d t =H (s ).

Donde el núcleo es
k (s , t ) =−p (s )−q (s )(s − t ))

y
h (s ) = f (s )−p (s )a1 −q (s )a0 −q (s )a (1)(s −a ).

Para el recíproco, el proceso que hicimos es a la inversa lo cual nos daría que u es solución de la
ecuación 3.3.1

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s )

en términos de w .
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Teorema 3.6. El problema con condición inicial de las ecuaciones 3.3.1 y 3.3.2

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s ), s ∈ [a , b ]

u (a ) = a0, u ′(a ) = a1

tiene una única solución u ∈ X = C [a , b ], para cualquier a0, a1 ∈C y cualquier f ∈ X .

Demostración. Se recuerda que el operador integral de Volterra esta en un espacio de Hilbert y no
se vio en el espacio de las funciones continuas, el requisito que se necesita aquí es que k (s , t ) sea
continuo en el△a ,b así se tiene del Teorema 3.4 y donde también se sabe que el operador integral de
Volterra es también cuasi nilpotente por el Lema 3.2 y la Observación 3.4, donde se utiliza la norma
||.||X en lugar de la ||.||H .

Entonces se tiene que la ecuación

w (s )−
∫ s

a

k (s , t )w (t )d t = h (t ); (3.3.7)

k (s , t ) =−p (s )−q (s )(s − t )),

y

h (s ) = f (s )−p (s )a1 −q (s )a0 −q (s )a1(s −a ),

existe la equivalencia al problema con condición inicial y por el Teorema 3.5 donde K tiene autova-
lores distintos de cero, por lo tanto la ecuación (I −µK )w = f tiene una única solución w ∈ X para
cualquier f ∈ X .

Así, se demuestra que el problema con condición inicial tiene una única solución u ∈ X .

Si a0 = 0 y a1 = 0, el espacio S no es un subespacio lineal de C 2[a , b ], y así S no es un
operador lineal en C 2[a , b ]; podemos obtener un operador lineal, primero la transformación
v = u −a0−a1(s −a ) al sustituirlo al problema con condición inicial en 3.3.1 y 3.3.2

v ′′+p v ′+q v = h ;

v (a ) = v ′(a ) = 0.

La aplicación de los argumentos anteriores a este problema transformado da un subespacio lineal
S y una transformación lineal S en C 2[a , b ].

El problema con condición inicial impuso dos condiciones en la solución u en el único punto
a . Lo cual surge el problema cuando se impone una sóla condición:

u (a ) = u (b ) = 0, (3.3.8)

donde dadas las ecuaciones 3.3.1 y 3.3.6

u ′′(s )+p (s )u ′(s )+q (s )u (s ) = f (s ) s ∈ [a , b ];

u (a ) = u (b ) = 0,
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son llamadas el problema con condiciones en frontera, lo cual una solución del problema con con-
diciones de frontera es el elemento u ∈ C 2[a , b ] satisfaciendo las ecuaciones 3.3.1 y 3.3.6. Donde
este problema tiene la equivalencia con la ecuación integral de Fredholm de segundo tipo. Para
simplificar, se supone que la función p = 0 se empieza a considerar la ecuación

u ′′(s )+q (s )u (s ) = f (s ), (3.3.9)

junto con la ecuación 3.3.6 u (a ) = u (b ) = 0.

SeaR es una clase de funciones u ∈C 2[a , b ] satisfaciendo 3.3.6 y definir R ∈ L (R, X )por R u = u ′′.

Lema 3.5. La transformación R ∈ L (R, X ) es biyectiva. Si w ∈ X entonces la solución u ∈ R de la

ecuación R u =w es dado por

u (s ) =

∫ b

a

k (s , t )w (t )d t : (3.3.10)

donde

k (s , t ) =

�

− (s−a )(b−t )
b−a , si a ≤ s ≤ t ≤ b ;

− (b−s )(t−a )
b−a , si a ≤ t ≤ s ≤ b .

Demostración. Se considera que u ∈R y sea w = R u entonces se tiene que

u (s ) = a0+a1(s −a )−
∫ s

a

(s − t )w (t )d t ,

donde a0 = 0 y u ′(s ) = a1 = γ se ve que

u (s ) = γ(s −a )−
∫ s

a

(s − t )w (t )d t ,

para alguna constante γ ∈C.

Esta fórmula satisface la condición de frontera en a . Sustituyendo esta en la condición de fron-
tera en b , lo que se obtiene

u (b ) = γ(b −a )+

∫ b

a

(b − t )w (t )d t ,

donde u (b ) = 0 entonces

0= γ(b −a )+

∫ b

a

(b − t )w (t )d t ,

y por solvencia de la ecuación para γ se tiene

γ=−
∫ b

a
(b − t )w (t )d t

b −a
,
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lo reemplazamos en lo que tenemos

u (s ) =− s −a

b −a

∫ b

a

(b − t )w (t )d t +

∫ s

a

(s − t )w (t )d t

=− s −a

b −a

�∫ s

a

(b − t )w (t )d t +

∫ b

s

(b − t )w (t )d t

�

+

∫ s

a

(s − t )w (t )d t

=

∫ b

a

n

(s − t )− s −a

b −a
(b − t )

o

w (t )d t +

∫ s

a

(s −a )(b − t )

b −a
w (t )d t

=

∫ b

a

§

(b −a )(s − t )− (b − t )(s −a )

b −a

ª

w (t )d t +

∫ s

a

(s −a )(b − t )

b −a
w (t )d t ,

como (b −a )(s − t )− (b − t )(s −a ) = (b s −a s − b t +a t )+ (−s b +a b + s t −a t ) por lo cual,

u (s ) =

∫ b

a

§−a s − b t +a t + s t

b −a

ª

w (t )d t +

∫ s

a

(s −a )(b − t )

b −a
w (t )d t

=

∫ b

a

§−(t −a )(b − s )

b −a

ª

w (t )d t +

∫ s

a

(s −a )(b − t )

b −a
w (t )d t .

Entonces

u (s ) =

∫ b

a

k (s , t )w (t )d t ,

lo cual es la fórmula para u en términos de w , se sabe que R u = w , como se hizo anteriormente
para la inyectividad se tiene que R u1 =R u0 =w entonces

u0(s ) =

∫ b

a

k (s , t )w (t )d t

u1(s ) =

∫ b

a

k (s , t )w (t )d t .

Lo cual prueba la inyectividad de R .

Para la sobreyectividad se sabe que para w de X , existe al menos un u en R tal que R u =w .
Por lo tanto R es biyectiva.

Se puede ver que la función k en el Lema 3.5 es continuo en Ra ,b , sea G0 denotado del operador
integral con el núcleo k .

Lema 3.6. Si u ∈C 2[a , b ] es una solución de 3.3.5 y 3.3.6 entonces si satisface la ecuación integral de

segundo clase de Fredholm

u (s )+

∫ b

a

k (s , t )q (t )u (t )d t = h (s ), (3.3.11)

donde

h (s ) =

∫ b

a

k (s .t )f (t )d t .

Por el contrario, si u ∈C [a , b ] satisface 3.3.9 entonces u ∈R y satisface 3.3.5 y 3.3.6.
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Demostración. Se considera que u ∈R y w ∈ X satisface la relación w = R u , entonces se mantiene
la ecuación 3.3.8. Si u satisface la ecuación 3.3.7, entonces w = f − q u , y sustituyendo esto en la
ecuación 3.3.8 se obtiene la ecuación 3.3.9.

Por el contrario, si u satisface 3.3.9 entonces se puede reescribir esta ecuación como

u =G0(f −q u ),

que en comparación con 3.3.8 muestra que

u”=w = f −q u ,

y por lo tanto u satisface 3.3.7.

La equivalencia entre el problema con condición inicial y la ecuación integral descrito en el Le-
ma 3.5 es algo más directo que la equivalencia descrito en el Lema 3.3, en que la misma función u

satisface ambos problemas. Sin embargo, es importante tener en cuenta que sólo se debe suponer
que u ∈C [a , b ] y satisface 3.3.9 para concluir que u ∈C 2[a , b ] y satisface 3.3.5 y 3.3.6. Es decir, no se
necesita asumir desde el principio que u ∈C 2[a , b ]. Si es crucial por que cuando se use el resultado
de la sección anterior para tratar de resolver la ecuación integral producirán en el mejor de casos
soluciones en C [a , b ]. Ahora no se puede usar la ecuación integral para deducir que el problema
con condición de frontera tiene una única solución para todo f ∈ X como se pudo para el proble-
ma con condición inicial. De hecho se deduce de la discusión para los problemas de autovalores
para operadores diferenciales que si q ≡ −λ, para una adecuada constante λ entonces el problema
homogéneo tiene soluciones distinto de cero su unicidad ciertamente no puede sostenerse en este
caso. Sin embargo, se puede mostrar que el problema tiene una solución única si la función q es
suficientemente pequeño.

Teorema 3.7. Si (b −a )2||q ||X < 4, entonces el problema con condición de frontera 3.3.5 y 3.3.6 tiene

única solución u para cualquier f ∈ X .

Demostración. Sea Q : X → X el operador integral cuyo núcleo es la función k , q como en 3.3.7.
Entonces se desprende del Teorema A.3 (ver Anexo), que la ecuación 3.3.7 tiene una única solución
u ∈ X para cualquier f ∈ X . Si ||Q ||X < 1, donde k : △a ,b → C y se definió en numero M para las
ecuaciones integrales con la norma en X esta será verdad si (b −a )ma x {|k (s , t )q (t )|} < 1.

Ahora de la definición de k y cálculos elementales si puede ser mostrado que el máximo valor

de
(b −a )2

4
, luego la condición requerida se mantendrá si (b −a )2||q ||X < 4.

El Teorema ahora se deduce de la equivalencia anterior entre problema con condición en fron-
tera 3.3.7.



CAPÍTULO 4
Aplicaciones y Conclusiones

4.1. Ejemplos y Aplicaciones

En este capítulo se mostrará ejemplos de ecuaciones integrales de Frendholm y ecuaciones in-
tegrales de Volterra.

PROBLEMA DE STURM - LIOUVILLE

Se considera la ecuación de tipo canónico Sturm- Liouville

d

d x
[p (x )u ′(x )] +q (x )u (x ) = f (x ) si solo si L (u ) = f (x )

donde se supone que p > 0 en [0, 1] y p ∈C 1([0, 1]), q , f ∈C 0([0, 1]) y se añade además las condi-
ciones de frontera

u (0) = 0, u (1) = 0,

gracias al Teorema de Peano, este problema posee solución de clase C 2([0, 1]).

Pasando a sistema la ecuación

p ′(x )u ′(x )+p (x )u ′′(x )+q (x )u (x ) = f (x ),

si se considera que p (x ) = 1 es una función constante se tiene que

u ′′(x )+q (x )u (x ) = f (x ),

�

−u1(x ) = u (x )

−u2(x ) = u ′(x ) = u ′1(x ).
⇒
�

−u ′1(x ) = u2(x )

−u ′2(x ) =−q (x )u1(x )+ f (x ).

Entonces, se expresa en forma matricial

�

u ′1
u ′2

�

=

�

0 1
−q 0

��

u1

u2

�

=

�

0
f

�

. (4.1.1)

41
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La solución de la ecuación no homogénea es la solución de la homogénea mas aún solución par-
ticular. Por tanto, se considera conocidas b1(x ) y b2(x ) soluciones de la ecuación homogénea tales
que b1 = 0 y b2 = 0 y cuyo Wronskiano W (x ) 6= 0, entonces una solución particular seria

up (x ) = c1(x )b1(x )+ c2(x )b2(x ),

donde c1(x ) y c2(x ) son soluciones del sistema
�

b1 b2

b ′1 b ′2

��

c ′1
c ′2

�

=

�

0
f

�

⇔
�

−b1c ′1 + b2c ′2 = 0
−b ′1c ′1 + b ′2c ′2 = f ,

(4.1.2)

resolviendo el sistema mediante la regla de Cramer

c ′1 =

�

�

�

�

0 b2

f b ′2

�

�

�

�

�

�

�

�

b1 b2

b ′1 b ′2

�

�

�

�

=
−b2(x )f (x )

W (x )
; (4.1.3)

c ′2 =

�

�

�

�

b1 0
b ′1 f

�

�

�

�

�

�

�

�

b1 b2

b ′1 b ′2

�

�

�

�

=
b1(x )f (x )

W (x )
, (4.1.4)

integrando, se obtiene

c1(x ) =−
∫ x

1

b2(s )f (s )

W (s )
d s , ya que c1(x ) =

∫ 1

x

b2(s )f (s )

W (s )
d s ,

y

c2(x ) =

∫ x

0

b1(s )f (s )

W (s )
d s , b1(0) = 0,

por tanto, la solución particular que se busca es

up (x ) =

�∫ 1

x

b2(s )f (s )

W (s )
d s

�

b1(x )+

�∫ x

0

b1(s )f (s )

W (s )
d s

�

b2(x ),

ahora dicha solución particular verifica las condiciones de frontera

up (0) = c1(0)b1(0)+ c2(0)b2(0) = 0,

pues b1(0) = 1 por hipótesis y c2(0) = 0, por definición

up (1) = c1b1(1)+ c2(1)b2(1) = 0,

pues b2(1) = 0 por hipótesis y c1(1) = 0, por definición.

Por lo tanto, la solución de la ecuación, viene dada de la forma

u (x ) = K1b1(x )+K2b2(x )+up (x ),

se impone las condiciones de frontera, se deduce que

u (0) = K1b1(0)+K2b2(0)+up (0) = 0⇔ K2b2(0) = 0⇒ K2 = 0;
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u (1) = K1b1(1)+K2b2(1)+up (1) = 0⇔ K1b1(1) = 0⇒ K1 = 0.

En conclusión, la solución de la ecuación viene dada por

u (x ) =

�∫ 1

x

b2(s )f (s )

W (s )
d s

�

b1(x )+

�∫ x

0

b1(s )f (s )

W (s )
d s

�

b2(x ),

es decir,

u (x ) =

∫ 1

0

k (x , s )f (s )d s ,

donde

k (x , s ) =









−b1(s )b2(x )

W (s )
, 0≤ s ≤ x

−b2(s )b1(x )

W (s )
, x ≤ s ≤ 1.

k (x , s ) se conoce como funcion de Green (ver anexo)
Se ve algunas propiedades de la función de Green:

1. La función de Green considerada como función de x verifica las condiciones de frontera, y la
ecuación diferencial inicial. En efecto,

k (0, s ) =
b1(0)b2(0)

W (0)
= 0, ya que b1(0) = 0, por hipotesis ;

k (1, s ) =
b1(1)b2(1)

W (1)
= 0, ya que b1(1) = 0, por hipotesis ,

luego k (x ,∗) verifica las condiciones de frontera.

Sea y (x ) = k (x , s )

q (x )y (x ) =









−q (x )b1(s )b2(x )

W (s )
, 0≤ s ≤ x

−q (x )b2(s )b1(x )

W (s )
, x ≤ s ≤ 1.

y ′(x ) =









−
b1(s )b

′
2(x )

W (s )
, 0≤ s ≤ x

−
b2(s )b

′
1(x )

W (s )
, x ≤ s ≤ 1.

y ′′(x ) =









−
b1(s )b

′′
2 (x )

W (s )
, 0≤ s ≤ x

−
b2(s )b

′′
1 (x )

W (s )
, x ≤ s ≤ 1.

Por lo tanto,

y ′′(x )+q (x )y (x ) =









−
b1(s )(b

′′
2 (x )+q (x )b2(x ))

W (s )
, 0≤ s ≤ x

−
b2(s )(b

′′
1 (x )+q (x )b1(x ))

W (s )
, x ≤ s ≤ 1,
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pues b1 y b2 son soluciones de la ecuación homogénea principal por hipótesis.

Pero y ′(s ) =δx k (s , s ) =









−
b1(s )b

′
2(s )

W (s )
, 0≤ s

−
b2(s )b

′
1(s )

W (s )
, s ≤ 1.

no es continua en general.

Por lo tanto
y ′′(x )+q (x )y (x ) = 0en[0, 1] excepto enx = s .

2. La función de Green es símetrica en (x , s ). En efecto, sean b1 y b2 dos soluciones de la ecuación
homogénea de la ecuación principal luego se tiene que

b ′′1 +q b1 = 0; (4.1.5)

b ′′2 +q b2 = 0, (4.1.6)

multiplicando 4.1.5 por −b2 y 4.1.6 por b1 y sumando ambas ecuaciones, obtenemos

[b ′′2 b1− b ′′1 b2] +q [b2b1− b1b2] = 0

se tiene en cuenta que W =−b ′1b2, , W ′ = b ′1b ′2 + b1b ′′2 − b ′′1 b2 llegamos a,

W ′ = 0

integrado, se obtiene que W es una constante W =C .

Por lo tanto,

k (x , s ) =









−b2(x )b1(s )

C
, 0≤ s

−b1(x )b2(s )

C
, s ≤ 1.









= k (s , x ).

Se considera ahora el problema

�

−u ′′(x )+ (q (x )−λr (x ))u = f (x ), r (x )> 0,λ∈R
−u (0) = u (1) = 0.

Si b1, b2, W y k (x , s ) siguen significando lo mismo que antes, entonces la solución de esta ecua-
ción tiene que verificar la solución de antes sustituyendo f (x ) por f (x )+λr u :

u (x ) =λ

∫ 1

0

r (s )k (x , s )u (s )d s +

∫ 1

0

k (x , s )f (s )d s , (4.1.7)

se observa que la relación anterior es una ecuación integral de Fredholm de segundo tipo pues la
segunda integral es conocida.

Ahora el recíproco, es decir, toda solución de la ecuación integral de 4.1.7 de C 1([a , b ]) verifica
al reciente problema.
- Condiciones de frontera:

u (0) = λ

∫ 1

0

r (s )k (0, s )u (x )d s +

∫ 1

0

k (0, s )f (s )d s = 0 pues k (0, s ) = 0;

u (1) = λ

∫ 1

0

r (s )k (1, s )u (x )d s +

∫ 1

0

k (1, s )f (s )d s = 0 pues k (1, s ) = 0.
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- Ecuación:
Denotando L (y ) = y ′′+q y , se tiene que:

y1L (y2)− y2L (y1) = y1[y
′′

2 +q y2]− y2[y
′′′

1 +q y1]

=
d

d x
[y1 y ′2 − y2 y ′1 ] =

d

d x
[W (y1, y2)]

Aplicando a y1(x ) = k (x , s ), considerando K como una función de x , y , y2(x ) = u (x ) solución de
la ecuación dada de C 1(0, 1) se obtiene

k L (u )−u L (k ) =
d

d x
[k u ′−uk ′]

donde
∫ s

0

k L (u )d x = k u ′−uk ′′|s−0 y

∫ 1

s

k L (u )d x = k u ′−uk ′′|1
s+

,

de ahí

∫ s

0

k L (u )d x = [k (s−, s )u ′(s−)−u (s−)k ′′(s−, s )]− [k (0, s )u ′(0)−u (0)k ′(0, s )]

∫ 1

s

k L (u )d x = [k (1, s )u ′(1)−u (1)k ′(1, s )]− [k (s+, s )u ′(s+)−u (+)k ′(s+, s )],

sumando ambas integrales

∫ s

0

k L (u )d x +

∫ 1

s

k L (u )d x = [k (s−, s )u ′(s−)−k (s+, s )u ′(s+)]−u (s−)k ′(s−, s )+u (s+)k ′(s+, s )

= u (s )[k ′(s+, s )−k ′(s−, s )],

por otro lado,

k ′(s+, s )−k ′(s−, s ) =
b ′2(s

+)b1(s )− b2(s )b
′
1(s
−)

W (s )
=

W (s )

W (s )
= 1

luego,
u (s )[k ′(s+, s )−k ′(s−, s )] = u (s )

en conclusión
∫ 1

0

k (x , s )L (u )d x = u (s ). (4.1.8)

Por la ecuación dada de Fredholm 4.1.8, permutando x y s se tiene

∫ 1

0

k (s , x )[ f (x )+λr (x )u (x )]d x = u (s ),

como k (x , s ) es simétrica, restando las dos últimas ecuaciones

∫ 1

0

k (x , s )[L (u )− f (x )−λr (x )u (x )]d x = 0.
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Por lo tanto,
k (x , s )[L (u )− f (x )−λr (x )u (x )] = 0 en casi todo (0, 1),

entonces
L (u )− f (x )−λr (x )u (x ) = 0 en casi todo (0, 1),

pues k (x , s ) es no nula en (0, 1). Luego llegamos a que

u ′′(u )+q (x )u (x ) =λr (x )u (x )+ f (x ).

Observar que el núcleo de la ecuación Fredholm, es asimétrico, pues G (x , s ) = r (s )k (x , s ) y
además, r (s )k (x , s ) 6= G (s , x ), pero , si multiplicamos la ecuación dada por

p

r (x ), llamando
Y (x ) =

p

r (x )u (x ).

Y (x ) =λ

∫ 1

0

r (s )
p

r (x )k (x , s )u (s )d s +

∫ 1

0

p

r (x )k (x , s )f (s )d s

si, y solo si, Y (x ) =λ

∫ 1

0

p

r (s )
p

r (x )k (x , s )
p

r (s )u (s )d s +

∫ 1

0

p

r (x )k (x , s )f (s )d s

si, y solo si, Y (x ) =λ

∫ 1

0

p

r (s )
p

r (x )k (x , s )Y (s )d s +

∫ 1

0

p

r (x )k (x , s )f (s )d s .

Ahora el núcleo G (x , s ) =
p

r (s )
p

r (x )k (x , s ) es simétrico, se ve que si la ecuación diferencial es
homogénea (f (x ) = 0), entonces la ecuación integral también sera homogénea (g (x ) = 0).
En conclusión, partiendo del problema con condiciones de frontera hemos llegado a la resolución
de una ecuación integral del tipo Fredholm de segundo tipo con núcleo simétrico.

OSCILADOR ARMÓNICO

Para u ∈ c 2([0, 1]) y w ∈ C ([0, 1]), donde w es un frecuencia prefijada y u (x ) la amplitud que
depende de x , tenemos la ecuación:

�

∗ u ′′+w 2u = 0;
∗ u (0) = 0, u ′(0) = 1,

donde p (x ) = 0, q (x ) = w 2, h (x ) = 0, con lo que k (x , t ) = (t − x )w 2 y f (x ) =
∫ x

0
(x − t )0 d t = 0 y

la ecuación integral correspondiente seria

u (x ) = x +w 2

∫ x

0

(t − x )u (t )d t ,

así vemos que cumple la ecuación integral de Volterra de segunda clase, resolviendo la ecuación de
Volterra podremos obtenerla solución por el método de Laplace obtenemos

u (x ) =
sen(w x )

w
.

Si se dieran condiciones de frontera
∗u (0) = 0;

∗u (1) = 0,
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se tendría que modificar el procedimiento ya que desconocemos u ′(0). La primera integral conduce
a

u ′ =−w 2

∫ x

0

ud x +u0,

volviendo a integrar,

u =−w 2

∫ x

0

(x − t )u (t )d t +u ′(0)x .

Si se impone que la condición de frontera u (1) = 0 entonces

w 2

∫ 1

0

(1− t )u (t )d t = 1 ∗u ′(0);

⇒u ′(0) =
w 2

1

∫ 1

0

(1− t )u (t )d t ;

⇒u ′ =−w 2

∫ 1

0

(x − t )u (t )d t +
w 2

1

∫ 1

0

(1− t )u (t )d t ,

o bien,

u (x ) =w 2

∫ 1

0

t

1
(1− x )u (t )d t +w 2

∫ 1

0

x

1
(1− t )u (t )d t .

Si definimos un núcleo tal que

k (x , t )









∗ t

1
(1− x ) para t < x

∗ x

1
(1− t ) para x < t ,

así tenemos

k (x , t ) =
t

1
(1− x )θ (x − t )+

x

1
(1− t )θ (t − x ),

donde θ (x ) es la función de escalón de Heavisible. Sustituyendo llegamos a que

u (x ) =w 2

∫ 1

0

k (x , t )u (t )d t ,
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que es la ecuación de integral de Fredholm de segundo grado.

Para este ejemplo veremos el desarrollo de una ecuación integral de Fredholm a una ecuación
diferencial de segundo grado.

Los ejemplos físicos conducentes a ecuaciones integrales tenemos la cuerda con carga continua
donde, l es la longitud horizontal de la cuerda de peso despreciable, tensa entre dos puntos A y B

fijados, de manera que no puede ser sensiblemente modificada por la aparición de un peso P en un
punto M a distancia deξ de A, lo que implica naturalmente, una modificación muy leve de la forma
de la cuerda.

Por la gráfica podemos obtener que y (x ) = x t g (α) =
P

T l
x (l −ξ) a la izquierda de punto P

y (x ) = (l − x )t g (β ) =
P

T l
ξ(l − x ) a la derecha de punto P , entonces

y (x ) =
P

T
K (x ,ξ) donde K (x ,ξ) =









x (l −ξ)
l

para x ≤ ξ
ξ(l − x )

l
para x ≥ ξ.

Se supone una carga continua distribuida a lo largo de la cuerda, según la ley de densidad, en cada
elemento dξ hay una carga elemental p (ξ)dξ, aplicando el principio de superposición obtenemos
que la forma de la cuerda viene dada por:

y (x ) =
1

T

∫ l

0

p (ξ)K (x ,ξ)dξ, (4.1.9)

donde esta ecuación es conocida como la ecuación integral de primer tipo de Fredholm.

CUERDA VIBRANTE

Ahora, si la cuerda realiza ciertas oscilaciones. Sea y (x , t ) la posición en el momento t de aquel
punto de la cuerda cuya abscisa es x y sea ρ la densidad lineal de la cuerda. Entonces, sobre un

elemento de la cuerda actúa una fuerza de inercia igual a−ρ∂
2 y (ξ, t )

∂ t 2
. Sustituyendo en la ecuación

4.1.8, se obtiene

y (x , t ) =
−ρ
T

∫ l

0

∂ 2 y (ξ, t )

∂ t 2
K (x ,ξ)dξ
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se considera que la cuerda realiza oscilaciones armónicas, es decir, buscamos soluciones de la forma
y (x , t ) = Y (x )c o s (ωt +θ ),

∂ y

∂ t
= Y (x )(−s e n (ωt +θ )ω);

∂ 2 y

∂ t 2
=−Y (x )ω2c o s (ωt +θ )⇒ ∂

2 y (ξ, t )

∂ t 2
=−Y (ξω2c o s (ωt +θ )).

Por tanto,

Y (x )c o s (ωt +θ ) =
ρ

T

∫ l

0

Y (ξ)ω2c o s (ωt +θ )K (x ,ξ)dξ;

entonces

⇒ Y (x ) =
ρω2

T

∫ l

0

Y (ξ)K (x ,ξ)dξ.

Al ser ρ, T > 0, haciendo
T

ρ
= a 2,

Y (x ) =
ω2

a 2

∫ l

0

Y (ξ)K (x ,ξ)dξ, (4.1.10)

se puede ver que las soluciones de esta ecuación de segundo tipo son las mismas que las de la ecua-
ción diferencial de segundo orden de la ecuación de la cuerda vibrante.

a 2 ∂
2 y

∂ x 2
=
∂ 2 y

∂ t 2
, (4.1.11)

en efecto, se nota que

∂ y

∂ x
= Y ′(x )c o s (ωt +θ )

∂ 2 y

∂ x 2
= Y ”(x )c o s (ωt +θ ).

Por tanto,

a 2 ∂
2 y

∂ x 2
=
∂ 2 y

∂ t 2
si, y solo, sia 2Y ”(x )c o s (ωt +θ ) =−Y (x )ω2c o s (ωt θ );

si, y solo, siY ”(x ) =
−ω2

a 2
Y (x );

si, y solo, siY ”(x )+
ω2

a 2
Y (x ) = 0.

Considerando Y (0) = Y (l ) = 0, obtenemos que:

y (0, t ) = Y (0)c o s (ωt +θ ) = 0;

y (l , t ) = Y (l )c o s (ωt +θ ) = 0.

Por tanto, como lo buscamos para cualquier t, vamos a tomar

�

Y (0) = 0
Y (l ) = 0.
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En conclusión








Y ”+
ω2

a 2
Y = 0

Y (0) = 0
Y (l ) = 0,

(4.1.12)

Se puede ver que toda solución de la ecuación integral inicial es solución de esta ecuación dife-
rencial de segundo grado con condiciones de frontera.

Se parte de la ecuación diferencial de segundo grado, Y ”(ξ) +
ω2

a 2
Y (ξ) = 0, multiplicando por

K (x ,ξ) e integrando entre 0 y l

∫ l

0

Y ”(ξ)K (x ,ξ)dξ+
ω2

a 2

∫ l

0

Y (ξ)K (x ,ξ)dξ= 0.

Formalmente, integrando por partes y teniendo en cuenta como representamos el núcleo

∫ l

0

Y ”(ξ)K (x ,ξ)dξ= K (x ,ξ)Y ′(ξ)|ξ=l

ξ=0−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)Y (ξ)dξ,

entonces
∫ l

0

Y ”(ξ)K (x ,ξ)dξ= K (l ,ξ)Y ′(l )−K (0,ξ)Y ′(0)−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)Y ′(ξ)dξ, (4.1.13)

volviendo a integrar por partes

−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)Y ′(ξ)dξ= ∂ξK (x ,ξ)Y (ξ)|ξ=l

ξ=0+

∫ l

0

∂ 2
ξξ

K (x ,ξ)Y (ξ)dξ,

entonces

−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)Y ′(ξ)dξ=−∂ξK (l ,ξ)Y (l )+ ∂ξK (0,ξ)Y (0)+

∫ l

0

∂ 2
ξξ

K (x ,ξ)Y (ξ)dξ, (4.1.14)

se usa la Teoría de distribuciones, sea ϕ ∈D (0, l ), entonces

〈∂ξK (x ,ξ),ϕ(ξ)〉=−〈K (x ,ξ),ϕ′(ξ)〉=−
∫ l

0

K (x ,ξ)ϕ′(ξ)dξ

=−
∫ x

0

ξ(l − x )

l
ϕ′(ξ)dξ−

∫ l

x

x (l −ξ)
l

ϕ′(ξ)dξ,

integrando por partes

〈∂ξK (x ,ξ),ϕ(ξ)〉=−ξ(l − x )

l
ϕ(ξ)|ξ=x

ξ=0 +

∫ x

0

l − x

l
ϕ(ξ)dξ− x (l −ξ)

l
ϕ(ξ)|ξ=l

ξ=x +

∫ x

0

−x

l
ϕ(ξ)dξ

=
−x (l − x )

l
ϕ(x )+

∫ x

0

l − x

l
ϕ(ξ)dξ+

x (l − x )

l
ϕ(x )+

∫ l

x

−x

l
ϕ(ξ)dξ

=

∫ x

0

l − x

l
ϕ(ξ)dξ+

∫ l

x

−x

l
ϕ(ξ)dξ.
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Por tanto,

∂ξK (x ,ξ) =









x (l −ξ)
l

para x < ξ

ξ(l − x )

l
para x > ξ,

del mismo modo, donde x esta fijada:
¬

∂ 2
ξξ

K (x ,ξ),ϕ(ξ)
¶

=−



∂ξK (x ,ξ),ϕ′(ξ)
�

=−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)ϕ′(ξ)dξ

=−
∫ l

0

∂ξK (x ,ξ)ϕ′(ξ)dξ−
∫ l

x

∂ξK (x ,ξ)ϕ′(ξ)dξ

=−
∫ x

0

�

l − x

l

�

ϕ′(ξ)dξ+

∫ l

x

x

l
ϕ′(ξ)dξ

=−
∫ x

0

�

l − x

l

�

ϕ′(ξ)dξ+

∫ l

x

x

l
ϕ′(ξ)dξ

=−
�

l − x

l

�
∫ x

0

ϕ′(ξ)dξ+
x

l

∫ l

x

ϕ′(ξ)dξ

=−
�

l − x

l

�

�

ϕ(x )−ϕ(0)
�

+
x

l

�

ϕ(l )−ϕ(x )
�

=ϕ(x )

�

− l − x

l
− x

l

�

=−ϕ(x ).

Luego,
¬

∂ 2
ξξ

K (x ,ξ),ϕ(ξ)
¶

=−ϕ(x ) =−



δx ,ϕ
�

,

entonces

∂ 2
ξξ
= K (x ,ξ) =−δx ,

de 4.1.13 y 4.1.14 se llega a

∫ l

0

Y ′′(ξ)K (x ,ξ)dξ=

∫ l

0

∂ 2
ξξ

K (x ,ξ)Y (ξ)dξ

=

∫ l

0

−δx (ξ)Y (ξ)dξ

= 〈δx , Y 〉
=−Y (x ).

En conclusión,

−Y (x )+
ω2

a 2

∫ l

0

K (x ,ξ)Y (ξ)dξ,

entonces

Y (x ) =
ω2

a 2

∫ l

0

K (x ,ξ)Y (ξ)dξ.
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Veamos ahora el recíproco, toda solución de 4.1.10 es solución de 4.1.12

Sea ϕ ∈D(0, l ), vamos a calcular ∂x K (x ,ξ)




∂x K (x ,ξ),ϕ(x )
�

=−



K (x ,ξ,ϕ′(x )
�

=−
∫ l

0

K (x ,ξ)ϕ′(x )dξ

=

∫ ξ

0

x (l −ξ)
l

ϕ′(x )d x −
∫ l

ξ

ξ(l − x )

l
ϕ′(x )d x ,

integrando por partes, se tiene




∂x K (x ,ξ),ϕ(x )
�

=− x (l −ξ)
l

ϕ(x )
�

�
x=ξ

x=0
+

∫ ξ

0

(l −ξ)
l
ϕ(x )d x − ξ(l − x )

l
ϕ(x )

�

�
l

ξ

�

(−ξ)
l

�

ϕ(x )d x

=

∫ ξ

0

l −ξ
l
ϕ(x )d x +

∫ l

ξ

�

−−ξ
l

�

ϕ(x )d x .

Por tanto,

∂ξK (x ,ξ) =









1− ξ
l

para ξ> x

−ξ
l

para x >ξ

.

Ahora calculemos ∂ 2
ξξ

K (x ,ξ) usando que ϕ es una función de soporte compacto en (0, l ) y por
tanto ϕ(0) = 0 y ϕ(l ) = 0.

〈∂x x 2〉=−



∂x K (x ,ξ),ϕ′(x )
�

=−
∫ ξ

0

�

1− ξ
l

�

ϕ′(x )d x +

∫ l

ξ

ξ

l
ϕ′(x )d x

=−
�

1− ξ
l

�

ϕ (x )|x=ξ
x=0 +

ξ

l
ϕ (x )|x=l

x=ξ

=−
�

1− ξ
l

�

ϕ(ξ)+

�

1− ξ
l

�

ϕ(0)+
ξ

l
ϕ(l )− ξ

l
ϕ(ξ)

=−
�

−1+
ξ

l
− ξ

l

�

ϕ(ξ)

=−ϕ(ξ)
=



−δx=ξ,ϕ
�

,

por consiguiente,

∂ 2
x x

K (x ,ξ) =−δx=ξ,

luego
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Y ′′(x ) =
ω2

a 2

∫ l

0

Y (ξ)∂ 2
x x

K (x ,ξ)dξ

=
ω2

a 2

∫ l

0

−δξ=x Y (ξ)dξ

=
−ω2

a 2




δx=ξ, Y
�

=
−ω2

a 2
Y (x ).

Por tanto,

Y ′′+
ω2

a 2
Y = 0,

además, usando la definición del núcleo de K (x ,ξ) definido anteriormente, se tiene que:

Y (l ) =
ω2

a 2

∫ l

0

K (l ,ξ)Y (ξ)dξ= 0

Y (0) =
ω2

a 2

∫ l

0

K (0,ξ)Y (ξ)dξ= 0.

Este ejemplo nos muestra la equivalencia que hay entre los problemas de contorno y las ecuaciones
integrales, pero además nos da las soluciones de una ecuación integral tipo Fredholm homogénea
de segunda especie con núcleo triangular.

Si resolvemos
Y ′′+λY = 0, λ> 0, (4.1.15)

la ecuación característica será r 2 + λ = 0, luego r 2 = λ. Tomando λ = a 2 con a > 0, la solución
fundamental de 4.1.15 vendría dada por

Y (x ) = C1t e x t c o s (a x )+C2sen(a x ).

Al ser Y (0) = 0y Y (l ) = 0, se deduce que C1 = 0 y C2 sen(a l ) = 0 respectivamente.
Como buscamos soluciones no nulas, entonces sen(a l ) = 0, luego a l = kπ, k ∈ Z, y por tanto

a =
kπ

l
con k ≥ 0 ya que a > 0. En consecuencia, la sucesión de valores propios sería λk =

(kπ)2

l 2
y

la sucesión de soluciones propias

Yk (x ) = C sen
�

kπx

l

�

.

En conclusión, las soluciones de 4.1.15 son la solución nula y, tomando un representante, la
sucesión de las soluciones propias

Yk (x ) =
p

λk sen
�

kπx

l

�

=
kπ

l
sen

�

kπx

l

�
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4.2. Conclusiones

Se concluye que:

El Teorema de la Alternativa de Fredholm (Teorema 2.4), muestra la existencia de soluciones de
ecuaciones integrales, bajo ciertas condiciones necesarias para las condiciones. Específicamente,
con el núcleo continuo y el planteamiento de la ecuación integral de Fredholm, tomando como un
caso particular a la ecuación integral de Volterra.

De acuerdo al comportamiento del núcleo continuo en un espacio de Hilbert Complejo de di-
mensión infinita, la Teoría espectral de los operadores compactos, garantiza que el Teorema de la
Alternativa de Fredholm da la posibilidad de una solución o varias soluciones dependiendo si es
una ecuación integral de Fredholm o una ecuación integral de Volterra, asociando a ecuaciones di-
ferencial de segunda clase con condiciones iniciales o de frontera.

El porque se estudian la ecuación integral de Fredholm y la ecuación integral de Volterra, si de-
rivando, bajo las hipótesis necesarias, podemos obtener la ecuación diferencial correspondiente.
La respuesta viene de que las ecuaciones diferenciales necesitan de unas hipótesis de regularidad
mucho mas fuertes que las ecuaciones integrales, de esta forma resulta mas accesible resolverla
mediante una ecuación integral. Vimos que una ecuación diferenciable involucra operadores no
necesariamente acotados, en cambio una ecuación integrable involucra operadores acotados.

Por último, cabe destacar que al haber una estrecha relación entre ecuaciones integrales de Fred-
holm, Volterra y las ecuaciones diferenciales, se utilizaron los resultados vistos en ecuaciones dife-
renciales ordinarias para los ejemplos y las aplicaciones en la física. El trabajo de Fredholm en la
Teoría de ecuaciones integrales marco un cambio de ver los sistemas donde se puede ver más una
opción de resolución de las ecuaciones diferenciales ordinarias.



Anexo A. Resultados utilizados

Teorema A.1. Un espacio de Hilbert infinito dimensional H es separable si solo si tiene una base

ortonormal.

Teorema A.2. Desigualdad de Bessel. Sea X un espacio con producto interno y sea {en}n∈N una

sucesión ortonormal. Para cualquier x ∈ X la serie
∑∞

n=1 |〈x , en 〉|2 converge y

∞
∑

n=1

|〈x , en 〉|2 ≤ ‖x‖2.

Teorema A.3. Sea X un espacio de Banach. Si T es un operador acotado en X con ‖T ‖< 1 entonces

I −T es invertible y la inversa es dado por

(I −T )−1 =

∞
∑

n=0

T n .

Teorema A.4. Sea A = [a , b ] ∗ [c , d ] un rectángulo de tal R2 y f integrable en C (A,R), tal que las

funciones fx ∈ C ([c , d ],R), donde fx (y ) = (x , y ) son integrables en [c , d ], para x ∈ [a , b ], entonces

x 7→
∫ d

c
f (x , y )d y , es integrable en [a , b ] y

∫

A

f =

∫ b

a

�∫ d

c

fx (y )d y

�

d x =

∫ b

a

�∫ d

c

f (x , y )d y

�

d x .
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