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PARTE I:

INTRODUCCION A LAS ESTRUCTURAS
ALGEBRAICAS ORDENADAS

II



Tal vez la mejor manera de describir mi ex-
periencia al hacer matemaéticas sea la de en-
trar a una oscura mansion. Uno entra a la
primera habitacién y estd oscura, muy oscu-
ra. Uno avanza a tientas, tropezando con los
muebles, y gradualmente aprende dénde estd
cada mueble... y finalmente, al cabo de seis
meses o asi, encuentras el interruptor de luz,
lo enciendes y de repente todo se ilumina,

puedes ver exactamente dénde estabas.

Andrew Wiles



v

Introduccion

L estudio de la propiedad Arquimediana en diferentes estructuras algebraicas orde-
nadas constituye una rama importante e influyente de las Estructuras Algebraicas
Ordenadas, en particular de las estructuras algebraicas y topoldgicas inherentes a la
recta real o a productos cartesianos de los reales. La propiedad Arquimediana de los
nimeros reales es un hito no solo en la Matematica sino en la historia de la Matemati-
ca, y trae consigo generalizaciones y abstracciones en los diferentes contextos de la
Matematica, en particular en las estructuras algebraicas en las que se impone un orden

que es compatible con las operaciones.

La propiedad arquimediana de los niimeros reales fue introducida por Arquimedes apro-
ximadamente 200 anos antes de Cristo durante la época de oro del desarrollo antiguo
de la matemaética en la antigua Grecia. Esta propiedad arquimediana es naturalmente
inherente al concepto de orden. Durante la primera parte del siglo XX, es cuando se
formalizan las estructuras algebraicas ordenadas, es natural la introduccién de la pro-
piedad arquimediana en cada una de las estructuras en las que el orden juega un rol

primordial.

La propiedad arquimediana en un grupo totalmente ordenado sucede cuando el conjunto
de nimeros naturales es cofinal. Similarmente se define la propiedad arquimediana en
los ntimeros reales de la forma usual, es decir cuando se toman dos niimeros, uno mayor
que el otro, entonces existe un entero que multiplicado por el niimero menor excede al
mayor. Dada una estructura algebraica ordenada, se plantea investigar las condiciones
bajo las cuales la propiedad arquimediana se verifica y establecer sus consecuencias, su

clasificacién y su generalizacién.

El objetivo general de este trabajo es investigar la propiedad arquimediana en las es-
tructuras algebraicas ordenadas mas conocidas e investigar sus consecuencias, su clasi-

ficacién y generalizacion.

En el presente trabajo desarrollaremos la teoria bésica necesaria para establecer un
concepto formal de la propiedad arquimediana y luego enmarcarlo en las diferentes
estructuras algebraicas ordenadas especificas, tales como los grupos reticularmente or-
denados, los anillos reticularmente ordenados y los espacios vectoriales reticularmente
ordenados. Las definiciones de propiedad arquimediana para las diferentes estructuras
algebraicas ordenadas seran coherentes de manera natural, de tal forma que el concepto

inicial de propiedad arquimediana se preserve.



Capitulo 1

Grupos Reticularmente
Ordenados

A mediados del siglo X X, Garret Birkhof desarroll la teoria de reticulos e introdujo

algunas nociones de grupos reticularmente ordenados.

En estas dos primeras secciones establecemos los hechos necesarios para desarrollar la

teoria de grupos reticularmente-ordenados.

Empezaremos con la definicién y algunos ejemplos ademas de las propiedades elemen-
tales, principalmente aquellas propiedades que tienen que ver con la manipulacién y

calculo algebraico de los elementos.

El concepto de Reticulo puede realizarse de dos maneras, algebraica y geométrica, las

cuales por supuesto son equivalentes.

» La primera: considerarlos (algebraicamente) como grupos o anillos

» La segunda: basada en la nocién de orden, el cual ofrece ademds una vision

geométrica.

Definicién 1.1. (Ira. Definicion de reticulos) Un conjunto no vacio L con dos opera-
ciones binarias internas A y vV (llamamos "met” y 7 join” respectivamente) sobre L es

llamado un reticulo si satisface las siguientes identidades.
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L1: (a) rVy=yVz (conmutatividad)
(b) TANYy=yAzx

L2: (a) xV(yVz)=(xVy)Vz (asociatividad)
(b) ANyNz)=(xAy) Az

L3: (a) r=zVax (idempotencia)
(b) r=xAx

L4: (a) r=zV(xAy) (absorcién)
(b) r=xA(xVy)

Ejemplos

1. Sea L un conjunto de proposiciones, A el conectivo ” conjuncién ” y V el conectivo
de "disyuncién”. Entonces L1 hasta L4 son las propiedades de la logica proposi-

cional

2. Sea L=N
/\ denota el maximo comin divisor
\/ denota el minimo comiin miltiplo

Las identidades L1 a L4 se verifican claramente.
Definicién 1.2. (Orden parcial) Una relacion binaria < definida sobre un conjunto A
define un orden parcial sobre el conjunto A si se satisface lo siguiente :
(i)Ve,x <x  (reflexividad)
(ii) x <y yy <z implicax =y (antisimetria)
(iii) x <y yy < z implica x < z  (transitividad)
si ademds, para cada x, y en A, se cumple
(iv)r<yoy<zx

entonces decimos que < es un orden total en A

Un conjunto no vacio con un orden parcial es llamado un conjunto parcialmente
ordenado, lo que denotamos por cpo, y si la relacion es un orden total entonces
decimos que el conjunto es totalmente ordenado (o una cadena).

En un conjunto parcialmente ordenado A usamos la expresion a < b, que significa
a<bya#b

Denotamos ademas (A, <) como un cpo.
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Ejemplos

1. Sea B un conjunto
(P(B), <) es cpo, donde P(B) es el conjunto de partes de B y C es la relacién de

inclucion.
2. (N,]) es cpo, donde 7 | 7 es la relacién ”divide”.
3. (R, <) es una cadena, donde < es el orden usual en R .
Definicién 1.3. Un grupo parcialmente ordenado es una terna (G, -, <) donde
(a) (G,-) es un grupo,
(b) (G, <) es un conjunto parcialmente ordenado, y

(¢) a <bimplica ac <bc yca < cb, Va,b,c € G. (compatibilidad)

Diremos en este caso que G un po-grupo.

Si (G, <) es un conjunto totalmente ordenado, diremos que G es un grupo totalmente

ordenado, o simplemente un grupo ordenado, lo cual abreviaremos por o-grupo.

Definicién 1.4. (Segunda Definicion de Reticulos) Un conjunto parcialmente ordenado

L es un reticulo si para cada x,y € L existe sup{z,y} einf{z,y} en L.

Notacién: sup{z,y} =z Vy; inf{z,y} =x Ay

Si (G, <) es un conjunto reticularmente ordenado, diremos que G es un grupo reticular-

mente ordenado, lo cual abreviaremos por ¢-grupo.

Ejemplos
1. (P(B), Q) es reticulo, aqui para C, D € P(B) se tiene:
cvD=CUD
CAND=CNnD

2. Cualquier cadena es trivialmente un reticulo.

La relacién de orden de cualquier po-grupo G esta completamente determinado por el
conjunto G = {g € Gle < g} de elementos positivos. GT es llamado en algunos casos

cono positivo de G y es un semigrupo normal de G que no contiene elementos inversos
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de G excepto e. Reciprocamente, cualquiera de estos semigrupos de G sirve como el

conjunto de elementos positivos para algin orden parcial el cual hace a G un po-grupo.

Podemos ver a un /-grupo como un algebra bajo las operaciones de grupo y operacio-
nes de reticulo V y A. Asi, la multiplicacién por la derecha (o izquierda) para cualquier
elemento fijo de G induce un automorfismo reticular de GG, y también la operacién distri-
butiva de grupo bajo las operaciones de reticulo. A lo largo de este capitulo denotaremos
con e para el elemento identidad de un ¢-grupo (o 0 en el caso de ¢-grupos abelianos

donde escribiremos al grupo con la operacién aditiva).

Si un grupo G es también un conjunto parcialmente ordenado y requeriremos que pre-
serve el orden bajo la multiplicacién por la derecha (ad < bd siempre que a < b) lo
llamaremos grupo parcialmente ordenado por la derecha; en este caso si el orden parcial

es lineal, diremos que el grupo es un grupo ordenado derecho.

Ejemplos

1. Los siguientes conjuntos: Z el conjunto de los niimeros enteros; Q, de los racionales;

R de los reales; todos bajo la adicién y orden usual son o-grupos abelianos.

2. Si {G\|\ € A} es una coleccién de ¢-grupos, entonces [[{GA|\ € A}, el producto
cartesiano de la familia de ¢-grupos {Gx|\ € A} ordenados por: f < h si y solo si
fr < hyen Gy para todo A € A, es también un ¢-grupo llamado producto cardinal
de la familia {G)|\ € A}. Este orden en [[{GA|\ € A} es llamado orden cardinal.
La suma directa {f € [[GA|F) = ey para todos, excepto un numero finito de
A € A} es ademds un subreticulo y por lo tanto es un ¢-grupo. A este ¢-grupo lo
denotaremos con Z{G\|A € A} o G1B---BHG, si A ={1,...,n}. Otros subgrupos
subreticulares se dan en el caso de A = {1,2,....} y todo G C R son conjuntos

de sucesiones eventualmente constantes y sucesiones acotadas.

3. Sea GG un {-grupo y A un o-grupo. El producto lexicogrifico de A y G, denotado por
A@G, es el producto directo de grupos A y G ordenado por: (a1, g1) < (a2, g2)
sia; < ag o bien a1 = a2 y ¢1 < go2. Este es un ¢-grupo. El Z-grupo GgG se
define de forma similar, ademds si {G|\ € A} es la suma directa de los grupos
{G\} ordenado por f < gy se tiene un \g € A tal que fr, < gr, ¥ fx = 9a
para todo A inA con A > )g. Nétese que %{G,\M € A} es un o-grupo. Sin
embargo, se debe considerar la siguiente precaucién: Si G # {e} y A es un /-

grupo, entonces G%G es un f-grupo si y solo si A es un o-grupo. Veamos: sea
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ai,az € A tal que a1 £ ag y ag £ ag. Ahora aj(a; Aaz2) "t Aaz(ar Aag)t =ey
bj = aj(a1 Aax)t # e(j = 1,2). Entonces (g,¢) < (e,b1), (e,bs) para todo g € G
también (e, b1) y (e,b2) no tiene la mayor cota inferior en GRG es facil ver que

el f-grupo no trivial G no tiene el elemento mayor.

4. En los ejemplos 2 y 3 nos dan 2 ordenes distintos en el grupo Z ® Z. Otra familia
separada de orden lineal (y con orden reticular) esta dado por: elijamos un nimero
racional arbitrario §. Definamos (my,n1) < (mg,n2) si y solo si my + {ny <

mo + &ng en R.

5. Cualquier £-grupo es libre de torsién. Si G si es cualquier grupo abeliano libre de
torsion, entonces G puede ser encajado (inmerso) en un grupo divisible abeliano
libre de torsién V, el cual es, un espacio vectorial racional. Si A es una base para V,
podemos ordenar a A totalmente. Ya que V' es suma directa de grupos {Gx|\ € A}
con cada G isomorfo a Q, podemos ordenar totalmente a V' como i{G AN €A}
como en el ejemplo 3. Entonces G se convierte en un ¢-grupo con el orden cardinal
del ejemplo 2. Sin embargo, G no podria necesariamente ser un subreticulo de si

mismo.

Nuevamente, si G es un ¢-grupo abeliano (escrito de forma aditiva), entonces se
comporta como grupo abeliano libre de torsién, G esta contenido en la cubierta
divisible de V' cuyos elementos pueden ser descritos como V' = {"glg € G,m,n €
Z",n # 0}, el orden de G puede ser extendido a V dejando 7tg > 0 siy solamente
si g > 0. Esto hace a V' dentro de un ¢-grupo que contiene a G como un subgrupo

subreticular, esto es como un ¢ — subgrupo.

6. Sintetizaremos los ejemplos 2 y 3 en un ejemplo mas general. Sea A un sistema de
raices, es decir un conjunto parcialmente ordenado tal que los limites inferiores de
cada elemento forman un subconjunto parcialmente ordenado. Sea {Gx|A € A} una
familia de o-grupos. Para cada g : A — UG\ con g(\) € Gy, sea supp(g) = {\ €
Alg(N) # e}. V(A,G,) es el grupo de todos los g para el cual cada subconjunto
ordenado lineal no vacié de supp(g) tiene el elemento mas grande. Ordenaremos
V(A,Gy) por: e < g siysolosiey < g(\) para cada A este es el elemento maximal
de supp(g). Usualmente, cada G, puede ser un subgrupo de R. En este caso,
V(A, G)) es llamado un grupo de Hahn sobre A.

7. C(X,R), el grupo aditivo de funciones continuas de un espacio topolégico X en
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R, equipado con el orden puntual: f < gsiy solosi f(z) < g(z) para todo z € X.
Entonces C(X, R) es un ¢-grupo.

. Sea (£2, <) un conjunto ordenado lineal infinito y A(Q) = Aut(Q, <). Ahora A(Q)
es un grupo (bajo la composicién) de todas las aplicaciones que preservan el orden
de permutaciones de Q. El orden puntual hace que A(2) sea un ¢-grupo. Posterior-
mente estudiaremos a estos ¢-grupos. Si g € A(Q2), sea supp(g) = {a € Q|ag # a}.
Sea B(Q2) = {g € A(Q)|Fa, 5 € Q tal que a < supp(g) < S}, un ¢-subgrupo
de A(Q). Si cada vez que a1 < as y B1 < (2 en (, existe g € A(2) tal que
a;g = Bi(i = 1,2), diremos que 2 es doblemente homogéneo. Estos conjuntos or-
denados lineales son n-homogéneos para todo 0 < n € Z y por lo tanto 2, B(2)
es un grupo simple. Otro ejemplo de un grupo simple es debido a Chehata; Sea
C ={g € BR)|3aq < -+ < oy, tal que g|lay,aj41] es lineal (1 < j < n)y
supp(g) C (a1, o) }. Entonces C' es un grupo simple y este puede ser reordenado

para hacer de este un o-grupo.



Capitulo 2

Propiedades Elementales de

(-grupos

En esta seccién haremos una lista de importantes pero sencillas propiedades acerca de
elementos e identidades en £-grupos. Estos serén utilizados respectivamente a lo largo de

esta tesis. En la siguiente seccion se estableceran algunos hechos mas que elementales.
Lema 2.1. En cualquier £-grupo se cumple lo siguiente.

(a) avb=(a"*Ab ) tyanb=(a"tvel)~L

(b) (avb)®=a"Va*tbVv---vab" V" sia yb conmutan.

(c) (anb)*=a"Aa" tbA---Aab® L AD" sia yb conmutan.

Demostracion. (a) (aVb)~! <a1,b7! ya que a,b <aVb Sic<a ' b, entonces
¢! > a,b; también ¢! > aVb. Por lo tanto ¢ < (aVb)~!, probando Asi que (aVb)~! =

a~! Ab~L. El otro lado de (a) es similar.

(b) v (c¢) son similares haciendo induccién sobre n. [ |

Este Lema muestra inmediatamente que existen restricciones considerables en la clase

de grupos que contienen en si a ¢-grupos.

Corolario 2.1. En cualquier £-grupo, si a™ > e para algin entero positivo n, entonces

a > e. Por lo tanto cualquier £-grupo es libre de torsion.
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Demostracion. Por (c), si a™ > e, entonces (a Ae)* =a” Aa" P A---ANahe=a""1 A
ANanhe=(ane)" L Astane=r¢e; Asia>e. Sia™ > ey (a~!)" >e. Por lo tanto

a>eya!>e;ydeesto concluimos que a = e. |

7

Corolario 2.2. En cualquier £-grupo G, sin # 0 y a™ = b", entonces

b= c tac para algin c € G

Demostracion. Sea ¢ =a" PV a* 2bV---Vab" 2V b1 Entonces ac = a™ V a" 1bV

Vabm = varih v e v ab™ ! = b, [ |

En general, a™ = b™ no implica que a = b en un ¢-grupo : Consideremos el ¢-grupo a(R)).

Sea a una traslacién por +1 (Asi aa = a+ 1 si « € R), y sea b definida por:

Va—2n+2n+1, ,sia € 2n,2n+1|(n € Z),
(@a—2n—12%2+2n+2 ,sia€2n+1,2n+2|(n € Z).

ab =

Entonces a,d € A(R) y b? = a?, que es una traslacién de +2, pero a # b. Ciertamente,

ab # ba.
Sin Embargo, si [c,d] = ¢~'d~'cd denota el conmutador, entonces tenemos el siguiente
Lema 2.2. 5i G es un o-grupo, entonces

(a) Sia™="b" para algin entero positivo n, entonces a = b;

(b) Sila", b] = e, para algin entero positivo n, entonces

[a,b] = e.

Demostracion. (a) Si a # b, entonces sin perder generalidad, podemos suponer que
a < b. Por lo tanto a™ < a" b < a®2b? < --- < b"; Asi a™ # b,
(b) Si [a™,b] = e, entonces (b~ta™b)" = b~ 1a"b = a™; Asi b~lab = a se sigue la parte

(a). [ |

Otra consecuencia del Lema 2.2 es:

Lema 2.3. El reticulo de un £-grupo es distributivo; es decir

aV(bnAec)=(avb)A(aVe)yaN(bVe)=(aNb)V(aAec).
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Demostracion. Cualquier reticulo que satisface (a Ab=aAcyaVb=aVec=b=c)

es distributivo.

Ahora utilizamos el hecho que aAb=aAcy aVb=aV c Entonces, usando el Lema
2.2 (a), b = (a AbJaa " (a Ab)'b = (a Ab)aa (a™t Vb )b = (a Ab)a~l(bVa) =
(anc)a~t(cVva)=(ancata(a" Ve le=c. |

Lema 2.4. En cualquier (-grupo, si \/{ax|\ € A} eziste, entonces también existen
V{ax AblA € A} y \{ax ANb|A € A} = (\/{ar|X € A}) AD.

Una consecuencia directa del Lema 2.4 es:

Corolario 2.3. En cualquier £-grupo G, el subgrupo subreticulo generado por gi,.. ., gn
comprende todos los elementos de la forma \/; /\j w;j, donde los elementos w;; todos

pertenecen al subgrupo de G generado por gi,--- ,gn oscilan sobre un conjunto finito.

Definicion 2.1. Definimos, g € G

parte positiva g+ = gVe
parte negativa ¢g— = g_1 Ve
valor absoluto |g| = gy -g-

Un resultado inmediato es | g |= g4y Vg=gVg!

Lema 2.5. En cualquier £-grupo
(a) SiaAb=e, entoncesab=aVb=ba yaNbc=aAlc sic>e.
(b) |a|=ata” >e. Ademds, |a| = e si y sélo si a = e.
(c) atANa™ =e.
(d) a=a"(a")"L.
(e) (ab)t <atbt.
(f) (a®)"=(a")", ()" = (a")" y la|" = |a"].
(9) laVb| <lalVI[b] <lallb].

Demostracion. (a) Si a Ab = e, entonces ab = a(a Ab)"'b=ala Vb Hb=bVa=

a Vb = ba usando el Lema 2.1(a). ademds

aAb<aANbc< (a®>Abanac)Nbc= (aAb)(aNc)=aAc
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(b) Si b > a,a™!, entonces b? > e. Por el corolario anterior, b > e. Asi |[a| =aVa~! >e
y
ata” =(aVve)alVe)=evVava'tve=aVval=]la
Si |a| = e, entonces a Va~! =e; a,a”! < e. Por lo tanto a = e.
(c)atANa” =(aVve)A(atVve)=(aNna ) Ve=(a"!Va)~!Veusando (b), Lema
2.1(a) y el Lema 3.
(d) aa= =a(a"tVe)=eVa=a", también a = a*(a")" .
() abve<abVvVaVvbVvVe=(aVe)bVe).

n .
(f) Si 0 < k < n, entonces (a" % Vv a=F)" =\ a=Rhg=kn=i) > q(n=kkg=k(n=k) — ¢
§=0
usando el Lema 2.1(b). Por el Corolario anterior, a” %V a™" > e. Asi a™ V e > a*. Por

lo tanto

(e =a"Vva"'Vv---Vave=da"Ve=(a")".

De manera similar, (a™)" = (a™)~. Por (a),(b), y (c), |a|® = (aTa™)" = (a")"(a")” =
la™].
(g) a,a™! < |a] y b,b=! < |b|, también a Vb, a=t Ab~! < |a| vV |b]. Asf |a Vb =

(aVvb)V(aVb)~t<|al Vb <lallb] V |a||b] = |a||b] ya que |x| > e para todo .

Corolario 2.4. Cada {-grupo es generado como un grupo por el conjunto de elementos

positivos y este conjunto es semi-aislado.

Teorema 2.5. (Desigualdad triangular) Sea G un l-grupo. ¥g,h € G,| gh |<| g || h ||
gl

Demostracion. Se sigue del siguiente hecho:

i) gh <|gl|hl[n]

i) gh> gl |hl " gt

Lema 2.6. Si gh=hg=|gh|<| gl h]|
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Demostracion. Recordemos que | g |=g+ Vg=gVg !

lgllh] =(gVg)(hvhT)
=ghvh Y vgi(hvh)
=ghVgh tvgthvglht
=ghVv g 'h™' =| gh|

RANEARA
n

Teorema 2.6. Un {-grupo G es abeliano si y solamente si para cada par de elementos

gyh, |gh|<|gllhl

Demostracion. (=) Si G es abeliano entonces por el lema 2.6 se tiene lo deseado.

(<) Suponga que g,h > e. Entonces | gh |= gh =| h™lg7! |y | h7lg7t || A7 |
g Y |=| h || g |= hg implica que gh < hg y por simetria gh > hg.

Por lo que G es un semigrupo abeliano.

Ahora, para cualquier z,y € G :zy =iz ty y "
= aqpypa_ty”!
= ypapy” et
=y oy trya”

1

El siguiente hecho acerca de G ser4 ttil:

Lema 2.7. (Propiedad de interpolacién de Reisz) Si g1,...,9n € GT ye < f <
G192+ gn, entonces f = fifa--- fn para algunos fj € Gt con f; < gj(1 < j <n).

Demostracion. Hacemos induccién sobre n. Sin = 1, es claro y si f < g1 gn+a
entonces fg;il Ve < gy -+ ¢gpn. Por induccién fg;il Ve = fi-- f, para algunos f; € G*,
fi < gj. Pero f(fAgnt1) t=eV fg;il por el Lema 2.1(a), se tiene f = f1--- fu(f A
In+1)-

|
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Lema 2.8. Si G es un £-grupo, entonces para cualquier enteron y g € G,
(@) (ghe)"=g"Ag" LA .. AgAe

(b) (gve)' =g"Vg" ' V..VgVe

Demostracion. (a) Por induccién:
Claramente es cierto para n = 1. Asumamos que es verdad para n — 1, entonces
(ghe)* = (ghe)""-(gAe)
[(gne)*™-glnlghe) ™ e
(" PAG" 2N AgAe)g A" P A(g" 2 A... AgAe).e] hip.
FAGINLANGAGTIANGTEAN L AGgAe
= ¢g"Ag" AL AgAe

Notemos que A es conmutativa, asociativa, idempotente y cumple la ley de la absorcion.

De manera similar para (b)

Teorema 2.7. Un £-grupo G es de torsion libre

Demostracion. Supongamos g" = e; g € G, n un entero positivo debemos mostrar que
g=e
Por el lema 2.8
(gAe)"=g"ANg" PN AgAe;
=g¢" I Ag"EA . AgAhepues gt =e
=(gne)y"
Asi (ghe)" = (gne)" !

de donde g A e = e, pues - es regular.

Puesto que inf{g,e} =e=g>e¢

Similarmente se muestra g < e empleando el lema 2.8 en su inciso (b). Por lo tanto se
tiene que g =€

Definicién 2.2. Si G es un po-grupo. El orden en G es semicerrado (semiclosed) si

g" > e implica g >e.n €N
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Teorema 2.8. El orden de un £-grupo es semicerrado

Demostracion. Si g" > e entonces

(ghe)"=g"Ag" " A---Aghe
=g" NG EA - AgAe
= (gne) !

Donde se aplicé el teorema 2.7 |

Teorema 2.9. Cualquier orden parcial de un grupo abeliano de Torsion Libre puede

ser extendido a un orden total

Corolario 2.10. Cualquier grupo abeliano de torsion puede ser totalmente ordenado y

de aqui un reticulo ordenado



Capitulo 3

Homomorfismos y Subgrupos

Primos

En esta seccidn estudiaremos a los homomorfismos bésicos y a las subdlgebras,que es-

taran naturalmente definidas en el contexto de las estructuras algebraicas ordenadas.

De manera natural es deseable que los homomorfismos no solo preserven la operacion
de grupo sino también las operaciones de reticulo. Por lo tanto, la siguiente definicion

debe satisfacer nuestra motivacion natural.

Definicion 3.1. Se dice que una funcion @ de un £-grupo G en un £-grupo H es un

homomorfismo de /-grupos, si satisface lo siguiente.

(a) ©(fg)=v(f)e(9),
(b)) o(fVag)=e(f)Vel),
(c) o(fNg)=p(f) Nep(g).

Vimos en el Lema 2.1(a), que un homomorfismo de grupos que satisface p(f Ve) =
©(f) V e es un homomorfismo para ¢-grupos, Asi (c) se sigue de (a) y (b). Adopta-
remos la categoria tedrica usada en términos de homomorfismo como hemos definido

anteriormente.

Uno podria esperar que los nicleos de homomorfismos sean subgrupos de subreticulos
normales. Sin embargo, si o(f1) = e = @(f2) v f1 < g < fa entonces ¢(g) = e. esto lleva

a las siguientes definiciones:
Definiciéon 3.2. Un subconjunto C' de un f-grupo es llamado convexo si cj,co € C

14
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ycr < g < ey implica que g € C. Un subgrupo de un subreticulo es llamado un ¢-
subgrupo. Un £-subgrupo convexo normal es llamado £-ideal o ideal para abreviar, st no

hay confusion.

Lema 3.1. Sea C' un subgrupo de un £-grupo G. Entonces C' es un £-subgrupo convexro
sty solo st

C={g€G]||g| <|c| para algin c € C}

Por el Lema 2.2, si C' 'y D son f-subgrupos y C* = DT, entonces C = D. Podemos

probar también el siguiente resultado fundamental.

Teorema 3.1. Sea ¢ : G — H un homomorfismo entre £-grupos. Entonces el nicleo de
¢ es un ideal de G y p(G) es un £-subgrupo de H. Para cualquier ideal N de G, el grupo
cociente G/N hace un l-grupo con NxV Ny = N(z V y) y dualmente, y la aplicacion
natural v : G — G/N dado por v(g) = Ng es un homomorfismo. Si ¢ : G — H
es un homomorfismo con nicleo N, entonces la aplicacion Ng — ¢(g) es un encaje
(inmersion) de G/N en H.

Denotemos por C'(G) a la coleccién de todos los f-subgrupos convexos de un ¢-grupo G.
Claramente C(QG) es cerrado bajo la interseccién arbitraria y también forma un reticulo
completo considerando a la operacion de interseccién como infimo. La operacién union,
lo denotamos por \/, esta dado por: \/{4; | j € J} = {C € C(G) | ¢ 2 A; para todo
j € J}. En general, \/[{4; | j € J} # |U{4; | j € J} incluso cuando J es finito.

Teorema 3.2. Para cualquier ¢-grupo G, C(G) es un reticulo distributivo y un su-
breticulo completo del reticulo de todos los subgrupos de G. Por otra parte, AN \/{C} |
jeJ}=V{ANC;|je J} en C(G).

Demostracion. Si{Cj|j € J} C C(G)y C es el subgrupo de G generado por {C;|j € J},
n
sea |g| <c| con ¢ € C. Entonces ¢ = [] ¢ con ¢ € Cji. Por los Lemas anteriores, g™
k=1
y g~ pueden ser escritos como un producto provenientes de U{C’;“] j € J}. Por lo tanto

g € C; pero C € C(G), por el Lema 2.2. Claramente AN\/{C}|j € J} 2\ V{ANC;|j €

J}ysige ATNV{V{Cj|j € J}, entonces g < [] ¢x cone < g < cx(l <k <n). Ya
k=1

que cada g < g € A, cada g € AN Cjy. |

Corolario 3.3. El conjunto de ideales de un £-grupo es un reticulo distributivo bajo la

inclusion.
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Dado un ¢-subgrupo convexo C de un ¢-grupo G. el conjunto de clases laterales derechos
R(C) de C es un reticulo bajo el orden: Cy < Cf si cg < f para algin ¢ € C. Ciertamen-
te, CgvCf =C(gV f)y dualmente. En el caso especial que R(C') se convierte en orden

lineal con este ordenamiento, llamaremos a C' subgrupo primo de G. Mas formalmente

Definicion 3.3. Sea G un ¢-grupo y P un subgrupo de G. P es un subgrupo primo de
G si:
(i) P es un -subgrupo convezo de G.
(ii) Vx,z € G tales que e < x, e <z yx Az € P implica quex € P 0 z € P.
Proposicién 3.1. Sea G un £-grupo y C un £-subgrupo de G. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) C es un subgrupo primo;

(b) Si Dy y Dy son (-subgrupos convexos de G que contienen a C, entonces
Dy C Dy 0 Dy C Dy

(¢) SiDyy Dy son l-subgrupos convexos de G y DyN Dy = C, entonces también
D1 = C o DQ = C,’

(d) SifANg=e, entonces feC ogeC.
Para probar la proposicién, asumiremos el siguiente Lema.
Para g € G, sea G(g) el f-subgrupo convexo generado por g.

Lema 3.2. G(g) = {f € G||f| < |g|" para algin entero positivo n}. Por lo tanto, si
fr9>e G()NG(9) =G(fVy) yG(fVg) =G(f)VGE(g)

SiG(g) =Gy ge G, entonces g es llamado unidad de orden fuerte.

Demostracion. (Proposicién 7)

(a) = (b) Sie < di € Di\Dy y e < do € Dy\Dq, entonces sin perder generalidad
Cdy < Cds.

Por lo tanto cd; < dy para algin ¢ € C C Ds. Luego, e < d; < ¢ 'dy € Ds, una
contradiccién.

(b) = (c) es inmediato.

(c) = (d) Por el Teorema 3-2y el Lema 7, [CVG(f)|N[CVG(9)] = CV[G(f)NG(g)] =
CVG(fAg) =C. AsiCVGE(f)=CoCVG(g)=C,esdecir, feCogeC.
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(d) = (a) fF(fAg) ' Ag(f Ag)~! =e para todo f,g € G. Asf, sin perder generalidad,
f(f Ag)~t € C. Por lo tanto C(f) = C(f A g) < C(g). De donde se tiene que C es

primo. |

Corolario 3.4. El conjunto de £-subgrupos convexos de un -grupo G tiene orden total

por la inclusion si y solo si G es un o-grupo.

Hay una manera para obtener subgrupos primos, lo cual puede ser de mucha ayuda.
Sea C un {-subgrupo convexo de un ¢-grupo G y g € G\C'. Por el Lema de Zorn, existe

un ¢-subgrupo convexo V de G que contiene a C', maximal con respecto a la propiedad
geV.

Entonces V' es denominado una waluacién de g y un subgrupo regular de G. Cada
g € G\ {e}. Si V* es la interseccién de todos los f-subgrupos convexos de G con la
propiedad que contienen a V, entonces g € V*\ V. Claramente se puede evidenciar que
no existe un f-subgrupo convexo B de G tal que V' C B C V*; es decir V* cubre V en
C(G). Por la Proposicién 7, los subgrupos regulares son primos. Asi subgrupos regulares
son precisamente el infimo de elementos irreducibles del reticulo C(G) y el conjunto de
subgrupos primos es el conjunto de la union finita de elementos irreducibles del reticulo

C(G).

Las valuaciones son muy ttiles para identificar las relaciones de orden definidas en G.

Lema 3.3. 5i G es un £-grupo, entonces f < g si y solo si Pf < Pg para todo subgrupo
reqular P de G.

Demostracion. Si f < g, entonces P(f) < P(fV g) = P(g) para todo P € C(G).
Reciprocamente, si f £ g, entonces fg~' Ve # e Asi existe un valor P de fg=!' Ve.
Ahora e < fg=' Ve ¢& P; por lo tanto P < P(fg~'Vve) = P(fVg)g—!. Por lo tanto
P(g) < P(fVg) =max{P(f),P(g)} por lo tanto P es primo.

Consecuentemente, P(f) £ P(g). |

Si cada valor en un /-grupo G es normal en su cubrimiento (o cobertura), entonces G
es llamado wvaluacion normal. Este concepto sera muy importante para los resultados

posteriores. En virtud del Corolario anterior tenemos el siguiente resultado:

Corolario 3.5. Cada o-grupo es una valuacion normal.
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Precaucién: es posible que para cada elemento que no sea la identidad de un ¢-grupo
éste tenga una valuacién normal sin que el /-grupo en si sea un valuacion normal; C' del

ejemplo 8 de la primera seccién nos brinda un ejemplo de esta afirmacion.

Denotaremos por I'(G) el conjunto de subgrupos regulares de un ¢-grupo G, y II(G)
para el conjunto de subgrupos primos de G. Nétese que I'(G) y II(G) son sistemas de

raices bajo la inclusién.

Recordemos que un sistema de raices es un reticulo en el cual si a es un elemento del
reticulo, entonces el conjunto de todos los elementos mayores o iguales que a es un

conjunto totalmente ordenado (cadena).

Llamaremos C € C(G) ¢-subgrupo convezo cerrado siempre que cualquier conjunto de
elementos de C' que teniendo un supremo en G tiene un supremo en C; es decir si
{¢jljeJ} CCyg=Va{cj|je J}, entonces g € C. Sea K(G) = {C € II(G) | C es

cerrado } , el conjunto de primos cerrados de G.

Se define el radical distributivo, escrito D(G) de un ¢-subgrupo G como la interseccion de
todos los subgrupos cerrados primos de GG. Recordemos la definicién de completamente

distributiva de la primera seccion.

Teorema 3.6. Un (-grupo G es completamente distributivo si y solo si D(G) = {e}.

Deseamos examinar la relacién natural entre C'(G) y C(C) cuando C es un ¢-subgrupo
convexo de G. Este es no trivial cuando C'(G) estd restringido a cierto subconjunto de
II(G), I'(G) y K(G) como lo demostraremos ahora.

Sea L un reticulo Brouweriano; es decir L satisface la identidad a A \/{b; | j € J} =
V{aAnb;|je J} siempre que \/{b; | j € J} exista. Claramente, para cualquier a,b € L
existe un elemento "mas grande”c € L tal que aAc < b, denotaremos a este elemento por
b : a. Vimos en el Teorema anterior que C'(G) es Brouweriano. Por lo tanto para cualquier
A.B € C(G), existe un elemento "mas grande”B : A € C(G) tal que AN (B : A) C B.
Sea b € B*. Entonces (G(b)V(B: A))NA = (G(b)NA)V((B: A)nA) C (BNA)VB = B.
Por lo tanto G(b) V (B : A) = B : Ay, consecuentemente, AN (B : A) = B.

Si C € C(G), sea Co(G) = {B € C(G) | B 2 C}, Te(G) = I(G) N Ce(G),
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Teorema 3.7. Si C € C(G), entonces A — ANC aplica Cc(G) sobre C(C)\ {C}. La
restriccion a llo(G), T'c(G), y Ko(G) aplica inyectivamente sobre II(C) \ {C}, I'(C) \
{C}, y K(C)\{C} respectivamente, con inversa B : C. SiV € T'c(G), entonces V< V*
si y solamente si VNC < V*NC = (VNC)*, yen este caso V¥V = (VNC)* /VNC.

Demostracion. Si B € C(C), entonces C'N (B : C') = B por lo anterior. Por lo tanto B :
CeCo(G)siB#C.siBell(C),sea f,g € Gcon fAg = e. Ahora (G(f)V(B: C))NC
y (G(g)V(B : C))NC ambos pertenecen a C'(G) y contienen (B : C)NC' = B € II(C). Por
la proposicién anterior sin perder generalidad (G(f)V(B : C))NC C (G(g)V (B : C))NC.

Pero
(G(HV(B:C)NC=(G(f)v(B:C))NnCN(G(g)v(B:C))nC

=((G(f)nG(g) v (B:C)nC
(B:C)NnC = B.

usando el Lema 2.4 y el Teorema 3.6. Se tiene B : C' € II(G). Claramente, si A € II¢(G),
entonces (ANC):C 2 A.Sige (anC:C)*", seace CT\A. AhoragAce (ANC):
C)NC = ANC C Ay también c(gAc)~! ¢ A. Pero A es primoy g(gAc) L Ac(ghe) ™t = ¢;
Por consiguiente g € A.

Consecuentemente, ANC : C' = A, por lo que estas aplicaciones son una inversa de la

otra. El resto del Teorema se sigue del segundo Teorema Fundamental de isomorfismos.
|



Capitulo 4

Anillos y Campos Parcialmente
Ordenados

Un anillo parcialmente ordenado es una cuaterna (R, +, -, <) que satisface lo siguiente.
(a) (R,+,-) es un anillo, (R, <) es un conjunto parcialmente ordenado;
(b) a <bimplica a+c<b+e¢, Va,b,c € R;
(¢) a<byec>0implica ac < bcy ca < cb.
A tal anillo lo denotaremos, para abreviar, por po-anillo. Si (R, <) es totalmente orde-
nado, entonces se dice que R es un anillo totalmente ordenado, abreviado o-anillo. Si
(R, <) es un reticulo, entonces se dice que R es un anillo reticularmente ordenado, y en
tal caso se lo abrevia por f-anillo. Al subconjunto de elementos {a € R | a > 0} de un

anillo parcialmente ordenado R, se lo denomina cono positivo de R. Como hemos visto

en la seccién correspondiente a £-grupos, el cono positivo define un orden.
Teorema 4.1. Un subconjunto P de un po-anillo R es el cono positivo de algin orden
de R,si y solo si, las siguientes condiciones se cumplen.

(a) PN—P={0},

(b) P+PCP,y

(c) PPCP.

ademdas, P define un orden total en R exactamente cuando PN —P = R.

Las condiciones (b) y (c) implican que P es un subanillo, mientras que (a) nos dice

que el dnico elemento de P que satisface que su negativo también esta en P es 0.

20
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Equivalentemente, una suma de elementos de P nunca es 0, a no ser que todos los
sumandos sean cero. A un subanillo con estas caracteristicas lo denominaremos subanillo
cénico.

De las seccion de f-grupos, podemos concluir que el grupo aditivo subyacente de un
po-anillo es un £-grupo abeliano. Entonces todos los resultados obtenidos anteriormente

son validos para este £-grupo aditivo abeliano subyacente.
Teorema 4.2. Un semigrupo P que contiene al 0 es un cono positivo po-anillo si, y
solo si,

(a) el semigrupo aditivo de P es conmutativo y cancelativo, y

(b) P es un subanillo conico.

Demostracion. La necesidad se verifica automéaticamente por la definicién.

Para probar la suficiencia, se tiene por (a) que el semigrupo aditivo P de P puede ser
encajado en un grupo abeliano minimal R .Los elementos de R son de la forma a — b
con a,b € Py. De manera rutinaria se puede probar que si la multiplicacion definida
por la ley distributiva (a — b)(c — d) = (ac + bd) — (ad + bc), entonces R, se convierte
en un anillo R que contiene a P como subanillo. En virtud de (b), P define de hecho

un orden parcial sobre R. |

Los anillos sin divisores de cero tienen una caracteristica importante cuando se les

incorpora un orden.

La condicion siguiente en la definicion de po-anillo:
e a<byc>0implicaac<bcy ca<ch

debe ser sustituida por

e a<byc>0implica ac < bcy ca < cb.

En tal caso se dird que el orden es un orden estricto.

Lema 4.1. Una condicion necesaria y suficiente para un orden parcial P de un anillo

para que sea estricto es que P sea un semianillo sin divisores de cero.
Ejemplos

1. Los anillos Z, Q, y R con las operaciones y orden usuales son anillos totalmente

ordenados.
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2. Un po-grupo conmutativo aditivo bajo la multiplicacion trivial es un po-anillo.

3. El anillo de polinomios R[z]| definido sobre un anillo asociado R sin divisores de
cero se convierte en un po-anillo definiendo f > 0 si y solo si el coeficiente lider
(si f(z) =31 aix’ y a, # 0, el coeficiente lider es a,) de f es mayor que cero.

Este es un orden lexicografico de R[z].



PARTE 11:

CuNAs v CoNOS
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Capitulo 5
Cunas y Conos

En este capitulo presentaremos algunas propiedades bésicas de cunas y conos en espacios
vectoriales. Comenzamos recordando que un subconjunto C' de un espacio vectorial se

llama convero si z,y € C'y 0 < X <1 implica Az + (1 — \)y € C.
Definicion 5.1. Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial se dice que es una
cuna st satisface las dos propiedades siguientes:

(a) W+WCW.

(b) oW CW para todo o > 0.
Claramente, cada cuna es un conjunto convexo. Por otra parte, Si V¥ es una cuna,
entonces, no es dificil ver que el conjunto WN (—W) es un subespacio vectorial. Cuando

este subespacio vectorial es trivial, la cufia se llama un cono. Precisamente, tenemos la

siguiente definicién.

Definicion 5.2. Un subespacio vectorial IC de un espacio vectorial se dice que es un
cono si se satisface la siguientes tres propiedades:

(a) K+KCK,

(b) ok C K para todo o > 0,

(c) Kn(=K)=1{0}.

Un cono con vértice x es cualquier conjunto de la forma x + X, donde K es un cono.

Obviamente, cada cono es una cufla, pero una cuila no tiene que ser un cono. Para

esto, cada subespacio vectorial es una cuna, pero solo el subespacio vectorial trivial es

24
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un cono. Claramente, cada cono (siendo una cufia) es automaticamente un conjunto

convexo.

Recordemos que una relacién binaria > en un conjunto X se dice que es una relacion
de orden en el conjunto X (y X equipadas con > es llamado un conjunto parcialmente

ordenado ) si satisface las tres propiedades siguientes:

(a) reflexividad: x > = para todo x € X ,

(b) antisimetria: x >y y y > z implica = = y,

(¢) transitividad: x >y y y > z implican x > z.
Si una relacién binaria > en un conjunto X satisface las propiedades (a) y (c), es decir, si
> es reflexiva y transitiva pero no necesariamente antisimétrica , entonces < es llamado

una relacion de preorden en el conjunto X (y X equipado con > recibe el nombre de

conjunto preparcialmente ordenado).

Definiciéon 5.3. En un conjunto pre-ordenado , la notacion x > y significa que x >y
y x #y. Vamos a expresar también x > y diciendo que x domina a y, y cuando x >y

es verdad, diremos que T domina estrictamente y.

Alternativamente , el simbolo z > y se denota por y < z, y « > y serd denotado
por y < x. Un subconjunto A de un conjunto preordenado se dice que mayoriza otro

conjunto B si para cada b € B existe algun a € A tal que a > b.

Las cunas se asocian con vector preordenados y conos con vectores ordenados. Una
relacién de orden (respectivamente una relacién de preorden) y en un espacio vectorial
L se dice que es un ordenamiento vectorial ( respectivamente un vector preordenado)
si, en adicién de ser reflexiva , antisimétrica y transitiva (respectivamente reflexiva y
transitiva), > y también compatible con la estructura algebraica de L en el sentido de

que si x > y , entonces
(a) z+z>y+zparatodoz€ Ly

(b) ax > « para todo « > 0.
Un espacio vectorial L equipado con un orden vectorial > se denomina espacio vectorial
ordenado o un espacio vectorial parcialmente ordenado, denotado por (L,>) o simple-
mente L si > es bien definido. En un espacio vectorial ordenado (L, >) cualquier vector
que satisface > 0 se conoce como un vector positivo y la coleccion de todos los vectores
positivos Ly = {z € L : x > 0} se conoce como el cono positivo o simplemente como

el cono de L. Notese que Ly es de hecho un cono en L. Definiciones similares se puede
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dar para un vector de preorden. El cono L, también se denota por L.

Un cono arbitrario I de un espacio vectorial X define un orden vectorial > en X como
x > y siempre que x — y € K. De manera equivalente, x > y siempre que x € y + K o
y € x — K; .Es facil comprobar que > es de hecho un orden vectorial cuya cono positivo
coincide con C, es decir, X = K. En consecuencia, los vectores ordenados y conos estan
en correspondencia uno-a-uno. Eso es, cada cono K de un espacio vectorial X induce
un orden vectorial > en X cuyos vectores positivos son, precisamente, los vectores en
K. Si queremos poner énfasis en que el orden vectorial en X es generado por el cono K,

entonces vamos a denotarlo por >.

Del mismo modo, si > es un preorden vectorial en un espacio vectorial X, entonces el
conjunto de vectores positivos X = {x € X : > 0} es una cuna. Por el contrario, cada
cuna W de X da lugar a un preorden vectorial > en X (dejando z > ysiz—y € W) que
satisface X, = W. De nuevo, si hay una necesidad de hacer hincapié que el preorden
vectorial en X se genera por la cunia VW , entonces denotaremos por >yy. En resumen,

conos dan lugar a ordenamientos vectoriales y cunas para preordenes vectoriales.

Resulta que las cunas son simplemente sumas de subespacios vectoriales con conos.

Lema 5.1. Un subconjunto convexo no vacio VW de un espacio vectorial es una cuna si
y s6lo si es la suma de un subespacio vectorial y un cono, es decir, si y solo si existe un

subespacio vectorial V' y un cono K tal que W =V + K.

ademds, siempre que W es una cuna, tenemos lo siguiente.

1. Si tenemos que V.=Wn(-W)y K = {0} U(W\V), entonces V es un subespacio

vectorial y K es un cono que satisface W =V + K.

2. 85i W =V + K , donde V es un subespacio vectorial y X es un cono tal que
VN K ={0},entonces V=WnN(-W).

3. La cuna W =V + K es un cono , es decir, V = {0}, si y sélo si W no contiene

ninguna linea recta que pasa por el origen.

Ahora sea WV una cuna de un espacio vectorial X, y sea x cualquier vector en el subes-
pacio vectorial generado por W. Elijamos vectores z1,--- ,z, € VW y numeros reales
ai---op tales que =Y oy Sisea It = {i | oy > 0} y Ia = {i | a; < 0}, entonces

tenemos
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T = iai:ﬂi = Z 0T — Z(—ai)xi ew-w.
i=1

el i€l

De esto, facilmente se deduce que el subespacio vectorial generado por W es precisa-
mente W — W.

Definicion 5.4. Una cuna W de un espacio vectorial X se dice que estd generado si

X =W —-W, es decir, si el subespacio vectorial generado por W coincide con X.

Debe quedar claro que una cuna esta generando si y sélo si mayoriza el espacio. Es

decir, tenemos el siguiente resultado sencillo.

Lema 5.2. Una cuna W de un espacio vectorial X estd generando si y sélo si para

cada © € X existe algun y € W que satisface y >y x.

Sea W una cuna de un espacio vectorial X. Diremos que un vector e € W es un orden
unitario (0 mas precisamente un YW-orden unitario en caso de que la cuna W debe
indicarse) si para cada x € X existe algin A > 0 tal que z < Xe. Estd claro que si W
tiene un orden unitario, entonces la cuna ¥V es automaticamente generador. ademads, si
e € W es un orden unitario, entonces también lo son ae para todo a > 0 y e 4+ x para

cada x € W.

Los ordenes unitarios de una cuna coinciden con su puntos internos.

Lema 5.3. Sea W una cuna de algin espacio vectorial X. Un vector e € W es un

orden unitario si y solo si es un punto interno de W.

Demostracion. Supongamos primero que e es un punto interno de W y sea z € X.
Entonces existe algin « > 0 tal que e + a(—z) > 0. Esto implica que = < ée, por lo

que e es un orden unitario.

Por el contrario, supongamos que e es un orden unitario y sea que € X. Hagamos que

algin Ag > 0 tal que \o(—z) < e. Ahora note que para cada 0 < A < )¢ tenemos

A
AM—z) =(—) o(—2) < —e<e.
(~2) = () ho(—2) < e <
En consecuencia, e + Az > 0 para todo 0 < A < A, lo que demuestra que e es un punto

interno de W. [ |
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Hay algunos sistemas ttiles asociados con un espacio vectorial ordenado que juegan un
papel importante en nuestro estudio. Los introduciremos a continuacién. Si x e y son dos
vectores en un espacio vectorial ordenado L que satisface x < y, entonces, el intervalo
de orden [z,y] es el conjunto definido por [z,y] ={z € L |z <z <y}. Siz <y noes
cierto, entonces tenemos que [z,y] = 0, por lo que el intervalo de orden se define para

todos los vectores x e y. Claramente, para todo = e y tenemos
En particular, cada intervalo de orden es un conjunto convexo.

Definicion 5.5. Un subconjunto A de un espacio vectorial ordenado L se dice que es

completo (o orden-convexo) si para cada x,y € A tenemos [x,y] C A.

Claramente, la interseccion de una familia de conjuntos completos es un conjunto com-
pleto. De esto, podemos ver facilmente que cada subconjunto B de L se incluye en
una mas pequena (con respecto a la inclusién), llamado subconjunto-completo el casco

completo de B y denotado [B]. Un breve razonamiento revela que:
[B]=(B+L)NB-LY)= ] [z
z,yeB

De la primera férmula se concluye que

1. el casco completo de un conjunto convexo es convexo, y

2. el casco completo de un conjunto circled es circled.

Un subconjunto A de un espacio vectorial ordenado L se dice que esta acotado superior-
mente si existe algin vector z (llamado una cota superior de A) tal que a < x que es
valido para todo a € A. Del mismo modo, A esta acotado inferiormente si existe algun

vector x (llamado una cota inferior de A) que satisface que = < a para todo a € A.

Un subconjunto A de L esta acotado si A estd acotado superiormente e inferiormente

0, equivalentemente, si se incluye en un intervalo orden.

Un vector u en un espacio vectorial ordenado L se llama extremo superior (o el supremo)

de un subconjunto no vacio A de L, y lo escribimos u = sup A, si

a) u es una cota superior de A, es decir, a < u para todo a € A, y
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b) u es el extremo superior de A en el sentido de que para cualquier cota superior v

de A tenemos u < v

Debe quedar claro a partir de la definicién anterior que un subconjunto no vacio de
una espacio vectorial ordenada puede tener como méximo un supremo. La definicion
del extremo inferior (o el infimo) de un conjunto no vacio A, denotado por inf A, se

introduce de forma analoga.

Las notaciones clasicas de reticulos para el supremo y el infimo de un conjunto finito

{z1,...,2,} son
n n
sup{xi,...,xn} = \/azl y inf{xi,...,x,} = /\CL‘Z
i=1 i=1

también escribiremos sup{z,y} =z Vyy inf{z,y} =z Ay.

Por supuesto, en cualquier espacio vectorial ordenado x A x = x V x = z. En especial
en espacios vectoriales ordenados cualquier conjunto finito de puntos tiene un supremo
y un infimo. Otros espacios vectoriales ordenados que son igualmente raros tienen la
propiedad que algunos pares de vectores no tienen un supremo o un infimo mientras que
otras parejas tienen cotas superiores e inferiores més grandes. En la mayoria de espacios
vectoriales ordenados, para cada par de puntos z,y que no son comparables (es decir,

x %y # x) el supremo x V y e infimo x A y no existen.

Hay una interpretacién geométrica 1til del supremo y el infimo de un conjunto de
dos puntos. Supongamos que K es un cono de un espacio vectorial L. Entonces, para
cualquiera dos vectores z,y € L existe alguna z € L que satisfacen (z + K) N (y +
K) = z+ K si y sélo si z = xVy. Del mismo modo, existe algin w € L tal que
(y—K)N(x—K) =w— K siysélosiw=axAy. Observe que = V y existe pero z Ay

no existe. Volveremos las propiedades de reticulos del capitulo 2.
Seguimos recordando las nociones de redes mondtonas.

Una red {z,} En un conjunto parcialmente ordenado se dice que es creciente, y lo
escribiremos z,, 1 (respectivamente decreciente, y los escribiremos z, |) si @ > (3 implica
To > T3 (respectivamente x, < xg). El simbolo z,, T z significa que zo Ty * = sup x4.
Del mismo modo la notacién z, 1< z (respectivamente = < z, ) significa que la red
{zs} es creciente (respectivamente decreciente) x, < x (respectivamente z < x,) se
cumple para cada indice «. El significado z, | = es andlogo. Las redes decrecientes y

crecientes se denominan redes mondtonas.
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Definicion 5.6. Sea L y M dos espacios vectoriales ordenados. Un operadorT : L — M

se llama un orden isomérfico (o un orden-incrustado) si
(a) T es uno-a-uno y

(b) x>0 se conserva en L siy sélo si Tx > 0 se conserva en M.

Si existe un orden isomorfico sobre (es decir, sobreyectivo) de L a M, entonces L y M

es llamado orden isomdrfico ordenado de espacios vectoriales.

Es decir, dos espacios vectoriales son ordenados de orden isomérfico si y sélo si existe
una correspondencia uno a uno entre los elementos de los espacios vectoriales ordenados

que conserva tanto lo algebraico como las estructuras de orden.

Desde el punto de vista de la teoria de espacios vectoriales ordenados. Dos espacios

vectoriales ordenados isomérficos son vistos como objetos idénticos.

Diremos también que un espacio vectorial ordenado L es orden — incrustado en otro
espacio vectorial ordenado M si existe un orden isomérfico de L a M. En este caso, el
subespacio T'(L) fue ordenado con el vector inducido de M puede ser identificado con

L y por esta razén T'(L) es referido como una copia de L en M.



Capitulo 6

Grupos Arquimedianos

Totalmente ordenados

A manera de introduccién mencionaremos una importante clasificacién de los elementos

de un grupo totalmente ordenado.

Sea G' un grupo totalmente ordenado, el valor absoluto |a| de un elemento a € G es
definido como |a| = méx(a,a™t).

Sean a,b € G, el elemento a se dice que es incomparablemente mds pequeno que b si
la|™ < |b| para todo entero positivo n;

denotamos esta situaciéon por a < b. Por otra parte, a y b son llamados equivalentes

arquimedianos, en notacién: a ~ b, si existen enteros positivos m y n tales que
m n
lal <[b[™ 'y [b] <lal".

y de esto se sigue que

(a) Una, y sélo una de las siguientes relaciones se cumple:
a<b a~b b<a,

para cada par a,b € G;
(b) a < bimplica x~'axr < 7 1bz para cada z € G;

(¢) a<kbya~ cimplica ¢ < b;

31
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(d) a<byb~ dimplica a < d;

() a<kbyb< cimplica a < ¢

(f) a~byb~ cimplicaa~ c.
La equivalencia de arquimedes separa los elementos de G en clases disjuntas que pueden
ser totalmente ordenadas definiendo C; < C5 para las clases Cy y Cs si, y sélo si, para
algunos representantes (y por lo tanto para todos) a € Cy y b € Cs tenemos que a < b.
Los elementos e forman una clase por si mismos, la clase minimal; todas las otras clases
contienen conjuntos con infinitos elementos, para a ~ a” (n = £1,£2,...). Claramente,

G es Arquimediano si, y sélo si, G no tiene més que dos clases arquimedianas.

Definicion 6.1. Un ¢- grupo es arquimediano si e < a y o’ < b, para cualquier entero

positivo n, implica a = e

Teorema 6.1. Un £-grupo arquimediano es abeliano
Demostracion. Si a,b € G donde G es arquimediano. Entonces
la™'b" ab| < |a| V |b|
lo que implica que a b~ lab = e, asf ab = ba |

Comencemos el estudio de los grupos totalmente ordenados, o también llamados o-
grupos con el caso arquimediano. Los siguientes resultados seran indispensables en el

posterior desarrollo.

Lema 6.1. Sean G y H (-grupos y 7 : GT — H™' un {-homomorfismo de semigrupos
talque T(e) = e. Entonces existe una unica extension de T a un {-homomorfismo de

grupos T de G a H (es decir,7 : G — H talque T |g+=T)

Demostracién. Definamos 7(g) = 7(g+) y 7(g9—) "

Se tiene que 7(g7") = 7(g-)7(9+) " = [T(94)7(9-) "] =7(9) ™!
Es decir, 7(g~1) = 7(g)~! Por otro lado se tiene que:
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T(g-)7(ghV e)r(h-) = T[g-(gh Vv e)h]

=7{(9-)lg="grhrh=" Vel(h-)}

=T7[(g94+h+) V (9-h-)]
T(g+hs) V T(9-h-)
(9-)[r(9) " (94 )7 (hs)T(h=) ™"V elT(h-)
(9-)[7(9)7(h) v e]r(h-),

g

aplicado la cancelacién, se tiene

T(ghVe) =[7(g)T(h)] Ve
por lo que 7(gh) = {7[(gh)+]H{7l(gh)-]} "

Lo cual demuestra que 7 es un homomorfismo de grupos ademads, como7(gVe) = 7(g) Ve,
7 es también un l-homomorfismo.

Claramente la unicidad se verifica. [ |

Teorema 6.2. (Teorema de Hélder) Todo o-grupo arquimediano es o-isomorfo a un

subgrupo de (R, +).

Demostracion. Sea G un grupo arquimediano y sea a € G tal que a > e.

Sea ademds b € GT.

Definimos b = {% | a™ <™, Vm,n € Z}.

Como 0 € b, b # 0.

Si g <me b, entonces pn < mgq.

Por el método de reduccién al absurdo, supongamos que a? > b%. Entonces a4 < b4 <
a™ < a™4, lo cual es una contradiccion, por lo que af < b7, lo cual implica que b es un
ideal de Q.

Como b < af para algin K € Z, b esta acotado superiormente y por lo tanto sup(l;)
existe en R.

Definamos 7 : Gt — R por 7(b) = sup(b)
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Afirmacién: 7(bc) = 7(b) + 7(c). Para probar esta afirmacién, sean 2 € by Lec
Sin perdida de generalidad, ¢ = n. Asf, a™ < V" y a? < ¢?. Luego, a™*? < bc" y
a™P L b Si be < b, b < (be)™.

Lo cual implica que a™? < (be)™. Asf, 2 € be.

De esta forma, concluimos que 7(b) + 7(c) < 7(bc).

De manera similar se demuestra que 7(bc) < 7(b) + 7(c).

Si 7(b) = 0, entonces los Uinicas potencias de a que son menores o iguales que potencias
positivas de b son las potencias negativas. Asi, para cada entero positivo n, " < a 'y
por lo tanto b = e; pero esto implica que 7 es inyectiva.

De manera natural se extiende 7 a un o-isomorfismo de G a R aplicando el lema 6,1

El problema de determinar el o-isomorfismo de dos subgrupos de los ntmeros reales
ahora se presenta naturalmente. Una completa respuesta es dada por el siguiente resul-

tado:

Proposicion 6.1. Si A # 0 y B es un subgrupo del grupo aditivo de los nimeros reales,
provisto con el orden natural, y ¢ es un homomorfismo (o o-isomorfismo) de A en B.

Entonces existe un numero real r > 0 tal que

o(a) =ra

para todo a € A.

Demostracion. Sip(ap) = 0 para algin ag € A, con ag > 0, entonces p(a) = 0 para todo
a € A, porque 0 < a < nag implica que p(a) = 0. En este caso, r = 0. En los restantes
casos a; > 0 (a; € A) implica ¢(a;) > 0. Asumamos sin perder generalidad que p(ay) :
w(az) < ai : ag, y tomemos un numero racional m/n (m,n > 0) entre p(ai)/¢(az)
y a1/ag. Tenemos mas < naj, mientras me(az) > np(ay), lo que es imposible. Asi,

¢(a) : a = r es una constante y definitivamente positiva. |

Corolario 6.3. Los o-automorfismos de un o-grupo arquimediano forman un subgrupo

del grupo multiplicativo de los numeros reales positivos.

Finalmente, mencionamos una sencilla consecuencia del Teorema de Holder:

Corolario 6.4. Un o-grupo continuo G # e (es decir, cada seccién de Dedekind deter-

mina un, y sélo un elemento) es isomorfo al o-grupo de los numeros reales.
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Demostracion. Asumamos que o' < b para algina > ey paran =0,1,2,.... El supues-
to implica que lfm sup a” = z existe, esto es tanto como decir que, U(e, a, a?,...,a",...) =
U(x). Por esto tenemos que z satisface ax = = cuando a = e y el grupo tiene orden ar-
quimediano. Por el Teorema de Holder este es o-isomorfo a un subgrupo de los nimeros

reales, y este debe ser continuo. |

Corolario 6.5. Si el orden parcial de G es aislado y G no tiene mds subgrupos convezros
que G y e, entonces G es o-isomorfo a un subgrupo de los nimeros reales (y por tanto

es totalmente ordenado).

Demostracion. Se sigue del Teorema de Holder. |



Capitulo 7
Conos de Arquimedes

El objetivo aqui es introducir y estudiar la clase especial de conos Arquimedianos.

Comenzamos con su definicién.

Definicién 7.1. Un espacio vectorial ordenado L se dice que es Arquimediano (o de-
cimos que L tiene la propiedad Arquimediana) cada vez que se sigue quey € Lyx € Ly

yny < x para todon =1,2,... cony < 0.

Un cono K de un espacio vectorial L se dice que es Arquimediano si el orden inducido

por K en L hace a L un espacio vectorial ordenado Arquimediano.

El vector « € L, en la definiciéon anterior se puede asumir que esta en L.

Lema 7.1. Un vector de espacio ordenado L es Arquimediano si y sdlo si se sigue que

six,y € L yny <x para todosn =1,2,... cony <0.

Demostracidon. Sila condicién es verdad , entonces L es claramente Arquimediano. Para
el contrario, se supone que L es Arquimediano y que para algin x,y € L tenemos ny < z
para todo n € N. Esto implica que (n+ 1)y < x —y para todon € N. Asf z —y > 0, se
deduce facilmente que y < 0. |

Un ejemplo clasico de un espacio vectorial ordenado no-arquimediano esta dado por el
plano lexicogréfico. El plano lezicogrdfico es el espacio vectorial L = R? equipado con
el siguiente orden vectorial (conocido como el orden lexicogrdifico):

1 >0

(x1,22) > (y1,Y2) =
T1 = Y1, %2 = Y2.

36
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El orden lexicografico es inducida por el cono
Ly ={(z,y) €R?*| ox>0o0bienz=0yy >0}

que se conoce como el cono lexicografico.

Para ver que L esta equipado con el cono L es un espacio vectorial ordenado no
Arquimediano, note, que para n(0,1) < (1,0) se mantiene para todo n mientras que
(0,1) ¢ —L. Observe también que el orden lexicogréfico es total. Es decir, que para
cualquiera dos vectores arbitrarios u,v € L son comparables en el sentido de que, o bien

u > v o v > ues cierto.

Los siguientes dos resultados contienen algunas propiedades bésicas de propiedades de

“orden de continuidad” en espacios vectoriales Arquimedianos.

Teorema 7.1. Sea x1,...,xE vectores positivos en un espacio vectorial ordenado Ar-
quimediano. Supongamos que las sucesiones reales {al }(i = 1,...,k) cumple o, j)z
en R para cada i =1,...,k y alay +--- + aﬁxk para cada n. Luego tenemos aixi +
ot agrg < 0.

Demostracion. Fijemos cualquier m € N y luego cogemos algin n tal que a; — of, < %

para todo i = 1,--- , k. Ahora tenemos
a1y + -+ oprg = (1 — o)z + - + (o — b))z + agan + - + afay
< (a1 —ab)ar + -+ (ag — k),
1

1
< —mi -+ —ay,
m m

vemos que m(aqxy + -+ + apxg) < x1+ - - - + 2 es vélido para todos los m € N. Ahora

utilizando la propiedad Arquimediana para ver que ajx1 + - -+ + oy < 0. |

Una consecuencia fécil del resultado anterior es el siguiente.

Corolario 7.2. Sea x1,...,2p € yi1,...,Ym vectores en un espacio vectorial ordenado
arquimediano L. Supongamos que las sucesion de mimeros reales {ai}, (i=1,...,k) y
{Bi}, (G =1,---,m) satisfacen:

(a) a%_ o paracadai:17...k}

(b) @,L para cada j =1,---m y

(¢) almi+-+ahxy < Blyi+ -+ Bl'ym para cada n.
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Si x; y y; pertenecen a Ly — Ly, entonces

oy + -+ ok < Byt + -+ BnYm-

38



Apéndice

Grupos Ordenados

Definicién 7.2. Sea A un conjunto, un subconjunto R # () de A x A se llama una

relacion de orden parcial, si R es reflerivo, transitivo y antisimétrico.
Una relacion de orden se llama total, si ademds se satisface:
VYa,boa<bséb<a dicotomia

Se escribe (A4, <) (escribimos < en lugar de R)

Definicién 7.3. Sea (A, <)un conjunto con una relacion de orden parcial. Si para cada
par a,b € A hay un elemento v € A tal que a < xz; b<z ycuando a=y, b<y,
entonces = <y se llama el x supremo de a y b y se escribe por aVb = x. Andlogamente

para el infimo a A b.
Ejemplos
» (R, <) ; (N, <).Son conjuntos totalmente ordenados

» (NxN,<) donde (a,b) < (c,d)siysélosi a<c y b<d. Asi

(a,b) V (¢,d) = (aVec,bVd)
(3,5)V (4,1) = (4,5)

Observacion. Este ejemplo corresponde a un conjunto parcialmente ordenado, pero

no es un reticulo

Ejemplos de Reticulos

1. (Za +7 y <)

39
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2. (R,+,-,<), como R es abeliano solo necesitamos verificar 1 y 2

3. (Q+,,9)

4. {(f,+,-, <)} coleccién de £—grupos también. []g; es un /—grupo con las opera-

ciones puntuales.
5. (Rx €). (a,b) < (¢,d)siysdlosi a<c o a=c o b<d,esun grupo {—grupo.
6. Sea X un espacio topolégico C(X)={f:X — R/f continua}

(F+o)@) = f)+g()
(f-9)x) = flx)-9(x)
f<g & fl@)<glz) VreX,
(fVg)z) = flz)Vvg(z)
(FAg)x) = flx)Aglz)
Entonces C(X)esun /—grupo. Observemos que R debe ser totalmente ordenado.
7. (Aut(R),o0)
Aut(R) = {f : R — R/f es nbiyectiva y f(z) < f(z) cuando z < z € R}

Cada f € Aut(R) es continuo. f < g, f(x) < g(x) Vo € R. Es un ¢—grupo.

Aqui R puede cambiarse por cualquier cadena d.

8. F(x,y) es el grupo libre generado por =, y

aj' ...af
a; =0y
€ = +1

1

e es el neutro. x <y, Xy xy + < zyzr. {—grupo (un grupo ordenado total).

Lema 7.2. Si (G,0,4,<) es un {—grupo para todo a,b,c € G, si a <b, entonces

Demostracion.

+(anb) = (c+a)A(c+b) = —b+a< —-b+b=0 = —bt+a—a<0—a = —-b<—
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Definicion 7.4. Los elementos del {—grupo G que son mas grandes que 0 se llaman

Ppositivos
Gt ={seG/s >0}
G- ={seG/s <0}

GTUG™ siy sdlo si G es total ordenado.
Lema 7.3. a es positivo ssi —a es negativo

Lema 7.4 (Ley de Morgan). —(aAb)=—aV —b y —(aVb)=—aA—-b

Demostracion.
anNb<a —a< —(aNb)
== = —aV-b<—(aND)
aNb<b —b< —(aNnbd
Sea t = —aV —b, entonces

—a <t —t<a
g = —t<aNb = —(anb) <t = —(aNb) < —aV-b
b<t t<b

Proposicién 7.1. (G, +o,<) es un {—grupo. El reticulo (G, <) es distributivo.

aN(bVe)=(aNb)V(aAc)
aV(bAc)=(aVb)A(aVec)

Demostracion.
a = aAb,alc
bve = aNb,alNc
aN(bVe) = (anb)V(aAc)

Veamos la otra direccion:

z=bVez2b — b—2<0 — a+b—2<a

(aNz)+b—2 < a+b—2z2<a
aNz+b—2z < b
b—z+(aNnz) < b
b—z+(aNz) < aAlbd
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También se puede demostrar usando a <z, b<y = aVv<zVy

—z+(aNz) < aAlc
(anb)V(anc) = (b—z+(aN2)V(ic—z+(aNz))
(b—zVec—2)+aNnz
(bVve)—z)+aNnz
(z—2z)+aNz
= 0+anNz=aAz=aA(bVc)

Usando la antisimetria tenemos la igualdad. W
Lema 7.5. Si a,6>0, a+b>aVbd

Demostracion.

a>20 a+b=b
— a+b>bVa
b>20 a+b>a

Lema 7.6. Va,be G, a—(aAb)+b=aVb

Corolario 7.3. SiaANb=0, entonces a+b=aVb

Demostracién. a—(aAb) = a+b = a+(—aV—b)+b = (0Va—b)+b = bVa=aVd

Definicién 7.5. Sea a € G:
aVO0=a" parte positiva de a

(—a) VO =a" parte negativa de a

a=a"+a = a+a =a+(—aV0)=0Va=a". Ademds a’ Va~ = |a|. Valor

absoluto

Lema 7.7. |a|=a"+a =at Va~

Demostracién. a* Aa™ = 0. Por lema anterior. 0 < (aVO0)A(—aV0)=(aA—a)VO0.
—_—— ——

positivo positivo

Lema 7.8. Vac€ G; atAa” =0

Demostracién. atAa™ = (a+a”)Aa™ = (aA0)+a~ = —(—aV0)+a~ = —a +a~ =0
|

Lema 7.9. (i). |—a|=|q| (ii). —|a| < a < |al
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Demostracion. (i). |—a| = (—a)TV(—a)” = (-aV0)V(aV0)=a" Vat =la
(ii). Como a<|a] = —a<|—a|=la] = —la<a
O bien de otra forma: |a|=a"™Va~ =(aV0)Va =aVa >a

Por otro lado: |a| =a* V ((—=a) V0) =at V(—-a)=(aVO0)V (—-a)=aV (—a) > —a

Ademsds |a|>—-a = —la|<a<|a]. A

Corolario 7.4. |a|=a" +a~

Demostracién. |a| =atVa =at — (et Aa ) +a" =aT +a". R
Corolario 7.5. Si aNb=0, entonces a+b=b+a

Demostracién. a — (a ANb)+b a+b=aVb=bVa=b—(bAa)+a=b+a
a+b=a—(aNb)+b=aVb=bVa=b—(aANb)+a=b+a. N

Lema 7.10. a=a"™ —a~. Si a=s—t, sAt=0, entonces

s=a", t=a

Demostracién. a=— = (—a) V0 = (t—s)V0O =t+ (—sV —t) =t—(sAt) =t

Andlogamente para a™ =s W

Lema 7.11. Vne N, seG:
n(gN0)=ngA(n—1)gA---AgAO0
n(gv0)=ngV(n—-1)gVv---VgVvo0

Demostracién. Demostremos por induccién. para n = 1 es verdad. supongamos que

es verdad para n:

(n+1)(gNA0) = gAO0O+n(gAn0)
gNO+ (ngA---ANgAO0)
(gANO+ng) AN(gAO+(n—=1)g)A---A(gAN0+g) A (gAN0)
(n+DgAng) AN(ngAN(n—1)g)A---AngANgAgA0
= (n+1gA(n)gNh---AgA0. R

Teorema 7.6. Cada g € G con 0 # g, o(g) = +oo. Aqui el o(g) es el orden de g.
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Demostracion. ng = 0 por lo que,
n(gN0) = ngA(n—1)gA---AgA0
= (n—=LgAN---AgAO0

— (n—1)(gA0)

g /N0 =0, entonces g > 0.
n(gvo=(m-1(gVv0o) = gv0=0 = ¢g<0
Luegog=0. N
Corolario 7.7. ng > 0, entonces g > 0
Teorema 7.8 (Descomposicién de Riesz). Si 0 < a < by +---+ by, entonces ezisten
0<ag,az...ay

0<ar <by, a<ar+ax+---+ay

Demostracion. Paran =2, 0 < a <by+ by, 0<b1by

0<ar:=aAnb; <b ag = —ay1 + be, a=ai+ as.
a1 < a
0 < —agt+a=az
ay = —(aAb)+a
= —aV-—-b+a Morgan
OV(=by+a) = 0<b o —-b+a<b.l

Corolario 7.9. Si a,b,c >0, aA(b+c)<(aNb)+(aNc)

Demostracién. 0 < aA(b+c) <b+c.

Por el teorema de Riesz.
aN(b+c)=x+y

donde 0 <z <b, 0<y<c Asi
0<z<aA(b+c)<a, = z<aAb.

También



Capitulo 7. Conos de Arquimedes 45

Teorema 7.10 (Desigualdad triangular). Para todo a,b € G, |a+ b| < |a| + |b] + |a].

En general G no es abeliano (Si G es abeliano, entonces |a + b| < |a| + |b]).

Demostracién. a < |a|, b < |b|, entonces a+ b < |a| + |b] < |a| + [b] + |al.

—la] < a
—b] < b
—lal =[] = la| < —la[ = o] < a+0b
—(lal + (bl +la) < a+b<a]+ [0 +|a]

Entonces |a +b| < ||a| + [b] + |a|| = |a| + |b] + |a|. W
Corolario 7.11. Si G es abeliano Ya,b € G, |a+b| < |a|+ |b]

Definiciéon 7.6. Un subgrupo H < G es un £—subgrupo si para todo a,b € H, aV b,
aNbeH.

Lema 7.12. Si H < G, H es un {—subgrupo si y sélo si para todo a € H, aVv0 € H
(respectivamente aN € H)

Demostraciéon. La demostracién de izquierda a derecha es inmediato. Supongamos

que a,b € H entonces
aVb=a+ 0V (—a+0b) € H pues —a+beH
De la misma forma tenemos

aNb=—(—aV-bcH R
Ejemplo

1. Z < Q < R, son ¢—subgrupos. Si (G, <) es un grupo (G cadena) entonces cada
subgrupo es un /—subgrupo

2. C(X,Z) < C(X,Q) < C(X) son {—subgrupos.

Definicion 7.7. Un anillo A es un £—anillo si es un £—grupo y también para todo
a,bc AT, ab>0

Proposiciéon 7.2. Supongamos que F' es el {—campo y F' es totalmente ordenado. Todo

los cuadrados son positivos.
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Demostracién. 1 » 0 = 1<0 = —-1>0 = (-1)(-1)>0 = 1>0
contradicciéon con 1 < 0.0 < 22 = (—x)%. B

Definiciéon 7.8. Un {—anillo A se llama un f—anillo si cuando aNb=0 y ¢ >0,

entonces acANb=0, caNb=0

Ejemplo Si A es totalmente ordenado y es un £—anillo, entonces es un f—anillo, en-
tonces

aNb=0 = a=0 o b=0
lo que quiere decir es que acAb=0Ab=0y acANO=acA0=0

Lema 7.13. Supongamos que A es un f—anilloy a ANb=0, entonces abANb=0

Demostracion. bAab=abNab=ab=0. R

Corolario 7.12. Supongamos que A es un f— dominio, entonces A es totalmente

ordenado*

Demostracién. a,b >0, (a—aN) A (b—aAb)=0. Sin perder generalidad a Ab =0,
). m

entonces ab=0 (—¢«
Lema 7.14. Supongamos que A esun f—anilloy aNb=0, ¢ > 0, entonces abAcb =10
Lema 7.15. Supongamos que A es un f—anillo ¢ > 0 entonces

Vae€ A, (ca)t =ca®™; (ca)” =ca” (ac)t =ate, (ac)” =ac

Donde (ac)t se llama la parte positiva y (ac)™ la parte negativa

Demostracion. ca = c(a™ —a~) =ca"ca™, ca®, ca” > 0.

at Aa” = 0, por lema anterior eat A ca” = 0 por teorema tenemos cat = (ca)"
ca” = (ca)”. N

Corolario 7.13. ¢ > 0, a € A, entonces c|a| = |cal

Demostracion. c(a+1a~)=ca®™ +ca” = (ca)t + (ca)” = |ca|. A

Lema 7.16. Si a € A, aa® >0, A—familia

1Si no es totalmente ordenado se puede encontrar dos elementos disjuntos
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Demostracién. a®> = (a* —a)(a* —a")=(a")?+ (" )?>0%2 1

a ab
1. >0 < a,bc,d>D0.
c d

-1 0
2. (MataR , <) es un ¢—anillo pero no es un f—anillo, porque < 0 ) =
2
0 -1
1 0
3. (Mat2R , <) no es un f—anillo

Teorema 7.14. Supongamos A un —anillo:

1. A es un f—anillo
2. Cada {—subgrupo X+ es un ideal.
3. Cada £—subgrupo primo minimal es un ideal.

4. Existe una coleccion {(R;, <;)}lier y cada (R; , <;) es un {—anillo totalmente

ordenado y un {—homoemorfismo W : A — [[ R; que ¥ es inyectivo.
el

Demostracion

(1) = (2) Y+ por demostrar que es un ideal.?

Necesitamos que a € A, b€ Y "', entonces ab € Y, entonces ba € Y+
ab=(a" —a b=atb—ab

Aqui, atbeYt, y a beYt.

Supongamos ahora que a € AT, entonces
ab=a(b™ —b") =abt —ab”

Aqui, abt €Y+, y ab~ €Y't be Y entonces bt € Y+, luego b~ € Y+

ac AL, beYt b<0, a,beYt. jabAly| =07 VY

Como b € Y*, entonces b A ly| = 0, para todo y €Y.

Como A es un f—anillo, entonces ab A |y| = 0.

2,4 gt — gt

—a a_—a_a++a_a_; —at +

a” —a a" =0
3Un anillo es un /—grupo
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(4) = (1) Supongamos que ¢ >0, a Ab=0 por (4) tenemos que

U:A— [][R

icl
Por demostrar que ¥(ca A b) = 0, tomar en cuenta que (R;, <) son totalmente

ordenados.
U(ca Ab); = TU(ca) N¥(b); = T(c)¥(a) ANT(b); =0
Como R; esun f—anilloy ¥(c) >0
V(a) AN¥(b); =¥(aAb);=¥(0); =0
Donde ¥(aAb)=0 = aAb=0. &

Ejemplo 1. C(X)C [[ R=RX, Y CG, G es un {—grupo aditivo
reX

Yr={geG/lglnlyl=0, VyeY}
YJ_ € C(G)y YJ_ el pOZaT de Y, donde Yy = {y}} YJ- — yJ_'
Primero a Nb =0, entonces a € P o be P, siy sdlo si

{Be€C(G)] PC B} esuna cadena

{P;} cadena de primos. (| P; también es primo, (usar el lema de Zorn para demostrar

la existencia de primos minimales).

[Z1] existen primos minimales, cada subgrupo minimal es un £—grupo.
Teorema 7.15. P € C(G) un primo. P es minimal si y solo si
ryeP; zAy¢P; zAy-Datvyt

Ademds
N\(G) ={PeC(G)/ P esprimo} ; (G = {0}
con g#0, ge {0}

Teorema 7.16. Supongamos A un f—anillo conmutativo

1. A es semiprimo 4(si a" =a, a=0)

4 A no tiene elementos nilpotentes
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2. VYa,be A, ab=20 ssi |a|A|b]=0
3. Cada polar es un semiprimo (a™ € P = a € P)
4. Cada {—subgrupo primo minimal es primo (ideal)

5. Existe un {—homeomorfismo ¥ : A — [[ Ri con (R;,<) totalmente ordenado
i€l
y R; un dominio.

Demostracion.
(1)=(2) aANb=0 = ab=0, asi
la| A bl =0 = |a||b]=0 = |ab]=0 = ab=0
Ademas si ab = 0, entonces
0 < (lal A [b)* < Jallb] = |ab| = |0] = 0
por (1) tenemos que |a| A |[b] =0
(2) = (1) Supongamos que a€ A, a> =0 (a" =0, a" ' #0, (a"1)2=0).
Por (2) tenemos a-a=0 = |a|/Ala|]=0 = a=0
(1)= (3) P=Y".Seaa? € P,paratodo y€Y: [a®|Alyl=0y |a|A|y| =0 donde:
(a). a’y =0, entonces (a’y)y =0y =0
(b). (ay)? = 0, entonces ay =0
Segtin (2) |a|A|y| =0, ac Y™t
Lema 7.17. P es {—subgrupo convero primo, P es minimo si y sélo si P =

U{X+: X ¢ P}

(3) = (4) P es un {—subgrupo convexo primo minimal. Sabemos que el P es un ideal.

Primero demostraremos que P es semiprimo.

Supongamos a? € P entonces

Jx¢ P a’e Xt
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A
por (3) a € Xt entonces a € P. 5 esun anillo semiprimo. Reciprocamente
mostraremos que es un dominio. Supongamos que (a + p)(b+p) = P, ab € P,

entonces |ab| = |a||b] € P.

Como P es un ideal semirpimo y P es £{—subgrupo convexo, ab > 0
0<(aAD)?><abeP = (aAb)?€EP = aAbEP = acP o bEP
4)=06B) ¥V:A—1]] %, donde P es un /—subgrupo primo minimal.
(5)= (1) ¥: A— ][ D;, suryectivo, donde D; es un dominio:
a"=0 = Y(@");=0 = ¥Y(a);]=0 = ¥a)=0

U es inyectivo , entonces a =0. W

méx(A) = {M < A/ M es un ideal}
espec(A) ={P < A/ P es un primo}
min(A) = {P € espec(P)/ P es un minimo en espec(A4)}

A=7, min(A) = {{0}}, si y sélosi A es un dominio

» O O QO O

R xR, R x {0}, anillo no es un dominio:

Teorema 7.17. Supongamos que A es un f—anillo conmutativo y semiprimo, cada

P € min(A) es un {—subgrupo convexo o primo (minimal en el sentido de ideal).

k
Definicién 7.9. 0 ¢ F, F = {0<x6A/ Jti,ta,.. kg Py A |t <a:}
=1

7

1.z, ye F = xANyeF

k J k J
Ntil<z, ti¢gP:  \lsil <y; $/\y></\’ti|>/\<\/’3i’>
i1 i—1 i=1 i=1
2.5 x€F, x<y = y € F. Entonces F' es un filtro de elementos positivos
F C Ses un ultrafiltro.

Proposicion 7.3. Ezxiste una biyeccion de la coleccion de f—subgrupos primos mini-

males y la coleccion de ultrafiltro de elementos positivos

F—{scF/|s|¢F)}
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es un £—subgrupo convexo primo minimal
P—{geG"/ggdF}
es un ultrafiltro

N={geG/|g|¢ S}, NP, ne N—Ptalque |n| > |n|, n¢ P, entonces
Inle FCS,neN, |n|¢S (=)
N es un {—subgrupo convexo primo minimal (el teorema implica N es un primo), pero
N C P, entonces N = P (P € min(a))
ming(A) = {P {—subgrupo convexo minimal }. min(A) C min,(A)
P € miny(A4), 3Q € min(A), entonces @ < P pero @ € miny(A), entonces P =Q €
min(A)

min(A) C mein(A)
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