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Capitulo 1

Introduccion y Planteamiento del

problema

1.1. Introduccidon

En pleno siglo XXI se utilizan cédigos que facilitan el intercambio de informacién,
ya que se vive en una era digital, es asi que en todo sistema digital, ya sea de co-
municaciones, almacenamiento de datos, la informacion se ve afectada por diversos
fenémenos, generando gran area de trabajo que busca obtener mejores resultados en
la transmision de la informacion, para lo cual se han desarrollado toda una teoria
de codificacién y decodificacion, los cuales en general se han aplicado primordial-
mente con tres grandes objetivos, como el de desarrollar y aplicar los algoritmos y
cddigos que corrijan errores de rafaga, detectar-corregir posibles errores aleatorios y
codificar-decodificar la variedad de palabras enviadas y recibidas, con la ayuda de

la teoria de codigos lineales y ciclicos.

En otras palabras, hacer la transmisién rapida, fiable y segura. En este trabajo se

enfocara a corregir esos errores el cual son ocacionados por diversas circunstancias.
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1.2. Antecedentes

El estudio de los codigos ciclicos surgen de los cédigos lineales, los cuales tienen
estructura de espacio vectorial. Las estructuras algebraicas simplifican el estudio de
cddigos lineales y ciclicos. Por ejemplo un Cdédigo Lineal puede ser descrito por su

matriz generadora.

En este trabajo, me enfocaré en los cédigos ciclicos, presentando su parte tedrica y
algunas propiedades importantes, para la construccion de los mismos presentando

su polinomio generador.

Los cédigos ciclicos fueron estudiados por primera vez por Prange en 1957. Desde
entonces, tedricos de codigos han hecho gran progreso en el estudio de cédigos cicli-
cos para la correccién de errores de rafaga. Muchas clases importantes de cédigos

estan entre codigos ciclicos, como codigos de Hamming, codigos Golay y otros.

Primeramente, definimos los cédigos ciclicos y luego se discutira su estructura alge-
braica y otras propiedades. Caracterizamos a dichos c6digos mediante un polinomio

el cual sera el generador del codigo.

Con la teoria necesaria y las propiedades de los Cédigos Ciclicos veremos la aplica-

cién de los mismos con los algoritmos para la correccion de errores de rafaga.

1.3. Planteamiento del problema

En el presente trabajo se plantea establecer los fundamentos algebraicos, con los

antecedentes ya formulados anteriormente, surge la siguiente interrogante:
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1.4. Formulacién del problema

., Cudl es la interpretacién de la aplicacién del algoritmo de decodificacion para los
cédigos ciclicos que faciliten la correccién de errores de rafaga?.
., Como detectar y corregir los posibles errores aleatorios en las palabras enviadas y

recibidas para cédigos ciclicos?.

1.5. Conocimientos previos

El trabajo a realizar se basa en la teoria de niimeros, anillos, anillos de polinomios,

algebra lineal y teoria de campos finitos.

1.6. Objetivos

1.6.1. Objetivo General

Aplicar los algoritmos y codigos que corrigen errores de rafaga en un Cédigo Ciclico

determinado

1.6.2. Objetivos Especificos

v Conceptuar los codigos lineales, los codigos ciclicos y cddigos que corrigen errores

de rafaga.
v Codificar y decodificar la variedad de palabras enviadas y recibidas, con la ayuda

de la teoria de cddigos lineales y ciclicos.

v'Detectar y corregir posibles errores aleatorios en las palabras enviadas y recibidas,
para hacer el uso del teorema del algoritmo de decodificacién para codigos ciclicos

el cual facilitara la comprension de los Codigos Lineales y Ciclicos.
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1.7. Alcances y limitaciones

Los alcances de este trabajo, es dar una introduccion a la teoria algebraica de Codigos
Lineales, el cual estard enfocado en los Cédigos Ciclicos y su respectiva definicién y
algunas propiedades, para luego aplicar esta teoria para encontrar los pasos para la
decodificacion algoritmica de los codigos ciclicos aplicados a los errores de réafaga.
Por su puesto que la teoria de cédigos ofrece una gran variedad como los cédigos
de Hamming, de Golay o de Huffmman en otros, estudiados sobre anillos, sobre
curvas algebraicas, en este trabajo no se desarrollaran ninguno de ellos. El objetivo
de la misma es dar una informacion sobre otras aplicaciones del algebra abstracta,

y marcar una linea de investigacién para trabajos posteriores.

1.8. Metodologia

La metodologia a ser utilizado en la elaboracién de este proyecto de grado sera la
estandar para este tipo de investigacién, estd enmarcada a la resolucién de problemas
no resueltos en la malla curricular actual y el planteamiento de problemas especificos
dados por el tutor, el cual se pretende obtener el objetivo senalado. Las reuniones con
el tutor son desde anteriores gestiones, pero en esta gestion los seminarios con el tutor
son semanales los dias jueves y viernes en el cual se discuten las observaciones y los

problemas resueltos para luego proceder a la redaccién de los resultados obtenidos.

1.9. Medios

Se utilizara la bibliografia afin que se encuentre en la biblioteca de la carrera de
Matematica, articulos relacionados con el tema, algunos libros provistos por el tutor

y via internet.



Capitulo 2

Topicos de Algebra

2.1. Producto Interno Hermitiano

Sea (,)m : Fl; x Fy; — Fg2 se define como

n
<u) V>H - Z Uivg7
i=1

donde u = (u1,...,up),v=(v1,...,v,) € Fp,.
Teorema 2.1.1 (,)p es un producto interno en Fp.
Nota: Este producto interno se llama Hermitiano.

Para un cédigo lineal C' sobre F 2, su dual Hermitiano se define como
cti ={ve Fi2 @ (v,c)g = 0 para todo c € C'}.

Si C = C*#, entonces decimos que C es auto-dual con respecto al producto interno

Hermitiano.

Demostracion. Para que (, )y sea un producto interno debe satisfacer las siguientes

condiciones: para todo u,v,w € IE‘ZQ
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(a) (u+v,w)g =, w)g+ (v,w)y;
(b) (u,v+w)y = (u,v)g + (0, W)g;
(c) (u,v)y =0 para todo u € Fp, siy sélo si v =0;
(d) (u,v)y =0 para todo v € F}; siy sélo si u=0;

Antes se desglozara la definicién:

n
(u,v)yg = g wv] = ugvf + ugvd + -+ - + Uy vl
i=1

(a) Sea

n n
(u,w)g + (v,w)y = Zuiwf + Zviwg
i—1 i—1

= W w] + ugwi + - - - + upwd + viw{ + vowg + -+ - + vwl
_ q q q q q q
= Urwy + V1w + UWy + VoW + - - - + UyW,, + VW,

= (ug +v))w] + (ug + vo)wd + -+ + (up + vy)wl
i=1
= <u + v, W>H
(b) Sea
(W, vig + (u,w)y = Zuivf + Zuiw?
i=1 i=1

= Uv] + ug0§ + - -+ + UV + wywi + ugwg + - - - + upwd
— q q q q q q
= U1V] + UTWy + UgVy + UgWy + - - - + ULV, + Uy W,

= ur (0] + wi) + ug(vy + wh) + - -+ un (V] + wy)

= Z wi(v] + wi)
i—1

= 2": u;(v; + w;)?
i=1

= <u7V +W>H
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(c) Si v =0 entonces para todo u € Fp,, (0, v)y = 0; Sea

n
_ q
(u,v)yg = g UV
i—1
= ugv] + ugvg + + -+ + up vl

= u10q+u20q+ +Un0q

=0

La reciproca es analoga tomando el caso u # 0.

(d) Si u = 0 entonces para todo v € F, (u,v)g = 0; Sea

n
(u,v)g =) uf
=1

= w10 + ugvd + -+ + upvd
=0v] +0v] +--- 4+ 00l

=0
La reciproca es analoga tomando el caso v # 0. ]

Teorema 2.1.2 Sea C' un cédigo lineal sobre F, con la matriz generadora (I,,|A),

donde I, es la matriz identidad n x n y A es una matriz n x n que satisface A = A”.

(i) Mostrar que C' es auto-dual con respecto al producto interno simpléctico (,)s,

es decir, C' = C*s, donde

Cts ={ve F2": (v,c)s = 0 para todo ¢ € C'}.

(ii) Mostrar que C es equivalente a C*, su dual bajo el producto interno usual

cuclidiano.
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2.2. Distancia de Hamming

Definicién 2.2.3 Sean x, y palabras de longitud n sobre un alfabeto A. La distancia
(Hamming) de x a y denotada por d(x,y), se define como el niimero de lugares en

los cuales la palabra x y la palabra y difieren.

Six=x1---2,, y =1y Yy, entonces

d(x,y) = d(x1,y1) + d(x2,92) + - - + d(Tp, Yn) (0.1)

donde las palabras z;, y; se consideran como palabras de longitud 1, y

1 siz#vy
d(w,y) =

0 siez=y

Ejemplo 2.2.4 Sean A ={0,1} y x =01010, y = 01101, z = 11101, entonces

d(x,y) = d(01010,01101)
=d(0,0) +d(1,1) +d(0,1) + d(1,0) 4+ d(0,1)

—0+4+04+1+14+1=3

2.3. MLD (Decodificacién de Maxima Probabili-
dad)

Supongamos que los cddigos palabra de un cédigo C' se envian a través de un canal
de comunicacién. Si se recibe una palabra x, podemos calcular las probabilidades
de canal directo

P(x recibido|c enviado)

para todos los cédigos palabra ¢ € C'. La decodificacién de maxima probabilidad
(MLD) concluira que cy es el cédigo palabra mas probable transmitido si ¢y maxi-

miza las probabilidades del canal directo; es decir,

P(x recibido|cy enviado) = mécgi P(x recibido|c enviado)
ce
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Hay dos tipos de MLD:

(i) Decodificacién completa de maxima probabilidad (CMLD). Si se recibe una pa-
labra x, encuentre el cédigo palabra mas probable transmitido. Si hay mas de

una de estas palabras clave, seleccione una de ellas arbitrariamente.

(ii)) Decodificaciéon incompleta de méxima probabilidad (IMLD). Si se recibe una
palabra x, encuentre el codigo palabra més probable transmitido. S hay mas de

una de estas palabras clave, solicite una retransmision.

Teorema 2.3.5 Sea C' C F} un cddigo lineal con distancia d. Demuestre que una

palabra x € F} es el lider de clase tinico de x + C' si wt(z) < [(d —1)/2].

Teorema 2.3.6 Sea o un elemento primitivo de [F;m. Entonces el polinomio minimo
de o' con respecto a F, es
M(i)(a:) = H(x —ad),
JEC;

donde C} es la tnica clase ciclotomica de ¢ moédulo ¢™ — 1 que contiene i.

Demostracion. Paso 1: Estd claro que o es una raiz de M (z) como i € C;.
Paso 2: Sea MW (z) = ag + ayx + ... + a,2", donde a, € Fym y r = |Cj].

Elevando cada coeficiente a su potencia gth, obtenemos

al +ajx+ ...+ ala" = H(I—oﬂj): H(m—aj): H(:L’—ozj):M(i)(x).

JEC; §€Cq; jec;
Tengamos en cuenta que utilizamos el hecho de que C; = Cy; en la férmula anterior.
Por lo tanto, a; = af para todo 0 < k < r; es decir, a; son elementos de F,. Esto
significa que M@ () es un polinomio sobre F,.
Paso 3: Como a es un elemento primitivo, tenemos o/ # af para dos elemen-
tos distintos j, k de C;. Por lo tanto, M®(z) no tiene miiltiples raices. Ahora sea

f(z) € F,lx] y f(a') = 0. Pongamos

flx)=fo+ fiz+ ...+ fuz”

para algunos f; € F,. Entonces, para cualquier j € C;, existe un entero [ tal que
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j =1i¢" (mod ¢™ — 1). Por lo tanto,

F(@d) = f(a') = fo+ fra? + ..+ foamd = f1 4 i g g i

l

= (fO + f10éi + ...+ fnam)ql - (ai>q —0.

Esto implica que M@ (z) es un divisor de f(z).

Los tres pasos anteriores muestran que M@ (z) es el polinomio minimo de of. [

Observaciéon 2.3.7

(i) El grado del polinomio minimo de o' es igual al tamaro de la clase ciclotémica
que contiene 1.

(ii) Por el teorema 2.3.6, sabemos que o y of tienen el mismo polinomio minimo

sl y solo si 2, k estan en la misma clase ciclotémica.

Ejemplo 2.3.8 Sea a una rafz de 2 + z + 2% € F3[z]; es decir,

2+a+a®=0. (0.2)

Entonces, el polinomio minimo de a tanto como a® es 2 + x + 2. El polinomio

minimo de o2 es

M®(z) = H (z— )= (v —a®)(z —a’) =a® — (a*® + o)z + 2°.
j€Cy
Sabemos que a® = 1 como a € Fy. Para encontrar M?)(z), tenemos que simplificar
a? + af.

Usamos la relacién (0.2) para obtener

t+af=1-a)+(1-a)P=2—a—-a*
=2—a—-a(l-a)=2-2a+a*=0.

Por lo tanto, el polinomio minimo de o? es 1 4+ 2. De la misma manera, podemos

obtener el polinomio minimo 2 + 2z + 22 de o®.
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Teorema 2.3.9 Sea n un entero positivo con el maximo comun divisor ged(g, n) = 1.
Suponga que m es un entero positivo que satisface n | (¢™ — 1). Sea « un elemento
primitivo de F{" y sea M ()(z) el polinomio minimo de o’ con respecto a F,.

Sea s1,...,5; un conjunto completo de representantes de clase ciclotémicos de ¢
modulo n. Entonces el polinomio x™ — 1 tiene la factorizacién en polinomios irredu-

cibles monicos sobre [Fy:

t
" —1= HM((qul)Si/n) (z)

i=1

Demostracion. Colocamos r = (¢"™—1)/n. Entonces a” es una enésima raiz primitiva
de la unidad y, por lo tanto, todas las raices de 2 — 1 son 1,a",a?",...,a®™ V.
Por lo tanto, segtin la definicién del polinomio minimo, los polinomios M (") (z) son

divisores de ™ — 1, para todo 0 < ¢ < n — 1. esta claro que tenenmos
2" — 1= lem(MO(x), MO (z), M) (x),..., M=) (3)).

Para determinar la factorizacion de ™ —1, basta con determinar todos los polinomios
distintos entre M© (z), M) (x), M) (z), ... M=) (g).

En la observacién 2.3.7, sabemos que M (x) = M"(x) siy sdlo si, ir y jr estédn en
la misma clase ciclotémica de ¢ médulo ¢ —1 = rn; es decir, ¢ y j estdan en la misma
clase ciclotéomica de ¢ médulo n. Esto implica que todos los polinomios distintos entre
MO(z), M"(z), M* (z), ..., M=) () son M*7(x), M**"(x),..., M*"(x). Con lo

cual la prueba esta completada. O

Definicién 2.3.10 Sean f(z),g(z) € F|x] dos polinomios distintos de cero. El
méximo comun divisor de f(x), g(z), denotado por ged(f(x),g(x)), es el polinomio
monico del grado més alto, que es un divisor de f(x) y g(x). En particular, decimos
que f(x) es coprimo (o primo) a g(z) si ged(f(z),g(z)) = 1. El minimo comun
miultiplo de f(z), g(x), denotado por mem(f(z), g(x)), es el polinomio monico del

grado més bajo que es un multiplo de ambos f(z) y g(z).



CAPITULO 2. TOPICOS DE ALGEBRA 12

Observacién 2.3.11

(i) Si f(x) y g(z) tienen las siguientes factorizaciones:

f@)=a-pi(@)” - pa(@)™, g(@) =b-pi()™ - pala)™,

donde a,b € F*, e;,d; > 0y p;(z) son polinomios irreducibles monicos distintos (la
existencia y la singularidad de tal factorizaciéon polinomial son hechos conocidos),

entonces

ged(f(x), g(z)) = p (x)min{el,dl} N 'pn(x)min{en,dn}

lem(f(x),g(x)) =m (w)max{ehdl} N 'pn(x)max{emdn}.

(i) Sea f(x),g(x) € Fx] dos polinomios distintos de cero. Luego existen dos poli-

nomios u(x), v(x) con deg(u(x)) < deg(g(z)) y deg(v(z)) < deg(f(x)) de manera que

ged(f(x), 9(x)) = u(z)f(x) + v(z)g(x).

(iii) De (ii), se muestra facilmente que ged(f(x)h(z),g(x)) = ged(f(z),g(x)) si
ged(h(z), g(x)) = 1.

Hay muchas analogias entre el anillo entero Z y un anillo polinomial F[z|. Enume-
ramos algunos de ellos en la Tabla 0.1.

Aparte de las analogias en la Tabla 0.1, tenemos el algoritmo de division, los maxi-
mos comunes divisores, los minimos comunes muiltiplos, etc., en ambos anillos. Dado
que, para cada entero m > 1 de Z, se construye el anillo Z,, = Z/(m), podemos
suponer que el anillo, denotado por Fz]/(f(z)), se puede construir para un deter-
minado polinomio f(z) de grado n > 1. Formamos la Tabla 0.2 para definir el anillo
Flz]/(f(x)) y lo comparamos con Z/(m). Enumeramos las dos tltimas afirmaciones

en la segunda columna de la Tabla 0.2 como un teorema.
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El anillo entero Z  El anillo de polinomios F [x]
Un entero m Un polinomio {(x)

Un ndmero primo p Un polinomio irreducible p(x)

Tabla 0.1 Analogias entre Z y F[z].

Zpm=1{0,1,...m—1} Fla]/(f(z)) :== {320 a’ s a; € Fyn > 1}
a®b:= (a+ b(mod m)) 9(x) + h(z) := (9(z) + h(z)(mod f(z)))
a®b:= (ab(mod m)) 9(x) © h(z) := (g(z)h(x)(mod f(x)))
Z., es un anillo Flz]/(f(z)) es un anillo

Z,, es un campo < m es un primo Flz]/(f(x)) es un campo f(z) es irreducible

Tabla 0.2 Mas analogias entre Z y F[z].

Teorema 2.3.12 Sean vy, vy, ...V V Uy, Us, . .. U, Vectores en ]FZ y

U1 Uy

V2 U2
A= B =

Vg Uk

dos matrices k X n equivalentes i.e. B se obtiene en A mediante operaciones elemen-
tales de renglon.

Entonces, la combinacién lineal

Cl{vy,ve, ... vk} = CHuy, ug, ... ux}

Demostracion. Antes de la desmostracién recordemos, al conjunto de las combina-

ciones lineales de vy, vs,...v,, el cual lo denotamos como:

CHvy,ve,... 0} ={av; + agva + ... + v fan, aa, ... € F}
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. Tambien recordemos al espacio generado por las filas de una matriz. Si vy, v, . .. U
son vectores fila en ) y A" = (vi,v5,...v}), la matriz Ag., cuyas filas son los

vectores v;, i.e.

U1

V2

UV

se denota con §4 al S.E. vectorial generado por filas de A, esto es:

Sa = CH{vy, vg, ... v}

Observe que si w € §4, se escribe como vector columna, entonces existen escalares

T
t t t t oot oy | 22 t
Ty, To, ... Tk tal que w=x10} 4+ xovh + .. xpvl = (V1,05 ... 0)) | =AM
Tk
O lo que es lo mismo, existe
x = (11,79,...74)" € F’; t.q. w = Alzw, asi 4 puede escribirse como

n . k
Sa={beF,/b=A'x para algin xecF;}

El espacio generado por las columnas de A es:
Fat ={ce F’;/c = Ay para algin y € F}

Con estas definiciones empezamos la demostraciones:

Sabemos que:
Cvy,va,...v0p} = {b e F} /b= Az, para algin z € IE‘I;}

t.b.

CHuy, us, ... up} = {c € FIJe = By, para algin y € F}
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Si P es el producto de las matrices elementales necesarias para reducir A en B, i.e.
B=PAy P7'B=A (P es una matriz k x k)
Sea b € €l{v;,v9,... v} entonces existe un x € RF t.q.

b= A'z = (P7'B)'z = B'[(P"1)'z] = B'y

donde b es una combinacién lineal de las filas de B, por lo cual b € €l{uy, us, ..., ux}
Asi se deduce que:

CHvy,vg, ... o5} C CHug,ug, ..., ux}
Anélogamente se muestra que:
Clug, ug, ... up} C CHvy,vg,. .., 0k}
S CHvg, v, op ) = E{ug, ug, L U}
O

Teorema 2.3.13 Si C' es un Cédigo Lineal no trivial [n, k] sobre F, con matriz
generadora G = (I, X) en la forma estdndar, entonces H = (=X7T | I,,_;) es la

matriz de control de paridad de C.

Demostracion. A partir de la forma de H esta claro que los n — k vectores fila de
H son linealmente independientes sobre F,. Para demostrar que H es una matriz
de control de paridad de C' (o por definicién, H es una matriz generadora de C*)
queda por verificar que cada vector fila de H sea ortogonal a cada vector fila de G.

Ahora
HG" = (X" | I ) ¥ = XTI+ L p XT = =X+ X7 = 0nryhs
lo cual estaria demostrado. O

Definicién 2.3.14 Una matriz (n — k) x n de control de paridad H sobre F, de la
forma

H = (B|In)
con (n—k) x (n— k) la matriz identidad I,,_j sobre I, y algunos (n — k) X k matriz

B sobre F, se dice que esta en la forma estandar.



Capitulo 3

Cddigos lineales

Un cdédigo lineal de longitud n sobre el campo finito F, es simplemente un subespacio
del espacio vectorial Fy. Dado que los cddigos lineales son espacios vectoriales, sus

estructuras algebraicas a menudo hacen mas faciles de describirlos.

3.1. Espacios Vectoriales sobre Campos Finitos

Recordemos algunas definiciones y propiedades sobre espacios vectoriales sobre cam-

pos finitos.

Definicién 3.1.1 Sea [, el campo finito de orden ¢. Un conjunto no vacio V, junto
a la adicién y multiplicacién escalar por elementos de F,, es un espacio vectorial (o
espacio lineal) sobre [, si satisface las siguientes condiciones: Para todo u,v,w € V

y para todo A\, u € I,

i) u+veV,;

(i) (u+v)+w=u+(v+w);

(iii) hay un elemento 0 € V' con la propiedad 0 + v = v + 0 para todo v € V;

(iv) para cada u € V hay un elemento de V, —u tal que u+ (—u) =0 = (—u)+u
(V) u+v=v-+u

(vi) AveV

16
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(vil) AMu+v)=Au+ v, (A+ p)u= Au+ pu;
(viii) (Ap)u = A(pu);

(ix) sil es la identidad multiplicativa de F,, entonces 1u = u.

Sea [ el conjunto de todos los vectores de longitud n con entradas en Fg:

Fo = {(v1,v2, ..., 0n) s v; € Fy}.

Definimos la suma de vectores para F; componente a componente, utilizando la

adicién definido sobre Iy, es decir, si

v ={v,v,...,vf €F) vy w={w,wy,.. ., w,}€FY,
entonces
V+wW = (V) + Wy, V2 + W, ..V, +wy) € FY,

También definimos la multiplicacién escalar de Fy componente a componente; es

decir, si
v=(v1,v...,0,) EFY y AET,
entonces
AV = (Avg, Avg, ..., Ay, ) € Ty
Sea 0 denotado como el vector cero (0,0,...,0) € Fy

Ejemplo 3.1.2 Es facil comprobar que los siguientes son espacios vectoriales so-

bre [Fy;
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(i) (cualquier q) Cy =F} y € = {0};

(i) (cualquier ¢) Cs5 = {(A\,A,...,\) : A€ F,};
(iii) (¢ =2) Cs = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(0,1,0,1),(1,1,1,1)};
(iv) (¢ =3) Cs5 = {(0,0,0),(0,1,2),(0,2,1)}.

Observacién 3.1.3 En algunos momentos se escribird al vector (vy,vs,...,v,)

simplemente como v1vs ... v,.

Definicién 3.1.4 Un subconjunto no vacio C' de un espacio vectorial V' es un
subespacio de V' si él mismo es un espacio vectorial con la misma adicion vectorial

y multiplicacién escalar como V.

Ejemplo 3.1.5 Utilizando la misma notacién que en el ejemplo 3.1.2, es facil ver
que:
(i) (cualquier q) Cy = {0} es un subespacio de ambos C3 y C; = F y C3 es un
subespacio de Cy = F;
(ii) (q¢=2) C4 es un subespacio de Fj;
(iii) (¢ = 3) C5 es un subespacio de F.
Proposicién 3.1.6 Un subconjunto no vacio C' de un espacio vectorial V' sobre [,

es un subespacio si y solo si, la siguiente condicién se cumple:
siz,y € Cy A pel, entonces \x 4+ py € C

Tengamos en cuenta que, cuando ¢ = 2, una condicién necesaria y suficiente para

que un subconjunto no vacio C' de un espacio vectorial V' sobre Iy a un subespacio es:

si z,y € C entonces v +y € C

Definicién 3.1.7 Sea V un espacio vectorial sobre [F,. Una combinacién lineal
de vi,va,...,v, € V es un vector de la forma \;vy + Aovo + ... + A, v,, donde

A1, A2, ..., A € I, son escalares.
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Definicién 3.1.8 Sea V' un espacio vectorial sobre F,. Un conjunto {vy,va,...,Vv,}

en V es linealmente independiente si
/\1V1+)\2V2+...)\TVT:0:>/\1:...I>\T:O.

El conjunto es linealmente dependiente si no es linealmente independiente, es decir,
si hay Ay, ..., A\ € F,, no todos son cero (pero quizas algunos lo son), de tal manera

que

>\1V1 +)\2V2 + ... +)\TV7« =0.

Ejemplo 3.1.9

(i) Cualquier conjunto S que contiene 0 es linealmente dependiente.

(ii) Para cualquier F,, {(0,0,0,1),(0,0,1,0),(0,1,0,0)} es linealmente independien-
te.

(iii) Para cualquier F,, {(0,0,0,1),(1,0,0,0),(1,0,0,1)} es linealmente dependiente.
Definicién 3.1.10 Sea V' un espacio vectorial sobre F, y sea S = {vy,va,..., vy}

un subconjunto no vacio de V. El espacio (lineal) de S se define como
< S >= {)\1V1+)\2V2+...+)\kvkI)\iEFq}

Si S = &, definimos < S >= {0}. Es facil comprobar que < S > es un subespa-
cio de V, llamado el subespacio generado por S. Dado un subespacio C' en V', un
subconjunto S de C' se llama un grupo electrégeno (conjunto generador) de C' si
C=<8>.

Observacién 3.1.11 Si S ya es un subespacio de V', entonces < S >= S.

Ejemplo 3.1.12 (i) Si¢=2y S ={0001,0010,0100}, entonces

< S >={0000,0001,0010,0100,0011,0101,0110,0111}.

(ii) Sig =2y S = {0001, 1000, 1001}, entonces

< S >= {0000, 0001, 1000, 1001}.
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(iii) Si ¢ =3 y S = {0001, 1000, 1001}, entonces

< S >= {0000, 0001, 0002, 1000, 2000, 1001, 1002, 2001, 2002}.

Definicién 3.1.13 Sea V' un espacio vectorial sobre F,. Un subconjunto no vacio
B = {vy,vy,...,vi} de V sellama una base para V si V =< B >y B es linealmente

independiente.

Observaciéon 3.1.14
(i) Si B = {vy,..., vk} es una base de V, entonces cualquier vector v € V' se puede
expresar como una inica combinacion lineal de vectores en B; es decir, existen tinicos

A1, A2, A, € Ty tal que
VvV = )\1V1 + )\2V2 + ... )\ka

(ii) Un espacio vectorial V' sobre un campo finito F, puede tener muchas bases; pero
todas las bases contienen el mismo nimero de elementos. este niimero es llamado la
dimensién de V' sobre Fy, denotado por la dim (V). En el caso en que V puede ser
considerada como un espacio vectorial sobre mas de un campo, la notacién dimg, (V')

se puede utilizar para evitar confusién.
Teorema 3.1.15 Sea V' un espacio vectorial sobre F,. Si dim(V) = k, entonces

(i) V tiene ¢* elementos;
(ii) V tiene T (¢* — ¢') diferentes bases.
Demostracion. (i) Si {vy,...,vg} es una base para V', entonces

V:{>\1V1+)\2V2—|—...)\kvkZ)\l,...,/\kGFq}

Ya que |F,| = ¢, hay exactamente g-opciones para cada uno de Ay, ..., \;; por lo

tanto, V tiene exactamente ¢* elementos.

(ii) Sea B = {v1,Va,...,Vv;} denotan una base para V. Ya que v; # 0, existen ¢* —1

opciones para vi. Para B para ser una base, es necesaria la condiciéon vy €< vy >
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es necesaria la condicién, por lo que hay ¢* — ¢ opciones para vs.
Argumentando de esta manera, para cada ¢ tal que k > ¢ > 2, tenemos que v; €<

Vi,...,Vi_1 >, asi que hay ¢* — ¢'~! opciones para v;. Por lo tanto existen

distintas k-tuples (vy, ..., vy) ordenadas.
Sin embargo, ya que el orden de vy, ...,V es irrelevante para una base, el niimero

de bases distintas para V' es

1 1
a1l —a)
T i=0
m
Ejemplo 3.1.16 Sea ¢ =2, S ={0001,0010,0100} y V' =< S >, entonces
V' = {0000, 0001, 0010, 0100,0011,0101,0110,0111}.
Notar que S es linealmente independiente, por lo que dim(V) = 3. Vemos que

V] =8 =23

Por el teorema 3.1.15, el nimero de diferentes bases de V' esta dada por

k-1
1 1
o H(Q’f — 2 = §(23 —1)(2% —2)(2° — 22) = 28.
Definicién 3.1.17 Sea v = (v, vy, ..., V), W = (w1, wa, ..., w,) € F].

(i) El producto escalar (también conocido como el producto euclidiano interno) de

v v w se define como
VW = 0wy + Vws + ... +vw, € Fy.
(ii) Los dos vectores v y w se dice que son ortogonales si

v-w=0.
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(iii) Sea S un subconjunto no vacio de F7. El complemento ortogonal S+ de S se

define como
St ={veF!:v-s=0paratodose S}

Si S =0, entonces definimos S+ = F7.

Observacién 3.1.18 (i) Es facil verificar que S+ siempre es un subespacio del

vector espacio ' para cualquier subconjunto S de Fy, y que
<8 >t=5+

. (ii) El producto escalar es un ejemplo de un producto interno en Fy. Un producto

interno en Fy' es un emparejamiento
o mn n
<,>=F, xF; — F,

satisface las siguientes condiciones: para todo u, v, w € Fy,

(a) <u+v,w>=<u,w>+ < V,W >;

(b) <u,v+w>=<u,v>+<uw>;

(¢) <u,v >=0 para todo u € F} siy sélo sf v=0;

(d) <wu,v >=0 para todo v € F}; si y sélo sf u=0.

El producto escalar de la definicion 3.1.17 es a menudo llamado producto inte-
rior euclidiano. Algunos otros productos internos, tales como el producto interior
Hermitiana y el producto interior simpléctico, también se utilizan en la teoria de
codificacién (véase capitulo 2.1.1 - 2.1.2). A lo largo de este proyecto, a menos que
se especifique lo contrario, el producto interno utilizado siempre se supone que es el

producto escalar, es decir, el producto interno euclidiano.

Ejemplo 3.1.19 (i) Sea¢q=2ysean =4.Siu=(1,1,1,1), v=(1,1,1,0),

w = (1,0,0, 1), entonces

u-v=1-141-141-1+1-0=1,
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u-w=1-1+1-04+1-04+1-1=0,
vw=1-14+41-0+1-040-1=1.
Por lo tanto u y w son ortogonales.

(ii) Sea ¢ = 2 y sea S = {0100,0101}. Para encontrar S+, sea v = (v, vs,v3,04) €

S+, Entonces

v (0,1,0,0) =0 = vy =0,
v-(0,1,0,1) =0 = vy + vy =0.

Por lo tanto, tenemos vy = v4 = 0. Como v; y v3 puede ser 0 o 1, podemos concluir
que

S+ = {0000, 0010, 1000, 1010}

Teorema 3.1.20 Sea S un subconjunto de F7, entonces tenemos

dim(< S >) + dim(S*+) = n.

Demostracion. Por el teorema 3.1.20 es obviamente cierto cuando < S >= {0}.
Ahora sea dim(< S >) = k > 1 y supongamos {vy,...,V,} es una base de < S >.
Tenemos que demostrar que la dim(S*) = dim(< S >*) =n — k.

Notar que x € S* si y sélo si
Vi-xX=...=vVv -x=0,

que es equivalente a decir que x satisface Ax? = 0, donde A es la matriz k X n cuya
i-ésima fila es v;.

Las filas de A son linealmente independientes, asi que Ax? = 0 es un sistema lineal
de ecuaciones k linealmente independientes en n variables. Del dlgebra lineal, se sabe

que un sistema de este tipo admite un espacio de soluciéon de dimension n — k. [

Ejemplo 3.1.21 Seag=2,n=4y S =1{0100,0101}. Entonces

< S >={0000,0100,0001,0101}.
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Tenga en cuenta que S es linealmente independiente, asi que dim(< S >) = 2.

Hemos calculado que (ejemplo 3.1.19)
S+ = {0000, 0010, 1000, 1010}

Notemos que {0010, 1000} es una base para S+, asf que dim(S+) = 2. Por lo tanto

tenemos verificado que

dim(< S >) +dim(S*) =2 +2=4=n.

3.2. (Cddigos lineales

Ahora estamos listos para introducir los cédigos lineales y discutir algunas de sus

propiedades elementales.

Definicién 3.2.1 Un cddigo lineal C' de longitud n sobre F, es un subespacio de

Iy
Ejemplo 3.2.2 Los siguientes son cédigos lineales

i) C={(\A,...; )| A eF,}. Este cédigo es con frecuencia denominado cédigo de

repeticién.
(ii)) (¢ =2) C ={000,001,010,011}.
(iii) (¢ =3) C = {0000, 1100, 2200,0001,0002,1101, 1102, 2201, 2202}.

(iv) (¢ =2) C =4{000,001,010,011,100,101,110,111}.
Definicién 3.2.3 Si C' es un c6digo lineal en F7'. (i) El cddigo dual de C es C*, el
complemento ortogonal del subespacio C' de Fy.

(ii) La dimension del cédigo C' es la dimensién de C' como un espacio vectorial

sobre Iy, es decir dim(C).

Teorema 3.2.4 Sea C' un cddigo lineal de longitud n sobre F,. Entonces, (i) |C| =
g™ es decir, dim(C) = log, |C;

(i) C* es un cédigo lineal y dim(C) + dim(C+) = n;

(iii) (CH)*+ =C.
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Demostracion. (i) Es una consecuencia del Teorema 3.1.15(i).

(ii) Se sigue inmediatamente de la Observacién 3.1.18(i) y el Teorema 3.1.20 con
c=>=5.

(iii) Usando la igualdad en (ii) y una igualdad similar con C' reemplazado por C*,
obtenemos dim(C') = dim((C*)*). Por lo tanto, para probar (iii), es suficiente mos-
trar que C' C (C+)*.

Sea ¢ € C. Para mostrar que ¢ € (C+)*, necesitamos mostrar que c - x = 0 para
todo x € C+. Como ¢ € C'y x € C*, por la definicién de C*, se sigue que ¢-x = 0.
Por lo tanto (iii) ha sido probado. O

Ejemplo 3.2.5 (i) (¢ = 2) Sea el cédigo C' = {0000, 1010,0101,1111}, entonces
dim(C) = log, |C| = log, 4 = 2. Es fécil ver que C*+ = {0000, 1010,0101, 1111} = C,
asi dim(C"t) = 2. En particular el Teorema 3.2.4 en sus incisos (ii) y (iii) se verifica.
(i) (¢ = 3) Para el codigo C' = {000,001, 002, 010,020,011, 012,021,022}, se tie-
ne dim(C) = log; |C| = log;9 = 2. Una rdpida inspeccién muestra que C+ =

{000, 100, 200}, y asf dim(C*) = 1.

Observacién 3.2.6 Un cédigo lineal C' de longitud n y dimensién k sobre F, es

o

frecuentemente denominado como [n, k]-cédigo g-ario o, también (n,¢*)-cédigo

9

si el contexto deja en claro el valor de ¢, [n, k]-cédigo. Y si la distancia d de C' es

conocida, a veces no referiremos a ¢l como un [n, k, dJ-cédigo lineal.
Definicién 3.2.7 Sea C' un cédigo lineal.

(i) C es auto-ortogonal si C C C*+.

(ii) C es auto-dual si C = C*.

Proposicién 3.2.8 La dimensién de un cédigo auto-ortogonal de longitud n debe

ser < n/2y la dimensién de un c6digo auto-dual de longitud n es n/2.

Demostracion. Esta proposicién es una inmediata consecuencia del Teorema 3.2.4(ii)

y la definicién de cédigo auto-ortogonal y cédigo auto-dual. O]
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Ejemplo 3.2.9 El c6digo en el Ejemplo 3.2.5(i) es auto-dual.

3.3. Peso de Hamming

Recuerda que la distancia de Hamming d(x,y) entre dos palabras x,y € Fy fue

definida en el Capitulo 2.

Definicion 3.3.1 Sea x una palabra en Fy. El peso (segin Hamming) de x, denotado

por wt (x), es definido como el nimero de coordenadas no-nulas en x; es decir
wt (x) = d(x,0),
donde 0 es la palabra nula.

Observacién 3.3.2 Para cada elemento x de F,, podemos definir el peso de x

como sigue:

1 ,sixz#0
wt (x) = d(x,0) = :
0 ,six=0
Entonces escribiendo x € Fy como x = (x1,T9,...,x,) el peso de x puede ser
definido equivalentemente como
wt (x) = wt (1) + Wt (z2) + - - - + Wt (). (1.1)

Lema 3.3.3 Si x,y € [y, entonces d(x,y) = wt (x —y).

Demostracion. Si x,y € F,, entonces d(z,y) = 0 si, y s6lo si x = y, que es verdad
si, y s6lo si x —y = 0 o, equivalentemente, wt (x — y) = 0. El Lema 3.3.3 ahora se

sigue de las ecuaciones (0.1) y (1.1). O

Como a = —a para todo a € I, donde ¢ es par, el siguiente Corolario es una

inmediata consecuencia del Lema 3.3.3.

Corolario 3.3.4 Sea ¢ par. Si x,y € Fy, entonces d(x,y) = wt (x +y).
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Para x = (21,22, ..., %,) Y Y = (Y1, Y2, - - -, Yn) en Fy, sea
Xy = (T1Y1, T2Y2, - - - Tn¥n)-
Lema 3.3.5 Si x,y € F}, entonces
wt(x+y)=wt(x)+wt(y) — 2wt (x*y). (1.2)

Demostracion. Por (1.1) basta con mostrar que (1.2) es verdad para x,y € Fy. Esto

se puede verificar facilmente como en la Tabla 1.1. O

X y xxy wt(x)+wt(y)—2wt(x*xy) wt(x+y)

00 O 0 0
0 1 0 1 1
10 0 1 1
11 1 0 0

Tabla 3.1. Verificacién de (1.2) para x,y € Fs.

Claramente el Lema 3.3.5 implica que wt (x) + wt (y) > wt (x +y) para x,y € F7.
En efecto esta igualdad es verdad para cualquier alfabeto F,, y es parte del siguiente
lema.

mn

Lema 3.3.6 Para cualquier potencia prima ¢ y x,y € Iy, tenemos

wt (x) +wt (y) > wt(x+y) > wt(x) — wt (y). (1.3)

Definicién 3.3.7 Sea C' un c6digo (no necesariamente lineal). El peso minimo de C,

denotado por wt (C'), es el més pequeno de los pesos de las palabras-c6digo no-nulas

de C.

Teorema 3.3.8 Sea C' un cédigo lineal sobre F,. Entonces d(C) = wt (C').

Demostracion. Recordemos que para cualesquiera palabras x, y tenemos que d(x,y) =

wt (x — y). Por definicién, existen x',y’ € C' tales que d(x/,y") = d(C), asi que

d<C) = d(xl7 y/) = wt (X/ - y/) > Wt (C)J
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puesx' —y' € C

Reciprocamente, existe un z € C'\ {0} tal que wt (C') = wt (z), con lo que
wt (C) = wt (z) = d(z,0) > d(C).

De las dos ecuaciones se concluye finalmente que d(C') = wt (C). O

Ejemplo 3.3.9 Considerar el cédigo lineal binario C' = {0000, 1000, 0100, 1100}

vemos que
wt (1000) = 1,
wt (0100) = 1,
wt (1100) = 2.

Por lo tanto, d(C) = 1.

Observacién 3.3.10 (Algunas ventajas de los c6digos lineales.) Las siguientes son
algunas de las razones por las cuales puede ser preferible el uso de cédigos lineales

sobre codigos no lineales:

(i) Como un codigo lineal es un espacio vectorial, este puede ser descrito completa-

mente usando una de sus bases (ver la Seccién 3.4).

(ii) La distancia de un cédigo lineal es igual al mas pequeno peso de sus palabras-

c6digo no-nulas.

(iii) Los procedimientos de codificacion y decodificacién para un cédigo lineal son
rapidos y simples que los empleados para cédigos no lineales (ver las secciones

3.7y 3.8).

3.4. Bases para codigos lineales

Como un cédigo lineal es un espacio vectorial, todos sus elementos pueden ser des-
critos en términos de una base. En esta seccién, discutiremos tres algoritmos que

produciran una base para un codigo lineal dado o una base para su dual.
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Definicién 3.4.1 Sea A una matriz sobre F,; una operacion elemental por filas

aplicada sobre A es cualquiera de las siguientes tres operaciones:
(i) intercambiando dos filas,
(ii) multiplicando una fila por un escalar no-nulo,

(iii) reemplazando una fila por su suma con el multiplo escalar de otra fila.
Definicién 3.4.2 Dos matrices son equivalentes por filas si una puede ser obtenida

a partir de la otra por medio de una secuencia de operaciones elementales de filas.
Los siguientes son hechos bien conocidos de algebra lineal:

(i) Cualquier matriz M sobre I, puede ser colocada en la forma escalon filas (FEF)
o la forma reducida escalén por filas (FREF) por una secuencia de operaciones
elementales por filas. En otras palabras, una matriz es equivalente a una matriz

en FEF o en FREF.

(ii)) Para una matriz dada, su FREF es tnica, pero puede tener diferentes FEFs.
(Recordemos que la diferencia entre FREF y FEF es que la primera entrada
no-nula de una fila en la FREF es igual a 1 y es la tinica entrada no-nula en su
columna.)

Ahora estamos listos para describir los tres algoritmos.

Algoritmo 1.1

Entrada: Un subconjunto no vacio S que no contenga al 0 de Fy.

Salida: Una base para C' = (5), el cddigo lineal generado por S.
Descripcion:  Se forma la matriz A cuyas filas son las palabras en S. Se usan
operaciones elementales por filas para encontrar una FEF de A.

Entonces las filas no-nulas de la FEF forman una base de C.

Ejemplo 3.4.3 Con g = 3, encontrar una base para C' = (S), donde

S = {12101,20110,01122,11010}.
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Aplicando la descripcién del Algoritmo 1.1 tenemos

12101 12101 12101

20110 02211 01122
A= — —

01122 01122 00001

11010 02212 00000

La ultima matriz esta en FEF, entonces por el Algoritmo 1.1, {12101, 01122,00001}

es una base para C'.

Algoritmo 1.2

Entrada: Un subconjunto no vacio S que no contenga al 0 de Fy.
Salida: Una base para C' = (), el cdigo lineal generado por S.
Descripcion:  Se forma la matriz A cuyas columnas son las palabras en S. Se usan
operaciones elementales de fila para colocar A en FEF y localice el
lider de las columnas en el FEF. Entonces las columnas originales

de A que corresponden a las columnas principales forman una base

de C.

Ejemplo 3.4.4 Con g = 2, encontrar una base para C' = (5), donde
S ={11101,10110,01011,11010}.

Aplicando la descripcién del Algoritmo 1.2 tenemos

1101 1101 1101
1011 0110 0110
A= 1100 | — [ 0001 [ = | 0001
0111 0111 0000
1010 0111 0000

Como las columnas 1, 2 y 4 de la FEF son las columnas principales, el Algorit-
mo 1.2 dice que las columnas 1, 2 y 4 de A forman una base de C; es decir,

{11101,10110, 11010} es una base para C.
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Observacién 3.4.5 Notar que la base que el Algoritmo 1.2 provee es un subcon-

junto del conjunto dado S, mientras que con el Algoritmo 1.1 no pasa necesariamente

lo mismo.

Entrada:
Salida:

Descripcion:

Algoritmo 1.3

Un subconjunto no vacio S que no contenga al 0 de [y .

Una base para el cédigo dual C* donde C = (S).

Se forma la matriz A cuyas filas son las palabras en S. Se usan
operaciones elementales de filas para colocar A en la FREF. Sea G
la matriz de tamano k X n que consta de todas las filas no-nulas de

la FREF:
G

@)

A—

(Aqui, O denota la matriz cero.) La matriz G contiene k columnas

principales. Se permutan las columnas de G para formar
G = (L] X),

donde I, denota la matriz identidad de tamano k£ x k. Formar una

matriz H' como sigue:
H = (=X"|L,_1),

donde X7 es la transpuesta de X.
Aplicar la inversa de la permutacion aplicada a las columnas de G a
las columnas de H' para formar H. Entonces las filas de H forman

una base para C*.

Observacion 3.4.6 (i) Notar que el Algoritmo 1.3 también provee una base para

C, pues el Algoritmo 1.1 esta incluido.

(ii) Una explicacién de los principios tras el Algoritmo 1.3 se dard en los teoremas
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2.3.13 y 3.5.9 de la preliminares y siguiente seccién respectivamente.

Ejemplo 3.4.7 Con ¢ = 3, encontrar una base para C* si el FREF de A es

1 23 45 6 78 9 10
102 00 2 010 2
0001 01O0O0O0 1
G= 1000010020 0
00 00O0O0OT1TUO0TQO0 1
00 00O0O0OO0OO0T1T 2

Las columnas principales de G son las columnas 1, 4, 5, 7 y 9. Permutamos las

columnas de GG para que queden en el orden 1, 4, 5, 7, 9, 2, 3, 6, 8, 10 hasta formar

la matriz.
1 4579 236 8 10
1000007221 2
01 00000T10 1
G=(X)= 001000002 0
000100000 1
000010000 2
Formamos la matriz H’
14579 236 8 10
000001000 O
1000007100 O
H=(-X"Is)= 120000010 0
201 0000071 0
120210000 1

Finalmente reordenamos las columnas de H' usando la permutacién inversa quedan-
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do H:
1 23 45 6 78 9 10
0100 0O0O0O0OO0 O
1 010 00O0O0O0 O
H= 11002 01000 0
2000 1 0010 O
1 00 2002011

Por el Algoritmo 1.3, las filas de H forman una base para C*.

3.5. Matrices generadora y de paridad

Conocer una base para un cddigo lineal nos permite describir sus palabras-codigo
explicitamente. En teoria de cédigos, una base para un codigo lineal es frecuen-
temente representada en la forma de una matriz, denominada matriz generadora,
mientras que la matriz que representa una base para el cédigo dual es denominada

matriz paridad. Estas matrices juegan un importante papel en la teoria de cédigos.

Definicién 3.5.1 (i) Una matriz generadora para un cédigo lineal C' es una matriz

G cuyas filas forman una base para C.

(ii) Una matriz paridad H para un cédigo lineal C' es una matriz generadora del

cédigo dual O,

Observacién 3.5.2 (i) Si C' es un [n, k]-cddigo lineal, entonces una matriz gene-
radora para C' debe ser una matriz de k x n, y una matriz paridad para C' debe ser

una matriz de tamano (n — k) X n.

(ii) El Algoritmo 1.3 de la Seccién 3.4 puede ser usado para encontrar las matrices

generadora y paridad para un cédigo lineal.

(iii) Como el niimero de bases para un espacio vectorial usualmente excede a uno, el
nimero de matrices generadoras para un codigo lineal usualmente también excede
a uno. Ademads, aun cuando la base se haya fijado, una permutacién (diferente de la

identidad) de las filas de la matriz generadora nos provee de una matriz generadora
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diferente.

(iv) Las filas de una matriz generadora son linealmente independientes. Lo mismo
sucede para las filas de una matriz paridad. Para mostrar que una matriz G de
tamano k X n es en verdad la matriz generadora de un [n, k]-cédigo lineal dado, es
suficiente mostrar que las filas de GG son palabras-cédigo en C'y que son linealmente
independientes. Alternativamente, uno también puede mostrar que C' esta contenido

en el espacio generado por las filas de G.

Definicién 3.5.3 (i) Una matriz generadora de la forma (Ix|X) se dice que esta en

la forma estandar.
(ii) Una matriz paridad de la forma (Y'|I,,_x) se dice que esta en la forma estdndar.

Lema 3.5.4 Sea C un [n, k]-cédigo lineal sobre [, con matriz generadora G. En-
tonces v € [ pertenece a Ct si, y sélo si v es ortogonal a cada fila de G es
decir,

veCt < vG'=o0.

En particular, dada una matriz H de tamano (n — k) x n, entonces H es una matriz

paridad para C' si, sélo si las filas de H son linealmente independientes y HGT = O.

Demostracion. Sir; denota la i-ésima fila de G, entonces r; € C' paratodo1 < i < k,

y cada ¢ € C se puede escribir como
C = )\11‘1 + )\21’2 + -t )\krk,

donde A1, Ao, ..., A\, € Fy.

Si v € C*, entonces v - ¢ = 0 para todo ¢ € C. En particular, v es ortogonal a r;,

para todo 1 < i < k; es decir, vGT = 0.

Reciprocamente, si v - r; = 0, para todo 1 < ¢ < k, entonces claramente, para

cualquier ¢ = A\jry + -+ - + A\ € C,
vee=M(V-r) 4+ MN(vorg) =0.

Para la ultima afirmacién, si H es una matriz paridad para C, entonces las filas de
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H son linealmente independientes por definiciéon. Como las filas de H son palabras-

c6édigo en C4, se sigue de la anterior afirmacién que HGT = O.

Reciprocamente, si HGT = O, entonces la anterior afirmacién muestra que las filas
de H, y por lo tanto el espacio generado por las filas de H estan contenidos en C*.
Como las filas de H son linealmente independientes, el espacio generado por las filas
de H tiene dimensién n — k, asi el espacio generado por las filas de H es de veras

C*. En otras palabras, H es una matriz paridad para C. O]

Observacién 3.5.5 Una formulacién alternativa pero equivalente para el Lema

3.5.4 es la siguiente:

Sea C' un [n,k[-cédigo lineal sobre F,, con matriz paridad H. Entonces v € Fy

pertenece a C' si, y solo st v es ortogonal a cada fila de H; es decir,
veC & vH'=0.

En particular, dada una matriz G de tamano k x n, entonces G es una matriz

generadora para C' si, sélo si las filas de G son linealmente independientes y GHT =

0.

Una de las consecuencias del Lema 3.5.4 es el siguiente teorema que relaciona la
distancia d de un codigo lineal C a las propiedades de una matriz paridad de C.

Cuando d es pequeno, el Corolario 3.5.7 puede ser 1til para determinar d.

Teorema 3.5.6 Sea C' un cddigo lineal y H una matriz paridad para C. Entonces

(i) C tiene distancia > d si, y sélo si cualesquiera d—1 columnas de H son linealmente

independientes, y

(ii) C tiene distancia < d si, y sélo si H tiene d columnas que son linealmente

independientes.
Demostracion. Sea v = {vy,...,v,} € C una palabra de peso e > 0. Supongamos
que las coordenadas no nulas se encuentran en las posiciones 41, . . ., t., esto es v; = 0

sij & {iy,...,i.}. Quec; (con 1 <i<n)denote la i-ésima columna de H.
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Por el Lema 3.5.4 (o, para ser mas precisos, la formulacién equivalente el la Ob-
servacion 3.5.5), C' contiene una palabra no nula v = {vy,...,v,} de peso e (cuyas

coordenadas no nulas son v;,,...,v;,) si, y sélo si
_ T _ T T
0=vH =uvc; + - +tuv.c,

que es verdad si, sélo si, hay e columnas de H (que llamaremos ¢;,, ..., c;, ) que son

linealmente independientes.

Decir que la distancia de C' es > d es equivalente a decir que C no contiene palabras
no nulas de peso < d — 1, que a su vez es equivalente a decir que cualesquiera d — 1

o menos columnas de H son linealmente independientes. Esto prueba .

De manera similar, decir que la distancia de C' es < d es equivalente a decir que C'
contiene una palabra no nula de peso < d, que a su vez es equivalente a decir que

H tiene d o menos columnas linealmente independientes. Esto prueba 2. O

Un inmediato corolario del Teorema 3.5.6 es el siguiente resultado.

Corolario 3.5.7 Sean C' un cédigo lineal y H su matriz paridad de C. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) C tiene distancia d.

(ii) cualesquiera d — 1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene d

columnas que son linealmente dependientes.

Ejemplo 3.5.8 Sea C' un cédigo lineal binario con matriz paridad

10100
H = 11010
01001

Por simple inspeccion, se puede ver que no hay columnas nulas ni dos columnas
de H que sumen 07, asi cualesquiera dos columnas de H son linealmente indepen-
dientes. Sin embargo, las columnas 1, 3 y 4 suman 07, y por tanto son linealmente

dependientes. Por lo tanto la distancia de C' es d = 3.
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Teorema 3.5.9 Si G = (I}, | X) es la forma estandar de la matriz generadora del

[n, k]-cédigo C, entonces la matriz paridad de C' es H = (— X7 | I,,_y).

Demostracién. Obviamente, la ecuacién HG? = 0 es satisfecha. Considerando las
ultimas n — k coordenadas, esta claro que las filas de H son linealmente indepen-

dientes. Por lo tanto, la conclusién se sigue del Lema 3.5.4. O]

Observaciéon 3.5.10 El Teorema 3.5.9 demuestra que el algoritmo 1.3 de la Sec-

cién 3.4 (que hasta ahora solo se habfa afirmado) es exacto y verdadero.

Ejemplo 3.5.11 Encontrar una matriz generadora y una matriz paridad para
el cédigo lineal binario C' = (5), donde S = {11101,10110,01011, 11010}. Por el

algoritmo 1.1 tenemos,

11101 11101 10001
10110 01011 01011
A= — — ,
01011 00111 00111
11010 00000 00000

que esta en FREF. Por el algoritmo 1.3 tenemos

100 | 01
01110
G=|ow0]11|, H=
11101
001 | 11

Aqui, G es la matriz generadora para C'y H es una matriz paridad para C. Podemos

verificar que GHT = O = HG'.

Se debe notar que, no es verdad que, cada codigo lineal tiene una matriz generadora

en la forma estandar.
Ejemplo 3.5.12 Considerar el coédigo lineal binario
C' = {000,001, 100, 101}.
Como la dim(C') = 2, por el Teorema 3.1.15(ii) el nimero de bases para C' es

1 2 2
5 (2 -1 -2)=3.
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Podemos enlistar todas las bases de C'

{001,100}, {001,101}, {100,101}

Por lo tanto C' tiene 6 matrices generadoras:

001 100 001 101 100 101

Y I ) I J

100 001 101 001 101 100

Notar que ninguna de estas matrices esta en la forma estandar.

3.6. Equivalencia de cédigos lineales

Mientras que ciertos codigos lineales no pueden tener una matriz generadora en
la forma estandar, después de una apropiada permutacion de coordenadas de las
palabras-codigo y posiblemente multiplicar ciertas coordenadas por un escalar no
nulo, uno siempre puede conseguir un nuevo coédigo que tenga una matriz generadora

en la forma estandar.

Definicién 3.6.1 Dos (n, M)-cédigos sobre F, son equivalentes si uno puede ser

obtenido del otro por una combinacién de las siguientes operaciones:
(i) permutacién de los n digitos de las palabras-cédigo.

(ii)) multiplicacién de los simbolos que aparecen en una posicién fija por un escalar

no nulo.
Ejemplo 3.6.2 (i) Para ¢ =2 y n = 4, sea el cédigo
C' = {0000,0101,0010,0111}.
Después de reordenar los bits en el orden 2, 4, 1, 3, obtenemos el cédigo equivalente

C" = {0000, 1100,0001, 1101}.

(ii) Para ¢ = 3 y n = 3, consideremos el cédigo ternario

C = {000,011, 022}.
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Permutando las primera y segunda posiciones, seguido por la multiplicacién de la

tercera posicion por 2, obtenemos el cédigo equivalente

¢’ = {000,102, 201}.

Teorema 3.6.3 Cualquier cédigo lineal C' es equivalente a un cédigo lineal C’ con

una matriz generadora en la forma estandar.

Demostracion. Si G es una matriz generadora para C, colocando G en FREF. Reor-
denado las columnas de la FREF tal que las columnas principales se ubiquen para
formar una matriz identidad. El resultado es una matriz G’, en la forma estandar

que es una matriz generadora para un cédigo C’ equivalente al cédigo C. [

Observacién 3.6.4 El Teorema 3.6.3 es esencialmente la primera parte del Algo-

ritmo 1.3 de la Seccién 3.4.

Ejemplo 3.6.5 Sea C' un codigo lineal binario con matriz generadora

1100001
G = | 0010011
0001001

Reordenando las columnas segtin la permutacién 1, 3, 4, 2, 5, 6, 7 se obtiene la

matriz
100 | 1001

G' = [ 010 | 0011
001 | 0001

Sea C" el cédigo generado por G'; entonces C’ es equivalente a C'y C’ tiene por

matriz generadora a GG’, que estd en la forma estandar.

Ejemplo 3.6.6 Dijimos en el Ejemplo 3.5.12 que el cédigo lineal binario

C = {000,001, 100, 101}
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no tiene matriz generadora en la forma estandar. Sin embargo, si permutamos las

segunda y tercera coordenadas, obtenemos el codigo lineal binario equivalente
C" = {000,010, 100,110}

y esta claro que
100

010

es una matriz generadora de C” en la forma estdndar.

3.7. Codificando con un cédigo lineal

Sea C un [n,k,d]-cédigo lineal sobre el campo finito F,. Cada palabra cédigo de
C' puede representar una pieza de informacién, asi C' puede representar ¢* piezas
diferentes de informacién. Una vez que se fija una base {ry,...,r;} para C, cada
palabra-cédigo v, o, equivalentemente, cada una de las ¢* piezas de informacién,

puede ser inicamente escrita como una combinacion lineal,
V =ury + - - -+ Ul

donde uy, ..., u, € Fy.

De manera equivalente, podemos poner GG para que sea la matriz generadora de C'

cuya i-6ésima fila es el vector r; en la base elegida. Dado un vector u = (uy, ..., ug) €
k

[y, es claro que

v:uG:ulrl—l—”-—i—ukrk

es una palabra codigo en C'. Reciprocamente, cualquier v € C puede ser escrito
unicamente como v = u@, donde u = (uy,...,u;) € IF’;. Por tanto, cada palabra

ue F’; puede ser codificado como v = uG.

El proceso de representacién de elementos u de IF’; como palabras cédigo v = uG

en C' es denominado codificacion.
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Ejemplo 3.7.1 Sea C el [5,3]-cdigo lineal binario con la matriz generadora

10110
G = | 01011 | ;
00101

entonces el mensaje u = 101 es codificado como

10110
v =uG = (101) | 01011 | = 10011.

00101

Notar que la tasa de informacién de C' es 3/5, es decir, que por cada tres bits que

salen 5 bits son usados para enviar el mensaje.

Observacién 3.7.2 (Ventajas de tener G en la forma estdndar.) Algunas de las
ventajas de tener la matriz generadora de un cédigo lineal en la forma estandar son

las que siguen:

1. Si un cddigo lineal C' tiene una matriz generadora G en la forma estandar,

G = (I | X), entonces el Algoritmo 1.3 de la Seccién 3.4 nos devuelve a
H=(-X"|1
como un matriz paridad para C'.

2. Si un [n, k,d]-cédigo lineal C' tiene una matriz generadora G en la forma
estandar, G = (I | X), entonces recuperar el mensaje u a partir de la palabra-

c6digo v = ul es trivial, pues

es decir, los primeros k digitos de la palabra-cédigo v = uG dan el mensaje u—;
estos son llamados digitos-mensaje. Los restantes n — k digitos son llamados
digitos de verificacion. Los digitos de verificacion representan la redundancia

que tiene que ser anadida al mensaje para protegerlo del ruido.
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3.8. Decodificando un cédigo lineal

Un c6digo es de practico uso sélo si un eficiente esquema de decodificacién puede
ser aplicado en él. En ésta seccidon, discutiremos una simple pero elegante proceso de
decodificacion para codigos lineales que sigue la estrategia del vecino mas cercano,
tan bueno que con una pequena modificacion se puede mejorar su desempeno cuando

la longitud del cédigo es grande.

3.8.1. Clases laterales

Comenzaremos con la nocién de clase lateral. Las clases laterales juegan un papel

importante en los esquemas de decodificacién que se discutiran en éste capitulo.

Definicién 3.8.1 Sean C' un codigo lineal de longitud n sobre F,, y u € Fy es

cualquier vector de longitud n; definimos el conjunto
C+u={v+u|vel}=u+0C)
. como la clase lateral de C' determinada por u.

Observacién 3.8.2 Para el lector cuyos conocimientos incluyan la Teoria de Gru-
pos, note que, por consideracion de la adicion vectorial, Fj es un grupo abeliano
finito, y un cédigo lineal C' sobre F, de longitud n es también un subgrupo de F7.
Las clases laterales de un cédigo lineal definidas arriba coinciden con la notacion

usual para las clases laterales de la Teoria de Grupos.
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Ejemplo 3.8.3 Sean ¢ =2y C = {000, 101,010, 111}. Entonces
C + 000 = {000, 101,010, 111},
C + 001 = {001,100,011, 110},
C' + 010 = {010, 111,000, 101},
C + 011 = {011,110, 001, 100},
C + 100 = {100,001, 110,011},
C + 101 = {101,000, 111,010},
C' + 110 = {110,011, 100,001},
C + 111 = {111,010, 101, 000}.

Notar que
C+00=C+010=C+101=C+111=C
C+001=C+011=C+100=C+110=TF3\ C.
Teorema 3.8.4 Sea C' un [n, k, d]-cédigo lineal sobre el campo finito F,. Entonces,
(i) cada vector de [} esta contenido en alguna clase lateral de C;
(i) para todo u € F} se tiene, |C' +u| = |C] = ¢;
(iii) para todo u,v € Fy, u € C' + v implica que C +u = C +v;
(iv) dos clases laterales o son idénticas o tienen interseccién vacia;
(v) C tiene ¢"7* clases laterales diferentes;

(vi) paratodou,v € [y, u—v € Csi, y sdlosi, uy v estan en la misma clase lateral.
Demostracién. (i) El vector v € [y esta claramente contenido en la clase lateral
C+wv.

(ii) Por definicién C'+u tiene a lo més |C| = ¢* elementos. Claramente, dos elementos

c+uy ¢ +ude C+uson iguales si, y sélo si, ¢ = ¢, por lo tanto |C'+u| = |C| = ¢".

(iii) se sigue de la definicién de C'+ v que C'+u C C + v. Entonces, por (ii),
C+u=C+v.
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(iv) consideremos los dos conjuntos C'+u 'y C' + v y supongamos que x € (C'+u)N
(C +v). Como z € C' + u, (iii) muestra que C' + u = C + x. Y de manera similar,

como x € C + v, se sigue que C'+v = C +x. Por lo tanto C +u=C +v.
(v) es una consecuencia inmediata de (i), (i) y (iv).

(vi) Siu—v=ceC,entoncesu=c+veC+v,asi C+u=C+v. Porla
demostracion de (i), u € C +uy v € C + v, por lo que uy v estdn en la misma

clase lateral.

Reciprocamente, supongamos que u, v estan en la clase lateral C' + x. Entonces

u=c+xyv=c+x, para algunos c,c’ € C. Por lo tanto,u—v=c—c € C. 0O

Ejemplo 3.8.5 Las clases laterales del codigo lineal binario
C' = {0000,1011,0101, 1110}

son las siguientes:

0000+C 0000 1011 0101 1110
0001+C 0001 1010 0100 1111
0010+C 0010 1001 0111 1100
1000+C 1000 0011 1101 0110

Observacién 3.8.6 El anterior arreglo es llamado un arreglo estdndar.

Definicién 3.8.7 Una palabra de menor peso (de Hamming) en una clase lateral

es llamado lider de clase.

Ejemplo 3.8.8 En el Ejemplo 3.8.5, el vector u en u + C de la primera columna
son lideres de clase para las clases laterales respectivas. Notar que la clase lateral

0001 + C puede también tener a 0100 como lider de clase.
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3.8.2. Decodificacién por el vecino mas cercano para Cddi-

gos Lineales

Sea C' un cddigo lineal. Asumiendo que la palabra-cédigo v es transmitida y la

palabra w es recibida, resultando el patrdn de error (o cadena de error)

e=w—vewi+C(C.

Entonces w —e = v € C, asi, por la parte (vi) del Teorema 3.8.4, el patrén de error
e y la palabra recibida w estan en la misma clase lateral.

Como los patrones de error de menor peso son los mas pequenos que pueden ocurrir,
la decodificacién por el vecino mas cercano para un codigo lineal C' trabaja de la
siguiente manera. Una vez se recibe la palabra w, escogemos una palabra e de menor
peso en la clase lateral w + C' y se concluye que v = w — e tiene que ser el codigo

transmitido.

Ejemplo 3.8.9 Con g = 2y C = {0000,1011,0101,1110}, decodificaremos las
siguientes palabras recibidas: (i) w = 1101; (ii) w = 1111.

Primero escribamos el arreglo estandar de C.

0000+C 0000 1011 0101 1110
0001+C 0001 1010 0100 1111
0010+C 0010 1001 0111 1100
1000+4-C 1000 0011 1101 0110

(i) w = 1101: w+C esta en la cuarta clase lateral (cuarta fila). La palabra de menor
peso en esta clase lateral es 1000 (notar que este es el tnico lider de clase). Por lo
tanto, 1101 — 1000 = 1101 + 1000 = 0101 sera la més probable a la palabra-cédigo
transmitida (Notar que esta es la palabra de hasta arriba de la columna donde la

palabra recibida 1101 se encuentra).

(ii)) w = 1111: w+C esta en la segunda clase lateral (segunda fila). Hay dos palabras

de menor peso, 0001 y 0100, en esta clase lateral (esto significa que hay dos opciones
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para el lider de clase. En el arreglo estandar, hemos elegido a 0001 como el lider de
clase. Si hubiésemos elegido a 0100 tendriamos una simple diferencia.) Cuando la
clase lateral de la palabra recibida tiene un tnico lider, la aproximacion que toma-
mos para decodificar depende del esquema de decodificacién (es decir, completo o
incompleto) usado. Si realizamos una decodificacién incompleta, solicitaremos una
retransmision. Si realizamos una decodificacién completa, arbitrariamente elegire-
mos una de las palabras de menor peso, es decir 0001 que sera el patréon de error
y se concluirda que 1111 — 0001 = 1111 + 0001 = 1110 sera la mas parecida a la
palabra-cédigo enviada. (Nota: esto significa que elegimos a 0001 como el lider de
clase, revisando el arreglo estandar observamos que la palabra mas semejante a la
palabra enviada es la de hasta arriba de la columna donde la palabra recibida se

localiza.) ;Y que sucederia si elegimos a 0100 como lider de clase y patrén de error?

3.8.3. Decodificacién por Sindrome

El esquema de decodificacion basado en el arreglo estandar trabaja razonablemente
bien cuando la longitud n del cédigo lineal es pequeno, pero puede tomar una consi-
derable cantidad de tiempo cuando n es grande. Este inconveniente se puede a veces
salvar empleando el sindrome para identificar la clase lateral a la cual pertenece la

palabra recibida.

Definicién 3.8.10 Sean C un [n, k, d]-cédigo lineal sobre F,, y H una matriz paridad

para C. Para cualquier w € [y, el sindrome de w es la palabra S(w) = wH T e IE‘Z"“.

Para ser precisos, como el sindrome depende de la eleccién de la matriz paridad H,
serfa mas apropiado denotar el sindrome de w por Sy (w), para enfatizar esta de-
pendencia. Sin embargo para simplificar la notacién, el subindice H sera omitido
siempre que no haya riesgo de ambigiiedad.

Teorema 3.8.11 Sean C un [n, k, d]-c6digo lineal y H una matriz paridad para C.

mn

Para cualesquiera u, v € Fy

, tenemos
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(i) S(u+v)=S(u)+ S(v);
(ii)) S(u) =0 si, y sélo si, u es una palabra cédigo en C;

(iii) S(u) = S(v) si, y solo si, u'y v estan en la misma clase lateral de C.

Demostracion. (i) Es una inmediata consecuencia de la definicién de sindrome.

(ii) Por la definicién de sindrome, S(u) = 0 si, y sélo si, uH” = 0, lo que por la

Observaciéon 3.5.5, es equivalente a u € C.

(iii) Es una consecuencia de los incisos (i), (ii) y el Teorema 3.8.4(vi). O

Observaciéon 3.8.12 (i) El Teorema 3.8.11(iii) dice que podemos identificar una
clase lateral por su sindrome; reciprocamente, todas las palabras en una clase lateral
dada producen el mismo sindrome, asi el sindrome de una clase lateral es el sindrome
de cualquier palabra en la clase lateral. En otras palabras, existe una correspondencia

uno-uno entre las clases laterales y los sindromes.

(ii) Como los sindromes estdan en FZ*’“ , hay a lo mas ¢" % sindromes. El Teorema
3.8.4(v) dice que hay ¢"* clases laterales, asi que hay ¢"~* sindromes correspon-
dientes (todos diferentes). Por lo tanto, todos los vectores en FZ"“ aparecen como

sindromes.

Definicién 3.8.13 Una tabla en la que se desplieguen todos los lideres de clase con

su respectivo sindrome se denominara tabla de sindromes.

Pasos para construir una tabla de sindromes

asumiendo una completa decodificacién por el vecino mas cercano

Paso 1: Formar una lista de todas las clases laterales para el cédigo, eligien-
do de cada clase la palabra de menor peso como el lider de clase
u.

Paso 2:  Encontrar la matriz paridad H para el cddigo y, el lider u para cada

clase lateral, calculando su sindrome S(u) = uH”.
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Observacién 3.8.14 Para una incompleta decodificacion por el vecino mas cer-
cano, si encontramos mas de una palabra de menor peso en el Paso 1 del anterior
procedimiento, se colocara el simbolo ’+” en la entrada de la Tabla de sindromes

para indicar que se requiere una retransmision.

Lider de clase u  Sindrome S(u)

0000 00
0001 01
0010 10
1000 11

Tabla 3.2. Tabla de sindromes para el Ejemplo 1.8.15.

Ejemplo 3.8.15 Asumamos una completa decodificaciéon por el vecino més cer-

cano. Para construir una tabla de sindromes para el cédigo
C' = {0000,1011,0101,1110}.

comencemos examinando las clases laterales calculadas anteriormente, de donde ele-
gimos las palabras 0000, 0001, 0010, y 1000 como lideres de clase. Resultando asi,

la matriz de paridad para C' es

1 010
1 101

Ahora podemos construir la tabla de sindromes para C' (Tabla 1.2). (Si se quiere,
se pueden intercambiar las dos columnas.) Notar que cada palabra de longitud 2

aparecen exactamente como en el sindrome.
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Lider de clase u  Sindrome S(u)

0000 00

* 01
0010 10
1000 11

Tabla 3.3. Tabla de sindromes para el Ejemplo 1.8.16.

Ejemplo 3.8.16 Una tabla de sindromes para C, asumiendo una incompleta de-

codificacion por el vecino més cercano, se puede apreciar en la tabla 1.3.

Observacion 3.8.17 (i) Notar que un tnico lider de clase corresponde a un patrén
de error que puede ser corregido, asumiendo una incompleta decodificacion por el
vecino mas cercano. Un lider de clase (no necesariamente tinico) corresponde a un
patrén de error que puede ser corregido, asumiendo una completa decodificacion por

el vecino maés cercano.

(ii) Una réapida manera para construir una tabla de sindromes, dada la matriz pari-
dad H y la distancia d para el codigo C, es el generar todos los patrones de error e

con

wi(e) < |5

como lideres de clase (consultando el teorema 2.3.5) y calcular el sindrome S(e) para

cada uno de ellos.

Ejemplo 3.8.18 Asumiendo una completa decodificacién por el vecino més cer-
cano, construiremos una tabla de sindromes para el cédigo lineal binario C', con

matriz paridad H, donde

101100
H=1111010
01 1001

Primero, afirmamos que la distancia de C' es d = 3. Esto se puede ver facilmente
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aplicando el Corolario 3.5.7 y observando que no hay dos columnas de H que sean
linealmente dependientes mientras que las segunda, tercera y cuarta columnas son

linealmente dependientes.

Como |(d—1)/2] = 1, todos los patrones de error con peso 0 o 1 serén lideres de cla-
se. Entonces calculamos el sindrome para cada uno de ellos y obtenemos las primeras
siete filas de la tabla de sindromes. Como cada palabra de longitud 3 debe aparecer
como un sindrome, los restantes lideres de clase u tienen sindrome uH”? = 101.
Ademas, u debe tener peso > 2 pues todas las palabras de peso 0 o 1 ya han sido
incluidas en la tabla de sindromes. Como observamos para los lideres de clase, es
razonable registrar las palabras de menor peso disponibles, es decir, 2. Haciéndolo,
encontramos tres posibles lideres de clase: 000101, 001010 y 110000. Como estamos
usando una completa decodificacién por el vecino més cercano, podemos elegir ar-
bitrariamente 000101 como un lider de clase y asi, completar la tabla de sindromes

(ver Tabla 1.4).

Lider de clase u  Sindrome S(u)

000000 000
100000 110
010000 011
001000 111
000100 100
000010 010
000001 001
000101 101

Tabla 3.4. Tabla de sindromes para el Ejemplo 1.8.18.

Notar que, si usamos una incompleta decodificacién por el vecino mas cercano, el

lider de clase 000101 en la tdltima fila de la Tabla 1.4 seria reemplazado por " .
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Procedimiento para decodificar por sindrome

Paso 1:  Calcular el sindrome S(w), para la palabra recibida w.
Paso 2: Encontrar el lider de clase u asociado al sindrome S(u) = S(w) en
la Tabla de sindromes.

Paso 3: Decodificar w como v = w — u.

Ejemplo 3.8.19 Sean ¢ =2y C = {0000, 1011,0101,1110}. Emplear la tabla de
sindromes construida en el Ejemplo 3.8.15 para decodificar las palabras (i) w = 1101;
(i) w = 1111.

(i) w = 1101. El sindrome es S(w) = wH” = 11. En la Tabla 1.2, vemos que el lider
de clase es 1000. Por lo tanto, 1101 + 1000 = 0101 sera la palabra mas semejante a

palabra-cédigo enviada.

(ii) w = 1111. El sindrome es S(w) = wH” = 01. En la Tabla 1.2, vemos que el lider
de clase es 0001. Por lo tanto, 1111 + 0001 = 1110 seré la palabra m&s semejante a

palabra-cédigo enviada.



Capitulo 4

Cddigos Ciclicos

En los capitulos previos, nos hemos concentrado principalmente en los codigos li-
neales porque ellos poseen estructuras algebraicas. Estas estructuras simplifican el

estudio de los codigos lineales.

Por ejemplo, un codigo lineal puede ser descrito por su matriz generadora o su
matriz de paridad; la minima distancia es determinada por el peso de Hamming,
etc. Aun asi, tenemos que introducir otras estructuras ademas de la linealidad con
el fin de que los cédigos puedan aplicarse facilmente. Con el propdsito de una facil
codificacion y decodificacion, naturalmente se requiere que el desplazamiento ciclico
de una palabra-cédigo en C' devuelva una palabra-cédigo en C'. Este requerimiento
hace aparecer una estructura combinatoria, que afortunadamente puede convertirse
en una algebraica. Por otra parte, veremos que un codigo ciclico de longitud n es

determinado totalmente por un polinomio de grado menor que n.

Los codigos ciclicos fueron estudiados por vez primera en 1957 por Prange. Desde
entonces, los tedricos de los codigos algebraicos han hecho grandes progresos en el
estudio de los codigos ciclicos, tanto en la correccién de errores-aleatorios como en
la correccién de errores-rafaga. Muchas clases importantes de codigos estan entre los

cddigos ciclicos, algunos como los cédigos de Hamming y los cédigos de Golay.

Comenzaremos por definir que es un cédigo ciclico, y entonces discutiremos su es-

52
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tructura algebraica y otras propiedades. En las dos ultimas secciones se estudiaran,

un algoritmo de decodificacion y un cédigo corrector de errores-rafaga.

4.1. Definiciones

Definicién 4.1.1 Un subconjunto S de Fy es ciclico si (an_1,a9,a1,...,a,-2) € S
siempre que (ag, a1, ...,a,-1) € S. Un c6digo lineal C' es llamado cédigo ciclico si C'

es un conjunto ciclico.

Se dice que la palabra (u,_p, ..., Up_1,Ug, U1, ..., Uy_r—1) Se obtiene a partir de la

palabra (ug,uq,...,u,—1) € [y, desplazando ciclicamente 7 posiciones.

Es facil verificar que el cédigo dual de un codigo ciclico es también un cédigo ciclico.

Ejemplo 4.1.2 Los conjuntos

{<O7 17 172)7 (2707 17 1)7 (17 2707 1)’ (17 17 270)} C IF;)I?

5
{11111} C F;
son conjuntos ciclicos, pero ellos no son cédigos ciclicos pues no son espacios lineales.

Ejemplo 4.1.3 Los siguientes cddigos son codigos ciclicos:
(i) los tres cédigos triviales {0}, {\- 1|\ € Fy} y Fy;
(ii) el codigo [3,2,2]—-lineal binario {000, 110,101, 011};

(iii) y el cédigo simple S(3,2) = {0000000,1011100,0101110,0010111, 1110010,
0111001, 1001011, 1100101}.
Con el propésito de convertir la estructura combinatoria de los codigos ciclicos en

una estructura algebraica, consideraremos la siguiente correspondencia:

m:Fy — Fylz]/(z" = 1), (2.1)

n—1
(ag, a1y ..., Qp_1) V> o+ a1x + -+ Ay 1T

Entonces m es una transformacién [Fg-lineal de espacios vectoriales sobre ;. De

ahora en adelante, a veces identificaremos ' con Fy[z]/(2" — 1), y un vector u =
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(ug, Uy, ..., Uy_1) con el polinomio u(x) = ug + uw + -+ ,Up 12" = Z;:Ol w;t.
Sabemos que Fy[z]/(2" — 1) es un anillo (pero no un campo a menos que n = 1).

De esta manera, tenemos una operaciéon multiplicativa ademéds de la adicién en Fy.

Ejemplo 4.1.4 Considerar el codigo ciclico C' = {000, 110, 101,011}; luego 7(C') =
{0,14 2,1+ 2%z + 2?} C Fafz]/(2® — 1).
Ahora introducimos un importante concepto en el estudio de los cédigos ciclicos.
Definicién 4.1.5 Sea R un anillo. Un subconjunto I no-vacio de R es llamado ideal
si

(i) a+by a—Dbpertenecen a I, para todo a,b, € I;

(ii) r-a pertenece a I, paratodor € Ry a € I.
Ejemplo 4.1.6 Veamos cuatro ejemplos mas:

(i) En el anillo Z de los enteros, todos los enteros pares forman un ideal;

(ii) Para un entero positivo fijo m, todos los enteros divisibles por m forman un

ideal de Z;

(iii) En el anillo de los polinomios F,[z], para un polinomio f(z) no-nulo dado,

todos los polinomios divisibles por f(x) forman un ideal;

(iv) En el anillo F,[x]/(z" —1), para un divisor g(x) de 2™ — 1, todos los polinomios

divisibles por g(z) forman un ideal.
Ejemplo 4.1.7 En el anillo Fy[z]/(2® — 1), el subconjunto
I={0,1+x1+2*z+2%}

es un ideal.

Definicién 4.1.8 Un ideal I de un anillo R es llamado un ideal principal si existe

un elemento g € I tal que I = (g), donde

(9) ={grlr € R}.

El elemento g es llamado un generador de I. También se dice que I es generado por
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g. Ademas, un anillo R se dice que es un anillo de ideales principales si cada ideal

de R es principal.

Notar que el generador de un ideal principal no puede ser tnico.

Ejemplo 4.1.9 En el ejemplo 4.1.7, el ideal [ es principal. En efecto, I = (1 +z).
Notar que

Teorema 4.1.10 Los anillos Z, F [z] y F,[z]/(2™ — 1) son todos anillos de ideales

principales.

Demostracion. Sea I un ideal de Z. Si I = {0}, entonces I = (0) es un ideal
principal. Asumimos que I # {0} y sea m el mds pequeno entero positivo en I, y a

cualquier elemento de I. Por el algoritmo de la divisién tenemos
a=qm-+r (2.2)

para algin entero ¢ y 0 < r < m — 1. La igualdad (2.2) implica que r también es un
elemento de I pues r = a — gm. Esto fuerza a que r = 0 por la eleccién de m. Por

lo tanto, I = (m). Esto muestra que Z es un anillo de ideales principales.

Empleando el mismo argumento, podemos facilmente mostrar que F,[z] es también

un anillo de ideales principales.

Esencialmente el mismo método puede ser empleado para el caso F,[z]/(z" — 1).
Puesto que este caso es crucial para este capitulo, repetiremos los argumentos. El
ideal nulo es obviamente principal. Elijamos un polinomio no-nulo g(z) de un ideal

J no-nulo con el menor grado. Para cualquier polinomio f(x) € J, tenemos

f(@) = s(x)g(x) + r(z)
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Para algunos polinomios s(z),r(x) € Fy[x] con deg(r(x)) < deg(g(z)). Esto fuerza
a que r(x) =0, pues r(z) = f(z) — s(x)g(z) € J y g(x) tiene el menor grado entre
los polinomios no-nulos de J. Por lo tanto, J = (g(z)), y el resultado deseado se

sigue. ]

4.2. Generadores polinomiales

La razon para definir los ideales en la seccion precedente se aprecia en el siguiente
resultado que relaciona ideales y codigos ciclicos.

Teorema 4.2.1 Sea 7 la aplicacion lineal definida en (2.1). Entonces un subconjunto

no-vacié C' de [y es un cédigo ciclico si, y sélo si m(C') es un ideal de Fy[z]/(z" —1).

Demostracion. Supongamos que 7(C') es un ideal de F[z]/(2™ — 1). Entonces, para
cualesquiera a, f € F, C F [z]/(2" — 1) y a,b € C, tenemos an(a), f7(b) € 7(C)
por la Definicién 4.1.5(ii). Asi por la Definicién 4.1.5(i) aw(a)+ 57 (b) es un elemento
de w(C); es decir, m(aa+ b) € 7(C'), por lo que aa + b es una palabra-cédigo de

C. Esto muestra que C' es un cédigo lineal.

Ahora sea ¢ = (¢g, €1, - . ., ¢,—1) una palabra-cédigo de C'. El polinomio

m(c)=co+ 1w+ cpoga™!

es un elemento de 7(C'). Puesto que 7(C) es un ideal, el elemento

rr(c) = cor + 17”4+ A+ cp o™ cpga”
. 2 n—1 n 1
=cChp1tcr+oax®+ -t e+ (a2 —1)
_ 2 n—1
=Cp_1 +CT+crx"+ -+ Ccphox

.(esto porque 2" — 1 =0 en F,[z]/(z" — 1))

esta en m(C); es decir, (¢,_1, o, 1, - - ., Cn—2) una palabra-cédigo de C'. Esto significa

que C' es ciclico.
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Reciprocamente, supongamos que C' es un codigo ciclico. Entonces esta claro que

(i) de la Definicién 4.1.5 es satisfecha por w(C'). Para cualquier polinomio
f(@) = fo+ fix+ -+ fao2" 2+ fuoaz™ " =7(fo, fr, -y fa2s faot)
de m(C) con (fo, fi,- -+ fu—2, fa_1) € C, el polinomio
rf(x) = foo1 + for + frz® + -+ foooz™!

es también un elemento de 7(C') pues C es ciclico. Asi, 2%f(z) = z(zf(z)) es un
elemento de 7(C'). Por induccién, sabemos que z° f(x) pertenece a 7(C) para todo
i > 0. Como C es un cédigo lineal y 7 es una transformacion lineal, 7(C') es un
espacio lineal sobre F,. Por lo tanto, para cualquier g(z) = go+g12+-+ -+ gn_12""* €
F,[z]/(z™ — 1), el polinomio

n—1

g(@)f(x) =) gl f())

i=0
es un elemento de 7(C'). Por lo tanto w(C') es un ideal de Fy[z]/(z" — 1) pues (ii) de

la Definicién 4.1.5 también es satisfecha. ]

Ejemplo 4.2.2 Ahora veamos tres ejemplos:

(i) El codigo C' = {(0,0,0),(1,1,1),(2,2,2)} es un cddigo ciclico ternario. El
correspondiente ideal en F3[x]/(z3 — 1) es 7(C) = {0, 1 +x + 22,2 + 22 + 222 };

(ii) Elconjunto I ={0,1+2% z+2% 1+ x+2*+ 2%} es un ideal en Fo[z]/(2* —1).
El correspondiente c6digo ciclico es 7=(I) = {0000, 1010,0101, 1111};

(iii) Los cddigos ciclicos triviales {0} y [} corresponden a los ideales triviales{0}
y F,[z]/(z™ — 1), respectivamente.
Teorema 4.2.3 Sea [ un ideal no-nulo en F,[z]/(z™ — 1) y sea g(z) un polinomio
monico no-nulo de minimo grado en I. Entonces g(x) es un generador de I y divide

ax”—1.

Demostracion. Para la primera parte, basta recordar la demostracién del Teorema

4.1.10.



CAPITULO 4. CODIGOS CICLICOS 58

Considerando el algoritmo de la division tenemos que
" —1=s(z)g(x) +r(z)
con deg(r(z)) < deg(g(x)). Por lo tanto

r(z) = (2" = 1) — s(x)g(x)

es un elemento de I (notar que 2™ — 1 es el elemento nulo de F,[z]/(z" — 1)). Esto
implica que r(x) = 0 pues g(z) tiene el minimo grado. Por lo tanto, g(z) es un

divisor de z™ — 1. O

Ejemplo 4.2.4 En el Ejemplo 4.2.2(i), el polinomio 1 + z + 22 es el de menor
grado, y divide a ® — 1. En el Ejemplo 4.2.2(ii), el polinomio 1 + 22 es el de menor

grado, y divide a z* — 1. Para el cédigo [y, el polinomio 1 es el menor grado.

Por el Teorema 4.1.10, sabemos que cada ideal en F,[z]/(2" — 1) es principal, asi un
c6digo ciclico C' es determinado por cualquiera de los generadores de m(C'). Usual-
mente, hay més de un generador para un ideal de F,[x]/(z" — 1). El siguiente re-
sultado muestra que el generador que satisface ciertas propiedades adicionales es
unico.

Teorema 4.2.5 Existe un polinomio ménico tinico de menor grado en cada ideal I

no-nulo de F,[z]/(2" — 1) (Por el Teorema 4.2.3, este es un generador de I).

Demostracion. Sean gy (x), g2(x) dos generadores monicos diferentes de menor grado
en el ideal I. Entonces, un multiplo escalar de g;(z) — g2(x) es un polinomio ménico

no-nulo de menor grado en I. Esta es una contradiccion. O]

A partir del resultado anterior, la siguiente definicién cobra sentido.

Definicién 4.2.6 El inico polinomio ménico de menor grado del ideal no-nulo I de
F,[z]/(z™ — 1) es llamado el polinomio generador de I. Para un cédigo ciclico C, el

polinomio generador de 7w(C') es también llamado el polinomio generador de C.

Ejemplo 4.2.7 (i) El generador polinomial del cddigo ciclico {000, 110,011, 101}
es1l+ux.
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(ii) El polinomio generador del c6digo simple en el Ejemplo 4.1.3(iii) es 1+2%+x3+x*
Teorema 4.2.8 Cada divisor moénico de ™ — 1 es el polinomio generador de algin

codigo ciclico en Fy.

Demostracion. Sea g(x) un divisor moénico de 2™ — 1 y sea I el ideal (g(x)) de
F,[z]/(z™—1) generado por g(x). Sea C' el correspondiente codigo ciclico. Asumamos

que h(z) es el polinomio generador de C'. Entonces existe un polinomio b(z) tal que
h(z) = g(x)b(z) (méd 2™ —1).

Asi, g(z) es un divisor de h(x). Por lo tanto, g(x) es el mismo que h(zx), pues h(z)

tiene el menor grado y es ménico. O

A partir de los Teoremas 4.2.5 y 4.2.8, obtenemos el siguiente resultado.
Corolario 4.2.9 Existe una correspondencia uno a uno entre los cédigos ciclicos en

7 y los divisores moénicos de 2" — 1 € F[x].

Observacién 4.2.10  Los polinomios 1y 2" — 1 corresponden a Fy y a {0} res-

pectivamente.

Ejemplo 4.2.11 Con el propédsito de encontrar todos los cédigos ciclicos de lon-

gitud 6, factorizamos el polinomio % — 1 € Fy[z]:
2 —1=(1+2)>*1+x+2%>
Y asi, podemos listar todos los divisores ménicos de z® — 1:
1 1+ 1424 2°
(1+x) 1I+z)1+z+2*) (A+z2)*(1+z+2%)
14+z+25* (1+2)1+2+ 2?2 1+
Por lo tanto, existen en total nueve cédigos ciclicos de longitud 6. En base a la

aplicacion 7, podemos facilmente escribir todos los cddigos ciclicos. Por ejemplo, el

cédigo ciclico correspondiente al polinomio (1 + z + x?)? es

{000000, 101010, 010101, 111111}
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A partir del ejemplo anterior, encontramos que el nimero de cédigos ciclicos de
longitud n puede ser determinado si conocemos la factorizacion de 2™ — 1. Y asi,

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.12 Para 2" — 1 € F[z] tenemos la factorizacién

" —1= pr(x),
i=1

donde p;y(x), pa(x), ..., pr-(z) son polinomios ménicos irreducibles diferentes y e; > 1

para todo 2 = 1,2, ...,r. Entonces existen

T

i=1
codigos ciclicos de longitud n sobre F,.

La demostracion del Teorema 4.2.12 se sigue del Corolario 4.2.9 contando el nimero

de divisores monicos de ™ — 1.

Ejemplo 4.2.13 Usando el teorema 4.3.9, podemos factorizar el polinomio ™ —1,
y de esta manera el numero de cédigos ciclicos de longitud n puede ser determinado

por el Teorema 4.2.12.
Las tablas 2.5 y 2.6 muestran la factorizacién de z" — 1 y el nimero de céddigos
ciclicos g-arios de longitud n, para 1 <n <10y q¢ = 2, 3.

Como un codigo ciclico esta totalmente determinado por su polinomio generador,
todos los parametros de el cédigo son también determinados por el polinomio gene-

rador. El siguiente resultado da la dimensién en términos del polinomio generador.
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n factorizacién de x™ — 1 N de cédigos ciclicos
1 1+2 2
2 (1+2z)? 3
3 (I+4+2)(1+z+a?) 4
4 (1+az)! 5
5 (I+2)(1+z+a2+2%+2?) 4
6 (1+2)*(1+x+2%)? 9
7 (1+2)(1+z+ 231+ 22 + 23) 8
8 (1+ )8 9
9 (A+2)1+z+ 231+ 23+ 2% 8
10 (1+2)?(Q+z+2*+2° +2)? 9

Tabla 4.5. Cdédigos ciclicos binarios de longitud hasta 10.

Teorema 4.2.14 Sea g(x) el polinomio generador de un ideal de F,[x]/(z" — 1).
Entonces el correspondiente cddigo ciclico tiene dimensién k& si el grado de g(x) es

n — k.

Demostracion. Para dos polinomios c¢;(z) # ca(x) con deg(ci(x)) < k—1 (i =
1,2), tenemos claramente que g(z)cy(z) Z g(x)ca(z) (mdéd z™ — 1). Por lo tanto, el

conjunto
A ={g(z)c(z)| c(x) € Fylz]/ (2" — 1), deg(c(z)) < k —1}

tiene ¢* elementos y es un subconjunto de el ideal (g(x)). Por otro lado, para cual-

quier palabra-cédigo g(z)a(x) con a(z) € Fy[z]/(z" — 1), escribimos
a(z)g(x) = u(z)(z" — 1) + v(z) (2.3)

con deg(v(z)) < n. Por (2.3), tenemos que v(z) = a(x)g(x) — u(z)(z™ — 1). Por

lo tanto, g(z) divide a v(z). Asi que podemos escribir v(z) = g(z)b(x) para algin
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polinomio b(x). Entonces deg(b(x)) < k, por lo que v(z) esta en A. Esto muestra que

A es el mismo que (g(z)). Por lo tanto, la dimensién del cédigo es log, [A] = k. O

Ejemplo 4.2.15 (i) En base a la factorizacion: 7 — 1 = (14 z)(1 + 2* + 23)(1 +

z + x°) € Fy[z], sabemos que sdlo existen dos [7, 3]-c6digos ciclicos binarios

(14 2)(1 + 2? + 23)) ={0000000, 1110100, 0111010, 0011101,

1001110,0100111, 1010011, 1101001}

((1+z)(1+ z + 2°)) ={0000000, 1011100, 0101110, 0010111,

1001011, 1100101, 1110010,0111001}.

(ii) En base a la factorizacion: 27 —1 = (2+x)(1+z+ 2%+ 23 + 21 +2° + 2%) € F3lx],

podemos asegurar que no hay ningin [7,2]-cédigo ciclico ternario.

n factorizacién de ™ — 1 Numero de

codigos ciclicos

1 242 2
2 2+4+2)(1+ux) 4
3 (2+x) 4
4 24 2)(1+2)(1+2?) 8
5 24+ 2)(14+x+ 22+ 2%+ 1) 4
6 (2+2)*(1+x)3 16
7T 2+x)14x+2*+ 23+t + 25+ 2b) 4
8 2+z)(1+2)(1+2*)2+z+2*)(2+ 2z + 2?) 32
9 (2+a) 10

10 2+2)1+2)(1+z+ 22+ 2%+ 24 (1 + 2z + 2% + 223 + 2?) 16
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Tabla 4.6. Cdédigos ciclicos ternarios de longitud hasta 10.

4.3. Matrices generadora y de paridad

En las secciones anteriores, mostramos que un cédigo ciclico esta totalmente deter-
minado por su polinomio generador. Por lo tanto, cualquier cédigo ciclico también
deberia tener una matriz generadora determinada por su polinomio. De hecho, te-

nemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1 Sea g(z) = go + 1T + - + gn_rx" " el polinomio generador de un

cédigo ciclico C' en Fy con deg(g(z)) = n — k. Entonces la matriz de tamafio k x n

g9(z) g 91 G - Gak 0 0 - 0
gjg(g;) 0 g 91 " Gnotel Gnok 0 ~--- 0
o . I I . S ,
ah2g(x) 00 0 -+ ¢ g g3 - 0
" tg(x) o 0 0 - 9o g1 92 - Gn—k

es la matriz generadora de C' (notar que identificamos un vector con un polinomio).

#=1g(z) forma una base

Demostracion. Es suficiente mostrar que g(z),zg(x),...,x
de C. Esta claro que ellos son linealmente independientes sobre F,. Por el Teorema

4.2.14, sabemos que dim(C') = k. De donde se desprende el resultado deseado. ]

Ejemplo 4.3.2 Considerar el |7, 4]-cédigo ciclico binario con polinomio generador

x) = 1+ 22 + 22, Entonces este cédigo tiene la matriz generadora
g g g

g(z) 1011000

o zg(z) _ 0101100
z2g(z) 0010110
3g(z) 0001011

Esta matriz generadora no estd en la forma estdndar. Si la cuarta fila es sumada

a la segunda fila, y la suma de las dos ultimas filas es anadida a la primera fila,
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obtendremos la forma estandar de la matriz generadora, es decir:

1000101
P U R
0010110
0001011

Ademas, a partir de G’ es fécil obtener la matriz de paridad aplicando el algoritmo

1.3.

Por lo visto hasta ahora, sabemos que la matriz de paridad de un cédigo ciclico puede
ser obtenida a partir de su matriz generadora empleando operaciones elementales
de filas. Sin embargo, como el cédigo dual de un codigo ciclico C' también es ciclico,
deberiamos ser capaces de encontrar una matriz de paridad a partir del polinomio
generador del codigo dual. Entonces, solo resta encontrar el polinomio generador del
cédigo dual C*.
Definicién 4.3.3 Sea h(x) = ag+a;x+- - - +axz”® un polinomio de grado k (ay # 0)
sobre IF,. El polinomio reciproco hg(x) de h(z) se define como
ky (1 - ]
hr(x) = z"h <5> = ;aklx’.

O de otra forma hp = a, + ag_17 + - - - + a2 + agz”.
Observaciéon 4.3.4  Si h(z) es un divisor de 2" —1, entonces también lo serd hg(x).

Ejemplo 4.3.5 (i) Para el polinomio h(z) = 1+2z+32°+27 € Fs[z], el polinomio

reciproco de h(z) es
hr = 2"h(1/z)
1 1\* (1)’
o)
T T T
=1+32% +22% + 2"

(ii) Consideremos el divisor h(z) = 1+ x + 2% € Fy[z] de 27 — 1. Entonces hp =

1 4 2% + 23 es también divisor de z7 — 1.
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Ejemplo 4.3.6 Sea g(z) = go + g17 + ¢g2x> + g323 el polinomio generador del
cédigo ciclico C sobre F, de longitud 4 y sea h(z) = (z* — 1)/g(z). Colocando
h(z) = ho + hix + hox? + haa®, entonces hg(x) = (hs + hox + hyx? + hox®)/237*,
donde k = deg(h(z)). Considerar el producto

0= g(x)h(z)
= (go + 17 + gox* + g32°)(ho + hyx + ho® + har®)
= goho + (9o + g1ho)e + (gaho + gula + goha)z*+
+ (g3ho + g2h1 + giha + gohs)x® + (gshy + gaha + gihs) "+
+ (g3ha + goh3)x® + gshaa® (2.4)
= (goho + g1hs + gaha + gsh1) + (goh1 + giho + g2hs + gzha)z+

+ (goha + gih1 + goho + gzhs)x* + (g3ho + gah1 + giha + gohs)x®  (méd z* — 1).

Por lo tanto, los coeficientes de cada potencia de x en el tiltimo paso de (2.4) deben
ser cero. Colocando b = (hs, ha, h1,ho) € Fy y g8 = (g0, 91,92, 93) € Fy. Sea g; el
vector obtenido a partir de g por desplazar ciclicamente 7 posiciones. Al observar el

coeficiente de x3 en (2.4), obtenemos
8o - b =g-b=gohs+ gihs + g2h1 + gsho = 0.

Al observar todos los coeficientes de las otras potencias de = en (2.4), obtenemos
g;-b =0 para todo i = 0,1, 2,3. Por lo tanto, b es una palabra-cédigo de C* pues
el conjunto {go, g1, g2, g3} genera C' por el teorema 4.3.1.

Desplazando ciclicamente k + 1 posiciones el vector b = (hg, ha, hy, hy), obtenemos
el correspondiente vector para hg(z). Esto implica que hgr(x) es una palabra-cédigo
asf como C* es un cédigo ciclico.

Ya que deg(hr(z)) = deg(h(z)) = k, el conjunto {hgr(x),zhg(z),..., 2" *1hr(x)}
es una base de C*. Por lo tanto, C* es generado por hg(z). Por lo tanto el polinomio
ménico hy 'hr(x) es el polinomio generador de C* (notar que hy = h(0) # 0 pues

hogo = —1).
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Esta claro que el anterior ejemplo puede ser generalizado facilmente para cualquier

longitud n.

Teorema 4.3.7 Sea g(x) el polinomio generador de un [n, k]-cédigo ciclico g-ario
C. Si se toma
Cat—1

o) = g(z)

Entonces hy'hg(z) es el polinomio generador de C*, donde hq es el término cons-

tante de h(x).

Demostracion. Sean los polinomios

n—1 n—1
g@) =D gia' ¥ h(x) =Y b’
i=0 i=0

Entonces

n—1

1 ,

hr(z) = gy Py —ry
=0

donde k = deg(h(z)). Considerar el producto

0

g(@)h(z)
= (goho + g1hn-1+ -+ + gn_1h1) + (goh1 + g1ho + - - - + gn_1h2)x+
+ (90h2 + g1h1 4+ 4 gn_1h3)x2 4+

+ (gﬁhnfl + glhn—Q + -+ gnflho):cnfl (m(')d " — 1)

Por lo tanto la coeficiente de cada potencia de x en la ultima linea del desarrollo
anterior debe ser cero. Observando el coeficiente de cada potencia de z, obtenemos
g (hp—1,hn_2,...,h1,hg) = 0 para todo i = 0,1...,n — 1, donde g; es el vector
obtenido al desplazar ciclicamente ¢ posiciones de (go, 91, ---,gn-1). Por lo tanto
(hp—1, P2, ..., h1, hy) es un cédigo-palabra de C* pues (go, g1, .-, 8n_1) genera C

por el Teorema 4.3.1.

Si desplazamos ciclicamente k + 1 posiciones en el vector (hy,_1,hp_2,...,h1, ho)
, obtendremos el vector correspondiente a hr(x). Esto implica que hgr(x) es una

palabra-cédigo, asi como C* es un cédigo ciclico.
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Puesto que deg(hgr(r)) = deg(h(z)) = k, el conjunto {hgr(z), xhp(x),..., 2" *1hr(z)}
es una base de C*. En consecuencia, C es generado por hg(z). De esta manera, el

polinomio ménico hy*hr(x) es el polinomio generador de C*. O]

Definicién 4.3.8 Sea C' un cddigo ciclico g-ario de longitud n. Colocando

o) =

Entonces, hy'hg(r) es denominado polinomio de paridad de C, donde hg es el

término constante de h(x).

Corolario 4.3.9 Sea C' un [n, k]-cidigo ciclico g-ario con polinomio generador g(z).

Tomando

hz) = ——= = ho + bz + - - + hpa®.
X

Entonces la matriz

hal(z) he hot heo - he O 0 - 0
zhr(x) 0 hr hyy -+ M~ ho o --- 0
I— . _ . . . .
o Lhg(z) 0 0 0 -+ hgq hpgso 0 - 0
2" hp(x) 0 0 0 - hr hi1 hgso -+ ho

es la matriz de paridad de C.

Demostracion. El resultado se sigue inmediatamente de los Teorema 4.3.1 y 4.3.7.

]

Ejemplo 4.3.10 Sea C el [7,4]-c6digo ciclico binario generado por g(z) = 1+x%+
23 como en el Ejemplo 4.3.2 con h(z) = (27 — 1)/g(x) = 1+ 2* + 2* + 2*. Entonces
hr(z) =1+ x + 2% + z* es el polinomio de paridad de C. Por lo tanto,
1110100
H=10111010
0011101

es la matriz de paridad de C.
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4.4. Decodificacién de los cédigos ciclicos

La decodificacion de los codigos ciclicos consiste de los mismos tres pasos que la
decodificacion de los codigos lineales: calcular el sindrome; encontrar el sindrome
correspondiente al patrén de error; y corregir los errores. Como la estructura de
los codigos ciclicos es mas agradable, los tres pasos son usualmente més sencillos.
Los codigos ciclicos tienen considerables propiedades algebraicas y geométricas. Si
estas propiedades son usadas apropiadamente, se puede alcanzar una decodificacion

notablemente simple.

Siempre hablando de cédigos ciclicos y empleando el Corolario 4.3.9, podemos facil-

mente producir una matriz de paridad de la forma
H = (I,_x|A) (2.5)

empleando operaciones elementales de filas. Aunque las matrices de paridad para un
c6digo lineal no son tnicas, la matriz de paridad de la forma (2.5) es tinica. Todos
los sindromes considerados en esta seccién son calculados con respecto a la matriz

de paridad de la forma (2.5).

Teorema 4.4.1 Sea H = (I,_;|A) la matriz de paridad del c6digo ciclico g-ario C'
y sea g(x) el polinomio generador de C'. Entonces el sindrome de un vector w € Fy
es igual a (w(x) (méd g(x))); es decir, el resto principal que queda al dividir w(z)

entre g(x).

Notar que aqui identificamos un vector de Fyy con un polinomio de Fy[z]/(z" — 1), y

asi w(z) es el polinomio correspondiente de w.

Demostracion. A cada vector columna de A, le asociamos un polinomio de grado a

lo méas n — k — 1 y escribimos A como

A = (ag(x),a1(x), ..., ap_1(z)).

Por el algoritmo 1.3, sabemos que G = (—AT|I;) es una matriz generadora de C'.

Por lo tanto, 2" ¥+ — a;(z) es una palabra-cédigo de C, por lo que 2" *+ —q,(z) =
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¢i(z)g(x) para algin ¢;(z) € F,[z]/(2™ — 1); es decir,

n—k+i

a;j(x) = 2" — gi(x)g(x) (2.6)

Suponiendo que w(zx) = wy + wyx + -+ + Wy,_12" "1, para el sindrome s = wH” de

w, el polinomio correspondiente s(x) es

$(x) = wo + Wi T + -+ Wy g1 @ w_gao(z) + -+ wymrag1(2)
n—k—1 k—1
= Wi + Y wn gy (7" = gi(x)g(x))  (por (2.6))
i=0 =0

k—

wxt — (Z wnk+ij(x)> g9(x)

3
|

1=

w(z) (mdd g(x))

[e=]

Como el polinomio s(z) tiene grado a lo mas n — k — 1, el resultado deseado se

sigue. L]

Ejemplo 4.4.2 Considerar el [7,4,3]-c6digo de Hamming binario con el polinomio
generador g(r) = 1 + z? + 3. Entonces, aplicando operaciones elementales de filas
en la matriz del Ejemplo 4.3.10, obtenemos la matriz de paridad H = (13| A), donde

A es la matriz

1110
A=10 1 1 1
1101

Para la palabra w = 0110110, el sindrome es s = wH”’ = 010. Por otro lado,
w(z) =z + 2> + 2" + 2° =z + 2%g().
Asi, el resto (w(x) (méd g(x))) es x, que corresponde a la palabra 010.

El Teorema 4.4.1 muestra que el sindrome de una palabra recibida w(x) puede ser
determinado por el resto s(z) = (w(z) (méd g(x))). Por lo tanto, w(xz) — s(x) es

una palabra-codigo.

Corolario 4.4.3 Sea g(x) el polinomio generador de un c6digo ciclico C'. Para una

palabra recibida w(x), si el resto s(x) de dividir w(z) entre g(x) tiene peso menor que
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oigual a [(d(C)—1)/2], entonces s(z) es el patron de error de w(x); es decir, w(z) es

decodificado como w(x) — s(z) por MLD (Decodificacién de Maxima Probabilidad).

Demostracion. Por el Teorema 4.4.1, sabemos que w(z) y s(z) estdn en la misma
clase lateral. Por otra parte, s(x) es el lider de su clase por el Ejercicio 4.44 pues

wt (s(z)) < [(d(C) —1)/2]. Que es el resultado deseado. O

Ejemplo 4.4.4 Como en el Ejemplo 4.4.2, es resto de dividir w(z) = z+z?+2* +2°
entre g(x) = 1 + 2% + 2% es z. Por lo tanto, w(z) es decodificada como w(z) — x =
22 + ' + 2° = 0010110. Si la palabra w; (z) = 1+ 2% + 2% 4+ 2* es recibida, entonces
el resto (wy(x) (méd g(z))) es 1+ = + 2. En este caso, podemos usar el sindrome
de decodificacién para obtener la palabra-cédigo wy(x) —z* = 1+ 22 +2* = 1011000

pues la palabra 0000100 es el lider de la clase lateral en la que se encuentra wq(z).

En el ejemplo anterior, vimos que, algunas palabras recibidas pueden ser directa-
mente decodificadas extrayendo el resto de las palabras. Sin embargo, para otras
palabras tenemos que usar la decodificacion a través del sindrome. Debido a las
propiedades algebraicas y geométricas de los codigos ciclicos, podemos simplificar
la decodificacién por sindrome para algunas palabras recibidas. En lo que resta de

esta seccion, describiremos la denominada decodificacion por captura de errores.

Lema 4.4.5 Sea C un [n, k|-cédigo ciclico g-ario con polinomio generador g(z). Sea

s(z) = Z;:Ok*l s;x" el sindrome de w(x). Entonces el sindrome del desplazamiento

ciclico zw(x) es igual a xs(z) — sp_k_19(x).

Demostracion. Por el Teorema 4.4.1, es suficiente mostrar que zs(z) — s, x_19(x)

es el resto de dividir zw(x) entre g(x). Si w(z) = q(x)g(x) + s(z), entonces

rw(z) = xq(z)g(x) + 2s()

= (2q(2) + snk-1)9(x) + (25(2) = snk-19(2))-

Que es el resultado deseado, pues deg(zs(z) — sp—r-19(x)) < n—k = deg(g(x)). O
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Observacién 4.4.6  El sindrome del desplazamiento ciclico z'w(z) de una palabra

1

w(x) puede ser calculado a través del sindrome del desplazamiento ciclico 2~ tw(x).

Asf, los sindromes de w(x), zw(z), x?w(z), . . . pueden ser calculados inductivamente.

Ejemplo 4.4.7 Como en el Ejemplo 4.4.2, el sindrome de w(z) = z+z*+x'+2° es
x, por lo tanto los sindromes de zw(x) y z?w(z) son z-2 = 22 y x-22 —g(x) = 1+22,

respectivamente.

Definicién 4.4.8 Un bloque ciclico de 0Os de longitud [ de una n-tupla, es una

sucesion de [ componentes ceros ciclicamente consecutivos.

Ejemplo 4.4.9 (i) La 9-tupla e = (1,3,0,0,0,0,0,1,0) tiene un bloque ciclico de
Os de longitud 5.

(i) La 10-tupla e = (0,0,1,2,0,0,0,1,0,0) tiene un bloque ciclico de 0s de longitud
4.

Algoritmo de decodificacién para cédigos ciclicos

Sea C'un [n, k, d]-cédigo ciclico g-ario con polinomio generador g(x). Sea w(x)
la palabra recibida con patrén de errores e(x), donde wt (e(x)) < |(d —1)/2]
y e(z) tiene un bloque ciclico de Os de longitud al menos k. El objetivo es

determinar e(x).

Paso 1: Calcular el sindrome de z‘w(zx), para ¢ = 0,1,2,..., hasta que
se cumpla el paso 2 y denotar por s;(x) el sindrome (z'w;(z)
(méd g(x))).
Paso 2:  Encontrar m tal que el peso del sindrome s,,(x) para z™w(x) es
menor que o igual a [(d —1)/2].
Paso 3:  Calcular el resto e(x) de dividir " "s,,(z) entre 2" — 1. Decodificar
w(z) como w(x) — e(x).
Demostracion. En primer lugar, mostraremos la existencia de m en el Paso 2. Como
se supuso, existe un patrén de error e(z) tal que e(z) tiene un bloque ciclico de 0s

de longitud al menos k. Asi existe un entero m > 0 tal que el desplazamiento ciclico
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de m posiciones del patrén de error e(z) tiene todas sus componentes no-nulas en
las primera n — k posiciones. El resultado de desplazar ciclicamente m posiciones
del patrén de error e(x) es de hecho el resto de dividir z™w(z) (méd z™ — 1) entre

g(x). Colocando

r(z) = ((¢"w(z) (méd 2" —1))  (méd g(z))) = (z™w(x) (mod g())).

El peso de r(z) es claramente el mismo que el peso de e(z), que es alo més | (d—1)/2].
Esto muestra la existencia de m.

La palabra t(z) = (2" ™s,,(z) (mdd ™ — 1)) es un desplazamiento ciclico de n —m
posiciones de (s,,,0), donde s, es el vector de ]F;‘*k correspondiente al polinomio

sm(z). Es evidente que el peso de t(x) es el mismo que el peso de s,,(x). Por lo

tanto, wt (t(z)) < [(d — 1)/2]. Como

2" (w(z) — t(x)) = 2™ (w(x) — 2" s (7))

zmw(x) — a" sy (x)

Sm(T) — "8 ()
(1 —a2")sm(z)
0 (méd g(x))

y 2™ es coprimo a g(x) (ver la Observacion 2.3.11 (iii)), afirmamos que w(z) —t(z) es
divisible por g(z); es decir, w(z) —t(x) es una palabra cédigo. Como #(x) y el patrén
de errores e(z) estan en la misma clase lateral, tenemos que e(x) = t(z) = 2™ s, ()

(méd 2 — 1). 0

Ejemplo 4.4.10 Como en el Ejemplo 2.4.4, consideremos la palabra recibida
wi (z) = 1011100 = 1 + 22 + 23 + 2*.

Calcular los sindromes s;(x) de z'w;(x) hasta que wt (s;(z)) < 1, como se muestra
en la Tabla 2.7. Y por tltimo decodificar w;(z) = 1011100 como w;(x) — z*s3(z) =
wi(z) —z* =1+ 2% + 23 = 1011000.
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i si(7)

0 1+ 2+ 22
1 1+2

2z +a?

3 1

Tabla 4.7. Sindromes s;(z) de z'w,(r) hasta que wt (s;(z)) < 1.

Ejemplo 4.4.11 Considerar el [15,7]-c6digo ciclico binario generado por g(z) =
1+2* 4+ 2%+ 27 + 28 Podemos comprobar por medio de la matriz de paridad que la
distancia minima es 5. Un patrén de error con peso a lo mas 2 debe tener un bloque
ciclico de Os de longitud al menos 7. Por lo tanto podemos corregir este patron de

error usando el algoritmo anteriormente expuesto. Considerar la palabra recibida
w(z) =110011101100010 = 1 + z + 2" + 2° + 2° + 2° + 27 + 2.

Calcular los sindromes s;(z) de z'w;(x) hasta que wt (s;(z)) < 2, como se muestra
en la Tabla 2.8. Y por tultimo decodificar w(x) = 110011101100010 como w(x) —
2s7(z) =w(z) —2® — 2B =1+ 2+ 2" + 2° + 25 + 2% = 110011100100000.

i si(x)

0 14+ 2% + 25+ 27

1 l+z+a3+at+a”

2 l4z+a?+2°+2%+27
3 l+z+a22+2%+ 21

4 zHt+ad+at+ad

5 a4 23 4ot +2° +ab

6 24 at+25+a5+a7

7 14 2°

Tabla 4.8. Sindromes s;(z) de z'w,(r) hasta que wt (s;(z)) < 2.
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4.5. Cbdigos que corrigen errores de rafaga

Hasta ahora, nos hemos ocupado unicamente en cédigos que corrigen errores alea-
torios. Sin embargo, hay ciertos canales de comunicacion, tales como las lineas te-
lefénicas y sistemas de almacenamiento magnético, que son afectados por errores
localizados en breves intervalos en lugar de errores aleatorios. A tal error se deno-
mina error de rafaga. En general, los cddigos para corregir errores aleatorios no son
eficientes para la correccién de errores de rafaga. Por lo tanto, es deseable construir
cddigos especificos para la correccion de errores de rafaga. Codigos de este tipo se

denominan cddigos correctores de errores de rdfaga.

Los codigos ciclicos son muy eficientes para corregir errores de rafaga. Desde la
década de los 70s, se han encontrado muchos cédigos ciclicos eficaces en la correccién
de errores de rafaga. En esta secciéon, trataremos algunas propiedades de los cédigos
correctores de errores de rafaga y un algoritmo para decodificarlos. Los cédigos en

esta seccion son todos binarios.

Definicién 4.5.1 Una rdfaga de longitud [ > 1 es un vector binario cuyas compo-
nentes no-nulas se limitan a [ posiciones ciclicamente consecutivas, siendo la primera

y ultima posiciones no-nulas.

Un cédigo se denomina cddigo corrector de | errores de rafaga si este puede corregir
todos los errores de rafaga de longitud ! o menos; es decir, los patrones de error que

son rafagas de longitud [ o menos.

Ejemplo 4.5.2 El vector 01000000000000100 es una rafaga de longitud 5, mientras
que, 0011010000 es una rafaga de longitud 4.

Teorema 4.5.3 Un cédigo lineal C' es un cédigo corrector de [ errores de réfaga
si, sélo si todos los errores de rafaga de longitud [ o menos se encuentran en clases

laterales diferentes de C.

Demostracion. Si todos los errores de rafaga de longitud [ o menos se encuentran

en clases laterales diferentes, entonces cada error de rafaga es determinado por su
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sindrome; entonces el error puede ser corregido por medio de su sindrome.

Por otro lado, supongamos que dos errores de rafaga diferentes b; y by de longitud
[ o menos se encuentran en la misma clase lateral de C. La diferencia ¢ = by — by
es una palabra-codigo. Por lo tanto, si by es recibido, entonces by se decodificaria

como 0 y c. O

Corolario 4.5.4 Sea C' un [n, k]-cédigo lineal corrector de [ errores de réfaga. En-

tonces

(i) ninguna rafaga no-nula de longitud 2/ o menos puede ser una palabra-c6digo;

(ii) (Cota de Reiger) n —k > 2I.

Demostracion. (i) Supongamos que existe una palabra-cédigo ¢ que es una rafaga
de longitud < 2[. Entonces, ¢ es de la forma (0,1,u,v,1,0), donde u y bfv son
dos palabras de longitud < [ — 1. Por lo tanto, las palabras w = (0,1,u,0,0,0) y
c—w = (0,0,0,v,1,0) son dos rafagas de longitud < [; ellas estdan en la misma

clase lateral. Esta es una contradiccién al Teorema 4.5.3.

(i) Sean uy, uy, ..., u,_k4+1 las primeras n —k+1 vectores columna de una matriz de
paridad de C'. Entonces, ellos se encuentran en ]Fg’k y por lo tanto son linealmente
dependientes. Por lo tanto, existen ¢y, ca, ..., cp_ks1 € Fy, no todos nulos, tales que
ciuy + Uy + -+ + g1,y = 0. Esto implica que (c1,¢2,...,¢—k11,0) es
una palabra-cédigo y esta claro que esta palabra-cédigo es una rafaga de longitud

<n —k+ 1. Por la parte (i), tenemos que n — k +1 > 2[; es decir n — k > 2[. [

Un [n, k]-cédigo lineal corrector de [ errores de rafaga satisface n — k > 2[; es decir,

n—=k

[ <

. (2.7)

Un cédigo lineal corrector de errores de rafaga que alcanza la Cota de Reiger se

denomina cédigo corrector de errores de rafaga dptimo.

Ejemplo 4.5.5 Sea C el codigo ciclico binario de longitud 15 generado por 1 +

T+ 2% + 23 + 2%, Este es un [15,9]-c6digo lineal. El lector puede verificar que todos
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los errores de longitud 3 o menos se encuentran en distintas clases laterales de C.
Por el Teorema 4.5.3, C es un cédigo corrector de 3 errores de rafaga. Si el lector
quiere confirmar el Corolario 4.5.4(i) puede observar que no hay errores de rafaga
de longitud 6 o menor que sean palabras-codigo. Este codigo ademas es 6ptimo pues

alcanza la Cota de Reiger (2.7).

Notar que una rafaga de longitud [ tiene un bloque de 0s de longitud n — [. Por el
Corolario 4.5.4, tenemos que k < n— 2l < n—1[ para un [n, k]-c6digo lineal corrector
de [ errores de rafaga. Esto satisface el requerimiento del algoritmo de decodificacion
de la Seccion 4.4 para corregir un error conteniendo un bloque ciclico de al menos k
ceros. Por lo tanto, el algoritmo puede ser usado directamente para corregir errores
de rafaga. La principal diferencia es que, en el caso de la correccién de errores de
rafaga, no requerimos que el peso de un patrén de error sea < |(d(C) —1)/2]. El

algoritmo modificado para la decodificacion de errores de rafaga es el siguiente.

Algoritmo de decodificacién para cédigos correctores de errores de rafaga

Sea C' un [n, k]-codigo ciclico g-ario con polinomio generador g(z). Sea w(x)
la palabra recibida con patrén de errores e(z), que es una rafaga de longitud

[ 0 menos.

Paso 1: Calcular el sindrome de z'w(x), para i = 0,1,2,... hasta que se
cumpla el paso 2, y denotar por s;(z) el sindrome xw(z).

Paso 2:  Encontrar m tal que el sindrome para z™w(z) es una rafaga de
longitud [ o menos.

Paso 3:  Calcular el resto e(x) de dividir " ™s,,(z) entre 2" — 1. Decodificar

w(x) como w(x) — e(x).

La demostracién del algoritmo es similar al de la secciéon previa. Ahora usaremos el

cddigo del Ejemplo 4.5.5 para ilustrar este algoritmo.

Ejemplo 4.5.6 Considerar el [15,9]-c6digo ciclico binario generado por g(z) =

1+ a4+ 22 + 2® + 2% Podemos corregir todos los errores de longitud 3 o menos.
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Supongamos que
w(z) =111011101100000 = 1 + = + 2% + 2" + 2° + 2% + 2® + 2°.

Calculemos el sindrome s;(z) para z‘w(z) mientras s,,(x) es una réfaga de longi-
tud 3 o menos (ver la Tabla 2.9). Decodificamos w(z) = 111011101100000 como
w(z) — 28sg(z) = w(z) — 2 — 2% =1+ 2+ 22 + 2% + 2° + 2 = 111011000100000.

si(x)

l+z+a*+2°

~.

1+ a3+ a°

1+a22+ 2%+t

x4 a4 ot a2
l+o+23+2* +2°
1+a2%+ a2t +a°

1+ 22+ 23+ 2t +2°
1+ 2%+ ot +a°

1+ 22+ 2°

© 00 N O Ot ks W NN = O

1+ 22

Tabla 4.9. Sindrome s;(x) para z™w(x) del Ejemplo 2.5.6.

Concluimos nuestra discusion con una lista de algunos codigos ciclicos 6ptimos.

Parametros del codigo Polinomios generadores

[7,3] 1+x+ a2 +2*

[15,9] l+z+a?+a2%+af

[15,7] 1+a* + 2%+ 27 + 28

[15,5] l+z+a2®+ 2+ 2° + 28 + 2'°

Tabla 4.10. Algunos cédigos ciclicos correctores de errores de rafaga optimos.



Conclusiones

v Con este trabajo se concluye que la aplicacién de los algoritmos y los codigos
correctores de errores de rafaga son eficientes para corregir las palabras enviadas
y recibidas, ya que los codigos lineales y codigos ciclicos son aplicados en distintos
ambitos, primero se codificaron y decodificaron las palabras enviadas y recibidas.
v'Se detectaron y corrigieron los errores aleatorios haciendo uso de algoritmos en
donde la matriz generadora y la matriz de control de paridad tienen que necesa-
riamente convertirse en FEF y FREF para encontrar la base necesaria. Asi mismo
cuando se encuentran dos errores se utiliza el sindrome y el patrén de errores para
detectar y corregir los errores de rafaga.

v Existirdan palabras enviadas y recibidas que necesariamente tendran que ser codi-
ficadas y decodificadas respectivamente, para esto la teoria de cédigos lineales y los
cddigos ciclicos nos ofrece los pasos para poder realizarlo el cual con mucho éxito se
logro realizarlo y asi se facilitd la coreecion de errores.

Por lo tanto, se ha comprobado que los algoritmos y los cédigos correctores de rafaga
som muy eficientes al momento de corregir coédigos ciclicos, ya que al utilizar este
tipo de algoritmos se logra consolidar la comprensién de conceptos bésicos y las
carecteristicas principales de los cédigos.

En este trabajo se facilito las operaciones con matrices utilizando el programa
MATLAB, el cual tiene el rol de acelerar los calculos matemaéticos, especificamente
las matrices, en donde introduciendo los datos las matrices se convertiran en FEF y
FREF esto para encontrar la base requerida, obviamente esto dependeré del campo

en donde se esta trabajando.



Recomendaciones

Esta claro que existen muchos cddigos en donde se pretende una correcta codifi-
cacién y decodificacién, es asi que los codigos lineales y ciclicos no son la solucién
deseada para los diferentes coédigos. Es por eso que surgen los cédigos BCH, que son
un tipo particular de cédigos ciclicos, construidos a partir del método de seleccion
de raices, que nos permiten averiguar a priori la capacidad correctora de nuestro
cédigo. Con esta técnica es viable, conocida la tasa de errores a la que nos queremos
ajustar, construir de forma eficiente un cédigo tal que sea capaz de corregir dicha
tasa de errores, dejo al lector este tema pendiente ya que es un tema interesante a
desarrollar.

Las investigaciones y aplicaciones que posee el Algebra Abstracta, como ser: Los
Cdédigos de Hamming, los Cédigos BCH, los Cddigos de Golay, Codigos Reed Solo-
mon, y otros que son de relativa importancia en la decodificacion de Cédigos, con
esto se motiva a los investigadores poder profundizar mas sobre estos temas pen-

dientes.
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