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Caṕıtulo 1

Introducción y Planteamiento del

problema

1.1. Introducción

En pleno siglo XXI se utilizan códigos que facilitan el intercambio de información,

ya que se vive en una era digital, es aśı que en todo sistema digital, ya sea de co-

municaciones, almacenamiento de datos, la información se ve afectada por diversos

fenómenos, generando gran área de trabajo que busca obtener mejores resultados en

la transmisión de la información, para lo cual se han desarrollado toda una teoŕıa

de codificación y decodificación, los cuales en general se han aplicado primordial-

mente con tres grandes objetivos, como el de desarrollar y aplicar los algoritmos y

códigos que corrijan errores de ráfaga, detectar-corregir posibles errores aleatorios y

codificar-decodificar la variedad de palabras enviadas y recibidas, con la ayuda de

la teoŕıa de códigos lineales y ćıclicos.

En otras palabras, hacer la transmisión rápida, fiable y segura. En este trabajo se

enfocará a corregir esos errores el cual son ocacionados por diversas circunstancias.

1



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN Y PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 2

1.2. Antecedentes

El estudio de los códigos ćıclicos surgen de los códigos lineales, los cuales tienen

estructura de espacio vectorial. Las estructuras algebraicas simplifican el estudio de

códigos lineales y ćıclicos. Por ejemplo un Código Lineal puede ser descrito por su

matriz generadora.

En este trabajo, me enfocaré en los códigos ćıclicos, presentando su parte teórica y

algunas propiedades importantes, para la construcción de los mismos presentando

su polinomio generador.

Los códigos ćıclicos fueron estudiados por primera vez por Prange en 1957. Desde

entonces, teóricos de códigos han hecho gran progreso en el estudio de códigos ćıcli-

cos para la corrección de errores de ráfaga. Muchas clases importantes de códigos

están entre códigos ćıclicos, como códigos de Hamming, códigos Golay y otros.

Primeramente, definimos los códigos ćıclicos y luego se discutirá su estructura alge-

braica y otras propiedades. Caracterizamos a dichos códigos mediante un polinomio

el cual sera el generador del código.

Con la teoŕıa necesaria y las propiedades de los Códigos Ciclicos veremos la aplica-

ción de los mismos con los algoritmos para la corrección de errores de ráfaga.

1.3. Planteamiento del problema

En el presente trabajo se plantea establecer los fundamentos algebraicos, con los

antecedentes ya formulados anteriormente, surge la siguiente interrogante:
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1.4. Formulación del problema

¿Cuál es la interpretación de la aplicación del algoritmo de decodificación para los

códigos ciclicos que faciliten la corrección de errores de ráfaga?.

¿Cómo detectar y corregir los posibles errores aleatorios en las palabras enviadas y

recibidas para códigos ćıclicos?.

1.5. Conocimientos previos

El trabajo a realizar se basa en la teoŕıa de números, anillos, anillos de polinomios,

algebra lineal y teoŕıa de campos finitos.

1.6. Objetivos

1.6.1. Objetivo General

Aplicar los algoritmos y códigos que corrigen errores de ráfaga en un Código Ćıclico

determinado

1.6.2. Objetivos Espećıficos

XConceptuar los códigos lineales, los códigos ćıclicos y códigos que corrigen errores

de ráfaga.

XCodificar y decodificar la variedad de palabras enviadas y recibidas, con la ayuda

de la teoŕıa de códigos lineales y ćıclicos.

XDetectar y corregir posibles errores aleatorios en las palabras enviadas y recibidas,

para hacer el uso del teorema del algoritmo de decodificación para códigos ćıclicos

el cual facilitará la comprensión de los Códigos Lineales y Ciclicos.
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1.7. Alcances y limitaciones

Los alcances de este trabajo, es dar una introducción a la teoŕıa algebraica de Códigos

Lineales, el cual estará enfocado en los Códigos Ćıclicos y su respectiva definición y

algunas propiedades, para luego aplicar esta teoŕıa para encontrar los pasos para la

decodificación algoŕıtmica de los códigos ciclicos aplicados a los errores de ráfaga.

Por su puesto que la teoŕıa de códigos ofrece una gran variedad como los códigos

de Hamming, de Golay o de Huffmman en otros, estudiados sobre anillos, sobre

curvas algebraicas, en este trabajo no se desarrollaran ninguno de ellos. El objetivo

de la misma es dar una información sobre otras aplicaciones del álgebra abstracta,

y marcar una ĺınea de investigación para trabajos posteriores.

1.8. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa a ser utilizado en la elaboración de este proyecto de grado sera la

estándar para este tipo de investigación, está enmarcada a la resolución de problemas

no resueltos en la malla curricular actual y el planteamiento de problemas espećıficos

dados por el tutor, el cual se pretende obtener el objetivo señalado. Las reuniones con

el tutor son desde anteriores gestiones, pero en esta gestión los seminarios con el tutor

son semanales los d́ıas jueves y viernes en el cual se discuten las observaciones y los

problemas resueltos para luego proceder a la redacción de los resultados obtenidos.

1.9. Medios

Se utilizará la bibliograf́ıa af́ın que se encuentre en la biblioteca de la carrera de

Matemática, art́ıculos relacionados con el tema, algunos libros provistos por el tutor

y v́ıa internet.



Caṕıtulo 2

Tópicos de Álgebra

2.1. Producto Interno Hermitiano

Sea 〈, 〉H : Fn
q2 × Fn

q2 −→ Fq2 se define como

〈u,v〉H =
n∑

i=1

uiv
q
i ,

donde u = (u1, . . . , un),v = (v1, . . . , vn) ∈ Fn
q2 .

Teorema 2.1.1 〈, 〉H es un producto interno en Fn
q2 .

Nota: Este producto interno se llama Hermitiano.

Para un código lineal C sobre Fq2 , su dual Hermitiano se define como

C⊥H = {v ∈ Fn
q2 : 〈v, c〉H = 0 para todo c ∈ C}.

Si C = C⊥H , entonces decimos que C es auto-dual con respecto al producto interno

Hermitiano.

Demostración. Para que 〈, 〉H sea un producto interno debe satisfacer las siguientes

condiciones: para todo u,v,w ∈ Fn
q2

5
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(a) 〈u + v,w〉H = 〈u,w〉H + 〈v,w〉H ;

(b) 〈u,v + w〉H = 〈u,v〉H + 〈u,w〉H ;

(c) 〈u,v〉H = 0 para todo u ∈ Fn
q2 si y sólo si v = 0;

(d) 〈u,v〉H = 0 para todo v ∈ Fn
q2 si y sólo si u = 0;

Antes se desglozará la definición:

〈u,v〉H =
n∑

i=1

uiv
q
i = u1v

q
1 + u2v

q
2 + · · ·+ unv

q
n

(a) Sea

〈u,w〉H + 〈v,w〉H =
n∑

i=1

uiw
q
i +

n∑
i=1

viw
q
i

= u1w
q
1 + u2w

q
2 + · · ·+ unw

q
n + v1w

q
1 + v2w

q
2 + · · ·+ vnw

q
n

= u1w
q
1 + v1w

q
1 + u2w

q
2 + v2w

q
2 + · · ·+ unw

q
n + vnw

q
n

= (u1 + v1)w
q
1 + (u2 + v2)w

q
2 + · · ·+ (un + vn)wq

n

=
n∑

i=1

(ui + vi)w
q
i

= 〈u + v,w〉H

(b) Sea

〈u,v〉H + 〈u,w〉H =
n∑

i=1

uiv
q
i +

n∑
i=1

uiw
q
i

= u1v
q
1 + u2v

q
2 + · · ·+ unv

q
n + u1w

q
1 + u2w

q
2 + · · ·+ unw

q
n

= u1v
q
1 + u1w

q
1 + u2v

q
2 + u2w

q
2 + · · ·+ unv

q
n + unw

q
n

= u1(v
q
1 + wq

1) + u2(v
q
2 + wq

2) + · · ·+ un(vqn + wq
n)

=
n∑

i=1

ui(v
q
i + wq

i )

=
n∑

i=1

ui(vi + wi)
q

= 〈u,v + w〉H
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(c) Si v = 0 entonces para todo u ∈ Fn
q2 , 〈u,v〉H = 0; Sea

〈u,v〉H =
n∑

i=1

uiv
q
i

= u1v
q
1 + u2v

q
2 + · · ·+ unv

q
n

= u10
q + u20

q + · · ·+ un0q

= 0

La rećıproca es análoga tomando el caso u 6= 0.

(d) Si u = 0 entonces para todo v ∈ Fn
q2 , 〈u,v〉H = 0; Sea

〈u,v〉H =
n∑

i=1

uiv
q
i

= u1v
q
1 + u2v

q
2 + · · ·+ unv

q
n

= 0vq1 + 0vq2 + · · ·+ 0vqn

= 0

La rećıproca es análoga tomando el caso v 6= 0.

Teorema 2.1.2 Sea C un código lineal sobre Fq con la matriz generadora (In|A),

donde In es la matriz identidad n×n y A es una matriz n×n que satisface A = AT .

(i) Mostrar que C es auto-dual con respecto al producto interno simpléctico 〈, 〉S,

es decir, C = C⊥S , donde

C⊥S = {v ∈ F2n
q : 〈v, c〉S = 0 para todo c ∈ C}.

(ii) Mostrar que C es equivalente a C⊥, su dual bajo el producto interno usual

euclidiano.
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2.2. Distancia de Hamming

Definición 2.2.3 Sean x,y palabras de longitud n sobre un alfabeto A. La distancia

(Hamming) de x a y denotada por d(x,y), se define como el número de lugares en

los cuales la palabra x y la palabra y difieren.

Śı x = x1 · · ·xn, y = y1 · · · yn entonces

d(x,y) = d(x1, y1) + d(x2, y2) + · · ·+ d(xn, yn) (0.1)

donde las palabras xi, yi se consideran como palabras de longitud 1, y

d(x, y) =

1 śı x 6= y

0 śı x = y

Ejemplo 2.2.4 Sean A = {0, 1} y x = 01010, y = 01101, z = 11101, entonces

d(x,y) = d(01010, 01101)

= d(0, 0) + d(1, 1) + d(0, 1) + d(1, 0) + d(0, 1)

= 0 + 0 + 1 + 1 + 1 = 3

2.3. MLD (Decodificación de Máxima Probabili-

dad)

Supongamos que los códigos palabra de un código C se env́ıan a través de un canal

de comunicación. Si se recibe una palabra x, podemos calcular las probabilidades

de canal directo

P (x recibido|c enviado)

para todos los códigos palabra c ∈ C. La decodificación de máxima probabilidad

(MLD) concluirá que cx es el código palabra más probable transmitido śı cx maxi-

miza las probabilidades del canal directo; es decir,

P (x recibido|cx enviado) = máx
c∈C

P (x recibido|c enviado)
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Hay dos tipos de MLD:

(i) Decodificación completa de máxima probabilidad (CMLD). Śı se recibe una pa-

labra x, encuentre el código palabra más probable transmitido. Śı hay más de

una de estas palabras clave, seleccione una de ellas arbitrariamente.

(ii) Decodificación incompleta de máxima probabilidad (IMLD). Śı se recibe una

palabra x, encuentre el código palabra más probable transmitido. Śı hay más de

una de estas palabras clave, solicite una retransmisión.

Teorema 2.3.5 Sea C ⊆ Fn
q un código lineal con distancia d. Demuestre que una

palabra x ∈ Fn
q es el ĺıder de clase único de x + C si wt(x) ≤ b(d− 1)/2c.

Teorema 2.3.6 Sea α un elemento primitivo de Fqm . Entonces el polinomio mı́nimo

de αi con respecto a Fq es

M (i)(x) :=
∏
j∈Ci

(x− αj),

donde Ci es la única clase ciclotómica de q módulo qm − 1 que contiene i.

Demostración. Paso 1: Está claro que αi es una ráız de M (i)(x) como i ∈ Ci.

Paso 2: Sea M (i)(x) = a0 + a1x+ . . .+ arx
r, donde ak ∈ Fqm y r = |Ci|.

Elevando cada coeficiente a su potencia qth, obtenemos

aq0 + aq1x+ . . .+ aqrx
r =

∏
j∈Ci

(x− αqj) =
∏
j∈Cqi

(x− αj) =
∏
j∈Ci

(x− αj) = M (i)(x).

Tengamos en cuenta que utilizamos el hecho de que Ci = Cqi en la fórmula anterior.

Por lo tanto, ak = aqk para todo 0 ≤ k ≤ r; es decir, ak son elementos de Fq. Esto

significa que M (i)(x) es un polinomio sobre Fq.

Paso 3: Como α es un elemento primitivo, tenemos αj 6= αk para dos elemen-

tos distintos j, k de Ci. Por lo tanto, M (i)(x) no tiene múltiples ráıces. Ahora sea

f(x) ∈ Fq[x] y f(αi) = 0. Pongamos

f(x) = f0 + f1x+ . . .+ fnx
n

para algunos fk ∈ Fq. Entonces, para cualquier j ∈ Ci, existe un entero l tal que
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j ≡ iql (mod qm − 1). Por lo tanto,

f(αj) = f(αiql) = f0 + f1α
iql + . . .+ fnα

niql = f ql

0 + f ql

1 α
iql + . . .+ f ql

n α
niql

= (f0 + f1α
i + . . .+ fnα

ni)q
l

= f(αi)q
l

= 0.

Esto implica que M (i)(x) es un divisor de f(x).

Los tres pasos anteriores muestran que M (i)(x) es el polinomio mı́nimo de αi.

Observación 2.3.7

(i) El grado del polinomio mı́nimo de αi es igual al tamaño de la clase ciclotómica

que contiene i.

(ii) Por el teorema 2.3.6, sabemos que αi y αk tienen el mismo polinomio mı́nimo

śı y solo si i, k están en la misma clase ciclotómica.

Ejemplo 2.3.8 Sea α una ráız de 2 + x+ x2 ∈ F3[x]; es decir,

2 + α + α2 = 0. (0.2)

Entonces, el polinomio mı́nimo de α tanto como α3 es 2 + x + x2. El polinomio

mı́nimo de α2 es

M (2)(x) =
∏
j∈C2

(x− αj) = (x− α2)(x− α6) = α8 − (α2 + α6)x+ x2.

Sabemos que α8 = 1 como α ∈ F9. Para encontrar M (2)(x), tenemos que simplificar

α2 + α6.

Usamos la relación (0.2) para obtener

α2 + α6 = (1− α) + (1− α)3 = 2− α− α3

= 2− α− α(1− α) = 2− 2α + α2 = 0.

Por lo tanto, el polinomio mı́nimo de α2 es 1 + x2. De la misma manera, podemos

obtener el polinomio mı́nimo 2 + 2x+ x2 de α5.
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Teorema 2.3.9 Sea n un entero positivo con el máximo comun divisor gcd(q, n) = 1.

Suponga que m es un entero positivo que satisface n | (qm − 1). Sea α un elemento

primitivo de Fm
q y sea M (j)(x) el polinomio mı́nimo de αj con respecto a Fq.

Sea s1, ..., st un conjunto completo de representantes de clase ciclotómicos de q

modulo n. Entonces el polinomio xn− 1 tiene la factorización en polinomios irredu-

cibles mónicos sobre Fq:

xn − 1 =
t∏

i=1

M ((qm−1)si/n)(x)

.

Demostración. Colocamos r = (qm−1)/n. Entonces αr es una enésima ráız primitiva

de la unidad y, por lo tanto, todas las ráıces de xn − 1 son 1, αr, α2r, . . . , α(n−1)r.

Por lo tanto, según la definición del polinomio mı́nimo, los polinomios M (ir)(x) son

divisores de xn − 1, para todo 0 ≤ i ≤ n− 1. esta claro que tenenmos

xn − 1 = lcm(M (0)(x),M (r)(x),M (2r)(x), . . . ,M ((n−1)r)(x)).

Para determinar la factorización de xn−1, basta con determinar todos los polinomios

distintos entre M (0)(x),M (r)(x),M (2r)(x), . . .M ((n−1)r)(x).

En la observación 2.3.7, sabemos que M ir(x) = M jr(x) si y sólo śı, ir y jr están en

la misma clase ciclotómica de q módulo qm−1 = rn; es decir, i y j están en la misma

clase ciclotómica de q módulo n. Esto implica que todos los polinomios distintos entre

M0(x),M r(x),M2r(x), . . . ,M ((n−1)r)(x) son M s1r(x),M s2r(x), . . . ,M str(x). Con lo

cual la prueba esta completada.

Definición 2.3.10 Sean f(x), g(x) ∈ F [x] dos polinomios distintos de cero. El

máximo común divisor de f(x), g(x), denotado por gcd(f(x), g(x)), es el polinomio

monico del grado más alto, que es un divisor de f(x) y g(x). En particular, decimos

que f(x) es coprimo (o primo) a g(x) si gcd(f(x), g(x)) = 1. El mı́nimo común

múltiplo de f(x), g(x), denotado por mcm(f(x), g(x)), es el polinomio monico del

grado más bajo que es un múltiplo de ambos f(x) y g(x).
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Observación 2.3.11

(i) Si f(x) y g(x) tienen las siguientes factorizaciones:

f(x) = a · p1(x)e1 · · · pn(x)en , g(x) = b · p1(x)d1 · · · pn(x)dn ,

donde a, b ∈ F ∗, ei, di ≥ 0 y pi(x) son polinomios irreducibles monicos distintos (la

existencia y la singularidad de tal factorización polinomial son hechos conocidos),

entonces

gcd(f(x), g(x)) = p1(x)min{e1,d1} . . . pn(x)min{en,dn}

y

lcm(f(x), g(x)) = p1(x)max{e1,d1} . . . pn(x)max{en,dn}.

(ii) Sea f(x), g(x) ∈ F [x] dos polinomios distintos de cero. Luego existen dos poli-

nomios u(x), v(x) con deg(u(x)) < deg(g(x)) y deg(v(x)) < deg(f(x)) de manera que

gcd(f(x), g(x)) = u(x)f(x) + v(x)g(x).

(iii) De (ii), se muestra fácilmente que gcd(f(x)h(x), g(x)) = gcd(f(x), g(x)) si

gcd(h(x), g(x)) = 1.

Hay muchas analoǵıas entre el anillo entero Z y un anillo polinomial F [x]. Enume-

ramos algunos de ellos en la Tabla 0.1.

Aparte de las analoǵıas en la Tabla 0.1, tenemos el algoritmo de división, los máxi-

mos comunes divisores, los mı́nimos comunes múltiplos, etc., en ambos anillos. Dado

que, para cada entero m > 1 de Z, se construye el anillo Zm = Z/(m), podemos

suponer que el anillo, denotado por F [x]/(f(x)), se puede construir para un deter-

minado polinomio f(x) de grado n ≥ 1. Formamos la Tabla 0.2 para definir el anillo

F [x]/(f(x)) y lo comparamos con Z/(m). Enumeramos las dos últimas afirmaciones

en la segunda columna de la Tabla 0.2 como un teorema.
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El anillo entero Z El anillo de polinomios F [x]

Un entero m Un polinomio f(x)

Un número primo p Un polinomio irreducible p(x)

Tabla 0.1 Analoǵıas entre Z y F [x].

Zm = {0, 1, . . .m− 1} F [x]/(f(x)) := {
∑n−1

i=0 aix
i : ai ∈ F, n ≥ 1}

a⊕ b := (a+ b(mod m)) g(x) + h(x) := (g(x) + h(x)(mod f(x)))

a� b := (ab(mod m)) g(x)� h(x) := (g(x)h(x)(mod f(x)))

Zm es un anillo F [x]/(f(x)) es un anillo

Zm es un campo ⇔ m es un primo F [x]/(f(x)) es un campo f(x) es irreducible

Tabla 0.2 Más analoǵıas entre Z y F [x].

Teorema 2.3.12 Sean v1, v2, . . . vk y u1, u2, . . . uk vectores en Fn
q y

A =


v1

v2
...

vk

 B =


u1

u2
...

uk

 .

dos matrices k×n equivalentes i.e. B se obtiene en A mediante operaciones elemen-

tales de renglón.

Entonces, la combinación lineal

Cl{v1, v2, . . . vk} = Cl{u1, u2, . . . uk}

.

Demostración. Antes de la desmostración recordemos, al conjunto de las combina-

ciones lineales de v1, v2, . . . vr, el cual lo denotamos como:

Cl{v1, v2, . . . vr} = {α1v1 + α2v2 + . . .+ αrvr/α1, α2, . . . αr ∈ Fq}
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. Tambien recordemos al espacio generado por las filas de una matriz. Si v1, v2, . . . vk

son vectores fila en Fn
q y At = (vt1, v

t
2, . . . v

t
k), la matriz Ak×n cuyas filas son los

vectores vi, i.e.

A =


v1

v2
...

vk

 .

se denota con FA al S.E. vectorial generado por filas de A, esto es:

FA = Cl{v1, v2, . . . vk}

Observe que śı w ∈ FA, se escribe como vector columna, entonces existen escalares

x1, x2, . . . xk tal que w=x1v
t
1 + x2v

t
2 + . . . xkv

t
k = (vt1, v

t
2, . . . , v

t
k)


x1

x2
...

xk

 = Atx.

O lo que es lo mismo, existe

x = (x1, x2, . . . xk)t ∈ Fk
q t.q. w = Atx, aśı FA puede escribirse como

FA = {b ∈ Fn
q /b = Atx para algún x ∈ Fk

q}

El espacio generado por las columnas de A es:

FAt = {c ∈ Fk
q/c = Ay para algún y ∈ Fn

q }

Con estas definiciones empezamos la demostraciones:

Sabemos que:

Cl{v1, v2, . . . vk} = {b ∈ Fn
q /b = Atx, para algún x ∈ Fk

q}

t.b.

Cl{u1, u2, . . . uk} = {c ∈ Fn
q /c = Bty, para algún y ∈ Fk

q}
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Si P es el producto de las matrices elementales necesarias para reducir A en B, i.e.

B = PA y P−1B = A (P es una matriz k × k)

Sea b ∈ Cl{v1, v2, . . . vk} entonces existe un x ∈ Rk t.q.

b = Atx = (P−1B)tx = Bt[(P−1)tx] = Bty

donde b es una combinación lineal de las filas de B, por lo cual b ∈ Cl{u1, u2, . . . , uk}

Aśı se deduce que:

Cl{v1, v2, . . . vk} ⊂ Cl{u1, u2, . . . , uk}

Análogamente se muestra que:

Cl{u1, u2, . . . uk} ⊂ Cl{v1, v2, . . . , vk}

∴ Cl{v1, v2, . . . vk} = Cl{u1, u2, . . . , uk}

Teorema 2.3.13 Si C es un Código Lineal no trivial [n, k] sobre Fq con matriz

generadora G = (Ik, X) en la forma estándar, entonces H = (−XT | In−k) es la

matriz de control de paridad de C.

Demostración. A partir de la forma de H está claro que los n − k vectores fila de

H son linealmente independientes sobre Fq. Para demostrar que H es una matriz

de control de paridad de C (o por definición, H es una matriz generadora de C⊥)

queda por verificar que cada vector fila de H sea ortogonal a cada vector fila de G.

Ahora

HGT = (−XT | In−k)

 Ik

XT

 = −XT Ik + In−kX
T = −XT +XT = 0(n−k)×k,

lo cual estaŕıa demostrado.

Definición 2.3.14 Una matriz (n− k)× n de control de paridad H sobre Fq de la

forma

H = (B | In−k)

con (n− k)× (n− k) la matriz identidad In−k sobre Fq y algunos (n− k)× k matriz

B sobre Fq se dice que esta en la forma estándar.



Caṕıtulo 3

Códigos lineales

Un código lineal de longitud n sobre el campo finito Fq es simplemente un subespacio

del espacio vectorial Fn
q . Dado que los códigos lineales son espacios vectoriales, sus

estructuras algebraicas a menudo hacen más fáciles de describirlos.

3.1. Espacios Vectoriales sobre Campos Finitos

Recordemos algunas definiciones y propiedades sobre espacios vectoriales sobre cam-

pos finitos.

Definición 3.1.1 Sea Fq el campo finito de orden q. Un conjunto no vaćıo V , junto

a la adición y multiplicación escalar por elementos de Fq, es un espacio vectorial (o

espacio lineal) sobre Fq śı satisface las siguientes condiciones: Para todo u,v,w ∈ V

y para todo λ, µ ∈ Fq

(i) u + v ∈ V ;

(ii) (u + v) + w = u + (v + w);

(iii) hay un elemento 0 ∈ V con la propiedad 0 + v = v + 0 para todo v ∈ V ;

(iv) para cada u ∈ V hay un elemento de V , −u tal que u + (−u) = 0 = (−u) + u

(v) u + v = v + u;

(vi) λv ∈ V

16
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(vii) λ(u + v) = λu + λv, (λ+ µ)u = λu + µu;

(viii) (λµ)u = λ(µu);

(ix) si 1 es la identidad multiplicativa de Fq, entonces 1u = u.

Sea Fn
q el conjunto de todos los vectores de longitud n con entradas en Fq:

Fn
q = {(v1, v2, ..., vn) : vi ∈ Fq}.

Definimos la suma de vectores para Fn
q componente a componente, utilizando la

adición definido sobre Fq, es decir, si

v = {v1, v2, . . . , vn} ∈ Fn
q y w = {w1, w2, . . . , wn} ∈ Fn

q ,

entonces

v+w = (v1 + w1, v2 + w2, . . . , vn + wn) ∈ Fn
q ,

También definimos la multiplicación escalar de Fn
q componente a componente; es

decir, si

v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Fn
q y λ ∈ Fq

entonces

λv = (λv1, λv2, . . . , λvn) ∈ Fn
q .

Sea 0 denotado como el vector cero (0, 0, . . . , 0) ∈ Fn
q

Ejemplo 3.1.2 Es fácil comprobar que los siguientes son espacios vectoriales so-

bre Fq;
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(i) (cualquier q) C1 = Fn
q y C2 = {0};

(ii) (cualquier q) C3 = {(λ, λ, . . . , λ) : λ ∈ Fq};

(iii) (q = 2) C4 = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 1, 1, 1)};

(iv) (q = 3) C5 = {(0, 0, 0), (0, 1, 2), (0, 2, 1)}.

Observación 3.1.3 En algunos momentos se escribirá al vector (v1, v2, . . . , vn)

simplemente como v1v2 . . . vn.

Definición 3.1.4 Un subconjunto no vaćıo C de un espacio vectorial V es un

subespacio de V si él mismo es un espacio vectorial con la misma adición vectorial

y multiplicación escalar como V .

Ejemplo 3.1.5 Utilizando la misma notación que en el ejemplo 3.1.2, es fácil ver

que:

(i) (cualquier q) C2 = {0} es un subespacio de ambos C3 y C1 = Fn
q y C3 es un

subespacio de C1 = Fn
q ;

(ii) (q = 2) C4 es un subespacio de F4
2;

(iii) (q = 3) C5 es un subespacio de F3
3.

Proposición 3.1.6 Un subconjunto no vaćıo C de un espacio vectorial V sobre Fq

es un subespacio si y sólo śı, la siguiente condición se cumple:

si x, y ∈ C y λ, µ ∈ Fq entonces λx+ µy ∈ C

Tengamos en cuenta que, cuando q = 2, una condición necesaria y suficiente para

que un subconjunto no vaćıo C de un espacio vectorial V sobre F2 a un subespacio es:

si x, y ∈ C entonces x+ y ∈ C

Definición 3.1.7 Sea V un espacio vectorial sobre Fq. Una combinación lineal

de v1,v2, . . . ,vr ∈ V es un vector de la forma λ1v1 + λ2v2 + . . . + λrvr, donde

λ1, λ2, . . . , λr ∈ Fq son escalares.
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Definición 3.1.8 Sea V un espacio vectorial sobre Fq. Un conjunto {v1,v2, . . . ,vr}

en V es linealmente independiente si

λ1v1 + λ2v2 + . . . λrvr = 0 ⇒ λ1 = . . . = λr = 0.

El conjunto es linealmente dependiente si no es linealmente independiente, es decir,

si hay λ1, . . . , λr ∈ Fq, no todos son cero (pero quizás algunos lo son), de tal manera

que

λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λrvr = 0.

Ejemplo 3.1.9

(i) Cualquier conjunto S que contiene 0 es linealmente dependiente.

(ii) Para cualquier Fq, {(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0)} es linealmente independien-

te.

(iii) Para cualquier Fq, {(0, 0, 0, 1), (1, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 1)} es linealmente dependiente.

Definición 3.1.10 Sea V un espacio vectorial sobre Fq y sea S = {v1,v2, . . . ,vk}

un subconjunto no vaćıo de V . El espacio (lineal) de S se define como

< S >= {λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λkvk : λi ∈ Fq}

Śı S = ∅, definimos < S >= {0}. Es fácil comprobar que < S > es un subespa-

cio de V , llamado el subespacio generado por S. Dado un subespacio C en V , un

subconjunto S de C se llama un grupo electrógeno (conjunto generador) de C si

C =< S >.

Observación 3.1.11 Śı S ya es un subespacio de V , entonces < S >= S.

Ejemplo 3.1.12 (i) Si q = 2 y S = {0001, 0010, 0100}, entonces

< S >= {0000, 0001, 0010, 0100, 0011, 0101, 0110, 0111}.

(ii) Si q = 2 y S = {0001, 1000, 1001}, entonces

< S >= {0000, 0001, 1000, 1001}.
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(iii) Si q = 3 y S = {0001, 1000, 1001}, entonces

< S >= {0000, 0001, 0002, 1000, 2000, 1001, 1002, 2001, 2002}.

Definición 3.1.13 Sea V un espacio vectorial sobre Fq. Un subconjunto no vaćıo

B = {v1,v2, . . . ,vk} de V se llama una base para V si V =< B > y B es linealmente

independiente.

Observación 3.1.14

(i) Si B = {v1, . . . ,vk} es una base de V , entonces cualquier vector v ∈ V se puede

expresar como una única combinación lineal de vectores en B; es decir, existen únicos

λ1, λ2, . . . λk ∈ Fq tal que:

v = λ1v1 + λ2v2 + . . . λkvk

(ii) Un espacio vectorial V sobre un campo finito Fq puede tener muchas bases; pero

todas las bases contienen el mismo número de elementos. este número es llamado la

dimensión de V sobre Fq, denotado por la dim(V ). En el caso en que V puede ser

considerada como un espacio vectorial sobre más de un campo, la notación dimFq(V )

se puede utilizar para evitar confusión.

Teorema 3.1.15 Sea V un espacio vectorial sobre Fq. Si dim(V ) = k, entonces

(i) V tiene qk elementos;

(ii) V tiene 1
k!

∏k−1
i=0 (qk − qi) diferentes bases.

Demostración. (i) Si {v1, . . . ,vk} es una base para V , entonces

V = {λ1v1 + λ2v2 + . . . λkvk : λ1, . . . , λk ∈ Fq}

Ya que |Fq| = q, hay exactamente q-opciones para cada uno de λ1, . . . , λk; por lo

tanto, V tiene exactamente qk elementos.

(ii) Sea B = {v1,v2, . . . ,vk} denotan una base para V . Ya que v1 6= 0, existen qk−1

opciones para v1. Para B para ser una base, es necesaria la condición v2 6∈< v1 >
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es necesaria la condición, por lo que hay qk − q opciones para v2.

Argumentando de esta manera, para cada i tal que k ≥ i ≥ 2, tenemos que vi 6∈<

v1, . . . ,vi−1 >, aśı que hay qk − qi−1 opciones para vi. Por lo tanto existen

k−1∏
i=0

(qk − qi)

distintas k-tuples (v1, . . . ,vk) ordenadas.

Sin embargo, ya que el orden de v1, . . . ,vk es irrelevante para una base, el número

de bases distintas para V es

1

k!

k−1∏
i=0

(qk − qi)

Ejemplo 3.1.16 Sea q = 2, S = {0001, 0010, 0100} y V =< S >, entonces

V = {0000, 0001, 0010, 0100, 0011, 0101, 0110, 0111}.

Notar que S es linealmente independiente, por lo que dim(V ) = 3. Vemos que

|V | = 8 = 23.

Por el teorema 3.1.15, el número de diferentes bases de V esta dada por

1

k!

k−1∏
i=0

(2k − 2i) =
1

3!
(23 − 1)(23 − 2)(23 − 22) = 28.

Definición 3.1.17 Sea v = (v1, v2, . . . , vn), w = (w1, w2, . . . , wn) ∈ Fn
q .

(i) El producto escalar (también conocido como el producto euclidiano interno) de

v y w se define como

v ·w = v1w1 + v2w2 + . . .+ vnwn ∈ Fq.

(ii) Los dos vectores v y w se dice que son ortogonales si

v ·w = 0.
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(iii) Sea S un subconjunto no vaćıo de Fn
q . El complemento ortogonal S⊥ de S se

define como

S⊥ = {v ∈ Fn
q : v · s = 0 para todo s ∈ S}.

Si S = ∅, entonces definimos S⊥ = Fn
q .

Observación 3.1.18 (i) Es fácil verificar que S⊥ siempre es un subespacio del

vector espacio Fn
q para cualquier subconjunto S de Fn

q , y que

< S >⊥= S⊥

. (ii) El producto escalar es un ejemplo de un producto interno en Fn
q . Un producto

interno en Fn
q es un emparejamiento

<,>= Fn
q × Fn

q −→ Fq

satisface las siguientes condiciones: para todo u,v,w ∈ Fn
q ,

(a) < u + v,w >=< u,w > + < v,w >;

(b) < u,v + w >=< u,v > + < u,w >;

(c) < u,v >= 0 para todo u ∈ Fn
q si y sólo śı v=0;

(d) < u,v >= 0 para todo v ∈ Fn
q si y sólo śı u=0.

El producto escalar de la definición 3.1.17 es a menudo llamado producto inte-

rior euclidiano. Algunos otros productos internos, tales como el producto interior

Hermitiana y el producto interior simpléctico, también se utilizan en la teoŕıa de

codificación (véase caṕıtulo 2.1.1 - 2.1.2). A lo largo de este proyecto, a menos que

se especifique lo contrario, el producto interno utilizado siempre se supone que es el

producto escalar, es decir, el producto interno euclidiano.

Ejemplo 3.1.19 (i) Sea q = 2 y sea n = 4. Si u = (1, 1, 1, 1), v = (1, 1, 1, 0),

w = (1, 0, 0, 1), entonces

u · v = 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 0 = 1,
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u ·w = 1 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0 + 1 · 1 = 0,

v ·w = 1 · 1 + 1 · 0 + 1 · 0 + 0 · 1 = 1.

Por lo tanto u y w son ortogonales.

(ii) Sea q = 2 y sea S = {0100, 0101}. Para encontrar S⊥, sea v = (v1, v2, v3, v4) ∈

S⊥. Entonces

v · (0, 1, 0, 0) = 0 ⇒ v2 = 0,

v · (0, 1, 0, 1) = 0 ⇒ v2 + v4 = 0.

Por lo tanto, tenemos v2 = v4 = 0. Como v1 y v3 puede ser 0 o 1, podemos concluir

que

S⊥ = {0000, 0010, 1000, 1010}.

Teorema 3.1.20 Sea S un subconjunto de Fn
q , entonces tenemos

dim(< S >) + dim(S⊥) = n.

Demostración. Por el teorema 3.1.20 es obviamente cierto cuando < S >= {0}.

Ahora sea dim(< S >) = k ≥ 1 y supongamos {v1, . . . ,vk} es una base de < S >.

Tenemos que demostrar que la dim(S⊥) = dim(< S >⊥) = n− k.

Notar que x ∈ S⊥ si y sólo śı

v1 · x = . . . = vk · x = 0,

que es equivalente a decir que x satisface AxT = 0, donde A es la matriz k×n cuya

i-ésima fila es vi.

Las filas de A son linealmente independientes, aśı que AxT = 0 es un sistema lineal

de ecuaciones k linealmente independientes en n variables. Del álgebra lineal, se sabe

que un sistema de este tipo admite un espacio de solución de dimensión n− k.

Ejemplo 3.1.21 Sea q = 2, n = 4 y S = {0100, 0101}. Entonces

< S >= {0000, 0100, 0001, 0101}.
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Tenga en cuenta que S es linealmente independiente, aśı que dim(< S >) = 2.

Hemos calculado que (ejemplo 3.1.19)

S⊥ = {0000, 0010, 1000, 1010}

Notemos que {0010, 1000} es una base para S⊥, aśı que dim(S⊥) = 2. Por lo tanto

tenemos verificado que

dim(< S >) + dim(S⊥) = 2 + 2 = 4 = n.

3.2. Códigos lineales

Ahora estamos listos para introducir los códigos lineales y discutir algunas de sus

propiedades elementales.

Definición 3.2.1 Un código lineal C de longitud n sobre Fq es un subespacio de

Fn
q .

Ejemplo 3.2.2 Los siguientes son códigos lineales

(i) C = {(λ, λ, . . . , λ)| λ ∈ Fq}. Este código es con frecuencia denominado código de

repetición.

(ii) (q = 2) C = {000, 001, 010, 011}.

(iii) (q = 3) C = {0000, 1100, 2200, 0001, 0002, 1101, 1102, 2201, 2202}.

(iv) (q = 2) C = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}.

Definición 3.2.3 Si C es un código lineal en Fn
q . (i) El código dual de C es C⊥, el

complemento ortogonal del subespacio C de Fn
q .

(ii) La dimensión del código C es la dimensión de C como un espacio vectorial

sobre Fq, es decir dim(C).

Teorema 3.2.4 Sea C un código lineal de longitud n sobre Fq. Entonces, (i) |C| =

qdim(C), es decir, dim(C) = logq |C|;

(ii) C⊥ es un código lineal y dim(C) + dim(C⊥) = n;

(iii) (C⊥)⊥ = C.
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Demostración. (i) Es una consecuencia del Teorema 3.1.15(i).

(ii) Se sigue inmediatamente de la Observación 3.1.18(i) y el Teorema 3.1.20 con

C = S.

(iii) Usando la igualdad en (ii) y una igualdad similar con C reemplazado por C⊥,

obtenemos dim(C) = dim((C⊥)⊥). Por lo tanto, para probar (iii), es suficiente mos-

trar que C ⊆ (C⊥)⊥.

Sea c ∈ C. Para mostrar que c ∈ (C⊥)⊥, necesitamos mostrar que c · x = 0 para

todo x ∈ C⊥. Como c ∈ C y x ∈ C⊥, por la definición de C⊥, se sigue que c ·x = 0.

Por lo tanto (iii) ha sido probado.

Ejemplo 3.2.5 (i) (q = 2) Sea el código C = {0000, 1010, 0101, 1111}, entonces

dim(C) = log2 |C| = log2 4 = 2. Es fácil ver que C⊥ = {0000, 1010, 0101, 1111} = C,

aśı dim(C⊥) = 2. En particular el Teorema 3.2.4 en sus incisos (ii) y (iii) se verifica.

(ii) (q = 3) Para el código C = {000, 001, 002, 010, 020, 011, 012, 021, 022}, se tie-

ne dim(C) = log3 |C| = log3 9 = 2. Una rápida inspección muestra que C⊥ =

{000, 100, 200}, y aśı dim(C⊥) = 1.

Observación 3.2.6 Un código lineal C de longitud n y dimensión k sobre Fq es

frecuentemente denominado como [n, k]-código q-ario o, también (n, qk)-código o,

si el contexto deja en claro el valor de q, [n, k]-código. Y si la distancia d de C es

conocida, a veces no referiremos a él como un [n, k, d]-código lineal.

Definición 3.2.7 Sea C un código lineal.

(i) C es auto-ortogonal si C ⊆ C⊥.

(ii) C es auto-dual si C = C⊥.

Proposición 3.2.8 La dimensión de un código auto-ortogonal de longitud n debe

ser ≤ n/2 y la dimensión de un código auto-dual de longitud n es n/2.

Demostración. Esta proposición es una inmediata consecuencia del Teorema 3.2.4(ii)

y la definición de código auto-ortogonal y código auto-dual.
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Ejemplo 3.2.9 El código en el Ejemplo 3.2.5(i) es auto-dual.

3.3. Peso de Hamming

Recuerda que la distancia de Hamming d(x,y) entre dos palabras x,y ∈ Fn
q fue

definida en el Capitulo 2.

Definición 3.3.1 Sea x una palabra en Fn
q . El peso (según Hamming) de x, denotado

por wt (x), es definido como el número de coordenadas no-nulas en x; es decir

wt (x) = d(x,0),

donde 0 es la palabra nula.

Observación 3.3.2 Para cada elemento x de Fq, podemos definir el peso de x

como sigue:

wt (x) = d(x, 0) =

1 , si x 6= 0

0 , si x = 0

.

Entonces escribiendo x ∈ Fn
q como x = (x1, x2, . . . , xn) el peso de x puede ser

definido equivalentemente como

wt (x) = wt (x1) + wt (x2) + · · ·+ wt (xn). (1.1)

Lema 3.3.3 Si x,y ∈ Fn
q , entonces d(x,y) = wt (x− y).

Demostración. Si x, y ∈ Fq, entonces d(x, y) = 0 si, y sólo si x = y, que es verdad

si, y sólo si x − y = 0 o, equivalentemente, wt (x − y) = 0. El Lema 3.3.3 ahora se

sigue de las ecuaciones (0.1) y (1.1).

Como a = −a para todo a ∈ Fq donde q es par, el siguiente Corolario es una

inmediata consecuencia del Lema 3.3.3.

Corolario 3.3.4 Sea q par. Si x,y ∈ Fn
q , entonces d(x,y) = wt (x + y).
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Para x = (x1, x2, . . . , xn) y y = (y1, y2, . . . , yn) en Fn
q , sea

x ? y = (x1y1, x2y2, . . . , xnyn).

Lema 3.3.5 Si x,y ∈ Fn
2 , entonces

wt (x + y) = wt (x) + wt (y)− 2wt (x ? y). (1.2)

Demostración. Por (1.1) basta con mostrar que (1.2) es verdad para x,y ∈ F2. Esto

se puede verificar fácilmente como en la Tabla 1.1.

x y x ? y wt (x) + wt (y)− 2wt (x ? y) wt (x + y)

0 0 0 0 0

0 1 0 1 1

1 0 0 1 1

1 1 1 0 0

Tabla 3.1. Verificación de (1.2) para x,y ∈ F2.

Claramente el Lema 3.3.5 implica que wt (x) + wt (y) ≥ wt (x + y) para x,y ∈ Fn
2 .

En efecto esta igualdad es verdad para cualquier alfabeto Fq, y es parte del siguiente

lema.

Lema 3.3.6 Para cualquier potencia prima q y x,y ∈ Fn
q , tenemos

wt (x) + wt (y) ≥ wt (x + y) ≥ wt (x)− wt (y). (1.3)

Definición 3.3.7 Sea C un código (no necesariamente lineal). El peso mı́nimo de C,

denotado por wt (C), es el más pequeño de los pesos de las palabras-código no-nulas

de C.

Teorema 3.3.8 Sea C un código lineal sobre Fq. Entonces d(C) = wt (C).

Demostración. Recordemos que para cualesquiera palabras x,y tenemos que d(x,y) =

wt (x− y). Por definición, existen x′,y′ ∈ C tales que d(x′,y′) = d(C), aśı que

d(C) = d(x′,y′) = wt (x′ − y′) ≥ wt (C),
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pues x′ − y′ ∈ C

Rećıprocamente, existe un z ∈ C \ {0} tal que wt (C) = wt (z), con lo que

wt (C) = wt (z) = d(z, 0) ≥ d(C).

De las dos ecuaciones se concluye finalmente que d(C) = wt (C).

Ejemplo 3.3.9 Considerar el código lineal binario C = {0000, 1000, 0100, 1100}

vemos que

wt (1000) = 1,

wt (0100) = 1,

wt (1100) = 2.

Por lo tanto, d(C) = 1.

Observación 3.3.10 (Algunas ventajas de los códigos lineales.) Las siguientes son

algunas de las razones por las cuales puede ser preferible el uso de códigos lineales

sobre códigos no lineales:

(i) Como un código lineal es un espacio vectorial, este puede ser descrito completa-

mente usando una de sus bases (ver la Sección 3.4).

(ii) La distancia de un código lineal es igual al más pequeño peso de sus palabras-

código no-nulas.

(iii) Los procedimientos de codificación y decodificación para un código lineal son

rápidos y simples que los empleados para códigos no lineales (ver las secciones

3.7 y 3.8).

3.4. Bases para códigos lineales

Como un código lineal es un espacio vectorial, todos sus elementos pueden ser des-

critos en términos de una base. En esta sección, discutiremos tres algoritmos que

producirán una base para un código lineal dado o una base para su dual.
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Definición 3.4.1 Sea A una matriz sobre Fq; una operación elemental por filas

aplicada sobre A es cualquiera de las siguientes tres operaciones:

(i) intercambiando dos filas,

(ii) multiplicando una fila por un escalar no-nulo,

(iii) reemplazando una fila por su suma con el múltiplo escalar de otra fila.

Definición 3.4.2 Dos matrices son equivalentes por filas si una puede ser obtenida

a partir de la otra por medio de una secuencia de operaciones elementales de filas.

Los siguientes son hechos bien conocidos de álgebra lineal:

(i) Cualquier matriz M sobre Fq puede ser colocada en la forma escalón filas (FEF)

o la forma reducida escalón por filas (FREF) por una secuencia de operaciones

elementales por filas. En otras palabras, una matriz es equivalente a una matriz

en FEF o en FREF.

(ii) Para una matriz dada, su FREF es única, pero puede tener diferentes FEFs.

(Recordemos que la diferencia entre FREF y FEF es que la primera entrada

no-nula de una fila en la FREF es igual a 1 y es la única entrada no-nula en su

columna.)

Ahora estamos listos para describir los tres algoritmos.

Algoritmo 1.1

Entrada: Un subconjunto no vaćıo S que no contenga al 0 de Fn
q .

Salida: Una base para C = 〈S〉, el código lineal generado por S.

Descripción: Se forma la matriz A cuyas filas son las palabras en S. Se usan

operaciones elementales por filas para encontrar una FEF de A.

Entonces las filas no-nulas de la FEF forman una base de C.

Ejemplo 3.4.3 Con q = 3, encontrar una base para C = 〈S〉, donde

S = {12101, 20110, 01122, 11010}.
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Aplicando la descripción del Algoritmo 1.1 tenemos

A =


12101

20110

01122

11010

→


12101

02211

01122

02212

→


12101

01122

00001

00000

 .

La última matriz esta en FEF, entonces por el Algoritmo 1.1, {12101, 01122, 00001}

es una base para C.

Algoritmo 1.2

Entrada: Un subconjunto no vaćıo S que no contenga al 0 de Fn
q .

Salida: Una base para C = 〈S〉, el código lineal generado por S.

Descripción: Se forma la matriz A cuyas columnas son las palabras en S. Se usan

operaciones elementales de fila para colocar A en FEF y localice el

ĺıder de las columnas en el FEF. Entonces las columnas originales

de A que corresponden a las columnas principales forman una base

de C.

Ejemplo 3.4.4 Con q = 2, encontrar una base para C = 〈S〉, donde

S = {11101, 10110, 01011, 11010}.

Aplicando la descripción del Algoritmo 1.2 tenemos

A =



1101

1011

1100

0111

1010


→



1101

0110

0001

0111

0111


→



1101

0110

0001

0000

0000


.

Como las columnas 1, 2 y 4 de la FEF son las columnas principales, el Algorit-

mo 1.2 dice que las columnas 1, 2 y 4 de A forman una base de C; es decir,

{11101, 10110, 11010} es una base para C.
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Observación 3.4.5 Notar que la base que el Algoritmo 1.2 provee es un subcon-

junto del conjunto dado S, mientras que con el Algoritmo 1.1 no pasa necesariamente

lo mismo.

Algoritmo 1.3

Entrada: Un subconjunto no vaćıo S que no contenga al 0 de Fn
q .

Salida: Una base para el código dual C⊥ donde C = 〈S〉.

Descripción: Se forma la matriz A cuyas filas son las palabras en S. Se usan

operaciones elementales de filas para colocar A en la FREF. Sea G

la matriz de tamaño k×n que consta de todas las filas no-nulas de

la FREF:

A→

G
O

 .

(Aqúı, O denota la matriz cero.) La matriz G contiene k columnas

principales. Se permutan las columnas de G para formar

G′ = (Ik|X),

donde Ik denota la matriz identidad de tamaño k × k. Formar una

matriz H ′ como sigue:

H ′ = (−XT |In−k),

donde XT es la transpuesta de X.

Aplicar la inversa de la permutación aplicada a las columnas de G a

las columnas de H ′ para formar H. Entonces las filas de H forman

una base para C⊥.

Observación 3.4.6 (i) Notar que el Algoritmo 1.3 también provee una base para

C, pues el Algoritmo 1.1 esta incluido.

(ii) Una explicación de los principios tras el Algoritmo 1.3 se dará en los teoremas
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2.3.13 y 3.5.9 de la preliminares y siguiente sección respectivamente.

Ejemplo 3.4.7 Con q = 3, encontrar una base para C⊥ si el FREF de A es

G =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 2 0 0 2 0 1 0 2

0 0 0 1 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 2


Las columnas principales de G son las columnas 1, 4, 5, 7 y 9. Permutamos las

columnas de G para que queden en el orden 1, 4, 5, 7, 9, 2, 3, 6, 8, 10 hasta formar

la matriz.

G′ = (I5|X) =



1 4 5 7 9 2 3 6 8 10

1 0 0 0 0 0 2 2 1 2

0 1 0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 1 0 0 0 0 2


Formamos la matriz H ′

H ′ = (−XT |I5) =



1 4 5 7 9 2 3 6 8 10

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1 2 0 0 0 0 0 1 0 0

2 0 1 0 0 0 0 0 1 0

1 2 0 2 1 0 0 0 0 1


Finalmente reordenamos las columnas de H ′ usando la permutación inversa quedan-
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do H:

H =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 2 0 1 0 0 0 0

2 0 0 0 1 0 0 1 0 0

1 0 0 2 0 0 2 0 1 1


Por el Algoritmo 1.3, las filas de H forman una base para C⊥.

3.5. Matrices generadora y de paridad

Conocer una base para un código lineal nos permite describir sus palabras-código

expĺıcitamente. En teoŕıa de códigos, una base para un código lineal es frecuen-

temente representada en la forma de una matriz, denominada matriz generadora,

mientras que la matriz que representa una base para el código dual es denominada

matriz paridad. Estas matrices juegan un importante papel en la teoŕıa de códigos.

Definición 3.5.1 (i) Una matriz generadora para un código lineal C es una matriz

G cuyas filas forman una base para C.

(ii) Una matriz paridad H para un código lineal C es una matriz generadora del

código dual C⊥.

Observación 3.5.2 (i) Si C es un [n, k]-código lineal, entonces una matriz gene-

radora para C debe ser una matriz de k× n, y una matriz paridad para C debe ser

una matriz de tamaño (n− k)× n.

(ii) El Algoritmo 1.3 de la Sección 3.4 puede ser usado para encontrar las matrices

generadora y paridad para un código lineal.

(iii) Como el número de bases para un espacio vectorial usualmente excede a uno, el

número de matrices generadoras para un código lineal usualmente también excede

a uno. Además, aun cuando la base se haya fijado, una permutación (diferente de la

identidad) de las filas de la matriz generadora nos provee de una matriz generadora
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diferente.

(iv) Las filas de una matriz generadora son linealmente independientes. Lo mismo

sucede para las filas de una matriz paridad. Para mostrar que una matriz G de

tamaño k × n es en verdad la matriz generadora de un [n, k]-código lineal dado, es

suficiente mostrar que las filas de G son palabras-código en C y que son linealmente

independientes. Alternativamente, uno también puede mostrar que C esta contenido

en el espacio generado por las filas de G.

Definición 3.5.3 (i) Una matriz generadora de la forma (Ik|X) se dice que esta en

la forma estándar.

(ii) Una matriz paridad de la forma (Y |In−k) se dice que esta en la forma estándar.

Lema 3.5.4 Sea C un [n, k]-código lineal sobre Fq, con matriz generadora G. En-

tonces v ∈ Fn
q pertenece a C⊥ si, y sólo si v es ortogonal a cada fila de G; es

decir,

v ∈ C⊥ ⇔ vGT = 0.

En particular, dada una matriz H de tamaño (n−k)×n, entonces H es una matriz

paridad para C si, sólo si las filas de H son linealmente independientes y HGT = O.

Demostración. Si ri denota la i-ésima fila de G, entonces ri ∈ C para todo 1 ≤ i ≤ k,

y cada c ∈ C se puede escribir como

c = λ1r1 + λ2r2 + · · ·+ λkrk,

donde λ1, λ2, . . . , λk ∈ Fq.

Si v ∈ C⊥, entonces v · c = 0 para todo c ∈ C. En particular, v es ortogonal a ri,

para todo 1 ≤ i ≤ k; es decir, vGT = 0.

Rećıprocamente, si v · ri = 0, para todo 1 ≤ i ≤ k, entonces claramente, para

cualquier c = λ1r1 + · · ·+ λkrk ∈ C,

v · c = λ1(v · r1) + · · ·+ λk(v · rk) = 0.

Para la última afirmación, si H es una matriz paridad para C, entonces las filas de
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H son linealmente independientes por definición. Como las filas de H son palabras-

código en C⊥, se sigue de la anterior afirmación que HGT = O.

Rećıprocamente, si HGT = O, entonces la anterior afirmación muestra que las filas

de H, y por lo tanto el espacio generado por las filas de H están contenidos en C⊥.

Como las filas de H son linealmente independientes, el espacio generado por las filas

de H tiene dimensión n − k, aśı el espacio generado por las filas de H es de veras

C⊥. En otras palabras, H es una matriz paridad para C.

Observación 3.5.5 Una formulación alternativa pero equivalente para el Lema

3.5.4 es la siguiente:

Sea C un [n, k]-código lineal sobre Fq, con matriz paridad H. Entonces v ∈ Fn
q

pertenece a C si, y sólo si v es ortogonal a cada fila de H; es decir,

v ∈ C ⇔ vHT = 0.

En particular, dada una matriz G de tamaño k × n, entonces G es una matriz

generadora para C si, sólo si las filas de G son linealmente independientes y GHT =

O.

Una de las consecuencias del Lema 3.5.4 es el siguiente teorema que relaciona la

distancia d de un código lineal C a las propiedades de una matriz paridad de C.

Cuando d es pequeño, el Corolario 3.5.7 puede ser útil para determinar d.

Teorema 3.5.6 Sea C un código lineal y H una matriz paridad para C. Entonces

(i) C tiene distancia≥ d si, y sólo si cualesquiera d−1 columnas deH son linealmente

independientes, y

(ii) C tiene distancia ≤ d si, y sólo si H tiene d columnas que son linealmente

independientes.

Demostración. Sea v = {v1, . . . , vn} ∈ C una palabra de peso e > 0. Supongamos

que las coordenadas no nulas se encuentran en las posiciones i1, . . . , ie, esto es vj = 0

si j 6∈ {i1, . . . , ie}. Que ci (con 1 ≤ i ≤ n) denote la i-ésima columna de H.
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Por el Lema 3.5.4 (o, para ser más precisos, la formulación equivalente el la Ob-

servación 3.5.5), C contiene una palabra no nula v = {v1, . . . , vn} de peso e (cuyas

coordenadas no nulas son vi1 , . . . , vie) si, y sólo si

0 = vHT = vi1c
T
i1

+ · · ·+ viec
T
ie ,

que es verdad si, sólo si, hay e columnas de H (que llamaremos ci1 , . . . , cie) que son

linealmente independientes.

Decir que la distancia de C es ≥ d es equivalente a decir que C no contiene palabras

no nulas de peso ≤ d− 1, que a su vez es equivalente a decir que cualesquiera d− 1

o menos columnas de H son linealmente independientes. Esto prueba i.

De manera similar, decir que la distancia de C es ≤ d es equivalente a decir que C

contiene una palabra no nula de peso ≤ d, que a su vez es equivalente a decir que

H tiene d o menos columnas linealmente independientes. Esto prueba ii.

Un inmediato corolario del Teorema 3.5.6 es el siguiente resultado.

Corolario 3.5.7 Sean C un código lineal y H su matriz paridad de C. Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) C tiene distancia d.

(ii) cualesquiera d − 1 columnas de H son linealmente independientes y H tiene d

columnas que son linealmente dependientes.

Ejemplo 3.5.8 Sea C un código lineal binario con matriz paridad

H =


10100

11010

01001

 .

Por simple inspección, se puede ver que no hay columnas nulas ni dos columnas

de H que sumen 0T , aśı cualesquiera dos columnas de H son linealmente indepen-

dientes. Sin embargo, las columnas 1, 3 y 4 suman 0T , y por tanto son linealmente

dependientes. Por lo tanto la distancia de C es d = 3.
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Teorema 3.5.9 Si G = (Ik | X) es la forma estándar de la matriz generadora del

[n, k]-código C, entonces la matriz paridad de C es H = (−XT | In−k).

Demostración. Obviamente, la ecuación HGT = 0 es satisfecha. Considerando las

últimas n − k coordenadas, esta claro que las filas de H son linealmente indepen-

dientes. Por lo tanto, la conclusión se sigue del Lema 3.5.4.

Observación 3.5.10 El Teorema 3.5.9 demuestra que el algoritmo 1.3 de la Sec-

ción 3.4 (que hasta ahora solo se hab́ıa afirmado) es exacto y verdadero.

Ejemplo 3.5.11 Encontrar una matriz generadora y una matriz paridad para

el código lineal binario C = 〈S〉, donde S = {11101, 10110, 01011, 11010}. Por el

algoritmo 1.1 tenemos,

A =


11101

10110

01011

11010

→


11101

01011

00111

00000

→


10001

01011

00111

00000

 ,

que esta en FREF. Por el algoritmo 1.3 tenemos

G =


100 | 01

010 | 11

001 | 11

 , H =

0 1 1 1 0

1 1 1 0 1

 .

Aqúı, G es la matriz generadora para C y H es una matriz paridad para C. Podemos

verificar que GHT = O = HGT .

Se debe notar que, no es verdad que, cada código lineal tiene una matriz generadora

en la forma estándar.

Ejemplo 3.5.12 Considerar el código lineal binario

C = {000, 001, 100, 101}.

Como la dim(C) = 2, por el Teorema 3.1.15(ii) el número de bases para C es

1

2!
(22 − 1)(22 − 2) = 3.
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Podemos enlistar todas las bases de C

{001, 100}, {001, 101}, {100, 101}.

Por lo tanto C tiene 6 matrices generadoras:001

100

 ,

100

001

 ,

001

101

 ,

101

001

 ,

100

101

 ,

101

100

 .

Notar que ninguna de estas matrices esta en la forma estándar.

3.6. Equivalencia de códigos lineales

Mientras que ciertos códigos lineales no pueden tener una matriz generadora en

la forma estándar, después de una apropiada permutación de coordenadas de las

palabras-código y posiblemente multiplicar ciertas coordenadas por un escalar no

nulo, uno siempre puede conseguir un nuevo código que tenga una matriz generadora

en la forma estándar.

Definición 3.6.1 Dos (n,M)-códigos sobre Fq son equivalentes si uno puede ser

obtenido del otro por una combinación de las siguientes operaciones:

(i) permutación de los n d́ıgitos de las palabras-código.

(ii) multiplicación de los śımbolos que aparecen en una posición fija por un escalar

no nulo.

Ejemplo 3.6.2 (i) Para q = 2 y n = 4, sea el código

C = {0000, 0101, 0010, 0111}.

Después de reordenar los bits en el orden 2, 4, 1, 3, obtenemos el código equivalente

C ′ = {0000, 1100, 0001, 1101}.

(ii) Para q = 3 y n = 3, consideremos el código ternario

C = {000, 011, 022}.
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Permutando las primera y segunda posiciones, seguido por la multiplicación de la

tercera posición por 2, obtenemos el código equivalente

C ′ = {000, 102, 201}.

Teorema 3.6.3 Cualquier código lineal C es equivalente a un código lineal C ′ con

una matriz generadora en la forma estándar.

Demostración. Si G es una matriz generadora para C, colocando G en FREF. Reor-

denado las columnas de la FREF tal que las columnas principales se ubiquen para

formar una matriz identidad. El resultado es una matriz G′, en la forma estándar

que es una matriz generadora para un código C ′ equivalente al código C.

Observación 3.6.4 El Teorema 3.6.3 es esencialmente la primera parte del Algo-

ritmo 1.3 de la Sección 3.4.

Ejemplo 3.6.5 Sea C un código lineal binario con matriz generadora

G =


1100001

0010011

0001001

 .

Reordenando las columnas según la permutación 1, 3, 4, 2, 5, 6, 7 se obtiene la

matriz

G′ =


100 | 1001

010 | 0011

001 | 0001

 .

Sea C ′ el código generado por G′; entonces C ′ es equivalente a C y C ′ tiene por

matriz generadora a G′, que está en la forma estándar.

Ejemplo 3.6.6 Dijimos en el Ejemplo 3.5.12 que el código lineal binario

C = {000, 001, 100, 101}
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no tiene matriz generadora en la forma estándar. Sin embargo, si permutamos las

segunda y tercera coordenadas, obtenemos el código lineal binario equivalente

C ′ = {000, 010, 100, 110}

y esta claro que 100

010


es una matriz generadora de C ′ en la forma estándar.

3.7. Codificando con un código lineal

Sea C un [n, k, d]-código lineal sobre el campo finito Fq. Cada palabra código de

C puede representar una pieza de información, aśı C puede representar qk piezas

diferentes de información. Una vez que se fija una base {r1, . . . , rk} para C, cada

palabra-código v, o, equivalentemente, cada una de las qk piezas de información,

puede ser únicamente escrita como una combinación lineal,

v = u1r1 + · · ·+ ukrk

donde u1, . . . , uk ∈ Fq.

De manera equivalente, podemos poner G para que sea la matriz generadora de C

cuya i-ésima fila es el vector ri en la base elegida. Dado un vector u = (u1, . . . , uk) ∈

Fk
q , es claro que

v = uG = u1r1 + · · ·+ ukrk

es una palabra código en C. Rećıprocamente, cualquier v ∈ C puede ser escrito

únicamente como v = uG, donde u = (u1, . . . , uk) ∈ Fk
q . Por tanto, cada palabra

u ∈ Fk
q puede ser codificado como v = uG.

El proceso de representación de elementos u de Fk
q como palabras código v = uG

en C es denominado codificación.
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Ejemplo 3.7.1 Sea C el [5,3]-código lineal binario con la matriz generadora

G =


10110

01011

00101

 ;

entonces el mensaje u = 101 es codificado como

v = uG = (101)


10110

01011

00101

 = 10011.

Notar que la tasa de información de C es 3/5, es decir, que por cada tres bits que

salen 5 bits son usados para enviar el mensaje.

Observación 3.7.2 (Ventajas de tener G en la forma estándar.) Algunas de las

ventajas de tener la matriz generadora de un código lineal en la forma estándar son

las que siguen:

1. Si un código lineal C tiene una matriz generadora G en la forma estándar,

G = (I | X), entonces el Algoritmo 1.3 de la Sección 3.4 nos devuelve a

H = (−XT | I)

como un matriz paridad para C.

2. Si un [n, k, d]-código lineal C tiene una matriz generadora G en la forma

estándar, G = (I | X), entonces recuperar el mensaje u a partir de la palabra-

código v = uG es trivial, pues

v = uG = u(I | X) = (u | uX);

es decir, los primeros k d́ıgitos de la palabra-código v = uG dan el mensaje u−;

estos son llamados d́ıgitos-mensaje. Los restantes n − k d́ıgitos son llamados

d́ıgitos de verificación. Los d́ıgitos de verificación representan la redundancia

que tiene que ser añadida al mensaje para protegerlo del ruido.
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3.8. Decodificando un código lineal

Un código es de practico uso sólo si un eficiente esquema de decodificación puede

ser aplicado en él. En ésta sección, discutiremos una simple pero elegante proceso de

decodificación para códigos lineales que sigue la estrategia del vecino más cercano,

tan bueno que con una pequeña modificación se puede mejorar su desempeño cuando

la longitud del código es grande.

3.8.1. Clases laterales

Comenzaremos con la noción de clase lateral. Las clases laterales juegan un papel

importante en los esquemas de decodificación que se discutirán en éste caṕıtulo.

Definición 3.8.1 Sean C un codigo lineal de longitud n sobre Fq, y u ∈ Fn
q es

cualquier vector de longitud n; definimos el conjunto

C + u = {v + u | v ∈ C}(= u + C)

. como la clase lateral de C determinada por u.

Observación 3.8.2 Para el lector cuyos conocimientos incluyan la Teoŕıa de Gru-

pos, note que, por consideración de la adición vectorial, Fn
q es un grupo abeliano

finito, y un código lineal C sobre Fq de longitud n es también un subgrupo de Fn
q .

Las clases laterales de un código lineal definidas arriba coinciden con la notación

usual para las clases laterales de la Teoŕıa de Grupos.
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Ejemplo 3.8.3 Sean q = 2 y C = {000, 101, 010, 111}. Entonces

C + 000 = {000, 101, 010, 111},

C + 001 = {001, 100, 011, 110},

C + 010 = {010, 111, 000, 101},

C + 011 = {011, 110, 001, 100},

C + 100 = {100, 001, 110, 011},

C + 101 = {101, 000, 111, 010},

C + 110 = {110, 011, 100, 001},

C + 111 = {111, 010, 101, 000}.

Notar que

C + 000 = C + 010 = C + 101 = C + 111 = C

C + 001 = C + 011 = C + 100 = C + 110 = F3
2 \ C.

Teorema 3.8.4 Sea C un [n, k, d]-código lineal sobre el campo finito Fq. Entonces,

(i) cada vector de Fn
q esta contenido en alguna clase lateral de C;

(ii) para todo u ∈ Fn
q se tiene, |C + u| = |C| = qk;

(iii) para todo u,v ∈ Fn
q , u ∈ C + v implica que C + u = C + v;

(iv) dos clases laterales o son idénticas o tienen intersección vaćıa;

(v) C tiene qn−k clases laterales diferentes;

(vi) para todo u,v ∈ Fn
q , u−v ∈ C si, y sólo si, u y v están en la misma clase lateral.

Demostración. (i) El vector v ∈ Fn
q esta claramente contenido en la clase lateral

C + v.

(ii) Por definición C+u tiene a lo más |C| = qk elementos. Claramente, dos elementos

c+u y c′+u de C+u son iguales si, y sólo si, c = c′, por lo tanto |C+u| = |C| = qk.

(iii) se sigue de la definición de C + v que C + u ⊆ C + v. Entonces, por (ii),

C + u = C + v.
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(iv) consideremos los dos conjuntos C + u y C + v y supongamos que x ∈ (C + u)∩

(C + v). Como x ∈ C + u, (iii) muestra que C + u = C + x. Y de manera similar,

como x ∈ C + v, se sigue que C + v = C + x. Por lo tanto C + u = C + v.

(v) es una consecuencia inmediata de (i), (ii) y (iv).

(vi) Si u − v = c ∈ C, entonces u = c + v ∈ C + v, aśı C + u = C + v. Por la

demostración de (i), u ∈ C + u y v ∈ C + v, por lo que u y v están en la misma

clase lateral.

Rećıprocamente, supongamos que u, v están en la clase lateral C + x. Entonces

u = c+x y v = c′+x, para algunos c, c′ ∈ C. Por lo tanto, u−v = c−c′ ∈ C.

Ejemplo 3.8.5 Las clases laterales del código lineal binario

C = {0000, 1011, 0101, 1110}

son las siguientes:

0000+C 0000 1011 0101 1110

0001+C 0001 1010 0100 1111

0010+C 0010 1001 0111 1100

1000+C 1000 0011 1101 0110

Observación 3.8.6 El anterior arreglo es llamado un arreglo estándar.

Definición 3.8.7 Una palabra de menor peso (de Hamming) en una clase lateral

es llamado lider de clase.

Ejemplo 3.8.8 En el Ejemplo 3.8.5, el vector u en u +C de la primera columna

son lideres de clase para las clases laterales respectivas. Notar que la clase lateral

0001 + C puede también tener a 0100 como ĺıder de clase.
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3.8.2. Decodificación por el vecino más cercano para Códi-

gos Lineales

Sea C un código lineal. Asumiendo que la palabra-código v es transmitida y la

palabra w es recibida, resultando el patrón de error (o cadena de error)

e = w − v ∈ w + C.

Entonces w− e = v ∈ C, aśı, por la parte (vi) del Teorema 3.8.4, el patrón de error

e y la palabra recibida w están en la misma clase lateral.

Como los patrones de error de menor peso son los más pequeños que pueden ocurrir,

la decodificación por el vecino más cercano para un código lineal C trabaja de la

siguiente manera. Una vez se recibe la palabra w, escogemos una palabra e de menor

peso en la clase lateral w + C y se concluye que v = w − e tiene que ser el código

transmitido.

Ejemplo 3.8.9 Con q = 2 y C = {0000, 1011, 0101, 1110}, decodificaremos las

siguientes palabras recibidas: (i) w = 1101; (ii) w = 1111.

Primero escribamos el arreglo estándar de C.

0000+C 0000 1011 0101 1110

0001+C 0001 1010 0100 1111

0010+C 0010 1001 0111 1100

1000+C 1000 0011 1101 0110

(i) w = 1101: w+C esta en la cuarta clase lateral (cuarta fila). La palabra de menor

peso en esta clase lateral es 1000 (notar que este es el único ĺıder de clase). Por lo

tanto, 1101− 1000 = 1101 + 1000 = 0101 será la más probable a la palabra-código

transmitida (Notar que esta es la palabra de hasta arriba de la columna donde la

palabra recibida 1101 se encuentra).

(ii) w = 1111: w+C esta en la segunda clase lateral (segunda fila). Hay dos palabras

de menor peso, 0001 y 0100, en esta clase lateral (esto significa que hay dos opciones
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para el ĺıder de clase. En el arreglo estándar, hemos elegido a 0001 como el ĺıder de

clase. Si hubiésemos elegido a 0100 tendŕıamos una simple diferencia.) Cuando la

clase lateral de la palabra recibida tiene un único ĺıder, la aproximación que toma-

mos para decodificar depende del esquema de decodificación (es decir, completo o

incompleto) usado. Si realizamos una decodificación incompleta, solicitaremos una

retransmisión. Si realizamos una decodificación completa, arbitrariamente elegire-

mos una de las palabras de menor peso, es decir 0001 que será el patrón de error

y se concluirá que 1111 − 0001 = 1111 + 0001 = 1110 será la más parecida a la

palabra-código enviada. (Nota: esto significa que elegimos a 0001 como el ĺıder de

clase, revisando el arreglo estándar observamos que la palabra más semejante a la

palabra enviada es la de hasta arriba de la columna donde la palabra recibida se

localiza.) ¿Y que sucedeŕıa si elegimos a 0100 como ĺıder de clase y patrón de error?

3.8.3. Decodificación por Śındrome

El esquema de decodificación basado en el arreglo estándar trabaja razonablemente

bien cuando la longitud n del código lineal es pequeño, pero puede tomar una consi-

derable cantidad de tiempo cuando n es grande. Este inconveniente se puede a veces

salvar empleando el śındrome para identificar la clase lateral a la cual pertenece la

palabra recibida.

Definición 3.8.10 Sean C un [n, k, d]-código lineal sobre Fq, yH una matriz paridad

para C. Para cualquier w ∈ Fn
q , el śındrome de w es la palabra S(w) = wHT ∈ Fn−k

q .

Para ser precisos, como el śındrome depende de la elección de la matriz paridad H,

seŕıa más apropiado denotar el śındrome de w por SH(w), para enfatizar está de-

pendencia. Sin embargo para simplificar la notación, el sub́ındice H será omitido

siempre que no haya riesgo de ambigüedad.

Teorema 3.8.11 Sean C un [n, k, d]-código lineal y H una matriz paridad para C.

Para cualesquiera u,v ∈ Fn
q , tenemos
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(i) S(u + v) = S(u) + S(v);

(ii) S(u) = 0 si, y sólo si, u es una palabra código en C;

(iii) S(u) = S(v) si, y sólo si, u y v están en la misma clase lateral de C.

Demostración. (i) Es una inmediata consecuencia de la definición de śındrome.

(ii) Por la definición de śındrome, S(u) = 0 si, y sólo si, uHT = 0, lo que por la

Observación 3.5.5, es equivalente a u ∈ C.

(iii) Es una consecuencia de los incisos (i), (ii) y el Teorema 3.8.4(vi).

Observación 3.8.12 (i) El Teorema 3.8.11(iii) dice que podemos identificar una

clase lateral por su śındrome; rećıprocamente, todas las palabras en una clase lateral

dada producen el mismo śındrome, aśı el śındrome de una clase lateral es el śındrome

de cualquier palabra en la clase lateral. En otras palabras, existe una correspondencia

uno-uno entre las clases laterales y los śındromes.

(ii) Como los śındromes están en Fn−k
q , hay a lo más qn−k śındromes. El Teorema

3.8.4(v) dice que hay qn−k clases laterales, aśı que hay qn−k śındromes correspon-

dientes (todos diferentes). Por lo tanto, todos los vectores en Fn−k
q aparecen como

śındromes.

Definición 3.8.13 Una tabla en la que se desplieguen todos los lideres de clase con

su respectivo śındrome se denominara tabla de śındromes.

Pasos para construir una tabla de śındromes

asumiendo una completa decodificación por el vecino más cercano

Paso 1: Formar una lista de todas las clases laterales para el código, eligien-

do de cada clase la palabra de menor peso como el ĺıder de clase

u.

Paso 2: Encontrar la matriz paridad H para el código y, el ĺıder u para cada

clase lateral, calculando su śındrome S(u) = uHT .
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Observación 3.8.14 Para una incompleta decodificación por el vecino más cer-

cano, śı encontramos más de una palabra de menor peso en el Paso 1 del anterior

procedimiento, se colocara el śımbolo ’∗’ en la entrada de la Tabla de śındromes

para indicar que se requiere una retransmisión.

Ĺıder de clase u Śındrome S(u)

0000 00

0001 01

0010 10

1000 11

Tabla 3.2. Tabla de śındromes para el Ejemplo 1.8.15.

Ejemplo 3.8.15 Asumamos una completa decodificación por el vecino más cer-

cano. Para construir una tabla de śındromes para el código

C = {0000, 1011, 0101, 1110}.

comencemos examinando las clases laterales calculadas anteriormente, de donde ele-

gimos las palabras 0000, 0001, 0010, y 1000 como lideres de clase. Resultando aśı,

la matriz de paridad para C es

H =

1 0 1 0

1 1 0 1

 .

Ahora podemos construir la tabla de śındromes para C (Tabla 1.2). (Si se quiere,

se pueden intercambiar las dos columnas.) Notar que cada palabra de longitud 2

aparecen exactamente como en el śındrome.
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Ĺıder de clase u Śındrome S(u)

0000 00

∗ 01

0010 10

1000 11

Tabla 3.3. Tabla de śındromes para el Ejemplo 1.8.16.

Ejemplo 3.8.16 Una tabla de śındromes para C, asumiendo una incompleta de-

codificación por el vecino más cercano, se puede apreciar en la tabla 1.3.

Observación 3.8.17 (i) Notar que un único ĺıder de clase corresponde a un patrón

de error que puede ser corregido, asumiendo una incompleta decodificación por el

vecino más cercano. Un ĺıder de clase (no necesariamente único) corresponde a un

patrón de error que puede ser corregido, asumiendo una completa decodificación por

el vecino más cercano.

(ii) Una rápida manera para construir una tabla de śındromes, dada la matriz pari-

dad H y la distancia d para el código C, es el generar todos los patrones de error e

con

wt (e) ≤ bd− 1

2
c

como lideres de clase (consultando el teorema 2.3.5) y calcular el śındrome S(e) para

cada uno de ellos.

Ejemplo 3.8.18 Asumiendo una completa decodificación por el vecino más cer-

cano, construiremos una tabla de śındromes para el código lineal binario C, con

matriz paridad H, donde

H =


1 0 1 1 0 0

1 1 1 0 1 0

0 1 1 0 0 1

 .

Primero, afirmamos que la distancia de C es d = 3. Esto se puede ver fácilmente
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aplicando el Corolario 3.5.7 y observando que no hay dos columnas de H que sean

linealmente dependientes mientras que las segunda, tercera y cuarta columnas son

linealmente dependientes.

Como b(d−1)/2c = 1, todos los patrones de error con peso 0 o 1 serán lideres de cla-

se. Entonces calculamos el śındrome para cada uno de ellos y obtenemos las primeras

siete filas de la tabla de śındromes. Como cada palabra de longitud 3 debe aparecer

como un śındrome, los restantes lideres de clase u tienen śındrome uHT = 101.

Además, u debe tener peso ≥ 2 pues todas las palabras de peso 0 o 1 ya han sido

incluidas en la tabla de śındromes. Como observamos para los lideres de clase, es

razonable registrar las palabras de menor peso disponibles, es decir, 2. Haciéndolo,

encontramos tres posibles lideres de clase: 000101, 001010 y 110000. Como estamos

usando una completa decodificación por el vecino más cercano, podemos elegir ar-

bitrariamente 000101 como un ĺıder de clase y aśı, completar la tabla de śındromes

(ver Tabla 1.4).

Ĺıder de clase u Śındrome S(u)

000000 000

100000 110

010000 011

001000 111

000100 100

000010 010

000001 001

000101 101

Tabla 3.4. Tabla de śındromes para el Ejemplo 1.8.18.

Notar que, śı usamos una incompleta decodificación por el vecino más cercano, el

ĺıder de clase 000101 en la última fila de la Tabla 1.4 seŕıa reemplazado por ’∗’.
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Procedimiento para decodificar por śındrome

Paso 1: Calcular el śındrome S(w), para la palabra recibida w.

Paso 2: Encontrar el ĺıder de clase u asociado al śındrome S(u) = S(w) en

la Tabla de śındromes.

Paso 3: Decodificar w como v = w − u.

Ejemplo 3.8.19 Sean q = 2 y C = {0000, 1011, 0101, 1110}. Emplear la tabla de

śındromes construida en el Ejemplo 3.8.15 para decodificar las palabras (i) w = 1101;

(ii) w = 1111.

(i) w = 1101. El śındrome es S(w) = wHT = 11. En la Tabla 1.2, vemos que el ĺıder

de clase es 1000. Por lo tanto, 1101 + 1000 = 0101 será la palabra más semejante a

palabra-código enviada.

(ii) w = 1111. El śındrome es S(w) = wHT = 01. En la Tabla 1.2, vemos que el ĺıder

de clase es 0001. Por lo tanto, 1111 + 0001 = 1110 será la palabra más semejante a

palabra-código enviada.



Caṕıtulo 4

Códigos Ćıclicos

En los caṕıtulos previos, nos hemos concentrado principalmente en los códigos li-

neales porque ellos poseen estructuras algebraicas. Estas estructuras simplifican el

estudio de los códigos lineales.

Por ejemplo, un código lineal puede ser descrito por su matriz generadora o su

matriz de paridad; la mı́nima distancia es determinada por el peso de Hamming,

etc. Aun aśı, tenemos que introducir otras estructuras además de la linealidad con

el fin de que los códigos puedan aplicarse fácilmente. Con el propósito de una fácil

codificación y decodificación, naturalmente se requiere que el desplazamiento ćıclico

de una palabra-código en C devuelva una palabra-código en C. Este requerimiento

hace aparecer una estructura combinatoria, que afortunadamente puede convertirse

en una algebraica. Por otra parte, veremos que un código ćıclico de longitud n es

determinado totalmente por un polinomio de grado menor que n.

Los códigos ćıclicos fueron estudiados por vez primera en 1957 por Prange. Desde

entonces, los teóricos de los códigos algebraicos han hecho grandes progresos en el

estudio de los códigos ćıclicos, tanto en la corrección de errores-aleatorios como en

la corrección de errores-ráfaga. Muchas clases importantes de códigos están entre los

códigos ćıclicos, algunos como los códigos de Hamming y los códigos de Golay.

Comenzaremos por definir que es un código ćıclico, y entonces discutiremos su es-

52
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tructura algebraica y otras propiedades. En las dos últimas secciones se estudiaran,

un algoritmo de decodificación y un código corrector de errores-ráfaga.

4.1. Definiciones

Definición 4.1.1 Un subconjunto S de Fn
q es ćıclico si (an−1, a0, a1, . . . , an−2) ∈ S

siempre que (a0, a1, . . . , an−1) ∈ S. Un código lineal C es llamado código ćıclico si C

es un conjunto ćıclico.

Se dice que la palabra (un−r, . . . , un−1, u0, u1, . . . , un−r−1) se obtiene a partir de la

palabra (u0, u1, . . . , un−1) ∈ Fn
q desplazando ćıclicamente r posiciones.

Es fácil verificar que el código dual de un código ćıclico es también un código ćıclico.

Ejemplo 4.1.2 Los conjuntos

{(0, 1, 1, 2), (2, 0, 1, 1), (1, 2, 0, 1), (1, 1, 2, 0)} ⊂ F4
3,

{11111} ⊂ F5
2

son conjuntos ćıclicos, pero ellos no son códigos ćıclicos pues no son espacios lineales.

Ejemplo 4.1.3 Los siguientes códigos son códigos ćıclicos:

(i) los tres códigos triviales {0}, {λ · 1|λ ∈ Fq} y Fn
q ;

(ii) el código [3, 2, 2]−-lineal binario {000, 110, 101, 011};

(iii) y el código simple S(3, 2) = {0000000, 1011100, 0101110, 0010111, 1110010,

0111001, 1001011, 1100101}.

Con el propósito de convertir la estructura combinatoria de los códigos ćıclicos en

una estructura algebraica, consideraremos la siguiente correspondencia:

π : Fn
q → Fq[x]/(xn − 1), (2.1)

(a0, a1, . . . , an−1) 7→ a0 + a1x+ · · · , an−1xn−1

Entonces π es una transformación Fq-lineal de espacios vectoriales sobre Fq. De

ahora en adelante, a veces identificaremos Fn
q con Fq[x]/(xn − 1), y un vector u =
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(u0, u1, . . . , un−1) con el polinomio u(x) = u0 + u1x + · · · , un−1xn−1 =
∑n−1

i=0 uix
i.

Sabemos que Fq[x]/(xn − 1) es un anillo (pero no un campo a menos que n = 1).

De esta manera, tenemos una operación multiplicativa además de la adición en Fn
q .

Ejemplo 4.1.4 Considerar el código ćıclico C = {000, 110, 101, 011}; luego π(C) =

{0, 1 + x, 1 + x2, x+ x2} ⊂ F2[x]/(x3 − 1).

Ahora introducimos un importante concepto en el estudio de los códigos ćıclicos.

Definición 4.1.5 Sea R un anillo. Un subconjunto I no-vacio de R es llamado ideal

si

(i) a+ b y a− b pertenecen a I, para todo a, b,∈ I;

(ii) r · a pertenece a I, para todo r ∈ R y a ∈ I.

Ejemplo 4.1.6 Veamos cuatro ejemplos más:

(i) En el anillo Z de los enteros, todos los enteros pares forman un ideal;

(ii) Para un entero positivo fijo m, todos los enteros divisibles por m forman un

ideal de Z;

(iii) En el anillo de los polinomios Fq[x], para un polinomio f(x) no-nulo dado,

todos los polinomios divisibles por f(x) forman un ideal;

(iv) En el anillo Fq[x]/(xn−1), para un divisor g(x) de xn−1, todos los polinomios

divisibles por g(x) forman un ideal.

Ejemplo 4.1.7 En el anillo F2[x]/(x3 − 1), el subconjunto

I = {0, 1 + x, 1 + x2, x+ x2}

es un ideal.

Definición 4.1.8 Un ideal I de un anillo R es llamado un ideal principal si existe

un elemento g ∈ I tal que I = 〈g〉, donde

〈g〉 = {gr|r ∈ R}.

El elemento g es llamado un generador de I. También se dice que I es generado por
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g. Además, un anillo R se dice que es un anillo de ideales principales si cada ideal

de R es principal.

Notar que el generador de un ideal principal no puede ser único.

Ejemplo 4.1.9 En el ejemplo 4.1.7, el ideal I es principal. En efecto, I = 〈1 +x〉.

Notar que

0 · (1 + x) = 1 + x3 = 0 = (1 + x+ x2)(1 + x),

1 · (1 + x) = 1 + x = (x+ x2)(1 + x),

x · (1 + x) = x+ x2 = (1 + x2)(1 + x),

x2 · (1 + x) = 1 + x2 = (1 + x)(1 + x).

Teorema 4.1.10 Los anillos Z, Fq[x] y Fq[x]/(xn − 1) son todos anillos de ideales

principales.

Demostración. Sea I un ideal de Z. Si I = {0}, entonces I = 〈0〉 es un ideal

principal. Asumimos que I 6= {0} y sea m el más pequeño entero positivo en I, y a

cualquier elemento de I. Por el algoritmo de la división tenemos

a = qm+ r (2.2)

para algún entero q y 0 ≤ r ≤ m− 1. La igualdad (2.2) implica que r también es un

elemento de I pues r = a − qm. Esto fuerza a que r = 0 por la elección de m. Por

lo tanto, I = 〈m〉. Esto muestra que Z es un anillo de ideales principales.

Empleando el mismo argumento, podemos fácilmente mostrar que Fq[x] es también

un anillo de ideales principales.

Esencialmente el mismo método puede ser empleado para el caso Fq[x]/(xn − 1).

Puesto que este caso es crucial para este caṕıtulo, repetiremos los argumentos. El

ideal nulo es obviamente principal. Elijamos un polinomio no-nulo g(x) de un ideal

J no-nulo con el menor grado. Para cualquier polinomio f(x) ∈ J , tenemos

f(x) = s(x)g(x) + r(x)
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Para algunos polinomios s(x), r(x) ∈ Fq[x] con deg(r(x)) < deg(g(x)). Esto fuerza

a que r(x) = 0, pues r(x) = f(x)− s(x)g(x) ∈ J y g(x) tiene el menor grado entre

los polinomios no-nulos de J . Por lo tanto, J = 〈g(x)〉, y el resultado deseado se

sigue.

4.2. Generadores polinomiales

La razón para definir los ideales en la sección precedente se aprecia en el siguiente

resultado que relaciona ideales y códigos ćıclicos.

Teorema 4.2.1 Sea π la aplicación lineal definida en (2.1). Entonces un subconjunto

no-vació C de Fn
q es un código ćıclico si, y sólo si π(C) es un ideal de Fq[x]/(xn− 1).

Demostración. Supongamos que π(C) es un ideal de Fq[x]/(xn− 1). Entonces, para

cualesquiera α, β ∈ Fq ⊂ Fq[x]/(xn − 1) y a,b ∈ C, tenemos απ(a), βπ(b) ∈ π(C)

por la Definición 4.1.5(ii). Aśı por la Definición 4.1.5(i) απ(a)+βπ(b) es un elemento

de π(C); es decir, π(αa + βb) ∈ π(C), por lo que αa + βb es una palabra-código de

C. Esto muestra que C es un código lineal.

Ahora sea c = (c0, c1, . . . , cn−1) una palabra-código de C. El polinomio

π(c) = c0 + c1x+ · · ·+ cn−1x
n−1

es un elemento de π(C). Puesto que π(C) es un ideal, el elemento

xπ(c) = c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−2x

n−1 + cn−1x
n

= cn−1 + c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−2x

n−1 + cn−1(x
n − 1)

= cn−1 + c0x+ c1x
2 + · · ·+ cn−2x

n−1

.(esto porque xn − 1 = 0 en Fq[x]/(xn − 1))

esta en π(C); es decir, (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) una palabra-código de C. Esto significa

que C es ćıclico.
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Rećıprocamente, supongamos que C es un código ćıclico. Entonces esta claro que

(i) de la Definición 4.1.5 es satisfecha por π(C). Para cualquier polinomio

f(x) = f0 + f1x+ · · ·+ fn−2x
n−2 + fn−1x

n−1 = π(f0, f1, . . . , fn−2, fn−1)

de π(C) con (f0, f1, . . . , fn−2, fn−1) ∈ C, el polinomio

xf(x) = fn−1 + f0x+ f1x
2 + · · ·+ fn−2x

n−1

es también un elemento de π(C) pues C es ćıclico. Aśı, x2f(x) = x(xf(x)) es un

elemento de π(C). Por inducción, sabemos que xif(x) pertenece a π(C) para todo

i ≥ 0. Como C es un código lineal y π es una transformación lineal, π(C) es un

espacio lineal sobre Fq. Por lo tanto, para cualquier g(x) = g0+g1x+· · ·+gn−1xn−1 ∈

Fq[x]/(xn − 1), el polinomio

g(x)f(x) =
n−1∑
i=0

gi(x
if(x))

es un elemento de π(C). Por lo tanto π(C) es un ideal de Fq[x]/(xn− 1) pues (ii) de

la Definición 4.1.5 también es satisfecha.

Ejemplo 4.2.2 Ahora veamos tres ejemplos:

(i) El código C = {(0, 0, 0), (1, 1, 1), (2, 2, 2)} es un código ćıclico ternario. El

correspondiente ideal en F3[x]/(x3− 1) es π(C) = {0, 1 +x+x2, 2 + 2x+ 2x2};

(ii) El conjunto I = {0, 1+x2, x+x3, 1+x+x2 +x3} es un ideal en F2[x]/(x4−1).

El correspondiente código ćıclico es π−1(I) = {0000, 1010, 0101, 1111};

(iii) Los códigos ćıclicos triviales {0} y Fn
q corresponden a los ideales triviales{0}

y Fq[x]/(xn − 1), respectivamente.

Teorema 4.2.3 Sea I un ideal no-nulo en Fq[x]/(xn − 1) y sea g(x) un polinomio

mónico no-nulo de mı́nimo grado en I. Entonces g(x) es un generador de I y divide

a xn − 1.

Demostración. Para la primera parte, basta recordar la demostración del Teorema

4.1.10.
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Considerando el algoritmo de la división tenemos que

xn − 1 = s(x)g(x) + r(x)

con deg(r(x)) < deg(g(x)). Por lo tanto

r(x) = (xn − 1)− s(x)g(x)

es un elemento de I (notar que xn − 1 es el elemento nulo de Fq[x]/(xn − 1)). Esto

implica que r(x) = 0 pues g(x) tiene el mı́nimo grado. Por lo tanto, g(x) es un

divisor de xn − 1.

Ejemplo 4.2.4 En el Ejemplo 4.2.2(i), el polinomio 1 + x + x2 es el de menor

grado, y divide a x3 − 1. En el Ejemplo 4.2.2(ii), el polinomio 1 + x2 es el de menor

grado, y divide a x4 − 1. Para el código Fn
q , el polinomio 1 es el menor grado.

Por el Teorema 4.1.10, sabemos que cada ideal en Fq[x]/(xn− 1) es principal, aśı un

código ćıclico C es determinado por cualquiera de los generadores de π(C). Usual-

mente, hay más de un generador para un ideal de Fq[x]/(xn − 1). El siguiente re-

sultado muestra que el generador que satisface ciertas propiedades adicionales es

único.

Teorema 4.2.5 Existe un polinomio mónico único de menor grado en cada ideal I

no-nulo de Fq[x]/(xn − 1) (Por el Teorema 4.2.3, este es un generador de I).

Demostración. Sean g1(x), g2(x) dos generadores mónicos diferentes de menor grado

en el ideal I. Entonces, un múltiplo escalar de g1(x)− g2(x) es un polinomio mónico

no-nulo de menor grado en I. Esta es una contradicción.

A partir del resultado anterior, la siguiente definición cobra sentido.

Definición 4.2.6 El único polinomio mónico de menor grado del ideal no-nulo I de

Fq[x]/(xn − 1) es llamado el polinomio generador de I. Para un código ćıclico C, el

polinomio generador de π(C) es también llamado el polinomio generador de C.

Ejemplo 4.2.7 (i) El generador polinomial del código ćıclico {000, 110, 011, 101}

es 1 + x.
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(ii) El polinomio generador del código simple en el Ejemplo 4.1.3(iii) es 1+x2+x3+x4

Teorema 4.2.8 Cada divisor mónico de xn − 1 es el polinomio generador de algún

código ćıclico en Fn
q .

Demostración. Sea g(x) un divisor mónico de xn − 1 y sea I el ideal 〈g(x)〉 de

Fq[x]/(xn−1) generado por g(x). Sea C el correspondiente código ćıclico. Asumamos

que h(x) es el polinomio generador de C. Entonces existe un polinomio b(x) tal que

h(x) ≡ g(x)b(x) (mód xn − 1).

Aśı, g(x) es un divisor de h(x). Por lo tanto, g(x) es el mismo que h(x), pues h(x)

tiene el menor grado y es mónico.

A partir de los Teoremas 4.2.5 y 4.2.8, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.2.9 Existe una correspondencia uno a uno entre los códigos ćıclicos en

Fn
q y los divisores mónicos de xn − 1 ∈ Fq[x].

Observación 4.2.10 Los polinomios 1 y xn − 1 corresponden a Fn
q y a {0} res-

pectivamente.

Ejemplo 4.2.11 Con el propósito de encontrar todos los códigos ćıclicos de lon-

gitud 6, factorizamos el polinomio x6 − 1 ∈ F2[x]:

x6 − 1 = (1 + x)2(1 + x+ x2)2.

Y aśı, podemos listar todos los divisores mónicos de x6 − 1:

1

(1 + x)2

(1 + x+ x2)2

1 + x

(1 + x)(1 + x+ x2)

(1 + x)(1 + x+ x2)2

1 + x+ x2

(1 + x)2(1 + x+ x2)

1 + x6

Por lo tanto, existen en total nueve códigos ćıclicos de longitud 6. En base a la

aplicación π, podemos fácilmente escribir todos los códigos ćıclicos. Por ejemplo, el

código ćıclico correspondiente al polinomio (1 + x+ x2)2 es

{000000, 101010, 010101, 111111}.
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A partir del ejemplo anterior, encontramos que el número de códigos ćıclicos de

longitud n puede ser determinado si conocemos la factorización de xn − 1. Y aśı,

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.12 Para xn − 1 ∈ Fq[x] tenemos la factorización

xn − 1 =
r∏

i=1

peii (x),

donde p1(x), p2(x), . . . , pr(x) son polinomios mónicos irreducibles diferentes y ei ≥ 1

para todo i = 1, 2, . . . , r. Entonces existen

r∏
i=1

(ei + 1)

códigos ćıclicos de longitud n sobre Fq.

La demostración del Teorema 4.2.12 se sigue del Corolario 4.2.9 contando el número

de divisores mónicos de xn − 1.

Ejemplo 4.2.13 Usando el teorema 4.3.9, podemos factorizar el polinomio xn−1,

y de esta manera el numero de códigos ćıclicos de longitud n puede ser determinado

por el Teorema 4.2.12.

Las tablas 2.5 y 2.6 muestran la factorización de xn − 1 y el número de códigos

ćıclicos q-arios de longitud n, para 1 ≤ n ≤ 10 y q = 2, 3.

Como un código ćıclico esta totalmente determinado por su polinomio generador,

todos los parámetros de el código son también determinados por el polinomio gene-

rador. El siguiente resultado da la dimensión en términos del polinomio generador.
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n factorización de xn − 1 N de códigos ćıclicos

1 1 + x 2

2 (1 + x)2 3

3 (1 + x)(1 + x+ x2) 4

4 (1 + x)4 5

5 (1 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) 4

6 (1 + x)2(1 + x+ x2)2 9

7 (1 + x)(1 + x+ x3)(1 + x2 + x3) 8

8 (1 + x)8 9

9 (1 + x)(1 + x+ x2)(1 + x3 + x6) 8

10 (1 + x)2(1 + x+ x2 + x3 + x4)2 9

Tabla 4.5. Códigos ćıclicos binarios de longitud hasta 10.

Teorema 4.2.14 Sea g(x) el polinomio generador de un ideal de Fq[x]/(xn − 1).

Entonces el correspondiente código ćıclico tiene dimensión k si el grado de g(x) es

n− k.

Demostración. Para dos polinomios c1(x) 6= c2(x) con deg(ci(x)) ≤ k − 1 (i =

1, 2), tenemos claramente que g(x)c1(x) 6≡ g(x)c2(x) (mód xn − 1). Por lo tanto, el

conjunto

A = {g(x)c(x)| c(x) ∈ Fq[x]/(xn − 1), deg(c(x)) ≤ k − 1}

tiene qk elementos y es un subconjunto de el ideal 〈g(x)〉. Por otro lado, para cual-

quier palabra-código g(x)a(x) con a(x) ∈ Fq[x]/(xn − 1), escribimos

a(x)g(x) = u(x)(xn − 1) + v(x) (2.3)

con deg(v(x)) < n. Por (2.3), tenemos que v(x) = a(x)g(x) − u(x)(xn − 1). Por

lo tanto, g(x) divide a v(x). Aśı que podemos escribir v(x) = g(x)b(x) para algún
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polinomio b(x). Entonces deg(b(x)) < k, por lo que v(x) esta en A. Esto muestra que

A es el mismo que 〈g(x)〉. Por lo tanto, la dimensión del código es logq |A| = k.

Ejemplo 4.2.15 (i) En base a la factorización: x7 − 1 = (1 + x)(1 + x2 + x3)(1 +

x+ x3) ∈ F2[x], sabemos que sólo existen dos [7, 3]-códigos ćıclicos binarios

〈(1 + x)(1 + x2 + x3)〉 ={0000000, 1110100, 0111010, 0011101,

1001110, 0100111, 1010011, 1101001}

y

〈(1 + x)(1 + x+ x3)〉 ={0000000, 1011100, 0101110, 0010111,

1001011, 1100101, 1110010, 0111001}.

(ii) En base a la factorización: x7−1 = (2+x)(1+x+x2 +x3 +x4 +x5 +x6) ∈ F3[x],

podemos asegurar que no hay ningún [7, 2]-código ćıclico ternario.

n factorización de xn − 1 Número de

códigos ćıclicos

1 2 + x 2

2 (2 + x)(1 + x) 4

3 (2 + x)3 4

4 (2 + x)(1 + x)(1 + x2) 8

5 (2 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4) 4

6 (2 + x)3(1 + x)3 16

7 (2 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5 + x6) 4

8 (2 + x)(1 + x)(1 + x2)(2 + x+ x2)(2 + 2x+ x2) 32

9 (2 + x)9 10

10 (2 + x)(1 + x)(1 + x+ x2 + x3 + x4)(1 + 2x+ x2 + 2x3 + x4) 16
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Tabla 4.6. Códigos ćıclicos ternarios de longitud hasta 10.

4.3. Matrices generadora y de paridad

En las secciones anteriores, mostramos que un código ćıclico esta totalmente deter-

minado por su polinomio generador. Por lo tanto, cualquier código ćıclico también

debeŕıa tener una matriz generadora determinada por su polinomio. De hecho, te-

nemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3.1 Sea g(x) = g0 + g1x+ · · ·+ gn−kx
n−k el polinomio generador de un

código ćıclico C en Fn
q con deg(g(x)) = n− k. Entonces la matriz de tamaño k × n

G =



g(x)

xg(x)
...

xk−2g(x)

xk−1g(x)


=



g0 g1 g2 · · · gn−k 0 0 · · · 0

0 g0 g1 · · · gn−k−1 gn−k 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · g1 g2 g3 · · · 0

0 0 0 · · · g0 g1 g2 · · · gn−k


es la matriz generadora de C (notar que identificamos un vector con un polinomio).

Demostración. Es suficiente mostrar que g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x) forma una base

de C. Esta claro que ellos son linealmente independientes sobre Fq. Por el Teorema

4.2.14, sabemos que dim(C) = k. De donde se desprende el resultado deseado.

Ejemplo 4.3.2 Considerar el [7, 4]-código ćıclico binario con polinomio generador

g(x) = 1 + x2 + x3. Entonces este código tiene la matriz generadora

G =


g(x)

xg(x)

x2g(x)

x3g(x)

 =


1 0 1 1 0 0 0

0 1 0 1 1 0 0

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1


Esta matriz generadora no está en la forma estándar. Si la cuarta fila es sumada

a la segunda fila, y la suma de las dos últimas filas es añadida a la primera fila,
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obtendremos la forma estándar de la matriz generadora, es decir:

G′ =


1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 0

0 0 0 1 0 1 1


Además, a partir de G′ es fácil obtener la matriz de paridad aplicando el algoritmo

1.3.

Por lo visto hasta ahora, sabemos que la matriz de paridad de un código ćıclico puede

ser obtenida a partir de su matriz generadora empleando operaciones elementales

de filas. Sin embargo, como el código dual de un código ćıclico C también es ćıclico,

debeŕıamos ser capaces de encontrar una matriz de paridad a partir del polinomio

generador del código dual. Entonces, solo resta encontrar el polinomio generador del

código dual C⊥.

Definición 4.3.3 Sea h(x) = a0 +a1x+ · · ·+akx
k un polinomio de grado k (ak 6= 0)

sobre Fq. El polinomio rećıproco hR(x) de h(x) se define como

hR(x) = xkh

(
1

x

)
=

k∑
i=0

ak−ix
i.

O de otra forma hR = ak + ak−1x+ · · ·+ a1x
k−1 + a0x

k.

Observación 4.3.4 Si h(x) es un divisor de xn−1, entonces también lo será hR(x).

Ejemplo 4.3.5 (i) Para el polinomio h(x) = 1+2x+3x5+x7 ∈ F5[x], el polinomio

rećıproco de h(x) es

hR = x7h(1/x)

= x7

(
1 + 2

(
1

x

)
+ 3

(
1

x

)5

+

(
1

x

)7
)

= 1 + 3x2 + 2x6 + x7.

(ii) Consideremos el divisor h(x) = 1 + x + x3 ∈ F2[x] de x7 − 1. Entonces hR =

1 + x2 + x3 es también divisor de x7 − 1.
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Ejemplo 4.3.6 Sea g(x) = g0 + g1x + g2x
2 + g3x

3 el polinomio generador del

código ćıclico C sobre Fq de longitud 4 y sea h(x) = (x4 − 1)/g(x). Colocando

h(x) = h0 + h1x + h2x
2 + h3x

3, entonces hR(x) = (h3 + h2x + h1x
2 + h0x

3)/x3−k,

donde k = deg(h(x)). Considerar el producto

0 ≡ g(x)h(x)

≡ (g0 + g1x+ g2x
2 + g3x

3)(h0 + h1x+ h2x
2 + h3x

3)

≡ g0h0 + (g0h1 + g1h0)x+ (g2h0 + g1h1 + g0h2)x
2+

+ (g3h0 + g2h1 + g1h2 + g0h3)x
3 + (g3h1 + g2h2 + g1h3)x

4+

+ (g3h2 + g2h3)x
5 + g3h3x

6 (2.4)

≡ (g0h0 + g1h3 + g2h2 + g3h1) + (g0h1 + g1h0 + g2h3 + g3h2)x+

+ (g0h2 + g1h1 + g2h0 + g3h3)x
2 + (g3h0 + g2h1 + g1h2 + g0h3)x

3 (mód x4 − 1).

Por lo tanto, los coeficientes de cada potencia de x en el último paso de (2.4) deben

ser cero. Colocando b = (h3, h2, h1, h0) ∈ F4
q y g = (g0, g1, g2, g3) ∈ F4

q. Sea gi el

vector obtenido a partir de g por desplazar ćıclicamente i posiciones. Al observar el

coeficiente de x3 en (2.4), obtenemos

g0 · b = g · b = g0h3 + g1h2 + g2h1 + g3h0 = 0.

Al observar todos los coeficientes de las otras potencias de x en (2.4), obtenemos

gi · b = 0 para todo i = 0, 1, 2, 3. Por lo tanto, b es una palabra-código de C⊥ pues

el conjunto {g0,g1,g2,g3} genera C por el teorema 4.3.1.

Desplazando ćıclicamente k + 1 posiciones el vector b = (h3, h2, h1, h0), obtenemos

el correspondiente vector para hR(x). Esto implica que hR(x) es una palabra-código

aśı como C⊥ es un código ćıclico.

Ya que deg(hR(x)) = deg(h(x)) = k, el conjunto {hR(x), xhR(x), . . . , xn−k−1hR(x)}

es una base de C⊥. Por lo tanto, C⊥ es generado por hR(x). Por lo tanto el polinomio

mónico h−10 hR(x) es el polinomio generador de C⊥ (notar que h0 = h(0) 6= 0 pues

h0g0 = −1).
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Esta claro que el anterior ejemplo puede ser generalizado fácilmente para cualquier

longitud n.

Teorema 4.3.7 Sea g(x) el polinomio generador de un [n, k]-código ćıclico q-ario

C. Si se toma

h(x) =
xn − 1

g(x)
.

Entonces h−10 hR(x) es el polinomio generador de C⊥, donde h0 es el término cons-

tante de h(x).

Demostración. Sean los polinomios

g(x) =
n−1∑
i=0

gix
i y h(x) =

n−1∑
i=0

hix
i.

Entonces

hR(x) =
1

xn−k−1

n−1∑
i=0

hn−i−1x
i

donde k = deg(h(x)). Considerar el producto

0 ≡ g(x)h(x)

≡ (g0h0 + g1hn−1 + · · ·+ gn−1h1) + (g0h1 + g1h0 + · · ·+ gn−1h2)x+

+ (g0h2 + g1h1 + · · ·+ gn−1h3)x
2 + · · ·+

+ (g0hn−1 + g1hn−2 + · · ·+ gn−1h0)x
n−1 (mód xn − 1).

Por lo tanto la coeficiente de cada potencia de x en la última ĺınea del desarrollo

anterior debe ser cero. Observando el coeficiente de cada potencia de x, obtenemos

gi · (hn−1, hn−2, . . . , h1, h0) = 0 para todo i = 0, 1 . . . , n − 1, donde gi es el vector

obtenido al desplazar ćıclicamente i posiciones de (g0, g1, . . . , gn−1). Por lo tanto

(hn−1, hn−2, . . . , h1, h0) es un código-palabra de C⊥ pues (g0,g1, . . . ,gn−1) genera C

por el Teorema 4.3.1.

Si desplazamos ćıclicamente k + 1 posiciones en el vector (hn−1, hn−2, . . . , h1, h0)

, obtendremos el vector correspondiente a hR(x). Esto implica que hR(x) es una

palabra-código, aśı como C⊥ es un código ćıclico.
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Puesto que deg(hR(x)) = deg(h(x)) = k, el conjunto {hR(x), xhR(x), . . . , xn−k−1hR(x)}

es una base de C⊥. En consecuencia, C⊥ es generado por hR(x). De esta manera, el

polinomio mónico h−10 hR(x) es el polinomio generador de C⊥.

Definición 4.3.8 Sea C un código ćıclico q-ario de longitud n. Colocando

h(x) =
xn − 1

g(x)
.

Entonces, h−10 hR(x) es denominado polinomio de paridad de C, donde h0 es el

término constante de h(x).

Corolario 4.3.9 Sea C un [n, k]-código ćıclico q-ario con polinomio generador g(x).

Tomando

h(x) =
xn − 1

g(x)
= h0 + h1x+ · · ·+ hkx

k.

Entonces la matriz

H =



hR(x)

xhR(x)
...

xk−1hR(x)

xn−k−1hR(x)


=



hk hk−1 hk−2 · · · h0 0 0 · · · 0

0 hk hk−1 · · · h1 h0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · hk−1 hk−2 0 · · · 0

0 0 0 · · · hk hk−1 hk−2 · · · h0


es la matriz de paridad de C.

Demostración. El resultado se sigue inmediatamente de los Teorema 4.3.1 y 4.3.7.

Ejemplo 4.3.10 Sea C el [7,4]-código ćıclico binario generado por g(x) = 1+x2+

x3 como en el Ejemplo 4.3.2 con h(x) = (x7 − 1)/g(x) = 1 + x2 + x3 + x4. Entonces

hR(x) = 1 + x+ x2 + x4 es el polinomio de paridad de C. Por lo tanto,

H =


1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1


es la matriz de paridad de C.
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4.4. Decodificación de los códigos ćıclicos

La decodificación de los códigos ćıclicos consiste de los mismos tres pasos que la

decodificación de los códigos lineales: calcular el śındrome; encontrar el śındrome

correspondiente al patrón de error; y corregir los errores. Como la estructura de

los códigos ćıclicos es mas agradable, los tres pasos son usualmente más sencillos.

Los códigos ćıclicos tienen considerables propiedades algebraicas y geométricas. Si

estas propiedades son usadas apropiadamente, se puede alcanzar una decodificación

notablemente simple.

Siempre hablando de códigos ćıclicos y empleando el Corolario 4.3.9, podemos fácil-

mente producir una matriz de paridad de la forma

H = (In−k|A) (2.5)

empleando operaciones elementales de filas. Aunque las matrices de paridad para un

código lineal no son únicas, la matriz de paridad de la forma (2.5) es única. Todos

los śındromes considerados en esta sección son calculados con respecto a la matriz

de paridad de la forma (2.5).

Teorema 4.4.1 Sea H = (In−k|A) la matriz de paridad del código ćıclico q-ario C

y sea g(x) el polinomio generador de C. Entonces el śındrome de un vector w ∈ Fn
q

es igual a (w(x) (mód g(x))); es decir, el resto principal que queda al dividir w(x)

entre g(x).

Notar que aqúı identificamos un vector de Fn
q con un polinomio de Fq[x]/(xn− 1), y

aśı w(x) es el polinomio correspondiente de w.

Demostración. A cada vector columna de A, le asociamos un polinomio de grado a

lo más n− k − 1 y escribimos A como

A = (a0(x), a1(x), . . . , ak−1(x)).

Por el algoritmo 1.3, sabemos que G = (−AT |Ik) es una matriz generadora de C.

Por lo tanto, xn−k+i−ai(x) es una palabra-código de C, por lo que xn−k+i−ai(x) =
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qi(x)g(x) para algún qi(x) ∈ Fq[x]/(xn − 1); es decir,

ai(x) = xn−k+i − qi(x)g(x) (2.6)

Suponiendo que w(x) = w0 + w1x+ · · ·+ wn−1x
n−1, para el śındrome s = wHT de

w, el polinomio correspondiente s(x) es

s(x) = w0 + w1x+ · · ·+ wn−k−1x
n−k−1 + wn−ka0(x) + · · ·+ wn−1ak−1(x)

=
n−k−1∑
i=0

wix
i +

k−1∑
j=0

wn−k+j(x
n−k+j − qj(x)g(x)) (por (2.6))

=
n−1∑
i=0

wix
i −

(
k−1∑
j=0

wn−k+jqj(x)

)
g(x)

≡ w(x) (mód g(x))

Como el polinomio s(x) tiene grado a lo más n − k − 1, el resultado deseado se

sigue.

Ejemplo 4.4.2 Considerar el [7,4,3]-código de Hamming binario con el polinomio

generador g(x) = 1 + x2 + x3. Entonces, aplicando operaciones elementales de filas

en la matriz del Ejemplo 4.3.10, obtenemos la matriz de paridad H = (I3|A), donde

A es la matriz

A =


1 1 1 0

0 1 1 1

1 1 0 1

 .

Para la palabra w = 0110110, el śındrome es s = wHT = 010. Por otro lado,

w(x) = x+ x2 + x4 + x5 = x+ x2g(x).

Aśı, el resto (w(x) (mód g(x))) es x, que corresponde a la palabra 010.

El Teorema 4.4.1 muestra que el śındrome de una palabra recibida w(x) puede ser

determinado por el resto s(x) = (w(x) (mód g(x))). Por lo tanto, w(x) − s(x) es

una palabra-código.

Corolario 4.4.3 Sea g(x) el polinomio generador de un código ćıclico C. Para una

palabra recibida w(x), si el resto s(x) de dividir w(x) entre g(x) tiene peso menor que
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o igual a b(d(C)−1)/2c, entonces s(x) es el patrón de error de w(x); es decir, w(x) es

decodificado como w(x)− s(x) por MLD (Decodificación de Máxima Probabilidad).

Demostración. Por el Teorema 4.4.1, sabemos que w(x) y s(x) están en la misma

clase lateral. Por otra parte, s(x) es el ĺıder de su clase por el Ejercicio 4.44 pues

wt (s(x)) ≤ b(d(C)− 1)/2c. Que es el resultado deseado.

Ejemplo 4.4.4 Como en el Ejemplo 4.4.2, es resto de dividir w(x) = x+x2+x4+x5

entre g(x) = 1 + x2 + x3 es x. Por lo tanto, w(x) es decodificada como w(x)− x =

x2 + x4 + x5 = 0010110. Si la palabra w1(x) = 1 + x2 + x3 + x4 es recibida, entonces

el resto (w1(x) (mód g(x))) es 1 + x + x2. En este caso, podemos usar el śındrome

de decodificación para obtener la palabra-código w1(x)−x4 = 1+x2 +x3 = 1011000

pues la palabra 0000100 es el ĺıder de la clase lateral en la que se encuentra w1(x).

En el ejemplo anterior, vimos que, algunas palabras recibidas pueden ser directa-

mente decodificadas extrayendo el resto de las palabras. Sin embargo, para otras

palabras tenemos que usar la decodificación a través del śındrome. Debido a las

propiedades algebraicas y geométricas de los códigos ćıclicos, podemos simplificar

la decodificación por śındrome para algunas palabras recibidas. En lo que resta de

esta sección, describiremos la denominada decodificación por captura de errores.

Lema 4.4.5 Sea C un [n, k]-código ćıclico q-ario con polinomio generador g(x). Sea

s(x) =
∑n−k−1

i=0 six
i el śındrome de w(x). Entonces el śındrome del desplazamiento

ćıclico xw(x) es igual a xs(x)− sn−k−1g(x).

Demostración. Por el Teorema 4.4.1, es suficiente mostrar que xs(x) − sn−k−1g(x)

es el resto de dividir xw(x) entre g(x). Si w(x) = q(x)g(x) + s(x), entonces

xw(x) = xq(x)g(x) + xs(x)

= (xq(x) + sn−k−1)g(x) + (xs(x)− sn−k−1g(x)).

Que es el resultado deseado, pues deg(xs(x)− sn−k−1g(x)) < n−k = deg(g(x)).
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Observación 4.4.6 El śındrome del desplazamiento ćıclico xiw(x) de una palabra

w(x) puede ser calculado a través del śındrome del desplazamiento ćıclico xi−1w(x).

Aśı, los śındromes de w(x), xw(x), x2w(x), . . . pueden ser calculados inductivamente.

Ejemplo 4.4.7 Como en el Ejemplo 4.4.2, el śındrome de w(x) = x+x2+x4+x5 es

x, por lo tanto los śındromes de xw(x) y x2w(x) son x·x = x2 y x·x2−g(x) = 1+x2,

respectivamente.

Definición 4.4.8 Un bloque ćıclico de 0s de longitud l de una n-tupla, es una

sucesión de l componentes ceros ćıclicamente consecutivos.

Ejemplo 4.4.9 (i) La 9-tupla e = (1, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0) tiene un bloque ćıclico de

0s de longitud 5.

(i) La 10-tupla e = (0, 0, 1, 2, 0, 0, 0, 1, 0, 0) tiene un bloque ćıclico de 0s de longitud

4.

Algoritmo de decodificación para códigos ćıclicos

Sea C un [n, k, d]-código ćıclico q-ario con polinomio generador g(x). Sea w(x)

la palabra recibida con patrón de errores e(x), donde wt (e(x)) ≤ b(d− 1)/2c

y e(x) tiene un bloque ćıclico de 0s de longitud al menos k. El objetivo es

determinar e(x).

Paso 1: Calcular el śındrome de xiw(x), para i = 0, 1, 2, . . ., hasta que

se cumpla el paso 2 y denotar por si(x) el śındrome (xiw1(x)

(mód g(x))).

Paso 2: Encontrar m tal que el peso del śındrome sm(x) para xmw(x) es

menor que o igual a b(d− 1)/2c.

Paso 3: Calcular el resto e(x) de dividir xn−msm(x) entre xn−1. Decodificar

w(x) como w(x)− e(x).

Demostración. En primer lugar, mostraremos la existencia de m en el Paso 2. Como

se supuso, existe un patrón de error e(x) tal que e(x) tiene un bloque ćıclico de 0s

de longitud al menos k. Aśı existe un entero m ≥ 0 tal que el desplazamiento ćıclico
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de m posiciones del patrón de error e(x) tiene todas sus componentes no-nulas en

las primera n − k posiciones. El resultado de desplazar ćıclicamente m posiciones

del patrón de error e(x) es de hecho el resto de dividir xmw(x) (mód xn − 1) entre

g(x). Colocando

r(x) = ((xmw(x) (mód xn − 1)) (mód g(x))) = (xmw(x) (mód g(x))).

El peso de r(x) es claramente el mismo que el peso de e(x), que es a lo más b(d−1)/2c.

Esto muestra la existencia de m.

La palabra t(x) = (xn−msm(x) (mód xn− 1)) es un desplazamiento ćıclico de n−m

posiciones de (sm,0), donde sm es el vector de Fn−k
q correspondiente al polinomio

sm(x). Es evidente que el peso de t(x) es el mismo que el peso de sm(x). Por lo

tanto, wt (t(x)) ≤ b(d− 1)/2c. Como

xm (w(x)− t(x)) ≡ xm
(
w(x)− xn−msm(x)

)
≡ xmw(x)− xnsm(x)

≡ sm(x)− xnsm(x)

≡ (1− xn)sm(x)

≡ 0 (mód g(x))

y xm es coprimo a g(x) (ver la Observación 2.3.11 (iii)), afirmamos que w(x)−t(x) es

divisible por g(x); es decir, w(x)− t(x) es una palabra código. Como t(x) y el patrón

de errores e(x) están en la misma clase lateral, tenemos que e(x) = t(x) = xn−msm(x)

(mód xn − 1).

Ejemplo 4.4.10 Como en el Ejemplo 2.4.4, consideremos la palabra recibida

w1(x) = 1011100 = 1 + x2 + x3 + x4.

Calcular los śındromes si(x) de xiw1(x) hasta que wt (si(x)) ≤ 1, como se muestra

en la Tabla 2.7. Y por último decodificar w1(x) = 1011100 como w1(x)− x4s3(x) =

w1(x)− x4 = 1 + x2 + x3 = 1011000.
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i si(x)

0 1 + x+ x2

1 1 + x

2 x+ x2

3 1

Tabla 4.7. Śındromes si(x) de xiw1(x) hasta que wt (si(x)) ≤ 1.

Ejemplo 4.4.11 Considerar el [15,7]-código ćıclico binario generado por g(x) =

1 +x4 +x6 +x7 +x8. Podemos comprobar por medio de la matriz de paridad que la

distancia mı́nima es 5. Un patrón de error con peso a lo más 2 debe tener un bloque

ćıclico de 0s de longitud al menos 7. Por lo tanto podemos corregir este patrón de

error usando el algoritmo anteriormente expuesto. Considerar la palabra recibida

w(x) = 110011101100010 = 1 + x+ x4 + x5 + x6 + x8 + x9 + x13.

Calcular los śındromes si(x) de xiw1(x) hasta que wt (si(x)) ≤ 2, como se muestra

en la Tabla 2.8. Y por último decodificar w(x) = 110011101100010 como w(x) −

x8s7(x) = w(x)− x8 − x13 = 1 + x+ x4 + x5 + x6 + x9 = 110011100100000.

i si(x)

0 1 + x2 + x5 + x7

1 1 + x+ x3 + x4 + x7

2 1 + x+ x2 + x5 + x6 + x7

3 1 + x+ x2 + x3 + x4

4 x+ x2 + x3 + x4 + x5

5 x2 + x3 + x4 + x5 + x6

6 x3 + x4 + x5 + x6 + x7

7 1 + x5

Tabla 4.8. Śındromes si(x) de xiw1(x) hasta que wt (si(x)) ≤ 2.
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4.5. Códigos que corrigen errores de ráfaga

Hasta ahora, nos hemos ocupado únicamente en códigos que corrigen errores alea-

torios. Sin embargo, hay ciertos canales de comunicación, tales como las ĺıneas te-

lefónicas y sistemas de almacenamiento magnético, que son afectados por errores

localizados en breves intervalos en lugar de errores aleatorios. A tal error se deno-

mina error de ráfaga. En general, los códigos para corregir errores aleatorios no son

eficientes para la corrección de errores de ráfaga. Por lo tanto, es deseable construir

códigos espećıficos para la corrección de errores de ráfaga. Códigos de este tipo se

denominan códigos correctores de errores de ráfaga.

Los códigos ćıclicos son muy eficientes para corregir errores de ráfaga. Desde la

década de los 70s, se han encontrado muchos códigos ćıclicos eficaces en la corrección

de errores de ráfaga. En esta sección, trataremos algunas propiedades de los códigos

correctores de errores de ráfaga y un algoritmo para decodificarlos. Los códigos en

esta sección son todos binarios.

Definición 4.5.1 Una ráfaga de longitud l ≥ 1 es un vector binario cuyas compo-

nentes no-nulas se limitan a l posiciones ćıclicamente consecutivas, siendo la primera

y última posiciones no-nulas.

Un código se denomina código corrector de l errores de ráfaga si este puede corregir

todos los errores de ráfaga de longitud l o menos; es decir, los patrones de error que

son ráfagas de longitud l o menos.

Ejemplo 4.5.2 El vector 01000000000000100 es una ráfaga de longitud 5, mientras

que, 0011010000 es una ráfaga de longitud 4.

Teorema 4.5.3 Un código lineal C es un código corrector de l errores de ráfaga

si, sólo si todos los errores de ráfaga de longitud l o menos se encuentran en clases

laterales diferentes de C.

Demostración. Si todos los errores de ráfaga de longitud l o menos se encuentran

en clases laterales diferentes, entonces cada error de ráfaga es determinado por su
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śındrome; entonces el error puede ser corregido por medio de su śındrome.

Por otro lado, supongamos que dos errores de ráfaga diferentes b1 y b2 de longitud

l o menos se encuentran en la misma clase lateral de C. La diferencia c = b1 − b2

es una palabra-código. Por lo tanto, si b1 es recibido, entonces b1 se decodificaŕıa

como 0 y c.

Corolario 4.5.4 Sea C un [n, k]-código lineal corrector de l errores de ráfaga. En-

tonces

(i) ninguna ráfaga no-nula de longitud 2l o menos puede ser una palabra-código;

(ii) (Cota de Reiger) n− k ≥ 2l.

Demostración. (i) Supongamos que existe una palabra-código c que es una ráfaga

de longitud ≤ 2l. Entonces, c es de la forma (0, 1,u,v, 1,0), donde u y bfv son

dos palabras de longitud ≤ l − 1. Por lo tanto, las palabras w = (0, 1,u,0, 0,0) y

c−w = (0, 0,0,v, 1,0) son dos ráfagas de longitud ≤ l; ellas están en la misma

clase lateral. Esta es una contradicción al Teorema 4.5.3.

(ii) Sean u1,u2, . . . ,un−k+1 las primeras n−k+1 vectores columna de una matriz de

paridad de C. Entonces, ellos se encuentran en Fn−k
2 y por lo tanto son linealmente

dependientes. Por lo tanto, existen c1, c2, . . . , cn−k+1 ∈ F2, no todos nulos, tales que

c1u1 + c2u2 + · · · + cn−k+1un−k+1 = 0. Esto implica que (c1, c2, . . . , cn−k+1,0) es

una palabra-código y esta claro que esta palabra-código es una ráfaga de longitud

≤ n− k + 1. Por la parte (i), tenemos que n− k + 1 > 2l; es decir n− k ≥ 2l.

Un [n, k]-código lineal corrector de l errores de ráfaga satisface n− k ≥ 2l; es decir,

l ≤ bn− k
2
c. (2.7)

Un código lineal corrector de errores de ráfaga que alcanza la Cota de Reiger se

denomina código corrector de errores de ráfaga óptimo.

Ejemplo 4.5.5 Sea C el código ćıclico binario de longitud 15 generado por 1 +

x+ x2 + x3 + x6. Este es un [15,9]-código lineal. El lector puede verificar que todos
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los errores de longitud 3 o menos se encuentran en distintas clases laterales de C.

Por el Teorema 4.5.3, C es un código corrector de 3 errores de ráfaga. Si el lector

quiere confirmar el Corolario 4.5.4(i) puede observar que no hay errores de ráfaga

de longitud 6 o menor que sean palabras-código. Este código además es óptimo pues

alcanza la Cota de Reiger (2.7).

Notar que una ráfaga de longitud l tiene un bloque de 0s de longitud n − l. Por el

Corolario 4.5.4, tenemos que k ≤ n−2l ≤ n− l para un [n, k]-código lineal corrector

de l errores de ráfaga. Esto satisface el requerimiento del algoritmo de decodificación

de la Sección 4.4 para corregir un error conteniendo un bloque ćıclico de al menos k

ceros. Por lo tanto, el algoritmo puede ser usado directamente para corregir errores

de ráfaga. La principal diferencia es que, en el caso de la corrección de errores de

ráfaga, no requerimos que el peso de un patrón de error sea ≤ b(d(C) − 1)/2c. El

algoritmo modificado para la decodificación de errores de ráfaga es el siguiente.

Algoritmo de decodificación para códigos correctores de errores de ráfaga

Sea C un [n, k]-código ćıclico q-ario con polinomio generador g(x). Sea w(x)

la palabra recibida con patrón de errores e(x), que es una ráfaga de longitud

l o menos.

Paso 1: Calcular el śındrome de xiw(x), para i = 0, 1, 2, . . . hasta que se

cumpla el paso 2, y denotar por si(x) el śındrome xiw(x).

Paso 2: Encontrar m tal que el śındrome para xmw(x) es una ráfaga de

longitud l o menos.

Paso 3: Calcular el resto e(x) de dividir xn−msm(x) entre xn−1. Decodificar

w(x) como w(x)− e(x).

La demostración del algoritmo es similar al de la sección previa. Ahora usaremos el

código del Ejemplo 4.5.5 para ilustrar este algoritmo.

Ejemplo 4.5.6 Considerar el [15,9]-código ćıclico binario generado por g(x) =

1 + x + x2 + x3 + x6. Podemos corregir todos los errores de longitud 3 o menos.
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Supongamos que

w(x) = 111011101100000 = 1 + x+ x2 + x4 + x5 + x6 + x8 + x9.

Calculemos el śındrome si(x) para xiw(x) mientras sm(x) es una ráfaga de longi-

tud 3 o menos (ver la Tabla 2.9). Decodificamos w(x) = 111011101100000 como

w(x)− x6s9(x) = w(x)− x6 − x8 = 1 + x+ x2 + x4 + x5 + x9 = 111011000100000.

i si(x)

0 1 + x+ x4 + x5

1 1 + x3 + x5

2 1 + x2 + x3 + x4

3 x+ x3 + x4 + x5

4 1 + x+ x3 + x4 + x5

5 1 + x3 + x4 + x5

6 1 + x2 + x3 + x4 + x5

7 1 + x2 + x4 + x5

8 1 + x2 + x5

9 1 + x2

Tabla 4.9. Śındrome si(x) para xmw(x) del Ejemplo 2.5.6.

Concluimos nuestra discusión con una lista de algunos códigos ćıclicos óptimos.

Parámetros del código Polinomios generadores

[7,3] 1 + x+ x3 + x4

[15,9] 1 + x+ x2 + x3 + x6

[15,7] 1 + x4 + x6 + x7 + x8

[15,5] 1 + x+ x2 + x4 + x5 + x8 + x10

Tabla 4.10. Algunos códigos ćıclicos correctores de errores de ráfaga óptimos.



Conclusiones

XCon este trabajo se concluye que la aplicación de los algoritmos y los códigos

correctores de errores de ráfaga son eficientes para corregir las palabras enviadas

y recibidas, ya que los códigos lineales y códigos ćıclicos son aplicados en distintos

ámbitos, primero se codificaron y decodificaron las palabras enviadas y recibidas.

XSe detectaron y corrigieron los errores aleatorios haciendo uso de algoritmos en

donde la matriz generadora y la matriz de control de paridad tienen que necesa-

riamente convertirse en FEF y FREF para encontrar la base necesaria. Aśı mismo

cuando se encuentran dos errores se utiliza el śındrome y el patrón de errores para

detectar y corregir los errores de ráfaga.

XExistirán palabras enviadas y recibidas que necesariamente tendrán que ser codi-

ficadas y decodificadas respectivamente, para esto la teoŕıa de códigos lineales y los

códigos ćıclicos nos ofrece los pasos para poder realizarlo el cual con mucho éxito se

logró realizarlo y aśı se facilitó la coreeción de errores.

Por lo tanto, se ha comprobado que los algoritmos y los códigos correctores de ráfaga

som muy eficientes al momento de corregir códigos ćıclicos, ya que al utilizar este

tipo de algoritmos se logra consolidar la comprensión de conceptos básicos y las

carecteŕısticas principales de los códigos.

En este trabajo se facilito las operaciones con matrices utilizando el programa

MATLAB, el cual tiene el rol de acelerar los cálculos matemáticos, espećıficamente

las matrices, en donde introduciendo los datos las matrices se convertirán en FEF y

FREF esto para encontrar la base requerida, obviamente esto dependerá del campo

en donde se está trabajando.

i



Recomendaciones

Esta claro que existen muchos códigos en donde se pretende una correcta codifi-

cación y decodificación, es aśı que los códigos lineales y ćıclicos no son la solución

deseada para los diferentes códigos. Es por eso que surgen los códigos BCH, que son

un tipo particular de códigos ćıclicos, construidos a partir del método de selección

de ráıces, que nos permiten averiguar a priori la capacidad correctora de nuestro

código. Con esta técnica es viable, conocida la tasa de errores a la que nos queremos

ajustar, construir de forma eficiente un código tal que sea capaz de corregir dicha

tasa de errores, dejo al lector este tema pendiente ya que es un tema interesante a

desarrollar.

Las investigaciones y aplicaciones que posee el Algebra Abstracta, como ser: Los

Códigos de Hamming, los Códigos BCH, los Códigos de Golay, Códigos Reed Solo-

mon, y otros que son de relativa importancia en la decodificación de Códigos, con

esto se motiva a los investigadores poder profundizar más sobre estos temas pen-

dientes.

i
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