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Resumen

Los autématas celulares surgen en la década de 1940 con John von Neumann, que
intentaba modelar una maquina que fuera capaz de auto reproducirse, llegando asi a un
modelo matematico de dicha maquina con reglas complicadas sobre una rejilla cuadrada
in finita de dos dimensiones, una rejilla cuadrada cambiaba de estado (color) segin una
regla establecida la cual depende del tipo de vecindad que se desee trabajar. Von Neu-
mann utilizé 29 estados posibles y cuyas vecindades eran tinicamente las rejillas cuadradas

superiores, inferiores, y laterales de la rejilla cuadrada.

Inicialmente fueron interpretados como conjunto de células que crecian, se reproducian
y morfan a medida que pasaba el tiempo. A esta similitud con el crecimiento de las células

se le debe nombre.

El matematico britdnico John Horton Comway en 1970 asocié autéomatas celulares con
el juego de la vida y fue popularizado por Martin Gardner, los elementos de este juego
son: un universo que es una cuadricula ortogonal infinita de dos dimensiones de celdas
cuadradas dentro de cada celda cuadrada existe una célula ¢ y el alfabeto es finito. El
juego consiste en que cada célula ¢ de la celda cuadrada (ver Figura. (2.1)) estd en uno
de dos estados posibles, vivos o muertos y cada célula ¢ interactiia con sus ocho células

vecinas, a saber, el norte, noreste, este, sudeste, sur, sureste, oeste y noreste.

En este trabajo de proyecto de grado se relacionara dos nociones de la matematica, los
automata celulares y los grupos. Como un autémata celular es un modelo matemaético, a
partir de este modelo se obtiene una serie de propiedades algebraicas para los automatas
celulares. El universo siempre serd un grupo G y sus elementos se llaman células, un

conjunto A alfabeto que puede ser finito o infinito y sus elementos se llaman estados. Las

II
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configuraciones son mapeos del grupo en el alfabeto que asignan un tnico estado a cada
célula del grupo. Un autémata celular es un mapeo del conjunto de configuraciones en si
mismo y definido a partir de un sistema de reglas locales que conmuta con la acciéon de

desplazamiento.

En la seccion 1 se definira los conceptos y propiedades de autématas celulares como el
conjunto alfabeto, el mapeo de configuracion y al espacio de configuraciones que se dotara

de la topologia prodiscreta y G-equivariante.

En la seccion 2 se definird autoématas celulares y se dara un ejemplo muy importante de
automata celular que es el “juego de la vida”. También se demostrara proposiciones como
todo autémata celular es G-equivariante y continua y también se demostrara un lema que
es muy importante pues se usara en la demostracion de la generalizacion del Teorema de

Curtis-Hedlun.

En la seccion 3 se demostrara el Teorema de Curtis-Hedlund cuando el alfabeto A
es finito y se dard un ejemplo que muestra que cuando el alfabeto A es infinito y el
mapeo T : A% — A% es continua y G-equivariante pero no es un autémata celular.
Posteriormente introduciremos el concepto de estructura uniforme en donde se demostrara

la generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund a un alfabeto infinito.



Indice general

Agradecimientos I
Resumen 1
Indice de figuras VI
1. Preliminares 1

1.1. Historia de los autématas celulares . . . . . . . . . . . . . .. ... ...

1.2. Configuracién y la accion de desplazamiento . . . . . . . .. ... ... .. 2
1.3. Producto de espacios topologicos . . . . . . .. ..o D
1.3.1. Topologia prodiscreta . . . . . . . . .. . ... 6

1.4. Configuraciones periddicas . . . . . . . . .. ..o 9

2. Autématas celulares 14
2.1. Ejemplos de autématas celulares . . . . . . . .. ... 15
2.2. La memoria minima . . . . . . . . ... Lo 26
2.3. Automatas celulares sobre grupos cocientes . . . . . . . ... L. 28
2.4. Induccién y restriccion de autéomatas celulares . . . . . .. ... 30

3. Teorema de Curtis-Hedlund 37
3.1. Estructuras uniformes . . . . . . . ... 40
3.1.1. Espacios uniformes . . . . . .. ... ... 40

v



3.2. Continuidad uniforme . . . . . . . . . .. ...
3.3. La estructura uniforme prodiscreta . . . . . . ... .. ... ...
3.4. Generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund . . . . . . . . . ..

3.5. Autématas celulares invertibles . . . . . . . ... ... ... ...

3.5.1. Aplicacion del teorema de generalizado de Curtis-Hedlund
4. Conclusién y recomendacion

Bibliografia

43
45
46
48

54

55



1.1.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.
2.8.

Indice de figuras

Vecindad de von Neumann . . . . . . .. ... ... ... .. 1
Las ocho células vecinas de la célulaec. . . . . . . . ... .00 15
Nacimiento de una célula. . . . . . . . ... .o 16
Sobrevivencia de una célula. . . . . . . .. ... Lo 16
Muerte de una célula. . . . . . . . ... 17
Muerte de una célula. . . . . . . . ... oo 17
Célula c y sus ocho células vecinas . . . . . . ... ... .. ... ... ... 18
El mapeo local p para la accién mayoritaria en Z asociado con S = {+1,—1}. 19

La acciéon mayoritaria 7 en Z asociado con S = {+1,—1}.. . . . . . . . .. 20

VI



1

Preliminares

1.1. Historia de los automatas celulares

Los autématas celulares surgen en la década de 1940 con John von Neumann, que
intentaba modelar una maquina que fuera capaz de auto reproducirse, porque en esa
época la manufacturacion de automoviles y objetos electronicos empezaba a automatizar.
Llegando asi a un modelo matematico completamente tedrico de dicha maquina con reglas
complicadas sobre una rejilla cuadrada infinita de dos dimensiones o Z x Z. La cual posee
varios cuadros en su interior los cuales pueden tener un estado de una cantidad finita
de ellos y pueden ir cambiando segin una regla establecida la cual depende del tipo de
vecindad que se desee trabajar. Para su objetivo von Neumann utilizé6 un autémata con 29
estados posibles y cuyas vecindades eran tnicamente los cuadrados superiores, inferiores
y laterales de la rejilla cuadrada. La Figura 1.1 muestra un ejemplo del tipo de vecindad
usada por von Neumann.

El cuadrado amarillo ird cambiando de estado (color) a medida que pasa el tiempo

(discreto), segin el color que posean las células de alrededor suyo. De esta manera logro

Figura 1.1: Vecindad de von Neumann
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crear un autémata que pudiera auto reproducirse. Inicialmente fueron interpretados como
un conjunto de celdas que crecian, se reproducian y morian a medida que pasaba el tiempo.
A esta similitud con el crecimiento de las células se le debe su nombre. von Neumann muere
en el ano 1957, y solo hasta el ano de 1966, el matematico Arthur W. Burks publica los
trabajos de John von Neumann.

Después de los trabajos de von Neumann, otras personas siguieron investigando en este
campo buscando autématas mas sencillos que hicieran lo deseado por von Neumann, uno
de los pocos que lo lograron fue el inglés Edgar Frank Codd quien probé la existencia de
automatas celulares con la propiedad de construcciéon universal (idea de von Neumann)
con ocho estados y tomando el mismo tipo de vecindades que Neumann, tiempo después
Christopher Langton simplifico las reglas para la creacion de este tipo de autématas, esto
fue posible dando una propiedad universal computacional, la cual consiste basicamente en
tener una secuencia de instrucciones distribuidas especialmente (parecido a las estructuras
del ADN) la cual es ejecutada para crear una nueva estructura y generar a partir de esta
una copia exacta de la condicién inicial.

El hecho més importante que caracteriza a los autématas celulares es su capacidad de

lograr una serie de propiedades algebraicas que surgen del modelo matemaéatico.

1.2. Configuracién y la accién de desplazamiento

En esta seccion se presentara los elementos de un autémata celular para relacionar
dos nociones en la matematica que aparentemente no tenia relaciéon: entre grupos y los
automatas celulares. Para ello se fijara un grupo G que se llamara universo y sus elementos
se llamaran células, un conjunto A arbitrario que se llamara el alfabeto que puede ser
finito o infinito y sus elementos se llamaran estados. Una configuracion se definird como
un mapeo del grupo al alfabeto. Por lo tanto, una configuracién es una forma de asociar
un elemento del alfabeto a cada elemento del grupo.

La multiplicaciéon por izquierda en G induce una acciéon natural del grupo G en el
conjunto de las configuraciones que se llama G-desplazamiento y todos los autématas
celulares necesitan moverse (Proposicion 1.2.5). Equipamos al conjunto de configuraciones

con la topologia prodiscreta.
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Definicion 1.2.1. Sea GG un grupo. Para g € G, se define la funciéon multiplicacién por

izquierda L, : G — G mediante L,(¢') = g¢’, para todo g € G.

Observe que para todo g1, g2, ¢’ € G, tenemos

g1 (L (9/))

g1 (929 )

(Lg1 o Lg, (g )) L
L

91(929")
(9192)

= Ly g, (9)-

Por lo tanto

L, oL

92 = Lygigo- (1.1)

g1

Definicion 1.2.2. Sea C' # () y {X.}.cc una familia de conjuntos no vacios, El producto

cartesiano es el conjunto

HXC:{f:C—> U x.: (Vce(J)(f(c)eXc)}.

ceC ceC
Sean G un grupo y A un conjunto. FEl espacio de configuraciones es el producto carte-

siano

1A —{x G— | JA4,: (Vg€ G)(alg )GAg)}

geG geG

donde A, = A, para todo g € GG, entonces tenemos

HA:{x:G—>A: x esunmapeo}:AG.

geG
El conjunto A se llama el alfabeto. Los elementos de A se llaman letras, estados,
simbolos, o colores. El grupo G se llama el universo. Los elementos de A% se llaman

configuraciones sobre el grupo G y el alfabeto A.

Definicion 1.2.3. Dado un elemento g € G y una configuracion z € A%, se define la
configuracién gz € A% por

gr =0 Ly (1.2)
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Entonces en (1.2), para todo ¢’ € G,

(92)(g") = (x o Ly-1)(g")
= :[7(119*1 (g,))

=z(97'9).

Por lo tanto

(92)(d') = z(g7"9)- (1.3)
Definiciéon 1.2.4. Sea X un conjunto y sea G un grupo, una accion (a la izquierda) de
G sobre X es una funciéon - : G x X — X que cumple las siguientes condiciones:
1) g1-(92-x) = (g192) - x, paratodo g1,92 € Gy x € X;

2) 1g-x =z, paratodoz € X.

Proposicion 1.2.5. El mapeo

G x AG — AC

(g,2) — gr =x 0 Ly,
es una accion por la izquierda de G en A%,

Demostracion. En efecto, para todo g1, 9, € Gy v € A%, tenemos

91(927) = gr(x 0 ngl)
=X O (Lg2—1 e} Lgl—1)
=IO nglgfl
= 20 Lg g1

= (9192).

Por lo tanto, la accién es asociativa.

Si denotamos por 1g el elemento identidad de G y por Idg : G — G la aplicacion
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identidad, entonces tenemos

lgz =20 Ly
=xo0 Ly,
=zoldg

=z
Asi, tenemos 1gz = . Por lo tanto el mapeo es una accioén izquierda de G sobre AY. [

Esta accién por la izquierda de G sobre AY se llama el G-desplazamiento en A®.

1.3. Producto de espacios topolbgicos

Definicion 1.3.1. Sea { X, }aca una familia de espacios topologicos, entonces el producto

cartesiano de esta familia es
I x.= {f:A—> U Xa: (Va € A)(f(a) eXQ)},
acA acA

las funciones proyecciones 7, : [[,c4 Xo — X, definidas por 7m,(f) = f(a) inducen la

topologia producto en el producto cartesiano y tiene como subbase

{7 }(U) : U abierto en X,, a € A}.

«

Los miembros de la subbase se llaman cilindros elementales.
Una base de la topologia producto es la familia de todas las intersecciones finitas de

los miembros de la subbase, es decir,

{ ﬂ 7. (U) : F es un subconjunto finito de Ay U C X, es abierto}.

acF

un miembro de esta base es de la forma ({7, *(U,) : @ € F'} donde F' es un subconjunto
finito de A y U, es abierto en X, para todo a € F'.

El espacio producto es el producto cartesiano con la topologia producto.
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1.3.1. Topologia prodiscreta

Sea G un grupo y A un conjunto. Se dota a cada factor A de A con la topologia
discreta y el espacio de configuraciones A se dota con la topologia prodiscreta. Esta
topologia es la topologia producto obtenida al tomar la topologia discreta en cada factor
A de A®. Esta es la topologia més pequefia en A para la cual el mapeo proyeccién
Ty 1 AY — A, definido por m,(z) = z(g), es continua, para todo g € G. Por lo tanto, los

cilindros elementales

Clg,a) =7, ({a}) = {2 € A% (Vg € G)(Va € A) (2(g9) = a) },

son cerrados y abiertos a la vez y forman una subbase para el espacio de configuraciones
A% Un subconjunto U C A% es abierto si y sélo si U puede ser expresado como una unién

(finita 6 infinita) de interseccion finita de cilindros elementales.

Definicion 1.3.2. Sea (X, 7) un espacio topologico. Una base local para x € X es una
colecciéon de conjuntos B, tal que para todo U € 7 con © € U, existe un B € B, tal que

reBCU.

Para un subconjunto 2 C G y una configuracion x € A®. Se denota por x|q € A% la
restriccion de la configuracion x a Q, es decir, z|g : Q@ — A definido por z|q(g) = z(g),

para todo g € Q2.

Proposicién 1.3.3. Una base local para © € A, estd dada por los conjuntos

Vi(z, Q) ={ye A% 1 zlg = ylo} = ﬂ C(g,2(9)), (1.4)

ge

donde ) varia sobre todos los subconjuntos finitos de G.

Demostracion.

Seay € V(z,Q) = ylo = x|a
= y(g) = z(g9) = a, para todo g € Q
=y e ()Cl(g2(9))
geQ

Asi, tenemos que

V(z,Q) C ﬂ C’(g,x(g)).

geN
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Sea y € m C(g, x(g)) con z =y = x(g9) = y(g) = a, para todo g €
geQ

= ylo = 7]o

=y e V(z, Q).

Asi, tenemos que

ﬂ C(g,2(9)) C V(z,Q).

geQ

Por lo tanto

ﬂ C’(g, x(g)) =V(z,Q).

ge

Sea z € A% y C(g,a) un cilindro elemental de A“ tal que z € C(g,a), entonces

2(g) = a. Asi, tenemos

z € ﬂ C(g,x(g)) =V (z,Q),

geQ
entonces z € V(z, . Como ﬂgeQC(g,x(g)) C C(g,a). Entonces z € V(z,Q) C C(g,a).

Por lo tanto V' (z,(2) es una base local para z. O

Definiciéon 1.3.4. Un espacio topologico X se dice que es totalmente disconexo siy sblo
si los tnicos subconjuntos conexos estan formados por los conjuntos unitarios, es decir,

todas las componentes conexas de X son conjuntos unitarios.

Definicion 1.3.5. Un espacio topolégico X se dice espacio de Hausdorff si y solo si
para cada par x; y z9 de puntos distintos de X, existe vecindades U;, Uy de x1 y xo9,

respectivamente, que son disjuntas.
Proposicion 1.3.6. Si X es un espacio topoldgico discreto, entonces X es de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que (X, 7) un espacio topolégico discreto. Sea a,b € X con
a # b, entonces existe {a}, {b} € 7 tal que a € {a} y b € {b}; claramente {a} N {b} = 0.
Por lo tanto, (X, 7) es de Hausdorff. O

Proposicion 1.3.7. Sea (X, ) un espacio de Hausdorff con la topologia discreta, entonces

X es totalmente disconexo.
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Demostracion. Supongamos que X no es totalmente disconexo, entonces existe un sub-
conjunto conexo que tiene al menos dos elementos. Sea {a,b} un subconjunto conexo de
X, pero {a,b} = {a} U{b} y {a} N {b} =0, esto es una contradiccion. Por lo tanto, X es

totalmente disconexo. O

Proposicion 1.3.8. Sea { X} ey una familia de espacios topoldgicos de Hausdorff. En-

tonces X = [[,cpy X es de Hausdorff para la topologia producto.

Demostracion. Sean x = (x) e y = y, puntos disjuntos de X. Entonces existe A\g € H
tal que xy, # Y- Ya que X, es de Hausdorfl, entonces podemos encontrar subconjuntos
abiertos disjuntos U y V' de X, que contienen a x), € y,,, respectivamente. Las preimage-
nes de U y V por el mapeo proyeccion 7y, : X — X, son subconjuntos abiertos disjuntos

de X que contienen a x e y respectivamente. Por lo tanto, X es de Hausdorff. O

Proposicion 1.3.9. Sea {X)}ren una familia de espacios topoldgicos totalmente disco-

nexos. Entonces X =[], X\ es totalmente disconezo para la topologia producto.

Demostracion. Sea C' un subconjunto conexo no vacio de X. Entonces, para cada A\ € H,
la imagen de C por el mapeo proyecciéon my : X — X, es un subconjunto conexo no
vacio de X,. Como X, es totalmente disconexo, el conjunto m,(C) se reduce a un solo
punto para cada A € H. Esto implica que C' se reduce a un solo punto. Por lo tanto, X es

totalmente disconexo. O

Proposicién 1.3.10. El espacio de configuraciones A® es de Hausdorff y es totalmente

disconezro.

Demostracion. De la Proposicion 1.3.6 tenemos que la topologia discreta en A es de Haus-
dorff, por la Proposicion 1.3.7 tenemos que A es totalmente disconexo y por la Proposicion
1.3.8 el producto de espacios de Hausdorff es de Hausdorff. Entonces A® es de Hausdorff

y por la Proposicion 1.3.9 obtenemos que A es totalmente disconexo. O

Definicién 1.3.11. Una accién de un grupo G sobre un espacio topolégico X se llama
continua si el mapeo ¢, : X — X definido por ¢4(x) = gz es continua sobre X, para

todo g € G.

Proposicién 1.3.12. La accion de G-desplazamiento de G en A® es continua.
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Demostracion. Sea g € G y considar el mapeo ¢, : AY — A% definido por p,(z) = g.
El mapeo proyeccion 7, : AY — A definido por m,(z) = x(h) es continua, para todo

h € G. Ademas

(71 0 ) (x) = T (g ()
= m(g7)
= gx(h)
=x(g7'h)

= mg-14(2).

Asi, tenemos que 7, 0 o, = m,-1;, ¥y como el mapeo 7,1, es continua sobre A% para todo
h € G, entonces 7, o , es continua.

Sea U un subconjunto abierto de A%, entonces por la continuidad de 7, o g, tenemos

(mh 009) " (U) = (0, oy ) (U) = 9, L (my {(U)),

que es un conjunto abierto de A%. Asi, tenemos que pg es continua. 0

1.4. Configuraciones periodicas

Definiciéon 1.4.1. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea H un subgrupo de G. Una

configuracion z € A® se llama H-periddica si x es fijado por H, es decir,
hx = x, para todo h € H.

Se denota por Fiz(H) el subconjunto de A“ que consta de todas las configuraciones

H-periodicas, es decir, Fiz(H) = {x € A% : (Vh € H)(hx = 1)}.
Ejemplo 1.4.2. Si H = {15}, entonces
Fiz(H) = {z € A% : (Vg € H)(lgz = x)} = A

Proposicion 1.4.3. Si H es un subgrupo de G. Entonces el conjunto Fix(H) es cerrado

en A% para la topologia prodiscreta.
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Demostracion. Tenemos

Fiz(H)={z € A°: (Vhe H)(hx =2)} = ﬂ {x € A% hx :x}. (1.5)

heH
El espacio de configuraciones A% es de Hausdorff por la Proposiciéon 1.3.10 y la accién de

G sobre A% es continua por la Proposicién 1.3.12. Como el mapeo
g AY — A€
T — gT

es continua, entonces el conjunto de puntos fijados por el mapeo ¢, es cerrado en A% para

todo g € G. Por lo tanto, Fix(H) es cerrado en A® por (1.5). O

Sea H C G y consideramos el conjunto G/H = {Hg : g € G} que consta todas las

clases de lateral derecha de H en G, y el mapeo candnico sobreyectivo
p:G— G/H
g— Hg.

Proposicién 1.4.4. Dado un elemento y € AS/H | es decir, un mapeo y : G/H — A, se

puede formar el mapeo compuesto yop: G — A, entonces y o p € Fix(H).

Demostracion. Para todo g € G tenemos

[y o p)l(9) = (y o p)(h™"g)
=y(p(h™'g))
y(Hh™g)
y(Hg)
y(p(9))
= (yop)(9)

Asi, tenemos que h(y o p) =y o p, para todo h € H. Por lo tanto, y o p € Fix(H). O

Proposicion 1.4.5. Sea H un subgrupo de G y sea p: G — G /H el mapeo sobreyectivo
candnico. Entonces, el mapeo p* : A9/H — Fix(H) definido por p*(y) = y o p, para todo

y € AS/H s biyectivo.
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Demostracion. Sean y;,y» € AT\C y que satisfacen p*(y;) = p*(y2), entonces por definicion
de p* tenemos 1y, o p = Y5 o p. Como p es sobreyectivo, entonces existe p~! inversa por
derecha tal que (y;0p)op™! = (y20p)op~!, entonces y; oldg/g = y20ldg m. Asi, tenemos
que y; = yo. Por lo tanto, px es inyectivo.

Sea x € Fix(H), definamos el mapeoy : G/H — A pory(Hg) = z(g), para demostrar
que el mapeo y esta bien definida. Sea Hg, Hg' € AS/H tal Hg = Hg', entonces H =

Hg'g™t. Asi, tenemos que ¢'g~! € H, entonces

y(Hg) =z

=T

9)
gy !
(

9 '9))

I
8

q)
Hyg').

T

(
(
(
(9'la)
(
= y(

Asi, tenemos que el mapeo y esta bien definida.

Sea g € G tenemos p*(y)(Hg) = (y o p)(9) = y(p(9)) = y(Hg) = x(g). Asi, tenemos
que p*(y) = z. Por lo tanto p*(y) es sobreyectivo. O

Supongamos ahora que N es un subgrupo normal de G, es decir, gN = Ng, para todo
g € G. Entonces, existe una estructura natural grupo sobre G/N para el cual el mapeo

sobreyectivo canénico p : G — G/N es un homomorfismo.

Definicién 1.4.6. Sea X un conjunto no vacio y sea G un grupo que actia sobre X. Se
dice que un subconjunto Y C X es G-invariante, o simplemente invariante, si (gy) € Y,

para todo g € Gey €Y, es decir, GY C Y.

Proposicion 1.4.7. Sea N un subgrupo normal de G. Entonces Fixz(N) es un subconjunto

G-invariante de AS.

Demostracion. Como N < G, entonces gNg=! = N. Si h € N, entonces existe i/ € N
tal que ' = g~ 'hg, ahora multiplicando por izquierda por ¢ € G, tenemos gh’ = hg. Si

x € Fiz(N), entonces tenemos

(hg)x = (gh")x = g(h'z) = gx.
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Esto muestra que gx € Fiz(N). O

Definicién 1.4.8. Sea G un grupo que actiia sobre el espacio de configuraciones A%. Un

mapeo 7 : A — A% es G-equivariante si y solo si para todo x € AY y g € G tenemos

7(gz) = g7(2).

Ejemplo 1.4.9. Sea A = Z el conjunto alfabeto y G = (Z,+) el grupo. Consideremos
el mapeo 7 : Z% — Z” definido por 7(z)(n) = z(z(n) + n), para todo z € Z* y n € Z.

Entonces 7 es Z-equivariante.

Demostracion. Sea x € Z* y n, m € Z tenemos

T(mz)(n) = mx(mz(n) + n)

Por lo tanto 7 es Z-equivariante. 0

Puesto que cada elemento de Fiz(N) esta fijado por N, la accion de G sobre Fiiz(N)
induce una accion de G/N sobre Fiz(N) que satisface p(g)r = gz, para todo g € G y
x € Fiz(N).

Proposicion 1.4.10. Sea N un subgrupo normal de G y sea p : G — G /N el epimorfismo
candnico. Entonces el mapeo p* : A9/N — Fixz(N) definido por p*(y) = y o p, para todo

y € AS/N es una biyeccion G /N -equivariante.

Demostracion. Por Proposicion 1.4.5 tenemos que p* es biyectivo. Para demostrar que p*
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es G /N-equivariante. Sea ¢',g € G e y € AS/N | tenemos

p(9)p"(y)(g") = gr"(v)(9")
"))

Por lo tanto, p(g)p*(y) = p*(p(g)y). Esto muestra que p* es G/N-equivariante.



2

Autématas celulares

En esta seccion se definird la nocion de un autéomata celular. Fijar un grupo y un
conjunto arbitrario que se llamara el alfabeto. Como se defini6 una configuraciéon como un
mapeo del grupo al alfabeto. Asi, una configuracién es una forma de asociar un elemento
del alfabeto a cada elemento del grupo. Un autémata celular es un mapeo del conjunto de
las configuraciones en si mismo. Resulta que todo autémata celular es continua con respeto
a la topologia prodiscreta (Proposicion 2.1.10) y conmuta con la acciéon de desplazamiento

(Proposicion 1.2.5).

Definicion 2.0.11. Sea G un grupo y A un conjunto alfabeto. Un autdmata celular sobre
A% es un mapeo 7 : A® — A% tal que existe un subconjunto finito S C Gy un mapeo

p: A% — A que satisface
7(2)(g9) = u((9™'2)ls), (2.1)
para todo x € A% y g € G, donde (g7 '7)|s denota la restriccion de la configuracion g~

a S. Tal conjunto S se llama el conjunto memoria y p se llama el mapeo local para 7.

La igualdad (2.1) significa que el valor de la configuracion 7(z) en elemento g € G

es el valor tomado por el mapeo local i en el patréon obtenido por la restriccion de G al

conjunto memoria S y la configuracion z es desplazado a g~ 'z.

Observacion 2.0.12. a) Laigualdad (1.2), también podemos escribir de la siguiente manera
7(@)(g) = n((z o Ly)ls). (2:2)

b) Para g = 15 en la igualdad (2.1) tenemos
7(2)(le) = p(z]s). (2.3)

14
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Como el mapeo restriccion AG — A® , & —> x|g es sobreyectivo, esto muestra que
si S es un conjunto memoria para el autéomata celular 7, entonces existe un tinico mapeo
p o A5 —s A que satisface (2.1). Asi, tenemos que p es el tnico mapeo local para 7

asociado con conjunto memoria S.

2.1. Ejemplos de automatas celulares

Ejemplo 2.1.1. El Autéomata celular asociado con el juego de la vida. El concepto de
automata celular fue introducido por John von Newmann en la década de 1940, quien
los uso como modelos tedricos para las maquinas de reproducciéon automatica y después
en 1970 el matemaético britanico John Horton Conway asoci6 la teoria de los autématas
celulares con el juego de la vida y fue popularizado por Martin Gardner. En el juego de
la vida, el conjunto alfabeto es finito y el universo es una cuadricula ortogonal infinita de
dos dimensiones de celdas cuadradas, dentro de cada celda cuadrada hay una célula ¢ que
estd en uno de dos estados posibles, vivo o muerto. Cada célula ¢ interacttia con sus ocho
células vecinas, es decir, el norte, noreste, este, sudeste, sur, sureste, oeste y noreste, ver

Figura 2.1.

Figura 2.1: Las ocho células vecinas de la célula c.

En cada paso en el tiempo, se sigue las siguientes reglas para la evolucion de los estados

[1Nh]

de las células, ver Figuras 2.2-2.5 etiquetamos con “e” una célula viva y con una “o” una

célula muerta:
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(%) Nacimiento: Una célula muerta en el tiempo ¢ se vuelve viva en el tiempo t + 1, si

y s6lo si, tres de sus células vecinas estan vivas en el tiempo ¢, ver Figura 2.2.

©l9]9 Nacimiento
CANORNG) o
® 0o o

t t+1

Figura 2.2: Nacimiento de una célula.

(%) Sobrevivencia: Una célula viva en el tiempo ¢ permaneceré viva en el tiempo ¢ + 1,

si y solo si, tiene exactamente dos o tres células vecinas vivas en el tiempo ¢, ver

Figura 2.3.
o el Sobrevivencia
| @®@|O o
o o
t t+1

Figura 2.3: Sobrevivencia de una célula.

(%) Muerte por soledad: Una célula viva en el tiempo ¢ estard muerta en el tiempo ¢+ 1,

si y s6lo si, tenfa como maximo una célula vecina viva en el tiempo t, ver Figura 2.4.
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©lo|% Muerte
O|@®@| O O
o o O.

t t+1

Figura 2.4: Muerte de una célula.

(%) Muerte por hacinamiento o sobrepoblacion Una célula viva en el tiempo t estara
muerta en el tiempo t 4 1, si y s6lo si, tenia cuatro o mas células vecinas vivas en el

tiempo ¢, ver Figura 2.5.

© O. O. Muerte
O| @ O. O
LN RIPA

t t+1

Figura 2.5: Muerte de una célula.

Se mostrara que el mapeo que transforma una configuracion de células en el tiempo ¢
hacia la configuracion en el tiempo ¢t + 1 de acuerdo con las reglas anteriores es, de hecho,
un autoéomata celular.

Considerar el grupo G = (Z x Z,+) y el conjunto finito S = {—1,0,1}? C G. Existe
una correspondencia uno-a-uno entre las celdas de las células y los elementos de G de tal
manera que se cumple lo siguiente. Si ¢ es una célula dada, entonces ¢+ (0, 1) es la célula
vecina del norte, ¢+ (1,1) es la célula vecina del noreste y asi sucesivamente, es decir, ¢ y
sus ocho células vecinas corresponden a los elementos del grupo con la operaciéon de suma

c+ s con s € S, ver Figura 2.6.
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c+(-1,1) | ¢e+(0,1) | ¢+ (1,1)

c+ (-1,0) c c+(1,0)

c+(-1,-1)| ¢+ (0,-1) | ¢+ (1,-1)

Figura 2.6: Célula c y sus ocho células vecinas

De la Figura 2.6 tenemos que la célula ¢ y sus ocho células vecinas ¢+ s con s € .S,
S={(-1,-1),(-1,0),(-1,1),(0,—1),(0,0), (0,1),(1,-1),(1,0),(1,1)} C Z x Z.

Considerar el alfabeto A = {0, 1}. El estado, ntimero o simbolo 0 (resp. 1) corresponde a
ausencia (resp. presencia) de la vida. Con cada configuracion de los estados de las células
de las cuadriculas asociamos con una mapeo z € A% definida como sigue. Dada una célula
¢ tenemos el mapeo de configuracion x : Z x Z — A definido por

1, sila célula c esta viva o (presencia),

z(c) =
0, si la célula c estd muerta o (ausencia).

Considerar el mapeo y : A% — A definido por

(

2 aes ¥(8) =3,

1, si [e)

Disesy(s) =4 e y((0,0)) =1,

0, en otro caso
\

para todo y € A®. Por lo tanto, ;1 expresa simplemente las reglas del juego de la vida.
El autémata celular 7 : {0, 1}2%Z — {0, 1}2*Z asociado con conjunto memoria S y el

mapeo de definicion local i es llamado el automata celular asociado con el Juego de la vida.
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Ejemplo 2.1.2. El automata celular de accion mayoritaria. Sea G un grupo y sea S un
subconjunto finito de G. Tomemos el conjunto alfabeto A = {0,1} y consideramos el

mapeo 7 : AY — A definido por

T(@)(9) =50, si ¥,.qu(gs) <,

para todo x € G. Entonces 7 es un autémata celular sobre G con conjunto memoria
SU{lg} y el mapeo local p: ASUHat — A definido por

e

. S
15 Sl ZSES y(S) > %a

w(y) = 0, si ) oeq¥(s) < @,

. S
\y(lG)a S1 Zsesy(s) = |_2‘7

para todo y € ASWla}
El autémata celular 7 se llama el autémata celular de accion mayoritaria asociado con

Gy S, ver Figuras 2.7 y 2.8.

oo 0"~ |o@ Ole e~ |e
o0 0~ |e@ Ol@lol*| |0O
e Ol |@ olo|e|*| |O
® Ol0%| |O ololol*=| |0O

Figura 2.7: El mapeo local p para la accion mayoritaria en Z asociado con S = {+1, —1}.
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R IIOEIOEIEDEEE O EOREE

-+ 10000 O 0000|000 e

Figura 2.8: La accién mayoritaria 7 en Z asociado con S = {41, —1}.

La terminologfa de accién mayoritaria viene el hecho de que dado z € A% y g € G, el
valor 7(z)(g) es igual a a € {0, 1} si existe una mayoria estricta de elementos de ¢S en la

que la configuracion z toma el valor a, o a z(g) si no existe tal mayoria.

Ejemplo 2.1.3. El mapeo identidad 7 = Idye : A — A% es un autémata celular

con conjunto memoria S = {l1g} y el mapeo local u = Idy : A — A definido por

w(y)(s) =y(s).

Ejemplo 2.1.4. Si fijamos un elemento gy € G, entonces el mapeo 7 : A9 — AY definido
por 7(z)(g) = z(ggo), es un autémata celular con conjunto memoria S = {go} y el mapeo

local p : A% — A definido por u(y) = y(go)-

Proposicion 2.1.5. Sea G un grupo y A un conjunto. Entonces cualquier automata celular

7 AY — A% es G-equivariante (i.e. T conmuta con la accion de G en A% ).

Demostracion. Como 7 es un autémata celular, entonces existe un conjunto memoria S y

el mapeo local y : AS — A. Para todo g,h € G y x € A%, tenemos

7(gz)(h)

(h~"(g2))ls)
((g~'h) " 2)ls)
)(g~"h)

u(
w(

Asi, tenemos que 7(gx) = g7(x). Por lo tanto 7 es G-equivariante. O
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Ejemplo 2.1.6. Si fijamos un elemento gy € G. El mapeo 7 : A9 — A% definido por
7(x)(g) = x(ggo) es un autéomata celular con conjunto memoria S = {go} y el mapeo local

p: A% — A definido por p(r) = x(go), entonces 7 es G-equivariante
Demostracion. Sea g,g' € Gy v € AY tenemos
7(92)(9') = g9x(g'g)
= 2(g""g'g0)- (+)
Por otra parte, tenemos que
g7()(9') = 9(9'90)
=2(97'¢'90). ()

Asi, de (x) y (**) tenemos que 7(gx)(g’) = g7(x)(g¢’), entonces 7(gz) = g7(z). Por lo tanto

7 es (G-equivariante. O

Corolario 2.1.7. Sea 7 : AY — A% un autémata celular y sea H un subgrupo de G.

Entonces, tenemos que 7(Fiz(H)) C Fiz(H).

Demostracion. Sea 7(x) € 7(Fiz(H)), entonces x € Fix(H), entonces hx = z, para
todo h € H. Por la Proposicion 2.1.5 tenemos que 7(x) = 7(hz) = h7r(z), entonces

7(x) = h7(zx). Asi, tenemos que 7(z) € Fix(H). O

Proposicion 2.1.8. Sea G un grupo y sea A un conjunto.
Considerar un mapeo 7 : A® — A%, Sea S un subconjunto finito de G y sea ju: A5 — A,

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es un automata celular que admite a S como un conjunto memoria y a f como el

mapeo local asociado a T;
b) T es G-equivariante y 7(z)(1g) = u(z|s), para todo x € AC.

Demostracion. De la Proposicion 2.1.5, tenemos que 7 es G-equivariante y por (2.3) tene-

mos

7(2)(lg) = p((1g'2)ls) = p(zls)-
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Reciprocamente, supongamos (b). Entonces, usando la G-equivarianza de 7, para todo

r € A% y g € G tenemos

Asi, tenemos que 7 es autémata celular. Consecuentemente 7 tiene a S como conjunto
memoria y a p el mapeo local. Consecuentemente 7 satisface (a).

O

Una caracteristica importante de los automatas celulares es su continuidad (con respec-
to a la topologia prodiscreta). En la prueba de la Generalizacion del Teorema de Curtis-

Hedlund, se usara el siguiente Lema.

Lema 2.1.9. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea 7 : AY — A% un autémata celular

con conjunto memoria S y g € G. Entonces 7(x)(g) depende solo de la restriccion de x a

gS.
Demostracion. Para todo s € S, g € GG, tenemos

= (20 Lig-1)-1)(s)
(

xoL)

Asi, tenemos que (¢~ 1x)(s) = z(gs).
De (2.1) tenemos, para todo s € S, g € G
(@)(9) = p((g~"'2)|s)
= pi(|ys)

= 7()(95),

para todo gs € ¢S. Esto significa que 7(x)(g) depende solo de la restriccion de x a gS. O



2.1. EJEMPLOS DE AUTOMATAS CELULARES 23

Proposicion 2.1.10. Sea G un grupo y A un conjunto. Entonces cualquier automata

celular 7 : A — AC es continua.

Demostracion. Sea S un conjunto memoria para 7. Sea z € A® y una vecindad W de 7(x)
en A%, Por la Proposicion 1.3.3, existe {2 C G finito, entonces existe una vecindad V' (z, Q)
de z. Sea y € V(z,0Q), entonces y|g = z|q, entonces 7(y|q) = 7(x|q). Asi, tenemos que
V(r(z),Q) = {r(2) € A% : 7(2]a) = 7(z]a)} C W.

Considerar el conjunto finito QS = {gs : g € 2, s € S}, entonces por la Proposicion
1.3.3, existe una vecindad V' (z,QS) de z. Sea 7(y) € 7(V(z,€2S)), entonces
Ylos = zlas = y(gs) = a(gs), para todo gs € 09

= g 'y(s) = g 'x(s), paratodo s € S

')

= (g7Yls = (g~
= p((g7'y)ls) = u((g™'2)]s)
= 7(y)(9) = 7(2)(g), para todo g €
= 7(yla) = 7(zl0)
=y e V(r(z),Q).
Asi, tenemos que 7(V(z,QS)) C V(7(z),Q) C W, entonces 7(V(z,QS5)) C W. Por lo

tanto 7 es continua. ]

Proposiciéon 2.1.11. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea o : A — A% y1: A9 - AC
autématas celulares. Entonces la composicion de mapeos oot : A — A% es un autdmata

celular. Ademds, si S (resp. T') es un conjunto memoria para o (resp. T), entonces
ST ={st:seSyteT}
es un conjunto memoria para o o T.

Demostracion. Sea x € A%, gy ¢’ € G tenemos
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Asi, tenemos que (0 07)(gx) = g(oo7)(z). Por lo tanto el mapeo o o7 es G-equivariante.

Sea S y (resp. T') un conjunto memoria para o (resp. 7). Para todo z € A% 15 € G
tenemos (0 o7)(z)(1g) = o(7(z))(1g). Por Lema 2.1.9 tenemos que o (7(z))(1¢) depende
solo de la restriccion de 7(z) a S = 15S5. Usando Lema 2.1.9 nuevamente, deducimos que,
para todo s € S, el elemento 7(x)(s) de A% depende solo de la restriccion de s a sT'. Por
lo tanto ¢ o 7(z)(1¢) depende solo de la restriccion de z a ST'. Aplicando la Proposicion
2.1.8, concluimos que el mapeo ¢ o 7 es un autémata celular que admite a ST como un

conjunto memoria. I

Observacion 2.1.12. Con la hipdtesis y notacion de la Proposicion 2.1.11, denotar por
p:AS — Ayrv: AT — A los mapeos locales asociados para o y T, respectivamente.
Entonces, el mapeo local k : AST — A para oo puede describirse de la siguiente manera.
Para y € AT y s € S definamos a y, € AT por y,(t) = y(st), para todo t € T.
También, denotamos por 3 € A% el mapeo definido por §(s) = v(ys), para todo s € S.

Finalmente definamos el mapeo & : AT — A por
rk(y) = p(y), paratodo y € A5T. (2.5)

SearxeG,geG,seSyteT, entonces tenemos

(7' '2)r(t) = (s ') (1)

Esto muestra que

y por lo tanto



2.1. EJEMPLOS DE AUTOMATAS CELULARES 25

Como consecuencia tenemos,

(g 2)ls = (97'2)|st- (2.6)

Finalmente, tenemos que

= u(r(g'2)s) (2.7)
= pu((g~2)|sr)
= r((g7'z)|s7)

Definicién 2.1.13. Un conjunto X diferente de vacio se llama monoide si y solo si esta

dotado de una ley de composiciéon interna que es asociativo y con elemento identidad.

Denotar por AC(G; A) el conjunto de todas las autématas celulares 7 : AY —s A,
Corolario 2.1.14. El conjunto AC(G; A) es un monoide con la composicion.
Demostracion. La ley de composicion interna es el mapeo

o: AC(G; A) x AC(G; A) — AC(G; A)
(1,7) —> o(r,7') =707
La asociatividad de la composicion
(Toy)oo =T1o(yoo), para todo 7,7,0 € AC(G; A).

Los autoématas celulares (7o) ooy 7o (yoo) tienen el mismo dominio y codominio para
probar la igualdad, s6lo falta probar que tienen las mismas imégenes, para todo z € A% y

gedG
(ro7)oo(x)(g) = (r07)(o(z)(g))
=7(v(o(x)(g)))- (%)

Por otra parte, tenemos

7o (voo)(x)(g) =T((yoo)(x)(g))
=7(7(o(2)(9))). (k)
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De (%) y (**) tenemos
(ro7)oo(x)(g) =70 (y00)(x)(g), paratodoz € A% y g € G.

Por la definicion de igualdad de mapeos tenemos

(Toy)oo=T1o0(yoo).

Como existe el automata celular identidad Id e : AY — A%. Por lo tanto AC(G; A)

es un monoide. O

2.2. La memoria minima

Sea G un grupo y A un conjunto. Sea 7 : AY — A% un autémata celular. Sea S un
conjunto memoria para 7y 4 : AS — A el mapeo de definicién local asociado a 7. Si
S’ es un subconjunto finito de G tal que S C S’, entonces S’ también es un conjunto de
memoria para 7 y el mapeo de definicion local asociado con S es el mapeo ' : A5 — A
definido por i/ = p o p, donde p : A5 — AS es la proyeccion canoénica. Esto muestra
que el conjunto memoria para un autémata celular no es tinico en general. Sin embargo,
veremos que cada autémata celular admite un tnico conjunto memoria de cardinalidad

minima. Primero establezcamos el siguiente resultado.

Lema 2.2.1. Sea 7 : A — A% un autémata celular. Sea Sy y Sy conjuntos memorias

para 7. Entonces S1 N Sy también es un conjunto memoria para T.

Demostracion. Sea x € AY. Demostraremos que 7(z)(1g) depende solo de la restriccion
de x a S; N S,. Para esto, consideramos un elemento y € A% tal que z|s,ns, = ¥|s,ns,-

Ahora eligamos un elemento 2z € A® tal que z|s, = 7|s, ¥ 2|5, = ¥|s,, entonces

7(2)(1e) = p(zls,) = plzls,) = 7(z)(1e) (*)
T(2)(1a) = p(zls) = plzls,) = 7(y) (1) ()
De (%) y (x*) tenemos 7(7)(1g) = 7(y)(1g). Asi, existe un mapeo pu : A2 — A tal

que

T(l’)(lg) = M(x|51052)a para todo x € AG~
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Como 7 es automata celular, entonces 7 es G-equivariante por la Proposicion 2.1.5.

Aplicando la Proposicion 2.1.8 deducimos que S7;MN.Sy es un conjunto memoria para 7. [

Proposicién 2.2.2. Sea 7 : A9 — A% un autémata celular con conjunto memoria S. Si

So es un conjunto memoria cardinalidad minima para T si y solo st Sy C S.

Demostracion. Supongamos que S es un conjunto memoria para 7, por Lema 2.2.1 tenemos
que Sp NS es también un conjunto memoria para 7. Como Sy es de cardinalidad minima,
entonces Sy = Sy N .S. Asi, tenemos que Sy C S.

Reciprocamente, supongamos que Sy es un conjunto memoria de cardinalidad minima.
Como hemos visto al principio de esta seccion, cada subconjunto de G' que contiene a Sy
también es un conjunto memoria para 7. Asi, tenemos que S es un conjunto memoria para

T. ]

Proposicién 2.2.3. Sea 7 : A — A% un autémata celular. Entonces existe un tinico

conjunto de memoria So C G para T de cardinalidad minima.

Demostracion. Primero demostaremos la existencial de Sy. Sea
M={neNuU{0}:n=1S| y S C G finito memoria para 7},

M # () pues, si S = 0 C G, entonces |S| = 0, entonces por el principio de buen orden
M tiene un elemento minimo. Asi existe So C G finito de cardinalidad minima para 7.
Ahora demostraremos la unicidad. Supongamos que existe S; un conjunto memoria para
7 con |S1| = |So| por la Proposcion 2.2.2 tenemos que Sy C Sy como Sy y S son finitos,
entonces S7 = Sy, esto es una contradiccion. Por lo tanto Sy es tinico conjunto memoria

de cardinalidad minima para 7. O

El conjunto memoria de cardinalidad minima de un autémata celular se llama el con-

junto memoria minima.

Ejemplo 2.2.4. Si fijamos un elemento a € A, entonces el mapeo constante 7 : A9 — A¢
definido por 7(z)(g) = a, para todo g € GG, es un autémata celular con conjunto memoria

S = (). Entonces 7 es de memoria minima vacia.
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2.3. Automatas celulares sobre grupos cocientes

Sea G un grupo y sea A un conjunto. Sea 7 : A® — A% un autémata celular.
Supongamos que N es un subgrupo normal de G y sea p : G — G/N el epimorfismo
canénico. De la Proposicion 1.4.10 deducimos que el mapeo p* : AN — Fiz(N),
definido por p*(y) = y o p, para todo y € AY/N, es una biyeccién del conjunto AS/N
de configuraciones sobre el grupo G /N hacia el conjunto Fiz(N) C A% de configuraciones
N-periodicas sobre G. Por otra parte, el conjunto Fiz(N) satisface 7(Fixz(N)) C Fix(N)

por Corolario 2.1.7. Asi, podemos definir un mapeo 7 : A9/N — AG/N por
7= (p")"" o Tl pia(ny © P (2.8)

Proposicion 2.3.1. El siguiente diagrama es conmutativo

AGIN v Pig(N) C A

7 T|Fia(N)
AG/N . Fiz(N)
p
Demostracion.
proT=p o (p" ) oTlrium) op
=[p o (p") o T|riany 0 p*
= Idpizny 0 T|Fix(N) op*
= [IdFix(N) © 7'|Fm(N)] op*
= T|Fiz(n) 0 p*
Por lo tanto el diagrama es conmutativo. O

Supongamos que S C G es un conjunto memoria para 7 y que p : A% — A es el
mapeo de definicion local asociado a 7. Considerar el subconjunto finito S = p(S) € G/N
y el mapeo 1 : AS — A definido por & = pomw, donde 7 : AS — AS es el mapeo

inyectivo inducido por p.
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Proposiciéon 2.3.2. El mapeo 7 : AS/N — AG/N es un automata celular sobre el grupo
G/N que admite a S como un conjunto memoria y i : AS — A como el mapeo de

definicion local asociado a T.

Demostracion. Seay € AS/N gc Gy p(g) = Ng, tenemos

T(y)(Ng)

7(y)(p(9))
(yop)(g)

=u((g " (yop)ls)
=71((Ng"'9)lus))
= (( Ng~')y S)

Asi, tenemos que 7 es un autémata celular con conjunto memoria S y el mapeo local

o AS — A O

Definicion 2.3.3. Dados los monoides X e Y, un mapeo ¢ : X — Y se llama un

morfismo monoidal si satisface:

(1) ¢(1x) = ly;
(i) p(xa’) = p(x)p(x’), paratodo z,z' € X.

En donde 1x (resp. 1ly) es el elemento identidad de X (resp.Y). Si ¢ es morfismo

biyectivo monoide se llama un isomorfismo monoide.

Proposicion 2.3.4. El mapeo ¢ : AC(G; A) — AC(G/N; A) definido por (1) =T, es

un epimorfismo monoidal, en donde T estd definido por (2.8).

Demostracion. Sea o : A9/N — AS/N un autémata celular sobre G/N con conjunto
memoria T C G/N y el mapeo local v : AT — A. El mapeo p : G — G/N definido
por p(g) = Ng, induce un mapeo biyectivo ¢ : S — T definido por ¢(g) = p(g), para
todo g € S. Sea 7 : A — A% un autémata celular sobre G' con conjunto memoria Sy

el mapeo local i : A% — A definido por pu(y) = v(y o ¢~1), para todo y € AS. Tenemos

fi(z) = (pom)(z) = u(¢(z)) =v(n(z) o¢™") = v(2), para todo z € A5,
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Asi, tenemos que i = v, entonces T = 0. Por lo tanto ¢(7) = 7 = 0. Esto muestra que ¢
es sobreyectivo.

Ahora demostraremos que ¢(Idsc) = Id ga/n.

p(Idsc) = (p*) " o Idc|piz(ny © p*
= (p*) " o (Iduc|pivny © p7)

=(p") " op

== IdAG/N.

Para demostrar (7o 7") = (1) 0o (7). Sea 7,7 € AC(G}; A), entonces

p(rot’)=(p") " 7o)y © p
=(p") "o T Fiz(v) © T'| Fiz(ny © P
= (p") 7" o [7|riz(v) © Idrin(vy) © 7' Piz(y) © p*
=(p") "o T\ piz(vy © [P © (p*) o | pis(ny © P°
= [(p") " o Tlriaw 0 (P o [(p") ™" © 7'l Fia(v) © p]
= () o (7).
Por lo tanto ¢ es un epimorfismo monoidal. 0

2.4. Induccién y restriccién de autématas celulares

Sea G un grupo, H un subgrupo de G y A un conjunto. Denotamos por AC(G, H; A)
el conjunto de todos los autématas celulares 7 : A — A% con conjunto memoria S tal

que S C H. Asi, tenemos que AC(G, H; A) es subconjunto de AC(G; A).

Definicion 2.4.1. Un subconjunto N de un monoide M se llama submonoide si el ele-
mento identidad 1,; € M esta en N y N es cerrado bajo la ley de composicion de M, es

decir, (zy) € N, para todo =,y € N.
Proposicion 2.4.2. El conjunto AC(G, H; A) es un submonoide de AC(G; A).

Demostracion. El elemento identidad de AC(G; A) es el mapeo identidad /dc. Tenemos
Idye € AC(G,H; A) ya que {1g} es un conjunto memoria para Id,c y {lg} C H. Sea
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o,7 € AC(G,H;A), con S (resp. T') un conjunto memoria para o (resp. 7) tal que S C H
(resp. T C H). De la Proposicion 2.1.11 se deduce que ST es un conjunto memoria para
cor.Como ST C H, esto implica 0 o 7 € AC(G, H; A). Esto muestra que AC(G, H; A)
es un submonoide de AC(G; A). O

Definicion 2.4.3. Sea 7 € AC(G, H; A), asociado con conjunto memoria S C H y el
mapeo local ;1 : A — A. Denotamos por 7y la restriccion del autémata celular 7 a H.

Entonces el mapeo 7 : AT — A definido por
tr(z)(h) = p((h~'z)|s), paratodo =€ A" y heH,

es un autémata celular sobre el grupo H con conjunto memoria S C H y el mapeo local

L.

Observacion 2.4.4. La configuracion 7 € A% (7 : G — A) es la extension de la configura-
cion z € A® (x: H — A), entonces z(h) = Z(h), para todo h € H.

Si 7 € AY tal que 7|y = x, entonces
T (x)(h) = Tu(Z|g)(h) = 7(Z)(h), para todo h € H. (2.9)
Esto muestra en particular que 75 no depende de la elecciéon del conjunto memoria S C H.

Definicién 2.4.5. Sea H < G y o : A" — AY un autémata celular asociado con
conjunto memoria S C H y el mapeo local y : A — A. Denotamos por ¢ el autémata

celular obtenido por induccién de o a G. Entonces el mapeo 0% : A9 — A® definido por
o%(@)(9) = n((g'F)|s), paratodoZe A%y g€ G,
es un autémata celular sobre G con conjunto memoria S y el mapeo local p.

Si Sy es el conjunto memoria minima de o y o : A% — A es el mapeo local, entonces

@ = pipom, donde m: A5 — A es el mapeo de restriccion. Asi, tenemos

a%(@)(9) = n((g7'T)ls) = no o w((g7'2)]s) = 1o ((97'7)]s0),

G

para todo x € A% y g € G. Esto muestra en particular que ¢ no depende de la eleccién

del conjunto memoria S C H.



2.4. INDUCCION Y RESTRICCION DE AUTOMATAS CELULARES 32

Proposicion 2.4.6. El mapeo o : AC(G, H; A) — AC(H; A) definido por a(r) = o
es un isomorfismo monoidal, cuyo inverso es el mapeo 1 AC(H; A) — AC(G, H; A)
definido por B(oy) = oC.

Demostracion. Por definicion oy S tenemos que Soa y ao 3 son los mapeos identidades.
Asi, tenemos que « es biyectivo con inverso 8. Ahora demostraremos que « es un morfismo

monoidal. Sea z € A y T € A%, donde 7 es la extension de z. Aplicando (2.9) tenemos
a(lde)(x)(h) = Idau(x)(h) = Idae(T)(h) = Z(h) = z(h), para todo h € H.

Esto muestra que a(Idyc)(z) = z, para todo x € A es decir, a(Idyc) = Idyn.
Seao,7 € AC(G,H;A). Seax € A¥ y 7 € A donde 7 es la extension de x. Aplicando

(2.9), tenemos

a(ooT)(@)(h) = (0 o7),@)(h) = (007)(@)(h) =o(r(2))(h), (2.10)
para todo h € H. Como 7(7) es la extension de a(r)(z), tenemos
a(0) (a(7)(@)) (h) = o1 (7(F)) (h) = o (7(3)) (h), para todo h € H.
es decir,
(a(0) o (7)) (z)(h) = o(7(F))(h), para todo h € H. (2.11)

De (2.10) y (2.11) tenemos que a(o o 7)(x)(h) = (a(c) o a(7))(z)(h), para todo x € AH,

entonces a(o o 7)(z) = a(o) o a(r)(x). Por lo tanto a(o o 7) = (o) o a(7). O

Sea 7 € AC(G, H; A). Para analizar la forma en que 7 transforma a una configuracion
T € A% ahora introducimos el conjunto G/H = {gH : g € G} que consta de todas las
clases laterales izquierdas de H en G. Ya que las clases ¢ € G/H forman una particion de

G, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4.7. Entre los siguientes conjuntos
A ={i:G — A7 esla extension de x} y

H AC:{:ﬂC:G—) U ACI(\V’CGG/H)(ﬂCEAC)}

ceG/H ceG/H

hay una biyeccion.
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Demostracion. Sea
a: A — H A
ceG/H
T — a().
a(z): G/H — U A° a(z)(c) € AC.
ceG/H

c— Il c— A

Para demostrar que a es inyectivo. Sea ,7 € A% tal que a(%) = «(j). Para cualquier
g € G, existe un tnico ¢ € G/H tal que g € ¢. En particular para ¢ € G/H tenemos
a(Z)(d) = a(y)(d), entonces por definicion de o tenemos | = g|». Como g € ¢, entonces
Z|e(g9) = yle(g). Asi, tenemos z(g) = §(g), para todo g € G, entonces & = g. Por lo tanto
« es inyectivo.
Para demostrar que « es sobreyectivo.
Sea p € H A p:G/H — U A¢, con p(c) € A, para todo c € G/H.
ceG/H ceG/H
Definamos la configuracion & : G — A por Z(g) = p(c)(g). Si g € ¢, entonces z|. = p(c),
como ¢ € GG/H forma una particion de G. Asi, tenemos que Z esta bien definida. Ahora
a():G/H— | ] A
ceG/H
Sea ¢ € G/H; o(z)(c) = Z|. = p(c), para todo ¢ € G/H. Por lo tanto a(Z) = p. Asi,

tenemos que « es sobreyectivo. ]

Por la Proposicion 2.4.7, tenemos la siguiente identificacion natural
A%= T A~
ceG/H

Con estéa identificacion, tenemos
T = (%|.)eeq/u, para cada T € A%,

donde el mapeo Z|. € A° denota la restriccion de T a ¢. Observar que sic € G/H y g € ¢,
entonces

7(z)(g9) = 7(Z|.)(g9), para todo Z|.€ A°, c€e G/H y gé€c.
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Se deduce directamente del Lema 2.1.9 ya que si S es un conjunto memoria para 7 con

S C H, entonces ¢S C c. Esto implica que 7 podemos escribir como un producto
=] = (2.12)

donde 7. : A° — A es el tinico mapeo que satisface 7.(zZ|.) = (7(7))|., paratodo z € A“.
La notacion es coherente cuando ¢ = H, ya que en este caso 7, = 7 : AT — A es

el autémata celular obtenido por restriccion de 7 a H.

Proposicion 2.4.8. Sea H un subgrupo de G. Dado una clase ¢ € G/H y un elemento
g € ¢, entonces el mapeo ¢, : H — ¢ definido por ¢,(h) = gh, para todo h € H es

biyectivo.

Demostracion. Sean hy, hy € H tal que ¢4(hy) = ¢,(h2), entonces ghy = ghsy, multiplican-
do por izquierda por ¢! € ¢, tenemos g 'gh; = g 'ghsy, entonces h; = hy. Por lo tanto
¢4 es inyectivo.

Ahora demostraremos que ¢, es sobreyectivo, es decir, para cualquier y € ¢, debe
existir h € H tal que ¢4(h) = y. Por deficién de ¢, tenemos gh = y multiplicando por
g~ ! por izquierda, tenemos g~'gh = g~ 'y, entonces h = g~'y. Luego ¢,4(h) = ¢,(g7'y) =

g 'gy = y. Asi, tenemos que ¢, es sobreyectivo. Por lo tanto ¢, es biyectivo. 0

Proposicion 2.4.9. El mapeo ¢, de la Proposicion 2.4.8 induce el siguiente mapeo biyec-

tivo ¢ : AC — A definido por

¢:(x) =z o ¢y, para todo x € A°. (2.13)

g

Demostracion. Sea x1, 12 € A® tal que ¢} (z1) = ¢} (72), tenemos

T 0 ¢y = ¢y(x1) = ¢ (x2) = T2 0 ¢y, entonces x10po P, =xz30¢,00,".

Asi, tenemos que 1 = x5. Por lo tanto ¢ es inyectivo.

Demostraremos que ¢ es sobreyectivo. Sea y € Al existe y o qﬁg_l € A° tal que
¢y o gb;l) =(yo qﬁ;l) o ¢y = y. Asi, tenemos que ¢ es sobreyectivo. Por lo tanto ¢ es
biyectivo. O
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Observacion 2.4.10. Sea g € G la configuracion ¥ € A es la extension de la configuracion
x € A°, entonces x(gh) = Z(gh), para todo h € H.

Si 7 € A9 tal que 7|. = x, entonces
7.(x)(gh) = 1.(Z|.)(gh) = 7(Z)(gh), para todo h € H. (2.14)
Proposicion 2.4.11. Con la notacion anterior, tenemos

Te = ((b;)il oTHg © (]5; (215)

En otras palabras el siguiente diagrama es conmutativo.
T

AC—C>AC

b5 b5

Al — Al
Demostracion. Sea z € A°y T € A%, donde 7 es la extension de z. Para todo h € H,

tenemos

(5 0 7e) () (h) = ¢} (re()) (h)

I I
\]
~ &
E 7
—~ ~—
< 1)
~— <Q/-\ @
PSS
~— —~
=
~—

Como la configuracion g='7 € A% es la extension de x o ¢, € A7 entonces tenemos

(050 7)(@)(h) = 7(97'T)(h) = T (x 0 6y) (h) = T (¢ (2))(h) = (711 © &) ()(R).

Asi, tenemos que ¢; o 7. = 7y o ¢;, ahora componiendo por izquierda por (gb;)*l, ya que

¢; es biyectivo. Por lo tanto tenemos (2.15). O

Proposicion 2.4.12. Sea G un grupo y sea A un conjunto. Sea H un subgrupo de G y
sea T € AC(G,H; A). Sea 1y + A" — A que denota el autdmata celular obtenido por

la restriccion de T a H. Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:
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(i) T es inyectivo si y solo si Ty es inyectivo;
(i) T es sobreyectivo si y sdlo si Ty es sobreyectivo;
(iii) T es biyectivo si y sdlo si Ty es biyectivo.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de (2.12) que 7 es inyectivo (resp. sobre-
yectivo y resp. biyectivo) si y solo si 7. es inyectivo (resp. sobreyectivo y resp. biyectivo),
para todo c € G/H.

Ahora, de (2.15) tenemos para ¢ € G/H y g € G, los mapeos 7, y 7y son conjugados
por la biyeccion ¢,. Deducimos que 7, es inyectivo (resp. sobreyectivo, resp. biyectivo) si

y sblo si 7y es inyectivo (resp. sobreyectivo, resp. biyectivo). O
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Teorema de Curtis-Hedlund

En esta seccion se demostrara cuando el alfabeto es finito, cada autémata celular es
continua en espacio de configuraciones, (Teorema 3.0.15). Otro hecho importante en el
caso de alfabeto finito es que cada autémata celular biyectivo es invertible, en el sentido
de que el mapeo inverso es también un autémata celular (Teorema 3.5.5). Se demostrara
con un ejemplos que, cuando el alfabeto es infinito, el mapeo definido en el espacio de
configuraciones es continua y G-equivariante y no puede ser un autémata celular. También
se demostrara la generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund (Teorema 3.4.1) a un

conjunto de alfabeto infinito en los espacios uniformes.

Proposicion 3.0.13. Sea A un conjunto de alfabeto finito. Sea (A, T) un espacio topolo-

gico, donde T es la topologia discreta en A, entonces A es compacto.

Demostracion. Supongamos que A es infinito y sea C' un cubrimiento de A, definimos
C={{a}: ac A}

Como A es un conjunto infinito, entonces C' también es infinito. Sea C’ un subconjunto
propio de C, entonces existe a’ € A tal que {a'} ¢ C’. Asi C’ no es un subcubrimiento de
A y por definicién de compacto A no puede ser compacto, esto es una contradiccién. Por

lo tanto A es compacto. 0

Observacion 3.0.14. Como el producto arbitrario de espacios compactos es compacto por

Teorema de Tychonoff. Asi, tenemos que A“ es compacto.

Teorema 3.0.15. (Curtis-Hedlund). Sea G un grupo y A un conjunto finito.

Sea 7 : A — A% un mapeo. Entonces los siquientes incisos son equivalentes:

37
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a) el mapeo T es un automata celular;
b) el mapeo T es G-equivariante y continua en la topologia prodiscreta de A .

Demostracion. Se sigue directamente que (a) implica (b) por la Proposicion 2.1.5 tene-
mos que 7 es G-equivariante y por la Proposicon 2.1.10 tenemos que 7 es continua (esta
implicacion no requiere de la finitud del alfabeto A).

Reciprocamente, definamos el mapeo ¢ : AY — A por p(x) = 7(x)(1g) es continua.
Por la Proposicién 1.3.3, tenemos que para cada € A%, existe un €, C G finito e y € A
tal que y|qo, = z|q,, es decir, y € V(x,€,), entonces 7(y)(1g) = 7(x)(1g). Los conjuntos
V(x,Q,) forman un cubrimiento de A“. Como A“ es compacto por la Observacion 3.0.14,
entonces existe un subconjunto finito ' C A% tal que los conjuntos V (z,€,), con z € F
cubren a A%. Sea S = U,cp(2, y supongamos que dos configuraciones y, z € A% coinciden
en S, es decir, y|s = z|s. Aplicando de nuevo la Proposicion 1.3.3, tenemos que para cada
zg € F, existe Q,, C S finito e y € A% tal que Ylo., = ola,,.- Como Q,, C S tenemos

yln,co = Z|Qx0. Por lo tanto

T(y)(1e) = 7(20)(1e) = 7(2)(1c).

Asi, existe un mapeo u : A — A tal que 7(x)(1¢) = p(x|s), para todo z € A%. Como
T es G-equivariante, se sigue por la Proposiciéon 2.1.8 que 7 es un autémata celular con

conjunto memoria Sy el mapeo de definiciéon local pu. O

Cuando el alfabeto A es infinito y el mapeo 7 : A — A% es continua y G-equivariante,
7 1o es un automata celular. En otras palabras en el Teorema 3.0.15 el (b) no implica (a)
y se convierte en falsedad si se suprime la hipotesis de la finitud de A. Esto se demuestra

con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.0.16. Sea G un grupo arbitrario infinito y sea A = G como el conjunto de
alfabeto. Para evitar la confusion, se denota por g - h el producto de dos elementos g y h

en (. Consideramos el mapeo 7 : A9 — A% definido por

7(x)(9) = (g - 2(g)), paratodoz € A®y g€ G.
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Dados € A% y g, h € G tenemos

7(gx)(h) = ga(h - [gz](R))

z(g™" - h-[ga](h))
a(g™t - h-a(g™t - h))
T(x)(g™" - h).

Asi, tenemos que g7(v) = 7(gz), para todo z € A% y g € G. Por lo tanto, 7 es G-
equivariante.

Sea z € A% y V(7(z), K) una vecindad de 7(z) en A% con K C G finito, demostra-
remos que existe una vecindad V(z,F) de A® con F C G finito tal que 7(V(z, F)) C
V(7(z),K). Sea F = HU{k - z(k) : k € K}, entonces existe V(z, F). Sea y € V(z, F),

entonces z|p = y|p, y para todo k € K, tenemos

esto muestra que 7(y) € V(7(z), K), entonces 7(V(z, F)) C V(7(z), K). Por lo tanto 7
es continua. Sin embargo 7 no es un automata celular. De hecho, fijar gy € G\ {15}, para
todo g € G, consideremos las configuraciones z, e y, en A® definidos por

(

g, Sih:lG)
:L‘g(h) = 9o, sih = g,

lg, en otro caso.

g, sih=lg,
Yg(h) =
1l¢, en otro caso,

para todo h € G.
Sea F' C G finito y elegimos g € G \ F' (esto es posible porque G es infinito). Como
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Zgla\{gy = Ygla(g}, entonces zg|p = yg|r pero
T(2y)(1e) = 74(1G - 74(1c))
= 1,4(74(15))
= 24(9)

=90

7(Yg)(1a) = yo(1c - y(10))

= Y9(y9(15))

Asi, tenemos que 7(z,)(1e) # 7(yy)(1e). Por lo tanto no existe un F' C G finito tal que,
para todo z € AY, el valor de 7(z) en 1¢ solo dependa de los valores de z|r. Esto muestra

que 7 no es un autémata celular.

3.1. Estructuras uniformes

3.1.1. Espacios uniformes

En topologia y en analisis funcional, un espacio uniforme es un conjunto dotado de una
estructura uniforme que permite estudiar conceptos como continuidad uniforme, comple-
titud y convergencia uniforme.

Los espacios uniformes generalizan a los espacios métricos y abarcan las topologias de
los grupos topologicos y por lo tanto son base de la mayor parte del analisis. Se deben a
Henri y Cartan quienes fueron introducidos a través de Bourbaki.

Sea X un conjunto. Denotamos por Ay, la diagonal en X x X, es decir,
Ax ={(z,z):x e X} C X x X.

Supongamos que R es un subconjunto de X x X (en otras palabras, R es una relacion

binaria en X). Para y € X, definamos el conjunto R[y] C X por

Ry ={x € X : (x,y) € R}.
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El inverso R~ € X x X de R se define por
R'={(r,y) € X x X : (y,2) € R}.

Se dice que R es simétrico si satisface R~! = R.

Si Ry S son subconjuntos de X x X definamos la composicion Ro S C X x X por
Ro S ={(z,y) : existe z € X tal que (z,z) € Ry (z,y) € S}.

Definicion 3.1.1. Una estructura uniforme sobre un conjunto X es una colecciéon U no

vacié de subconjuntos de X que satisface las siguientes condiciones:
1) Si V €U, entonces Ax C V;

2) SiVelUyV CcV' C X x X, entonces V' € U;

3) Si V,WW €U, entonces VW €U,

4) SiV €U, entonces V1 € U,

5) Si V € U, entonces existe W € U tal que Wo W C V.

Un conjunto X equipado con una estructura uniforme U se llama espacio uniforme y
los elementos de la coleccion U se llaman entornos de X. El par (X,U) se llama espacio

uniforme.
Ejemplo 3.1.2. La estructura uniforme indiscreta o trivial sobre un conjunto X es
U={X x X}
El par (X, {X x X}) se llama espacio uniforme indiscreta o trivial.
Ejemplo 3.1.3. La estructura uniforme discreta sobre un conjunto X es
U={VCXxX:Ax CV}.

Demostracion. Claramente U cumple (7).
(i) SIVeUyV CV' entonces Ay CV CV'. Asi, V' € U.
(13i) Si V,W € U, entonces
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sizeAx=zeVAzeW
=zeVNW
Por lo tanto Ax C VNW, de donde VW € U.
(tv) Si V € U, entonces
si(z,y) e Ax =2 =y
= (y,y) eV
= (y,y) €V
Por lo tanto Ax C V!, de donde V! € 4.

(v) Sea V' € U, entonces
Caso 1. Si V = Ax entonces existe Ay tal que Ax o Ay = Ax.

Caso 2. Si Ax C V entonces existe (a,b) € V' con a # b, con lo cual existe

W =AxU{(a,b)} con W el tal que WoW C V.
Asi, tenemos que U es uniforme y (X,U) se llama el espacio uniforme discreto. O

Se deduce de (i) que la estructura uniforme discreta en X es la tnica estructura uni-

forme en X que admite a la diagonal Ax C X x X como un entorno.

Ejemplo 3.1.4. La estructura uniforme usual sobre el conjunto R esta dada por
U={VCRxR:Je>0talquesi|z—y|<e=(x,y) € V}.

Demostracion. (1) Si V' € U, entonces

si (z,y) € Ag = 0= |z —y| <e, paratodoe >0

= (z,y) € V. Asi Ag C V.
() SiVeUyV CcV' CRxR. Sea (z,y) € V, entonces existe € > 0 tal que |z —y| < ¢
y como V C V'  entonces (z,y) € V'. De donde V' € U.
(7i7) Si V,W € U, entonces existe £1,£9 > 0 tal que
st |z —ya| <eNlre—y2| <e= (z1,y1) € VA (29,y2) € W.

Luego sea ¢ = min{eq, 2}, entonces
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Je>0 talquesi |[zr—y|<e=|r—y|<eaAlr—y| <es

= (z,y) e VA(x,y) e W

= (z,y) e VNW.
De donde VNW e U.
(iv) Si V € U, entonces existe € > 0 tal que si |[x —y|] < ¢ = (z,y) € V y como
lz —y|=|—(y—x)| = |y — x|, existe € > 0 tal que si |y — x| < ¢ = (x,y) € V1. Asi
Vtel.

(v) Sea V' € U, entonces existe € > 0 tal que si |z —y| < e = (z,y) € V, con lo que existe

W={(z,y) eRxR:|jz—y|<e/2} elU

tal que si (z,y) € WoW = 3z € R tal que (z,y) € WA (z,y) € W
=3JzeRtalque |z —z| <e/2N|z—y|<e/2
= lz—yl=lr—z2+z2—yl=[z—-2)+(z-y)
<l|lzv—z|+|z—yl<e/2+¢e/2=c¢.

Por lo tanto, existe W € U tal que W oW C V. Asi, U es uniforme y (R,U) se llama el

espacio uniforme usual. ]

3.2. Continuidad uniforme

En la teoria de espacios uniformes, los mapeos que preservan la estructura (en el sentido

de la imagen inversa) son los mapeos uniformemente continuas.

Definiciéon 3.2.1. Sean (X,U) y (Y,U’) dos espacios uniformes. Un mapeo f: X — Y

se dice uniformemente continua si para cada entorno W de Y, existe un entorno V' de X

tal que (f x f)(V)C W.

Se denota f x f el mapeo f x f: X x X — Y X Y definido por

(f % f)(@1,22) = (f(21), f(22)), para todo (z1,22) € X x X.
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Definicion 3.2.2. Sean (X,U) y (Y, V) espacios uniformes. Un mapeo [ : (X,U) — (Y, V)

se llama uniformemente continua si
(f x f)_l(V) €U, paratodoV €V,

Teorema 3.2.3. Sean (X,U) y (Y,V) espacios uniformes y sea f : (X,U) — (Y,V) un

mapeo uniformemente continua las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) Para todo W entorno de Y, existe un entorno V de X tal que (f X f)(V) c W,

b) (f x f)fl(W) es un entorno de X, para todo W entorno de Y .

Demostracion. Sea W un entorno de Y, existe un entorno V' de X tal que (f X f) (V) cw,
—1

-1
como V C (f X f) ((f X f)(V)) C <f X f) (W). Ya que V es un entorno de X y por
condicién (2) de la definicién 3.2.1 tenemos que (f x f)_l(W) es un entorno de X.

Reciprocamente, sea W un entorno de Y. Sea V = (f X f)fl(W) por por hipoétesis
tenemos que es un entorno de X y (f X f)(V) = (f X f) ((f X f)(W)) cW. O]

Definicion 3.2.4. Si B (resp. B’) es una base de la estructura uniformemente sobre X
(resp. Y'), entonces un mapeo f : X — Y es uniformemente continua si y sélo si satisface

la siguiente condicién:
Para todo W € B, existe V € B tal que V C (f X f)fl(W)
Ejemplo 3.2.5. Sea (X,U) un espacio uniforme, el mapeo identidad

f: X—X

T — T
es uniformemente continua.

Demostracion. Sea W € U, entonces

(fx £)7 W) = {(z1,22) € X x X : (f x f)(w1,25) € W}
= {(21,12) € X x X 1 (f(z), f(22)) € W)
= {(1‘1,33'2) eX xX: (.%'1,.1'2) € W}

=Wel.

Por lo tanto (f x f)fl(W) € U, para todo W € U. O]
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Ejemplo 3.2.6. Sean (X,U,), (Y,Us) v (Z,Us) espacios uniformes. Sean f: X — Y y
g 1Y — Z mapeos uniformemente continuas, entonces go f : X — Z es uniformemente

continua.

Demostracion. Sea W € Us, entonces

(g0 ) x (90.1)

-1

(W):{(xl,xzeXxX go f) x (g f))(xl,@)ew}

(

:{(:cl,xz )EX x X (gOf f>(x2)>ew}

:{(xl,xg eXxX: (9 )-9(f »)EW}

= {(z1,22) € X X X : (f(21), f(12)) € (9 xg) 1(W)}
K )

<f><f> <g><g

Como W es un entorno de U3 de Z, entonces (g X g)_l(W) es un entorno de Uy de Y ya
1 B

que ¢ es uniformemente continua y <f X f) ((g X g) 1(VV)) es un entorno de U; de X

yva que f es uniformemente continua. Asi, tenemos que g o f es un mapeo uniformemente

continua. m

3.3. La estructura uniforme prodiscreta

Sea G un grupo y sea A un conjunto. La estructura uniforme prodiscreta en A es la
estructura uniforme producto obtenida de tomar la estructura uniforme discreta en cada
G _
factor A de A =], .. A
Una base de entornos para la estructura uniforme prodiscreta en A® esta dada por los

conjuntos Wy C A% x A%, en donde
WQ = {(.’L’,y) S AG X AG : x|ﬂ = y‘ﬂ}a (31)
Q) varia sobre todos los subconjuntos finitos de G.

Observacion 3.3.1. Usando la notacion introducida en (3.1), tenemos
V(e Q) ={y € A% (z,y) € Wa},

para todo = € A“.

La siguiente afirmacion da una caracterizacion de autéomata cellular en términos de la

estructura uniforme prodiscreta y el G-desplazamiento en AS.
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3.4. Generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund

Teorema 3.4.1. (Generalizado de Curtis-Hedlund) Sea A un conjunto y sea G un grupo.

Sea 7 : AY — A% un mapeo. Entonces los siguientes incisos son equivalentes:
a) T es un autdmata celular;
b) T es G-equivariante y uniformemente continua con la estructura uniforme prodiscreta.

Demostracion. Por hipotesis tenemos que 7 es un autémata celular y por la Proposicion
2.1.5 tenemos que 7 es G-equivariante.

Sea S un conjunto memoria para 7. Se deduce del Lema 2.1.9 que si dos configuraciones
z,y € AY coincide en ¢S para algtin g € G, entonces 7(z)(g) = 7(y)(g). Consecuente-
mente, si las configuraciones x e y coinciden en QS = {gs : g € Q y s € S} para algin
subconjunto 2 C G, entonces 7(z) y 7(y) coinciden en 2. Usando la notacion introducida

n (3.1), deducimos que
Was C (1 % T)il(WQ).

Otra forma de demostrar la inclusiéon anterior es de la siguiente forma.

Sea (x,y) € Was, entonces x|as = ylas

= x(gs) = y(gs), para todo gs € Q1S
= g '2(s) = g 'y(s), para todo s € S
)

= (g7'2)ls = (g7 ')ls

1

= u((g'2)ls) = n((g'y)ls)
)

= 7(x)(9) = 7(y)(g), para todo g € Q
= 1(@)lo = 7(y)lo

= (T(JZ),T(y)) € Wqy

= (7 x 7)(z,y) € Wa.

Por lo tanto Wqg C (7’ X T)il(WQ). Para cualquier subconjunto finito 2 de G. Como
los conjuntos Wy, donde €2 varia sobre todos los subconjuntos finitos de G, forma una
base de entornos para la estructura uniforme prodiscreta en A%. Asi, tenemos que 7 es

uniformemente continua.
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Reciprocamente, supongamos que 7 es un uniformemente continua y G-equivariante.
Mostraremos que 7 es un automata celular. Consideremos el subconjunto Q2 = {14} C G.

Como 7 es uniformemente continua, entonces existe un subconjunto finito S C G tal que
Ws C (7 x T)il(WQ> = (7 x T)il(ch). Esto significa que 7(z)(1¢) depende solo de la

restriccion de x a S. Asi, existe un mapeo u: A% — A tal que
7(x)(1g) = p(z|s), para todo xz € AC.

Usando la G-equivarianza de 7, tenemos

7(2)(9) = 7(z)(91c)
7(2)(Ly(1c))
(

(0 L) (1e)
9 x)( a)

T

I
\]

(leg~'2)]s)

= ( (97 2)ls),
para todo # € A% y g € G. Esto muestra que 7 es un autémata celular con conjunto

memoria S y el mapeo de definicién p. Consecuentemente, (b) implica (a). O

Cualquier mapeo uniformemente continua entre espacios uniformes es continua con
respecto a las topologias y el reciproco es verdadera cuando los espacios fuentes son com-
pactos. La topologia definida por la estructura uniforme prodiscreta en A“ es la topologia
prodiscreta. En el caso en que A es finito, la topologia prodiscreta en A“ es compacto por
Teorema Technoff. Asi el Teorema 3.4.1 se reduce al Teorema de Curtis-Hedlund (Teorema

3.0.15).

Observacion 3.4.2. Supongamos que G es numerable y A es un conjunto arbitrario. En-
tonces la estructura uniforme prodiscreta ( y por lo tanto la topologfa prodiscreta) en A¢

es metrizable. Para esto, eligamos una sucesion creciente
o=FkE,CE,.CEy---CE,C---

de subconjuntos finitos de G tal que | J,,~, £, = G. Entonces los conjuntos W, , con n > 0,

forma una base de entornos para la estructura uniforme prodiscreta en A%. Considerar
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ahora la metrica d en A® definida por

0, siz =y,

g-max{n > 0:2lp, =ylp.}  oi g £y,
para todo z,y € A®. Entonces tenemos
Wg, = {(z,y) € A% x A% : d(z,y) < 27"},
para todo n > 0. Consecuentemente, d define la estructura uniforme prodiscreta en A%.

Definicién 3.4.3. Sean (X,U) y (Y, V) espacios uniformes, el mapeo f : X — Y es

isomorfismo uniforme si f es biyectivo, f y f~! son uniformemente continuas.

Sea G un grupo y sea A un conjunto. Sea H un subgrupo de G. Equiparemos a
AC/H con su estructura uniforme prodiscreta y Fix(H) C A% con la estructura uniforme
inducido por la estructura uniforme prodiscreta en A. Recordando la Proposicion 1.4.10
de que existe una biyeccién natural p* : AS/H — AC definido por p* = y o p, donde

p: AY — G/H es el sobreyectivo canénico.
Proposicién 3.4.4. El mapeo p* : A" — Fiz(H) es un isomorfismo uniforme.

Demostracion. Para g € G, sean 7, : A — Ay 7r; - ATNG 5 A que denotan los mapeos

de proyecciones definidas por x —— x(g9) v ¥y — y(p(g)) respectivamente. Observar

/

g €5 uniformemente continua, para todo g € G. Esto muestra que p* es

que Ty 0 p* =T
uniformemente continua. De manera similar, la continuidad uniforme de (p*)~! se deduce
del hecho de que 7, o (p*)~" = 74| iz €s uniformemente continua, para cada g € G.

Consecuentemente, p* es un isomorfismo uniforme. O

3.5. Autématas celulares invertibles

Definiciéon 3.5.1. Sea GG un grupo y sea A un conjunto. Se dice que un autéomata celular
71 A9 — A% es invertible si y solo si T es biyectivo y el mapeo inverso 77! : A9 — A% es

también un autémata celular.



3.5. AUTOMATAS CELULARES INVERTIBLES 49

Observacion 3.5.2. La definicion anterior es equivalente a la existencia de un autémata

cellular o : A9 — A% tal que
Too=co71 = Idye.

Asi, el conjunto de automata celular invertible sobre el grupo G y el alfabeto A es

exactamente el grupo ACI(G; A) que consta de todos los elementos invertibles del monoide

AC(G; A).

Definicién 3.5.3. Sean (X,U) y (Y,V) espacios uniforme, una funcion f : X — Y es
un isomorfismo uniforme si y soélo si f es biyectivo, homomorfismo y ambos f y f~! son

uniformemente continuas.

Teorema 3.5.4. Sea A un conjunto y G un grupo. Sea 7 : A9 — A% un mapeo y
equipar a A con su estructura uniforme prodiscreta. Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:
a) T es un autdmata celular invertible;
b) T es un automorfismo G-equivariante uniforme de A%,

Demostracion. Definamos el mapeo 7 : AY — A% por 7(2)(g) = z(g). Sea z,y € A% y
g € G tal que 7(z)(g9) = 7(y)(g), entonces x(g) = y(g), para todo g € G, entonces x = y.
Asi, T es inyectivo. Para todo z € A%, existe x € A% tal que 7(7)(g) = z(g). Asi, tenemos
que T es sobreyectivo. Sea x,y € A% y g € G tenemos 7(zy)(g) = (zy)(9) = x(9)y(g) =
7(x)7(y). Asi, tenemos que 7 es homomorfismo. Por lo tanto 7 es automorfismo. Por
hipotesis tenemos 7 es autémata celular, entonces 7 es G-equivariante por la Proposicion
2.1.5. Asi, tenemos que 7 es uniformemente continua por el Teorema 3.4.1. Ademés por
hipotesis tenemos que 7 es invertible, entonces el mapeo 77! es autémata celular, entonces
el mapeo 77! es G-equivariante por la Proposicion 2.1.5. Asi, tenemos que el mapeo 77!
es uniformemente continua por Teorema 3.4.1.

Reciprocamente, por hipotesis tenemos que 7 es uniformemente continua y G-equivariante,
entonces 7 es automata celular por Teorema 3.4.1. También tenemos por hipotesis que 7

1

es automorfismo uniforme, entonces 7 es biyectivo y 77 es uniformemente continua. Por
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(1.3) tenemos que gx(h) = x(g~'h), para todo z € A% y g, h € G, entonces aplicando el

mapeo 7!, tenemos

Asi, tenemos que 7 !(gx) = g7 (=), para todo x € AY y g € G. Por lo tanto el mapeo

1

77! es G-equivariante, entonces el mapeo 7! es autoémata celular por Teorema 3.4.1. Por

lo tanto 7 es automata celular invertible. O
Automatas celulares biyectivos sobre los alfabetos finitos en A son siempre invertibles.

Teorema 3.5.5. Sea G un grupo y sea A un conjunto finito. Entonces cualquier autémata

celular 7 : A — A% biyectivo es invertible.

Demostracion. Sea 1 : A — A% un autémata celular biyectivo, entonces existe el mapeo
771 A9 — A% De (1.3) tenemos que gz(h) = x(g~'h), para todo z € AY g,h € G,

entonces aplicando el mapeo 77!, tenemos

7 Hgx)(h) =7 (x)(g "'h)

= g7}z

1 1

Asi, tenemos que 77!(gz) = g7 !(x). Por lo tanto 77! es G-equivariante. El mapeo 7~

es continua con respecto a la topologia prodiscreta por compacidad de A%. Consecuente-

1

mente, 77" es un autémata celular por Teorema 3.0.15. U

El siguiente ejemplo muestra que el Teorema 3.5.5 es falso si se omite la hipotesis de

la finitud del conjunto A.

Ejemplo 3.5.6. Sea K un campo. Se toma como conjunto de alfabeto el anillo A = K[t]

formada por todas las series de potencia en la variable ¢ indeterminada con coeficientes
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en K. Asi, un elemento de A es justamente una sucesion a = (k;);eny de elementos de K

escribimos de la forma

a:k0+k1t—|—k2t2+k:3t3+- .. :Zkltl,
1eN

la adiccion y la multiplicacién de dos elementos a = ), kit v b= D ieN k:;ti estan dadas
respectivamente por

atb=> (ki+k)t

ieN
ab = Zk;lti, con k;, = Z kilk;Q, para todo ¢ € N.
1€EN i1+i2=1
Tomando G = Z. Asi, una configuraciéon z € A% es un mapeo x : Z — K[t]. Si

Consideramos el mapeo 7 : A9 — A% definido por
7(z)(n) = 2(n) — tz(n + 1), para todo z € A® y n € Z.

Claramente 7 es un autémata celular y que admite a S = {0, 1} como un conjunto memoria
y el mapeo de definicién local asociado con 7 es el mapeo p : A5 —s A definido por
p(xg.z1) = xo — txq, para todo xg, x; € A.

Demostraremos que 7 es biyectivo. Considerar el mapeo o : AN —s AS/N definido

por
o(z)(n) = z(n) +tx(n+1) + 2x(n+2) + t3(n+3) + - - -, paratodo r € A® yn € Z.

Claramente o(z)(n) € KJt] esta bien definida. De hecho, si tomamos z(n) € K[t] en la

forma
x(n) = Z Tt para todon € Zy z,; € K,
ieN
entonces ,
(]
ieN \ j=0

Uno inmediatamente puede ver que 0 o7 = 700 = Id 6. Ademés, 7 es biyectivo con

inverso 77! = 0.

Mostraremos que el mapeo o : A — A% no es un autémata celular. Sea F C Z finito
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y escogamos un entero M > 0 tal que F' C (—oo, M]. Consideremos la configuracion y
definido por
0, sin<M,

y(n) =

1, siM+1<n,

y la configuracion z definido por z(n) = 0, para todo n € Z. Entonces z e y coinciden en

F. Ademés, evaluando en 0 el 7(y) tenemos
O’(y)(O) — tMJrl + tMJrQ 4 tM+3 N

cuando el valor de o(z) en 0 es o(2)(0) = 0. Se sigue que no existe un subconjunto finito
F C Z tal que o(x)(0) que depende solo de la restriccion de z € A% a F. Esto muestra
que o no es un autémata celular. Consecuentemente, 7 es un autémata celular biyectivo

que no es invertible.

En la siguiente Proposicion se mostrara que la invertibilidad se preserva bajo la ope-

racion de induccion y restriccion.

Proposicion 3.5.7. Sea G un grupo y A un conjunto. Sea H un subgrupo de G y sea
T € AC(G,H; A). Sea 7y € AC(H; A) que denota la restriccion de automata celular de T

a H. Entonces la siguientes condiciones son equivalentes:
a) T es invertible;
b) Ty es invertible.
Ademds, si T es invertible, entonces 771 € AC(G, H; A) se tiene
(7 Yy = (tg) " (3.2)

Demostracion. Recordemos primero de (2.12) las factorizaciones
AY = H Ay T= H e, (3.3)
ceG/H ceG/H

donde 7, : A — AC satisface 7.(Z|.) = (7())|., para todo 7 € A®.
Supongamos que 7 es invertible. Denotar por ¢ € AC(G; A) el automata celular inverso

de 771, Se sigue de (3.3) que el mapeo 7. : A° — A€ es biyectivo, para cada c € G/H y
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que

o= H (Tc)fl, (3.4)

ceG/H

donde (7)7!': A° — A€ es el mapeo inverso de 7.. Mostraremos que o € AC(G, H; A).
Sea S C G un conjunto memoria para o. Sea T € A%, se segui de (3.4) que (0(7))|y =

(1)~ H(Z| ). Asi, se tiene

o(@)(le) = (0(@)ln(le) = (ru) " (@ln)(1e).

Esto muestra que o(7)(1g) depende solo de Z|g. Por Lema 2.2.1, deducimos que SN H es
un conjunto memoria para o. En efecto, supongamos que dos configuraciones 7,y € A
coinciden en S N H. Considerar la configuracion Z € A% que coincide con ¥ en S y con
yen G/S. Se tiene 0(7)(1g) = 0(2)(1g) ya que T y 2z coinciden en S. Es decir, se tiene
o(¥)(1g) = 0(2)(1g) ya que z e y coinciden en H. Esto implica o(7)(1g) = o(y)(1g). Asi,

existe un mapeo p : A5 — A tal que

o(z)(1a) = u(Z]snn),

para todo € A®. Aplicando la Proposiciéon 2.1.8 se sigue que S N H es un conjunto de
memoria para 0. Como S N H C H, esto muestra que 7! = 0 € AC(G, H; A). Ademas,
se sigue de (3.4) que
(r D =ou = (ta)",
que nos da (3.2).
La equivalencia (a) < (b) es una consecuencia inmediata de la Proposicion 2.4.6 que
indica que la restriccion del mapeo AC(G, H; A) — AC(H; A) es un isomorfismo monoi-

dal. O

3.5.1. Aplicacién del teorema de generalizado de Curtis-Hedlund

Teorema 3.5.8. Sean 7,7 : A — A® automatas celulares, entonces el mapeo es 7o 1’

es uniformemente continua y G-equivariante.

Demostracion. Por la Proposicion 2.1.11 tenemos que 7 o 7/ es un autoémata celular y
por el Teorema 3.4.1 (Generalizado de Curtis-Hedlund) tenemos que el mapeo 7 o 7’ es

G-equivariante y uniformemente continua. O



4

Conclusién y recomendacion

El objetivo del presente trabajo es el estudio de autématas celulares y la demostraciéon
de la generalizacion del Teorema de Curtis-Hedlund. Teorema de Curtis-Hedlund es para
un conjunto alfabeto finito y se generaliza en espacios uniformes para un conjunto de
alfabeto infinito.

Se recomienda para un nuevo proyecto de grado la demostracion del Teorema Jardin
de Edén da una condicién necesaria y suficiente para la sobreyectividad de un autémata
celular con un alfabeto finito sobre un grupo amenable. Afirma que un autémata de este
tipo es sobreyectivo si y solo si es pre-inyectivo. Como su nombre lo sugiere, la pre-inyeccion
es una nociéon més débil que la inyectividad. Esto significa que para cualesquiera de dos
configuraciones que tienen la misma imagen por el autémata debe ser igual si coinciden

fuera de un subconjunto finito del grupo.
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