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2.3. El resultado débil de dualidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.4. Funciones convexas diferenciables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5. La brecha de dualidad y los teoremas de inexistencia de la brecha y de

dualidad conversa. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3. Dualidad fuerte en optimización no convexa. 32

3.1. Conos, pointed y sus propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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Introducción

El presente proyecto de grado estudia la problemática de hallar condiciones que nos

permitan caracterizar, en algún sentido, la propiedad de Dualidad Fuerte en optimización

no convexa.

Es aśı que, en el primer caṕıtulo, estudiaremos algunos resultados sobre conjuntos

convexos, aśı como algunas de sus propiedades topológicas que necesitaremos. También

realizaremos un pequeño estudio sobre hiperplanos, separación de un convexo y un punto,

soporte de conjuntos convexos. Luego estudiaremos algunos conceptos sobre funciones

convexas y enunciaremos las condiciones K.K.T. las cuales no la desarrollaremos pues no

es nuestro objetivo y solo serán necesarios para el desarrollo de algunos resultados del

caṕıtulo 2.

El concepto de dualidad surge con regular frecuencia en matemáticas. Planteado un

problema de optimización nos preguntamos si existe otro problema asociado al anterior

que permita, entre otras cosas, resolver el primero en forma mas sencilla aprovechando las

propiedades que el segundo tiene, como por ejemplo, pasar de un problema con restricciones

a uno sin restricciones, éstos son conocidos como los problemas primal y dual.

Entonces, en el segundo caṕıtulo, estudiaremos el concepto de problema primal para

luego demostrar una condición de Dualidad Fuerte que afirma que el dual de un problema

tiene solución y que éste coincide con el valor optimal del problema primal.

El objetivo principal será presentado en el caṕıtulo 3. El cual es estudiar un resultado

de Dualidad Fuerte pero en optimización no convexa y que lo presentamos aśı:

Sea C ⊂ Rn y P ⊆ Rm cono, convexo, cerrado. Dado f : C → R y g : C → Rm, se

considera el problema de minimizacion primal siguiente:

µ = ı́nf
g(x)∈−P

f(x)

x ∈ C

El problema dual Lagrangiano asociado al primal se define como:

υ = sup
λ∗∈P ∗

ı́nf
x∈C

f(x) + 〈λ∗, g(x)〉
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Donde P ∗ es el cono polar positivo de P . Se dice que el problema primal tiene la propiedad

Z.D.G. (Zero duality Gap) si los valores óptimos del primal y dual coinciden, esto es, µ = υ.

El problema primal se dice que tiene la propiedad de Dualidad Fuerte si el primal tiene la

propiedad Z.D.G. y además el problema dual lagrangiano admite solución.
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Caṕıtulo 1

Aspectos de Análisis Convexo

En éste caṕıtulo revisamos los resultados que necesitaremos del análisis convexo para

el desarrollo de los caṕıtulos siguientes en el estudio de dualidad. Lo que se hará es desa-

rrollar algunas proposiciones, principalmente sobre los conos convexos, mencionaremos

definiciones y resultados de funciones convexas para luego enunciar el teorema de K.K.T.

el cual no lo desarrollaremos.

1.1. Conjuntos convexos

Definición 1. Sean A,P ⊆ Rn.

1. A es un conjunto convexo si y solo si para todo x, y ∈ A y todo λ ∈ [0, 1] se cumple

que λx+ (1− λ)y ∈ A.

2. Diremos que x de Rn es combinación lineal convexa de x1, x2, . . . , xk ∈ Rn si existen

λ1, . . . , λk ∈ R no negativos con
∑k

i=1 λi = 1 y x =
∑k

i=1 λixi.

3. Sea A no vaćıo. La envolvente convexa de A, co(A), es el conjunto de puntos de Rn

que pueden escribirse como combinación lineal convexa de una cantidad de puntos

de A, es decir;

co(A) =

{
m∑
i=1

λixi :
m∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, para todo i = 1, . . . ,m;xi ∈ A;m ∈ N

}
.

4. P es un cono si y solo si tP está en P ; para todo t ≥ 0, donde tP = {tp; p en P}.

Es fácil ver que si A1 ⊂ A2 entonces co(A1) ⊂ co(A2), pues toda combinación convexa

de elementos de A1 es una combinación convexa de A2. También, si A es convexo entonces

co(A) = A. Denotamos por co(A) a la clausura topológica de co(A).
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Proposición 1. Sea A ⊂ Rn. co(A) es un conjunto convexo.

Demostración. Sean x, y en co(A) y λ en [0, 1]. Luego,

x =
k∑
i=1

µixi, y =
m∑
i=1

νiyi

donde x1, . . . , xk, y1, . . . , ym están en A y µ1, . . . , µ2 ≥ 0, ν1, . . . , νm ≥ 0 tal que
∑k

i=1 µi =

1,
∑m

i=1 νi = 1. Entonces

λx+ (1− λ)y) = λ
k∑
i=1

µixi + (1− λ)
m∑
i=1

νiyi =
k∑
i=1

λµixi +
m∑
i=1

(1− λ)νiyi.

Llamando zi = xi, αi = λµi, para todo i = 1, . . . , k y zk+i = yi, αk+i = (1−λ)νi para todo

i = 1, . . . ,m se tiene que

λx+ (1− λ)y =
k+m∑
i=1

αizi

con zi ∈ A, αi ∈ [0, 1], para todo i = 1, . . . , k +m y

k+m∑
i=1

αi = λ
k∑
i=1

µi + (1− λ)
m∑
i=1

νi = λ+ (1− λ) = 1.

Luego, por definición, se tiene que λx + (1 − λ)y ∈ co(A). Aśı co(A) es un conjunto

convexo.

Proposición 2. Un conjunto C ⊆ Rn es un cono convexo si y solo si para todo x1, x2 de

C y para todo α, β ≥ 0 se verifica que αx1 + βx2 pertenece a C.

Demostración. Asumiendo que C es un cono convexo. Sean x1, x2 ∈ C y α, β ≥ 0 entonces

αx1 + βx2 = (α + β)

[
α

α + β
x1 +

β

α + β
x2

]
Luego, como α

α+β
+ β

α+β
= 1 y C es convexo, entonces α

α+β
x1 + β

α+β
x2 ∈ C. Por tanto,

como C es un cono, αx1 + βx2 ∈ C.

Rećıprocamente. Sea x ∈ C y t ≥ 0. Con α = t, x1 = x, β = 0 en la hipótesis

αx1 + βx2 = tx1 ∈ C. Por tanto C es un cono. Por otro lado, para x1, x2 ∈ C y λ ∈[0, 1]

con α = λ, β = (1 − λ) tendremos que αx1 + βx2 = λx1 + (1 − λ)x2 ∈ C. Aśı C es

convexo.

Lema 1. Sea {Ci}i∈I , una familia arbitraria de conjuntos no vaćıos en Rn. Si cada Ci es

cerrado entonces su intersección es cerrada.
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Demostración. Sea a ∈
⋂
i∈I Ci. Entonces para todo i ∈ I se tendrá a ∈ Ci. Luego como

a ∈ Ci y cada Ci es cerrado, existen sucesiones (xn,i), para todo i ∈ I, tal que xn,i → a.

Luego (xn,i) ∈
⋂
i∈I Ci. Por tanto

⋂
i∈I Ci es cerrado.

Proposición 3. La intersección arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Demostración. Sea {Ci}i∈I una colección de conjuntos convexos. Si x, y ∈
⋂
i∈I Ci enton-

ces, para todo i ∈ I se tiene que x, y ∈ Ci, y como cada Ci es convexo, el segmento

[x, y] ⊂ Ci para todo i ∈ I. Entonces [x, y] ⊂
⋂
i∈I Ci, por lo tanto

⋂
i∈I Ci es convexo.

Proposición 4. Sean A,K ⊂ Rn.

1. co(A) = co(A).

2. co(A+K) = co(A) +K cuando K es convexo.

Demostración. Veamos que co(A) = co(A). Como A ⊆ A entonces co(A) ⊂ co(A), luego

co(A) ⊆ co(A). Rećıprocamente, sea a ∈ co(A) entonces existen x1, x2, . . . , xm ∈ A y

λ1, λ2, . . . , λm ≥ 0 tal que
∑m

i=1 λi = 1 y
∑m

i=1 λixi = a. Como x1, x2, . . . , xm ∈ A existen

sucesiones (yi,k) ∈ A tal que yi,k → xi para cada k ∈ N. Entonces

a =
m∑
i=1

λixi =
m∑
i=1

λi ĺım
k→∞

yi,k = ĺım
k→∞

m∑
i=1

λiyi,k,

donde
∑m

i=1 λiyi,k ∈ co(A). Luego a ∈ co(A). Por tanto

co(A) ⊂ co(A), (1.1)

de donde co(A) ⊂ co(A) = co(A).

Ahora demostremos que co(A + K) = co(A) + K. Tomemos x ∈ co(A + K), luego

existen a1, a2, . . . , ak ∈ A, b1, b2, . . . , bk ∈ K, λ1, λ2, . . . , λk ≥ 0 tal que
∑k

i=1 λi = 1 y

x =
∑k

i=1 λi(ai + bi). Aśı,

x =
k∑
i=1

λi(ai + bi) =
k∑
i=1

λi(ai) +
k∑
i=1

λi(bi) ∈ co(A) + co(K)

es decir x ∈ co(A) + co(K) = co(A) +K, pues K es convexo.

Rećıprocamente, para todo x ∈ co(A) y y ∈ K existen a1, a2, . . . , ak ∈ A, λ1, λ2, . . . , λk ≥
0 tal que

∑k
i=1 λi = 1, x =

∑k
i=1 aiλi. Aśı

x+ y =
k∑
i=1

aiλi + y

=
k∑
i=1

aiλi +
k∑
i=1

λiy

=
k∑
i=1

λi(ai + y) ∈ co(A+K).
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Figura 1.1: A ∪ {(0, 0)}

Por lo tanto x+ y ∈ co(A+K).

Ejemplo 1. En (1.1) no se da la igualdad. En efecto, sea A =
{
a ∈ R2/a = (x, 1

x
), x> 0

}
∪

{(0, 0)}. Luego co(A) es el primer cuadrante unido al origen sin los ejes, y co(A) es el primer

cuadrante unido al origen y a los ejes, ver 1.1. Por tanto co(A) no está contenido en co(A).

1.2. Algunas propiedades topológicas de conjuntos con-

vexos

Proposición 5. Sea A ⊂ Rn un conjunto convexo, entonces su interior también lo es.

Demostración. Sean x, y ∈ int(A) y λ ∈ [0, 1]. Luego, existen ε1> 0, ε2> 0 tal que

B(x, ε1) ⊂ A, B(y, ε2) ⊂ A. Tomemos ε = mı́n {ε1, ε2}. Luego B(x, ε) ⊂ A, B(y, ε) ⊂ A.

Sea z = λx + (1 − λ)y, mostremos que B(z, ε) ⊂ A. Si w ∈ B(z, ε), entonces existen

x = (w − z) + x ∈ B(x, ε), y = (w − z) + y ∈ B(y, ε). Luego

λx+ (1− λ)y = λ(w − z) + λx+ (1− λ)(w − z) + (1− λ)y

= z + w − z = w.

Por tanto w ∈ A y B(z, ε) ⊂ A. Además como ‖x− x‖<ε, ‖y − y‖<ε, se tendrá que

‖w − z‖ = ‖λx+ (1− λ)y − λx− (1− λ)y‖
= ‖λ(x− x) + (1− λ)(y − y)‖
≤ λ ‖x− x‖+ (1− λ) ‖y − y‖
<λε+ (1− λ)ε = ε.
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Aśı el int(A) es convexo.

Proposición 6. Sea A ⊂ Rn un conjunto convexo, entonces su cerradura también es un

conjunto convexo.

Demostración. Sean x, y ∈ A y t ∈[0,1] entonces existen sucesiones (rk), (sk) ∈ A tal que

rk → x y sk → y. Luego trk + (1− t)sk → tx+ (1− t)y, por lo tanto tx+ (1− t)y ∈ A y

finalizamos diciendo que A es convexo.

Lema 2. Sea A ⊂ Rn convexo y supongamos que x ∈ int(A) e y ∈ A. Entonces [x, y)

⊂ int(A).

Demostración. Sea ε> 0 tal que B(x, ε) ⊂ A y distingamos dos casos. Supongamos pri-

meramente que y ∈ A. Entonces [x, y]⊂ A y, dado z = (1 − λ)x + λy ∈ [x, y) para λ ∈
[0, 1), mostremos que B(z, (1 − λ)ε) ⊂ A. Sea w ∈ B(z, (1 − λ)ε), entonces existe w tal

que w = w−λy
1−λ . Luego

‖w − x‖ =

∥∥∥∥w − λy1− λ
− x
∥∥∥∥

=
1

1− λ
‖w − λy − (1− λ)x‖

=
1

1− λ
‖w − (λy + (1− λ)x)‖

=
1

1− λ
‖w − z‖

<
1

1− λ
(1− λ)ε = ε.

aśı z ∈ int(A) y [x, y)⊂ int(A).

Ahora supongamos que y /∈ A y mostremos que [x, y)⊂ A. Es claro que x ∈ A, luego

tomemos z = (1 − λ)x + λy para algún λ ∈ (0, 1). Como y ∈ A entonces para toda

B(y, (1−λ)ε
λ

) y todo (1−λ)ε
λ

> 0, se tiene que B(y, (1−λ)ε
λ

)∩A 6= ∅. Existe u ∈ B(y, (1−λ)ε
λ

)∩A
luego u = y + 1−λ

λ
v para un cierto v ∈ B(0, ε). Entonces

z = (1− λ)x+ λy

= (1− λ)x+ λu− (1− λ)v

= λu+ (1− λ)(x− v),

y observemos que u ∈ A y que (x − v) ∈ B(x, ε) ⊂ A pues v ∈ B(0, ε). Luego z =

λu+ (1− λ)(x− v) ∈ A y por tanto [x, y)⊂ A como queŕıamos.

Finalmente, dado z ∈[x, y) el párrafo anterior permite aplicar el primer caso a [x, z)

luego [x, z)⊂ int(A). Como ésto es cierto para todo z ∈[x, y), concluimos que [x, y)⊂
int(A).
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Proposición 7. Dado A ⊂ Rn convexo y si int(A) 6= ∅, entonces se cumple que int(A) = A

Demostración. Como int(A) ⊂ A entonces int(A) ⊂ A. Rećıprocamente, sea a ∈ A y

tomemos x0 ∈ int(A) 6= ∅ por el anterior lema [x0, a)⊂ int(A). Por tanto, a es ĺımite de

puntos del interior de A, luego a ∈ int(A).

Proposición 8. Dado A ⊂ Rn convexo con interior no vaćıo, se cumple que int(A) =

int(A).

Demostración. Como A ⊂ A entonces int(A) ⊂ int(A). Veamos la otra inclusión, sea

A convexo con interior no vaćıo y sea x ∈ int(A). Tomemos a ∈ int(A). Si a = x no

hay nada que probar. Supongamos que a 6= x, como x ∈ int(A) existe ε> 0 tal que

B(x, ε) ⊂ A. Consideremos el punto w = x + ε
2
x−a
|x−a| pertenece a B(x, ε) ⊂ A y x ∈[a, w).

Por el anterior lema tenemos que [a, w)⊂ int(A), pues A es convexo. Despejando x, de

la definición de w, tendremos que x = λa + (1 − λ)w donde λ = ε
ε+2|x−a| en (0, 1) luego

x ∈ (a, w) ⊂[a, w)⊂ int(A).

1.3. Hiperplanos, separación y soporte de conjuntos

convexos

Definición 2. Un hiperplano H, es un conjunto de puntos de la forma H =
{
x/pTx = α

}
,

donde p está en Rn, p 6= 0 y α de R. El vector p es el vector normal al hiperplano.

Definición 3. Sean S1, S2 6= ∅ dos conjuntos en Rn. Se dice que un hiperplano H ={
x/pTx = α

}
separa a S1 de S2 si:

i) S1 ⊂ H+ es decir pTx ≥ α para todo x ∈ S1, y S ⊂ H− es decir pTx ≤ α para todo

x en S2.

ii) S1 ⊂ H− y S2 ⊂ H+.

Definición 4. Se dice que el hiperplano H separa fuertemente a S1 de S2 si existe ε> 0,

tal que:

i) pTx ≥ α + ε para todo x ∈ S1; p
Tx ≤ α para todo x ∈ S2 ó

ii) pTx ≤ α− ε para todo x ∈ S1; p
Tx ≥ α para todo x ∈ S2.

Teorema 1. Sea S ⊂ Rn convexo, cerrado y no vaćıo. Para cada x de Rn existe un único

x en S tal que |x− x| ≤ |x− y| para todo y en S.
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Demostración. Veamos la existencia usando el hecho de que S es cerrado. Dado x ∈ Rn,

tomemos R> 0 tal que K = B(x,R)∩ S. El conjunto K es cerrado y acotado, luego K es

compacto. Como la aplicación y → |x− y| es continua, deducimos que existe x ∈ K tal que

|x− x| ≤ |x− y| para todo y ∈ K. Ahora, para y /∈ K se sigue que |x− y|>R ≥ |x− x|,
luego |x− x| ≤ |x− y| para todo y ∈ S.

Probemos la unicidad usando el hecho de que S es convexo. Razonando por reducción

al absurdo, supongamos que existen x, y ∈ S distintos tal que |x− x| ≤ |x− y| y |x− y| ≤
|x− y| para todo y ∈ S, entonces podemos considerar c = 1

2
(x + y), que pertenece a S,

pues S es convexo. Luego

〈x− c, x− c〉 =

〈
x− 1

2
x− 1

2
y, x− 1

2
x− 1

2
−y
〉

=

〈
1

2
(x− y),

1

2
(2x− x− y)

〉
=

1

4
〈x− y, 2x− x− y〉

=
1

4
〈(x− y)− (x− x), (x− x) + (x− y)〉

=
1

4

[
|x− y|2 − |x− x|2

]
= 0

y los puntos x, x y c forman un triángulo rectángulo y el teorema de Pitágoras nos dice que

|x− x|2 = |x− c|2 + |c− x|2> |x− c|2. Esto prueba que |x− x|> |x− c|, contradiciendo

al hecho de que x esta a mı́nima distancia de x.

Teorema 2. Sea S ⊂ Rn un conjunto convexo y cerrado y sea y /∈ S. Entonces, existen p

en Rn y α en R tal que pTy >α y pTx ≤ α, para todo x en S.

Demostración. Por anterior teorema existe un x ∈ S que minimiza la distancia entre y y

cualquier punto x ∈ S, es decir; ‖y − x‖ ≤ ‖y − x‖ para todo x en S. Sea x en S tal que

x = λx+ (1− λ)x, para todo λ en [0, 1]. Luego

‖y − x‖2 ≤
∥∥y − x∥∥2

= ‖y − x− λ(x− x)‖2

= ‖y − x‖2 + λ2 ‖x− x‖2 − 2λ(x− x)T (y − x)

= ‖y − x‖2 + λ2 ‖x− x‖2 + 2λ(x− x)T (x− y).

Entonces

λ2 ‖x− x‖2 + 2λ(x− x)T (x− y) ≥ 0.

A la última desigualdad la dividimos entre λ y tomemos el ĺımite cuando λ → 0 del cual

se tiene que (x− x)T (y − x) ≤ 0 para todo x ∈ S.
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De lo anterior decimos que:

−xT (y − x) ≥ −xT (y − x), (1.1)

para todo x ∈ S.

Ahora, examinemos lo siguiente:

‖y − x‖2 = (y − x)T (y − x) = yT (y − x)− xT (y − x)> 0. (1.2)

Sean p = y−x 6= 0 para y que no está en S, x en S y α = pTx. De lo obtenido en (1,1)

concluimos que α = pTx ≥ pTx para todo x en S. Y de lo examinado en (1,2) decimos

que pTy >pTx = α. Por lo tanto pTx ≤ α<pTy para todo x en S.

Definición 5. Sea S 6= ∅ un conjunto en Rn, y x un punto en la frontera de S. Se dice

que el hiperplano H =
{
x/pT (x− x) = 0

}
soporta a S en x si S ⊂ H+ ó S ⊂ H−.

Si además, S no es subconjunto de H, se dice que el hiperplano soporta bien a S en x.

Teorema 3. Sea S 6= ∅ un conjunto convexo en Rn, y x un punto sobre la frontera de S.

Entonces, existe p 6= 0 tal que H =
{
x/pT (x− x) = 0

}
soporta a S en x.

Demostración. Debemos mostrar que existe un p tal que pT (x− x) ≤ 0 para todo x ∈ S.

Como x está en la frontera de S, entonces x no está en el int(S). Luego por la convexidad

de S implica que x no está en el int(S). De ésta manera decimos que

x ∈
[
int(S)

]c
= ∂

(
S
)
∪ Ext

(
S
)
,

en particular x ∈ ∂S.

De lo anterior, como x ∈ ∂
(
S
)

implicará que

x ∈ S ∩ Rn \ S = S ∩ Rn \ S.

Entonces, existe una sucesión {yk} ⊂ Rn \S tal que yk → x. Por el anterior teorema, para

toda yk en la sucesión existe pk 6= 0 tal que

(pk)
Tyk>(pk)

Tx,

para todo k ∈ N y para toda x ∈ S.

Consideremos pk = pk
‖pk‖

. Luego, ‖pk‖ = 1 para toda k ∈ N. Por lo tanto pk ∈ Sn−1,
donde Sn−1 es la esfera unitaria, el cual es compacto. Y por la compacidad de Sn−1 toda

sucesión {pk} ⊂ Sn−1 posee una subsucesión {pk}k∈N1
tal que pk → p, p en Sn−1.

Además, como ‖pk‖ = 1, para todo k en N se tiene que ‖p‖ = 1 y también por el

anterior teorema se satisface la relación:

(pk)
Tyk>(pk)

Tx,
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para toda k en N1 y para toda x en S. Entonces, tomando el ĺımite, en la última desigualdad

cuando k →∞, obtenemos:

pTx ≥ pTx

para toda x en la cerradura de S.

Observación 1. En la anterior demostración observamos también que si S es convexo

implicará que ∂S = ∂
(
S
)
. En efecto, sea a ∈ ∂S entonces a /∈ int(S) = int

(
S
)
, pues

S es convexo. Luego a /∈ int
(
S
)
. Aśı, a ∈

[
int
(
S
)]c

= ∂(S) ∪
(
ExtS

)
, en particular

a ∈ ∂
(
S
)
. Rećıprocamente, sea a ∈ ∂

(
S
)
, entonces para todo ε> 0 B(a, ε) ∩ S 6= ∅ y

B(a, ε)∩
(
S
)c 6= ∅. Tomando en cuenta que ∂

(
S
)
⊂ S entonces a ∈ S = S ∪ ∂ (S). Luego

tenemos los siguientes casos:

i) a ∈ ∂ (S), por tanto ∂
(
S
)
⊆ ∂ (S).

ii) a ∈ S entonces B(a, ε) ∩ S 6= ∅ (*). Y tomemos en cuenta que B(a, ε) ∩
(
S
)c 6= ∅,

entonces B(a, ε)∩(S ∪ ∂S)c 6= ∅, luego B(a, ε)∩Sc∩∂ (S)c 6= ∅. En particular B(a, ε)∩Sc 6=
∅ (**). Luego de (*) y (**) tendremos por definición de frontera que a ∈ ∂ (S); es decir,

∂
(
S
)
⊆ (S).

Corolario 1. Sea S 6= ∅ un conjunto convexo en Rn y x /∈ S. Entonces existe p 6= 0 en

Rn tal que: pT (x− x) ≤ 0, para toda x en la cerradura de S.

Demostración. Si x no está en la cerradura de S entonces por teorema 2 se tiene que

existen p ∈ Rn y α ∈ R tal que pTx>α ≥ pTx para todo x en la cerradura de S. Luego

0 ≥ pT (x− x) para toda x en la cerradura de S.

Ahora si x está en la frontera de S, entonces se tiene el caso del teorema 3 y pT (x−x) ≤
0.

Teorema 4. Separación entre dos conjuntos convexos. Sean S1, S2 dos convexos no vaćıos

de Rn y supongamos que S1 ∩ S2 = ∅. Entonces existe H que separa a S1 de S2, es decir;

existe p en Rn tal que sup
{
pTx : x ∈ S1

}
≤ ı́nf

{
pTx : x ∈ S2

}
.

Demostración. Definamos el conjunto S = S1 − S2 = {x = x1 − x2/x1 ∈ S1; x2 ∈ S2},
observemos que S es convexo. Además, como S1 ∩ S2 = ∅ se tiene que el elemento 0 no

está en S.

Por el corolario de separación entre un convexo y un punto, existe un vector p en Rn

tal que pT (x − 0) = pTx ≤ 0, para toda x en S. Por tanto pTx = pT (x1 − x2) ≤ 0, para

todo x1 en S1, x2 en S2. Es decir;

sup
x1∈S1

{
pTx1

}
≤ ı́nf

x2∈S2

{
pTx2

}
.
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1.4. Funciones convexas

Definición 6. Sea S ⊂ Rn convexo y f : S → R una función. Entonces, se dice que f es

una función convexa, si dados x, y ∈ S se tiene que:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

para cualquier λ ∈ [0, 1] .

Si la desigualdad se cumple estrictamente para λ ∈ (0, 1) y x 6= y, entonces la función

es estrictamente convexa; es decir:

f(λx+ (1− λ)y)<λf(x) + (1− λ)f(y)

para todo x 6= y.

Teorema 5. Sea S 6= ∅ un conjunto convexo en Rn y f : S → R una función diferenciable

sobre S. Entonces, f es convexa sobre S si y sólo si

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x)

para todo x, y ∈ S. Además f es estrictamente convexa si y sólo si

f(y)>f(x) +∇f(x)T (y − x)

para todo x, y ∈ S, x 6= y.

Demostración. Si f es una función convexa sobre S, por definición se sabe que, dados

x, y ∈ S y t ∈[0, 1] se cumple la desigualdad siguiente:

f(ty + (1− t)x) ≤ tf(y) + (1− t)f(x).

Es decir:

f(x+ t(y − x)) ≤ f(x) + t [f(y)− f(x)] .

De lo anterior decimos que t [f(y)− f(x)] ≥ f(x + t(y − x)) − f(x) y dividiendo por t

obtendremos que

f(y) ≥ f(x) +
f(x+ t(y − x))− f(x)

t
,

para cualquier t ∈ (0, 1). Aplicando el ĺımite cuando t→ 0 y del hecho de que

ĺım
t→0

f(x+ t(y − x))− f(x)

t
= ∇f(x)T (y − x)

obtendremos que

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x).
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Rećıprocamente, supongamos que f(y) ≥ f(x) + ∇f(x)T (y − x) para todo x, y ∈ S.

Sea x = λx + (1 − λ)y; λ ∈ (0, 1). Como S es un conjunto convexo se tiene que x ∈ S y

se satisface las siguientes relaciones:

f(x) ≥ f(x) +∇f(x)T (x− x),

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T (y − x),

Multiplicando la primera desigualdad por λ, y multiplicando la segunda por (1 − λ) y

sumando ambos miembros obtenemos:

λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T [λ(x− x) + (1− λ)(y − x)]

= f(x) = f(λx+ (1− λ)y).

Ahora mostremos la segunda parte del teorema. Sean x, y ∈ S, x 6= y y h = y − x.

Sea también λ ∈ (0, 1). Como f es estrictamente convexa, entonces f es convexa. Luego

apliquemos la primera parte de éste teorema con x y x + λh en lugar de y. Entonces

∇f(x)T (x+ λh− x) ≤ f(x+ λh)− f(x). Luego

∇f(x)T (λh) ≤ f(x+ λh)− f(x)

= f(x+ λy − λx)− f(x)

= f((1− λ)x+ λy)− f(x)

<(1− λ)f(x) + λf(y)− f(x)

= f(x)− λf(x) + λf(y)− f(x)

= λ(f(y)− f(x)).

Dividiendo la anterior desigualdad por λ, y tomando el hecho de que h = y−x se tendrá que

∇f(x)T (y − x)<f(y)− f(x).

Por tanto

∇f(x)T (y − x) + f(x)<f(y).

Rećıprocamente, supongamos que f(y)>f(x)+∇f(x)T (y−x) para todo x, y ∈ S. Sea

x = λx + (1 − λ)y; λ ∈ (0, 1). Como S es un conjunto convexo se tiene que x ∈ S y se

satisface las siguientes relaciones:

f(x)>f(x) +∇f(x)T (x− x),

f(y)>f(x) +∇f(x)T (y − x),
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Multiplicando la primera desigualdad por λ, y multiplicando la segunda por (1 − λ) y

sumando ambos miembros obtenemos lo siguiente:

λf(x) + (1− λ)f(y)>f(x) +∇f(x)T [λ(x− x) + (1− λ)(y − x)]

= f(x) = f(λx+ (1− λ)y).

Definición 7. Sea f : S → R una función definida sobre un conjunto convexo no-vaćıo

S ⊂ Rn. Se dice que f es cuasi-convexa sobre S, si para cualquier pareja de puntos x, y ∈ S,

se tiene que:

f(λx+ (1− λ)y) ≤ máx {f(x), f(y)}

para todo λ ∈ [0, 1].

Definición 8. Sea S ⊂ Rn un conjunto convexo abierto y f : S → R una función

diferenciable sobre S. Se dice que f es una función pseudoconvexa si y sólo si para todo

x, y ∈ S (x 6= y)

f(y)<f(x) entonces 〈∇f(x), (y − x)〉< 0.

Ésto equivale a decir que:

〈∇f(x), (y − x)〉 ≥ 0 entonces f(y) ≥ f(x).

1.5. Las condiciones de Karush, Kuhn y Tucker.(K.K.T.)

Definición 9. Sean f : Rn → R y h : Rn → Rm con n>m. La función de Lagrange se

define por:

L(x, u) = f(x) + uTh(x).

Considérese ahora el problema

min f(x)

sujeto a x ∈ S
(P)

Entonces, al conjunto S se le conoce como la Región Factible del problema (P ).

Además, si x ∈ S, se dice que x es un punto factible.

Definición 10. Supongamos que la región factible se especifica de la manera siguiente:

S = {x/g(x) ≤ 0;x ∈ X ⊂ Rn} .
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Donde g : Rn →: Rm y X 6= ∅ es un conjunto abierto. Entonces (P ) es un Problema de

programación No-Lineal con función objetivo f y restricciones definidas por un conjunto

de desigualdades:

min f(x)

sujeto a g(x) ≤ 0

x ∈ X.

(PNL)

Para esto, recuérdese que la función g está compuesta por funciones gi : Rn → R; i =

1, 2, . . . ,m. Entonces, si x ∈ X es un punto factible, def́ınase los conjuntos de ı́ndices

siguientes:

I = {i/gi(x) = 0} ≡ Conjunto de restricciones activas en x

I = {i/gi(x)< 0} ≡ Conjunto de restricciones pasivas en x.

Teorema 6 (Condiciones necesarias de K.K.T.). Sean f : Rn → R y g : Rn → Rm

funciones continuas sobre el conjunto abierto X. Entonces, si x∗ es un mı́nimo local del

problema (PNL) y f , g son diferenciables en x∗, y se cumple el requisito restriccional

Γ̃(x∗) = D̃(x∗), existe u ∈ Rm; u 6= 0, tal que:

∇f(x∗) +∇g(x∗)u = 0,

u ≥ 0,

uTg(x∗) = 0.

Teorema 7 (Condiciones suficientes de K-T). Sea X ⊂ Rn un conjunto abierto no-vaćıo

y para (PNL) sean

f : Rn → R una función pseudo-convexa en x ∈ X

g : Rn → Rm compuesta por funciones gi : Rn → R cuasi-convexas y diferenciables en x ∈ X.

Entonces, si se satisfacen las condiciones de K.K.T. en x, éste es un óptimo global de

(PNL).

Demostración. Sea x una solución factible cualquiera de (PNL). Entonces gi(x) ≤ gi(x) =

0, para i en I y donde I = {i/gi(x) = 0}. Ahora, por la cuasi-convexidad de las funciones

gi en x, para i en I, se tiene que gi(λx+(1−λ)x) = gi(x+λ(x−x)) ≤ máx {gi(x), gi(x)} =

gi(x), luego

gi(x+ λ(x− x))− gi(x) ≤ 0

para cualquier λ en (0, 1) e i en I.

Aplicando ĺımites cuando λ→ 0 se tendrá ∇gi(x)T (x− x) ≤ 0 para i en I y para todo

x en S, aśı ∇gI(x)T (x− x) ≤ 0 para todo x en S . . . (∗).
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Observemos que si i no está en I entonces i está en I = {i/gi(x) < 0}, por lo tanto

uI = 0.

Ahora bien, las condiciones de K.K.T. se satisfacen en x y por lo tanto existe uI ≥ 0

tal que

∇f(x) +∇gI(x)uI = 0,

uTI g(x) = 0.

Luego, de (∗) al multiplicar por uTI se tiene, para todo x en S, que:

uTI∇gI(x)T (x− x) ≤ 0,

(∇gI(x)uI)
T (x− x) ≤ 0,

−∇f(x)T (x− x) ≤ 0.

Aśı ∇f(x)T (x− x) ≥ 0 para todo x en S, y como f es pseudoconvexa en x lo anterior

implica que f(x) ≥ f(x) para todo x en S y x es óptimo global.
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Caṕıtulo 2

Un problema de dualidad en R

En el presente caṕıtulo asociamos un problema auxiliar, llamado dual, al problema de

minimización original que será el problema primal. Estudiaremos la relación que existe

entre el problema primal y el dual, para luego ver su interpretación geométrica. En la

siguiente sección estudiamos un resultado de dualidad débil y la brecha de dualidad que

este genera. En la quinta sección estudiaremos los teoremas de inexistencia de la brecha

de dualidad y un teorema de dualidad fuerte para el problema general de programación

no lineal.

2.1. El dual del problema general de programación

no lineal

Considérese el problema general de programación no lineal primal (P ):

minimizar f(x)

sujeto a g(x) ≤ 0

h(x) = 0

x ∈ X.

(P)

donde g : Rn → Rm; h : Rn → Rs; f : Rn → R; X ⊂ Rn. Entonces un problema dual viene

dado por el siguiente problema dual lagrangeano (D):

maximizar θ(u, v)

sujeto a u ≥ 0
(D)

donde: θ(u, v) = ı́nf {f(x) + 〈u, g(x)〉+ 〈v, h(x)〉 , x ∈ X} .
La función Lagrangeana dual θ(u, v) puede tomar el valor de −∞ para alguna pareja

(u, v) y que en el dual las restricciones g(x) y h(x) han sido incorporadas a la función
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objetivo mediante multiplicadores de Lagrange u,v respectivamente. Además los multipli-

cadores asociados a las restriccciones g(x) ≤ 0 están restringidos a no-negatividad mientras

que los que están asociados a las h(x) no tienen restricciones de signo. Finalmente, nótese

que el dual es en realidad un problema maximin ya que se trata de maximizar el ı́nfimo

de una función por ésta última razón también se le conoce a veces como el ’problema dual

max-min’.

También a un cierto problema primal pueden haber varios duales lagrangeanos, asociados,

dependiendo de cuáles restricciones se manejan como g(x) ≤ 0; h(x) = 0 y cuáles son

tomadas en cuenta por el conjunto X. Dicha elección afecta el esfuerzo requerido para

evaluar la función θ, al resolver el problema dual. Por lo tanto, una adecuada elección del

conjunto X, dependerá de la estructura del problema.

2.2. Interpretación geométrica del problema dual

Por razones de simplificación y sin pérdida de generalidad se considera un ejemplo con

una sola restricción de desigualdad g(x) ≤ 0 y se supondrá que no existen restricciones de

estricta igualdad.

Aśı, el primal será:

min f(x)

s.a. g(x) ≤ 0

x ∈ X.

(P)

Ahora, sea G = {(w, z)/w = g(x); z = f(x);x ∈ X} de manera que G es la imagen de

X bajo el mapeo (g, f). El problema primal pide encontrar un punto en G tal que w ≤ 0

y que minimice z. En el plano (w, z) esto significa encontrar un punto en G a la izquierda

del eje z, cuya ordenada al origen sea mı́nima.

Ahora, supongamos que u ≥ 0 es un cierto número dado. Para encontrar θ(u) se

requiere el mı́nimo de f(x) + ug(x) sobre toda x ∈ X. Entonces si w = g(x) y z = f(x)

para x ∈ X se quiere minimizar z+ uw sobre cualquier pareja (w, z) ∈ G. Esto equivale a

deslizar la ĺınea z + uw = α en forma paralela a śı misma lo mas abajo posible de modo

que ésta soporte a G. Aśı la ĺınea es tangente a G en el punto (w1, z1) y θ(u) es la ordenada

al origen donde la ĺınea intersecta al eje z (ah́ı es donde W = 0). Aśı el problema dual se

puede interpretar como encontrar la pendiente del hiperplano de soporte al conjunto G,

cuya ordenada z al origen sea máxima. En la figura 2.1 el hiperplano pasa por (w∗, z∗) y

su pendiente es −u∗ y θ(u∗) = z∗. Además, notemos que las funciones objetivo del dual y

el primal tiene el mismo valor en el óptimo.
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G(w,z)

X(g,f)

z+uw=

(w*,z*)

(w1,z1)

/u
Q(u)

Figura 2.1: Interpretación geométrica

Ejemplo 2. Considérese el problema de programación no lineal siguiente:

min 〈x, x〉
s.a. 〈p, x〉 ≤ α

(P)

Usemos Khun y Tucker para resolver el problema, luego se tiene que f(x) = 〈x, x〉 y

g(x) = 〈p, x〉 − α son convexas, y construimos la función Lagrangeana como: L (x∗, u) =

〈x∗, x∗〉+ u [〈p, x∗〉 − α] luego

∂L

∂x∗
= [2x1 + u1p1 2x2 + u2p2 . . . 2xn + unpn] = [0 0 . . . 0] .

Entonces 2xi + uipi = 0 para todo i = 1, 2, . . . , n, es decir; xi = −uipi
2

, para todo

i = 1, 2, . . . , n.

Por otro lado tenemos que

∂L

∂u
= 〈p, x∗〉 − α = 0

〈p, x∗〉 =

〈
p,
−up

2

〉
=
−u
2
〈p, p〉 = α,

Luego

u =
−2α

‖p‖2
.

Y el valor óptimo será:

x∗ =
α

‖p‖2
p.
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u

Q(u)

Figura 2.2: Función dual

Ahora veamos cómo se comporta la función dual. Sean g(x) = 〈p, x〉 − α y X ≡
{x/x ≥ 0}, entonces la función Dual es:

θ(u) = ı́nf
x∈X
{〈x, x〉+ u(〈p, x〉 − α)} ,

es decir;

θ(u) = ı́nf
x∈X
{〈x, x〉+ u 〈p, x〉} − αu,

Tomando la derivada obtendremos que x∗ = −u
2
p, por tanto

θ(u) =
〈
−up

2
,−up

2

〉
+ u

〈
p,−up

2

〉
− αu

=
u2

4
〈p, p〉 − u2

2
〈p, p〉 − αu

= ‖p‖2
[
u2 − 2u2

4

]
− αu

= ‖p‖2
(
−u

2

4

)
− αu

= −
(u

2

)2
‖p‖2 − αu.

Ahora si u ≥ 0 y p ≤ 0 entonces x∗ ≥ 0. Además, es importante decir que si α < 0 la

función dual se comporta aśı, ver 2.2:

Notemos también que: máx
u≥0

θ(u) =

(
α

‖p‖

)2

= θ(u∗) cuando u∗ = 2|α|
‖p‖2 y finalmente

concluimos que

θ(u∗) = f(x∗).
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2.3. El resultado débil de dualidad

En ésta sección se investiga la primera relación entre el primal y el dual, que se conoce

como el teorema débil. En éste teorema se demuestra formalmente el resultado que se vio

intuitivamente en la interpretación geométrica del dual, de que la función objetivo primal

acota superiormente la del dual y viceversa. Varios resultados importantes se derivan como

corolarios.

Teorema 8. Sea x una solución factible para el primal (ie, g(x) ≤ 0, h(x) = 0; x ∈ X) y

sea (u, v) factible para el dual (ie, u ≥ 0). Entonces f(x) ≥ θ(u, v).

Demostración. Como x es factible para el primal se tiene que:g(x) ≤ 0 y h(x) = 0. Y para

u ≥ 0 tendremos que

〈u, g(x)〉 ≤ 0

luego

〈u, g(x)〉+ 〈v, h(x)〉 ≤ 0,

f(x) + 〈u, g(x)〉+ 〈v, h(x)〉 ≤ f(x).

Entonces

θ(u, v) = ı́nf
y∈X
{f(y) + 〈u, g(y)〉+ 〈v, h(y)〉}

≤ f(x) + 〈u, g(x)〉+ 〈v, h(x)〉
≤ f(x).

Corolario 2. ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} ≥ sup {θ(u, v)/u ≥ 0} .

Demostración. Sean u ≥ 0, {x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0}. Entonces se tiene que cualquier

f(x) ∈ {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} es cota superior de {θ(u, v), u ≥ 0}; es decir, el

sup {θ(u, v);u ≥ 0} es una cota inferior de {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0}, por tanto

ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} ≥ sup {θ(u, v), u ≥ 0} .

Corolario 3. Si x y (u, v) son tales que x es factible para (P ) y (u, v) es factible para (D)

y además f(x) ≤ θ(u, v), entonces x, (u, v) son óptimos para (P ) y (D) respectivamente.
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Demostración. Por el teorema de dualidad débil se cumple que f(x) ≥ θ(u, v) y dada

la condición f(x) ≤ θ(u, v) implicará que f(x) = θ(u, v). Luego, por corolario anterior,

tenemos que ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} ≥ θ(u, v) = f(x). Aśı x es óptimo del

primal.

Por otro lado θ(u, v) = f(x) ≥ sup {θ(u, v)/u ≥ 0}, luego θ(u, v) ≥ sup {θ(u, v)/u ≥ 0}.
Por lo tanto (u, v) es óptimo para el dual.

Corolario 4. Si ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} = −∞, entonces θ(u, v) = −∞,

para todo u ≥ 0.

Demostración. Sea u ≥ 0. Luego ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0} ≥ θ(u, v) y por

hipótesis −∞ ≥ θ(u, v). Por tanto θ(u, v) = −∞.

Corolario 5. Si sup {θ(u, v)/u ≥ 0} = +∞, entonces el primal no tiene solución factible.

Demostración. Por corolario sup {θ(u, v)/u ≥ 0} ≤ ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0}.
Entonces +∞ ≤ ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0}. Aśı; (P ) no tiene solución factible.

2.4. Funciones convexas diferenciables

Considérese la pareja de problemas Primal-Dual siguiente:

mı́n f(x)

s.a. g(x) ≤ 0

x ∈ X.

(Primal)

máx θ(u)

s.a. θ(u) = ı́nf L(x, u)

x ∈ X.

(Dual)

Donde X ⊂ Rn convexo y abierto y L(x, u) = f(x) + 〈u, g(x)〉 tal que, f : Rn → R y

g : Rn → Rm son funciones diferenciables. fvwWWWW Entonces dado u, el ı́nfimo de

L(x, u) respecto a x si existe, se logra en un punto x ∈ X donde desaparece el gradiente

del lagrangeano L(x, u); es decir,

∇f(x) +∇g(x)u = 0.
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Brecha de dualidad

(g(x),f(x))

x
X

G

0

Figura 2.3: Brecha de dualidad

Se sabe que si f y g son convexas, ésta condición es también suficiente. Luego el dual se

puede escribir:

máx
x,u

L(x, u)

s.a. ∇f(x) +∇g(x)u = 0

u ≥ 0

x ∈ X.

(DD)

2.5. La brecha de dualidad y los teoremas de inexis-

tencia de la brecha y de dualidad conversa.

Con las condiciones del teorema de dualidad débil lo único que se puede demostrar es

que la función objetivo del primal y del dual tienen la relación

f(x) ≥ θ(u, v),
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para puntos factibles a sus respectivos problemas. Contrario a lo que sucede en el caso

de programación lineal, pueden haber casos en que si, x∗ y (u∗, v∗) son óptimos para

sus respectivos problemas, la relación se cumpla con estricta desigualdad (ie, f(x∗) >

θ(u∗, v∗)). En éste caso se dice que existe una brecha de dualidad entre el primal y el dual.

Geométricamente, la brecha se ilustra en la figura 2.3 para el caso en que se tiene una

sola restricción del tipo g(x) ≤ 0.

El problema surge porque hay una no convexidad inconveniente en el conjunto G.

Notemos, sin embargo, que la convexidad del conjunto G no es una condición necesaria

para que no exista una brecha de dualidad.

Las condiciones de ausencia de una brecha y de dualidad conversa; es decir, de estable-

cer condiciones bajo las cuales las soluciones óptimas de ambos problemas proporcionan

el mismo valor a las dos funciones objetivo y cuando los problemas tienen una misma

solución.

Veamos el resultado de Wolfe que fue uno de los primeros obtenidos en tratar éstos

problemas.

Teorema 9. Considérese la pareja de problemas primal-dual siguiente:

min f(x)

s.a. g(x) ≤ 0

x ∈ X.

(Primal)

máx
x,u

L(x, u)

s.a. ∇f(x) +∇g(x)u = 0

u ≥ 0.

(Dual)

Donde X ⊂ Rn, es un conjunto abierto, L(x, u) = f(x) + uTg(x) y f : Rn → R y

g : Rn → Rm, son funciones convexas y diferenciables. Sea x∗ una solución del primal

tal que se satisface el requisito restriccional en este punto. Entonces, existe u∗ tal que

resuelven el problema dual y tal que f(x∗) = θ(u∗) = L(x∗, u∗).

Demostración. Si x∗ es una solución del primal donde se cumple el requisito restriccional,

tiene que cumplirse en x∗ las condiciones de K.K.T.

Aśı existe u∗ ∈ Rm tal que:

∇f(x∗) +∇g(x∗)u∗ = 0

〈u∗, g(x∗)〉 = 0

g(x∗) ≤ 0

u∗ ≥ 0.
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Ahora, consideremos u ∈ Rm tal que u ≥ 0 y examinemos:

θ(u∗)− θ(u) = f(x∗) + 〈u∗, g(x∗)〉 − f(x)− 〈u, g(x)〉
= f(x∗)− f(x) + 〈u∗, g(x∗)〉 − 〈u, g(x)〉 .

Entonces, por convexidad de f y dado que (x∗, u∗) satisfacen las condiciones de K.K.T. se

tiene que 〈u∗, g(x∗)〉 = 0 y por lo tanto:

θ(u∗)− θ(u) = f(x∗)− f(x)− 〈u, g(x)〉
≥ 〈∇f(x∗), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x)〉 .

análogamente por convexidad de g se tiene que:

g(x∗)− g(x) ≥ 〈∇g(x), x∗ − x〉
g(x∗) ≥ g(x) + 〈∇g(x), x∗ − x〉
−g(x) ≥ 〈∇g(x), x∗ − x〉 − g(x∗).

y esto proporciona:

θ(u∗)− θ(u) ≥ 〈∇f(x), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x)〉
≥ 〈∇f(x), (x∗ − x)〉+ 〈u, [〈∇g(x), (x∗ − x)〉 − g(x∗)]〉
= 〈∇f(x), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x∗)〉+ 〈u, (〈∇g(x), (x∗ − x)〉)〉
= 〈∇f(x), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x∗)〉
+ 〈u, 〈∇g(x), x∗〉〉 − 〈u, 〈∇g(x), x〉〉
= 〈∇f(x), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x∗)〉+ 〈∇g(x)u, x∗〉 − 〈∇g(x)u, x〉
= 〈∇f(x), (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x∗)〉+ 〈∇g(x)u, (x∗ − x)〉
= 〈∇f(x) +∇g(x)u, (x∗ − x)〉 − 〈u, g(x∗)〉
= −〈u, g(x∗)〉
≥ 0,

pues u ≥ 0, g(x∗) ≤ 0 y ∇f(x) +∇g(x)u = 0 por ser (x, u) factible para el dual diferen-

ciable, aśı: θ(u∗) ≥ θ(u).

Por lo tanto θ(u∗) = máx θ(u) sujeto a que θ(u) = ı́nf {f(x) + 〈u, g(x)〉 /x ∈ X}, ésto

implica que:

máx
u≥0

θ(u) = máx
u≥0

{
ı́nf
x∈X

[f(x) + 〈u, g(x)〉]
}

= f(x∗) + 〈u∗, g(x∗)〉 = L(x∗, u∗).

Además, sabemos que 〈u∗, g(x∗)〉 = 0 luego θ(u∗) = L(x∗, u∗) y L(x∗, u∗) = f(x∗). Por lo

tanto: θ(u∗) = f(x∗) = L(x∗, u∗).
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Observación 2. Como podemos ver, éste teorema da un resultado con condiciones de

ausencia de brecha en un caso, donde todas las funciones son diferenciables y convexas y

el resultado podŕıa anticiparse fácilmente. Ahora analicemos condiciones bajo las cuales no

solo no existe la brecha, sino que los dos problemas tiene una misma solución. Es decir se

busca establecer el converso del teorema anterior, en donde la solución del dual también es

una solución del primal; de ah́ı el nombre de dualidad conversa. Para obtener tal teorema

hay que pagar un precio como se ilustra en el siguiente resultado atribuido a Mangasarian.

Teorema 10. Sea X ⊂ Rn un conjunto abierto y f ,g funciones convexas y diferenciables

sobre X. Sea x una solución del problema primal como se presentó en el teorema anterior,

tal que se satisface el requisito restriccional en x. Si (x̂, û) es una solución dual, y L(x̂, û) =

f(x̂) + 〈û, g(x̂)〉 es una función estrictamente convexa en x̂, entonces x̂ = x y por lo tanto,

es una solución del problema primal.

Demostración. L(x̂, û) es estrictamente convexa en x̂ si f es estrictamente convexa en x̂ o

si para algún ı́ndice i, se tiene que el elemento ûi > 0 y la correspondiente función gi de g es

estrictamente convexa. Mostremos este hecho, sean x, y en X y λ en (0, 1). Considerando

el hecho de que f es estrictamente convexa tendremos:

L((1− λ)x+ λy, û) = f((1− λ)x+ λy) + 〈û, g((1− λ)x+ λy)〉

<(1− λ)f(x) + λf(y) +
n∑
i=1

uigi((1− λ)x+ λy)

≤ (1− λ)f(x) + λf(y) +
n∑
i=1

uigi(x) + λ
n∑
i=1

uigi(y)

= (1− λ)f(x) + λf(y) + (1− λ) 〈û, g(x)〉+ λ 〈û, g(y)〉
= (1− λ)L(x, û) + λL(y, û),

Ahora mostremos el caso en el que cada gi de g es estrictamente convexa: antes notemos

el hecho de que

gi((1− λ)x+ λy)<(1− λ)gi(x) + λgj(y)

para todo j 6= i. Ahora, volviendo a la demostración;

L((1− λ)x+ λy, û) = f((1− λ)x+ λy) + 〈û, g((1− λ)x+ λy)〉

≤ (1− λ)f(x) + λf(y) +
∑

uigi((1− λ)x+ λy)

= (1− λ)f(x) + λf(y) +
∑

ûkgk((1− λ)x+ λy)

<(1− λ)f(x) + λf(y) +
∑

ûk ((1− λ)gk(x) + λgk(y))

= (1− λ)f(x) + λf(y) + (1− λ)
∑

ûkgk(x) + λ
∑

ûkgk(y)

= (1− λ)L(x, û) + λL(y, û).
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En ambos casos hemos mostrado que L es estrictamente convexa.

Ahora mostremos el teorema, supongamos x̂ 6= x.

Como x es una solución al primal y satisface el requisito y por teorema anterior existe

un u ∈ Rm, tal que la pareja (x, u) es una solución del problema dual, además de que

satisface las condiciones de K.K.T.

Aśı se tiene que: L(x, u) = L(x̂, û) = θ(û) = máxu θ(u) sujeto a θ(u) = ı́nfx∈X {L(x, u)}.
Ahora como (x̂, û) resuelven el problema dual entonces satisface: ∇xL(x̂, û) = ∇f(x̂)+

∇g(x̂)û = 0, como L(x̂, û) es estrictamente convexa en (x̂, û) se tendrá por teorema que:

L(x, û)− L(x̂, û)> 〈∇xL(x̂, û), (x− x̂)〉 = 0.

Luego L(x, û)>L(x̂, û) = L(x, u), y por definición de Lagrange:

f(x) + ûTg(x)>f(x) + uTg(x)

ûTg(x) > uTg(x) = 0

ûTg(x) > 0,

que es una contradicción,pues û ≥ 0 y g(x) ≤ 0, por lo tanto x̂ = x.

Además se tiene que: f(x) = f(x) + uTg(x) = L(x, u) = L(x̂, û), es decir L(x̂, û) es

una solución del problema primal.

Teorema 11. (Generalización del teorema de Hanson y Huard).

Sea X ⊂ Rn un conjunto abierto y f , g diferenciables sobre X. Sea (x̂, û) una solución

local del dual y supóngase que f es pseudoconvexa y g es cuasiconvexa en x̂. Supóngase

que:

a) L(x̂, û) es doblemente diferenciable en x̂ y la matriz hessiana ∇2
xL(x̂, û) es no singu-

lar.

b) Existe un conjunto abierto V ⊂ Rm, tal que û ∈ V y una función diferenciable

φ : V → Rn tal que:

i)x̂ = φ(û),

ii)φ(u) ∈ X;∇xL(φ(u), u) = 0, para todo u ∈ V.

Entonces x̂ es una solución del primal y f(x̂) = L(x̂, û).

Demostración. Si (x̂, û) es un óptimo local del dual, entonces existe B [(x̂, û), δ] tal que

θ(û) = L(x̂, û) = máx θ(u) sujeto a θ(u) = ı́nfx∈X L(x, u), para todo (x, u) ⊂ B [(x̂, û), δ]∩
Y = B [(x̂, û), δ] ∩ (X × Rm).
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Además, como f y g son diferenciables, una condición necesaria para que (x, u) sea

una solución del dual es que: ∇f(x) + ∇g(x)u = 0. Observemos en la hipótesis que b)

es consecuencia de a) esto por el teorema de la función impĺıcita, pero a) no sigue del

supuesto b), luego por b) se tendrá: (x̂, û) = [φ(û), û] ∈ {[φ(u), u] /u ∈ V, u ≥ 0} ⊂ Y .

Entonces, como L [φ(û), û] = L(x̂, û) = máx(x,u)∈Y L(x, u), se tendrá L [φ(û), û] =

máxu∈V {L [φ(u), u] /u ≥ 0}, éste último es un problema de optimización es decir,

máx L [φ(u), u]

s.a. u ≥ 0,
(D)

es equivalente al problema primal

mı́n − L [φ(u), u] ,

s.a. − u ≤ 0,
(P)

y por K.K.T. si u es una solución de (P) implica que existe u 6= 0 tal que:

∇u(−L [φ(u), u]) +∇u(−u) · u = 0

u ≥ 0

uT (−u) ≤ 0

−u ≤ 0.

Luego ∇u(−u) · u = 〈−1, u〉 = −u ≤ 0. Además notemos que: ∇u(−L [φ(u), u]) =

−∇u(L [φ(u), u]) y por la regla de la cadena:

∂(L [φ(u), u]) = ∂(L ◦ g)(u)

= ∂L(g(u)) · ∂g(u)

= (∇xL(x, u)∇uL(x, u))g(u)

(
∇φ(u)|u
I

)
= ∇xL(x, u)|g(u) · ∇φ(u)|u + ∇uL(x, u)|g(u) · I

= ∇xL(x, u)|g(u) · ∇φ(u)|u + ∇uL(x, u)|g(u) .

Luego

−∇u(L [φ(u), u])−∇u(u) · u = 0,

∇u(L [φ(u), u]) +∇u(u) · u = 0,

∇xL(x, u) |g(u) · ∇φ(u) |u +∇uL(x, u) |g(u) = −u ≤ 0.

Aśı por b)

∇uL(x, u) |g(u) ≤ 0
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y por teorema de la función impĺıcita se sabe que se satisface la relación

∇xL(x̂, û)∇φ(û) |u = −∇uL(x̂, û)

en la solución local del dual (x̂, û) de donde se tiene que

ûT [∇xL(x̂, û)∇uφ(û) +∇uL(x̂, û)] = 0.

Por lo tanto ûTg(x̂) = 0 y como (x̂, û) es una solución del dual, se satisfacen las siguientes

relaciones:

∇f(x̂) +∇g(x̂)û = 0

ûTg(x̂) = 0

û ≥ 0

g(x̂) ≤ 0.

Aśı x̂ es factible para el primal y se satisfacen las condiciones de K.K.T. con û. Finalmente,

como f y g son diferenciables y además f es pseudoconvexa y g es cuasi-convexa, por el

teorema de condiciones suficientes de K.K.T. x̂ es una solución óptima global para el

primal y por lo tanto para todo x ∈ X, f(x) ≥ f(x̂) = θ(û) = L(x̂, û).

Nota 1. Un hecho curioso es que contrariamente a lo que pudiera pensarse, si x es una

solución del primal bajo las condiciones del teorema anterior no necesariamente existe u

tal que (x, u) es una solución del dual, ni siquiera cuando g es lineal. Tampoco se satisface

la condición débil de dualidad, es decir; que f(x) ≥ L(x, u) para cualquier pareja (x, u)

que sea factible para el dual. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3. sea f(x) = −e−x2 pseudoconvexa.

Aśı,

mı́n
x∈R

− e−x2

s.a. x ≤ −1,
(P)

donde g(x) = x+ 1 ≤ 0. El dual de éste problema es:

máx
x,u

− e−x2 + u(x+ 1)

s.a. 2xe−x
2

+ u = 0

u ≥ 0.

(DD)

La solución óptima del primal es x = −1, pues; si L(x, u) = −e−x2 + (x − 1)u = 0

entonces ∇xL(x, u) = e−x
2

+ u = 0 y −e−x2 = u. Ahora para x = −1, que es el óptimo, se

tendrá u = 2
e
.
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Luego x = −1 y u = 2
e

satisfacen las condiciones K.K.T.

∇f(x) +∇g(x)u = 0

uTg(x) = 0,

u ≥ 0,

g(x) ≤ 0.

Notemos que el dual exige que u = −2xe−x
2
. Aśı el dual puede escribirse de la siguiente

manera:
máx − e−x2 − 2xe−x

2

(x+ 1)

s.a. x ≤ 0.
(D)

es decir; máxx≤0− [1 + 2x+ 2x2] e−x
2
. Ahora, notemos también que 1 + 2x + 2x2 ≥ −1

2
,

pues el mı́nimo de ésta función está en x = −1

2
. Además − [1 + 2x+ 2x2] e−x

2 → 0 cuando

e−x
2 → 0.

Finalmente consideremos el punto: (x̃, ũ) = (−5, 10e−25) que es factible para el dual,

notese que:

L(x̃, ũ) = −e−25 − 2(−5)e−25(−4) = −e−25 − 40e−25 = −41e−25.

y que f(x) = −e−(−1)2 = −e−1. Aśı f(x)<L(x̃, ũ).

Y en éste ejemplo se ve que ni siquiera se satisface la condición débil de dualidad. Lo que

sucede en éste caso que al no ser f y g funciones convexas,la condición∇f(x)+∇g(x)u = 0

es necesaria mas no suficiente para un mı́nimo y por lo tanto, la forma equivalente que se

ha dado al dual tampoco es suficiente en éste caso.

Lema 3. Sea X ⊂ Rn un conjunto convexo no vaćıo. Sean f : Rn → R y g : Rn → Rm

convexas y sea h : Rn → Rs una función af́ın; es decir, h es de la forma h(x) = Ax − b,
donde A es una matriz de (n×s) y b es un vector de dimensión s. Considérese los siguientes

dos sistemas:

1) f(x) < 0, g(x) ≤ 0, h(x) = 0, para alguna x ∈ X.

2) u0f(x) + uTg(x) + vTh(x) ≥ 0, tal que x ∈ X, (u0, u) ≥ 0, (u0, u, v) 6= 0.

Entonces, si el sistema 1) no tiene una solución x, el sistema 2) tiene una solución (u0, u, v).

Lo contrario es cierto si u0> 0.

Demostración. Supongamos que el sistema 1) no tiene solución x, considérese el siguiente

conjunto: C = {(p, q, r)/p > f(x), q ≥ g(x), r = h(x), para alguna x ∈ X}.
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Probemos que el conjunto C es convexo. Sean (p1, q1, r1) y (p2, q2, r2) en C, por demos-

trar que para λ ∈ (0, 1) se tendrá (p, q, r) = λ(p1, q1, r1)+(1−λ)(p2, q2, r2) ∈ C. En efecto;

como (p1, q1, r1) ∈ C y (p2, q2, r2) ∈ C se tendrá: p1>f(x), q1 ≥ g(x), r1 = h(x), x ∈ X y

p2>f(y), q2 ≥ g(y), r2 = h(y), y ∈ X. Sea

(p, q, r) = λ(p1, q1, r1) + (1− λ)(p2, q2, r2)

= (λp1 + (1− λ)p2, λq1 + (1− λ)q2, λr1 + (1− λ)r2),

luego,

p = λp1 + (1− λ)p2 > λf(x) + (1− λ)f(y) ≥ f(λx+ (1− λ)y).

q = λq1 + (1− λ)q2 ≥ λg(x) + (1− λ)f(y) ≥ g(λx+ (1− λ)y).

r = λr1 + (1− λ)r2

= λh(x) + (1− λ)h(y)

= λ(Ax− b) + (1− λ)(Ay − b); ésto por definición de h.

= λAx− λb+ Ay − b− λAy + λb

= Aλx− Aλy + Ay − b
= A(λx− λy + y)− b
= A(λx+ (1− λ)y)− b
= h(λx+ (1− λ)y).

Y como X es convexo λx + (1 − λ)y ∈ X y tendremos (p, q, r) ∈ C. Por lo tanto C es

convexo.

Ahora, si el sistema 1) no tiene solución entonces 0 = (0, 0, 0) /∈ C. Por ser C convexo

y no vaćıo existe (u0, u, v), tal que el hiperplano correspondiente separa 0 de C, es decir;

se satisface que (u0, u, v)T (0 − (p, q, r)) ≤ 0 para cada (p, q, r) ∈ C̃. Lo cual implica que

(u0, u, v)T (p, q, r) ≥ 0 para cada (p, q, r) ∈ C̃, esto quiere decir que por teorema existe un

hiperplano que soporta a C̃ en (0, 0, 0). Luego u0p+uT q+vT r ≥ 0 para cada (p, q, r) ∈ C̃.

Sea x ∈ X, dado que p y q pueden hacerse arbitrariamente grandes, la anterior expre-

sión se cumple si y solo si u0 ≥ 0 y u ≥ 0.

Además, si (p, q, r) ∈ C se tendrá (p, q, r) = (f(x), g(x), h(x)) luego

u0f(x) + uTg(x) + vTh(x) ≥ 0, (u0, u, v) 6= 0, (u0, u) ≥ 0.

Dado que lo anterior se cumple para cada x ∈ X. Por lo tanto el sistema 2) tiene solución.

Rećıprocamente, supongamos que el sistema 2) tiene una solución (u0, u, v) tal que

u0> 0 y u ≥ 0 y se satisface u0f(x) + uTg(x) + vTh(x) ≥ 0 para cada x ∈ X. Sea x ∈ X
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tal que g(x) ≤ 0 y h(x) = 0 dado que u ≥ 0, se concluye que u0f(x) ≥ 0 pues uTg(x) ≤ 0

y h(x) = 0.

Aśı,

u0f(x) + uTg(x) ≥ 0,

0 ≥ uTg(x) ≥ −u0f(x),

0 ≤ u0f(x),

lo que implica f(x) ≥ 0. Por lo tanto 1) no tiene solución.

Teorema 12 (Dualidad fuerte). Sea X ⊂ Rn un conjunto convexo no-vaćıo y sean f :

Rn → R, g : Rn → Rm funciones convexas y h : Rn → Rs una función af́ın. Supóngase

además que se satisface el requisito restriccional siguiente:

i) {x/g(x) < 0;h(x) = 0} 6= ∅.

ii) 0 ∈ int {h(x)/x ∈ X}.

Entonces

a) ı́nf {f(x)/x ∈ X; g(x) ≤ 0, h(x) = 0} = sup {θ(u, v)/u ≥ 0}.
Además si el ı́nfimo es finito, entonces existen (u, v) con u ≥ 0 tales que

sup {θ(u, v)/u ≥ 0} = θ(u, v).

b) Finalmente, si existe x ∈ X, tal que f(x) = ı́nf {f(x)/x ∈ X; g(x) ≤ 0;h(x) = 0}
entonces uTg(x) = 0.

Demostración. Sea α = ı́nf {f(x)/x ∈ X; g(x) < 0, h(x) = 0} 6= ∅. Entonces, si α = −∞
y por corolario 3 se tiene que sup {θ(u, v)/µ ≥ 0} = −∞.

Ahora, si el ı́nfimo es finito, ocurre f(x) ≥ α, g(x) ≤ 0, h(x) = 0 y examinemos el

siguiente sistema f(x)− α< 0, g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ X.

Por la forma en el que se tiene α éste último sistema no tiene solución y por el lema

anterior existe (u0, u, v) 6= 0 con (u0, u) ≥ 0 tal que

u0 [f(x)− α] + uTg(x) + vTh(x) ≥ 0, (2.1)

para cualquier x ∈ X. El rećıproco es cierto si u0> 0. Supongamos por contradicción que

u0 ≤ 0. Como (u0, u) ≥ 0 se tiene que u0 = 0, como se cumple que el requisito restriccional,

existe x̂ ∈ X, tal que g(x̂)< 0, h(x̂) = 0 y además 0 ∈ int(h(X)).

Entonces al substituir en (2.1) sucede que:

u0 [f(x̂)− α] + uTg(x̂) + vTh(x̂) ≥ 0,

uTg(x̂) ≥ 0
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además uTg(x̂) ≤ 0 es decir; 0 ≥ uTg(x̂) ≥ 0 lo que implica uTg(x̂) = 0 si u = 0. De esto

último al tener que u0 = 0 y u = 0 nuevamente de (2.1) vTh(x) ≥ 0, para todo x ∈ X.

Ahora bien como 0 ∈ int(h(X)), existe ε> 0 tal que B(0, ε) ⊂ h(X). Por lo tanto para

λ> 0 tal que −λv ∈ B(0, ε) , existe x̃ ∈ X tal que h(x̃) = −λv. Luego

0 ≤ vTh(x̃) = vT (−λv) = −λvTv = −λ ‖v‖2 ≤ 0,

luego −λ ‖v‖2 = 0 entonces v = 0 ya que λ> 0 lo que nos lleva a una contradicción pues

(u0, u, v) 6= 0.

Ahora dividamos (2.1) entre u0> 0

u0 [f(x)− α] + uTg(x) + vTh(x) ≥ 0,

[f(x)− α] +

[
u

u0

]T
g(x) +

[
v

u0

]T
h(x) ≥ 0.

y definamos: u =
u

u0
y v =

v

v0
con lo cual se obtiene

f(x) + uTg(x) + vTh(x) ≥ α, (2.2)

para todo x ∈ X. Luego ı́nf
x∈X

{
f(x) + uTg(x) + vTh(x)

}
≥ α, esto nos muestra que

θ(u, v) = ı́nf
{
f(x) + uTg(x) + vTh(x)

}
≥ α = ı́nf {f(x)/x ∈ X, g(x)< 0, h(x) = 0}

y por el resultado débil de dualidad θ(u, v) = α es decir, (u, v) es una solución del dual.

Finalmente, sea x ∈ X, g(x) ≤ 0, h(x) = 0; f(x) = α donde x es una solución óptima

del primal, de (2.2) se tiene

uTg(x) ≥ 0. (2.3)

Por otro lado como u ≥ 0 y g(x) ≤ 0 implica uTg(x) ≤ 0.

Finalmente, de (2.3) tenemos que 0 ≥ uTg(x) ≥ 0. Por tanto uTg(x) = 0.
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Caṕıtulo 3

Dualidad fuerte en optimización no

convexa.

En éste caṕıtulo estudiamos dualidad fuerte pero en el caso no convexo, estudiando,

antes, propiedades sobre los conos las cuales necesitaremos para demostrar un teorema de

dualidad fuerte, luego veremos dualidad fuerte en un caso general y el caso general con

una sola restricción.

3.1. Conos, pointed y sus propiedades

En la presente sección estudiamos de manera detallada el menor cono que contiene a

un conjunto, la definición de cono pointed y algunas de sus propiedades que necesitaremos,

para luego estudiar algunas propiedades de los conos asintóticos.

Definición 11. Sea A ⊆ Rn

1. Se define cone(A), al menor cono que contiene a A, esto es: cone(A) =
⋃
t≥0 tA,

cone(A) denota al menor cono cerrado que contiene a A,
(

cone(A) = cone(A)
)

.

2. cone+(A) =
⋃
t>0 tA observemos que: cone(A) = cone+(A)

⋃
{0}

3. Entenderemos por cono polar (positivo) de P como:

P ∗ = {p∗ ∈ Rn : 〈p∗, p〉 ≥ 0, para todo p ∈ P}

4. Dado un conjunto M ⊆ Rn, Denotaremos porM⊥ al subespacio ortogonal de M en

donde:

M⊥ = {x ∈ Rm : 〈x,m〉 = 0, para todo m ∈M} .
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A
cone(A)

P*

P

Definición 12. Un cono P ⊂ Rm es pointed si y solo si la igualdad y1 + y2 + . . .+ yn = 0

no se cumple para elementos de P a menos que y1 = y2 = . . . = yn = 0.

Es posible caracterizar a un cono con la propiedad pointed cuando éste es a su vez es

convexo, es decir, si P ⊂ Y , cono convexo.

Lema 4. Sea K ⊆ Rn un cono convexo. Entonces K es pointed si y solo si K∩(−K) = {0}.

Demostración. Razonando por contradicción, suponemos que existe y 6= 0 tal que y ∈
K∩(−K) esto implica que y ∈ K y y ∈ −K luego y ∈ K y −y ∈ K aśı y+(−y) = 0 y como

K es pointed se tiene que y = 0 lo que es una contradicción. Por lo tanto K∩(−K) = {0}.
Rećıprocamente supongamos que K ∩ (−K) = {0}. Existen yi en K con i = 1, 2, . . . , n

tal que y1 + y2 + . . . + yn = 0. Ahora, supongamos que existe j ∈ {1, 2, . . . , n} tal que

yj 6= 0, entonces yj = −
∑n

i=1i6=j
yi ∈ K y yj ∈ −K. Luego yj ∈ K ∩ (−K) para todo

j ∈ {1, 2, . . . , n} lo cual es una contradicción. Por tanto K es pointed.

Lema 5. Sea A ⊂ Rn no vaćıo. Luego cone(cone(A)) ⊂ cone(A).

Demostración. Sea a ∈ cone(cone(A)). Luego, por definición de cone, existe t0 ≥ 0 tal que

a ∈ t0cone(A). Aśı a = t0c con c ∈ cone(A). Entonces para a = t0c existe una sucesión

(xn) ∈ cone(A) tal que xn → c. Lo cual implica que t0xn → t0c. Poniendo (zn) = t0(xn)

y a = t0c tendremos que zn → a. Por tanto a ∈ cone(A) y aśı cone(cone(A)) ⊂ cone(A)

como queŕıamos.

Proposición 9. Sean A,K ⊆ Rn, conjuntos no vaćıos.

a) cone(A) = cone(A)

b) Si A es abierto entonces cone+(A) es abierto.

c) cone(co(A)) = co(cone(A)), cone+(co(A)) = co(cone+(A)).
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d) cone+(A + K) = cone+(A) + K, cuando K tiene la propiedad que para todo t > 0;

tK ⊆ K.

e) A+K = A+K.

f) K ⊆ cone(A+K) cuando K es un cono.

g) cone(A+K) ⊆ cone(A) +K ⊆ cone(A+K), cuando K es un cono.] Adicionalmente

si 0 ∈ A, entonces cone(A+K) = cone(A) +K.

Demostración.

a) Como A ⊂ A implica que cone(A) ⊂ cone(A) y de ésta manera cone(A) ⊂ cone(A).

Rećıprocamente, como A ⊂ cone(A) implica que A ⊂ cone(A) y se tiene que cone(A) ⊂
cone(cone(A)) ⊂ cone(A).

Por lo mostrado en el lema 4, obtenemos que cone(A) ⊂ cone(A). Lo cual implica que

cone(A) ⊂ cone(A) = cone(A). Finalmente tenemos que cone(A) ⊂ cone(A).

Y aśı hemos mostrado que cone(A) = cone(A) como queŕıamos.

b) Por hipótesis, como A es abierto entonces todo a ∈ A es interior si existe ε> 0 tal que

B(a, ε) ⊂ A y además cone+(A) =
⋃
t> 0 tA =

⋃
t> 0 {ta/a ∈ A}.

Solo nos queda por mostrar que tA es abierto. En efecto, sea x ∈ tA entonces existe un

t0> 0 tal que x = t0a con a ∈ A. Como a ∈ A entonces existe ε> 0 tal que B(a, ε) ⊂ A.

Luego t0B(a, ε) ⊂ t0A entoncesB(t0a, t0ε) ⊂ t0A. Tomando t0ε = ε′ tendremosB(t0a, ε
′) ⊂

t0A. Ahora si y ∈ B(t0a, ε
′) se tendrá que d(t0a, y)<ε′. Luego t0d(a, y)<ε′ y para algún

z ∈ B(t0a, ε
′) obtendremos que d(t0a, z)<ε

′ y concluimos que tA es abierto.

Luego cone+(A) =
⋃
t>0 tA es abierto.

c) Primero mostremos que cone(co(A)) = co(cone(A)). Sea a ∈ cone(co(A)) y por defi-

nición existe t0 ≥ 0 tal que a ∈ t0 co(A). Por definición de co(A) el elemento a puede

escribirse como una combinación lineal convexa de elementos de A, es decir;

a = t0

m∑
i=1

λiai =
m∑
i=1

λit0ai

tal que
∑m

i=1 λi = 1 para λi ≥ 0, ai ∈ A. Observemos que t0ai está en t0A y como existe

t0 ≥ 0 decimos que t0ai ∈
⋃
t≥0 tA. Por lo anterior, a está en la envoltura convexa de⋃

t≥0 tA es decir, a ∈ co(
⋃
t≥0 tA) y concluimos diciendo que a ∈ co(cone(A)).

Rećıprocamente, sea a ∈ co(cone(A)). Entonces a puede escribirse como una combina-

ción lineal convexa de elementos del cone(A), es decir;

a =
m∑
i=1

αiai,
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tal que
∑m

i=1 = 1, αi ≥ 0, ai ∈ cone(A). Como ai está en el cone(A), entonces existe ti ≥ 0

de tal manera que a =
∑m

i=1 αitibi, donde
∑m

i=1 αi = 1, αi ≥ 0, bi ∈ A. Aśı,

a =
m∑
i=1

αitibi =
m∑
i=1

αiti

m∑
i=1

αiti∑m
i=1 αiti

bi,

donde
∑m

i=1
αiti∑m
i=1 αiti

= 1, αiti∑m
i=1 αiti

≥ 0, bi ∈ A. Notemos que
∑m

i=1
αiti∑m
i=1 αiti

bi ∈ co(A), por

tanto a ∈ cone(co(A)).

La demostración de cone+(co(A)) = co(cone+(A)) es similar a la anterior.

d) Comencemos mostrando que cone+K = K si tK ⊆ K. Sea a ∈ cone+K entonces

a ∈
⋃
t>0 tK. Luego existe t0> 0 tal que a ∈ t0K. Como t0K ⊆ K, se tiene que a ∈ K

y de ésta manera cone+K ⊆ K. Rećıprocamente, sea a ∈ K. Entonces existe t0> 0 tal

que a = t0
1
t0
a ∈

⋃
t> 0 tK y por definición a ∈ cone+K, aśı K ⊆ cone+K. Por tanto

cone+(K) = K.

Ahora mostremos cone+(A + K) = cone+(A) + K. Sea x ∈ cone+(A + K) entonces

existe t0> 0 tal que x = t0(a + k) donde, a ∈ A y k ∈ K. Luego x = t0a + t0k y por

hipótesis tenemos que t0k ∈ t0K ⊆ K. Aśı, x ∈ cone+(A) + K. Rećıprocamente, sea

x ∈ cone+(A) + K . Entonces existe t0> 0 tal que x = t0b + k, donde t0b ∈ cone(A) y

k ∈ K. Notemos que x = t0(b+ 1
t0
k) donde 1

t0
k ∈ K, por tanto x ∈ cone+(A+K).

e) Primero empecemos mostrando que A+K ⊂ A+K. Si A ⊂ K entonces A+K ⊂ A+K.

Luego A+K ⊂ A+K.

Ahora veamos que A+K ⊃ A+K. Sea a+ k ∈ A+K con a ∈ A y k ∈ K. Entonces,

existe xn ∈ K tal que xn → k. Luego a + xn → a + k cuando n → +∞, lo que muestra

que a+ k ∈ A+K. Aśı afirmamos que A+K ⊂ A+K y A+K ⊂ A+K = A+K. Por

tanto A+K = A+K.

f) Sea x ∈ K y para cada elemento a ∈ A la sucesión a
n

+ x→ x cuando n→ +∞. Luego
1
n
(a + nx) → x cuando n → +∞. Como K es un cono entonces nx ∈ k y 1

n
(a + nx) ∈

cone(A+K). Luego tendremos que x ∈ cone(A+K) y aśı K ⊆ cone(A+K).

g) Por e) obtenemos la primera inclusión.

Tomando en cuenta t0 ≥ 0. Sea x ∈ cone(A) +K tal que x = a+ k donde a ∈ cone(A)

y k ∈ K. De ésta manera, si a ∈ cone(A) implica que a = t0b con b ∈ A, t0 ≥ 0 y k = t1c

con t1 ≥ 0 y c ∈ K. Entonces podemos escribir x = t0b + t1c. Ahora para x = t0b + t1c

analicemos los siguientes casos:

i) si t0 = t1 = 0 entonces x = 0 ∈ cone(A+K).

ii) Si t0 > 0 y t1 = 0 entonces x = t0b+ 0 = t0(b+ 0) ∈ cone(A+K).
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iii) Si t0 = 0 y t1 > 0, entonces existe xn =
a

n
+ t1c =

1

n
(a+nt1c) tal que xn → x cuando

n→ +∞ por lo tanto x ∈ cone(A+K).

iv) Si t1, t2 > 0 entonces x ∈ cone+A+K y de acuerdo con e) obtenemos que

cone+A+K = cone+(A+K) ⊆ cone(A+K)

.

3.2. Conos Asintóticos y sus propiedades.

Definición 13. Dado un conjunto C ⊆ Rn, se define al cono asintótico de C, denotado

como C∞ al conjunto

C∞ = {v : existe tk ↓ 0, existe (xk) en C, tkxk → v} .

Ejemplo 4. El cono asintótico de una recta que pasa por el origen es la misma recta.

Sea R = {(x, y) ∈ R2 : x = y} y la sucesión a (n, n) en R para todo a en R y tn → 0

tal que {tn} =
{

1
n

}
luego ĺım a (n, n) tn = ĺım a (n, n)

1

n
= (a, a) aśı (a, a) en C∞. Ahora

mostremos que para cualquier (x, y) en R2 con x 6= y entonces (x, y)no está en R∞. En

efecto; si x está en R∞ entonces existe algún (zk) en R y tk → 0 tal que tkzk → (x, y)

como (zk) en R implica que zk = (xk, xk). Luego tk(xk, xk)→ (x, y) ó tkxk → x, tkxk → y

entonces x = y lo que es una contradicción, pues x 6= y. Por lo tanto (x, y) no está en R∞.

Ejemplo 5. El cono asintótico de la parábola es el eje vertical no negativo.

Sean el conjunto C = {(x, y) ∈ R2 : x = y2}, la sucesión {xn} = {(an, a2n2)} ⊂ C y

{tn} =
{

1
n2

}
tal que tn ↓ 0. Luego ĺım 1

n2 (an, a2n2) = (0, a2), donde a ∈ R y n→∞.

Ahora mostremos que para cualquier (a, b) en R2 implica que (a, b) no está en C∞.

En efecto, sea (a, b) en C∞ tal que a 6= 0 y a> 0. Entonces existen tn ↓ 0, {xn} =

{(zn, z2n)} ⊂ C tal que tnxn → (a, b); es decir tn(zn, z
2
n) → (a, b). De lo anterior decimos

que tnzn → a y como tn ↓ 0 implica que zn → +∞, luego tnz
2
n = (tnzn)zn → +∞ lo que es

una contradicción. Ahora, tomando el caso a< 0 en la anterior demostración, tendremos

que si tnzn → a implicará que tnz
2
n → −∞ que nos da otra contradicción. Finalmente

observemos que cualquier elemento que tomemos en la segunda coordenada obtendremos

su cuadrado el cual es positivo.

Ejemplo 6. El cono asintótico de un conjunto no convexo no necesita ser convexo.
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Sea C =
{

(x, y) ∈ R2 : y = 1
x
, x > 0

}
luego C es no convexo y C∞ es no convexo. En

efecto; el cono asintótico de C es la unión de los ejes no negativos x e y. Sean {xn} ={
( 1
an
, an)

}
⊂ C y tn = 1

n
→ 0 con n→∞, luego

ĺım xntn = ĺım

(
an,

1

an

)
1

n
= ĺım

(
a,

1

n2

)
= (a, 0)

para todo a ≥ 0; es decir, tenemos el eje x.

Por otro lado, sean {xn} =
{

( 1
an
, an)

}
⊂ C y 1

n
→ 0 con n→∞, luego

ĺım xntn = ĺım

(
1

an
, an

)
1

n
= (0, a)

para todo a ≥ 0, es decir tenemos el eje y.

Ahora mostremos que para cualquier punto (x, y) en R2 entonces (x, y) no está en

C∞. En efecto, supongamos que (x, y) en C∞ implica que existen {zk} ⊂ C y tk ↓ 0 tal

que tkzk → (x, y), x > 0, y > 0. Como {zk} ⊂ C entonces {zk} =
{

(xk,
1
xk

)
}

. Luego

tkzk = tk

(
xk,

1
xk

)
→ (x, y) ó tkxk → x, tk

(
1
xk

)
→ y. Por lo tanto tkxktk

1
xk
→ xy > 0 y

(tk)
2 → xy > 0 lo cual es una contradicción, pues (tk)

2 → 0.

Proposición 10. Sea C ⊆ Rn.

a) C∞ es un cono cerrado.

b) C es un cono cerrado si y solo si C∞ = C.

c) C∞ = {0} si y solo si C es acotado.

d) C1 ⊆ C2 ⇒ (C1)
∞ ⊆ (C2)

∞.

e) C∞ = (C + x0)
∞ para todo x0 de Rn.

f) C∞ =
(
C
)∞

.

g) Si C es no vaćıo, cerrado y convexo, x0 en C entonces

C∞ = {u en Rn : x0 + tu en C, para todo t > 0} .

h) Sea {Ci}, i = 1, 2, 3, . . . ,m una familia finita de conjuntos no vaćıos en Rn, entonces(⋃
Ci

)∞
=
⋃

(Ci)
∞ .
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i) Sea {Ci}, i ∈ I, una familia arbitraria de conjuntos no vaćıos en Rn, entonces(⋂
i∈I

Ci

)∞
⊆
⋂
i∈I

(Ci)
∞ .

Adicionalmente, si cada Ci es cerrado y convexo y
⋂
i∈I

Ci 6= ∅ entonces

(⋂
i∈I

Ci

)∞
=
⋂
i∈I

(Ci)
∞ .

Demostración.

a) C∞ es cono. En efecto, sea x ∈ tC∞, entonces existe t0 ≥ 0 tal que x = t0p con p ∈ C∞

y como p ∈ C∞ existen (yk) ∈ C y tk → 0 tal que xktk → p es decir ĺımxktk = p con

k ∈ N entonces x = t0p = t0 ĺım xktk = ĺım xkt0tk. Además notemos que t0tk → 0 lo cual

implica que x ∈ C∞ y asi hemos demostrado que C∞ es un cono.

C∞ es cerrado. En efecto, sea xn ∈ C∞ con xn → x y para cada m existe una sucesión

xn,m con λn,mxn,m → xn, λn,m → 0 y con m→∞ y cada λn,m > 0. Entonces para cada k

existe un Nk tq para todo n ≥ Nk, ‖xn − x‖ < 1
k

y para cada k existe un Mk tal que para

todo m ≥Mk,‖λNk,mxNk,m − xNk
‖ < 1

k
tal que para todo m ≥ Lk con |λNk,m| <

1

k
. Sea el

conjunto Pk =máx{Mk, Lk} y yk = xNk,Pk
, λ = λNk,Pk

, entonces cada λk > 0, λk → 0 de

tal manera que:

‖λkyk − x‖ ≤ ‖λkyk − xNk
‖+ ‖xNk

− x‖
≤ ‖λNk,Pk

xNk,Pk
− xNk

‖+ ‖xNk
− x‖

<
1

k
+

1

k

=
2

k
,

luego x ∈ C∞ por lo tanto C∞ es cerrado.

b) Sea C cono cerrado. Primero mostremos que C∞ ⊆ C; sea x ∈ C∞ entonces existen

tk ↓ 0 y (xk) ∈ C tal que tkxk → x y como C es cerrado (tkxk) ∈ C, por lo tanto x ∈ C.

Ahora mostremos que C∞ ⊇ C; sea c ∈ C y como C es un cono cerrado existe una

sucesión xn → c, notemos que c → c ésto implica que 1
n
nc → c cuando n → ∞, por lo

tanto c ∈ C∞.

El rećıproco es inmediato.

c) Sea la hipótesis C∞ = {0}. Supongamos por contradicción que C es no acotado, entonces

existe una sucesión (xk) en C tal que ‖xk‖ → ∞ luego tk =

∥∥∥∥ 1

xk

∥∥∥∥→ 0 además

‖tkxk‖ = |tk| ‖xk‖ =

∥∥∥∥ 1

xk

∥∥∥∥ ‖xk‖ = 1
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de donde (tkxk) ∈ S (S es la esfera unitaria). Como S es compacto, existe una subsucesión

de (tkxk) que converge en S. Luego existe x ∈ C∞ y x ∈ S con x 6= 0 lo que es una

contradicción pues C∞ = {0}. Por lo tanto C es no acotado.

Rećıprocamente, sea la hipótesis C acotado. Mostremos que C∞ ⊂ {0}, entonces to-

memos un x ∈ C∞, luego existen tk ↓ 0 y (xk) ∈ C tal que tkxk → x, de tal manera que

tkxk → 0 pues (xk) ∈ C y C es acotado, aśı

‖tkxk‖ = |tk| ‖xk‖ ≤ |tk|M → 0

luego tkxk → 0, de ésta manera x = 0 ∈ {0} por lo tanto x ∈ {0}.
Para la inclusión C∞ ⊃ {0}; existe x ∈ C tal que xk = x con tkxk → 0 para cualquier

tk → 0 entonces 0 ∈ C∞.

d) Sea x ∈ (C1)
∞ entonces existen (xk) ∈ C1 y tk → 0 tal que tkxk → x luego (xk) ∈ C2 y

tk → 0 tal que tkxk → x por lo tanto x ∈ C∞2 .

e) Sea y ∈ (C + x0)
∞ luego existe tk ↓ 0, (xk+x0) ∈ C+x0, (xk) ∈ C tal que tk (xk + x0)→

y implica tkxk + tkx0 → y aśı, tkxk → y pues tnxk → 0 con (xk) ∈ C, por lo tanto y ∈ C∞.

Y aśı hemos probado que (C + x0)
∞ ⊆ C∞.

Por otro lado sabemos que C ⊆ C + x0 entonces C∞ ⊆ (C + x0)
∞.

f) Como C ⊆ C entonces C∞ ⊆
(
C
)∞

.

Rećıprocamente, sea x ∈ (C)∞ por definición existen sucesiones xn ∈ C y tn ↓ 0 tal

que xntn → x donde n ∈ N. Como (xn) ∈ C existen sucesiones {yn,m} ⊂ C tal que

yn,m → xn. Ahora de la hipótesis tenemos: para cada k existe un Mk tal que para todo

n ≥Mk se tiene que ‖xntn − x‖< 1
k2

, para cada k existe un Nk tal que para todo m ≥ Nk

se tiene que ‖yNk,m − xMk
‖< 1

k
y también para todo n ≥Mk se cumple que ‖tn‖< 1

k
. Sea

Pk = máx {Nk, Lk} y pk = yMk,Nk
, entonces ‖tnpk − x‖ ≤ ‖tnpk − xMk

tn‖+‖xMk
tn − x‖ =

‖tn‖ ‖pk − xMk
‖+ ‖xMk

tn − x‖< 2
k2

y aśı x ∈ C∞.

g) Sean z ∈ C∞, x ∈ C y t0 ≥ 0 por demostrar que x + t0z ∈ C. En efecto, por la

definición de C∞ existen (zk) ∈ C y tk → 0 tal que tkzk → z con tk ≥ 0. Luego para

algún k suficientemente grande y t ∈ [0, 1] se tiene 0 ≤ ttk ≤ 1 y como C es convexo se

tendrá (1− ttk)x+ ttkzk ∈ C, entonces para k →∞ el

ĺım [(1− ttk)x+ ttkzk] = ĺım (1− ttk)x+ ĺım ttkzk

= ĺımx− tx ĺım tkzk

= x+ tz

y como C es cerrado implica x+ tz ∈ C como queŕıamos.

Rećıprocamente, sea z ∈ {u ∈ Rn;x0 + tu ∈ C} entonces 1
n

(x0 + nz)→ z, aśı z ∈ C∞.
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h) Para i = 1, 2, . . . ,m sea x en (
⋃
Ci)
∞, entonces existen {xk} ⊂

⋃
Ci y tk ↓ 0 tal

que xktk → x. Luego, algún Ci tal que i = 1, 2, . . . ,m, contiene infinitos ı́ndices xk en

Ci. Llamemos a tal conjunto de ı́ndices N1 notemos que {xk} ⊂ Ci con k en N1. Como

{tk} ↓ 0 y xktk → x para k en N1 implica que x está en (Ci)
∞.

Por otro lado, sea x ∈
⋃

(Ci)
∞ para i = 1, 2, . . . ,m, luego existe i = 1, 2, . . . ,m tal

que x ∈ (Ci)
∞ entonces existen sucesiones (xk,i) en Ci y tk → 0 tal que xk,itk → x y por

definición de cono asintótico obtenemos que x ∈ (
⋃
Ci)
∞.

i) Primero probemos que
(⋂

i∈I Ci
)∞ ⊆ ⋂i∈I (Ci)

∞. En efecto, sea a ∈
(⋂

i∈I Ci
)∞

entonces

existen (xk) ∈
⋂
i∈I Ci y tk → 0 tal que tkxk → a. Entonces para todo i ∈ I y (xk) ∈ Ci

concluimos que a ∈ (Ci)
∞. Por lo tanto para todo i ∈ I, a ∈

⋂
i∈I (Ci)

∞.

Adicionalmente, si cada Ci es cerrado y convexo y
⋂
i∈I Ci 6= ∅ entonces solo nos queda

demostrar
⋂
i∈I (Ci)

∞ ⊂
(⋂

i∈I Ci
)∞

y obtendremos la igualdad de la proposición. Sean

a ∈
⋂
i∈I (Ci)

∞, x0 ∈
⋂
i∈I Ci y t0> 0. Entonces, para todo i en I, a está en (Ci)

∞ y x0 en

Ci. Como cada Ci es cerrado y convexo, por la demostración en g) tendremos que x0 + t0a

está en Ci para todo i en I. Luego x0 + t0a se encuentra en
⋂
i∈I Ci. Aśı, para t0 → +∞

tenemos que 1
t0

(x0 + t0a)→ a, por lo tanto a está en
(⋂

i∈I Ci
)∞

como queŕıamos.

Observación 3. En i) no se cumple la igualdad directamente.

En efecto; sean E1 = {0, 2, 4, ...} y E2 = {1, 3, 5, ...} implica que E1

⋂
E2 = ∅ y

(E1

⋂
E2)

∞ = ∅ pero (E1)
∞ = R+ y (E2)

∞ = R+.

3.3. Dualidad Fuerte: El caso general

En ésta sección estudiaremos Dualidad Fuerte para un caso general. Sea C ⊆ Rn no

vaćıo, f : C → R. Consideremos el siguiente problema de minimización:

µ = ı́nf
x∈K

f(x). (P)

donde g : C → Rm, P ⊆ Rm cono convexo, K = {x ∈ C, g(x) ∈ −P} conjunto de restric-

ciones, P ∗ = {y ∈ Rm/ 〈y, p〉 ≥ 0, para todo p ∈ P}.

Observación 4. Como el interior topológico de P puede ser vaćıo, en éste caso el conjunto

de restricciones es descrito por desigualdades e igualdades.

Sea el lagrangiano: L (γ∗, λ∗, x) = γ∗f(x) + 〈λ∗, g(x)〉, donde γ∗ ≥ 0, λ∗ ∈ P ∗, x ∈ Rn.

Si x ∈ K, λ∗ ∈ P ∗, γ∗ ≥ 0, entonces: −g(x) ∈ P , luego 〈λ∗,−g(x)〉 ≥ 0 o equivalente-

mente 〈λ∗,−g(x)〉 ≤ 0; es decir, 〈λ∗, g(x)〉 ≤ 0, x ∈ K, λ∗ ∈ P ∗.
Luego de lo anterior decimos que L (γ∗, λ∗, x) ≤ γ∗f(x). Entonces

ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗, x) ≤ ı́nf
x∈K

L (γ∗, λ∗, x) ≤ ı́nf
x∈K

γ∗f(x) = γ∗ ı́nf
x∈K

f(x),
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por lo tanto

ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗, x) ≤ γ∗ ı́nf
x∈K

f(x),

para todo γ∗ ≥ 0 y para todo λ∗ ∈ P ∗.
La propiedad de Dualidad Fuerte asociado al problema (P ), se cumple cuando además,

se tiene la desigualdad contraria, es decir, cuando existen λ∗0 ∈ P ∗ y γ∗ > 0 de modo que

γ∗ ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗0, x) . (3.1)

Lema 6. Si A ⊂ Rn es convexo, entonces cone(A) es convexo.

Demostración. Sean x, y en cone(A) y λ en [0, 1]. Luego, para t0, t1 ≥ 0 y x1, y1 en A, se

tendrá que

λx+ (1− λ)y = λt0x1 + (1− λ)t1y1

= (λt0 + (1− λ)t1)

[
λ

t0
λt0 + (1− λ)t1

x1 + (1− λ)
t1

λt0 + (1− λ)t1
y1

]
se encuentra en el cone(A), pues λ t0

λt0+(1−λ)t1 + (1−λ) t1
λt0+(1−λ)t1 = 1 y λt0 + (1−λ)t1 ≥ 0.

Por lo tanto cone(A) es convexo.

Teorema 13. Consideremos el problema (P ), en donde

F (C) = {(f(x), g(x)) ;x ∈ C}

suponiendo que µ ∈ R y int (co (F (C))− (µ, 0) + R+ × P ) 6= ∅. Las afirmaciones siguientes

son equivalentes:

a) Existe multiplicador de lagrange

(γ∗0 , λ
∗
0) ∈ R+ × P ∗, (γ∗0 , λ∗0) 6= (0, 0)

tal que

γ∗0 ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L (γ∗0 , λ
∗
0, x) .

b) cone(int(co(F (C))− (µ, 0) + (R+ × P ))) es pointed.

c) (0, 0) /∈ int(co(F (C)− (µ, 0) + (R+ × P ))).

d) cone(co(F (C)− (µ, 0) + int (R+ × P ))) es pointed cuando intP 6= ∅.
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Demostración. Veamos a) implica b). Como P ∗ es el cono polar positivo de P y por

hipótesis se cumple γ∗0 ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L (γ∗0 , λ
∗
0, x) para (γ∗0 , λ

∗
0) ∈ R+×P ∗,(γ∗0 , λ∗0) 6= (0, 0).

Entonces

γ∗0f(x) + 〈λ∗0, g(x)〉 ≥ γ∗0 ı́nf
x∈C

f(x)

y para µ = ı́nf
x∈C

f(x) podemos reescribir la anterior desigualdad de la siguiente manera:

〈(γ∗0 , λ∗0) , (f(x)− µ, g(x))〉 ≥ 0;

para todo x ∈ C.

Sea A = F (C)− (µ, 0), dado que el cone(int(co(A) + (R+×P ))) es convexo queda por

demostrar que cualquiera sea x,−x ∈ cone(int(co(A)+(R+×P ))) se tendrá que x = 0. En

efecto, supongamos que x 6= 0 entonces podemos escribir: x = t1ε1 y −x = t2ε2; t1t2 > 0 y

εi ∈ int((co(A) + (R+ × P ))) para i = 1, 2. Entonces si ε = (f(x)− µ, g(x)) + (r, p) donde

(f(x)− µ, g(x)) ∈ A y r ∈ R+, p ∈ P . Luego, se tendrá para (γ∗0 , λ
∗
0) 6= (0, 0) en R+ × P

que

〈(γ∗0 , λ∗0) , ε〉 = 〈(γ∗0 , λ∗0) , (f(x)− µ+ r, g(x) + p)〉 ≥ 0

Ahora si ε ∈ co(A)+(R+×P entonces ε =
∑
αiεi+(r, p) donde εi ∈ [0, 1], εi ∈ A,

∑
αi = 1,

luego ε =
∑
αi(εi + (r, p)) donde εi + (r, p) ∈ A+ (R+ × P ), entonces

〈(γ∗0 , λ∗0) , ε〉 =
∑

αi 〈(γ∗0 , λ∗0) , εi + (r, p)〉 ≥ 0.

Por otro lado existe δ > 0 tal que εi+λ ∈ co(A)+(R+×P ), 0 < λ < δ, ∀y ∈ R×Rn,‖y‖ = 1

(y vector unitario)(δ depende de y), luego se tiene que 0 ≤ 〈(γ∗0 , λ∗0) , εi + λy〉. Como i = 1, 2

y poniendo β∗ = (γ∗0 , λ
∗
0) tendremos 〈β∗, ε1 + λy〉 ≥ 0 y 〈β∗, ε2 + λy〉 ≥ 0 multiplicando

por t1 y t2 respectivamente se obtiene:

〈β∗, t1ε1 + λyt1〉 ≥ 0, (3.2)

〈β∗, t2ε2 + λyt2〉 ≥ 0. (3.3)

Sumando (3.2) y (3.3) tenemos que 〈β∗, t1ε1 + λyt1 + t2ε2 + λyt2〉 ≥ 0, pues x − x =

t1ε1 + t2ε2 = 0. Aśı obtenemos que 〈β∗, (t1 + t2)λy〉 ≥ 0. Luego

〈β∗, y〉 ≥ 0 (3.4)

para todo y ∈ R× Rm. Y si y = −β∗ se tendrá 〈β∗,−β∗〉 ≥ 0, 〈β∗, β∗〉 ≤ 0 y que

‖β∗‖ ≤ 0. (3.5)

De (3.4) y (3.5) concluimos que β∗ = 0; es decir; (γ∗0 , λ
∗
0) = 0 lo que es una contradicción,

pues (γ∗0 , λ
∗
0) 6= (0, 0).
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Ahora veamos b) implica c). Asumiendo la hipótesis; supongamos por contradicción que

(0, 0) ∈ int(co(F (C))−(µ, 0)+(R+ × P )) entonces cone [int(co(F (C))− (µ, 0) + R+ × P )] =

R×Rm que es una contradicción, pues cone [int(co(F (C))− (µ, 0) + (R+ × P )] es pointed.

Probemos la equivalencia entre b) y d). Primero, dado un cono convexo Q con interior

no vaćıo y un conjunto K, se cumple por propiedades que: K + intQ = int(K + Q),

cone(co(K)) = co(cone(K)), co(K + Q) = co(K) + Q. Ahora notemos que para P cono

convexo con interior no vaćıo y A un conjunto cualquiera se tendrá:

cone(int(co(A) + P )) = cone(co(A) + intP ),

donde intP 6= ∅. Tomando en cuenta los anteriores hechos, sea A = F (C)− (µ, 0); luego

cone(int(co(F (C))− (µ, 0) + (R+ × P ))) = cone(int(co(F (C))− (µ, 0) + (R+ × P )))

= cone(int(co(A)) + (R+ × P ))

= cone(co(A) + int (R+ × P ))

si intP 6= 0.

Finalmente mostramos c) implica a). Por separación entre un convexo y un punto

tendremos que 〈(γ0, λ0), (f(x)− µ, g(x))〉 ≥ 0, esto para todo x en C. Como se cumple para

todo x en C y por la definición de P ∗ (cono polar positivo) implica que existe (γ∗0 , λ
∗
0) en

R+×P ∗\{(0, 0)}. Aśı, 〈(γ∗0 , λ∗0), (f(x)− µ, g(x))〉 ≥ 0. Luego, para todo x en C tendremos

que γ∗0f(x) + 〈λ∗0, g(x)〉 ≥ γ∗0µ lo que a su vez implica que ı́nf
x∈C

L (γ∗0 , λ
∗
0, x) ≥ γ∗0µ. Y por

definición de K tendremos que ı́nf
x∈C

L (γ∗0 , λ
∗
0, x) = γ∗0 ı́nf

x∈K
f(x).

Corolario 6. Consideremos el problema (P ). Suponiendo que µ ∈ R,

int(co(F (C)− (µ, 0) + (R+ × P ))) 6= ∅

y se cumple la condición de Slater Generalizado:

cone (g(C) + P ) = Rn.

Entonces son equivalentes:

a) Existe multiplicador de lagrange λ∗0 ∈ P ∗, tal que:

ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x).

b)

ı́nf
x∈K

f(x) = máx
λ∗∈P ∗

ı́nf
x∈C

L(1, λ∗, x).
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c) cone(int(co(F (C))− (µ, 0) + int(R+ × P ))) es pointed.

Demostración. Primero veamos b) implica a). Por hipótesis existe λ∗0 ∈ P ∗ tal que:

ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x), luego de ésta manera tenemos a).

Ahora mostramos a) implica b). Sea µ = ı́nf
x∈K

f(x) y por a) tenemos ı́nf
x∈C

L(1, λ∗, x) ≤ µ,

para todo λ∗ ∈ P ∗, luego máx
λ∗∈P ∗

ı́nf
x∈C

L(1, λ∗, x) = µ = ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x).

Notemos que a) implica c) es inmediato por el teorema anterior.

Probamos c) implica a). Si γ∗0 = 0 entonces 0 6= λ∗0 ∈ P ∗ y 〈λ∗0, y〉 ≥ 0 para todo

y ∈ Rm, por demostrar que 〈λ∗0, y〉 ≥ 0. En efecto, sea y ∈ cone (g(C) + P ), entonces existe

zn = t(g(xn) + P ) tal que zn → y, (t(g(xn) + P )→ y) luego ĺım
n∈N

t(g(xn) + P, λ∗0) = 〈y, λ∗0〉
donde

〈λ∗0, y〉 = ĺım
n∈N

t 〈g(xn), λ∗0〉+ t 〈P, λ∗0〉

≥
〈

ĺım
n∈N

tg(xn), λ∗0

〉
≥ 0,

para todo y ∈ Rm. Si y = −λ∗0 entonces 〈λ∗0,−λ∗0〉 ≥ 0. Luego ‖λ∗0‖ ≤ 0 y por la condición

de Slater generalizado λ∗0 = 0 que nos da una contradicción, pues 0 6= λ∗0. Ahora suponiendo

γ∗0 = 1 tendremos que:

ı́nf
x∈K

f(x) ≥ ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x). (3.6)

Y por otro lado como cone(int(co(F (C)) − (µ, 0) + (R+ × P ))) es pointed por teorema

anterior (0, 0) /∈ cone(int(co(F (C))− (µ, 0) + (R+×P ))) luego γ∗0f(x) + 〈λ∗0, g(x)〉 ≥ γ∗0µ,

para todo x ∈ C y como γ∗0 = 1 se tendrá:

ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x) ≥ ı́nf
x∈K

f(x). (3.7)

De (3.6) y (3.7) concluimos que

ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L(1, λ∗0, x).

3.4. Caso general con una restricción: Formulación

del problema.

En ésta sección, abarcamos dualidad fuerte (3.1) de acuerdo al enfoque planteado en

5), en el cual a partir de una completa descripción que se obtuvo de la condición de pointed
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del conjunto:

cone(F (C)− (µ, 0) + intR2
+)

mencionado en el anterior teorema. A ráız de esto, una nueva caracterización de (D.F.),

la cual entre otras, evidencia la no dependencia de la condición de Slater. En éste caso al

tratarse de una restricción, el problema (P) queda,

µ = ı́nf
g(x)≤0

f(x)

x ∈ C.
(P)

El Lagrangiano usual asociado a (P) es

L(γ∗, λ∗, x) = γ∗f(x) + λ∗g(x),

donde γ∗ ≥ 0 y λ∗ ≥ 0 se conocen como multiplicadores de Lagrange. Notemos además

que K = {x ∈ C : g(x) ≤ 0} y luego obtenemos

γ∗(f(x)− µ) + λ∗g(x) ≥ 0, para todo x ∈ C,

lo cual implica Dualidad Fuerte cuando γ∗ > 0. Dados γ∗ ≥ 0, λ∗ ≥ 0 y haciendo

F (C) = {(f(x), g(x)) : x ∈ C} con ρ = (γ∗, λ∗), la anterior desigualdad la podemos escribir

como:

〈ρ, b〉 ≥ 0 para todo b ∈ F (C)− (µ, 0)

lo que a su vez podemos reescribirla como:

〈ρ, a〉 ≥ 0 para todo a ∈ F (C)− (µ, 0) + R2
+.

Ahora, antes de caracterizar ésta relación con el siguiente teorema, veamos algunos resul-

tados:

Lema 7. Si P es un cono, a ∈ int(P ) entonces para todo t > 0, ta ∈ int(P ).

Demostración. Existe r > 0, B(a, r) ⊂ P . Sea t > 0, tomando s = tr afirmamos que

B(ta, s) ⊂ P . En efecto; si b ∈ B(ta, s) entonces

|b− ta|<s

t

∣∣∣∣bt − a
∣∣∣∣<s∣∣∣∣bt − a
∣∣∣∣< s

t
= r

entonces b
t
∈ B(a, r) ⊂ P por lo tanto b = t b

t
∈ P .
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Lema 8. Sea P ⊆ R2 un cono, convexo, cerrado de modo tal que intP 6= ∅ y A ⊂ R2 un

conjunto no vaćıo. Entonces

A ∩ (− intP ) = ∅ si y solo si cone(A+ P ) ∩ (− intP ) = ∅.

Demostración. Primero notemos que − intP = int(−P ) y como A ∩ (− intP ) = ∅ se

tendrá que A ⊂ [int(−P )]c.

Afirmamos que el [int(−P )]c es un cono cerrado. En efecto; [int(−P )]c es cerrado

pues int(−P ) es abierto. Ahora veamos que [int(−P )]c es un cono. En efecto; sean a ∈
[int(−P )]c, t ≥ 0 y supongamos que ta /∈ [int(−P )]c. Entonces ta ∈ int(−P ) y por

hipótesis a /∈ int(−P ). Como −P es un cono se tendrá que t> 0, pues si t = 0 entonces

ta = 0 /∈ int(−P ) (salvo si −P = R2 que no es el caso). Por tanto a =
1

t
(ta) ∈ int(−P ),

lo cual es una contradicción.

Como A ⊂ [int(−P )]c se tendrá que A + P ⊂ [int(−P )]c. Para mostrar este hecho

tomemos a + p ∈ A + P , donde a ∈ A y p ∈ P . Supongamos que a + p /∈ [int(−P )]c.

Luego a + p ∈ int(−P ) del cual deducimos que −(a + p) ∈ intP ⊂ P . Entonces existe

r > 0 tal que B(−a − p, r) ⊂ intP . Ahora, notemos que a + p ∈ int(−P ) ⊂ −P , luego

a = a+ p− p ∈ −P . Por otro lado B(a+ p− p, r) ⊂ P , luego B(a+ p− p, r) ⊂ −P − p.
Por tanto a ∈ int(−P ) lo cual es una contradicción ya que A ∩ (int(−P )) = ∅.

Y por lo mostrado en el párrafo anterior tenemos que cone(A + P ) ⊂ [int(−P )]c.

Aśı cone(A+P ) ⊂ [int(−P )]c, por tanto cone(A+P )∩int(−P ) = ∅. Rećıprocamente; como

A ⊂ A+P entonces A ⊂ cone(A+P ) luego A∩ (− intP ) ⊂ cone(A+P )∩ (− intP ) = ∅,
por tanto A ∩ (− intP ) = ∅.

Teorema 14. Sea P ⊆ R2 un cono, convexo, cerrado de modo tal que intP 6= ∅ y A ⊂ R2

un conjunto no vaćıo tal que A ∩ − intP = ∅. Entonces las siguientes proposiciones son

equivalentes:

a) Existe λ∗ ∈ P ∗ \ 0 : 〈λ∗, a〉 ≥ 0, para todo a ∈ A;

b) cone(A+ P ) es convexo;

c) cone+(A+ intP ) es convexo;

d) cone(A+ intP ) es convexo;

e) cone(A+ intP ) es pointed;

f) co(A) ∩ − intP = ∅

Demostración. Mostremos a) implica b).Por hipótesis existe λ∗ ∈ P ∗\0 tal que 〈λ∗, x〉 ≥ 0

para todo x ∈ A y claramente x ∈ cone(A + P ). Sean u ∈ intP , y, z ∈ A entonces
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cone({y}) + cone({u}) = {sy + tu; s, t ≥ 0} es un cono convexo y cerrado que contiene a

u y y, y está contenido en cone(A+P ). Lo mismo es cierto para cone({z}) + cone({u}) =

{αz + βu;α, β ≥ 0} es un cono convexo y cerrado. Ambos conos tienen en común a

cone({u}) por lo tanto la unión de ambos conos está contenida en

cone({A+ P}) ⊆
{
x ∈ R2 : 〈λ∗, x〉 ≥ 0

}
. (3.8)

Antes mostremos(3.8). Sea a ∈ cone({A+ P}) entonces a = t(c+k), donde c ∈ A y k ∈ P .

Luego

〈λ∗, a〉 = t 〈λ∗, c+ k〉
= t 〈λ∗, c〉+ t 〈λ∗, k〉
≥ 0 + t 〈λ∗, k〉
≥ 0

Por tanto a ∈ {x ∈ R2 : 〈λ∗, x〉 ≥ 0}.
Volviendo a la idea anterior, definimos

B = cone({y}) + cone({u})
⋃

cone({z}) + cone({u}).

B es un cono convexo. En efecto; es claro que la unión de dos conos es un cono. La

convexidad la obtenemos de lo siguiente. Sean C1 = cone {u}+cone {y} y C2 = cone {u}+

cone {z} y analizamos los siguientes casos:

i) si z ∈ cone {y} ó z ∈ cone {u} entonces C1 = C2 luego C1

⋃
C2 = C1 donde C1 es

convexo.

ii) Si z ∈ int(C1) entonces C2 ⊂ C1, pues tomando a ∈ C2 tendremos que:

a = tu+ pz

= tu+ p(mu+ ny)

= (t+ pm)u+ pny

= αu+ βy ∈ C1

por lo tanto C1

⋃
C2 = C1 convexo.

iii) Afirmamos que si z /∈ C1 entonces C1

⋃
C2 = cone {z} + cone {y}. En efecto; Si

u ∈ cone {z} + cone {y} entonces u = α1z + β1y ∈ C1

⋃
C2. Rećıprocamente, sea

αu+ βy ∈ C1 entonces

α(α1z + β2y) + βy = αα1z + αβ1y + βy

= αα1z + (αβ1 + β)y ∈ cone {z}+ cone {y} .

47



es decir, αu+ βz ∈ C2. Luego

α(α1z + β1y) + βz = αα1z + αβ1y + βz

= (αα1 + β)z + αβ1y ∈ cone {z}+ cone {y} .

Con lo anterior hemos mostrado que B es un cono convexo.

Finalmente, dados y, z ∈ B se deduce que: [y, z] ⊆ B ⊆ cone(A + P ) y además como

y, z ∈ A se tendrá co(A) ⊆ cone(A+ P ) por lo tanto, como P es cono convexo tendremos

cone(A+ P ) es convexo.

Veamos b) implica a). Esto es una consecuencia de argumentos de separación de con-

vexos debido a que

A ∩ (− intP ) = ∅ si y solo si cone(A+ P ) ∩ (− intP ) = ∅.

Luego, existe λ∗ 6= 0 tal que 〈λ∗, p〉 ≤ 0 para todo p ∈ int(−P ) y 〈λ∗, x〉 ≥ 0 para

todo x ∈ cone(A + P ). Además tenemos que P ⊂ cone(A + P ). Si p ∈ P , tendremos que

p ∈ int(P ) ó p ∈ ∂P , analicemos éstos casos:

i) Si p ∈ intP entonces −p ∈ − int(P ), luego 〈λ∗,−p〉 ≤ 0 y por lo tanto 〈λ∗, p〉 ≥ 0

ii) Si p ∈ ∂P entonces, como int(P ) = P , existe una sucesión {pn} ⊂ int(P ) tal que

pn → p. Luego decimos que {−pn} ⊂ − int(P ), y que 〈λ∗,−pn〉 ≤ 0. Entonces

〈λ∗, pn〉 ≥ 0 y 〈λ∗, p〉 ≥ 0. Por tanto λ∗ ∈ P ∗.

Es decir; en cualquier caso λ∗ está en P ∗ y como a pertenece a A y A ⊂ cone(A + P )

concluimos 〈λ∗, a〉 ≥ 0 para todo a en A.

Veamos c) implica b). Primero mostremos que cone+(A + intP ) = cone(A + P ). En

efecto; como A+intP ⊂ A+P entonces cone+(A+intP ) ⊂ cone+(A+P ) ⊂ cone(A+P ).

Por tanto cone+(A + intP ) ⊂ cone(A + P ). Rećıprocamente; cone(A + P ) ⊂ cone+(A +

intP ), pues tomando t(a+p) ∈ cone(A+P ) y t ≥ 0 existen {tn} tal que tn → t+ y {pn} ⊂
int(P ) tal que (pn)→ p. Luego tn(a+pn) ∈ cone+(A+intP ) y además tn(a+pn)→ t(a+p).

Aśı; t(a+ p) ∈ cone+(A+ intP ) y por tanto cone(A+ P ) ⊂ cone+(A+ intP ).

Ahora, por propiedades de convexos sabemos que si cone+(A + int(P )) es convexo,

entonces cone+(A + int(P )) es convexo. Y por lo mostrado anteriormente tenemos que

cone+(A+ intP ) = cone(A+ P ), con lo cual decimos que cone(A+ P ) es convexo.

Ahora veamos b) implica c). Notemos antes que cone(A + P ) = cone+(A + P ) y

además convexo y por propiedades de conjuntos convexos implica que int
(

cone+(A+ P )
)
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es convexo. Aśı,

int(cone+((A) + P ) = int(cone+(A) + P )

= int(cone+(A) + P )

= cone+(A) + intP

= cone+(A+ intP ),

Usando el hecho de que cone+(A) +P es convexo. Por tanto cone+(A+ intP ) es convexo.

c) implica d) es inmediato.

Mostremos d) implica b). Como cone(A + intP ) y por propiedades de conjuntos

convexos implica cone(A + int(P )) es convexo. Luego, veamos que cone(A + int(P )) =

cone(A+P ). Sabemos que A+int(P ) ⊂ A+P implica que cone(A+int(P )) ⊂ cone(A+P ),

por lo tanto cone(A+ int(P )) ⊂ cone(A+ P ). Rećıprocamente, por la demostración en c)

implica b) tenemos que cone(A+ P ) ⊂ cone+(A+ int(P )) ⊂ cone(A+ int(P )), por tanto

cone(A+ P ) ⊂ cone(A+ int(P )). Aśı cone(A+ P ) es convexo.

c) implica e). En efecto, sean y,−y ∈ cone(A + intP ). Razonamos por contradicción,

supongamos y 6= 0. Por hipótesis cone+(A + intP ) es convexo. Luego 0 = 1
2
y + 1

2
(−y) ∈

cone+(A+intP ) lo cual implica que existen t> 0, a ∈ A y p ∈ intP tales que 0 = t(a+p).

Entonces a = −p e implica que A ∩ (− intP ) 6= ∅ lo cual es una contradicción.

Veamos e) implica f). Supongamos por contradicción que existe x ∈ co(A)
⋂

(int−P ),

luego x ∈ co(A) y −x ∈ intP . Aśı, 0 = x+ (−x) ∈ co(A) + intP . Además, co(A) + intP

es un abierto que contiene al cero. Concluimos diciendo que cone(co(A) + intP ) = R2 lo

cual es una contradicción, pues cone(A+ intP ) es pointed.

Finalmente, mostremos f) implica a). Por teorema de separación entre convexos, existe

p ∈ R2 \ {0} y α ∈ R, tal que 〈p, z〉 ≥ α, para todo z ∈ co(A) y 〈p, w〉 ≤ α, para

toda w ∈ −intP = −P . De la segunda desigualdad tendremos que 〈p,−w〉 ≥ −α, para

toda −w en P . Sea −w = nq, para todo q ∈ P y tendremos que 〈p, nq〉 ≥ −α, es decir;

〈p, q〉 ≥ −α
n
.

Tomando el ĺımite a la última desigualdad cuando n→ +∞ obtenemos 〈p, q〉 ≥ 0, para

todo q ∈ P . Y por la definición de P ∗ tendremos que p ∈ P ∗. Ahora, pongamos p = λ∗ y

en la primera desigualdad tendremos que 〈λ∗, z〉 ≥ 0, para todo z ∈ co(A), en particular

〈λ∗, a〉 ≥ 0, para todo a ∈ A.

En virtud del resultado anterior y del razonamiento empleado en A complete characte-

rization of strong duality in nonconvex optimization with a single constraint, la idea es par-

ticionar el cono cone(F (C)−µ(1, 0)+R2
++), para determinar las condiciones que permitan

asegurar la condición de Pointed con respecto a las particiones, se denota R2
++ = intR2

+.
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Definición 14. K = {x ∈ C : g(x) ≤ 0} = S−g (0) ∪ S=
g (0), en donde,

S−g (0) = {x ∈ C : g(x)< 0} ,
S=
g (0) = {x ∈ C : g(x) = 0} ,
S+
g (0) = {x ∈ C : g(x)> 0} .

Definición 15.

S−f (µ) = {x ∈ C : f(x)<µ} ,
S=
f (µ) = {x ∈ C : f(x) = µ} ,
S+
f (µ) = {x ∈ C : f(x)>µ} .

Al particionar F (C)− µ(1, 0) + R2
++ = Ω1 ∪Ω2 ∪Ω3 se obtiene cone(F (C)− µ(1, 0) +

R2
++) = cone(Ω1) ∪ cone(Ω2) ∪ cone(Ω3), donde:

Ω1 =
⋃

x∈argminK f∩S=
g (0)

[
(0, 0) + R2

++

]
∪

⋃
x∈argminK f∩S−g (0)

[
(0, g(x)) + R2

++

]
.

Ω2 =
⋃

x∈S+
f (µ)∩S−g (0)

[
(f(x)− µ, g(x)) + R2

++

]
∪

⋃
x∈S+

f (µ)∩S=
g (0)

[
(f(x)− µ, 0) + R2

++

]
.

Ω3 =
⋃

x∈S−f (µ)∩S+
g (0)

[
(f(x)− µ, g(x)) + R2

++

]
∪

⋃
x∈S=

f (µ)∩S+
g (0)

[
(0, g(x)) + R2

++

]
∪

⋃
x∈S+

f (µ)∩S+
g (0)

[
(f(x)− µ, g(x)) + R2

++

]
.

Observación 5. Por definición de µ tenemos que f(x)<µ implica g(x)> 0, luego S−f (µ)∩
S+
g (0) = S−f (µ).

Por otro lado, mientras S+
f (µ) ∩ S−g (0), S−f (µ) sean no vaćıos, se definen respectiva-

mente:

r = ı́nf
x∈S+

f (µ)∩S−g (0)

g(x)

f(x)− µ
, s = sup

x∈S−f (µ)

g(x)

f(x)− µ
.

Es claro que, −∞ ≤ r < 0, −∞<s ≤ 0.

La siguiente proposición recoge propiedades básicas de los conjuntos previamente de-

finidos.

Proposición 11. K 6= ∅ y µ finito. Entonces:

a) C = K si y solo si S+
g (0) = ∅;
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b) argminK f ∩ S−g (0) = ∅ y S+
f (µ) ∩ S−g (0) = ∅ si y solo si S−g (0) = ∅;

c) S+
f (µ) ∩ S−g (0) = ∅ si y solo si S−g (0) ⊆ argminK f ;

d) S−f (µ) = ∅ si y solo si µ = ı́nf
x∈C

f(x).

Demostración. Comencemos mostrando a). Supongamos que S+
g (0) 6= ∅ entonces existe

x ∈ C tal que g(x) > 0 luego x /∈ K. Por lo tanto C 6= K.

Rećıprocamente. Sea x ∈ K entonces x ∈ S−g (0) o x ∈ S=
g (0). Tomamos en cuenta los

siguientes casos:

i) Si x ∈ S−g (0) entonces g(x)< 0; x ∈ C, por tanto K ⊆ C.

ii) Si x ∈ S=
g (0) entonces g(x) = 0; x ∈ C, por tanto K ⊆ C.

Por otro lado, sea x ∈ C. Entonces x ∈ S−g (0) ∪ S=
g (0) ∪ S+

g (0) y como S+
g (0) = ∅ se

tendrá que x ∈ S−g (0) ∪ S=
g (0) y por definición x ∈ K, por tanto C ⊆ K.

Mostremos b). Por hipótesis S−g (0) = ∅ luego argminK f ∩ ∅ = argminK f ∩ S−g (0) = ∅
y S+

f (µ) ∩ ∅ = S+
f (µ) ∩ S−g (0) = ∅.

Rećıprocamente, supongamos S−g (0) 6= ∅ entonces existe x0 ∈ S−g (0) y por definición

de S−g (0) se tendrá x0 ∈ C tal que g(x0) < 0 y por la observación 4 tenemos f(x0) ≥ µ lo

cual genera dos casos:

i) Si f(x0) = µ y como µ ∈ R entonces x0 ∈ argminK f . Luego argminK f ∩S−g (0) 6= ∅,
lo que es una contradicción.

ii) Si f(x0)>µ entonces x0 ∈ S+
f (µ). Por tanto S+

f (µ) ∩ S−g (0) 6= ∅, también es una

contradicción.

En consecuencia argminK f ∩ S−g (0) = ∅ y S+
f (µ) ∩ S−g (0) = ∅.

Ahora procedemos a demostrar c). De la hipótesis S+
f (µ) ∩ S−g (0) = ∅ decimos que

S−g (0) ⊆
[
S+
f (µ)

]c
luego S−g (0) ⊆ S−f (µ)∪S=

f (µ). Tomando un x0 ∈ S−g (0) se tendrá g(x0)< 0.

Aśı f(x0) ≥ µ luego x0 ∈ S=
f (µ), además como x0 ∈ K concluimos que x0 ∈ argminK f .

Rećıprocamente, supongamos que f(x)>µ y g(x)< 0 entonces por hipótesis tenemos

que f(x) = µ para algún x ∈ K pues f(x)>µ, que es una contradicción.

Veamos d). Como C = S+
f (µ) ∪ S=

f (µ) y si x ∈ C entonces f(x) ≥ µ y ı́nf
x∈C

f(x) ≥
µ. Luego µ = ı́nf

x∈K
f(x) ≥ ı́nf

x∈C
f(x) ≥ µ por lo tanto µ = ı́nf

x∈C
f(x). Rećıprocamente,

supongamos que S−f (µ) 6= ∅ entonces existe un x ∈ C tal que f(x)<µ, que es una

contradicción.
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Observación 6. Asumiendo que µ es finito y que el conjunto factible K es no vaćıo, por

tanto

[F (C)− µ(1, 0)] ∩
(
−R2

++

)
= ∅.

Y por teorema afirmamos que la convexidad de cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es equi-

valente a que sea pointed.

Antes de mostrar el siguiente teorema veamos un corolario.

Corolario 7. Sea Ω ∈ Rn. Si La ∩ Ω 6= ∅ entonces a ∈ cone(Ω).

Demostración. Por hipótesis existe un x ∈ La ∩ Ω, donde La = {sa/s ≥ 0}. Ahora como

x = sa, s ≥ 0 y tx ∈ cone(Ω) para todo t ≥ 0, tendremos los siguientes casos:

Si s = 0 entonces t0a ∈ cone(Ω).

Y si s > 0 entonces a = 1
s
sa = 1

s
x ∈ cone(Ω).

Teorema 15. Consideremos µ = ı́nf
x∈K

f(x) tal que K 6= ∅ y µ finito.

a) Asumimos que argminK f 6= ∅. Entonces, cone(F (C)− µ(1, 0) + R2
++) es pointed si

se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

a1) argminK f ∩ S−g (0) 6= ∅ y, S+
g (0) = ∅ ó

[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]
;

a2) argminK f ∩ S−g (0) = ∅, argminK f ∩ S=
g (0) 6= ∅ y K = argminK f ;

a3) argminK f ∩ S−g (0) = ∅, argminK f ∩ S=
g (0) 6= ∅, S−g (0) ∩ S+

f (µ) 6= ∅,
−∞ < r < 0 y cualquiera S+

g (0) = ∅ ó
[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅, s ≤ r

]
, ó[

S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]
;

a4) argminK f ∩ S−g (0) = ∅, argminK f ∩ S=
g (0) 6= ∅, S−g (0) ∩ S+

f (µ) 6= ∅,
r = −∞ y, cualquiera S+

g (0) = ∅ ó
[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]
;

a5) argminK f ∩ S−g (0) = ∅, argminK ∩S=
g (0) 6= ∅, S−g (0) ∩ S+

f (µ) = ∅ y

S=
g (0) ∩ S+

f (µ) 6= ∅.

b) Asumiendo que argminK f = ∅. Entonces, cone(F (C)− µ(1, 0) + R2
++) es pointed si

se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

b1) S−g (0) ∩ S+
f (µ) 6= ∅, −∞<r< 0 y, cualquiera S+

g (0) = ∅ ó[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅, s ≤ r

]
ó
[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]
;

b2) S−g (0) ∩ S+
f (µ) 6= ∅, r = −∞ y, S+

g (0) = ∅ o
[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]
;

b3) S−g (0) ∩ S+
f (µ) = ∅, S=

g (0) ∩ S+
f (µ) 6= ∅.
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Demostración. Veamos a1) implica a). Si argminK f ∩ S−g (0) 6= ∅ y S+
g (0) = ∅ entonces

existe un x1 ∈ K, f(x1) = µ, g(x1) < 0 luego Ω = (f(x1)− µ, g(x1)) + R2
++ ⊂ Ω1.

Afirmamos que cone(Ω1) = R+ × R ∪ (0, 0). En efecto, para t = 0 y a ∈ Ω1 implica

que ta = (0, 0) ∈ {(0, 0)}. Por otro lado sabemos que el cone(Ω1) ⊂ R+ × R implica que

cone(cone(Ω1)) ⊂ cone(R+×R) = R+×R∪{(0, 0)}. Rećıprocamente, si (a, b) ∈ R+×−R+

tendremos Lab ∩ Ω 6= ∅ como consecuencia Lab ∩ Ω1 luego por corolario (a, b) ∈ cone(Ω1).

Además cone(Ω2) ⊂ cone(Ω1) pues Ω2 ⊂ R+ × R y cone(Ω3) = ∅ pues S+
g (0) = ∅.

Finalmente concluimos que

cone(Ω1) ∪ cone(Ω2) ∪ cone(Ω3) = cone(Ω1) = cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es convexo y por teorema cone

(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es pointed.

Ahora, sea la hipótesis con argminK f ∩ S−g (0) 6= ∅ y
[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]

entonces cone(Ω1) = R+ × R ∪ {(0, 0)}, cone(Ω2) ⊂ cone(Ω1), pues Ω2 ⊂ R+ × R y

cone(Ω3) ∈ cone(Ω1), pues Ω3 ⊂ R2
++. Por lo tanto⋃

i=1,2,3.

cone(Ωi) = cone(Ω1)

es convexo y también decimos que cone(Ω1) = cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es pointed.

Mostremos que a2) implica a). Si argminK f ∩ S−g (0) = ∅, argminK f ∩ S=
g (0) 6= ∅ y

K = argminK f entonces existe x1 ∈ K tal que f(x1) = µ, g(x1) = 0 y se tendrá Ω =

(f(x1)− µ, g(x1)) + R2
++ ⊂ Ω1. Luego, tenemos los siguientes casos:

i) Ω1 = R2
++ y cone(Ω1) = R2

++ ∪ {(0, 0)}. En efecto, sea (a, b) ∈ cone(Ω1), entonces

(a, b) = t {(0, 0) + (r, p)} = t(r, p) está en R2
++.Rećıprocamente, sea (a, b) ∈ R2

++ y

L(a,b) ∩ Ω 6= ∅, entonces por corolario (a, b) ∈ cone(Ω1)

ii) Si x ∈ S+
f (µ) ∩ S−g (0) ó x ∈ S+

f (µ) ∩ S=
g (0) entonces g(x) ≤ 0 y en consecuencia

x ∈ K lo que es una contradicción. Por lo tanto Ω2 = ∅ y cone(Ω2) = ∅.

iii) Y si S−f (µ) ∩ S+
g (0) = ∅ entonces Ω3 ⊂ R2

++ y aśı cone(Ω3) ⊂ cone(Ω1).

Concluimos de los anteriores casos que
⋃

cone(Ωi) = cone(Ω1), i = 1, 2, 3 y que el

cone(Ω1) = cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es pointed.

Por otro lado, asumiendo la hipótesis juntamente con S−f (µ) ∩ S+
g (0) 6= ∅ entonces

0 <
g(x)

−(f(x)− µ)
<∞, donde tan θ =

g(x)

−(f(x)− µ)
,

luego

0 ≤ ı́nf

{(
g(x)

−(f(x) + µ)

)
/x ∈ S−f (µ) ∩ S+

g (0)

}
<∞,
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donde α = ı́nf
{(

g(x)
−(f(x)+µ)

)
/x ∈ S−f (µ) ∩ S+

g (0)
}

.

Sea A = {(u, v) ∈ R× R+/u ≥ 0} ∪
{

(u, v) ∈ R× R+/
v
−u > α, u < 0

}
. Entonces afir-

mamos que cone(Ω3) = A = A1 ∪ A2, donde A1 = {(u, v) ∈ R× R+/u ≥ 0} y A2 ={
(u, v) ∈ R× R+/

v
−u > α, u < 0

}
. En efecto, como A1 es un cono y por la definición de

Ω3 se tiene cone(Ω3) ⊂ A1. Por otro lado sea (a, b) ∈ cone(Ω3), luego existe un t0 ≥ 0 tal

que t0(a, b) ∈ Ω3, es decir t0(a, b) ∈ (f(x)− µ, g(x)) +R2
++ para algún x ∈ S−f (µ)∩S+

g (0),

aśı

α ≤ tan
tb

−ta
= tan

b

−a
, a < 0,

entonces (a, b) ∈ A2 por lo tanto cone(Ω3) ⊂ A2. De ésta forma hemos concluido que

cone(Ω3) ⊂ A1 ∪ A2 = A. Rećıprocamente, podemos ver que A1 ⊂ cone(Ω3). Ahora

analicemos el caso en el que α = 0. Sea (a, b) ∈ R × R+, a< 0. Luego, tan θ = b
−a > 0

entonces existe x ∈ S−f (µ) ∩ S+
g (0) tal que g(x)

−(f(x)−µ) <
b
−a , b

−a > 0 luego

Ω = (f(x)− µ, g(x)) + R2
++ ⊂ Ω3.

Sea Lab la recta que une (a, b) con (0, 0), luego Lab ∩ Ω 6= ∅. Aśı, existe (c, d) ∈ Rab ∩
Ω ⊂ Ω3. Por tanto (a, b) ∈ cone(Ω3). Ahora, si α > 0 entonces 0<α< π

4
luego b

−a <α

para (a, b) ∈ R × R+ y en consecuencia (a, b) ∈ cone(Ω3) y por lo tanto se tiene que

A = A1 ∪ A2 ⊂ cone(Ω3).

Figura 3.1: a2) implica a)

Veamos a3) implica a). Asumiendo la hipótesis y que S+
g (0) = ∅, entonces Ω1 = R2

++

luego cone(Ω1) = R2
++ ∪ {(0, 0)}. Y por hipótesis Ω3 = ∅ lo cual implica que cone Ω3 = ∅.

Ahora bien, por como está definido r = ı́nf
{

g(x)
f(x)−µ/x ∈ S

+
g (0) ∩ S+

f (µ)
}

se tendrá

−r = − ı́nf

{
g(x)

f(x)− µ
/x ∈ S−g (0) ∩ S+

f (µ)

}
= sup

{
−g(x)

f(x)− µ
/x ∈ S+

g (0) ∩ S+
f (µ)

}
,

donde 0<−r <∞.

Sea A =
{

(u, v) ∈ R+ × R/−v
u
> r
}

, por demostrar que cone(Ω2) = A ∪ {(0, 0)}. En

efecto, existe x1 ∈ S−g (0) ∩ S+
f (µ) tal que (f(x1) − µ, g(x1)) + R2

++ ⊂ Ω2 y sea (a, b) ∈

54



cone(Ω2). Entonces existe t0 ≥ 0 tal que t0(a, b) ∈ Ω2 es decir, t0(a, b) ∈ (f(x1)−µ, g(x1))+

R2
++ para algún x1 ∈ S−g (0)∩S+

f (µ) e implica que r < tan −tb
ta

= tan −b
a

, b < 0, por lo tanto

(a, b) ∈ A. Por otro lado, sea (a, b) ∈ cone(Ω2) entonces existe X ∈ (Ω2) tal que tX = (a, b)

para t ≥ 0. Entonces si X ∈ (f(x1) − µ, g(x)) + R2
++ para algún x ∈ S=

g (0) ∩ S+
f (µ) del

cual implica que (a, b) ∈ A.

Rećıprocamente, si (a, b) ∈ A, basta ver cuándo (a, b) /∈ A, pues (f(x1)− µ, g(x1)) +

R2
++ ⊂ (Ω2) y cone

(
(f(x1)− µ, g(x1)) + R2

++

)
⊂ Ω2 ⊂ cone Ω2 = A. Como − b

a
< −r en-

tonces existe x ∈ S−g (0)∩S+
f (µ) tal que− b

a
< −g(x)

f(x)−µ , entonces (f(x1)− µ, g(x1))+R2
++∩Lab

es no vaćıo, luego (a, b) ∈ cone(Ω2). Concluimos que cone Ω1 ⊂ cone Ω2 y que
⋃

cone Ωi =

cone Ω2 para i = 1, 2, 3 y por teorema decimos que el cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es

pointed.

Figura 3.2: a3) implica a).

Por otro lado, además de la hipótesis asumamos que S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ con s ≤

r, entonces como Ω1 = R2
++ implica que el cone(Ω1) = R2

++ ∪ {(0, 0)}. Considerando

A =
{

(u, v) ∈ R+ × R/−v
u
> r
}

la región del anterior apartado, entonces cone(Ω2) = A ∪
{(0, 0)}.

Ahora, sea B =
{

(u, v) ∈ R× R+/
v
−u >s

}
por demostrar que cone(Ω3) = B∪{(0, 0)}.

En efecto, sea (a, b) ∈ cone(Ω3) entonces existe t0 ≥ 0 tal que t0(a, b) ∈ (f(x1)−µ, g(x1)) ∈
Ω3 para algún x ∈ S+

g (0) ∩ S−f (µ). Luego s ≤ tan t0b
−t0a = tan b

−a , por lo tanto (a, b) ∈ B y

aśı cone(Ω3) ⊂ B.

Rećıprocamente, sea (a, b) ∈ R × R+, a< 0. Luego tan θ = b
a
> 0, además existe x ∈

S+
g (0) ∩ S−f (µ) tal que s ≤ g(x)

−(f(x)−µ) <
b
−a y luego Ω = (f(x) − µ, g(x)) + R2

++ ⊂ Ω3.

Sea Lab la recta que une (a, b) con (0, 0) luego Lab ∩ Ω es distinto del vaćıo. Aśı, existe
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(c, d) ∈ Lab ∩ Ω3. Por lo tanto (a, b) ∈ cone(Ω3).

B

(a,b)

Figura 3.3: a3) implica a).

Mostremos que A ∪B es convexo. En efecto, sean A = int [cone {e2}+ cone {(1,−r)}]
y B = int [cone {e1}+ cone {(−1, s)}]. Dado que cone {e2}+ cone {(1,−r)} y cone {e1}+

cone {(−1, s)} son convexos, lo que a su vez implica que A y B son convexos respectiva-

mente, entonces A y B son convexos, esto por propiedades de convexos. Luego A ∪ B es

convexo, además A∪B = cone {(−1, s)}+ cone {(1,−r)}. Por tanto, int
(
A ∪B

)
= A∪B

es convexo.

De ésta manera, cone(Ω1) está contenido en A ∪B y⋃
i=1,2,3

cone(Ωi) = A ∪B ∪ {(0, 0)} .

Luego concluimos diciendo que

A ∪B ∪ {(0, 0)} = cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
es pointed.

En el caso en el que además de la hipótesis se tiene S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ y S+

g (0) 6=
∅ y considerando A =

{
(u, v) ∈ R+ × R/−v

u
> r
}

la región de los anteriores aparta-

dos se tendrá que cone(Ω1) = R2
++ ∪ {(0, 0)}, cone(Ω2) = A ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) =

R2
++ ∪ {(0, 0)}. Luego cone(Ω1) ⊂ A ∪ {(0, 0)}, cone(Ω3) ⊂ A ∪ {(0, 0)}. Por lo tanto,

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= A ∪ {(0, 0)} = cone(Ω2) el cual es pointed.

Veamos a4) implica a). Con los datos de la hipótesis y asumiendo que S+
g (0) = ∅

obtendremos que cone(Ω1) = R2
++ ∪ {(0, 0)}, cone(Ω2) = R+×R∪ {(0, 0)} y cone Ω3 = ∅,
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observemos que cone(Ω1) ⊂ cone(Ω2) y que

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω2)

es pointed.

Por otro lado dada la hipótesis, y además si S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ y S+

g (0) 6= ∅ se

tendrá que cone(Ω1) = R2
++ ∪ {(0, 0)}, cone(Ω2) = R+ × R ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) =

R2
++ ∪ {(0, 0)}. Entonces cone(Ω1) ⊂ cone(Ω2) y cone(Ω3) ⊂ cone(Ω2). Por lo tanto

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω2)

el cual es pointed.

Ahora veamos que a5) implica a). De manera directa afirmamos que cone(Ω1) = R2
++∪

{(0, 0)}, cone(Ω2) = R2
++ ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) = R+ × R ∪ {(0, 0)}, entonces cone(Ω1) ⊂

cone(Ω3) y cone(Ω2) ⊂ cone(Ω3). Por lo tanto cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω3).

Mostremos que b1) implica b). Los detalles de la demostración son similares a los

realizados para demostrar a). Ahora, asumiendo la hipótesis juntamente con S+
g (0) =

∅ se tiene que cone(Ω1) = ∅, cone Ω2 = A ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) = ∅ donde A ={
(u, v) ∈ R+ × R/ v

u
>r
}

. Por lo tanto cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω2) que es

pointed.

Dada la hipótesis b1) y S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ con s ≤ r obtendremos que cone(Ω1) = ∅,

cone(Ω2) = A ∪B ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) = R× R+ ∪ {(0, 0)} donde

A =
{

(u, v) ∈ R+ × R/−v
u
>r
}

y B =
{

(u, v) ∈ R× R+/
v
−u >s

}
. Por lo tanto cone(Ω3) ⊂

cone(Ω2) y

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω2).

Ahora asumiendo la hipótesis con S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ y S+

g (0) 6= ∅. Entonces el

cone(Ω1) = ∅, cone(Ω2) = A ∪ {(0, 0)} y cone(Ω3) = A ∪ {(0, 0)}. Luego cone(Ω3) ⊂
cone(Ω2) cone

(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω2) = cone(Ω3).

Veamos b2) implica b). Dada la hipótesis con S+
g (0) = ∅ entonces cone(Ω1) = ∅,

cone(Ω2) = R+×R∪{(0, 0)} y cone(Ω3) = ∅. Por lo tanto cone
(
(f(x1)− µ, g(x1)) + R2

++

)
=

cone(Ω2)

Por otro lado, dada la hipótesis con S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ y S+

g (0) 6= ∅, se tendrá que

cone(Ω1) = ∅, cone(Ω3) = cone(Ω2) = R+×R∪{(0, 0)}, notemos que cone(Ω2) ⊂ cone(Ω3),

concluimos ésta parte diciendo que cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= cone(Ω3).

Finalmente veamos b3) implica b). Directamente notemos que cone(Ω1) = ∅, cone(Ω2) =

R2
++∪{(0, 0)} y cone(Ω3) = R×R+∪{(0, 0)}. Por lo tanto cone

(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
=

cone(Ω3).

Corolario 8. Sea K 6= ∅, µ finito.
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a) Si argminK f ∩ S−g (0) 6= ∅ ó [S−g (0) ∩ S+
f (µ) 6= ∅ con r = −∞]. Entonces

λ∗ ≥ 0, f(x) + λ∗g(x) ≥ µ para todo x ∈ C implica que λ∗ = 0.

En consecuencia ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

f(x).

b) Asuma que S+
g (0) = ∅ ó

[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]

son satisfechas; si a3) ó a5)

con argminK f 6= ∅ o [b3) con argminK f = ∅], entonces, cualquier (γ∗, λ∗) ∈ R2
+ \

{(0, 0)}, verifica

γ∗(f(x)− µ) + λ∗g(x) ≥ 0, para todo x ∈ C.

En consecuencia γ∗ ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L(γ∗, λ∗, x).

c) Asumiendo que s ≤ r; si [a3) con argminK f 6= ∅] o [b1) con argminK f = ∅], entonces

cualquier λ∗ tal que −1
s
≤ λ∗ ≤ −1

r
satisface

f(x) + λ∗g(x) ≥ µ, para todo x ∈ C.

d) Asumiendo que −∞<s< 0 y S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ si cualquiera, a2) o a5) con

argminK f 6= ∅, o [b3) con argminK f = ∅], entonces cualquier λ∗ tal que −1
s
≤ λ∗

verifica

f(x) + λ∗g(x) ≥ µ, para todo x ∈ C.

e) Asumiendo que S+
g (0) = ∅ ó

[
S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, S+

g (0) 6= ∅
]

son satisfechas; si [a3)

con argminK f 6= ∅] ó [b1) con argminK f = ∅], entonces cualquier λ∗ tal que −1
r
≥

λ∗> 0 verifica

f(x) + λ∗g(x) ≥ µ, para todo x ∈ C.

f) Si S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ con s = 0, entonces

γ∗ ≥ 0, γ∗(f(x)− µ) + g(x) ≥ 0, para todo x ∈ C implica γ∗ = 0.

Demostración. Mostremos a). Asumiendo la hipótesis argminK f ∩S−g (0) 6= ∅ supongamos

por contradicción que λ∗> 0 entonces existe y ∈ argminK f ∩ S−g (0). Tomemos x ∈ C tal

que f(x) +λ∗g(x) ≥ µ luego g(x) ≥ 0 en particular para y ∈ argminK f ∩S−g (0) lo cual es

una contradicción.
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Por otro lado, asumiendo que S−g (0) ∩ S+
f (µ) 6= ∅ y r = −∞ existe y ∈ S−g (0) ∩ S+

f (µ)

y supongamos por contradicción que λ∗> 0. Tomemos x ∈ C tal que f(x) + λ∗g(x) ≥ µ

luego

f(x)− µ ≥ λ∗(−g(x))> 0

1

λ∗
≥ −g(x)

f(x)− µ
entonces

ı́nf
x∈S−g (0)∩S+

g (µ)

{
g(x)

f(x− µ)

}
≥ − 1

λ∗

r ≥ − 1

λ∗

−∞ ≥ − 1

λ∗

lo cuál es una contradicción.

En consecuencia, si λ∗ = 0 entonces f(x) ≥ µ para todo x ∈ C, luego ı́nf
x∈C

f(x) ≥
ı́nf
x∈K

f(x) y por la definición de K concluimos que

ı́nf
x∈C

f(x) = ı́nf
x∈K

f(x).

Veamos b). Suponiendo S+
g (0) = ∅ con a3), tomemos (γ∗0 , λ

∗
0) ∈ R2

+ \ {(0, 0)}, luego por

u

v

0

(g*,l*)

Figura 3.4: Corolario 8.a)

definición de cono polar positivo se tendrá 〈(γ∗0 , λ∗0), (f(x)− µ, g(x))〉 ≥ 0 para todo x ∈ C.

Por tanto γ∗0(f(x)− µ) + λ∗0g(x) ≥ 0 para todo x ∈ C. Para las otras hipótesis tendremos

el mismo razonamiento.

Mostremos c). Por la primera hipótesis de a3) existe x1 ∈ S+
g (0) ∩ S−f (µ) tal que

g(x)< 0, f(x)>µ. Luego por la definición de r y para x ∈ C tendremos que r ≤ g(x)
f(x)−µ lo

cual implica que −r ≥ −g(x)
f(x)−µ . Por la condición de λ∗ tendremos que

f(x)− µ
−g(x)

≥ 1

−r
≥ λ∗.
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0 u

v

(g*,l*)

Figura 3.5: Corolario 8.b)

Por tanto f(x)− µ ≥ λ∗(−g(x)), es decir f(x) + λ∗g(x) ≥ µ.

Por otro lado, de la segunda hipótesis de a3) existe x ∈ C tal que g(x)> 0 y f(x)<µ.

Luego por la definición de s y para x ∈ C tendremos que g(x)
f(x)−µ ≤ s lo cual implica que

g(x)
−(f(x)−µ) ≥ −s. Por la condición de λ∗ obtendremos que

λ∗ ≥ 1

−s
≥ −(f(x)− µ)

g(x)
,

por tanto f(x) + λ∗g(x) ≥ µ.

Ahora, de la tercera hipótesis de a3) se tendrá por teorema anterior que

cone
(
F (C)− (µ, 0) + R2

++

)
es pointed. Sean (1, λ∗0) y x ∈ C tal que 〈(1, λ∗0), (f(x)− µ, g(x))〉 ≥ 0, luego f(x) +

λ∗0g(x) ≥ 0.

Las demostraciones tomando en cuenta las hipótesis de b1) son similares a la primera

parte.

Verifiquemos d). Supongamos a2) y por la definición de s para x ∈ C tendremos que

−s ≤ g(x)
−(f(x)−µ) . Luego, por la condición de λ∗ tendremos que

−(f(x)− µ)

g(x)
≤ 1

−s
≤ λ∗.

Por tanto µ ≤ λ∗g(x) + f(x).

Suponiendo a5) ó b3) las demostraciones serán similares.

Ahora mostremos el inciso e). Suponiendo que se cumplen a3) con S+
g (0) = ∅ y por

la definición de r para x ∈ C tendremos que r ≤ g(x)
f(x)−µ lo cual implica que −r ≥ −g(x)

f(x)−µ .
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(g*,l*)

u

v

v=ru

v=su

Figura 3.6: Corolario 8.c)

v=su

u

v (g*,l*)

Figura 3.7: Corolario 8.d)

Luego por la condición de λ∗ tendremos

f(x)− µ
g(x)

≥ 1

−r
≥ λ∗> 0,

por tanto f(x)+λ∗g(x) ≥ −µ. Ahora consideremos la segunda hipótesis de a3). Sea x ∈ C
y por la definición de r tendremos r ≤ g(x)

f(x)−µ luego por la hipótesis concluimos diciendo que

f(x) +λ∗g(x) ≥ µ. Para la tercera hipótesis el tratamiento es similar a las demostraciones

anteriores.

Mostremos f). Sea x ∈ C tal que γ∗ (f(x)− µ) + g(x) ≥ 0 entonces

g(x) ≥ γ∗ (−(f(x)− µ)) ≥ 0,
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0

(g*,l*)

u

v

Figura 3.8: Corolario 8.e)

luego g(x)
−(f(x)−µ) ≥ γ∗ ≥ 0 del cual decimos que

s = sup
x∈S−f (µ)

g(x)

f(x)− µ
≤ g(x)

f(x)− µ
≤ −γ∗ ≤ 0.

Luego tenemos de la definición de s, en la anterior relación tendremos que 0 ≤ −γ∗ ≤ 0.

Por tanto γ∗ = 0, como queŕıamos.

v

u

(0,l*)

0

Figura 3.9: Corolario 8. f)

Teorema 16. Sea K 6= ∅ y µ ∈ R. Son equivalentes:

a) se cumple Dualidad Fuerte (D.F.), esto es, existen λ∗0 ∈ P ∗ y γ∗> 0 de modo que

γ∗ ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗0, x) ,
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b) cone(F (C) − µ(1, 0) + R2
++) es pointed y [S+

g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ ó S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6=

∅, s< 0].

Demostración. Mostremos primero que a) implica b). El pointed del

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
la obtenemos del teorema 13. Y si S+

g (0) ∩ S−f (µ) = ∅ el

pointed de cone
(
F (C)− (µ, 0) + R2

++

)
es como se muestra en 3.10.

u

v

Figura 3.10: Teorema 16.

Supongamos que existe un y ∈ S+
g (0) ∩ S−f (µ). De la hipótesis a) existen λ∗ ∈ P ∗ y

γ∗> 0 tal que

µ = ı́nf
x∈K

f(x)

= ı́nf
x∈C

1

γ∗
L (γ∗, λ∗, x)

= ı́nf
x∈C

{
f(x) +

λ∗

γ∗
g(x)

}
≤ f(x) +

λ∗

γ∗
g(x).

Luego, de la anterior relación decimos que existe λ∗0 ∈ P ∗ con λ∗0 = λ∗

γ∗
≥ 0 tal que

f(x)+λ∗0g(x) ≥ µ para todo x ∈ C. Implica que λ∗0> 0. En efecto, si λ∗0 = 0 entonces f(x) ≥
µ para todo x ∈ C, en particular para y ∈ S+

g (0) ∩ S−f (µ) lo cual es una contradicción.

Ahora, si S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ analizamos los siguientes casos:

i) Supongamos que s> 0 lo cual es imposible por definición de s.

ii) Supongamos que s = 0 entonces existen x ∈ S+
g (0) ∩ S−f (µ) 6= ∅ y λ∗0> 0 tal

que g(x)
f(x)−µ >−

1
λ∗0

, luego g(x)
−(f(x)−µ) <

1
λ∗0

. Y de esta ultima desigualdad tenemos que

λ∗g(x)<−(f(x)− µ); es decir, f(x) + λ∗0g(x)<µ lo cual es una contradicción, pues

f(x) + λ∗0g(x) ≥ µ para todo x ∈ C.
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iii) Supongamos que s< 0, entonces por la definición de s tendremos que s ≥ g(x)
f(x)−µ lo

cual es cierto por que x ∈ S+
g (0) ∩ S−f (µ).

Ahora mostremos b) implica a). Dado la hipótesis que cone
(
F (C)− (µ, 0) + R2

++

)
es poin-

ted y S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅, por el corolario 8.b) y teorema 15 a3) implica a), tomemos

(γ∗, λ∗) ∈ R2
+ \ {(0, 0)} y x ∈ C tal que γ∗(f(x)−µ) +λ∗g(x) ≥ 0. Luego por la definición

de K concluimos diciendo que

ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗, x) = γ∗ ı́nf
x∈K

f(x).

Ahora de la segunda hipótesis, además del pointed tenemos que S+
g (0) ∩ S−f (µ) = ∅

con s< 0. Y por el corolario 8.d), sea λ∗ tal que −1
s
≤ λ∗ verifica f(x) + λ∗g(x) ≥ µ para

todo x ∈ C. Luego existe γ∗> 0 tal que

γ∗ (f(x)− µ) + λ∗γ∗g(x)

γ∗
≥ 0,

es decir γ∗ (f(x)− µ) + λ∗0g(x) ≥ 0, donde λ∗0 = λ∗γ∗ ≥ 0, para todo x ∈ C. Entonces por

la definición de K concluimos que

γ∗ ı́nf
x∈K

f(x) = ı́nf
x∈C

L (γ∗, λ∗0, x) .

Ejemplo 7. Tomemos C = {(x1, x2) : x2 ≤ x1, x1 ≥ 0, x2 ≥ −1} P = R+, f(x1, x2) =

x21+x1x2−2x22, g(x1, x2) = x1−x2. Aśı, K = {(x1, x2) : x1 = x2, x2 ≥ 0}, notemos además

que no hay x en C tal que g(x)< 0 es decir, S−g (0) = ∅.
En éste caso cone

(
F (C) + R2

++

)
=
{

(u, v) ∈ R2 : v >−1
2
u, v > 0

}
∪{(0, 0)} es pointed;

µ = 0, argminK f = K, S+
g (0) = {(x1, x2) ∈ C : x1>x2} y

S−f (µ) =

{
(x1, x2) : x2<−

1

2
x1, x2 ≥ −1, x1 ≥ 0

}
.

Aśı, S+
g (0)∩S−f (µ) = S−f (µ), y entonces s = −1

2
< 0. De acuerdo al corolario 4,2d) cualquier

λ∗ tal que −1
s
≤ λ∗ lo cual implica que λ∗ ≥ 2 y satisface que f(x) +λ∗g(x) ≥ 0 para todo

x ∈ C es decir,

mı́n
x∈C

(f(x) + λ∗g(x)) = mı́n
g(x)≤0

f(x).

Ejemplo 8. Ahora veamos un contraejemplo del teorema.

Sean C = R, P = R+, f(x) = −e−x2 . Consideremos el siguiente problema primal

min − e−x2

s.a. x ≤ −1
(Primal)
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cuya solución óptima está en x = −1 y mı́n(f(−1)) = −1
e
.

Ahora, el dual lagrangeano asociado a λ∗ de éste problema primal y en acuerdo a

nuestro contexto es
min [F (x) = −f(x) + λ∗(x+ 1)]

x ∈ R
(Dual)

Luego F ′(x) = e−x
2
(−2x) + λ∗ = 0 entonces λ∗ = 2xe−x

2
del cual decimos que x> 0

pues λ∗ ≥ 0. Luego, reemplazando λ∗ en F (x) tendremos que F (x) = e−x
2

[2x2 + 2x− 1] y

su derivada es F ′(x) = e−x
2

[−4x3 − 4x2 + 6x+ 2] = 0 y sus puntos cŕıticos son −1 +
√
2
2

,

−1−
√
2
2

y 1, del cuál tendremos que F (x) no tiene mı́nimo, es decir

mı́n
x≤−1

f(x) 6= mı́n
x∈R

L (1, λ∗, x)

Lo cual implica que para x ∈ R se tendrá que el

cone
(
F (C)− µ(1, 0) + R2

++

)
= R2

no es pointed.
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