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Introduccion

El presente proyecto de grado estudia la probleméatica de hallar condiciones que nos
permitan caracterizar, en algiin sentido, la propiedad de Dualidad Fuerte en optimizacién
no convexa.

Es asi que, en el primer capitulo, estudiaremos algunos resultados sobre conjuntos
convexos, asi como algunas de sus propiedades topolégicas que necesitaremos. También
realizaremos un pequeno estudio sobre hiperplanos, separacién de un convexo y un punto,
soporte de conjuntos convexos. Luego estudiaremos algunos conceptos sobre funciones
convexas y enunciaremos las condiciones K.K.T'. las cuales no la desarrollaremos pues no
es nuestro objetivo y solo seran necesarios para el desarrollo de algunos resultados del
capitulo 2.

El concepto de dualidad surge con regular frecuencia en matematicas. Planteado un
problema de optimizacién nos preguntamos si existe otro problema asociado al anterior
que permita, entre otras cosas, resolver el primero en forma mas sencilla aprovechando las
propiedades que el segundo tiene, como por ejemplo, pasar de un problema con restricciones
a uno sin restricciones, éstos son conocidos como los problemas primal y dual.

Entonces, en el segundo capitulo, estudiaremos el concepto de problema primal para
luego demostrar una condicién de Dualidad Fuerte que afirma que el dual de un problema
tiene solucion y que éste coincide con el valor optimal del problema primal.

El objetivo principal seré presentado en el capitulo 3. El cual es estudiar un resultado
de Dualidad Fuerte pero en optimizacion no convexa y que lo presentamos asi:

Sea C' C R* y P C R™ cono, convexo, cerrado. Dado f : C' - Ry g: C — R™ se
considera el problema de minimizacion primal siguiente:

p= inf f(z)
g(z)e—P

rzeC

El problema dual Lagrangiano asociado al primal se define como:

v= sup inf f(x) + (M, g())
A< EP* zeC
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Donde P* es el cono polar positivo de P. Se dice que el problema primal tiene la propiedad
Z.D.G. (Zero duality Gap) si los valores 6ptimos del primal y dual coinciden, esto es, u = v.
El problema primal se dice que tiene la propiedad de Dualidad Fuerte si el primal tiene la

propiedad Z.D.G. y ademés el problema dual lagrangiano admite solucién.
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Capitulo 1

Aspectos de Analisis Convexo

En éste capitulo revisamos los resultados que necesitaremos del andlisis convexo para
el desarrollo de los capitulos siguientes en el estudio de dualidad. Lo que se hara es desa-
rrollar algunas proposiciones, principalmente sobre los conos convexos, mencionaremos
definiciones y resultados de funciones convexas para luego enunciar el teorema de K.K.T.

el cual no lo desarrollaremos.

1.1. Conjuntos convexos

Definicién 1. Sean A, P C R".

1. A es un conjunto convexo si y solo si para todo z,y € Ay todo A € [0, 1] se cumple
que Az + (1 — ANy € A.

2. Diremos que x de R™ es combinacién lineal convexa de x1, xs, ..., x; € R" si existen

AL, ..., Ak € R no negativos con Zle N=lyxz= Zle ;.

3. Sea A no vacio. La envolvente convera de A, co(A), es el conjunto de puntos de R™
que pueden escribirse como combinacion lineal convexa de una cantidad de puntos

de A, es decir;

co(A) = {Z)\ixi: Z)‘i:L)‘i >0, paratodoz':l,...,m;xiEA;mEN}.

i=1 i=1
4. P es un cono siy solo si tP estd en P; para todo t > 0, donde tP = {tp;p en P}.

Es facil ver que si A; C Ay entonces co(A;) C co(Asz), pues toda combinacién convexa
de elementos de A; es una combinacion convexa de Ay. También, si A es convexo entonces

co(A) = A. Denotamos por ¢o(A) a la clausura topoldgica de co(A).



Proposicién 1. Sea A C R". co(A) es un conjunto convexo.

Demostracion. Sean x,y en co(A) y A en [0, 1]. Luego,

k; m
m:ZMﬂm y:ZViyi
i=1 =1

donde w1, ..., Tp, Y1,. .., Ym estdnen Ay puy, ..., e >0, v1,... 1, > 0 tal que Zleui =
1, >, v; = 1. Entonces

k m k m
Ar+(1=MNy) = AZMSUZ- +(1=X) Z Vil = Z AT + Z(l — Ny
i=1 i=1 i=1 i=1

Llamando z; = x;, oy = Ay, para todo i = 1,...,k ¥ 2k = Yi, ey = (1 — \)y; para todo

1=1,...,m se tiene que
k+m

Az + (1= ANy = Zoz,-zi
i=1
con z; € A, o; €10,1], paratodoi=1,....k+my

k+m m

Zozz—/\z;h Zmz)\—l—(l—)\):l.

Luego, por definicidén, se tiene que Az + (1 — A)y € co(A). Asi co(A) es un conjunto

Convexo. OJ

Proposiciéon 2. Un conjunto C' C R™ es un cono convexo si y solo si para todo x1, x5 de

C'y para todo «, 8 > 0 se verifica que axy + Sxo pertenece a C'.

Demostracion. Asumiendo que C' es un cono convexo. Sean x1,xs € C'y «, f > 0 entonces

Q N 15}
T T
oz—i—ﬁl 04—1—52

axy + Bz = (a + )

Luego, como -2 5 T a+ﬁ = 1y C es convexo, entonces — Tl T g2 € C. Por tanto,

como C' es un Cono, axy + By € C. +5

Reciprocamente. Sea © € C'y t > 0. Con « = t, xr1 = x, f = 0 en la hipdtesis
azy + fxg = txy € C. Por tanto C' es un cono. Por otro lado, para 1,25 € C'y A €[0, 1]
con a = A, f = (1 = \) tendremos que ax; + fre = Ax; + (1 — Ny € C. Asi C es

Convexo. O

Lema 1. Sea {C;},.,,

cerrado entonces su interseccion es cerrada.

una familia arbitraria de conjuntos no vacios en R”. Si cada C; es



Demostracion. Sea a € (),c; C;. Entonces para todo i € I se tendrd a € Cj. Luego como
a € C; y cada C; es cerrado, existen sucesiones (x,;), para todo i € I, tal que z,; — a.
Luego () € ;s Ci- Por tanto (,.; C; es cerrado. O

Proposicion 3. La interseccion arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Demostracion. Sea {C;},.; una coleccién de conjuntos convexos. Si z,y € (),c; C; enton-

ces, para todo i € I se tiene que z,y € C;, y como cada C; es convexo, ill segmento
[z,y] C C; para todo i € I. Entonces [z,y| C [);,c; Ci, por lo tanto ),.; C; es convexo. [
Proposicién 4. Sean A, K C R™

1. co(A) = co(A).

2. co(A+ K) = co(A) + K cuando K es convexo.

Demostracion. Veamos que co(A) = co(A). Como A C A entonces co(A) C co(A), luego

co(A) C c©o(A). Reciprocamente, sea a € co(A) entonces existen x1,Za, ..., T, € Ay
Ay A2, Am > 0tal que St A =1y 37 Ny = a. Como x4, 2, ..., 2, € A existen
sucesiones (y; ;) € A tal que y; , — x; para cada k € N. Entonces

0= 3= Y im = i
donde Y, N\jyix € co(A). Luego a € ©o(A). Por tanto
co(A) C eo(A), (1.1)
de donde co(A) C co(A) = co(A).
Ahora demostremos que co(A + K) = co(A) + K. Tomemos = € co(A + K), luego

existen aq,as,...,ap € A, bi,ba,...,bp € K, A\, Xa,..., Az > 0 tal que Zle)\i =1y
T = Zle /\z<az + bz> ASi,

r = Z Ni(a; 4+ b;) = Z Ai(a;) + Z Ai(b;) € co(A) + co(K)

es decir x € co(A) + co(K) = co(A) + K, pues K es convexo.
Reciprocamente, para todo x € co(A) yy € K existen ay, as,...,ar € A, A1, Ay, ..., A >
0 tal que Zle Ni=1 2= Zle a;\;. Asi

k

=1

k k
i=1 i=1
k

= Zki(ai +y) € co(A+ K).

=1



Figura 1.1: AU{(0,0)}

Por lo tanto z +y € co(A + K). O

Ejemplo 1. En (1.1) no se da la igualdad. En efecto, sea A = {a € R*/a = (z,1),2>0}U

{(0,0)}. Luego co(A) es el primer cuadrante unido al origen sin los ejes, y €6(A) es el primer

cuadrante unido al origen y a los ejes, ver 1.1. Por tanto ¢6(A) no esté contenido en co(A).

1.2. Algunas propiedades topoldgicas de conjuntos con-

vexos

Proposicion 5. Sea A C R” un conjunto convexo, entonces su interior también lo es.

Demostracion. Sean x,y € int(A) y A € [0,1]. Luego, existen € >0, €2>0 tal que
B(z,e1) C A, B(y,e2) C A. Tomemos € = min {e, e2}. Luego B(x,€) C A, B(y,e) C A.
Sea z = Ar + (1 — \)y, mostremos que B(z,e¢) C A. Si w € B(z,¢), entonces existen
T=(w—2)+x€ B(r,e),y= (w—2)+y € B(y,e¢). Luego

M+ (1= Ng=ANw—-2)+ x4+ (1-XN)(w—2)+(1—-Ny

=z4+w—z=w.
Por tanto w € Ay B(z,¢) C A. Ademés como ||T — z|| <e, |7 — y|| <¢, se tendrd que

Jw = 2| = AT + (1 = ANy — Az — (1 = A)y||

=A@ —2) +(1=NFG -y
<Mz—z[[+ (X=X [g—vyl
<Xe+ (1= Ne=e.



Asi el int(A) es convexo. O

Proposiciéon 6. Sea A C R™ un conjunto convexo, entonces su cerradura también es un

conjunto convexo.

Demostracion. Sean z,y € A y t €[0,1] entonces existen sucesiones (r3,), (sx) € A tal que
T — Ty S, — 4. Luego try + (1 —t)s, — tx + (1 —t)y, por lo tanto tz + (1 —t)y € Ay
finalizamos diciendo que A es convexo. O

Lema 2. Sea A C R" convexo y supongamos que = € int(A) e y € A. Entonces [z, y)
C int(A).

Demostracion. Sea € >0 tal que B(z,€) C Ay distingamos dos casos. Supongamos pri-
meramente que y € A. Entonces [z,y]C Ay, dado z = (1 — Nz + \y € [z,y) para A\ €
[0,1), mostremos que B(z, (1 — A)e) C A. Sea w € B(z, (1 — A)e), entonces existe w tal

que W = "“”1:’}7’. Luego
_ lw—= Ay
o = [ 425 - o]
1
=1 Jw— Ay — (1= A)z]
= o= Qg+ (1= X))
1
= 1\ Jw — 2]
<;(1 —Ne=¢€
11—\

asf z € int(A) y [z,y)C int(A).

Ahora supongamos que y ¢ A y mostremos que [z,y)C A. Es claro que z € A, luego
tomemos z = (1 — A\)x + Ay para algin A € (0,1). Como y € A entonces para toda
B(y, (17—/\’\)6) y todo (17—/\’\)6 > 0, se tiene que B(y, (1j\>‘)6) NA # (). Existe u € B(y, (17;)6) NA
luego u =y + %v para un cierto v € B(0, €). Entonces

z=(1=-Nz+\y
=(1=Nzx+Iu—(1-Av
=+ (1 =XN)(x—0v),

y observemos que u € Ay que (x —v) € B(x,e) C A pues v € B(0,¢€). Luego z =
A+ (1= N)(x —wv) € Ay por tanto [z,y)C A como querfamos.

Finalmente, dado z €[x,y) el parrafo anterior permite aplicar el primer caso a [z, 2)
luego [z,2)C int(A). Como ésto es cierto para todo z €[x,y), concluimos que [z,y)C
int(A). O



Proposicién 7. Dado A C R" convexo y si int(A) # (), entonces se cumple que int(A) = A

Demostracion. Como int(A) C A entonces int(A) C A. Reciprocamente, sea a € Ay

tomemos zy € int(A) # () por el anterior lema [zg,a)C int(A). Por tanto, a es limite de

puntos del interior de A, luego a € int(A). O

Proposicién 8. Dado A C R" convexo con interior no vacio, se cumple que int(A4) =
int(A).

Demostracion. Como A C A entonces int(A) C int(A). Veamos la otra inclusién, sea

A convexo con interior no vacio y sea x € int(A). Tomemos a € int(A). Si a = x no

hay nada que probar. Supongamos que a # z, como z € int(A) existe e >0 tal que

€ z—a
2 |z—al

Por el anterior lema tenemos que [a,w)C int(A), pues A es convexo. Despejando z, de

B(z,¢) C A. Consideremos el punto w = x + pertenece a B(z,¢) C Ay x €la,w).

la definicién de w, tendremos que x = Aa + (1 — A\)w donde A\ = en (0,1) luego

z € (a,w) Cla,w)C int(A). : O
1.3. Hiperplanos, separacion y soporte de conjuntos

convexos

Definicién 2. Un hiperplano H, es un conjunto de puntos de la forma H = {x/pTx = a} ,

donde p estd en R", p # 0 y a de R. El vector p es el vector normal al hiperplano.

Definicién 3. Sean S;,S; # 0 dos conjuntos en R™. Se dice que un hiperplano H =
{:c/pTx = a} separa a S7 de Sy si:

i) S; C H" es decir pTx > a para todo z € S1, y S C H™ es decir p’x < a para todo

x en Ss.
i) SiCH ySyC HT.

Definicién 4. Se dice que el hiperplano H separa fuertemente a S; de S5 si existe € >0,

tal que:
i) pTa > a + € para todo x € Si; pTx < o para todo x € S, 6
ii) pTx < a — € para todo = € Si; pTx > « para todo x € Ss.

Teorema 1. Sea S C R” convexo, cerrado y no vacio. Para cada x de R" existe un tinico

7 en S tal que |z — Z| < |x — y| para todo y en S.



Demostracion. Veamos la existencia usando el hecho de que S es cerrado. Dado x € R",
tomemos R >0 tal que K = B(x, R) N S. El conjunto K es cerrado y acotado, luego K es
compacto. Como la aplicacién y — |z — y| es continua, deducimos que existe T € K tal que
|r —Z| < |z — y| para todo y € K. Ahora, para y ¢ K se sigue que |z —y|>R > |z — 7|,
luego |x — Z| < |z — y| para todo y € S.

Probemos la unicidad usando el hecho de que S es convexo. Razonando por reduccién
al absurdo, supongamos que existen 7,y € S distintos tal que |z —Z| < |z —y|y |z — 7| <
|z — y| para todo y € S, entonces podemos considerar ¢ = %(f + 7), que pertenece a S,

pues S es convexo. Luego

(T—cz—c)= <5—%f—%w—%f—%:y>
~ (350 -7-7)
:i@—yﬂx—x—w
= a7~ =7, D)+ (D))
= 1 lle—3F ~ e —7P) =0

y los puntos Z, z y ¢ forman un triangulo rectangulo y el teorema de Pitdgoras nos dice que
lz =7 = |z — ¢ + |c=F" > |z — ¢|°. Esto prueba que |z — Z| > |& — ¢|, contradiciendo

al hecho de que T esta a minima distancia de x. O

Teorema 2. Sea S C R™ un conjunto convexo y cerrado y sea y ¢ S. Entonces, existen p

en R” v aen R tal que p’y>a vy p'z < a, para todo x en S.

Demostracion. Por anterior teorema existe un = € S que minimiza la distancia entre y y
cualquier punto z € S, es decir; ||y — 7| < |ly — || para todo z en S. Sea T en S tal que

T = Az + (1 — \)7, para todo A en [0, 1]. Luego
_ =2
ly =71* < [ly - =]

=lly-7 - Az -2

=ly = 7|* + N |lz = 7|* = 2A(z = D) (y - 7)

= ly = 7|* + X ||lz = Z||* + 2\ (= = D) (T — ).
Entonces

Nz —7)* + 2M(z — 7)" (T — y) > 0.
A la ultima desigualdad la dividimos entre A y tomemos el limite cuando A — 0 del cual

se tiene que (r — 7)” (y — ) < 0 para todo x € S.

7



De lo anterior decimos que:
—2"(y—7) > 7" (y —7T), (1.1)

para todo x € S.

Ahora, examinemos lo siguiente:
ly—z° = (v —2)"(y—7) =y"(y —7) —T"(y — ) > 0. (1.2)

Sean p =y —7 # 0 para y que no estd en S, T en Sy a = p’Z. De lo obtenido en (1,1)
concluimos que a = p’Z > plx para todo x en S. Y de lo examinado en (1,2) decimos

que ply > p’'T = a. Por lo tanto p’2 < a < ply para todo x en S. O

Definicién 5. Sea S # () un conjunto en R™, y T un punto en la frontera de S. Se dice
que el hiperplano H = {x/pT(x —T) = 0} soportaa SenTsiSCHT6S C H™.

Si ademads, S no es subconjunto de H, se dice que el hiperplano soporta bien a S en 7.

Teorema 3. Sea S # () un conjunto convexo en R™, y T un punto sobre la frontera de S.

Entonces, existe p # 0 tal que H = {x/pT(x —T) = 0} soporta a S en 7.

Demostracion. Debemos mostrar que existe un p tal que pT(x —T) < 0 para todo = € S.
Como T estd en la frontera de S, entonces T no estd en el int(.S). Luego por la convexidad

de S implica que T no estd en el int(.S). De ésta manera decimos que
7 € [int(5)]° = 9 (5) U Ext (5) .

en particular 7 € 95.

De lo anterior, como T € 0 (?) implicard que

TeSNR"\ S=5NR"\S.

Entonces, existe una sucesion {y,} C R” \§ tal que yr — T. Por el anterior teorema, para

toda y, en la sucesion existe p, # 0 tal que

(pk)Tyk >(pk)T9€,

para todo k € N y para toda = € S.

Consideremos P, = . Luego, D]l = 1 para toda k € N. Por lo tanto p, € S"!,
donde S™! es la esfera unitaria, el cual es compacto. Y por la compacidad de S"! toda
sucesién {p,} C S™! posee una subsucesién {Pr}ren, tal que pp — p, P en Sn-t

Ademads, como ||p,|| = 1, para todo k en N se tiene que ||p|| = 1 y también por el

anterior teorema se satisface la relacién:
T T
(D) i > (D) ,

8



para toda k en N; y para toda z en S. Entonces, tomando el limite, en la tltima desigualdad
cuando k — oo, obtenemos:

pPT>pa
para toda x en la cerradura de S. O

Observacion 1. En la anterior demostracion observamos también que si S es convexo
implicard que 0S5 = 0 (5) En efecto, sea a € 0S entonces a ¢ int(S) = int (g), pues
S es convexo. Luego a ¢ int (§) Asi, a € [int (g)r = 9(S) U (Ext E), en particular
a € 9 (S). Reciprocamente, sea a € 9 (S), entonces para todo e>0 B(a,e) NS # 0y
B(a,e)N (g)c # ). Tomando en cuenta que 9 (S) C S entonces a € S = SUI(S). Luego
tenemos los siguientes casos:

i) a € 9(9), por tanto d (S) C 0 (S).

ii) a € S entonces B(a,e) NS # O (*). Y tomemos en cuenta que B(a,e€) N (g)c # 0,
entonces B(a, €)N(S U IS)° # 0, luego B(a, €)NSNI (S)° # 0. En particular B(a, €)NS® #
0 (**). Luego de (*) y (**) tendremos por definicién de frontera que a € 9 (5); es decir,
9(3) < (9).

Corolario 1. Sea S # () un conjunto convexo en R" y T ¢ S. Entonces existe p # 0 en

R" tal que: p” (z —Z) < 0, para toda x en la cerradura de S.

Demostracion. Si T no esta en la cerradura de S entonces por teorema 2 se tiene que
existen p € R" y o € R tal que p’Z > a > pTa para todo z en la cerradura de S. Luego
0 > p’(x — T) para toda z en la cerradura de S.

Ahora si 7 estd en la frontera de S, entonces se tiene el caso del teorema 3y p’ (z—7) <
0. O
Teorema 4. Separacién entre dos conjuntos convexos. Sean S, Ss dos convexos no vacios

de R™ y supongamos que S; N Sy = (). Entonces existe H que separa a S; de Sy, es decir;

existe p en R™ tal que sup {pTx tx € 51} < inf {pTx tx € 52}.

Demostracion. Definamos el conjunto S = S — Sy = {z =21 — x9/x1 € S1; 22 € So},
observemos que S es convexo. Ademéds, como S; N Sy = () se tiene que el elemento 0 no
estd en S.

Por el corolario de separacién entre un convexo y un punto, existe un vector p en R”
tal que p”(x — 0) = pT2 < 0, para toda x en S. Por tanto p’z = p”(z; — x3) < 0, para
todo x1 en Si, x5 en Ssy. Es decir;

g ) < 07



1.4. Funciones convexas

Definicién 6. Sea S C R" convexo y f : S — R una funcién. Entonces, se dice que f es

una funcion convexa, si dados x,y € S se tiene que:

FOz+ 1 =Ny) <Af(z)+ 1 =N F(y)

para cualquier \ € [0,1].
Si la desigualdad se cumple estrictamente para A € (0,1) y = # y, entonces la funcién

es estrictamente convexa; es decir:

fOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y)
para todo x # .

Teorema 5. Sea S # () un conjunto convexo en R" y f : S — R una funcién diferenciable

sobre S. Entonces, f es convexa sobre S si y sélo si

Fy) = f(2) + V@) (y - 2)

para todo z,y € S. Ademaés f es estrictamente convexa si y soélo si

fly)> f() + V(@) (y —z)
para todo z,y € S, x # y.

Demostracion. Si f es una funcién convexa sobre S, por definicién se sabe que, dados

z,y € S'yte€|0,1] se cumple la desigualdad siguiente:

flty+ (1 —t)z) <if(y) + (1 —1)f(x).

Es decir:
fla+ty —2)) < flx) +t[f(y) = f@)].
De lo anterior decimos que ¢ [f(y) — f(z)] > f(z + t(y — z)) — f(x) y dividiendo por ¢

obtendremos que

flx+tly—2)) — f(x

() > gy LD ),

para cualquier ¢ € (0,1). Aplicando el limite cuando ¢ — 0 y del hecho de que
o £ 1y = ) — (@)

t—0 t

= V(@) (y =)

obtendremos que

fy) > f(@) + V) (y— ).
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Reciprocamente, supongamos que f(y) > f(z) + Vf(2)"(y — z) para todo z,y € S.
Sea T = Az + (1 —AN)y; A € (0,1). Como S es un conjunto convexo se tiene que T € S’y

se satisface las siguientes relaciones:

Multiplicando la primera desigualdad por A, y multiplicando la segunda por (1 — \) y

sumando ambos miembros obtenemos:

Af(x) + (1 =N fly) =

Ahora mostremos la segunda parte del teorema. Sean z,y € S, x # yy h =y — x.
Sea también A € (0,1). Como f es estrictamente convexa, entonces f es convexa. Luego

apliquemos la primera parte de éste teorema con z y x + Ah en lugar de y. Entonces

V@) (z+ M —2) < f(z+ Mh) — f(z). Luego

V(@) (AR) < f(a + Ah) — f()
= flz+ Xy —Azr) — f(z)
= f((1 =Nz + Xy) — f(2)
<(L=Nf(x)+Afy) — f(x)
= f(z) = Af(2) + Af(y) — f(2)
= AMf(y) = f(2)).

Dividiendo la anterior desigualdad por A, y tomando el hecho de que h = y—x se tendra que

Vi) (y—z)<fly) — f(z)
Por tanto
Vi) (y—z)+ fz) < f(y).

Reciprocamente, supongamos que f(y) > f(z)+V f(2)T(y—x) para todo x,y € S. Sea
T=X+(1—=MXNy; XA € (0,1). Como S es un conjunto convexo se tiene que T € Sy se

satisface las siguientes relaciones:
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Multiplicando la primera desigualdad por A, y multiplicando la segunda por (1 — \) y

sumando ambos miembros obtenemos lo siguiente:

M)+ 1 =N f(y) > f@) + V@) Mo =)+ (1= N)(y - 7)]
= J(@) = fO + (1= Ay).

[]

Definicién 7. Sea f : S — R una funcién definida sobre un conjunto convexo no-vacio
S C R™ Se dice que f es cuasi-convexa sobre S, si para cualquier pareja de puntos x,y € S,

se tiene que:
fOx + (1= Ny) < max {f(x), f(y)}
para todo A € [0, 1].

Definicién 8. Sea S C R"™ un conjunto convexo abierto y f : S — R una funcién

diferenciable sobre S. Se dice que f es una funcién pseudoconvexa si y sélo si para todo
z,y €8 (x#y)
f(y) < f(z) entonces (Vf(x),(y—z))<0.

Esto equivale a decir que:

(V/(z), (y —x)) = 0 entonces f(y) > f().

1.5. Las condiciones de Karush, Kuhn y Tucker.(K.K.T.)

Definicién 9. Sean f: R" - Ry A : R" = R™ con n>m. La funciéon de Lagrange se
define por:

L(z,u) = f(x) +u"h(x).
Considérese ahora el problema

min f(x)

sujetoa x € 8

(P)

Entonces, al conjunto S se le conoce como la Regién Factible del problema (P).

Ademas, si x € S, se dice que z es un punto factible.

Definicién 10. Supongamos que la region factible se especifica de la manera siguiente:

S={x/g(x) <0;x € X CR"}.
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Donde g : R™ —: R™ y X # () es un conjunto abierto. Entonces (P) es un Problema de
programacion No-Lineal con funcion objetivo f y restricciones definidas por un conjunto

de desigualdades:

min f(x)
sujeto a g(x) <0 (PNL)
r e X.
Para esto, recuérdese que la funcion g estd compuesta por funciones g; : R — R; i =
1,2,...,m. Entonces, si T € X es un punto factible, definase los conjuntos de indices
siguientes:

I ={i/g;(x) =0} = Conjunto de restricciones activas en T

I =1{i/g;(T) <0} = Conjunto de restricciones pasivas en 7.

Teorema 6 (Condiciones necesarias de K.K.T.). Sean f : R® - Ry g : R* - R™
funciones continuas sobre el conjunto abierto X. Entonces, si * es un minimo local del
problema (PNL) y f, g son diferenciables en z*, y se cumple el requisito restriccional
[(z*) = D(z*), existe T € R™; T # 0, tal que:

Teorema 7 (Condiciones suficientes de K-T). Sea X C R™ un conjunto abierto no-vacio

y para (PNL) sean
f:R" — R una funcién pseudo-convexa en T € X

g : R" — R™ compuesta por funciones g; : R" — R cuasi-convexas y diferenciables en 7 € X.

Entonces, si se satisfacen las condiciones de K.K.T. en T, éste es un éptimo global de
(PNL).

Demostracion. Sea x una solucion factible cualquiera de (PN L). Entonces g;(z) < ¢;(T) =
0, para ¢ en [ y donde I = {i/g;(T) = 0}. Ahora, por la cuasi-convexidad de las funciones
g; en T, paraien I, se tiene que g;(Ax+ (1—A\)T) = ¢;(T+ Az —7)) < max {g;(z), ¢:(T)} =
9:(T), luego
9:(T + Az = 7)) — 9:(7) <0

para cualquier A en (0,1) e en I.

Aplicando limites cuando A — 0 se tendrd Vg;(Z)” (z —T) < 0 para i en I y para todo
zen S, asf Vgr(Z)?(z — ) <0 para todo z en S ... (*).
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Observemos que si i no estd en I entonces i estd en I = {i/g;(T) < 0}, por lo tanto
7 = 0,
Ahora bien, las condiciones de K.K.T'. se satisfacen en T y por lo tanto existe u; > 0
tal que
V(@) + Vg (T)ur =0,

1 9(T) = 0.

Luego, de (*) al multiplicar por U} se tiene, para todo z en S, que:

u; V(@) (z —T) <0,
(Vgr(@)a)" (x —7) <0,
~Vf()'(r—-7)<0

Asi Vf(z)T(z —7) > 0 para todo = en S, y como f es pseudoconvexa en T lo anterior

implica que f(x) > f(Z) para todo z en S y T es éptimo global. O
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Capitulo 2
Un problema de dualidad en R

En el presente capitulo asociamos un problema auxiliar, llamado dual, al problema de
minimizacién original que serd el problema primal. Estudiaremos la relaciéon que existe
entre el problema primal y el dual, para luego ver su interpretacién geométrica. En la
siguiente seccion estudiamos un resultado de dualidad débil y la brecha de dualidad que
este genera. En la quinta seccién estudiaremos los teoremas de inexistencia de la brecha
de dualidad y un teorema de dualidad fuerte para el problema general de programacion

no lineal.

2.1. El dual del problema general de programacion

no lineal

Considérese el problema general de programacién no lineal primal (P):

minimizar f(z)

sujetoa  g(z) <0
0 (P)

donde g : R — R™; h: R® — R? f: R" — R; X C R”. Entonces un problema dual viene

dado por el siguiente problema dual lagrangeano (D):

maximizar 6(u,v)
. (D)
sujeto a u >0
donde: O(u,v) = inf {f(x) + (u, g(z)) + (v, h(z)) ,x € X}.
La funcién Lagrangeana dual 6(u,v) puede tomar el valor de —co para alguna pareja

(u,v) y que en el dual las restricciones g(x) y h(x) han sido incorporadas a la funcién
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objetivo mediante multiplicadores de Lagrange u,v respectivamente. Ademaés los multipli-
cadores asociados a las restriccciones g(x) < 0 estén restringidos a no-negatividad mientras
que los que estén asociados a las h(x) no tienen restricciones de signo. Finalmente, nétese
que el dual es en realidad un problema maximin ya que se trata de maximizar el infimo
de una funcién por ésta ultima razén también se le conoce a veces como el 'problema dual
max-min’.

También a un cierto problema primal pueden haber varios duales lagrangeanos, asociados,
dependiendo de cuédles restricciones se manejan como g(x) < 0; h(x) = 0 y cudles son
tomadas en cuenta por el conjunto X. Dicha eleccién afecta el esfuerzo requerido para
evaluar la funcién 6, al resolver el problema dual. Por lo tanto, una adecuada eleccion del

conjunto X, dependera de la estructura del problema.

2.2. Interpretacion geométrica del problema dual

Por razones de simplificacion y sin pérdida de generalidad se considera un ejemplo con
una sola restriccion de desigualdad g(z) < 0 y se supondré que no existen restricciones de
estricta igualdad.

Asi, el primal sera:

min f(x)
sa. ¢g(z) <0 (P)
r e X.

Ahora, sea G = {(w, 2)/w = g(x); z = f(x);x € X} de manera que G es la imagen de
X bajo el mapeo (g, f). El problema primal pide encontrar un punto en G tal que w < 0
y que minimice z. En el plano (w, z) esto significa encontrar un punto en G a la izquierda
del eje z, cuya ordenada al origen sea minima.

Ahora, supongamos que u > 0 es un cierto nimero dado. Para encontrar 6(u) se
requiere el minimo de f(x) 4+ ug(z) sobre toda x € X. Entonces si w = g(z) y z = f(z)
para z € X se quiere minimizar z 4+ uw sobre cualquier pareja (w, z) € G. Esto equivale a
deslizar la linea z + uw = « en forma paralela a si misma lo mas abajo posible de modo
que ésta soporte a GG. Asi la linea es tangente a G en el punto (wy, z1) y 6(u) es la ordenada
al origen donde la linea intersecta al eje z (ahi es donde W = 0). Asi el problema dual se
puede interpretar como encontrar la pendiente del hiperplano de soporte al conjunto G,
cuya ordenada z al origen sea méxima. En la figura 2.1 el hiperplano pasa por (w*, z*) y
su pendiente es —u* y 0(u*) = z*. Ademads, notemos que las funciones objetivo del dual y

el primal tiene el mismo valor en el éptimo.
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Figura 2.1: Interpretacién geométrica

Ejemplo 2. Considérese el problema de programacion no lineal siguiente:

min  (z,z)
(P)
sa. (p,zr) <a
Usemos Khun y Tucker para resolver el problema, luego se tiene que f(x) = (x,z) y
g(x) = (p,x) — a son convexas, y construimos la funcién Lagrangeana como: L (z*,u) =

(x*,2*) + u[{p,z*) — ] luego

oL
o 221 + uipy 229 + ugps . .. 22, + uppy] = [0 0...0].
Entonces 2x; + w;p; = 0 para todo 7 = 1,2,...,n, es decir; x; = —*%, para todo
i=1,2,...,n.
Por otro lado tenemos que
oL .
EYe (p,a") —a=0

(p,2") = <p, _Tup> = _7” (p.p) = o,

Luego
—2a
u = 5
Il
Y el valor 6ptimo seréa:
. Q@
il
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Q(u)

Figura 2.2: Funcién dual

Ahora veamos cémo se comporta la funcién dual. Sean g(z) = (p,z) —ay X =

{z/x > 0}, entonces la funcién Dual es:

O(u) = fuf {(z,2) +u((p,2) — )},

es decir;
0(’&) - 1/11;‘( {<ZE, ‘7“> +u <p7 I'>} — Qu,
xe
Tomando la derivada obtendremos que x* = —gp, por tanto
0= (2 ) ulp ) o
2 2

Ahora si u > 0y p < 0 entonces x* > 0. Ademads, es importante decir que si @ < 0 la
funcion dual se comporta asi, ver 2.2:

2
Notemos también que: mégq@(u) = (ﬁ) = O(u") cuando u* = % y finalmente
u
p

concluimos que
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2.3. El resultado débil de dualidad

En ésta seccidn se investiga la primera relacién entre el primal y el dual, que se conoce
como el teorema débil. En éste teorema se demuestra formalmente el resultado que se vio
intuitivamente en la interpretacion geométrica del dual, de que la funcién objetivo primal
acota superiormente la del dual y viceversa. Varios resultados importantes se derivan como

corolarios.

Teorema 8. Sea x una solucién factible para el primal (ie, g(z) <0, h(zx) =0; z € X) y
sea (u,v) factible para el dual (ie, u > 0). Entonces f(x) > 0(u,v).

Demostracion. Como x es factible para el primal se tiene que:g(z) < 0y h(z) = 0. Y para

u > 0 tendremos que

(u,g(z)) <0
luego
(u, g(x)) + (v, h(x)) <0,
f(@) 4 (u, g(x)) + (v, h(x)) < f(x).
Entonces

0(u,v) = inf {f(y) + (w, 9(y)) + (v, h(y))}

< f(x) + (u, g(x)) + (v, h(z))
< f(x).

Corolario 2. inf {f(z)/x € X, g(x) <0,h(x) =0} > sup {0(u,v)/u >0} .

Demostracion. Sean u > 0, {z € X, g(z) < 0,h(z) = 0}. Entonces se tiene que cualquier
f(z) € {f(z)/x € X,g(x) <0,h(xz) =0} es cota superior de {(u,v),u > 0}; es decir, el
sup {f(u,v);u > 0} es una cota inferior de {f(z)/z € X, g(z) < 0,h(z) = 0}, por tanto

inf {f(z)/z € X,g(x) <0,h(z) =0} > sup{f(u,v),u > 0}.
0

Corolario 3. SiZ y (u,?) son tales que T es factible para (P) y (@, ) es factible para (D)

y ademas f(7) < 6(u,v), entonces T, (u,v) son éptimos para (P) y (D) respectivamente.
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Demostracion. Por el teorema de dualidad débil se cumple que f(Z) > 6(u,v) y dada
la condicién f(Z) < O(w,v) implicard que f(Z) = 6(u,v). Luego, por corolario anterior,
tenemos que inf {f(z)/x € X, g(xz) <0,h(z) =0} > 0(u,v) = f(T). Asi T es 6ptimo del
primal.

Por otro lado 0(w,v) = f(Z) > sup{6(u,v)/u > 0}, luego O(w,v) > sup {0(u, v)/u > 0}.
Por lo tanto (u,v) es 6ptimo para el dual. ]

Corolario 4. Si inf{f(z)/x € X,g(z) <0,h(z) =0} = —o0, entonces (u,v) = —oo,
para todo u > 0.

Demostracion. Sea u > 0. Luego inf {f(z)/z € X, g(x) <0,h(z) =0} > 6(u,v) y por
hipétesis —oo > 6(u,v). Por tanto 6(u,v) = —oo. ]

Corolario 5. Si sup {f(u,v)/u > 0} = 400, entonces el primal no tiene solucién factible.

Demostracion. Por corolario sup {6(u,v)/u > 0} < inf{f(z)/z € X, g(x) <0,h(z) =0}.
Entonces +o0 < inf {f(x)/z € X, g(z) <0,h(z) = 0}. Asi; (P) no tiene solucién factible.

]
2.4. Funciones convexas diferenciables
Considérese la pareja de problemas Primal-Dual siguiente:
min f(z)
sa. g(x) <0 (Primal)
reX.
max  6O(u)
s.aa.  O(u) =inf L(x,u) (Dual)
z e X.

Donde X C R"™ convexo y abierto y L(z,u) = f(z) + (u,g(z)) tal que, f : R® - Ry
g : R* — R™ son funciones diferenciables. fvwWWWW Entonces dado u, el infimo de
L(x,u) respecto a x si existe, se logra en un punto T € X donde desaparece el gradiente

del lagrangeano L(x,u); es decir,

V@) + Vg(@)u=0.
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Brecha de dualidad i

N

Figura 2.3: Brecha de dualidad

Se sabe que si f y g son convexas, ésta condicién es también suficiente. Luego el dual se

puede escribir:
max L(z,u)

sa.  Vf(x)+Vg(x)u=0 (DD)
u >0
r € X.

2.5. La brecha de dualidad y los teoremas de inexis-

tencia de la brecha y de dualidad conversa.

Con las condiciones del teorema de dualidad débil lo tinico que se puede demostrar es

que la funcién objetivo del primal y del dual tienen la relacion

f(x) = 0(u,v),
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para puntos factibles a sus respectivos problemas. Contrario a lo que sucede en el caso
de programacién lineal, pueden haber casos en que si, z* y (u*,v*) son éptimos para
sus respectivos problemas, la relacién se cumpla con estricta desigualdad (ie, f(z*) >
O(u*,v*)). En éste caso se dice que existe una brecha de dualidad entre el primal y el dual.

Geométricamente, la brecha se ilustra en la figura 2.3 para el caso en que se tiene una
sola restriccién del tipo g(z) < 0.

El problema surge porque hay una no convexidad inconveniente en el conjunto G.
Notemos, sin embargo, que la convexidad del conjunto G no es una condicién necesaria
para que no exista una brecha de dualidad.

Las condiciones de ausencia de una brecha y de dualidad conversa; es decir, de estable-
cer condiciones bajo las cuales las soluciones 6ptimas de ambos problemas proporcionan
el mismo valor a las dos funciones objetivo y cuando los problemas tienen una misma
solucion.

Veamos el resultado de Wolfe que fue uno de los primeros obtenidos en tratar éstos
problemas.

Teorema 9. Considérese la pareja de problemas primal-dual siguiente:

min  f(x)
sa. g(x) <0 (Primal)
r e X.
max L(x,u)
sa. Vf(z)+Vgx)u=0 (Dual)
u > 0.

Donde X C R", es un conjunto abierto, L(z,u) = f(z) +ulg(z) y f : R* - Ry
g : R" — R™, son funciones convexas y diferenciables. Sea x* una solucién del primal
tal que se satisface el requisito restriccional en este punto. Entonces, existe u* tal que

resuelven el problema dual y tal que f(z*) = 0(u*) = L(x*, u").

Demostracion. Si x* es una solucion del primal donde se cumple el requisito restriccional,
tiene que cumplirse en z* las condiciones de K.K.T.

Asi existe u* € R™ tal que:
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Ahora, consideremos u € R™ tal que u > 0 y examinemos:
O(u) —0(u) = f(z") + (u”, g(z")) — f(z) = (u, g(2))
= f(@") = f(z) + (u”, g(z7)) — (u, g(x)) .

Entonces, por convexidad de f y dado que (z*,u*) satisfacen las condiciones de K.K.T. se

tiene que (u*, g(z*)) = 0 y por lo tanto:

O(u”) = 0(u) = f(z7) = f(z) = (u, g(x))
> (Vf(@"), (¢ = x)) = (u, g(x)) .

analogamente por convexidad de g se tiene que:

—~

2 Vg(ﬁ),flf* - $>
g(z*) > g(x) + (Vg(z),r" — z)
>

y esto proporciona:

O(u*) — O(u)

iV v
<
—
8
8
|
8

, ,9(27)) + (u, ((Vg(z), (27 = 2))))
= (Vf(z), («" = 2)) = (u, g(z"))
+ (u, (Vyg(2),2%)) = (u, (Vy(x), 2))
= (V[ (@), (z" —2)) = (u, g(z")) + (Vg(x)u, z%) = (Vg(z)u, x)
= (Vf(2), (" —2)) = (u, g(z")) + (Vg(2)u, (" — x))
= (Vf(x) + Vg(@)u, (2" — x)) = (u, g(z"))
= —(u, g(z7))
>0

pues u > 0, g(z*) < 0y Vf(x) 4+ Vg(z)u = 0 por ser (z,u) factible para el dual diferen-
ciable, asi: 0(u*) > 6(u)
Por lo tanto 6(u*

implica que:

= max f(u) sujeto a que O(u) = inf {f(x) + (u, g(z)) /x € X}, ésto

mixo() = mix { it [£(0) + (w91} = ) + {0, 07) = Lia", ).

u>0 u>0 zeX

Ademsds, sabemos que (u*, g(z*)) = 0 luego O(u*) = L(z*,u*) y L(z*,u*) = f(x*). Por lo
tanto: O(u*) = f(z*) = L(x*,u"). O
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Observacién 2. Como podemos ver, éste teorema da un resultado con condiciones de
ausencia de brecha en un caso, donde todas las funciones son diferenciables y convexas y
el resultado podria anticiparse facilmente. Ahora analicemos condiciones bajo las cuales no
solo no existe la brecha, sino que los dos problemas tiene una misma solucién. Es decir se
busca establecer el converso del teorema anterior, en donde la solucién del dual también es
una solucion del primal; de ahi el nombre de dualidad conversa. Para obtener tal teorema

hay que pagar un precio como se ilustra en el siguiente resultado atribuido a Mangasarian.

Teorema 10. Sea X C R™ un conjunto abierto y f,g funciones convexas y diferenciables
sobre X . Sea T una solucion del problema primal como se presento en el teorema anterior,
tal que se satisface el requisito restriccional en Z. Si (7, @) es una solucién dual, y L(Z,w) =
f(@)+ (u, g(T)) es una funcién estrictamente convexa en T, entonces T = T y por lo tanto,

es una solucion del problema primal.

Demostracion. L(Z,u) es estrictamente convexa en 7 si f es estrictamente convexa en = o
si para algun indice 7, se tiene que el elemento u; > 0y la correspondiente funcién g; de g es
estrictamente convexa. Mostremos este hecho, sean x,y en X y X en (0, 1). Considerando

el hecho de que f es estrictamente convexa tendremos:

LI =Nz + Ay, u) = f((1 = Nz + Ay) + (@, g((1 = Nz + Ay))

<(1 =N f(x)+ My +Zuzgz ((1 =Nz + \y)

S (=N f(z) +Af(y +Zuzgz +)\Zuigi(y>
= (L =N f(@) + Af(y) + (1 =) (@ g(x) + A, g(y))
= (1 =N L(z,u) + \L(y,u),

Ahora mostremos el caso en el que cada g; de g es estrictamente convexa: antes notemos

el hecho de que
9i((1 = Nz + Ay) <(1 = N)gi(z) + Ag;(y)
para todo j # . Ahora, volviendo a la demostracién;
L((1 = Nz + Ay, a) = f((1 =Nz + Ay) + (@ g((1 = Nz + Ay))

< (L= Nf@) + M)+ wgl(L— Nz + Ay)
(L= Nf(@) + M)+ Tege((1 - /\)x + Ay)
<(1=XN)f(z)+ Ay +Zuk (1= Nge(@) + Age(v))
(1= N f(z) +Af(y Zukgk + A Tkgi(y)
(1 — \)L(z,3) + AL(y,u).
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En ambos casos hemos mostrado que L es estrictamente convexa.

Ahora mostremos el teorema, supongamos  # T.

Como T es una solucion al primal y satisface el requisito y por teorema anterior existe
un u € R™, tal que la pareja (T,w) es una solucién del problema dual, ademés de que
satisface las condiciones de K.K.T.

Asi se tiene que: L(Z,u) = L(Z,u) = 0(u) = méx, 0(u) sujeto a f(u) = infex {L(z,u)}.

Ahora como (Z, ) resuelven el problema dual entonces satisface: V,L(Z,u) = V f(Z)+

Vg(Z)u =0, como L(Z,u) es estrictamente convexa en (T, u) se tendrd por teorema que:
L(7,7) - L(@,8) > (V.L(7, ), (T — 7)) = 0.

Luego L(%,u) > L(Z,u) = L(%,u), y por definicién de Lagrange:

una solucién del problema primal. O

Teorema 11. (Generalizacién del teorema de Hanson y Huard).
Sea X C R™ un conjunto abierto y f, g diferenciables sobre X. Sea (¥, ) una solucién
local del dual y supéngase que f es pseudoconvexa y g es cuasiconvexa en T. Supdngase

que:

a) L(Z,u) es doblemente diferenciable en Z y la matriz hessiana V2L(Z, 1) es no singu-

lar.

b) Existe un conjunto abierto V' C R™, tal que u € V y una funcién diferenciable
¢V — R" tal que:

i)T = ¢(u),
it)p(u) € X;V,L(p(u),u) =0, para todo u € V.
Entonces T es una solucién del primal y f(Z) = L(Z, u).

Demostracion. Si (Z,u) es un 6ptimo local del dual, entonces existe B [(Z,u),d] tal que
0(u) = L(Z,u) = max 0(u) sujeto a O(u) = inf,ex L(x,u), para todo (z,u) C B[(Z,u),d|N
Y = B[(Z,u),d] N (X x R™).
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Ademds, como f y g son diferenciables, una condiciéon necesaria para que (z,u) sea
una solucién del dual es que: Vf(z) + Vg(z)u = 0. Observemos en la hipétesis que b)
es consecuencia de a) esto por el teorema de la funcién implicita, pero a) no sigue del
supuesto b), luego por b) se tendra: (z,u) = [¢p(u),u] € {[¢(u),u] /u € V;u >0} C Y.

~ ~

Entonces, como L [p(u),u] = L(Z,u) = méx(uey L(x,u), se tendrd L [p(u),u] =

méax,ey {L [¢(u),u] /u > 0}, éste ltimo es un problema de optimizacion es decir,

max  L[o(u), ul

(D)
s.a.  u >0,

es equivalente al problema primal

min  — L[p(u),ul,

sa. —u<0,

y por K.K.T. si u es una solucién de (P) implica que existe u # 0 tal que:

Vu(=L[p(u),u)) + Vy(—u) - uw=0
u=>0
' (—u) <0
—u < 0.
Luego V,(—u)-u = (—1,u) = —u < 0. Ademés notemos que: V,(—L[¢(u),u]) =

—Vu(L[p(u),u]) y por la regla de la cadena:

= (VoL(z,u)VuL(z,u))yn (%}U)Iu)

= VaL(x, )|y, - Vo(u)l, + Vul(z, u)ly, - 1
= VaL(x,u)|y,) - Vo(u)l, + Vul(z, u)ly, -
Luego
Vu(L[p(u), u]) + Vu(u) - =0,
Asi por b)
VuL(z,u) |, <0
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y por teorema de la funcién implicita se sabe que se satisface la relacion
V.L(z, u)Vo(u) |, = —V,.L(Z,u)
en la solucién local del dual (z, %) de donde se tiene que
u’ [V.L(z,0)V,6(u) + V,L(Z,0)] = 0.

Por lo tanto @” g(Z) = 0 y como (7, @) es una solucién del dual, se satisfacen las siguientes

relaciones:

Asi T es factible para el primal y se satisfacen las condiciones de K.K.T. con u. Finalmente,
como f y g son diferenciables y ademas f es pseudoconvexa y ¢ es cuasi-convexa, por el
teorema de condiciones suficientes de K.K.T. T es una solucién 6ptima global para el
primal y por lo tanto para todo z € X, f(x) > f(z) = 6(u) = L(Z,u). O

Nota 1. Un hecho curioso es que contrariamente a lo que pudiera pensarse, si T es una
solucién del primal bajo las condiciones del teorema anterior no necesariamente existe u
tal que (Z,u) es una solucién del dual, ni siquiera cuando g es lineal. Tampoco se satisface
la condicién débil de dualidad, es decir; que f(T) > L(x,u) para cualquier pareja (x,u)

que sea factible para el dual. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo:

T

Ejemplo 3. sea f(z) = —e™* pseudoconvexa.

Asi,

, 2
min —e *

z€eR (P)
sa. o< —1,

donde g(x) =z + 1 <0. El dual de éste problema es:

méx —e * +u(z+1)
sa. 2ze ™ +u=0 (DD)
u > 0.
La solucién 6ptima del primal es T = —1, pues; si L(x,u) = —em? 4 (x —1u =0

22

entonces V,L(x,u) = e +u=0 y —e™* = u. Ahora para x = —1, que es el éptimo, se

tendra u = %
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Luegoz =—-1yu= % satisfacen las condiciones K.K.T.

V(@) +Vg@)u=0
u'g(7) =0,
u >0,
g(Z) <0.
Notemos que el dual exige que u = —2ze™*". Asf el dual puede escribirse de la siguiente
manera;
méx —e % —2ze (x4 1) )
sa. x<0.

es decir; max, <o — [1 + 2z + 22%] e~*". Ahora, notemos también que 1 + 2z + 222 > -3,
pues el minimo de ésta funciéon esta en x = —5 Ademés — [1 4 2z + 222 e™* — 0 cuando
e — 0.

Finalmente consideremos el punto: (Z,u) = (—5,10e72) que es factible para el dual,

notese que:
L(Z,u) = —e® — 2(=5)e ?*(—4) = —e*® — 40e™?® = —4le .
y que f(T) = —e~ V" = —e 1. Asi f(x) < L(T, 7).

Y en éste ejemplo se ve que ni siquiera se satisface la condicién débil de dualidad. Lo que
sucede en éste caso que al no ser f y g funciones convexas,la condicién V f(z)+Vg(z)u = 0
es necesaria mas no suficiente para un minimo y por lo tanto, la forma equivalente que se

ha dado al dual tampoco es suficiente en éste caso.

Lema 3. Sea X C R" un conjunto convexo no vacio. Sean f : R" - Ry ¢g: R" — R™
convexas y sea h : R" — R® una funcién afin; es decir, h es de la forma h(z) = Ax — b,
donde A es una matriz de (n X s) y b es un vector de dimension s. Considérese los siguientes

dos sistemas:
1) f(z) <0, g(z) <0, h(x) =0, para alguna x € X.
2) uOf('r) + uTg<x> + ’UTh(ZL') Z 07 tal que T S X7 (UOJ 'LL) 2 07 (Uo,u, U) 3& 0.

Entonces, si el sistema 1) no tiene una solucion z, el sistema 2) tiene una solucién (ug, u, v).

Lo contrario es cierto si ug > 0.

Demostracion. Supongamos que el sistema 1) no tiene solucién x, considérese el siguiente

conjunto: C' = {(p,q,7)/p > f(x),q > g(x),r = h(z), para alguna x € X }.
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Probemos que el conjunto C' es convexo. Sean (p1, q1,71) y (P2, g2, 72) en C, por demos-
trar que para A € (0,1) se tendra (p,q,7) = A(p1, q1,71) + (L =) (p2, g2, 72) € C. En efecto;
como (p1,q1,71) € C'y (p2,qa,72) € C se tendra: p; > f(z),q1 > g(x),r1 = h(z),x € X y
p2> f(y), a2 > g(y),m2 = h(y),y € X. Sea

(p,q,r) = )‘<p17QIar1) + (1 - )\)(P27Q277’2)
= (Ap1 + (1 = N)pa, Ag1 + (1 — N)go, Arp + (1 — N)rg),

luego,

p=Ap1+ (1= XNp2>Af(z) + (1 =A)f(y) = f(Az + (1 = A)y).
¢=Aq+ (1= Nag = Ag(x) + (1 = A)f(y) = g(Az + (1 = N)y).
r=Ar1+ (1 =Xy

— \h(@) + (1= ()

= AN Az —b) + (1 — X\)(Ay — b); ésto por definicién de h.

= Mr — b+ Ay —b— Ny + \b

=A\x — A\y+ Ay —b

=AMz — A y+y)—b

=AM+ (1—-Ny)—b

= h(Az + (1 = N)y).

Y como X es convexo A\x + (1 — A)y € X y tendremos (p,q,r) € C. Por lo tanto C' es
convexo.

Ahora, si el sistema 1) no tiene solucién entonces 0 = (0,0,0) ¢ C. Por ser C' convexo
y no vacio existe (ug, u,v), tal que el hiperplano correspondiente separa 0 de C, es decir;
se satisface que (ug,u,v)?(0 — (p,q,7)) < 0 para cada (p,q,r) € C. Lo cual implica que
(ug, u,v)T(p,q,r) > 0 para cada (p,q,7) € C, esto quiere decir que por teorema existe un
hiperplano que soporta a C' en (0,0,0). Luego ugp+uTq+vTr > 0 para cada (p,q,r) € C.

Sea T € X, dado que p y q pueden hacerse arbitrariamente grandes, la anterior expre-
sion se cumple si y solo si ug > 0y u > 0.

Ademas, si (p,q,r) € C se tendré (p,q,r) = (f(z),g(x), h(x)) luego

uof(z) +ulg(z) + v h(x) >0, (up, u,v) # 0, (ug, u) > 0.

Dado que lo anterior se cumple para cada x € X. Por lo tanto el sistema 2) tiene solucién.
Reciprocamente, supongamos que el sistema 2) tiene una solucién (ug,u,v) tal que
ug >0y u >0y se satisface ugf(z) + ul g(x) + vTh(x) > 0 para cada x € X. Seaz € X
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tal que g(z) <0y h(z) = 0 dado que u > 0, se concluye que ugf(z) > 0 pues u’ g(x) <0

y h(z) =0.
Asi,
uof (x) +u'g(x) 20,
0 > uTg(‘r) > _u0f<m>7
0 S uOf(x)a
lo que implica f(z) > 0. Por lo tanto 1) no tiene solucién. O

Teorema 12 (Dualidad fuerte). Sea X C R™ un conjunto convexo no-vacio y sean f :
R" - R, g : R — R™ funciones convexas y h : R® — R® una funcién afin. Supéngase

ademas que se satisface el requisito restriccional siguiente:
i) {w/g(x) < 0;h(z) = 0} # 0.
ii) 0 € int{h(x)/z € X}.

Entonces

a) inf {f(z)/z € X;g(x) <0,h(x) =0} = sup{0(u,v)/u = 0}.

Ademss si el infimo es finito, entonces existen (u,v) con u > 0 tales que

sup {0(u,v)/u > 0} = 0(u,v).

b) Finalmente, si existe T € X, tal que f(Z) = inf{f(z)/z € X;g(z) < 0;h(x) =0}
entonces u’ g(T) = 0.
Demostracion. Sea a = inf {f(z)/x € X;g(x) < 0,h(x) =0} # 0. Entonces, si @ = —o0
y por corolario 3 se tiene que sup {f(u,v)/p > 0} = —o0.
Ahora, si el infimo es finito, ocurre f(z) > «, g(z) < 0, h(z) = 0 y examinemos el
siguiente sistema f(z) —a <0, g(x) <0, h(z) =0, z € X.
Por la forma en el que se tiene « éste tltimo sistema no tiene solucién y por el lema

anterior existe (ug,u,v) # 0 con (ug,u) > 0 tal que
uo [f() — ] + uTg(x) + v h(x) > 0, 2.1)

para cualquier z € X. El reciproco es cierto si ug > 0. Supongamos por contradiccién que
up < 0. Como (ug,u) > 0 se tiene que ug = 0, como se cumple que el requisito restriccional,
existe T € X, tal que ¢(Z) <0, h(Z) = 0 y ademds 0 € int(h(X)).
Entonces al substituir en (2.1) sucede que:
uo [f(Z) — a] +u’g(@) + v h(Z) >0,
ulg(z) >0
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ademas u?'g(Z) < 0 es decir; 0 > uT'g(Z) > 0 lo que implica v’ g(Z) = 0 si u = 0. De esto
tiltimo al tener que uy = 0 y u = 0 nuevamente de (2.1) vZh(x) > 0, para todo x € X.

Ahora bien como 0 € int(h(X)), existe € >0 tal que B(0,¢) C h(X). Por lo tanto para
A>0 tal que —Av € B(0,¢) , existe T € X tal que h(Z) = —Av. Luego

0 < v h(F) = 0T (= ) = =\Tv = =X |jv||* <0,

luego —A ||v||2 = 0 entonces v = 0 ya que A >0 lo que nos lleva a una contradiccién pues

(ug,u,v) # 0.
Ahora dividamos (2.1) entre ug >0

ug [f(z) — a] +u’g(x) + v h(z) >0,

T T
@) -al+ | 2] g+ [2] by 20
Uo Uo
y definamos: u = ad VU= Y con 1o cual se obtiene
Ug Vo
f(x) +atg(x) + 77 h(x) > a, (2.2)

para todo x € X. Luego in)f( {f(x) +u’g(z) + ETh(x)} > «, esto nos muestra que
[AS

0(w,v) = inf { f(z) +u"g(z) + v h(z)} > a =inf {f(z)/z € X, g(z) <0, h(z) = 0}

y por el resultado débil de dualidad 0(w,v) = « es decir, (@, V) es una solucién del dual.
Finalmente, sea T € X, ¢(Z) <0, h(Z) = 0; f(T) = o donde T es una solucién Gptima
del primal, de (2.2) se tiene

a' g(z) > 0. (2.3)

Por otro lado como 7 > 0y g(Z) < 0 implica u” g(7) < 0.
Finalmente, de (2.3) tenemos que 0 > u’ g(Z) > 0. Por tanto u’ g(Z) = 0. ]
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Capitulo 3

Dualidad fuerte en optimizacion no

convexa.

En éste capitulo estudiamos dualidad fuerte pero en el caso no convexo, estudiando,
antes, propiedades sobre los conos las cuales necesitaremos para demostrar un teorema de
dualidad fuerte, luego veremos dualidad fuerte en un caso general y el caso general con

una sola restriccidn.

3.1. Conos, pointed y sus propiedades

En la presente secciéon estudiamos de manera detallada el menor cono que contiene a
un conjunto, la definicién de cono pointed y algunas de sus propiedades que necesitaremos,

para luego estudiar algunas propiedades de los conos asintéticos.
Definicién 11. Sea A C R"

1. Se define cone(A), al menor cono que contiene a A, esto es: cone(A) = U, tA4,

cone(A) denota al menor cono cerrado que contiene a A, (W(A) = cone(A)).
2. coney (A) = [J;o o tA observemos que: cone(A) = cone, (A) |J {0}

3. Entenderemos por cono polar (positivo) de P como:

P*={p* € R": (p*,p) >0, para todo p € P}
4. Dado un conjunto M C R", Denotaremos porM+ al subespacio ortogonal de M en

donde:
M+ ={x € R™: (z,m) =0, para todo m € M} .
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cone(A)

Definicién 12. Un cono P C R™ es pointed si y solo si la igualdad y1 +y2+ ...+ v, =0

no se cumple para elementos de P a menos que y1 =y, = ... =y, = 0.

Es posible caracterizar a un cono con la propiedad pointed cuando éste es a su vez es

convexo, es decir, si P C Y, cono convexo.
Lema 4. Sea K C R" un cono convexo. Entonces K es pointed si y solo si KN(—K) = {0}.

Demostracion. Razonando por contradiccién, suponemos que existe y # 0 tal que y €
KN(—=K) estoimplicaquey € Kyy € —K luegoy € Ky —y € K asi y+(—y) = 0 y como
K es pointed se tiene que y = 0 lo que es una contradiccién. Por lo tanto KN (—K) = {0}.

Reciprocamente supongamos que K N(—K) = {0}. Existen y; en K coni=1,2,...,n
tal que y; + y2 + ... + y, = 0. Ahora, supongamos que existe j € {1,2,...,n} tal que
y; # 0, entonces y; = —Z?:li# v € Kyy; € —K. Luego y; € K N (—K) para todo
j€41,2,...,n} lo cual es una contradicciéon. Por tanto K es pointed. O

Lema 5. Sea A C R” no vacio. Luego cone(cone(A)) C cone(A).

Demostracion. Sea a € cone(cone(A)). Luego, por definicién de cone, existe ¢y > 0 tal que
a € tocone(A). Asi a = tyoc con ¢ € cone(A). Entonces para a = toc existe una sucesion
(z,) € cone(A) tal que x,, — c. Lo cual implica que tgx,, — toc. Poniendo (z,) = to(z,)
y a = toc tendremos que z, — a. Por tanto a € cone(A) y asi cone(cone(A)) C cone(A)

como queriamos. O
Proposiciéon 9. Sean A, K C R", conjuntos no vacios.

a) cone(A) = cone(A)

b) Si A es abierto entonces coney (A) es abierto.

c¢) cone(co(A)) = co(cone(A)), cone, (co(A)) = co(cone, (A)).
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d) coney (A + K) = coney(A) + K, cuando K tiene la propiedad que para todo ¢t > 0;
tK C K.

e) A+ K=A+K.
f) K C cone(A + K) cuando K es un cono.

g) cone(A+ K) C cone(A)+ K C cone(A+ K), cuando K es un cono.] Adicionalmente
si 0 € A, entonces cone(A + K) = cone(A) + K.

Demostracion.

a) Como A C A implica que cone(A) C cone(A) y de ésta manera cone(A) C cone(A).
Reciprocamente, como A C cone(A) implica que A C cone(A) y se tiene que cone(A) C
cone(cone(A)) C cone(A).

Por lo mostrado en el lema 4, obtenemos que cone(A) C cone(A). Lo cual implica que

cone(A) C cone(A) = cone(A). Finalmente tenemos que cone(A) C cone(A).

Y asi hemos mostrado que cone(A) = cone(A) como querfamos.

b) Por hipdtesis, como A es abierto entonces todo a € A es interior si existe € >0 tal que
B(a,e) C Ay ademas coney(A) = ;. tA = U, {ta/a € A}.
Solo nos queda por mostrar que tA es abierto. En efecto, sea x € tA entonces existe un
to >0 tal que x = tga con a € A. Como a € A entonces existe € >0 tal que B(a,€) C A.
Luego toB(a, €) C tyA entonces B(tga, toe) C tgA. Tomando toe = € tendremos B(tpa, €') C
toA. Ahora si y € B(tpa,€) se tendra que d(tpa,y) < €. Luego tod(a,y) <€ y para algin
z € B(toa, €') obtendremos que d(tpa, z) <€ y concluimos que tA es abierto.

Luego cone (A) = [J,.,tA es abierto.

¢) Primero mostremos que cone(co(A)) = co(cone(A)). Sea a € cone(co(A)) y por defi-
nicién existe ¢y > 0 tal que a € tyco(A). Por definicién de co(A) el elemento a puede

escribirse como una combinacién lineal convexa de elementos de A, es decir;

m m
a = to Z )\iai = Z )\itoai
i=1 1=1

tal que Zzl A; = 1 para A\; > 0, a; € A. Observemos que tga; estd en tgA y como existe

to > 0 decimos que tga; € |J,»qtA. Por lo anterior, a estd en la envoltura convexa de

Ujso tA es decir, a € co(U,sq tzi) y concluimos diciendo que a € co(cone(A)).
_Reciprocamente, seaa € co(cone(A)). Entonces a puede escribirse como una combina-

cién lineal convexa de elementos del cone(A), es decir;

m
a = E a,;aq,
=1
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tal que 1", =1, a; > 0, a; € cone(A). Como a; estd en el cone(A), entonces existe t; > 0
de tal manera que a = Y ;" ayt;b;, donde Y " a; =1, a; > 0, b; € A. Asi,

a—Zaltb—ZatZZ ot bs,
i=1 Yili

donde Y, s i =1, i >0, b; € A. Notemos que ", Zn?lt; +b; € co(A), por
=1 it i=1 iti

tanto a € cone(co(A)).

La demostracion de cone, (co(A)) = co(cone, (A)) es similar a la anterior.

d) Comencemos mostrando que coney K = K si tK C K. Sea a € coney K entonces
a € U,ootK. Luego existe to>0 tal que a € to/K. Como to/K C K, se tiene que a € K
y de ésta manera cone; K C K. Reciprocamente, sea a € K. Entonces existe ¢, >0 tal
que a = t()%a € U, otK y por definicién a € coney K, asi K C coney K. Por tanto
cone; (K) = K.

Ahora mostremos cone; (A + K) = coney (A) + K. Sea x € cone; (A + K) entonces
existe to >0 tal que x = to(a + k) donde, a € Ay k € K. Luego = = tga + tok y por
hipétesis tenemos que tok € toK C K. Asi, x € coney(A) + K. Reciprocamente, sea
x € coney(A) + K . Entonces existe to >0 tal que x = tob + k, donde tyb € cone(A) y
k € K. Notemos que z = to(b+ k) donde ik € K, por tanto x € coney (A + K).

e) Primero empecemos mostrando que A + K C A+ K.Si A C K entonces A+K C A+ K.
Luego A+ K C A+ K.

Ahora veamos que A+ K D A+ K. Seaa+k € A+ K cona € Ay k € K. Entonces,
existe =, € K tal que x, — k. Luego a + x,, — a + k cuando n — +o0, lo que muestra
que a+k € A+ K. Asf afirmamos que A+ K CA+ KyA+ K CA+ K =A+K. Por
tanto A+ K = A+ K.

f) Sea x € K y para cada elemento a € A la sucesién & +z — = cuando n — +o0. Luego
%(a + nx) — x cuando n — +oo. Como K es un cono entonces nx € k 'y %(a +nx) €
cone(A + K). Luego tendremos que z € cone(A + K) y asi K C cone(A + K).

g) Por e) obtenemos la primera inclusién.
Tomando en cuenta ty > 0. Sea x € cone(A) + K tal que z = a+ k donde a € cone(A)
y k € K. De ésta manera, si a € cone(A) implica que a = tpb con b€ A, tg > 0y k = tc
con t; > 0y c € K. Entonces podemos escribir x = tob + tyc. Ahora para x = tob + tic

analicemos los siguientes casos:
i) sity=t; =0 entonces v = 0 € cone(A + K).

i) Sitg >0y t; =0 entonces z =tyb+ 0 =1ty(b+0) € cone(A + K).
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a 1
iii) Sitg =0yt > 0, entonces existe z,, = —+t;¢c = —(a+nt;c) tal que x,, — = cuando
n
n — +o00 por lo tanto x € cone(A + K).

iv) Sity,to > 0 entonces = € cone; A+ K y de acuerdo con e) obtenemos que

cone; A+ K = cone; (A + K) C cone(A + K)

3.2. Conos Asintdéticos y sus propiedades.

Definicién 13. Dado un conjunto C' C R", se define al cono asintético de C', denotado

como C*° al conjunto
C*> = {v: existe ty | 0, existe (zx) en C,txzr — v} .

Ejemplo 4. El cono asintético de una recta que pasa por el origen es la misma recta.
Sea R = {(z,y) € R?: z =y} y la sucesién a(n,n) en R para todo a en Ry t, — 0
tal que {t,} = {2} luego lima (n,n)t, = lima (n,n) o= (a,a) asi (a,a) en C*°. Ahora
mostremos que para cualquier (x,y) en R? con z # y entonces (z,y)no estd en R®. En
efecto; si x estd en R™ entonces existe algin (zx) en Ry ¢, — 0 tal que txzx — (x,y)
como (zx) en R implica que z = (xy, xx). Luego tx(zx, ) — (,y) 6 tyry — @, tyrry — Y

entonces £ = y lo que es una contradiccién, pues x # y. Por lo tanto (x,y) no estd en R*.

Ejemplo 5. El cono asintético de la pardbola es el eje vertical no negativo.
Sean el conjunto C' = {(x,y) € R? : x = y*}, la sucesién {x,} = {(an,a®n?)} C C'y
{t.} = {5} tal que ¢, | 0. Luego lim = (an, a®n?) = (0,a?), donde a € R y n — cc.
Ahora mostremos que para cualquier (a,b) en R? implica que (a,b) no estd en C*.
En efecto, sea (a,b) en C* tal que a # 0 y a>0. Entonces existen ¢, | 0, {z,} =
{(zn,22)} C C tal que t,x, — (a,b); es decir t,(z,, 22

%) — (a,b). De lo anterior decimos

que t,z, — a 'y como t, | 0 implica que 2, — 400, luego t,22 = (t,2,)z, — +00 lo que es
una contradiccién. Ahora, tomando el caso a <0 en la anterior demostracion, tendremos
que si t,z, — a implicard que t,z2 — —oo que nos da otra contradiccién. Finalmente
observemos que cualquier elemento que tomemos en la segunda coordenada obtendremos

su cuadrado el cual es positivo.

Ejemplo 6. El cono asintdotico de un conjunto no convexo no necesita ser convexo.
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Sea C' = {(Qs,y) ER?:y= %,x > 0} luego C' es no convexo y C* es no convexo. En
efecto; el cono asintético de C' es la unién de los ejes no negativos = e y. Sean {z,} =
{(£,an)} cCyt,=21—0conn— oo, luego

13\1 1
lim z,t,, = lim (an, —) — = lim (a, —2> = (a,0)
an) n n

para todo a > 0; es decir, tenemos el eje x.

Por otro lado, sean {z,} = {(ZX,an)} C C'y £ — 0 con n — oo, luego

an’

1 1
lim x,,t, = lim (—, an) —=(0,a)
an n

para todo a > 0, es decir tenemos el eje y.

Ahora mostremos que para cualquier punto (z,y) en R? entonces (z,y) no estd en
C. En efecto, supongamos que (z,y) en C'* implica que existen {z;} C C'y 5 | 0 tal
que tpzr — (x,y), x > 0, y > 0. Como {z,} C C entonces {z} = {(xk,i)} Luego

1

thze = (iﬁ'k, i) — (z,y) 6 tyry — x, ty <ﬁ> — 3. Por lo tanto th’“t’“i —ay >0y

(tx)* = zy > 0 lo cual es una contradiccién, pues (t;)? — 0.
Proposicion 10. Sea C' C R".

a) C'™ es un cono cerrado.

b) C es un cono cerrado si y solo si C* = C.

c) C* = {0} siy solo si C es acotado.

d) C) CCy= (C1)™ C (Cy)™.

e) O = (C + ()™ para todo zo de R™.

f) c* = (C)~.

g) Si C es no vacio, cerrado y convexo, zo en C' entonces

C* ={uen R": 25+ tuen C, para todot > 0}.

h) Sea {C;},i=1,2,3,...,m una familia finita de conjuntos no vacios en R", entonces

(Ua) =Uter=.
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i) Sea {C;}, i € I, una familia arbitraria de conjuntos no vacios en R", entonces

(ﬂ @) i SIA(eHh

el el

Adicionalmente, si cada C; es cerrado y convexo y m C; # ) entonces
iel

(ﬂ (Ji> . (€)™

icl icl
Demostracion.

a) C* es cono. En efecto, sea x € tC', entonces existe to > 0 tal que x = top con p € C™
y como p € C* existen (yx) € C'y tx — 0 tal que zxty, — p es decir limxl, = p con
k € N entonces x = tgp = tolim x4t = lim x4tot;. Ademdas notemos que totr, — 0 lo cual
implica que x € C* y asi hemos demostrado que C'** es un cono.

C es cerrado. En efecto, sea x,, € C*° con x,, — x y para cada m existe una sucesién
Tm CON Ay ;T = Ty, Apm — 0y con m — oo y cada A, ,, > 0. Entonces para cada k

existe un N}, tq para todo n > Ny, ||z, — x| < % y para cada k existe un M, tal que para
1
todo m > M, || ANy, mTn,m — T, || < £ tal que para todo m > Ly con |Ay, | < —. Sea el
conjunto P, =max{ My, Ly} v yr = Tn,.p,» A = AN, p,, entonces cada Ay > 0, A, — 0 de
tal manera que:
Ay — 2| < | Aeye — zn [l + llon, — 2]

< ||)\Nk7kaNk7Pk - xNkH + HxNk - QZH

!
k kK
_2
k’

luego x € C*° por lo tanto C* es cerrado.

b) Sea C' cono cerrado. Primero mostremos que C* C C; sea x € C™ entonces existen
tr 4 0y (z) € C tal que typxy — x 'y como C' es cerrado (tyxy) € C, por lo tanto z € C.

Ahora mostremos que C* 2O (C; sea ¢ € C'y como C' es un cono cerrado existe una
1

sucesion r, — ¢, notemos que ¢ — ¢ ésto implica que -nc — ¢ cuando n — oo, por lo

tanto ¢ € C°.

El reciproco es inmediato.
¢) Sealahipdtesis C*° = {0}. Supongamos por contradiccién que C' es no acotado, entonces

1
existe una sucesién (zx) en C' tal que ||zg|| — oo luego ¢ = H—H — 0 ademas
T

1
Il = b el = |7 ull = 1
k

38



de donde (txxy) € S (S es la esfera unitaria). Como S es compacto, existe una subsucesion
de (tgzr) que converge en S. Luego existe z € C® y x € S con = # 0 lo que es una
contradiccién pues C* = {0}. Por lo tanto C' es no acotado.

Reciprocamente, sea la hipdtesis C' acotado. Mostremos que C* C {0}, entonces to-
memos un z € C*, luego existen t; | 0y (zx) € C tal que tpxp — z, de tal manera que

trxr — 0 pues (zx) € C'y C es acotado, asi
[kl = [te] lzxll < [te] M — 0

luego typxy — 0, de ésta manera x = 0 € {0} por lo tanto = € {0}.
Para la inclusién C* D {0}; existe z € C' tal que xy = x con txx;, — 0 para cualquier
t, — 0 entonces 0 € C°.

d) Sea z € (C})™ entonces existen (z) € Cy y t, — 0 tal que txz, — 2 luego () € Cy y
tr — 0 tal que txxp — x por lo tanto x € C3°.

e) Seay € (C + o)™ luego existe ty, | 0, (zx+xo) € C+xo, (1) € C tal que ty (x + xo) —
y implica tyxy +tpxg — y asi, tyxy, — y pues t,xx — 0 con (zx) € C, por lo tanto y € C*°.
Y asi hemos probado que (C' + )™ C C*°.

Por otro lado sabemos que C' C C' + z entonces C° C (C' 4 x()™.

f) Como C C C entonces O C (6)00.

Reciprocamente, sea z € (C)> por definicién existen sucesiones z, € C' y t,, | 0 tal
que z,t, — x donde n € N. Como (r,) € C existen sucesiones {y,,} C C tal que
Yn,m — Tpn. Ahora de la hipdtesis tenemos: para cada k existe un M}, tal que para todo
n > My, se tiene que ||z,t, — z|| < ki% para cada k existe un Ny tal que para todo m > Ny
se tiene que [|yn,m — T || < 7 v también para todo n > My se cumple que ||t | < 1. Sea
Py = max { Ny, Ly} Y D = Yn,, vy, entoncees ||topr — || < |[twpr — Tan tnll + |Tas tn — x| =
6l 1ok — Zavell + lag b — 2] < 2 v asi 2 € C.

g) Sean z € C*, x € C y ty > 0 por demostrar que x + tpz € C. En efecto, por la
definicién de C* existen (z;) € C'y tx — 0 tal que txzx — z con t; > 0. Luego para
algtiin k suficientemente grande y ¢ € [0, 1] se tiene 0 < tt;, < 1y como C' es convexo se
tendra (1 — tty) x + ttgz, € C, entonces para k — oo el

lm [(1 — ttg) = + ttgzy] = Um (1 — ttg) x + Hm ttg 2y,
=limax — txlimtyz

=zx+tz

y como C' es cerrado implica x + tz € C' como queriamos.

Reciprocamente, sea z € {u € R™;zo + tu € C} entonces + (zg + nz) — z, asf z € C™.
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h) Para ¢ = 1,2,...,m sea x en (|JC;)”, entonces existen {zx} C JC; y &t | 0 tal
que xitry — x. Luego, algin C; tal que ¢ = 1,2,...,m, contiene infinitos indices x; en
C;. Llamemos a tal conjunto de indices N' notemos que {zz} C C; con k en N!. Como
{tx} 1 0y z4t), — x para k en N! implica que z estd en (C;)*>

Por otro lado, sea x € |J(C;)™ para i = 1,2,...,m, luego existe i = 1,2,...,m tal
que z € (C;)™ entonces existen sucesiones (z;) en C; y t, — 0 tal que zty — @ y por

definicién de cono asintético obtenemos que z € (|J C;)™

i) Primero probemos que ((N,c; Cs)™ € ;e (Ci)™. En efecto, seaa € (;c; Ci)” entonces
existen () € (;c; Ci ¥ tr — 0 tal que t,x, — a. Entonces para todo i € I 'y (x3) € C;
concluimos que a € (C;)™. Por lo tanto para todo i € I, a € (,.; (C;)™.

Adicionalmente, si cada C; es cerrado y convexo y (.., C; # ) entonces solo nos queda

il
demostrar (,c; (C:)™ C (Nic; Ci)™ v obtendremos la igualdad de la proposicién. Sean
a € (Ve (C), 20 € ;s Ci v to > 0. Entonces, para todo i en I, a estd en (C;)™ y x en
C;. Como cada C; es cerrado y convexo, por la demostracién en g) tendremos que xq + toa

estd en C; para todo i en I. Luego xg + toa se encuentra en [ .., C;. Asi, para tg — +00

el

tenemos que —(5170 + tpa) — a, por lo tanto a estd en (ﬂ ) como queriamos. L]

el

Observacién 3. En i) no se cumple la igualdad directamente.
En efecto; sean F; = {0,2,4,..} y Ey = {1,3,5,...} implica que E;(Ey = 0 y
(E1( E2)™ =0 pero (E1)™ =Ry y (E2)™ =Ry.

3.3. Dualidad Fuerte: El caso general

En ésta seccion estudiaremos Dualidad Fuerte para un caso general. Sea C' C R" no

vacio, f : C' — R. Consideremos el siguiente problema de minimizacion:
f
p = inf f(z). (P)

donde g : C'— R™, P C R™ cono convexo, K = {x € C,g(xz) € —P} conjunto de restric-
ciones, P* = {y € R™/ (y,p) > 0, para todo p € P}.

Observacion 4. Como el interior topoldgico de P puede ser vacio, en éste caso el conjunto

de restricciones es descrito por desigualdades e igualdades.

Sea el lagrangiano: L (v*, \*,x) = v* f(z) + (A\*, g(z)), donde v* > 0, \* € P*, z € R".
Siz e K, \* € P*, v* > 0, entonces: —g(x) € P, luego (\*, —g(x)) > 0 o equivalente-
mente (\*, —g(z)) < 0; es decir, (A\*, g(x)) <0, x € K, \* € P*.
Luego de lo anterior decimos que L (v*, \*, x) < v*f(x). Entonces
< * < . * — * 7
mf L(y" A% 2) < fnf L (v, A% @) < inf o f(x) =" inf f(x),

zeK
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por lo tanto
inf L (v*, A", z) <o~ fn}f(f(a;),
Tre

zeC
para todo v* > 0 y para todo \* € P*.
La propiedad de Dualidad Fuerte asociado al problema (P), se cumple cuando ademas,

se tiene la desigualdad contraria, es decir, cuando existen A\j € P* y v* > 0 de modo que

7" fnf f(z) = fnf L(y", Ag, @) . (3.1)

Lema 6. Si A C R" es convexo, entonces cone(A) es convexo.

Demostracion. Sean x,y en cone(A) y A en [0, 1]. Luego, para to,t; > 0y x1,y; en A, se
tendra que

Ax+ (1= Ny = Moz + (1 — Ntyy
to
Mo + (1— Nt

i1
Mo+ (1— Nt

= Mo+ (1 =XNty) [N r1+(1—=N) m

se encuentra en el cone(A), pues A=y + (1= A sy = Ly Mo+ (1= Mt > 0.

Por lo tanto cone(A) es convexo. O

Teorema 13. Consideremos el problema (P), en donde

F(C) = {(f(x),9(x));x € C}

suponiendo que p € Ry int (co (F(C)) — (11,0) + Ry x P) # (. Las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

a) Existe multiplicador de lagrange
(70, 20) € Ry X P*, (75, Ag) # (0,0)
tal que
7 fnf f(z) = fnf L (75, Ag, ) -
b) cone(int(co(F(C)) — (1, 0) + (R4 x P))) es pointed.
&) (0,0) & int(co(F(C) — (1,0) + (R, x P))).

d) cone(co(F(C) — (i,0) +int (R x P))) es pointed cuando int P # ().
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Demostracion. Veamos a) implica b). Como P* es el cono polar positivo de P y por
hipdtesis se cumple xlg[f{ f(z) = ;Iel(f;L (755 A0s @) para (75, Ay) € Ry x P*, (v, Ag) # (0,0).
Entonces

@)+ (N, g(a)) > g it f(x)

y para [ = ing f(x) podemos reescribir la anterior desigualdad de la siguiente manera:
xe

(10, 20) (f (@) = p, g(2))) = 0;

para todo x € C.

Sea A = F(C)— (u,0), dado que el cone(int(co(A) + (R4 x P))) es convexo queda por
demostrar que cualquiera sea z, —x € cone(int(co(A)+ (R, x P))) se tendra que x = 0. En
efecto, supongamos que x # 0 entonces podemos escribir: © = t1e; y —x = taeg; t1t9 >0y
€ € int((co(A) + (R x P))) para i = 1,2. Entonces si € = (f(z) — i, g(x)) + (r,p) donde
(f(z) — p,g9(x)) € Ay reRy, p€ P. Luego, se tendréd para (75, Ay) # (0,0) en Ry x P
que

(76, A0) €0 = (0, A0)» (f (@) = 47, 9(x) +p)) =0
Ahorasi e € co(A)+(Ry x P entonces € = > a;€;+(r,p) donde ¢; € [0,1],¢; € A)> = 1,
luego € = > a;(e; + (r,p)) donde ¢; + (r,p) € A+ (R x P), entonces

(95, 28),€) = Y @i (3. A5) s i + (r.p)) 2 0.

Por otro lado existe 0 > 0 tal que ;4\ € co(A)+(RyxP),0 < XA < d,Vy € RxR"||y|| =1
(y vector unitario)(d depende de y), luego se tiene que 0 < (75, A§) » €& + Ay). Comoi = 1,2
y poniendo 5* = (7§, Aj) tendremos (8*,e; + Ay) > 0y (5% €3 + Ay) > 0 multiplicando
por t1 y to respectivamente se obtiene:

(8% tier + Ayty) > 0, (3.2)

(8% taea + Ayta) > 0. (3.3)

Sumando (3.2) y (3.3) tenemos que (S* t1€; + Ayty + taes + Ayta) > 0, pues z — x =
ti1€1 + taea = 0. Asi obtenemos que (8%, (t; + t2)A\y) > 0. Luego

(6%y) >0 (3.4)
para todo y € R x R™. Y si y = —f* se tendra (8*, —*) > 0, (6%, 8*) <0y que
1671 < 0. (3.5)

De (3.4) y (3.5) concluimos que * = 0; es decir; (75, Aj) = 0 lo que es una contradiccién,
pues (15, A8) # (0,0).
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Ahora veamos b) implica c¢). Asumiendo la hipétesis; supongamos por contradiccion que
(0,0) € int(co(F(C))— (1, 0)+(Ry x P)) entonces cone [int(co(F(C)) — (u,0) + Ry x P)] =
R x R™ que es una contradiccién, pues cone [int(co(F(C)) — (i, 0) + (R4 x P)] es pointed.

Probemos la equivalencia entre b) y d). Primero, dado un cono convexo ) con interior
no vacio y un conjunto K, se cumple por propiedades que: K + int @ = int(K + Q),
cone(co(K)) = co(cone(K)), co(K + Q) = co(K) + Q. Ahora notemos que para P cono

convexo con interior no vacio y A un conjunto cualquiera se tendra:
cone(int(co(A) + P)) = cone(co(A) + int P),
donde int P # (). Tomando en cuenta los anteriores hechos, sea A = F(C) — (u,0); luego

cone(int(co(F(C)) — (1, 0) + (Ry x P))) = cone(int(co(F(C)) — (1,0) + (Ry x P)))
= cone(int(co(A)) + (R4 x P))
= cone(co(A) +int (Ry x P))

si int P # 0.

Finalmente mostramos c¢) implica a). Por separacién entre un convexo y un punto
tendremos que ((70, Ao), (f(x) — 1, g(x))) > 0, esto para todo x en C'. Como se cumple para
todo x en C'y por la definicién de P* (cono polar positivo) implica que existe (75, Aj) en
Ry x P*\{(0,0)}. Asi, (75, AS), (f(x) — p, g(x))) > 0. Luego, para todo x en C' tendremos
que 5 f(z) + (A5, g(x)) > v lo que a su vez implica que ;IG%L (75, Ay ) > Yot Y por
definicién de K tendremos que ;gg LV, A6,2) =7 ;glf( f(z). O

Corolario 6. Consideremos el problema (P). Suponiendo que p € R,
int(co(F(C) = (1,0) + (Ry x P))) # 0
y se cumple la condicién de Slater Generalizado:
cone (g(C) + P) =R".
Entonces son equivalentes:
a) Existe multiplicador de lagrange A\ € P*, tal que:

fnf f(z) = mf L(1, X, 2).

zeK

inf f(x) = max inf L(1, \*, z).

zeK A eP* zeC
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c¢) cone(int(co(F(C)) — (4, 0) + int(Ry x P))) es pointed.

Demostracion. Primero veamos b) implica a). Por hipdtesis existe \j € P* tal que:
;éllf(f(x) = ;'IE%L(L Ay ), luego de ésta manera tenemos a).

Ahora mostramos a) implica b). Sea 1 = ;g{f(x) y por a) tenemos ;gg L1, N\ x) < pu,
para todo A* € P*, luego gleéﬁ i:IElgL(l, AN x)=p= ilelgL(l’ g ).

Notemos que a) implica ¢) es inmediato por el teorema anterior.

Probamos ¢) implica a). Si 7 = 0 entonces 0 # \j € P* y (\),y) > 0 para todo
y € R™ por demostrar que (A, y) > 0. En efecto, sea y € cone (¢(C) + P), entonces existe
2, = t(g(z,) + P) tal que z, — vy, (t(g9(x,) + P) — y) luego }ngl\;t(g(x”) + P, AY) = (y, \p)
donde

(Ao, y) = Hmt (g(xn), Ag) + (P, Ay)

neN
> (limt Ao
> <n1£] 9(xn), 0>
>0,
para todo y € R™. Si y = — A} entonces (A, —A§) > 0. Luego ||Af]] < 0y por la condicién

de Slater generalizado A\j; = 0 que nos da una contradiccion, pues 0 # Aj. Ahora suponiendo

v = 1 tendremos que:

inf f(x) > inf L(1, ), ). (3.6)

zeK zeC

Y por otro lado como cone(int(co(F(C)) — (i, 0) + (R4 x P))) es pointed por teorema
anterior (0,0) ¢ cone(int(co(F(C)) — (1,0) + (R, x P))) luego ¢ f(z) + (5, 9(x)) = 7
para todo z € C' y como 75 = 1 se tendra:
[ A > 1 . .
inf L(1, Ay, ) > inf f(z) (3.7)

De (3.6) y (3.7) concluimos que

inf f(x)= igéL(l,)\o,SC).

zeK

3.4. Caso general con una restriccion: Formulacion

del problema.

En ésta seccién, abarcamos dualidad fuerte (3.1) de acuerdo al enfoque planteado en

5), en el cual a partir de una completa descripcién que se obtuvo de la condicién de pointed
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del conjunto:
cone(F(C) — (u,0) + int R?)

mencionado en el anterior teorema. A raiz de esto, una nueva caracterizacién de (D.F.),
la cual entre otras, evidencia la no dependencia de la condicién de Slater. En éste caso al

tratarse de una restriccién, el problema (P) queda,

= {nf T
g(ﬂﬁ)SOf( ) (P)
rzeC.

El Lagrangiano usual asociado a (P) es

L(v*, N\, x) =" f(x) + Ag(x),

donde v* > 0 y A* > 0 se conocen como multiplicadores de Lagrange. Notemos ademas
que K ={z € C: g(z) <0} y luego obtenemos

Y (f(z) —p) + Ng(z) >0, para todo = € C,

lo cual implica Dualidad Fuerte cuando 7* > 0. Dados 7* > 0, \* > 0 y haciendo
F(C)=A{(f(x),g(x)): x € C} con p = (v*, \*), la anterior desigualdad la podemos escribir

como:
(p,b) >0 para todo b € F(C) — (,0)
lo que a su vez podemos reescribirla como:
(p,a) >0 para todo a € F(C) — (u1,0) + R2.

Ahora, antes de caracterizar ésta relacién con el siguiente teorema, veamos algunos resul-

tados:
Lema 7. Si P es un cono, a € int(P) entonces para todo t > 0, ta € int(P).

Demostracion. Existe r >0, B(a,r) C P. Sea t > 0, tomando s = tr afirmamos que
B(ta,s) C P. En efecto; si b € B(ta, s) entonces

|b—ta|<s
’b
t|-—al<s
t
b 5
- —a|l<-=r
t t
entonces 2 € B(a,r) C P por lo tanto b = t2 € P. O
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Lema 8. Sea P C R? un cono, convexo, cerrado de modo tal que int P # () y A C R? un

conjunto no vacio. Entonces
AN (—int P) =0 siy solo si cone(A + P) N (—int P) = 0.

Demostracion. Primero notemos que —int P = int(—P) y como AN (—int P) = () se
tendrd que A C [int(—P)]".

Afirmamos que el [int(—P)]° es un cono cerrado. En efecto; [int(—P)]| es cerrado
pues int(—P) es abierto. Ahora veamos que [int(—P)]° es un cono. En efecto; sean a €
[int(—P)]°, ¢ > 0 y supongamos que ta ¢ [int(—P)|°. Entonces ta € int(—P) y por
hipétesis a ¢ int(—P). Como —P es un cono se tendra que ¢ >0, pues si ¢ = 0 entonces
ta = 0 ¢ int(—P) (salvo si —P = R? que no es el caso). Por tanto a = 1(ta) € int(—P),
lo cual es una contradiccién. !

Como A C [int(—P)]° se tendrd que A + P C [int(—P)]°. Para mostrar este hecho
tomemos a +p € A+ P, donde a € Ay p € P. Supongamos que a + p ¢ [int(—P)]".
Luego a + p € int(—P) del cual deducimos que —(a + p) € int P C P. Entonces existe
r>0 tal que B(—a — p,r) C int P. Ahora, notemos que a + p € int(—P) C —P, luego
a=a+p—pé€ —P. Porotro lado B(a+p — p,r) C P, luego Bla+p—p,r) C —P — p.
Por tanto a € int(—P) lo cual es una contradiccién ya que A N (int(—P)) = 0.

Y por lo mostrado en el parrafo anterior tenemos que cone(A + P) C [int(—P)]".
Asicone(A+P) C [int(—P)]", por tanto cone( A+ P)Nint(—P) = ). Reciprocamente; como
A C A+ P entonces A C cone(A+ P) luego AN (—int P) C cone(A+ P)N (—int P) =0,
por tanto AN (—int P) = (). O

Teorema 14. Sea P C R? un cono, convexo, cerrado de modo tal que int P # () y A C R?
un conjunto no vacio tal que AN —int P = (). Entonces las siguientes proposiciones son

equivalentes:
a) Existe A* € P*\ 0: (\*,a) > 0, para todo a € A;
b) cone(A + P) es convexo;
c¢) cone; (A + int P) es convexo;
d) cone(A + int P) es convexo;
e) cone(A + int P) es pointed;
f) co(A)N—int P =)

Demostracion. Mostremos a) implica b).Por hipdtesis existe A* € P*\ 0 tal que (A\*,x) >0
para todo = € A y claramente z € cone(A + P). Sean u € int P, y,z € A entonces
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cone({y}) + cone({u}) = {sy +tu;s,t > 0} es un cono convexo y cerrado que contiene a
uy y,y estd contenido en cone(A + P). Lo mismo es cierto para cone({z}) 4 cone({u}) =
{az+ pu;a, > 0} es un cono convexo y cerrado. Ambos conos tienen en comiun a

cone({u}) por lo tanto la unién de ambos conos esta contenida en
cone({A+P}) C{z e R*: (\*,z) > 0}. (3.8)

Antes mostremos(3.8). Sea a € cone({A + P}) entonces a = t(c+k),dondec € Ay k € P.
Luego
(A", a) =t (N, c+ k)
=t (N, ¢) + N E)
>0+t (A k)
>0

Por tanto a € {z € R* : (\*,z) > 0}.

Volviendo a la idea anterior, definimos

B = cone({y}) + cone({u}) Ucone({z}) + cone({u}).

B es un cono convexo. En efecto; es claro que la uniéon de dos conos es un cono. La
convexidad la obtenemos de lo siguiente. Sean C; = cone {u}+cone{y} y Cy = cone {u}+

cone {z} y analizamos los siguientes casos:

i) si z € cone{y} 6 z € cone{u} entonces C; = Cy luego C1 | JCy = C; donde C; es

convexo.
ii) Si z € int(C}) entonces Cy C C, pues tomando a € Cy tendremos que:

a=1tu—+ pz
= tu + p(mu + ny)
= (t+pm)u+ pny
=au+ Py € C)

por lo tanto Cy | Cy = C4 convexo.

iii) Afirmamos que si z ¢ C; entonces Cy|JCy = cone{z} + cone {y}. En efecto; Si
u € cone{z} + cone {y} entonces u = ayz + 1y € CyJCs. Reciprocamente, sea

au + Py € Cy entonces

alarz + Bay) + Py = acyz + afry + By
= aoz+ (af + )y € cone{z} + cone {y} .
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es decir, au + Bz € (5. Luego

alagz + Bry) + Bz = acyz + aby + Bz
= (aaq + B)z + afy € cone{z} + cone {y} .

Con lo anterior hemos mostrado que B es un cono convexo.

Finalmente, dados y, z € B se deduce que: [y,z] C B C cone(A + P) y ademds como
y,z € A se tendra co(A) C cone(A + P) por lo tanto, como P es cono convexo tendremos
cone(A + P) es convexo.

Veamos b) implica a). Esto es una consecuencia de argumentos de separacién de con-

vexos debido a que
AN (—int P) = siy solo si cone(A + P) N (—int P) = ().

Luego, existe A* # 0 tal que (\*,p) < 0 para todo p € int(—P) y (A\*,z) > 0 para
todo x € cone(A + P). Ademds tenemos que P C cone(A + P). Si p € P, tendremos que

p € int(P) 6 p € OP, analicemos éstos casos:
i) Sip € int P entonces —p € —int(P), luego (\*, —p) < 0y por lo tanto (A*;p) >0

ii) Si p € OP entonces, como int(P) = P, existe una sucesiéon {p,} C int(P) tal que
pn — p. Luego decimos que {—p,} C —int(P), y que (\*, —p,) < 0. Entonces
(A, pn) > 0y (N,p) > 0. Por tanto \* € P*.

Es decir; en cualquier caso A\* estd en P* y como a pertenece a A y A C cone(A + P)
concluimos (\*,a) > 0 para todo a en A.

Veamos c¢) implica b). Primero mostremos que cone, (A + int P) = cone(A + P). En
efecto; como A+int P C A+ P entonces cone; (A+int P) C cone; (A+ P) C cone(A+ P).
Por tanto cone, (A + int P) C cone(A + P). Reciprocamente; cone(A + P) C cone, (A +
int P), pues tomando t(a+p) € cone(A+ P) y ¢t > 0 existen {t,} tal que t, = t* y {p,} C
int(P) tal que (p,) — p. Luego t,(a+p,) € cone, (A+int P) y ademés t,(a+p,) — t(a+p).
Asi; t(a + p) € cone, (A + int P) y por tanto cone(A + P) C coney (A + int P).

Ahora, por propiedades de convexos sabemos que si cone, (A + int(P)) es convexo,
entonces cone, (A + int(P)) es convexo. Y por lo mostrado anteriormente tenemos que
coneé, (A + int P) = cone(A + P), con lo cual decimos que conée(A + P) es convexo.

Ahora veamos b) implica ¢). Notemos antes que cone(A + P) = cone (A + P) y

ademas convexo y por propiedades de conjuntos convexos implica que int <cone+(A + P)
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es convexo. Asi,

int(coney ((A) + P) = int(cone, (A) + P)
= int(coney (A) + P)
= cone, (A) +int P
= cone, (A +int P),

Usando el hecho de que cone; (A) 4 P es convexo. Por tanto cone; (A + int P) es convexo.

c) implica d) es inmediato.

Mostremos d) implica b). Como cone(A + int P) y por propiedades de conjuntos
convexos implica cone(A + int(P)) es convexo. Luego, veamos que cone(A + int(P)) =
cone(A-+ P). Sabemos que A+int(P) C A+ P implica que cone(A+int(P)) C cone(A+P),
por lo tanto cone(A + int(P)) C cone(A + P). Reciprocamente, por la demostracion en c)
implica b) tenemos que cone(A + P) C cone, (A + int(P)) C cone(A + int(P)), por tanto
cone(A + P) C cone(A + int(P)). Asi cone(A + P) es convexo.

c¢) implica e). En efecto, sean y, —y € cone(A + int P). Razonamos por contradiccién,
supongamos y # 0. Por hipdtesis cone, (A + int P) es convexo. Luego 0 = %y + %(—y) €
cone, (A+int P) lo cual implica que existen ¢t >0, a € Ay p € int P tales que 0 = t(a+p).
Entonces a = —p e implica que AN (—int P) # ) lo cual es una contradiccion.

Veamos e) implica f). Supongamos por contradiccién que existe x € co(A) ()(int —P),
luego = € co(A) y —x € int P. Asi, 0 = x + (—z) € co(A) + int P. Ademds, co(A) + int P
es un abierto que contiene al cero. Concluimos diciendo que cone(co(A) + int P) = R? lo
cual es una contradiccién, pues cone(A + int P) es pointed.

Finalmente, mostremos f) implica a). Por teorema de separacién entre convexos, existe
p € R2\ {0} y a € R, tal que (p,z) > «, para todo z € co(A) y (p,w) < «, para
toda w € —int P = —P. De la segunda desigualdad tendremos que (p, —w) > —a, para
toda —w en P. Sea —w = ng, para todo ¢ € P y tendremos que (p,nqg) > —a«, es decir;
pq) = =5

Tomando el limite a la tltima desigualdad cuando n — +o0 obtenemos (p, q) > 0, para
todo ¢ € P. Y por la definicién de P* tendremos que p € P*. Ahora, pongamos p = \* y
en la primera desigualdad tendremos que (A\*, z) > 0, para todo z € co(A), en particular
(A*;a) >0, para todo a € A. ]

En virtud del resultado anterior y del razonamiento empleado en A complete characte-
rization of strong duality in nonconvex optimization with a single constraint, la idea es par-
ticionar el cono cone(F(C') — p(1,0)+R2 ), para determinar las condiciones que permitan

asegurar la condicién de Pointed con respecto a las particiones, se denota R3 | = int R?.
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Definicién 14. K = {z € C': g(x) <0} = 5,(0) U S;(0), en donde,

S,;(0) ={zr € C:g(x) <0},
S7(0) = {o € C': g(a) = 0}
S;(0) ={z e C:g(x)>0}.

Definicién 15.

S
S
S

() ={z e C: f(x)<u},
() ={ze€C: f(z)=pn},
() ={zeC: f(zx)>pu}.

St T T

Al particionar F(C') — p(1,0) + R3, = Q1 U Qs U Q se obtiene cone(F(C) — pu(1,0) +
R? ) = cone(£) U cone(s) U cone(£23), donde:

. ()= U [(0,0) +R2, ] U U [(0, g(x)) + RZ, ].
z€argming fNSF(0) z€argming fNSy (0)

%= U @ -me)+RLJu | [(f@) =@ 0) + R ]
mes;“(u)nsg— (0) xes;r ()NS5 (0)

= Q3= U [(f(z) = pg(x) +R3, U [(0,9(z)) +RE,] U
z€Sy (1)NSy (0) z€ST (W)NSy (0)

U [(f(x) = p,g(x) + R, .

zeS NSy (©0)

Observacién 5. Por definicién de p tenemos que f(x) < p implica g(z) > 0, luego S} ()N
570 = 55 (1)

Por otro lado, mientras S (1) N S;(0), Sy () sean no vacios, se definen respectiva-

mente:

r= inf ﬂ, §$= sup ﬂ

zesf (s, (0) f(x) = p
Es claro que, —o0 <r <0, —co<s < 0.

La siguiente proposicién recoge propiedades basicas de los conjuntos previamente de-
finidos.

Proposicién 11. K # () y p finito. Entonces:

a) C'= K siy solo si S;(0) = 0

50



b) argmin; f NS, (0) =0y SF(u) NS, (0)=0siy solosisS,; (0)=0;
c) S}L(u) NS, (0) = () siy solo si S, (0) C argming f;
d) S; () =0siysolosipu= J171612]‘"@)

Demostracion. Comencemos mostrando a). Supongamos que S;(0) # ) entonces existe
z € C tal que g(z) > 0 luego = ¢ K. Por lo tanto C' # K.
Reciprocamente. Sea € K entonces x € S;7(0) o x € S;7(0). Tomamos en cuenta los

siguientes casos:
i) Six € S, (0) entonces g(x) <0; x € C, por tanto K C C.
ii) Siz € S, (0) entonces g(r) = 0; x € C, por tanto K C C.

Por otro lado, sea » € C. Entonces » € S, (0) U S;(0) U S;(0) y como S;(0) = 0 se
tendra que = € S;(0) U S, (0) y por definicién x € K, por tanto C' C K.

Mostremos b). Por hipétesis S, (0) = 0 luego argming f N () = argming f NS, (0) =0
v SHE) 0= 570N S, () =0

Reciprocamente, supongamos S, (0) # @ entonces existe zo € S, (0) y por definicién
de S, (0) se tendrd xo € C' tal que g(zo) < 0y por la observacién 4 tenemos f(zg) > p lo

cual genera dos casos:

i) Si f(x9) = py como p € R entonces xy € argming f. Luego argming f NS, (0) # 0,

lo que es una contradiccién.

ii) Si f(xo) > p entonces xy € SJJ{(;L). Por tanto SJT(,u) NS, (0) # 0, también es una

contradiccion.

En consecuencia argming f NS, (0) =0y SF(u) NS, (0) = 0.

Ahora procedemos a demostrar c). De la hipétesis S} (1) NS, (0) = @ decimos que
S7(0) € [S}r(u)]c luego S (0) € S (1)USF (1). Tomando un zo € S; (0) se tendrd g(xo) <O0.
Ast f(z0) > p luego xp € S5 (), ademds como xy € K concluimos que xg € argming f.

Reciprocamente, supongamos que f(z) > py g(x) <0 entonces por hipétesis tenemos
que f(x) = p para algun = € K pues f(x) > u, que es una contradiccion.

Veamos d). Como C' = S5 () U S7(p) y si @ € C entonces f(x) > py ;relgf(x) >
w. Luego p = %glf(f(x) > ;ggf(x) > p por lo tanto p = ;ggf(x) Reciprocamente,
supongamos que Sy (u) # () entonces existe un z € C tal que f(z)<p, que es una

contradiccion. O
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Observacién 6. Asumiendo que p es finito y que el conjunto factible K es no vacio, por

tanto

[F(C) — pu(1,0]n (-R3,) = 0.

Y por teorema afirmamos que la convexidad de cone (F(C) — p(1,0) + R2 ) es equi-

valente a que sea pointed.
Antes de mostrar el siguiente teorema veamos un corolario.
Corolario 7. Sea 2 € R™. Si L, N # () entonces a € cone(£2).

Demostracion. Por hipdtesis existe un = € L, N €2, donde L, = {sa/s > 0}. Ahora como
r =sa, s >0y tx € cone() para todo t > 0, tendremos los siguientes casos:

Si s = 0 entonces t0a € cone(?).

Y si s > 0 entonces a = 1sa = iz € cone(Q). O

Teorema 15. Consideremos = inf f(z) tal que K # () y p finito.

zeK

a) Asumimos que argming f # (). Entonces, cone(F(C) — p(1,0) +R3 ) es pointed si

se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

al) argming f NS, (0) # 0y, SF(0)=006 [S(0)N Sy (p) =0,55(0) # 0];

a2) argming f NS, (0) =0, argming f N S;7(0) # 0 y K = argming f;

a3) argming f NS, (0) =0, argming f N S7(0) # 0, S;(0) N SF () # 0,
—00 <7 < 0y cualquiera S (0) =0 6 [S;(0) NSy () #0,5 <7}, 6
150017 (1) = 0.5, (0) £ 0]:

ad) argming f M .S, (0) = 0, argmin, f N .S7(0) 7& 0, S;(0
r = —o0 y, cualquiera S;(0) =) 6 [S+(O) Sy ( ) =

ab) argming f NS, (0) = 0, argming NS (0) # 0, S, (0) N S]T(u) =0y
S7(0) 1157 (1) 20

b) Asumiendo que argming f = (). Entonces, cone(F(C) — u(1,0) +RR? ) es pointed si

se cumple cualquiera de las siguientes condiciones:

b1) S;(0)N S+(,u) # 0, —oo<r<0y, cualqulera S5(0) =

[Sy(0) NSy () #0, s <] 6 [S7(0) NSy () =0, 5, (0) @};
b2) 5;(0)NSF(u) # 0, r=—oc0y, S7(0) =00 [SF(0) NSy () =0,S5(0) #0];
b3) S;(0) NS () =0, S7(0)NSF (1) # 0.
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Demostracion. Veamos al) implica a). Si argming f N .S (0) # 0 y S;7(0) = () entonces
existe un z; € K, f(x1) = p, g(x1) < 0 luego Q = (f(z1) — p, g(z1)) + R, C Q.
Afirmamos que cone(2;) = Ry x RU (0,0). En efecto, para t = 0 y a € € implica
que ta = (0,0) € {(0,0)}. Por otro lado sabemos que el cone(€2;) C Ry x R implica que
cone(cone(£21)) C cone(Ry xR) =R xRU{(0,0)}. Reciprocamente, si (a,b) € Ry x =R
tendremos Ly, N Q2 # () como consecuencia L, N € luego por corolario (a,b) € cone(£2;).
Ademds cone(§2,) C cone(€;) pues Q2 C Ry x Ry cone(23) = 0 pues S7(0) = 0.

Finalmente concluimos que
cone(€;) U cone(€2s) U cone(Q3) = cone(€) = cone (F(C) — p(1,0) + R% )

es convexo y por teorema cone (F(C) —u(1,0) + Ri+) es pointed.

Ahora, sea la hipétesis con argming f NS, (0) # 0y [SF(0) NSy () = 0,5, (0) # 0]
entonces cone({2;) = Ry x R U {(0,0)}, cone(€s) C cone(£2y), pues Qs C Ry xRy
cone(§23) € cone(§), pues 3 C R2 . Por lo tanto

U cone (i) = cone(€);)

i=1,2,3.
es convexo y también decimos que cone(€;) = cone (F(C) — u(1,0) + R? ) es pointed.

Mostremos que a2) implica a). Si argming f N S, (0) = 0, argming f N S7(0) # 0y
K = argming f entonces existe 1 € K tal que f(z1) = u, g(x1) = 0y se tendrd Q =
(f(z1) — p, g(z1)) + R3, C Q4. Luego, tenemos los siguientes casos:

i) Q; =R, y cone() = R%, U{(0,0)}. En efecto, sea (a,b) € cone(f2;), entonces
(a,b) = t{(0,0) + (r,p)} = t(r,p) estd en R2 .Reciprocamente, sea (a,b) € R%, y
Lap N # 0, entonces por corolario (a,b) € cone(£))

ii) Siz € S7(u) NS, (0) 6z e S;(u) N S;(0) entonces g(z) < 0y en consecuencia

z € K lo que es una contradiccién. Por lo tanto Qs = () y cone(Qy) = (.
iii) Y si Sy (1) NSy (0) = ) entonces Q3 C RY, y asf cone(23) C cone(€;).

Concluimos de los anteriores casos que |Jcone(€Qi) = cone(€2;), i = 1,2,3 y que el
cone(;) = cone (F(C) — p(1,0) + R%,) es pointed.

Por otro lado, asumiendo la hipdtesis juntamente con Sy (1) N S, (0) # 0 entonces

g()
—(f(z) —p)

0< < 00, donde tanf =

luego

Oginf{(%) /xeSf(u)mS!j(O)} < 00,

(@) +

53



donde a = inf{(%) Jr €Sy ()N S;(O)}.

Sea A = {(u,v) ER xRy /u>0}U{(u,v) e Rx R/~ >a,u<0}. Entonces afir-
mamos que cone(23) = A = A; U Ay, donde A; = {(u,v) eRxRy/u>0} y Ay =
{(u7 v) ERXRy/%>a,u< 0}. En efecto, como A; es un cono y por la definicién de
23 se tiene cone(€23) C A;. Por otro lado sea (a,b) € cone(€23), luego existe un ¢, > 0 tal
que to(a,b) € Q3, es decir to(a,b) € (f(x) — p, g(x)) +RY, para algin z € S; (1) N S;(0),
ast

a < tan— =tan —, a < 0,
—ta —a

entonces (a,b) € Ay por lo tanto cone(Q23) C As. De ésta forma hemos concluido que
cone(fl3) C A; U Ay = A. Reciprocamente, podemos ver que A; C cone(23). Ahora
analicemos el caso en el que @ = 0. Sea (a,b) € R x R,, a<0. Luego, tanf = _—ba >0

entonces existe x € Sy (u) N Sy (0) tal que % <L, 2 >0 luego

Q= (f(z) = p,g(z) +RL C Q.

Sea L, la recta que une (a,b) con (0,0), luego Ly, N Q # 0. Asi, existe (¢,d) € Ry, N
Q C Q3. Por tanto (a,b) € cone(Q3). Ahora, si @ > 0 entonces 0<a <2 luego X <a

para (a,b) € R x R, y en consecuencia (a,b) € cone(f)3) y por lo tanto se tiene que

A= A;UA; C cone(£23).

Figura 3.1: a2) implica a)

Veamos a3) implica a). Asumiendo la hipétesis y que S (0) = @, entonces O = R? |
luego cone(€;) = R, U{(0,0)}. Y por hipétesis Q23 = @) lo cual implica que cone Q3 = 0.
Ahora bien, por como esta definido r = inf { 9(2)_/r e Sr(0)N S;{(,u)} se tendra

flz)—n

, g(x — + } { —g(z) T + }
—r=—infd——/2€S (0)NS =sups ————/x € S7(0)NS ,
S8 e e s;onsgnf =sw {29 s e 5700570
donde 0 < —r < oo0.

Sea A = {(u,v) € Ry x R/=2 >r}, por demostrar que cone({2) = AU {(0,0)}. En
efecto, existe x1 € S;7(0) NS} (p) tal que (f(z1) — p,g(x1)) + RE, C Qp y sea (a,b) €
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cone(€)s). Entonces existe g > 0 tal que to(a,b) € Qy es decir, to(a,b) € (f(z1)—p, g(x1))+
R? , para algtin z; € S7(0) DS}F(/L) e implica que r < tan ;—Zb = tan %b, b < 0, por lo tanto
(a,b) € A. Por otro lado, sea (a,b) € cone(£2y) entonces existe X € (€s) tal que tX = (a,b)
para t > 0. Entonces si X € (f(z1) — p, g(z)) + R, para algin = € S;7(0) NS () del
cual implica que (a,b) € A.

Reciprocamente, si (a,b) € A, basta ver cudndo (a,b) ¢ A, pues (f(z1) — u, g(z1)) +
R, C (Qs) y cone ((f(z1) — p, g(z1)) + R%,) C Q5 C coneQy = A. Como —2 < —r en-
tonces existe z € S, (0)NS} (1) tal que b < fzg)(fl, entonces (f(z1) — p, g(x1))+R2, ML
es no vacio, luego (a,b) € cone(€)y). Concluimos que cone§2; C cone 2y y que |Jcone Q; =

cone§)y para i = 1,2,3 y por teorema decimos que el cone (F(C) — pu(1,0) ~|—Ri+) es
pointed.

-

<

Figura 3.2: a3) implica a).

Por otro lado, ademéds de la hipétesis asumamos que S;(0) N .S; (1) # 0 con s <
r, entonces como € = R2, implica que el cone(€) = R%, U {(0,0)}. Considerando
A= {(u,v) € Ry x R/=2 > r} la regién del anterior apartado, entonces cone({2) = AU
{(0,0)}.

Ahora, sea B = {(u,v) € R x R} /-~ > s} por demostrar que cone(Q3) = BU{(0,0)}.
En efecto, sea (a,b) € cone(§23) entonces existe ¢ty > 0 tal que ty(a,b) € (f(x1)—u, g(z1)) €
Q3 para algin = € S;(0) NSy (p). Luego s < tan % = tan 2, por lo tanto (a,b) € By
asi cone(§23) C B.

Reciprocamente, sea (a,b) € R x Ry, a<0. Luego tanf = §> 0, ademas existe x €
Sy(0) N S; (u) tal que s < = o(o) <L yluego @ = (f(z) — p,g(z)) + RZ, C Qs.

(f(z)=p)
Sea L, la recta que une (a,b) con (0,0) luego Ly, N Q2 es distinto del vacio. Asi, existe
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(¢,d) € La N Q3. Por lo tanto (a,b) € cone(Q23).

Figura 3.3: a3) implica a).

Mostremos que AU B es convexo. En efecto, sean A = int [cone {ey} + cone {(1, —r)}]
y B = int [cone {e; } + cone {(—1, s)}]. Dado que cone{es} + cone {(1, —r)} y cone {e;} +
cone {(—1,s)} son convexos, lo que a su vez implica que A y B son convexos respectiva-
mente, entonces A y B son convexos, esto por propiedades de convexos. Luego AU B es
convexo, ademas AU B = cone {(—1, s)} + cone {(1, —r)}. Por tanto, int (AU B) = AUB
es convexo.

De ésta manera, cone(€);) esté contenido en AU By

| cone() = AUuBU{(0,0)}.

i=1,2,3

Luego concluimos diciendo que

AUBU{(0,0)} = cone (F(C) — p(1,0) + R?,)

es pointed.
En el caso en el que ademds de la hipétesis se tiene S;7(0) NSy (1) = 0y S;(0) #
0 y considerando A = {(u,v) € Ry x R/=2 >r} la regién de los anteriores aparta-

dos se tendrd que cone(;) = RZ, U {(0,0)}, cone(Q2) = AU {(0,0)} y cone(Q3) =
R?, U {(0,0)}. Luego cone(Q;) € AU {(0,0)}, cone(Q23) € AU {(0,0)}. Por lo tanto,
cone (F(C) — u(1,0) + RZ,) = AU{(0,0)} = cone(€) el cual es pointed.

Veamos a4) implica a). Con los datos de la hipétesis y asumiendo que S (0) = @
obtendremos que cone(€2;) =R, U{(0,0)}, cone(Qz) =Ry x RU{(0,0)} y cone Q3 = 0,
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observemos que cone(€2;) C cone()y) y que
cone (F(C) — u(1,0) + R% ) = cone(£2y)

es pointed.

Por otro lado dada la hipétesis, y ademds si S;(0) N S;(u) = 0y S;F(0) # 0 se
tendrd que cone(2;) = R2, U {(0,0)}, cone(Q) = Ry x RU {(0,0)} y cone(Q3) =
R?, U{(0,0)}. Entonces cone(€;) C cone(€y) y cone(23) C cone(£)y). Por lo tanto

cone (F(C) — u(1,0) + R% ) = cone({y)

el cual es pointed.

Ahora veamos que a5) implica a). De manera directa afirmamos que cone(;) = R3 , U
{(0,0)}, cone(£2y) = R%, U{(0,0)} y cone(23) =Ry x RU{(0,0)}, entonces cone(£;) C
cone(Q3) y cone(€y) C cone(€23). Por lo tanto cone (F(C) — u(1,0) + R%, ) = cone(Q3).

Mostremos que bl) implica b). Los detalles de la demostraciéon son similares a los
realizados para demostrar a). Ahora, asumiendo la hipétesis juntamente con S (0) =
0 se tiene que cone();) = 0, coneQy = A U {(0,0)} y cone(Q3) = @ donde A =
{(u,v) € Ry x R/2>7r}. Por lo tanto cone (F(C) — u(1,0) + R%,) = cone({) que
pointed.

Dada la hipétesis b1) y S;(0) NSy (1) # 0 con s < r obtendremos que cone($;) = 0,
cone(fs) = AU BU{(0,0)} y cone(23) =R x Ry U{(0,0)} donde
A={(u,v) eRy xR/=2>7r}y B={(u,v) € R xR/~ >s}. Por lo tanto cone(3) C
cone()s) y

D

S

cone (F(C) — u(1,0) + R% ) = cone(€).

Ahora asumiendo la hipétesis con S (0) N Sy () = 0y S;(0) # 0. Entonces el
cone(y) = 0, cone(22) = AU{(0,0)} y cone(23) = AU {(0,0)}. Luego cone(3) C
cone(€s) cone (F(C) — u(1,0) + R%, ) = cone(z) = cone(Qs).

Veamos b2) implica b). Dada la hipétesis con S;(0) = () entonces cone(Q;) = 0,
cone(€y) = Ry xRU{(0,0)} y cone(€23) = 0. Por lo tanto cone ((f(z1) — p, g(z1)) + R2 ) =
cone(£s)

Por otro lado, dada la hipdtesis con S (0) NSy (1) = 0y SF(0) # 0, se tendrd que
cone(§2) = 0, cone(3) = cone(22) = Ry xRU{(0, 0)}, notemos que cone({2s) C cone(23),
concluimos ésta parte diciendo que cone (F(C) — u(1,0) + R?%, ) = cone(€2).

Finalmente veamos b3) implica b). Directamente notemos que cone(£2;) = (), cone(€)y) =
RZ, U{(0,0)} y cone(Q3) = RxR;U{(0,0)}. Por lo tanto cone (F(C) — u(1,0) + R%,) =
cone(€3). O

Corolario 8. Sea K # (), u finito.
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a) Si argming f NS, (0) # 0 6 [S,(0) N S; (1) # 0 con 7 = —oc]. Entonces
A >0, f(x) + Ng(x) > p para todo z € C implica que \* = 0.

E ia inf = inf .
n consecuencia inf f(z) inf, f(x)

b) Asuma que S (0) = 0 6 [S;(0) NS5 (1) = 0,5, (0) # 0] son satisfechas; si a3) 6 a5)
con argming f # @ o [b3) con argmin, f = (], entonces, cualquier (v*,\*) € R3 \
{(0,0)}, verifica

Y(f(x) — ) + Ng(x) > 0, para todo = € C.

En consecuencia 7y iglf(f(x) = ;E%L(V AT T).

¢) Asumiendo que s < 7;si [a3) con argming f # 0] o [b1) con argming f = )], entonces

cualquier \* tal que —% <N <L —% satisface
f(z) + Ng(x) > u, para todo z € C.

d) Asumiendo que —oo<s<0 y S;( Sy (p) # 0 si cualquiera, a2) o a5) con

0)
argming f # 0, o [b3) con argming f = 0], entonces cualquier \* tal que —1 < A*

verifica
f(x) 4+ Xg(x) > p, para todo x € C.

e) Asumiendo que S;(0) =0 6 [S7(0) N S7 (1) = 0, S} (0) # 0] son satisfechas; si [a3)

con argming f # (] 6 [b1) con argming f = ()], entonces cualquier A* tal que —% >

A* > 0 verifica '
f(z) + ANg(x) > u, para todo z € C.
f) Si S;(0) NSy (n) # D con s =0, entonces
v >0, v (f(z) — p) + g(x) > 0, para todo x € C implica v* = 0.

Demostracion. Mostremos a). Asumiendo la hipétesis argming fNS, (0) # () supongamos
por contradiccion que A* >0 entonces existe y € argming f N .S, (0). Tomemos T € C tal

que f(T)+A*g(T) > pluego g(T) > 0 en particular para y € argming f NS, (0) lo cual es

una contradiccion.
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Por otro lado, asumiendo que S, (0) NSy (1) # 0y r = —o0 existe y € S, (0) N S}“(u)
y supongamos por contradiccién que A* > 0. Tomemos T € C tal que f(T) + \¢(T) > u

luego
f(@) —p >N (—g(@)>0
1 =@
X = F@-n
entonces

inf {&} > L
zesy )nsf () L f(T —p) A*

S 1
/r‘ —_——
el 2\
S 1
_(x) —_——
= \F

lo cudl es una contradiccién.

En consecuencia, si A* = 0 entonces f(z) > p para todo z € C, luego ingf(x) >
Te

inlf( f(z) y por la definicién de K concluimos que
xe

inf f(z) = inf f(x).

zeC zeK

Veamos b). Suponiendo S;(0) = @ con a3), tomemos (75, A5) € R \ {(0,0)}, luego por

(g*.17%)
0 1 —u

Figura 3.4: Corolario 8.a)

definicién de cono polar positivo se tendrd (g, Ay), (f(z) — i, g(z))) > 0 para todo x € C.
Por tanto v§(f(z) — ) + Ajg(z) > 0 para todo x € C'. Para las otras hipdtesis tendremos

el mismo razonamiento.

Mostremos c). Por la primera hipétesis de a3) existe x; € SF(0) N S7(p) tal que

g(x) <0, f(x)> u. Luego por la definicién de r y para = € C' tendremos que r < f{’gz# lo

cual implica que —r > %. Por la condiciéon de A* tendremos que



Figura 3.5: Corolario 8.b)

Por tanto f(z) — p > X\*(—g(x)), es decir f(z) + Ng(x) > u.

Por otro lado, de la segunda hipétesis de a3) existe x € C' tal que g(z) >0y f(x) <p.

9(z)
f(z)—p

Luego por la definiciéon de s y para x € C' tendremos que < s lo cual implica que

Ty fg((;)_m > —s. Por la condicién de A\* obtendremos que
s s W=
—5 g(x)

por tanto f(z) 4+ A*g(z) > p.
Ahora, de la tercera hipdtesis de a3) se tendré por teorema anterior que

cone (F(C) — (1,0) + B2.,)

es pointed. Sean (1,A)) v = € C tal que ((1,A}), (f(z) — u,g(x))) > 0, luego f(x) +
Ayg(x) > 0.

Las demostraciones tomando en cuenta las hipdtesis de b1l) son similares a la primera
parte.

Verifiquemos d). Supongamos a2) y por la definicién de s para z € C' tendremos que

—s < %. Luego, por la condicién de A* tendremos que
(f(@)—p)
g(x) =5

Por tanto pu < N g(z) + f(z).
Suponiendo ab) 6 b3) las demostraciones seran similares.

Ahora mostremos el inciso e). Suponiendo que se cumplen a3) con S;(0) = 0 y por

9(x) —9(z)

Fon lo cual implica que —r > T

la definicién de r para z € C' tendremos que r <
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v=su (g*.1%)

v=ru

Figura 3.6: Corolario 8.c)

\ (g*, 1 *)
V=su

Figura 3.7: Corolario 8.d)

Luego por la condicién de \* tendremos

— 2> — 2> \">0,
9(x) -

por tanto f(z)+ A*g(z) > —pu. Ahora consideremos la segunda hipétesis de a3). Sea z € C

9(x)
f(@)—p
f(z)+Ng(x) > p. Para la tercera hipdtesis el tratamiento es similar a las demostraciones

y por la definicién de r tendremos r < luego por la hipétesis concluimos diciendo que

anteriores.

Mostremos f). Sea x € C tal que v* (f(z) — ) + g(z) > 0 entonces

g(x) =" (=(f(x) — ) >0,
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Figura 3.8: Corolario 8.e)

g(x)

= GOE) > ~* > 0 del cual decimos que

luego

s= sup I
IES;(;L)f('T)_I’L_f(x)_M_ -

Luego tenemos de la definicién de s, en la anterior relacion tendremos que 0 < —+* < 0.

Por tanto v* = 0, como queriamos.

Figura 3.9: Corolario 8. f)

Teorema 16. Sea K # () y u € R. Son equivalentes:

a) se cumple Dualidad Fuerte (D.F.), esto es, existen A\j € P* y v* >0 de modo que

7" inf fz) = f L(y" Ap, @),
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b) cone(F(C) — p(1,0) + R3 ) es pointed y [S;(0) NSy (u) = 0 6 S7(0) NSy () #
0,s<0].
Demostracion. Mostremos primero que a) implica b). El pointed del

cone (F(C) — pu(1,0) + R%, ) la obtenemos del teorema 13. Y si SF(0) NSy () = 0 el
pointed de cone (F(C) — (1,0) + R2 ) es como se muestra en 3.10.

Figura 3.10: Teorema 16.

Supongamos que existe un y € S;(0) N Sy (1). De la hipdtesis a) existen \* € P* y
v* >0 tal que
j= inf f(x)

zeK

1
= inf —L (7", \*
fnf =L 07 A% )

= fnf {0+ o)

zeC

*

sﬂw+§w@»

Luego, de la anterior relacién decimos que existe A\j € P* con A\j = i‘— > 0 tal que

f(x)+X59(z) > pparatodo x € C. Implica que Aj > 0. En efecto, si A\j = 0 entonces f(x) >
p para todo x € C, en particular para y € S;(0) N S (u) lo cual es una contradiccion.
Ahora, si S;(0) NSy (1) # 0 analizamos los siguientes casos:

i) Supongamos que s >0 lo cual es imposible por definicién de s.

ii) Supongamos que s = 0 entonces existen T € S;(0) N Sy () # 0y A\g>0 tal

que % > —%6, luego % < A—lo Y de esta ultima desigualdad tenemos que
Ng(T) < —(f(T) — p); es decir, f(T)+ \5g(T) < p lo cual es una contradiccion, pues

f(z) + Asg(x) > p para todo = € C.
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9(x)

Fle)—n 10

iii) Supongamos que s < 0, entonces por la definicién de s tendremos que s >

cual es cierto por que z € S;(0) NS} (k).

Ahora mostremos b) implica a). Dado la hipétesis que cone (F(C) — (1, 0) + R%, ) es poin-
ted y S;7(0) NSy (1) = 0, por el corolario 8.b) y teorema 15 a3) implica a), tomemos
(75, A*) € RA\{(0,0)} y z € C tal que v*(f(x) — p) + A*g(x) > 0. Luego por la definicién
de K concluimos diciendo que

mf L(y" A 2) =" inf f(z).

Ahora de la segunda hipétesis, ademds del pointed tenemos que S;(0) NSy (1) = 0
con s <0. Y por el corolario 8.d), sea A* tal que —2 < X* verifica f(z) + A*g(z) > p para
todo x € C. Luego existe v* >0 tal que

v (f(x) — p) + X" g(x)

>0
,y*

bl

es decir v* (f(z) — p) + Ajg(z) > 0, donde A\ = \*v* > 0, para todo = € C. Entonces por
la definicién de K concluimos que

7" inf fz) = mf L(v7 Mg, 2) .

O

Ejemplo 7. Tomemos C' = {(z1,22) : o < x1,21 > 0,29 > —1} P = Ry, f(xy,29) =
22+ 111y — 223, g(11, 10) = 11 — 2. Asl, K = {(x1,12) : 11 = T, 15 > 0}, notemos adem4s
que no hay x en C tal que g(z) <0 es decir, S, (0) = 0.

En éste caso cone (F(C) +R%, ) = {(u,v) € R? : v>—1u,v>0}U{(0,0)} es pointed;
p=0,argming f = K, SF(0) = {(21,72) € C: 21>} y

1
St () = {(ml,@) D < —5%1, %2 > 1,24 > O}.

Asf, S7(0)NSy (u) = Sy (u), y entonces s = —3 < 0. De acuerdo al corolario 4,2d) cualquier
A* tal que —% < A lo cual implica que \* > 2y satisface que f(z)+ A*g(x) > 0 para todo
x € C es decir,

min (f(z) +Xg(z)) = min f(z).

zeC g(x)<

Ejemplo 8. Ahora veamos un contraejemplo del teorema.

Sean C =R, P =Ry, f(x) = —e~*. Consideremos el siguiente problema primal
. 2
min —e
(Primal)
sa. z<-1
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cuya solucién dptima estéd en T = —1 y min(f(-1)) = —1.
Ahora, el dual lagrangeano asociado a A* de éste problema primal y en acuerdo a
nuestro contexto es
min  [F(z) = —f(@) + \(z + 1)

Dual
z e R ( )

Luego F'(z) = e (=2x) + \* = 0 entonces \* = 2ze~* del cual decimos que z >0
pues A* > 0. Luego, reemplazando A* en F(z) tendremos que F(z) = e~ [222 + 22 — 1] y
su derivada es F'(z) = e’ [—42% — 42% + 6z + 2] = 0 y sus puntos criticos son —1 + ‘/75,
—1- \/75 y 1, del cuél tendremos que F'(x) no tiene minimo, es decir

min f(z) # min L (1, \", x)

r<—1 TSN

Lo cual implica que para z € R se tendra que el
cone (F(C) — u(1,0) + R, ) = R?

no es pointed.

65



Bibliografia

1]

Alfred Auslender, Marc Teboulle, Asymptotic Cones and Functions in Optimization

and Variational Inequalities, Ed. Springer, 2003.

Bazaraa, M.S. y C.M. Shetty. Non-linear Programming Theory and algorithms, Ed.
John Wiley, 1979.

Dimitri P. Bertsekas, Convex analysis and optimization, Athena Scientific, 2003.

F. Flores-Bazan, Fernando Flores-Bazan, Cristian Vera, A complete characterization
of strong duality in onconvex optimization with a single constraint, J. Global Optim.,
DOI 10.1007/s10898-011-9673-6, 2011.

F. Flores-Bazan, Fernando Flores-Bazan, Cristian Vera, Gordan-type alternative
theorems and vector optimization revisited in Recent Developments in Vector Op-
timization, Q. H. Ansari and J. C. Yao (Eds), Springer-Verlag, Berlin, Vol 1, 2959,
2012.

Fabian Flores-Bazan, Optimizacion y calculo de variaciones sin convexidad: Una in-
troduccion, IMCA, 1998.

Gabriel Osvaldo Carcamo Aravena, Dualidad Fuerte en Optimizacién No Convexa,

Universidad de Concepcién, Tesis, 2012.

Javier Marquez Diez-Canedo, Fundamentos de teoria de optimizacién, Ed. Limusa,
1987.

Ji-Ming Peng and Ya-Xiang Yuan, Optimality Conditions for the Minimization of a
quadratic with two quadratic constraints, STAM, J. Optim., 579594, 1997.

José Miguel Manzano Prego, Geometria de convexos.

R.I. Bot, G. Wanka, An alternative formulation for a new closed cone constraint
qualification, Nonlinear Analysis, 13671381, 2006.

66



[12] Rockafellar R.T., Convex Analysis, Princeton University Press, 1970.

[13] V. Jeyakumar, N.Q. Huy, G, Y. LI, Necessary and suficient conditions for S-lemma
and nonconvex quadratic optimization, Optim. Eng., 491503, 2009.

[14] X. J. Zheng, X. L. Sun, D. Li, Y. F. Xu, On zero duality gap in nonconvex quadratic
programming problems, J. Global Optim., (2011), 229242, 52(2)2012.

67



