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INTRODUCCION

Los espacios vectoriales topoldgicos son muy importantes en el estudio de diver-
sas estructuras topologicas no solo en el campo del anélisis funcional, sino de muchas
areas, como la teoria de aproximacion, la teoria ergédica, el andlisis numérico, la teoria
del control, el analisis econémico o la teoria cuantica.

Son problemas naturales, decidir si un espacio vectorial topolégico es metrizable, es
decir si existe una métrica que genera su topologia o si es normable, es decir si existe
una norma que genera su topologia. Por otra parte, disponer de un método para poder
construir topologias que hagan de un Espacio Vectorial en un Espacio Vectorial Topol6-
gico es importante. Desde un punto de vista tedrico es interesante preguntarse en este
contexto cuales son las nociones casi inmediatas de definir los espacios vectoriales to-
pologicos: por ejemplo qué significa que un conjunto sea acotado. Dicho esto:

En el capitulo 1 iniciaremos el trabajo definiendo que es un espacio vectorial to-
polégico, que tipos de espacios vectoriales topoldgicos existen, y las propiedades mas
sobresalientes de estas, de los cuales nos interesaremos mas en los espacios localmente
convexos, localmente acotados y localmente compactos.

En el capitulo 2 estudiaremos las aplicaciones lineales sobre estos espacios y algunas
propiedades de estas. También es conocido, que dos normas cualesquiera en un espacio
vectorial de dimensién finita son equivalentes, esto implica que la topologia inducida
por cualquier norma en un espacio vectorial de dimension finita es la misma. En este
trabajo se refinard este resultado de la siguiente manera:

Teorema 1. Si X es un espacio vectorial de dimensién finita, entonces existe una vinica
topologia en X que lo hace un espacio vectorial topologico.

La siguiente caracterizacion algebraica-topolégica es estudiada en los espacios nor-
mados: X tiene dimension finita si y sélo si la bola unitaria es compacta. En el contexto
del trabajo se generalizara el resultado.

Teorema 2. X tiene dimension finita si y solo si X es localmente compacto.

Teorema 3. Si un espacio X localmente acotado y tiene la propiedad de Heine-Borel, en-
tonces X tiene dimension finita.



El capitulo 3 es el capitulo mas extenso e importante de este trabajo. Iniciaremos
caracterizando la Metrizabilidad de un espacio vectorial topolégico construyendo una
métrica compatible con la topologia de X. El resultado fundamental de esta parte es:

Teorema 4. X es metrizable siy solo si X tiene una base local numerable.
Teorema 5. Si X es localmente acotado entonces X es metrizable.

Ademas de caracterizar la metrizabilidad, utilizaremos la nocién de seminormas pa-
ra dar un método de construccion de topologias en espacios vectoriales que los hacen
espacios vectoriales topolégicos. Para la Normabilidad de un espacio vectorial topoldogi-
co se demostrard la caracterizacion:

Teorema 6. X es normable si solo si X es localmente convexo y localmente acotado.

En el capitulo 4 se ejemplificaran los resultados estudiados por ejemplo, C(£2) no
es localmente acotado sin embargo es metrizable, se mostrard también que H({2) no es
normable o que C*(Q2) es un espacio de Frechet.
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Capitulo 1

ESPACIOS VECTORIALES
TOPOLOGICOS.

Alo largo de el presente trabajo el termino espacio vectorial sera referida a un espa-
cio vectorial sobre el campo K con K=C o K=R.

Ahora, sea X un espacio vectorial, dados A, BC X, A€ Ky x € X. Denotemos por:
X+A={x+a:acA}.

x—A={x—a:aecA}.
A+B={a+b:acAbec B}.
AM={Aa:aecA}.

En particular si A = —1, —A denota el conjunto de todos los inversos aditivos de los
elementos de A.

Observemos que si ¢ € K, entonces a(A+ B) C aA+ aB; puesdado w € a(A+ B), w =
a(a+ b) paraalgunos a € Ay b € B, entonces w =aa +ab € aA+aB.

Ademas puede ocurrir que 2A # A + A.

En efecto, si consideramos

A={(x,y):y=0 y —-1<x<1 6 x=0 y -1<y<1},
obtenemos que

A+A={xy):-1<x<1 y —-1<y<I1}#2A



1.1. Espacios Vectoriales Topolégicos

Al hablar de espacios vectoriales topolégicos consideraremos dos estructuras; una
algebraica (para hablar de transformaciones lineales) y otra topoldgica (para hablar de
continuidad). Estas estructuras deben ser compatibles; es decir, se tiene un espacio vec-
torial con topolégia asignada que hace que las operaciones de suma y producto por un
escalar sean continuas.

Definicién 1.1. Supongamos que 7 es una topolégia en un espacio vectorial X, tal que
(a) todo punto de X es un conjunto cerrado, y
(b) las operaciones de espacio vectorial son continuas con respecto a 7. Es decir,

+: XxX — X -t KxX —» X
(x, % x+y (A,x) — Ax

son aplicaciones continuas.

Naturalmente, se considera la topologia producto en los productos cartesianos de espa-
cios topolégicos.

Sobre estas condiciones, 7 es llamada como una topoldgia vectorialen X, y que X es
un espacio vectorial topologico.
Decir que la aplicacion adicién (x,y) — x + y del producto cartesiano X x X en X es
continua, significa por definiciéon si tomamos x;, x, € X, ademas si V es una vecindad de
X1+x,, asi existen V| y V5 vecindades de x; y x, respectivamente tal que V x 15 C (+)71(V),
asi
N+wcVv.

Similarmente si asumimos que la aplicacién producto por un escalar (A,x) — Ax de
K x X en X es continua, tenemos por definicién si x € X, A € Ky V una vecindad de Ax,
entonces para algiin r > 0 y alguna vecindad W de x tenemos que W C V siempre que
|B-2|<r.

Lema 1.1. Sea X un espacio normado. La topoldgia producto T, de X x X es equivalente
a la topologia v’ de X x X inducida por la norma

||(x,y)”l = ||lx||+ ||y|| paratodo x,y €X.

Demostracion. = T,CT
Sea x,y € X y tomemos los bésicos B,(x)y Bs(y), asi B,(x) x Bs(y) es un basico de
la topolégia producto.
Tomemos t = min{r, s}, entonces tomemos

B)(x,y)={(a,b):]|(@, )~ (x| <1},
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asisea (a,b) € B)(x,y), entonces

(@, b)) =lla—xl+|p—y| <t
luego
la—x||<t = |la—x|<r
lo-yl<t = [lp-y]<s
asia € B,(x)y b € Bs(y), de este modo (a, b) € B,(x) x Bs(y)
Bi(x,y) C B,(x) x Bs(y)
= T'CT,
t
Sean x,y € X ysea B,(x,y) un basico de 7/, ahora tomando un r = 3 tenemos que
B, (x)x B/(y)C B:(x»_)/)
En efecto, sea (a, b) € B,(x) X Bs(y), entonces
acB,(x) vy beB.(y)

luego
la—x|l<r vy ||b—y” -

||a—x||+||b—y|[:< r+r=t

=||(@.b)~x.)||
De este modo (a, b) € B,(x) x B,(y) C Bj(x,y)

Proposicion 1.2. Todo espacio normado es un espacio vectorial topologico.

Demostracion. » Primero mostraremos la continuidad de la adicién. Sea ¢ > 0. Por
el Lema 1.1 la topolégia 7’ de X x X inducida por la norma ||(x,y)||/ = |[x]| + ||yH
induce la misma topologia producto en X x X. Donde nosotros podemos tomar
0 = ¢ de modo que H(x,y)—(xo,yo)H/ =||x — xo|| = Hy —y0|| < 0,y tenemos

[Ge+ )= Co+30)]| < llx = xoll = [y = yo| < &6

= Para el producto por un escalar. Tomemos (@, xo) € K x X fijo y € > 0, hallare-
mos un 0 > 0 tal que |a —ap| < 8 y ||x — xo|| < 6, entonces ||ax — apxo|| < €. ahora
tenemos que
llax —aoxoll = [lax —axo+ axo— aoxol|

lla(x — x0) + (a — ao)xol|

< lalllx = xoll +|a — aol l|lxol|
= |a—ao+aglllx — xol| +|a — aol||xol|
< la—aolllx —xoll +|aol |lx — xoll + |l — aol || xol|

|l — atol ([[xoll + [l = xol[) + |ato| l|x — X0l



asi tomando 6 de modo que 62+ o (|ao| + ||x0|]) < € de este modo el producto por

un escalar es continuo.
O

Ejemplo1. (a) (C",|||,) donde [|-||, es lanorma

1
n 2
2
Ixll, = (Z|xk| ) ,
k=1

es un espacio vectorial topolégico. Para probarlo basta utilizar las propiedades
de norma. Estos espacios con cualquier otra norma equivalente a la anterior, por
ejemplo
x| = max |x],
1<k<n

son espacios vectoriales topolégicos.
(b) Sea K un conjunto compacto y denotemos por
C(K)={f:K—C|f escontinua},
C(K) es un espacio vectorial y le podemos dar la topologia generada por

7] = sup| 7o)
xeK

Con la cual C(K) resulta ser un espacio vectorial topolégico.

(c) Denotemos por (X, 2, u) un espacio de medida. Para 1 < p < oo consideremos

Sp(u):{f:X—»CIf es (l—medible y f|f|pd,u<oo}
X

b= [ )"

Definimos por L, (u) al espacio cociente obtenido de £,(u) identificando a las fun-
ciones iguales casi en todas partes f; = f> c.t.p (fi(x) # fo(x) & x € By B tiene
medida 0). A este conjunto le podemos dar la topologia generada por la norma:
Hf”p = ||f||p (f €[f] = f) inducida por la seminorma anterior. con esta topolo-
gianormada, L,(u) es un espacios vectorial topolégico.

con la norma definida por

Notemos que muchos de los espacios de funciones habitualmente manejados en
Analisis son espacios vectoriales topolégicos.

Definicion 1.2.



(@) Un conjunto C C X se dice que es convexo si tC+(1—¢)C c C paratodo0<r¢<1.
(b) Un conjunto B C X se dice que es balanceado si @ B C B para todo ¢ €K con |a| < 1.

(c) Un conjunto A C X es absorbente si para cada x € X existe ¢ > 0 tal que Ax € A para
todo € K con |A| < a (de otra manera, para todo x € X, existe s > 0 tal que para todo
|t| > s se tiene que x € t A).

(d) Un subconjunto E de un espacio vectorial topoldgico se dice es acotado si para toda
vecindad V de 0 en X existeun s >0talque EC tV paratodo t > s

Proposicion 1.3. Sea X un espacio vectorial. Se sobre entiende que los conjuntos mencio-
nados a continuacioén son subconjuntos de X. Probar los siguientes enunciados.

(a) A es convexo si, solo si, (s +t)A=sA+tA para todo s, t > 0.

(b) Toda unién (e interseccion) de conjuntos balanceados es balanceada.
(c) SiAy B son convexos, también lo es A+ B

(d) SiAy B son balanceados, también lo es A+ B

Demostracion. (a) =) Sea A convexo.
Sea u €(s+t)A, entonces u =(s + t)v para algin v € A luego

Uu=sv+tvesA+tA

Asi(s+t)ACsA+tA.
Ahoraseaw esA+tA asiw=su+tvconu,veA

Luego
[+ G )
—lw=(——|u+|{——|v
s+t SR i s+t

s
como A es convexo y ademas (?) + ( ) =1, entonces
S

S+t

1
(—)weA de este modo w (s+t)A.
s+t

AsisA+tAC(s+1)A.
&)Seau,veA, luegosi0<r<1

tu+(1—tvetA+(1-t)A=(r+1-1)A=A
esto por hip6tesis, de este modo A es convexo.
(b) Seala coleccion de subconjuntos balanceados {W;}c;.

SeaAtalque |A|<lyueA (U W; |, entonces existe W tal que

iel

ueAW;Cw,

10



(©)

(d)

por ser W; balanceado, asi

ueUWi luego A(UWi) :UA(W-)QUW}.

iel iel iel iel
SeaAtalque |A|<1lyueA (ﬂ Wl) , entonces
iel
ueAW, paratodo iel
por ser W; balanceado, asi

uceAW;C W, paratodo iel.

ueA(ﬂwi) =AW W

iel iel iel

Sean u,v€A+B,luegou=a,+b,yv=a,+b,cona;,a,€Ayb,, b, < B.
Como Ay B son convexos, ysi 0 < f <1, entonces

tu+(1-t)v=t(a,+b))+(Q—t)a+by)=(ta,+(1—t)a,)+(tb,+(1—t)b,) € A+B.

Asi A+ B es convexo.

Sea Ay B balanceados, si A es tal que |A| < 1, entonces
MA+B)=AA+ABCA+B

Asi A+ B es balanceado.

1.1.1. Invarianza

Sea X un espacio vectorial topolégico. Asociando a cada a € X y cada A # 0 el opera-
dor traslacion T, y el operador multiplicacion M, por las formulas

T.(x)=x+a y M;(x)=2Ax (xeX)

La siguiente simple proposicién es muy importante:

Proposicion 1.4. T, y M, son homeomorfismos de X en X

11



Demostraciéon. Notemos primeramente que las funciones 7", y M ;-1 definidas como:

T.y)=y—-a 'y Mp@y)=21"y

son las inversas de T,(x)y M;(x) respectivamente.

Luego tomemos las aplicaciones inclusién 7 : X — X x X definida como 1(x) = (xo,x) y
también j : X — K x X definida como j(x) = (4, x), estas aplicaciones son continuas.
Ahora notemos también que T, =((+)o 1)y M, =((-)o ) como las operaciones adicién y
producto por un escalar son continuas lo son también T, y M, del mismo modo ocurre
con T_, y M-, entonces T, y M; son homeomorfismos. d

Una consecuencia de esta propocision es que toda topologia vectorial T es invariante
bajo traslaciones: Un conjunto A C X es abierto si y s6lo si a + A es abierto. Asi 7 es
completamente determinada por alguna base local.

1.1.2. Tipos de Espacios Vectoriales Topologicos

En las siguientes definiciones, X siempre denota un espacio vectorial topolégico

Definicion 1.3. (a) X es localmente convexo si existe una base local 4 de 0 donde
sus miembros son convexos.

(b) X eslocalmente acotado si 0 tiene una vecindad acotada.
(c) X eslocalmente compacto si 0 tiene una vecindad cuya cerradura es compacta.
(d) X es metrizable si T es compatible con alguna métrica d.

(e) X esun F-espacio si su topologia 7 es inducida por una métrica completa e inva-
riante d.

(f) X esun espacio de Fréchet si X es un F-espacio localmente convexo.

(g) X es normable si existe una norma definida en X tal que la métrica inducida por
la norma es compatible con 7.

(h) Los Espacios normados y de Banach que ya fueron mencionados anteriormente.

(i) X tiene la propiedad de Heine-Borel si todo subconjunto cerrado y acotado de X
es compacto.

12



1.2. Propiedades de Separacion.

Observemos que K + V es una union de las traslaciones abiertas x+V de V. (x €
K). Nosotros empezamos con la siguiente proposicién que también serd 1til en otros
contextos.

Proposicion 1.5. Si W es una vecindad de 0 en X, entonces existe una vecindad de U de
0 cual es simétrica (en el sentido U =—U) y cual satisface U+ U C W.

Demostracién. Para ver esto, si W es una vecindad de 0, notemos que 040 =0, como la
adicion es continua y 0 de este modo tiene vecindades Vi, V5 tal que Vi + V, € W. Ahora
si tomamos

U=unkn(=yu)n(=h),

asi tenemos que U+ U Cc W y U =—U. En efecto sea
xeU & xelf vy xe-Y y xeb y xe-}

Como x € —f, existe y € V{ tal que x = —y, y = —x € 1. Del mismo modo en el otro caso
asi,

xelU & —xef vy —xe-Y y —xeh y —xe—h

& —xeU
&S xe-U.

O]

Teorema 1.6. Supongamos K y C son subconjuntos de un espacio vectorial topolégico X,
K es compacto, C es cerrado, y KN C =0. Entonces existe V una vecindad de 0 tal que

(K+V)n(C+V)=0.

Demostracién. Si K =0, tenemos que K + V =0 de este modo se cumple el teorema.
Ahora, supongamos que K #0y sea x € K. Como C es cerrado y disjunto a K, entonces
C¢ es abierto y x € C¢, pero x + 0 = x, asi existen || y 15 vecindades de x y 0 respectiva-
mente, de modo que | + V; € C¢ dado que la topologia es invariante bajo traslaciones
—x + W, y V; son vecindades de 0, asi tomando U =(—x + V;)N |} y por la anterior propo-
sicion existe U, vecindad simétrica de 0 tal que U, + U, C U de este modo

x+U: SV vy U+U:CY,

entonces
x4+ U +U+U,Cci+%CCC,

i.e.,
(x+U,+U,+U)NC=0

13



y la simetria de U, implican que
(x+U,+U,)N(C+U,)=0

Consideremos las vecindades U, para cada x € K como arriba, y por ser K un conjunto
compacto de X y {x + U, : x € X} es un cubrimiento de K, existen un namero finito de
elementos x1,x,...,x, € K tales que

K C(x;4+Uy,)U(x2+ Uy,)U...U(x, + Uy, ).

Sea
V = Sl 1 W .

Entonces,

n n
K+Vc U(x,- BU..+V)C U(x,- LUR UL
iZl i=1
Ademas C+ V c C+ Uy, luego C + V no interseca a la ultima union.

Por lo que
B + V)A(E+V)=0.

Remarcal. Como K + V'y C+ V son disjuntos, se sigue que
K+V nointersecaa C+V
En efecto, si x € C + V, entonces existe U vecindad de x tal que
Blc G+ W

Pero si x € K+ V, toda vecindad de x, en particular U intersecaa K+ V,
i.e., existe un y € U que satisface

ye(K+V)N(C+YV),
lo cual es una contradiccion.

Teorema 1.7. Si % es una base local para un espacio vectorial topolégico X, entonces
todo miembro de 3B contiene la clausura de algiin miembro de 3.

Demostracién. Sea U € B.Sea K =0 (compacto) y C = U¢ (cerrado). Por el Teorema 1.6
existe una vecindad simétrica, talque

VnUuc+Vv)=0.

De esto se sigue que
Vc(US+V)cCU.

14



Por la definicién de base local existe una vecindad W € 43 tal que,
WcVvVcU‘+V)cU.
Donde (U°¢ + V)¢ es cerrado, asi

Wc (U +V)cuU.

Teorema 1.8. Todo espacio vectorial topolégico es un espacio de Hausdorff.

Demostracién. Sean x,y € X con x # y. por definicion los conjuntos {x},{y} son cerra-
dos y compactos. Por el Teorema 1.6 tomando a K = {x} ya C = {y}, entonces existe una
vecindad de 0 tal que

(x+V)Nn(y+V)=0.
Asi X es de Hausdorff. O

El siguiente teorema establece algunas relaciones entre conjuntos, su clausura y su
interior.

Teorema 1.9. Sea X un espacio vectorial topoldgico.
(@) SiAcCX,entonces A= ﬂ(A + V) donde los V son todas las vecindades de 0.
(b) A+ BCA+ B.
(c) Si'Y C X es un subespacio vectorial, entonces loes Y.
(d) SiC es un subconjunto convexo de X, entonces lo son mmbiénfy Co.

(e) Si B es un subconjunto balanceado de X, lo es B; si ademas 0 € B°, entonces B° es
balanceado.

(f) Si E es un conjunto acotado de X, entonces E es acotado.
(g) SiAy B son acotados, también loes A+ B.

(h) Si Ay B son compactos, también lo es A+ B.

(i) Si A escompactoy B es cerrado, entonces A+ B es cerrado.

Demostracién. (a) Sea x € A, entonces (x + V)N A # 0 para toda vecindad de 0. Sea
yE€(x+V)NnA entoncesy =x+ve€AconveV.Asix=y—veA—-VparaV
vecindad de 0. Asi

x€(A—-V)=(\(A+ V), para V vecindad de 0.

15



(b)

(c)

(d)

A la inversa, supongamos que x ¢ A, entonces existe V una vecindad de 0 tal que
(x+V)NA=0,ie,x¢A—-V,luego

x¢(A+V)
para V vecindad de 0.

SeaacA ybe B. Sea W una vecindad de a + b, por la continuidad de la adicién
existen W y W; vecindades de a y b respectivamente tal que

mM+W,Ccw.

Ademas como a €Ay b € B entonces W,NA#Dy WoN B#0Di.e., existe x € W NA
yy € W,N B, entonces

x€A y ye€B implica x+y<€A+B

y
xeW y yeW, implica x+yeWM+W,CcW

De otro modo, toda vecindad de a+b € A+ B se interseca con A+ B, lo cual implica
que a+b € A+ B, y de este modo

b 3B G A TR

Sea Y un subespacio de X, entonces

aY+pBY CYparatodoa,f €K.
Como la multiplicacién por escalar es homeomorfismo, aY = aY, y por el anterior
inciso, e

aY+BY=aY+pPYCaY+BYCY.

Sea C un subconjunto convexo, sea ¢ tal que 0 < t < 1, entonces

tC=tC y (1-t)C=(1-1t)C.

Por el inciso (b) :

tC+(1—-t)C=tC+(1—-t)CctC+(1—t)CcC.

Asi C es convexo.
Ahora para ver que C° es convexo, como C° C C tenemos que

tC°+(1-r)C°cC

para0 <t < 1.Pero tC°y(1—1t)C° son abiertos, asi que £ C°+(1—¢)C° también lo
esy por lo tanto
tC°+(1—-r)C°cce.

Asi C? es convexo.

16



(e)

()

€9

(h)

0]

Como la multiplicacién por un escalar es homeomorfismo,
aB=aB
Si B es balanceado , entonces para |a| <1,
aB=aBCB.

As1B es balanceado.
Ahoraparatodo0<|a| <1,
aB°=(aB)’ c B°.

Sia=0y0€ B entonces aB° C B° y asi B° es balanceado.

Sea V una vecindad de 0, entonces por el teorema 1.5. existe W una vecindad de
0 tal que W c V. Como E es acotado, existe s >0talque ECtW CtW C tV para
todo ¢ > s de esto se sigue que

ECctWctV.
Asi E es acotado.

Sea V vecindad de 0, entonces existe W vecindad balanceada de 0 tal que
W+ W CV,como Ay B son acotados existen s;,5, >0talque parat >s, yr>s,

ACtWyBCrw,
sea s = maxjs;, s»}, entonces
ACtWyBCtW, parat>s

luego
A+BCtWH+tW=t(W+W)CtV

Asi A+ Bes acotado.

Como A y B son compactos, entonces A X B es compacto y como la adicién es
continua, entonces +(A x B)= A+ B es compacto.

Sea x ¢ (A+ B), entonces x # a+b paratodoa € Ay b € B, a # x —b para
todoae€ Ay b € B, luego AN(x — B) =0y ademas como B es cerradoy T_, es
homeomorfismo, x — B es cerrado.

Por el Teorema 1.6 existe VV una vecindad de 0 tal que

(A+V)N(x—B+V)=0
luego tenemos que

a+v#x—b+v' paratodoac€A,beByv,v' eV
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a+b+v#x+v' paratodoacA,beByv,v' eV

de este modo
(A+B+V)Nn(x+V)=0

y en particular obtenemos que
(A+B)N(x+V)=0

como (x 4+ V) es una vecindad de x, asi x ¢ A+ B.

Teorema 1.10. En un espacio vectorial topoldgico X
(a) Toda vecindad de 0 contiene una vecindad balanceada de 0.
(b) toda vecindad convexa de0 contiene una vecindad convexa y balanceada de 0.

Demostracion.  (a) Como el producto por escalares es continua y (0,0) — 0, entonces
sea U una vecindad de 0, entonces existen B.(0)={a €K:|a| <€}y V tal que

B(0)xV<cU
ie.,
aVCU para |a|<e.

Tomemos

Como V es abierto y M, es homeomorfismo, aV es abierto, luego W también lo
es.
Como aV C U para |a| < €, entonces W C U ,ademas0€ Vasi0caVCU.
Ahorasi|A| <1

Aw=2|Jav=|] rav

|al<e lal<e
como |ﬁ| =|Aa|=|A||a| < €, asi
awe | pv=w.
|B|<e
Luego W es balanceado.

(b) Sea U una vecindad convexa de 0. Sea

W:(ﬂ al)°

lal=1

18



Como U es convexo, también lo es aU . Asi

Wo = m alU es convexo

la|=1
Ahorasi|A|=1
x-’ﬁ\
Mp=A(\aU=()"2a US| BU=W;
laj=1 laj=1 |B8]=1

Pues |B|=|Aal=|Alla|=1
yseaahora A #0, [A| <1

A
AW, = Al [m] Wo CIA| Wy = |A] Wp+ (1 —|A])O

pero como W, es convexoyel0e W,

AW S AW +(1—A)0 S W

Si A =0, entonces 0Wj = {0} € W luego W es balanceado.
como U es vecindad de 0 existe U’ abierto tal que 0 € U’ C U, y por (a) vimos que
0e U BU C U C U como U B U’ es balanceado, entonces

|B|<e |B|<e

at U/J’U’ c U[B’U’ CU paratodo a con |al=1
|B|<e |B|<e

y por tanto

| U caU
|B|<e

y al ser U BU’ abierto, entonces 0 € (aU)° para todo a con |a| = 1, entonces

|B|<e
como

w=|(NeU| =) (avU)

lal=1 lal=1

asi 0 € Wy se tiene que W es abierto, convexo y balanceado.
O

Corolario 1.11. (@) Todo espacio vectorial topoldgico tiene una base local balanceada.
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(b) Todo espacio localmente convexo tiene una base local convexa y balanceada.

Teorema 1.12. Supongamos que V es una vecindad de 0 en un espacio vectorial topolo-
gico X .

(@) Si0<r <r,<-:- yr,— oo cuando n — oo, entonces
o0
X={JnV.
n=1

(b) Todo subconjunto compacto K de X es acotado

(c) Si6,>0,>--y06,—0cuandon — oo, y si V es acotado, entonces la coleccion
A=4§6,V:n=1,2,3---}

es una base local para X.

Demostracion. (a) sea x € X, consideremos la sucesion ri esta sucesion converge a 0,
por la continuidad de - : K x X — X.
Para V vecindad de 0 existe NV €N tal que para n > N

X
b = W
I'n

luego

xernVCUrnV.

n=1
(b) Sea V vecindad de 0, luego existe W vecindad balanceada de 0 tal que W C V, por
el inciso anterior 5
Kc| Jnw
n=1

como K es es compacto, existen enteros n; < n, <... < n; tal que
k k k
n; n;
KCUI’I,‘W:UVZ]C — W:nkU — | W
i=1 i=1 M io L7k

como W es balanceado

KanU |l wWcnw.
. ny
=1 L7k
Asiparat > ny
e
KcnW=t Tk WctWctV



(c) Sea U una vecindad de 0 en X. Si V es acotado, existe s > 0 tal que paratodo t > s
V c tU. Si n es suficientemente grande de modo que el producto sé, < 1, asi

1
— > s, entonces
On

luego tenemos que
0,VCU para n suficientemente grande.

Asi en efecto la coleccion A={0,V:n=1,2,3---} es una base local para X
]

Ejemplo 2. Sea B ={(z,2,) € C:|z,] <|z,|}. Veamos que B es balanceado pero su inte-
rior no lo es.
Sea A de modo que |[A| <1, sea (x,y) € AB), entonces (x,y) = A(z1,2») con (z,,2,) € B

x| =12z1| = |Al|z1] < 1Al 22| = [Aza] = | |

asi AB C B.
Notemos que B° = {(z;,2z,) € C:|z;| < |z;|} el 0 no pertenece a este conjunto, asi B° no
es balanceado.

Observacién 1. Consideremos la definicion de conjunto acotado dada. Si alteramos el
contenido de esta definicidon a que para cada entorno V de 0 exista algiin ¢ > 0 tal que
E C t V. Ambas definiciones son equivalentes.

En efecto.

d1= d2| Es obvio .

d2 = d1] Sea E un subconjunto acotado de X, sea V una vecindad de 0, entonces existe
W vecindad balanceada de 0 tal que W C V.

Como E es acotado existe s > 0 tal que

ECsW

si t > s tenemos que
s
sW= [;] wWctw

S
pues n <1y W es balanceado, asi

ECsWCtWcCtV.
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Capitulo 2

APLICACIONES LINEALES Y
DIMENSION FINITA.

2.1. Aplicaciones Lineales.

Definicion 2.1. Sean X y Y conjuntos no vaciosy f : X — Y una Aplicacion definida de
XenY.SiAC Xy BCY, denotamos como siempre por f(A) a laimagen de A bajo f,y
por f~1(B) ala preimagen de B:

fAA)={f(x):x€A},  f(B)={xeX:f(x)€B}

Supongamos ahora que X y Y son espacios vectoriales sobre un mismo campo de esca-
lares . Decimos que una Aplicaciéon A : X — Y es lineal si

Aax+By)=alA(x)+ BA(y)

paratodo x,y € X y todo escalar a y f3.
A las Aplicaciones lineales definidas de X en su campo de escalares las llamamos fun-
cionales lineales.

Sean A € X y B C Y, algunas propiedades de las aplicaciones lineales , y cuyas de-
mostraciones omitiremos en el presente trabajo son las siguientes:

(i) A(0)=0.

(ii) Si A esun subespacio de X, entonces A(A) es un subespacio de Y.
(iii) Si A esun conjunto convexo (balanceado), entonces A(A) también lo es.
(iv) Si B esun subespacio de X, entonces A~!(B) es un subespacio de X.

(v) Si B esun conjunto convexo (balanceado), entonces A(B) también lo es.
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(vi) En particular, el conjunto
ATH0)={x € X : A(x) =0} =ker(A)
es un subespacio de X, al que llamamos el espacio nulo de A

Ahora, veamos algunos resultados sobre continuidad de aplicaciones lineales.

Teorema 2.1. Sean X y Y espacio vectorial topologico. Si A : X — Y es una aplicacion
lineal y continua en 0, entonces A es continua. de hecho, A es uniformemente continua,
en el sentido: a cada vecindad de cero W en Y le corresponde una vecindad de cero V en
X tal que

x—yeV=Ax)-Ay)ew

Demostracion. Sea W una vecindad de 0 en Y, como A es continua en 0, existe V una
vecindad de 0 en X tal que A(V)C W.

Ahora tomemos x,y en V de modo que x —y € V, como A es lineal tenemos que A(x) —
A(y) = A(x —y) € W. De esto tenemos que A lleva a la vecindad x + V en la vecindad
A(x)+ W de A(x), asi A también es continua en x. d

Teorema 2.2. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Si A : X — C es un funcional lineal,
con Ax # 0 para algtin x € X, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) A escontinua.

(b) ker(A) es cerrado.

(¢) ker(A) no esdensoen X.

(d) A es acotado en alguna vecindad de 0.

Demostracién. (a)=> (b). Como ker(A) = A~1(0)y el {0} es cerrado en C, entonces por la
continuidad de A ker(A) es cerrada.
(b) = (c). Como Ax # 0 para algin x € X,asi A # 0 y como ker(A) es cerrada, tenemos
que

ker(A) =ker(A) # X.

Asiker(A) no es denso en X.
(c)=(d). Como ker(A) no es denso, X \ ker(A) tiene interior no vacio.
Sea xy € (X \ ker(A))°, asi por el Teorema 1.10 existe V una vecindad balanceada de 0 de
modo que
Xo+ V Cc X\ ker(A)

(xo+ V)N (ker(A)) =0,

entonces A(V) es balanceado en C,
ademas A(xy+y)# 0 paratodo x € V y como A es lineal Axy# —Ay.
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Afirmacion |Ax,| es una cota para A(V)
Por contradiccién. Supongamos que |Ax,| no es una cota para A(V), entonces existe z €
V tal que

|Az| > |Axo| >0, luego 0 < 'll;\x‘)ll <1, como V es balanceado [AxU] VCv.

Seaye [A"“] V cony —( )z, luego tenemos que Ay = (A"0 JAz = Ax,.
Asi Axo=Az para algin z < V,lo cual es una contrad1cc10n
Por lo tanto A(V) es acotado.
(d)= (a). Supongamos que A(V) es acotado para alguna vecindad V de 0, i.e., existe un
M tal que
[Ax| <M paratodo x € V.

Sea ¢ > 0 dado. El conjunto W = (575 )
alginx eV

|Ay|= (M—_H)Ax M <(GpM=e.
Lo cual prueba que A es continua en 0. Por el teorema anterior A es continua. O

2.2. Espacios de Dimension Finita.

Si X es un espacio vectorial topolégico sobre C, y dimX = n, entonces cada base de X

induce un isomorfismo de X hacia C”.El Teorema 2.4 demostrard que este isomorfismo
debe ser un homeomorfismo. En otros términos, esto dice que la topologia de C" es
la tnica topologia vector que un espacio vectorial topolégico complejo n-dimensional
puede tener.
También veremos que los subespacios finito-dimensionales siempre estdn cerrados y
que ningln espacio vectorial topolégico infinito-dimensional es localmente compacto.
Todo en la discusion anterior sigue siendo cierto con escalares reales en lugar de los
complejos.

Lema 2.3. Si X es un espacio vectorial topologico, complejoy f : C" — X es lineal, enton-
ces [ es continua.

Demostracién. Sea {e;, ey, -+, e,} una base de C", entonces la dimensién k de f(C") es
menor o igual a n. Sea {v,v,, -+, vk} una base de f(C") luego para z € C" podemos
escribir

k
fl2)=) a2,
i=1

tal que cada a; es una aplicacién lineal.

Ahora mostraremos que cada f; : C" — X definida como f;(z) = a;(z)v; es continua. Por
la definicién de espacio vectorial topolégico el producto por un escalar es continuo solo
basta probar que la aplicacién z — a;(z) es continua

Asisi z € C", existen z1,2,++,2, €C tal que

Z2=ze1+z2e,+---+z2,€,
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como en C” todas las normas son equivalentes tomaremos la norma

n
1=Z|Zi|
i=1

n

E Zi@;

i=1

2]l =

Sea ¢ >0 tomando 6 < 1 conM:i |a,~(ej)| si Hx —y|| <0 luego
j=1

|61i(x) - ai(y)| = ﬂi(ij ej)— Cli(ZJ/jej)
j=1 j=1

= Z(xj _yj)ai(ej)
j=1

< D lu-wl X laie)
j=1 j=1
= [x-yl 2 aite)
7=l
<

5Z|a,~(ej)| <eg
=
Asi a; es continua, luego cada f; es continua, entonces
f(z2)= fi(z) + fo(2) +--- + fi(2)

como la adicion es continua, f es continua. O

Teorema 2.4. Sin es un entero positivo y Y un subespacio n-dimensional de un espacio
vectorial topoldgico complejo X, entonces

(a) Todo isomorfismo de C" en'Y es un homeomorfismo, y
(b) Y es cerrado.
Demostracion. (a) Sea S la esfera unitaria y B la bola abierta unitaria de C”
S={xeC":||x]|=1} y B={xeC":|x| <1}

Supongamos que f: C" — Y es un isomorfismo

Asi tenemos que f es lineal, inyectiva, y f(C")=Y, pero K = f(S) es compacto pues f es
continua, luego f(0) =0y como f esinyectiva 0 ¢ K y de este modo existe una vecindad
balanceada V de 0 en X, de modo que VN K =0. El conjunto

E=f'(V)=f(vny)
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es de este modo disjunto de S, como f es lineal, E es balanceado, luego E C B, porque
0 € E, y en consecuencia f~(VNY) < B. Pero

f_l(x) = (fl_l(x)rfz_l(x)"" )f,?l(x))

donde
fl.‘1 :Y —-C esfuncional lineal paracadai=1,2,---,n.

Y asi fi_1 es acotado en una vecindad de 0 VNY, paracadai=1,2,---,n, de este modo
fi ! es continua paracadai=1,2,---,n. Porlo tanto f es un homeomorfismo de C" en
Y.
(b)Seany €Y, f:C"— Yy V como en el inciso anterior. Para algin ¢ > 0 tenemos que
y € tV, entonces

YNtV C f(tB)C f(tB),

como t B es compacto, tenemos que f(¢B) es cerrado en X. Dedonde y € f(tB)C Y,y
esto prueba Y =Y. O

Corolario 2.5. Si X es un espacio vectorial de dimension finita, entonces existe una unica
topologia en X que lo hace un espacio vectorial topologico.

Teorema 2.6. Todo espacio vectorial topologico localmente compacto X tiene dimension
finita.

Demostracién. Como X es localmente compacto, existe V una vecindad de 0, de modo
que Ves compacto.

Por el teorema 1.12 V y V son acotados y los conjuntos 27"V con n = 1,2,3,--- forman
una base local para X.

Sea y € V, por definicién (y — %V) NV#Die,yeV+ % V, de donde inferimos que

— 1 1
Vev+-v=|Ja+-V
SV+3 (x+35V)

Como V es compacto, existen x1, x,---, Xy € X tal que
_ 1 1 1
VCx+=-V)U(xx+=-V)U---U(xx+=V)
2 2 2
Sea Y el espacio generado por {x;,x,, -+, X}, este es un subespacio finito-dimensional
de X, donde Y es cerrado por el teorema 2.4. Donde V C Y + %V ycomo AY =Y para
todo escalar A # 0, esto muestra que
1VC 1Y+1VC Y+1V
2 T2 4 4

Asi obtenemos que
1 1 1
VC Y+§V§ Y+ Y+ZVZ Y+ZV
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si continuamos en este camino, podemos ver que

1

v
2")

Vgﬁﬂ%

n=1

como {zin V1 es una base local, entonces por el teorema 1.7 (a)

vey=yY
luego
kVCkY=Y
kvCcy  paratodok=1,2,-
Asi \
Fe=ls | kv ol
k=1

O]

Teorema 2.7. Si X es un espacio vectorial topoldgico localmente acotado con la propiedad
de Heine-Borel, entonces X tiene dimension finita.

Demostracién. Por hipétesis, el 0 tiene una vecindad acotada V, también lo es V por
teorema 1.9 (f), como X tiene la propiedad de Heine-Borel, todo cerrado y acotado es
compacto, asi V es compacto, luego X es localmente compacto y por el teorema anterior
X tiene dimension finita.

O

2.3. Espacios Cocientes.

Hasta ahora hemos visto algunos resultados importantes para espacios vectoriales
topoldgicos; pero si tenemos un espacio cociente X, con respecto a alguno de sus subes-
pacios, nos podemos preguntar si le podemos asignar una topologia que esté relaciona-
da con la estructura de X.

Sean X un espacio vectorial y N un subespacio vectorial de X. Denotemos, como se hace
usualmente, al espacio cociente de X sobre N como % y definamos

X
n: X — —
N

x — [x]=x+N,

la funciion cociente. A [x] = x + N la llamamos la clase de x modulo N. La suma y la
multiplicaciéon por escalares se definen como

n(x+y)=n(x)+n(y), m(Ax) = An(x) (1)
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Observemos que Amt(x) = N si A =0, pues el vector cero de % es 7(0) = N. Dado que N
es un espacio vectorial, las operaciones definidas arriba estdn bien definidas. Ademas,
notemos que 7t(x) = 1(x,) siempre que x — xo € N y si 7(y) = n(yo) entonces

n(x)+n(y)=nlx)+7n(y),  An(x)=2An(x)  (2).

Por (1),  es una funcién lineal con espacio nulo N.

Supongamos ahora que X = (X, 7) es un espacio vectorial topolégico y N € X un subes-
pacio cerrado, esto es, un subespacio lineal y cerrado con respecto a la topologia 7. De-
notemos por 7Ty a la colecciéon de todos los conjuntos A C % tales que m71(A) € 7; es
decir, U C % es T y-abierto si y sélo si, por definicién, 7~!(U) es abierto en (X, 7). En-
tonces, Ty es una topologia en % llamada la topologia cociente. De las propiedades de
espacio vectorial topolégico de X, y de la estructura algebraica de % se tiene que la to-
pologia cociente 7 en % también es vectorial topologica. Ademds, m manda conjuntos
abiertos en conjuntos abiertos. Estas propiedades se demuestran en el siguiente teore-
ma.

Definicion 2.2. Sean X y Y espacios topolégicos. Decimos que una funciéon f: X — Y es
abierta si mapea conjuntos abiertos de X en conjuntos abiertos de Y.

De esta manera, una funcién lineal entre espacios vectoriales topoldgicos es abierta
si y s6lo si mapea vecindades de 0 en vecindades de 0

Teorema 2.8. Sea N un subespacio de un espacio vectorial topologico X. Sea T la topolo-
gia de X y defina T como arriba, entonces:

(a) Ty esuna topologia vectorial en %; la funcion cocientern : X — % es lineal, continua
y abierta.

(b) Si AB es una base local para v, entonces la coleccion de todos los conjuntos w(V), con
V e B, forman una base local para < y.

(c) Cada una de las siguientes propiedades de X son heredadas a %: ser localmente
convexo, localmente acotado.

Demostracion.  (a) Como laimagen inversa respeta uniones e intersecciones tenemos
que:

nlAnB)=r"Wn7'(B) vy 7 (JE)=Jn(E

asi dados A, B,E, € 1, para cada A, obtenemos que 7~1(AN B),n‘l(U E;) € Ty

D=n"'0) €N, X= n‘l(%) € 7y Por lo que 7y en efecto es una topologia para

%. Ademads, ya que la imagen inversa respeta las diferencias entre conjuntos, un

conjunto A C % es T y-cerrado siy sélo si 771(A) es T-cerrado. En particular, todo
X

punto 7(x) € & es cerrado; pues por hipétesis N es cerrado, las traslaciones por
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un vector son continuas y 7-!(7(x)) = N + x es cerrado.

Para la continuidad de 7 se da gracias a la definicion de 7y (la imagen inversa de
abiertos es abierta).

Ahora, sabemos que V C % es T y-abierto si y s6lo si 771(V) C X es T-abierto. Asi,
si U C X es T-abierto, tenemos que 7(U) es 7y-abierto en %, ya que n-Y(n(U)) =
U (¥ + U). Por lo tanto 7 es abierta.

yeEN
Para la continuidad de la multiplicacion por escalares y la suma de vectores tome-

mos W una vecindad de cero en %, entonces existe una vecindad V de cero en X
tal que V+ V C t~1(W), el cual es abierto. De aqui que (V) + (V) C n(n~1(W)),y
dado que 7 es abierta (V) es una vecindad de cero en % Con esto hemos proba-
do que la suma de vectores es continua. Por otro lado, ya que 7~}(W) es vecindad
de ceroy la multiplicacién por escalares es continua en X, dado a € C existe B,(a);
una bola de radio ¢ > 0 alrededor de @ en C, y U una vecindad de cero en X tal que
Py en~(W)paracaday e Uy p € B.(a). Entonces,

BUC (W)= Br(U) (W)

y 7(U) es vecindad de cero. Con esto, la multiplicacién por escalares también es
continua en 71(0) y por tanto continua en %

(b) De (a), si B es una base local para 7, entonces la coleccion de todos los conjuntos
{n(V): Ve A}, forman una base local para 7y por definicién de = ademas de ser
abierta, esto hace que se satisfaga (b).

(c) Si X eslocalmente acotado, existe V una vecindad de cero acotada , ya que 7 es
lineal y continua es acotada, (V) también es una vecindad acotada de 7(0) en %
Entonces, % también es localmente acotado.

Si X es localmente convexo, existe V una vecindad de cero convexa , ya que 7 es
lineal y continua, 7t(V') también es una vecindad convexa de 7(0) en % Entonces,

% también es localmente acotado.
O

Teorema 2.9. Supongamos que N y F son subespacios de un espacio vectorial topoldgico
de X tales que N es cerrado y F tiene dimension finita. Entonces, N + F es cerrado.

Demostracion. Sea r la funcién cociente definida de X en % anteriormente y conside-
remos a % con su topologia cociente. Ya que 7 es lineal, 77(F) es un subespacio vectorial
de dimensién finita de % ; pues % es un espacio vectorial. Por el Teorema 2.4, 7(F) es
cerrado en % Dado que N + F = n~}(n(F)) y 7 es continua, concluimos que N + F es
cerrado. O
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Capitulo 3

METRIZABILIDAD Y NORMABILIDAD.

3.1. Metrizacion

Recordemos que una topologia T sobre un conjunto X es metrizable si existe una
métrica d en X tal que es compatible con 7. En este caso, todas las bolas de radio % con
centro en x forman una base local para x. Esto da una condicién necesaria para la me-
trizabilidad de espacios vectoriales topoldgicos. Antes de enunciar el teorema veamos
primero los siguientes resultados:

Observacion 2. Sea 98’ una base local numerable de X, por el Teorema 1.10 existe 8 =
{V.}1en una base local numerable cuyos miembros son todos balanceados, y de este
modo

Vini+ Vi + Vi + Vi €V,

(cuando X es localmente convexo, esta base también puede ser elegida de esta manera
que cada V, sea convexa).
Esto implica que para todo n y k

Vit Vit + Ve €V,

Ahora sea D el conjunto de los niimeros racionales dyadic:

o C
D:{ZZ_Z;cne{o,l}, y ¢,=0 para n>N,NeN}.

n=1

D es denso en [0, 1]. Definamos la funcién ¢ : DU {r > 1} - 2 (X):

(r) = X sir>1
PU)= aVi+caVi+-- sirebD

La suma en esta definicion es siempre finita.
Por ejemplo ¢(1,2)=Xyc= (,0(% + i) =+ .
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Por la propiedad de la base 8 ={V,;},cn,
N o N»
¥ (n:ZNl 2_,1) :n:ZNl ¢V, © Wy
Entonces definimos el funcional f : X — R de modo
fx)=inf{r:x e p(r)}

y definimos

d(x,y)=f(y —x)
Mostraremos que d es efectivamente una métrica en X que satisface todas las propie-
dades requeridas.

Esto dependera de los siguientes lemas.

Lema3.1. Parar,s€ D
w(r)+e(s)co(r+s)

Demostracién. Sir+s > 1, entonces esto es obvio pues p(r+s)=X
supongamos entonces que r,s € Dy r +s € D. La primera posibilidad es que c,(r)+
cn(8)=cn(r+s)paratodo n. Esto ocurre si ¢, (r) y ¢,(s) no son ambos igual a 1. Entonces

P(r+5)=Y_calr+5)Va= D _calr)Vat D _cal(s)Va=(r)+ o (s).
n=1 n=1 n=1

De lo contrario, existe un n para el cual
C, PR (S Oler e
Sea N el mas pequeiio n donde esto ocurre, entonces
cen(r)=cn(s)=0 y cn(r+s)=1.
De esto tenemos que

e(r) € aVi+c(r)Vo+--+cna(r) V-1 + Wi + Wy +---
C a(U+tc(r)Vo+-+cen1(r) o1 + Vi + W,
e(s) < cals)Vi+cls)V+ -+ cen-1(s) -1 + Vg + Vg,

luego

p(r)+e(s) € alr+s)Vi+cr+s)Vo+--+cna(r+s) Wi+ s + e + W + Vo
C ar+s)Vi+c(r+s)V+--+cya(r+s) W+ W
C (r+s).
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Lema 3.2. Paratodor € DU[1,00) :
0€p(r)

Demostracién. Para todo r € DU [1,00), ¢(r) es no vacio y este contiene una vecindad
de0 O

Lema 3.3. El conjunto {¢(r):r € D} es totalmente ordenado, i.e.,
r<s implicaque ¢(r)cCp(s).
Demostracion. Sear,s € Ddemodo quer<s

p(r)ce(r)+els—r)cp(s).

Lema 3.4. Paratodox,y € X

ke +y) < f(x)+ 1(y)

Demostracién. Sea x,y € X, notemos que el rango de f es [0, 1], por lo tanto podemos
limitarnos a el caso donde el lado derecho es inferior a 1. Fijemos ¢ > 0 existen r,s € D
tal que

f)<r fy)<s y r+s<flx)+f(y)+e

como {p(r)} estan totalmente ordenados, de esto concluimos que x € p(r), y € ¢(s), de
donde

x+yep(r)+e(s)Cp(r+s).
Asi
fx+y)<r+s<fx)+f(y)+e
lo cual ocurre para cada ¢ > 0. O

Lema 3.5. La funcion f satisface las adicionales propiedades:
(@ f(x)=f(=x).
(b) f(0)=0.
(¢) f(x)>0 parax #0.

Demostracion. Como los ¢(r)son uniones de conjuntos balanceados, ellos también son
balanceados, de los cuales tenemos que f(x) = f(—x). f(0) =0 pues 0 € ¢(r) para todo
r € D. Finalmente si x # 0 existe algiin n tal que x ¢ V,, entonces V;, = go(zi,,) para algin
n.Asi f(x)>2"">0. O

Teorema 3.6. Si X es un espacio vectorial topolégico con una base local numerable, en-
tonces se puede definir una métrica d en X tal que
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(a) d es compatible con la topologia de X.
(b) las bolas abiertas con centro en 0 son balanceadas, y
(c) d esinvariante:d(x+z,y+z)=d(x,y) paratodox,y,z € X.

Si, ademds, X es localmente convexo, entonces la podemos elegir d de tal manera que

satisface (a), (b), (c)y
(d) todas las bolas abiertas son convexas.

Demostracion. De la observacion 2 y de los lemas 3.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 Las propiedades
de f implican que d(x,y)= f(x —y) es una métrica en X. Esta es simétrica , se anula si
solo si x =y, esta es traslacionalmente invariante, y cumple la desigualdad triangular:

dix,y) = f(x-y)=flx—z—(y —z))
<~ (x—2)+ fly =2)
— d(x,z)+d(y,z).

Ahora mostraremos que esta métrica es compatible con la topologia de X. Conside-
remos las d-bolas abiertas

B5(0)={x:d(x,0)< 6} ={x: f(x) <8} = Jo(r).

r<é

1
(Nosotros usamos el hecho que f(x) < ¢ implica que x € ¢(t)) en particular, si 6 < on’

entonces B;(0) C V,, lo cual prueba que las bolas abiertas Bz%(o)’ forman una base local
. Esto prueba (a).

Las bolas abiertas son balanceadas porque cada ¢(r) es balanceada y la unién de con-
juntos balanceados es balanceado, esto prueba (b), (c).

Silos V,, son convexos entonces los ¢(r) son convexos, esto prueba (d). O

Teorema 3.7. Todo espacio vectorial topolégico localmente acotado es metrizable.

Demostracién. Como X es localmente acotado por el Teorema 1.12 este tiene una base
local numerable y por el Teorema 3.6 este es metrizable.
O

Usualmente diremos que una sucesion {x,},cy es de d-Cauchy 6 7-Cauchy si lo es
para la topologia inducida por la métrica d 6 para 7 , respectivamente.

Observacion 3. Observemos que la definicién de sucesion de Cauchy la tenemos atn
fuera del marco de una métrica, pero para ver en general que un espacio vectorial topo-
l6gico es completo no nos basta considerar s6lo a las sucesiones. Notemos ademads que,
de bases locales distintas para una misma topologia obtenemos las mismas sucesiones
de Cauchy.
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Sea X un espacio vectorial topoldgico cuya topologia T es compatible con la topologa
generada por una métrica invariante d. Entonces, tenemos que d(x,, X, )= d(x,—X;,0)
y como las d-bolas con centro en el origen forman una base local para 7 , entonces :
Una sucesion {x,},cy es d-Cauchy si sélo si es 7-Cauchy.

En consecuencia, cualesquiera dos métricas invariantes en X, tales que son equivalentes
con T , tienen las mismas sucesiones de Cauchy y las mismas sucesiones convergentes.
Asi que tenemos lo siguiente:

Afirmacién 3.8. Sea X un espacio vectorial topoldgico. Sid, y d, son métricas invariantes
tales que inducen la misma topologid en X, entonces:

(a) d,yd, tienen las mismas sucesiones de Cauchy,
(b) d, es completa siy sélo sid, es completa.

Es importante notar que la condicién de ser invariante es necesaria,como lo veremos
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3. Consideremos a R el conjunto de ntimeros reales y definamos las siguientes
dos métricas:

el v
1+ |x| 1+|y|

di(x,y)=|x-y| v dalx,y)=

La primera métrica es la usual de R, mientras que las segunda, de las propiedades de R
es claro que toma valores no negativos, es simétrica y satisface la desigualdad triangular.
Veamos que d,(x,y)=0siysdlo si x = y. Para esto, consideremos las funciones

X 1
: 10, — 0,1 ’ = =1- ’
81:[0,+00)—1[0,1), gi(x) T 1%

g2(x):(=00,0] = (=1,0], gx(x)= lf_x =14

las cuales son biyectivas. Lo cual quiere decir que si d,(x,y) =0, x y y deben tener el
mismo signo, inclusive x =y por la inyectividad de g, y g.

Por otro lado, d; y d, inducen la misma topologia en R. Pero d, no es invariante pues
d»(1,0)= % ydy(2,1)= %. Ahora, sea {n},cy C R es d,-Cauchy pero no converge.

Teorema 3.9. Sean (X,d,) y (X, d2) espacios métricos, con (X, d,) completo. Si E C X es
cerrado, f : E— Y es continuay

do(f(x1), f(x2)) = di(x1,x2) paratodo x,,x,€E,

entonces f(E) es cerrado.
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Demostracién. Seay € f(E), entonces existe una sucesion {x,},ey C E tal que
y = lim f(x,). Porlo que {f(x,)},en €s de Cauchy en Y . Asi que de la hip6tesis tenemos
n—0o0

que {x,},en es de Cauchy en X. Pero X con d; es completo, lo cual implica que existe

x € X tal que x = lim x,, en (X, d;). Como E es cerrado en X, entonces x € E y de la
n—oo

continuidad de f

fx)=1im f(x,)=y € f(E)
y asi f(E) es cerrado. O

Teorema 3.10. Supongamos que Y es un subespacio de un un espacio vectorial topoldgico
X y supongamos que Y es un F-espacio (bajo la topologia heredada de X). Entonces, Y es
un subespacio cerrado de X.

Demostraciéon. Recordemos que para ser F-espacio la topologia debe ser inducida por
una métrica invariante completa. Sea d una métrica invariante en Y compatible con la
topologia inducida 7 |y. Sea

1
B ={y€Y:d(y,0)<;},

Sea U,, una vecindad de 0 en X tal que YNU, = B1 y V}, una vecindad de 0 en X simétrica
talque V,+V, C U,y V,4+; €V, paracada n €N.
Sea x € Y, y definamos

E,=YNn(x+V,) paratodo neN

Si y1,). € E,, entonces y; — ), € Y, por ser Y un subespacio vectorial de X. Ademas,
Nn—y.€V,+V, CU,ypor tanto y; —y, € B1. Ademas, los didmetros de los conjuntos E,,
tienden a cero. Como cada E, es no Vaciony dado que Y es completo, tenemos que las
clausuras relativas a Y de los conjuntos E,, coinciden en exactamente un punto y, € Y.
Sea W una vecindad de cero en X, y definamos

E,=YN(x+wWnV,)

Aligual que arriba, ya que cada F, es no vacio, las clausuras relativas a Y de los conjuntos
F, tienen un punto en comun y,,. Pero F, C E,, para cada n, por lo que y,, = y,. Por otro
lado, como F, € x + W tenemos que y, € x + W, y esto para todo W. Entonces, tenemos
queyO:xyasixeY.Porlotanto?zY: O

El siguiente lema nos sera muy ttil

Lema3.11. (a) Sid esuna métrica invariante bajo traslaciones en un espacio vectorial
X, entonces

d(nx,0)<nd(x,0) paratodo x€X ytodo neN.
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(b) Si{x,}.en es una sucesion en un espacio vectorial topolégico metrizable, tales que
X, — 0 cuando n — oo, entonces existen escalares positivos A, tales que A, — 00 y
AnXx, — 0.

Demostracién.  (a) Laprimera parte es obvia por la aplicacién sucesiva de la desigual-

dad triangular
d(nx,0) < d(nx,(n—1)x)+d((n—-1)x,0)
< dnx,(n—Dx)+d(n—1)x,(n—2)x)+d((n—2)x,0)
< dnx,(n—1)x)+d(n—1)x,(n—2)x)+---+d(2x,x)+d(x,0)
< nd(x,0)

(b) Sea d una métrica invariante bajo traslaciones, compatible con la topologia de X.
Como d(x,,0) — 0, existe una sucesién divergente de enteros positivos n; tales
que

=
d(xi,0)<n;

de donde se cumple lo siguiente

1
d(nixe,0) < npd(xx,0) < nid(x,0) < P 0
k

Por lo que n;x; — 0 cuando k — oo.

3.2. Acotacion y continuidad.

3.2.1. Conjuntos Acotados

Cabe sefnalar que si d es una métrica compatible con la topologa 7 en X un espacio
vectorial tenemos que los conjuntos 7-acotados y los conjuntos d-acotados no necesa-
riamente son los mismos, atin si d es invariante. Sin embargo, si X es un espacio norma-
doy d es una métrica inducida por una norma, entonces las dos nociones de acotacion
coinciden.

Por otro lado, si (X, d) es una métrica y d es reemplazada por d; = Hid una métrica in-
variante la cual induce la misma topologa que d, no coinciden los conjuntos acotados:
en el ejemplo 2 (0,00) es d,-acotado en R, pero no es d;-acotado.

También, del Teorema 1.12, tenemos que todo subconjunto compacto de un espacio
vectorial topolégico es acotado. Pero, por ejemplo si x #0y A = {nx : n € N}, entonces
A no es acotado: esto se debe a que si V es una vecindad de cero tal que x ¢ V, entonces
nx ¢ nV para todo n, lo cual implica que A € nV . Observemos que esto nos da como
resultado que cualquier subespacio no trivial de X no puede ser acotado.
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Afirmacién 3.12. Toda sucesién de Cauchy en un espacio vectorial topolégico es acotada

Demostracién. Sea {x,},en una sucesiéon de Cauchy en X un espacio vectorial topolégi-
co. Sean V'y W dos vecindades balanceadas de 0 tales que V+ V C W, entonces existe
N e Ntal que x, — x,,, € V para todo n,m > N. Esto implica que x, € xy + V para todo
n>N.

Sea s >1tal que xy € sV .Deaqui que

X, €SsV+HVCsV4+sVCsW

para todo n > N. Por lo que x, € t W para todo n y para ¢ suficientemente grande, ya
que V'y W son balanceadas y {x;, x,:--, Xxy_1} un conjunto finito. O

Ademis, del Teorema 1.9 tenemos que las clausuras de conjuntos acotados también
son acotados.
El siguiente teorema caracteriza conjuntos acotados en términos de sucesiones.

Teorema 3.13. Sean X un espacio vectorial topolégico. A es acotado si y solo si para cual-
quier sucesion {x,},en en A y cualquier sucesion {A,},en de escalares que tiende a cero, la
sucesion {A,x,},en converge al origen en X.

Demostracién. Supongamos que A es acotado y que {x,},cy €s una sucesion contenida
en A. Sea {1, },en una sucesion de escalares que tiende a cero y sea V una vecindad de 0.
Entonces existe W vecindad balanceada de 0, talque W C V.Seat € Rt talque AC t W,
dicho ¢ existe por ser A acotado. Para # € R* tal que 8 > ¢ existe ny € N tal que |A,| < %
para n > n, por ser {A,},ey convergente a cero. Entonces, como |7L,,/3’| =LIp<1lyW

es balanceado,
ABWCWCV

para todo ny < n por lo tanto A, x, € V, siempre que n, < n; es decir, {1, x,},en conver-
ge al origen en X.

Supongamos ahora que A no es acotado, entonces existe U vecindad de 0 tal que A % U
para toda 8 € Rt . Sea n un entero positivoy f§ = % Entonces existe x, € A tal que
%xn ¢ U. De esta manera, para cada n € N obtenemos x, y podemos formar la suce-
sion {x,},eny de elementos en A tales que {%xn}neN no converge al origen en A y sin
embargo{%}neN converge a cero. O

3.2.2. Aplicaciones lineales acotadas

Sean Xy Y espacios vectoriales topolégicos y A : X — Y una aplicacién lineal.

Definicion 3.1. Decimos que A es acotada si mapea conjuntos acotados en conjuntos
acotados; es decir, A(E) es acotado para cada subconjunto acotado E de X.
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Teorema 3.14. Sean X y Y espacios vectoriales topoldgicos y A : X — Y una aplicacion
lineal. Entonces:
(a)=(b)=(c),

Ademyds, si X es metrizable,
(c)=>(d)=(a),

entonces las cuatro afirmaciones son equivalentes.
(a) A es continua.
(b) A esacotada.
(c) Six, — 0, entonces{A(x,): n €N} es acotado.
(d) Six,— 0, entonces A(x,)— 0.

Demostracion. 1. (a)=(b) Sea E € X acotado y W una vecindad de 0 en Y . Como A
es continua (y A0 = 0) existe V vecindad de cero en X tal que A(V) € W. Pero, por
ser E es acotado existe s >0 tal que E C t V para cada ¢ > s. Por lo que

AME)CA(tV)=tA(V)CtW

paratodo t > s. Asi que A(E) es acotado.

2. (b)=(c)Esclaroyaquesix, — 0, {x,},cy €sacotadoy como A es acotada también
{A(x,): n €N} es acotado.
Si X es metrizable obtenemos las siguientes implicaciones:

3. (¢)=(d) Sea {x,},cy C X tal que x, — 0; entonces, por el teorema 3.13, existe una
sucesion {A,} C Rt talque A, = 00y A,x, — 0. Como {A(A,x,): n €N} es acotado
enY . Por el teorema 3.13 A(x,) = A 'A(A4,x,) — 0 como queriamos.

4. (d)= (a) Supongamos que A no es continua, entonces existe W una vecindad de
cero en Y tal que A~}(W) no contiene ninguna vecindad de 0 en X. Como X es
metrizable tiene una base local numerable, esto implica que podemos encontrar
una sucesion {x,},y C X tal que x,, — 0 pero A(x,) ¢ W para todo n € N. Esto
altimo contradice (d), y tenemos lo que se pide.

O
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3.3. Seminormasy Convexidad Local. (Normabilidad)

Como sabemos, las propiedades que tienen los espacios métricos facilitan el trabajo
en muchas cuestiones; ademads, si se generalizan algunos resultados a veces es necesa-
rio que los espacios en los que estamos trabajando conserven propiedades similares a
las de los espacios métricos.

Los espacios localmente convexos estdn estrechamente ligados con las seminormas,
que son funciones que conservan, excepto una, las propiedades que tiene una norma,
por lo que mantienen cierta relaciéon con los espacios métricos.

Definicion 3.2. Una seminorma en un espacio vectorial X es una funcién
p:X—[0,00)
tal que:
i) px+y)<px)+p(y) con x,yeX (subaditiva).

i) p(Ax)=|Alp(x), con xe€X, y Ae C (lineal positiva).
Entonces, una seminorma p es una norma si

(i) p(x)#0 si x#0.

Definiciéon 3.3. Una familia 22 de seminormas es separante en X si para cada x # 0
existe p € # tal que p(x) # 0. Veamos ahora una seminorma que es de gran utilidad en
la teoria de espacios localmente convexos.

Sea un conjunto convexo A C X el cual es absorbente, en el caso que todo x € X esta
en t A paraalgin t > 0. Por ejemplo, toda vecindad de cero en un espacio vectorial topo-
légico es absorbente y todo subconjunto absorbente contiene al origen. La "Funcional
subaditiva de Minkowski de A” estd dada por

pa(x)=mf{r>0:1"x €A} =inf{r >0:x € 1A}

para cada x € X. Notemos que la funcional de Minkowski de A esté bien definida ya que,
al ser A absorbente {t >0:7"'x € A} # 0 por otro lado, por definicién 0 < uu(x) < oo
para todo x € X.

Ahora, veremos que las seminormas en X, un espacio vectorial topolégico, son precisa-
mente las funcionales de Minkowski de conjuntos absorbentes, convexos y balancea-
dos. Ademas, las seminormas son relativamente cerradas en convexidad local, esto se
debe a que: en todo espacio localmente convexo existe una familia separante de semi-
normas continuas. A la inversa, si #? es una famila separante de seminormas en X un es-
pacio vectorial topolégico, entonces a &2 la podemos utilizar para definir una topologia
localmente convexa en X, con la propiedad de que toda seminorma p € &2 es continua.

Proposicion 3.15. Sea p una seminorma en un espacio vectorial X. Entonces
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(@) p(0)=0.

(b) |p(x)—p(y)| <p(x—y) paratodox,y € X.

(c) p(x)>0 para todo x € X.

(d) {x:p(x)=0} esun subespacio de X.

(e) Elconjunto B={x:p(x)< 1} es convexo, balanceado, y p = ugp

Demostracién.  (a) Esto se cumple pues p(Ax)=|A|p(x), tomando A =0.

(b) Por la subaditividad de p

(9]
(d)

(e)

px)=px—y+y)<plx—-y)+py)

por tanto

px)—p(y)<plx-y).
Por otro lado

Py)=p(—x+y+2z)<p(-(x—-y))+px)=p—-y)+p(x)

asi

—plx-y)<px)-pl)
Por lo tanto |p(x) —p(y)| <plx-y)
Como 0 < |p(x)—p(y)) <p(x—y), siy =0tenemos que 0 < |p(x)| < p(x).

Sean x,y € {x: p(x)=0} de modo que p(x) = p(y) =0y sean «, § escalares, en-
tonces

0<p(ax+By)<lalp(x)+|B|p(1)=0+0=0
Asip(ax+By)=0, entoces ax + fy € {x: p(x)=0}

Sea w € AB,w =Ay cony € By|A| <1, entonces
p(w)=pAy)=IAlp(y)<ply)<1

Asip(w)<1.
Six,ye By0<t <1, entonces

ptx+1-t)y)<tp(x)+(1—tpy)<t+1-1)=1

Asitx+(1—t)y € Bpara0 <t <1.Luego B es convexo
Sea x € X y s > p(x), entonces

ps'x)=s"p(x)<1,
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Asi B es absorbente
Consideremos

,uB(x):inf{t >0:t'x¢ B} :inf{t >0:p(t7'x)< 1} =inf{r>0:p(x)<t}.

Si p(x) < r, entonces ug(x) < r. De aqui que ug < p, ahora AB = {x : p(x) < A}
si p(x) = t, entonces x € AB para todo A > ¢ de donde. Esto implica que p(x) <

up(x).
]

Proposicion 3.16. Suponga que A es un conjunto absorbente y convexo en un espacio
vectorial X. Entonces

@ palx+y)<pax)+pay).

(b) ua(tx)=tua(x)sit>0.

(c) SiA esbalanceado, u, es una seminorma.

(@) SiB={x:us(x)<1}yC={x:ua(x)<1}, entonces BCACC yup= = lc.

Demostracion. (a) Como A es convexo, se tiene que (s + £)A = sA+ tA, para todo
s,t >0.Ademas,

pa(x)=inf{z >0:r'x €A} =inf{r >0:x € rA}
y entonces, sea £ > 0 existen «, # tal que

£
aS,uA(x)+£ con a'lx€eA (x€daA,

€
ﬂSHA(Y)+E con BlyeA (yepA
ya que A es absorbente. Se sigue que
a+ B Suax)+ualy)+e vy x+ycaA+pA=(a+pA

lo cual implica que (¢ + ) }(x +y) € A.
Teniendo en cuenta que pa(x +y) = inf{r >0:t"'(x +y) <€ A}, entonces us(x +
y) < a+ f3, obtenemos asi

palx+y)<a+p Spalx)+pa(y)+e paratodo £>0
De aqui pa(x +y) < pa(x)+ ua(y) para todo x,y € X.
(b) Sit=0,tx=0,conloque us(tx)=us(0)=0=tus(x). Tomandom ¢ #0.
tuaslx) = tinf{s >0:51x EA} = inf{ts >0:5'x EA}
= inf{ts >0:s 't tx EA} :inf{ts >0:(ts) ttx eA}
= inf{k>0:k"'(rx)€A}
= ua(tx).
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(c) Supongamos que A es balanceado, la subaditividad se da por (a), ahora si a # 0,
entoces |a| >0y

lalualx) = |a|inf{s >0:5"'x eA} = inf{lal §s>0:s5"1x GA}
= inf{lals >0:s ' a|  ax €lal™ aA}
= inf{|a|s >0:(s7 ' |a| Hax EA}
= inf{t>0:t‘1ax€A}
= palax).

si a =0 se cumple por (b). Asi 4 es una seminorma

(d) Siua(x)<1,entoncesx €A puesparaus(x)<t<1,como0ec A por ser absorben-
teyt~lx €A,
W (1) - (1 —1)0E

Asi, BC A
Six € A, tenemos que us(x)<1porloque BCACC
Para la igualdad pp = us = ¢, dadas las contenciones B € A C C tenemos que

M SR tlnc A=t Becll

Por lo tanto ug(x) < ua(x) < pc(x). Ahora sea x € X y uc(x) < s < t, entonces,
pc(3)<lyasi T €C, ua(3) <1, ua(3) < 3 <1.Deaqui > € By up8x) <ty todo
esto pasa para todo ¢ > uc(x), por lo tanto ug(x) < uc(x).

O

Observemos que en esta demostracion, para garantizar que u4 sea una seminorma,
solamente se necesité que A fuera un conjunto absorbente, balanceado y convexo. Asi,
para cualquier conjunto absorbente, absolutamente convexo se puede definir una se-
minorma en X.

Proposicion 3.17. Supongamos que V es una vecindad convexa y balanceada de 0 en un
espacio vectorial topologico X, entonces existe una unica seminorma p en X tal que

V={xeX:p(x)<l1}
Demostracion. Sea V una vecindad convexa y balanceada de 0,y p = uy donde

p=pv: X — [0,+00)
x — inf{r>0:t"'xeV}

esta funcion es la "Funcional de Minkowski de V” p estd bien definida. Por el resultado
anterior p es una seminorma.

Sdlo falta verificar que V= {x € X : p(x) <1} y que p es Unica.

Primero demostremos que V={x € X: p(x)<1}:
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Para esto, sea x € X tal que p(x) < 1, entonces se puede elegir0 <t <1cont~'x €V,
pero por la convexidad de V, como x = ¢(¢~'x)+ (1 —t)0,entonces x € V. De donde,{x €
X:px)<1}CV.

Alainversa, sea y € V arbitraria. Para esta y fija consideremos

¢ :(0,00) = X

definida por ¢(t)=t"'y para cada t > 0. La continuidad de ¢ la tenemos de que la fun-
cion t — t~! es continua en (0, +00) y de las propiedades de espacio vectorial topolégico.
Por estas razones, al ser V abierto

e ' (V)={r>0:t"'y eV}

también es abierto. Por otro lado, dado que y € V, tenemos 1 € ¢ ~!(V); por tanto existe
e>0talquel—e€ ¢ (V) (esdecir, 1—ec{r>0:t"'y € V}) ycomo p(y)=inf{r >0:
t~'y € V}; obtenemos que p(y) <1—¢ < 1. De aqui concluimos que y € {x € X : p(x) <
1}. Asi, VC {x € X: p(x) < 1}; en consecuencia V= {x € X : p(x) < 1}, como se queria.
Por tltimo, veamos que p es tinica con la caracteristica anterior. Supongamos que existe
Y : X —[0,+00) tal que

fxeX:px)<ll={yeX:yYy)<l1}:
Entonces,
fxeX:px)<ri={yeX:yYy)<r} (3.1)

para cualquier r > 0. Sea x € X y t = p(x). Por definicién de p(x), tenemos que para todo
€>0,p(x)<t+e, ypor [1] Y(x) < t+e¢, paratodo € > 0. En consecuencia i(x) <t =

p(x).
De la misma manera se puede concluir que p(x) < y(x), para todo x € X. Por lo tanto
p(x)=1y(x), paratodo x € X. O

Remarca 2. La proposicién anterior es de suma importancia, ya que en cualquier espa-
cio vectorial se puede definir una topologia usando una familia de seminormas, de la
siguiente manera:

Sea X un espacio vectorial y {p,}4e; una familia de seminormas en X, donde I es un
conjunto de indices. Definimos B, , = (r 1py) {(—1,1) = (po) H(—11) = {x : po(x) < 1}
para todo «a € I y para todo r > 0 y tomamos vecindades de cero V siy sélo si existen

n n
ay, Ay, €1y 1,1, 1, €ERT tales que ﬂBam C V. Notemos que ﬂBai,,i es una
i=1 i=1
vecindad de cero. De esta forma, es facil determinar vecindades de x.

Teorema 3.18. Supongamos que 3 es una base local convexa y balanceada en un espa-
cio vectorial topolégico X, A cada V € A le asociamos su funcional de Minkoswski .y .
Entonces,
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(@ V={xeX:uy(x)<l}, paracadaV e B,y
(b) {uy:V e B} es una familia separante de seminormas continuas de X.

Demostracion. Es claro que (a) se cumple por la proposicién anterior y por la Proposi-
cién 3.16, para cada V € %, uy es una seminorma. Para ver que {uy : V € 9} es una
familia separante y cada seminorma uy es continua en X, si r > 0, se sigue de (a) de la
Proposicién 3.16 que

|vla) —pv(y)| <

siempre que x—y € rV . Por lo tanto uy es continua. Por otro lado, si x ¢ X\ {0} entonces
X # V para algin V € 3. Para esta V, uy(x) > 1, lo cual implica que {uy : V€ %} es
separante. O

Teorema 3.19. Supongamos que % es una familia separante de seminormas en un espa-
cio vectorial X. Para cada p € 2 yn €N, consideremos los conjuntos

V(p,n):{x eX:px)< %}

Sea A la coleccion de todas las intersecciones finitas de conjuntos V(p, n): Entonces A es
una base local convexa y balanceada para alguna topologiat en X. Ademds A determina
una topologia localmente convexa en X tal que

(a) Cadap €2 es continua.
(b) E C X acotado siy sélo sicadap € P es acotada en E.

Demostracion.  (a) Definimos a los subconjuntos abiertos A € X como todas las unio-
nes arbitrarias de las traslaciones de elementos de 93 o de otro modo A es abierto
si para todo x € A existe V € 8 de modo que x + V C A; los cuales claramente
forman una topologia:

(i) 0=(x+V(p,n))NV(p,n), donde p € 2 es tal que p(x)#0,y n €N es tal que
2
- < p(x). Esto se debe a que, si y € V(p, n) y tomamos p(x + y) se tiene que,

porser p seminorma,

PxX)—p(y)=px)—p(=y)<plx+y),..(+

por lo que
2
—spX)=plx+y)+ply),
y como p(y) < % obtenemos que % < p(x +y). Por otro lado, X = U(x +

xeX

(V(p, n)) para cualquier n €N.
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(ii) Es claro que uniones arbitrarias e intersecciones finitas de elementos tales
que son uniones arbitrarias de traslaciones de elementos en 93 vuelven a ser
de esta forma.

Al mismo tiempo, estos conjuntos abiertos definen una topologia 7 en X que es
invariante bajo traslaciones; ademads, cada elemento de 93 es convexo, balanceado
y A es base local para 7.

Sea x € X\ {0}, entonces p(x) > 0 para algiin p € . Sea n € N tal que % < p(x),
x ¢ V(p, n), por tanto 0 ¢ x — V(p, n) (mismo argumento que en (*)) y x ¢ 10}.
Como la topologia 7 es invariante bajo traslaciones, todo subconjunto formado
por un sélo punto x € X es cerrado, asi que {0} = {0}.

Ahora, probemos que la suma de vectores y la multiplicaciéon por escalares son
continuas. Sea U una vecindad de cero en X. Entonces,

V(pu,n)NV(ps, na)N---0NV(pm,np) CU
para algunos pi, 2, ,Pm €L y n1, Ny, , By €N. Sean
V=V(p,2n)N---0nV(pm,2ny,).

Como cada p € Z es subaditiva,

V(p1,2n1)+ V(p1,2n,) = {x 1pilx) < %} + {x (pi(x) < %}

- {x+y ()< —, pr(y) < %}

2n’
1
x+y:pilx+y)< Z}
=5 V(plrnl))

con esto concluimos que
V £VS"

Esto prueba que la suma es continua.
Supongamos ahora que x € X, A un escalar, tomando Uy V como arriba. Enton-

, _ . 1
ces, x € sV paraalgiin s >0.Sea t = 1+|5M5,y81y €x+tVyl|A—al <5, entonces

ay —Ax=a(y —x)+(a—A)x

lo cual implica que
atV+(a—A)sVCV4+VCU

donde |a|t < 1y V es balanceado. Con esto, la multiplicacién por escalares es
continua.

Asi, X es un espacio localmente convexo, y de la definicién de V(p, n) tenemos que
toda p,, € Z es continua en cero y por tanto continua en todo x € X por (b) de la
Proposicion 3.16.
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(b) Finalmente, supongamos que E C X acotadoy p,, € 2. Como V(p,1) es vecindad
de cero, E C kV(p,1) para algtin k € N. Por lo que p(x) < k para todo x € E, y asi
p esacotadaen E.
A la inversa, supongamos que cada p,, € # es acotada en E y sea U una vecindad
de cero en X. Entonces,

V(p1, n)NV(pz,n)N---NV(pyu,n,) CU

para algunos py, P2, ,Pm € P y ny, Ny, , Ny €N, Como cada p,, € 2 es aco-
tada en E existen M; > 0 tales que p;(x) < M; paratodox € Ey1 <i < m.Si
tomamos n = max {M;n;},asisea t > ny x € E entonces p;(3) < Mo M L

1<i<m t t Min; n;

X
asi para todo i 7 € V(pi, n;), de esto

X
7 e V(p1,m)NV(p2, na)N--NV(pm, ny) CU

entonces E C tU y por tanto E es acotado.
Los espacios localmente convexos se caracterizan por medio de las seminormas.
Esto lo veremos en el siguiente Teorema, donde utilizamos las seminormas de
Minkowski asociadas a los conjuntos abiertos, balanceados y convexos como se
construy6 en la Proposicioén 3.16 y la Proposicion 3.17.

O

Teorema 3.20. Sea (X, T) un espacio vectorial topolégico. X es un espacio localmente con-

vexo si y solo si existe { Pj }je , una familia de seminormas que determinan a .

Demostracion. Veamos primero que dado un espacio localmente convexo podemos dar
una familia de seminormas que determinan la topologia. Como X es un espacio lo-
calmente convexo. sea %, una base de vecindades de 0 en X formada por conjuntos
abiertos, balanceados y convexos, por tanto absorbentes. Por la Proposicion 3.17, dada
V € %, existe una unica seminorma py tal que

B={x:pv(x)<1}.

Consideremos {pv},, ; esta es una familia de seminormas es separante tales que de-
terminan la topologia original en X.

Por otro lado, si { Pj }je , es una familia de seminormas en X que determinan su topo-
logia, tomemos a By, = {x : p;j(x) < 1} = pj’l(—l, 1) para cada j € I. Estos conjuntos
son abiertos, balanceados y convexos. Pero la familia de seminormas anterior define la
topologia en X; es decir,

n
%:{ﬂeiBji :ji€l,e;>0,1<i< n,neN}
i=1
es una base para la topologia 7 en X. Notemos que cada uno de los elementos de 2
son también abiertos, balanceados y convexos. Por tanto X es un espacio localmente

convexo. O
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Remarca 3. Los Teoremas 3.18 y 3.19 originan un problema natural: Si 98 es una base
local balanceada y convexa para la topologia T de un espacio localmente convexo X,
entonces 9 genera una familia separante de seminormas continuas & en X, como en
el Teorema 3.18. Este &2 induce a su vez a la topologia 7; en X, por el proceso descrito en
Teorema 3.20. Es 7-7? La respuesta es afirmativa. Para ver esto, note que cada p € 2 es
T-continua, asi que los conjuntos V(p, n) de el Teorema 3.20 estan en 7. Donde 7, C 7.
inversamente, Si W € % y p = uw, entonces

W={x:uwlx)<1}=V(p,1)

Asi W e 7, paratodo W € 4, esto implica que 7 C 7;.

SiZ ={p;:i=123,..} es una familia numerable de seminormas separantes en X,
El Teorema 3.18 muestra que £ induce una topologia T con una base local numera-
ble. Por el Teoremas 3.6, 7 es metrizable. En esta situacion una métrica invariante bajo
traslaciones puede ser definida directamente en términos de {p;} mediante

(il iaaieayy
d(x,y) = max -~ LEZY)
)= R =)

donde {c;} es alguna sucesion fija que converge a 0 cuando i — 0o
Es facil de verificar que ese d es un métrica en X.
Nosotros afirmamos que las bolas

B,={x:d(x,0)<r} (0<r<o)
forman una base local balanceada y convexa para 7. Fijemos r. Si ¢; < r (cual tiene para
Cipi

Pi

todos pero un numero finito de 7, ya que c¢; — 00), entonces < r donde B, es la

interseccion de un numero finito de conjuntos de la forma

x:p =
o e,

a saber para aquellos c; > r. Estos conjuntos son abiertos, donde cada p; es continua .
Asi B, es abierto y también es balanceado y convexo.

Seguimos. sea W una vecindad de 0 en X. La definicién de 7 muestra que W contiene la
interseccion de conjuntos apropiadamente escogidos

V(pi,6:)={x:pi(x)<d; <1} (1<i<k).

Si2r <min{c;6,,¢262,-:+,cr0k} Yy X € b,, entonces

cipi(x) < Ci0;

1<i<k),
Tip) TSy (SisH)

lo cual implica que p;(x) < 6;.Asi B, C W
Asi probamos nuestra afirmacion y ademas mostramos que d es compatible con 7.
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Teorema 3.21. Sea X un espacio vectorial topolégico. Entonces, X es normable si y sélo si
0 tiene una vecindad convexa y acotada.

Demostracion. O

Si X es normable y ||-|| es su norma tal que es compatible con su topologia, entonces
la bola unitaria es convexa y acotada. A la inversa, sea V una vecindad convexa y aco-
tada de 0, entonces V contiene una vecindad de cero balanceada, convexa y acotada U.
Definamos ||x|| = uy(x), x € X, donde uy es la funcional de Minkowski de U. Por (c) del
Teorema 1.12, {rU : r > 0} forman una base local para la topologia de X. Ademés, de la
definicion de la funcional de Minkowski y dado que U es abierto tenemos

rU={x:|x||<r}={x:uy(x)<r} paratodo r>0.

Si x # 0, entonces existe r > 0 tal que x ¢ rU y asi ||x|| > r. Esto implica que ||x|| = py(x)
es una norma. Y con esto, en efecto la topologia de la Norma coincide con la topologia
original por ser U una vecindad acotada.

Proposicion 3.22. Sea N un subespacio de un espacio vectorial topolégico X. Sea T la
topologia de X y T la topologia cociente de %, entonces:

(a) SiX es metrizable % también lo es.

(b) SiX admite una norma% también.

X

(c) SiX es un F-espacio, 6 un espacio de Fréchet, 6 un espacio de Banach, N también

loes.
Demostracion. (a) Sead una metricainvariante en X. Definamos d: % — [0,00) como
d(n(x),n(y))= inf d(x ~ y,z)
ze

Sean x,x’,y,y’ € X tales que n(x) = n(x’) y n(y) = n(y’), entonces x —x’,y —y’ € N.
De donde

1(n(x),n(y)) = infd(x—y,z)=infd(0,z +x~y)
ze ze
= fd(x' -y’ z+x—y+x'—y)=mfdx' -y z+(x-x)-(y -y
4SS zE

por ser d invariante bajo traslaciones, pero z +(x —x’)—(y —y’)+ N =N pues N
es subespacioy x —x’,y —y’ € N, asi

d(n(x), 7(y))

Zlggd(x -y,z)

= d(n(x"),7(1").

luego d esta bien definida. Veamos que d es una metrica en %
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@H 0= dA(n(x),n(y)) = in]\f,d(x —¥,2) = inj\f]d(x,y + z), entonces tenemos que
ze ze
x€y+N,como y+ N es cerrado en X. Sea la sucesion {y +z,},eneny + N
tal que d(x,y +z,) < ., asi

0=d(n(x), 7(y)) & n(x)=7n(y)

(i) d(n(x),n(y))= infd(x—yz)=ifd(y —x,z)= d(n(y), n(x)).

(iii) Seanx,y,weX

d(n(x), m(y))

infd(x —y,z)=infd(x-y,22)

infd(x—z,z+y)
zeN

IA

Z12£d(x -z, w)+zlg\fld(w,z +y)

Zlggd(x — w,z)+21£11\f]d(w -¥,2)

= d(n(x), n(w))+d(n(w), n(y)).
Asi d es una métrica ademas d es invariante.

d(n(x),n(y)) = infd(x-y2z)=nfd(x+w)=(y+w)z)

= d(n(x+w),n(y +w)) = d(n(x)+ n(w), 7(y)+ m(w)).

(b) Sea|||| una norma en X, podemos definir

7@l = inf|x — z||
ZEN

la cual es una norma en %:

(i) Sea m(x)e % tal que 0 < ||(x)||' = inlgllx — z||, entonces 0 < ||x — 0|| = ||x|| ya
zZE
que 0 € Ny N es subespacio cerrado de X . Como ||-|| una norma en X, x # 0.
Ahora, x # N pues en caso contrario 0 < ||7(x)||" < ||x — x||.

(ii) Es claro que

lan(x)ll" = |In(ax)|l' = inf|lax —z||
zeN
= inflla(x —z)||=infl|a|||lx —z
infla(x - 2)|| = inf|a||1x - 2]

= l|alinflx -zl =lalll(x)|".
zZEN
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(iii) Para mostrar la desigualdad del triangular, sean x, y, w € X y consideremos

||7r(x)+7r(y)||/ ||7r(x+y)||/=inf||x+y—z||

zeN

= Infllery =2
< §g£{||x—z"+||y_z||}
< infllx—zl|+ inf [y — 2|

zeN zeN

IO + |||

Asi ||-||" 1a cual es una norma en 2.

(c) Nos resta probar que d: % — [0,00) dada por J(rc(x), n(y))=inf,eyd(x — y,z) co-
mo en (a) es una métrica completa si d es completa.
Sea {u,},cy una sucesion de d- -Cauchy en % Entonces, podemos elegir una sub-
sucesion {un, };oy tal que J(uni, ) 2—1l para todo i € N. Sea x, € X tal que
m(x1) = U,, ; como cf(unl, ) < % y N es un subespacio cerrado, existe x, € X tal
que 7(x2) = Uy, v d(x1,%;) < % Inductivamente, supongamos que x; € X y es tal
que (X)) = Up,. Sea x4 € X tal que 7T(xx41) = Un,,, Y A(Xk, Xie1) < Zik, el cual exis-
te pues c?(um, Unp,,) < Zik para todo i € N, y por ser N un subespacio cerrado. La
sucesion {x,},cy asi construida es una sucesion de Cauchy en X, por tanto con-
verge para algin x € X. Esto quiere decir que d (m(x), up,) < d(x,x;) — 0,cuando
i — 00. Concluimos que en efecto {u,, },.y €s d- -convergente en % y d es una mé-
trica completa. Un argumento similar se puede hacer para espacios de Fréchet y
espacios de Banach.
O

3.3.1. Seminormas y Espacios Cocientes
Supongamos que p es una seminorma en un espacio vectorial topolégicode X y
N={x:p(x)=0}.

Entonces N es un subespacio de X por el teorema 3.15. Sea 7 la aplicacion cociente de
X en %, y define

p(r(x))=p(x)
Si t(x) =n(y), entonces p(x —y)=0y como
()= p()| <plx—y)=0

de esto seguimos que p(7(x)) = p(7t(x)). Asi p esta bien definida en % Ademas, es una
seminorma por como se defini6, y se cumple que p(x) = 0 si y solamente si x € N, lo
cual pasa si y solo si [x] = [0]. Por lo tanto p es una norma en %
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Proposicion 3.23. Sea 7 la topologia de X un espacio localmente convexo y N un subes-
pacio cerrado de X. Sea & una familia separante de seminormas en X que definen la
topologia v. Entonces la familia 3B de todas las seminormas

[0,00)

i X
X inf p(x+y),
yEN

[x]

—
—

definen la topologia cociente T y. Por lo que % con la topologia cociente es localmente
convexo.

Demostracién. Veamos que en efecto la funcién p via la regla 7(x) = [x] — inf, ey p(x +
y), donde p € 22, es una seminorma:

(1) Mostremos que p saca escalares positivos. Sean [x] € % y A € C. Para el caso en
que A =0, se da trivialmente pues 0 € N, y asi

0=p([0])=p(Alx]) = inf p(Ax +y) = inf p(y) = 0 = Ap([x]).
yEN yeN
En otro caso tenemos
p(/l[x])=ylglgp(/1x +y)=ylrellgp(/1x+/1y)=ylg]§p(/1(x +y))=Ap([x]).
pero por ser p una seminorma en X, se sigue que
ylggp(/l(x +y))=ylglg|/1|p(x +y)= Illylggp(x +y)=IAlp([x])

Por lo que p(A[x]) =|A| p([x]), para todo [x] € % ytodo A eC.

(2) Nos falta ver que p es subaditiva, es decir, satisface la desigualdad triangular. Sean
[x],[yl€,yA€C, ast:

plx]+[z]) = ﬁ([X+Z])=in€l£p((x+Z)+(y+Z))=Zilel£P(X+y+22)
= Infp((x+2)+y+2))=(*)
yEN
pero, como p es una seminorma en X, siempre se da
px+z+y+z)<p(x+z)+p(y+z) paratodo y€eN.
Entonces

(*) = infp((x+2)+(y+2)<infp(x+z)+infp(y+=z)
yeN yeEN yeEN
p([xD+p([z])

IA
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De esto obtenemos que

P([x]+[=]) < p([x])+ p([z]).
Ademas, por definicion, al ser p una seminorma, p es no negativa. Con esto concluimos
que p definida asi es una seminorma en % Llamemos 7 5 a la topologia generada por la
familia de seminormas & obtenida como arriba. Ahora, observemos que pon: X — R

y que tenemos p(7(x)) < p(x), para todo x € X, para todo p € 2. Entonces para ¢ > 0
arbitrario se cumple:

P (Be(0)) S (p o) (Be(0)).
De modo que
7(p ™ (B(0)) € 7((p o ) (Be(0))) = p ' (B.(0)).

Con esto Ty C Tz en 3.

Para la otra contension, sea W € %y. Elegimos p € & y ¢ > 0 tales que [x] € W si
p(x) < & usando que & es una familia de seminormas dirigida. Consideramos ahora, V'
una vecindad de cero en (%, T

X
V:={[x] EN :ﬁ([x])<€}.
Dado [x] € V, p(x+y) < € para algin y € N; es decir, [x] = [x +y] € W, para algin

y € N.Estoes, VC W,y W es una vecindad de 0 en (%, Tz~ En consecuencia Ty = 75
X
en %. ]
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Capitulo 4

APLICACIONES

El objetivo de este capitulo es ejemplificar los resultados obtenidos en los capitulos
precedentes a este. Muchos de los espacios de funciones mds conocidos son los espa-
cios de Banach. Vamos a mencionar solo unos pocos tipos: Los espacios de funciones
continuas en espacios compactos, los LP-Espacios que se producen en la teoria de la
medida, los espacios de Hilbert, ciertos espacios de funciones diferenciables y los es-
pacios de las aplicaciones lineales continuas cuando el codominio es de Banach. Pero
también hay muchos espacios importantes que no encajan en este marco,como:

1. a)C(f2), el espacio de todas las funciones continuas en un conjunto abierto 2 en
un espacio euclidiano R”.

2. b)H(Q), el espacio de todas las funciones holomorfas en algiin conjunto abierto Q2
en el plano complejo.

3. ¢) C*(), el espacio e todas las funciones infinitamente diferenciables .

Estos espacios llevan topologias naturales que no pueden ser inducidas por las normas
como veremos mds adelante. Ellos, al igual que los espacios normados, son ejemplos de
espacios vectoriales topolégicos

4.1. Espacio C(2)

Si Q2 es un conjunto abierto en un espacio euclidiano, entonces (2 es la uniéon de una
cantidad numerable de conjuntos compactos K,, # 0 los cuales podemos elegir de tal
manera que K, estd contenida en el interior de K,,1; (n =1,2,3,---). Esto se cumple ya
que si ) #Q c K™ es abierto, para cada n € N definimos

1
Fn:{xEQ:d(x,QC)Z ;},

donde cada F, es cerrado. Como B,(0)={x € K™ :||x|| < n} es compacto, entonces K,, =
B,(0)N F, C Q también es compacto. Ademas, se cumplen las siguientes propiedades:
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(i) K,CK},,, paratodon€N,
i) o= K,
n=1

(iii) Si E C Q) es compacto, entonces existe n € Ntalque E C K, :
Dado que E es compacto, d(E,2¢) > 0y E es acotado, podemos encontrar ny € N
tal que d(E,Q°) > nio y E C B,,,(0). Esto implica que E C K,,, .

Definamos ahora a C(2) como el espacio vectorial de todas las funciones continuas de
en el campo de los nimeros complejos, a C(£2) le asignamos la topologid generada por
la familia separante de seminormas

pn(x):sup{|f(x)| :xeKn}.

Por como construimos a los conjuntos K, n € N, se cumple que p; < p, < p3 <:-- los
conjuntos

VnZ{fEC(Q):pn(fK%}, n=r23, -

forman una base local convexa para C(£2). Recordemos que como 2 = {p;},, es una
familia separante numerable de seminormas en C(f2), C(f2) es metrizable; y ademas,
podemos definir una métrica invariante bajo traslacién y compatible con esta topologia;
esto es, directamente de {p;},., podemos definir la métrica

{ann(f_ g)

27" n - 2
M<d(f’g):max 1+p (f_g)

< paratodo neN
1+p.(f—8) neN }

Veamos que esta métrica es completa:
Sea {f},.y una sucesion d-Cauchy en C(Q2). Asi tenemos que para todo £ > 0 existe un
NeN, talqueparai,j €N,

méx{w}q

neN | SIS, (o= 4]
y de esto tenemos que para cada n €N,
27" pu(fi = £}) e

lo que significa que {f;},.y una sucesién de Cauchy en cada K, dotado con la norma
del supremo, y donde converge uniformemente a una funcion f.
Dado un £ > 0 sea N € N tal que 27V < g, entonces

(27 palfi— 1)
o) <

n>N
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y existe un k € N tal que parai > k

(27" palfi— f)
elron-n <

n<N

lo cual implica que f; — f,

esto significa que d es una métrica completa. Con esto concluimos que C(£2) es un
espacio de Fréchet.
Por (b) del Teorema 3.19, un subconjunto E C C(2) es acotado si y solo si existen 0 <
M, <oo, n €N, tales que p,(f) < M, paratoda f € E; asi entonces |f(x) <M,sifeEy
x € K,,. Por construccion, cada V, contiene una funcién f parala cual p,; es tan grande
como se quiera, tenemos que V}, no es acotada. Entonces C(£2) no es localmente acotado
y por tanto no normable.

4.2. Espacio H(()

Sea Q2 € C un abierto no vacio definamos C(f2) y consideremos el subespacio vecto-
rial
HQ)={f:Q—C:f esholomorfaen Q}.

Recordemos que una funcién f : 2 — C es holomorfa (esto es, C-diferenciable en cada
punto de ) siy solo si es analitica (es decir, desarrollable en serie de potencias en un
entorno de cada punto de €2). Como los limites de sucesiones de funciones holomorfas
son holomorfas, H(2) es un subespacio cerrado de C(£2). Por lo tanto H(f2) es un espacio
de Fréchet. Probaremos ahora que H({2) tiene la propiedad de Heine-Borel.

Sea E C H(Q2) cerrado y acotado, como E es acotado existen 0 < M,, < oo tal que

pu()EM,, fEEK,
|f(x)| <M., fEE, xeK,

Luego E es uniformemente acotada en cada compacto de €2, por el teorema de Montel
E es una familia normal.

Sea {f,} oy una sucesion de funciones en E, entonces existe una subsucesion { f,,, },.
de {f.},y talque f,, — f cuando i — coi,e,.{ f,, },o, converge uniformemente a f sobre
los subconjuntos compactos de £, entonces f,, — f cuando i — oo en la topologia de
H(Q)y f € H), como E es cerrado f € E. Asi E es compacto.

Ahora H(Q2) no es localmente acotado, pues si lo fuera y como H(f) tiene la propiedad
de Heine-Borel, entonces H(f2) tendria dimension finita, lo cual es falso pues H({2) tiene
dimensién infinita. Por lo tanto H(2) no es normable.

4.3. Espacio C*(12)

Comenzamos esta seccion introduciendo alguna terminologia que utilizaremos més
adelante en nuestro trabajo
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Llamamos multi-indice a la n-upla ordenada
a:(al!aZy"' ;an)

de enteros no negativos «;. A cada multi-indice « se le asocia el operador diferencial

Dt o4 ( 2 \* o \*
\dx; 0x, ox,

cuyo ordenes |a|=a;+ay+---+a,.Si|la| =0, D*f = f.

Una funcion compleja f definida en algtin conjunto no vacio 2 € R” se dice que perte-
nece a C*(02) si D*f € C(f2) para todo multi-indice a.

El soporte de una funcién compleja f supp(f) (sobre un espacio topolégico) es la clau-
sura de {x : f(x)#0}.

Si K es un conjunto compacto de R”, entonces Yk denota el espacio de todas las f €
C>(R") cuyo soporte esta contenido en K. Si K C 2 entonces Yk es un subespacio de
C>().

Vamos a definir ahora una topologia en C*(2) que convierte a C*°(£2) en un espacio de
Fréchet con la propiedad de Heine-Borel, tal que %k es un subespacio cerrado de C*(£2)
cuando K C Q.

Para esto, elijamos conjuntos compactos K; (i = 1,2,3,---) tales que K, C K, , yQ =

U K,,. Definamos seminormas

n=1

pm(f)=méx{|D*f(x)|: x €Ky, lal<m}.

Estas seminormas definen una topologia metizable localmente convexa sobre C>(£2).
Esto se sigue de el teorema 3.19 y la remarca 3.c.
Ahora definamos el funcional T, : C*(2) — C con x € C de modo que f — f(x), este
funcional es continua. En efecto.
Sea € > 0 luego existe 6 > 0 de modo que para m € N p,,(f) < 6 entonces, tomando
o0=¢

|f0)| < pm(f)<e.

Luego el ker(T;) es cerrado en C*(2) con esta topologia. Mostraremos ahora que

D= () kex(T)

xeK°

Sea f € Yk, entonces supp(f) € K, {x: f(x)#0} C K, entonces tenemos que f(x)=0
para todo x € K¢, luego f €ker(T,) para todo x € K¢, asi

fe ) ker(T).

xekK°
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Del mismo modo
ﬂ ker(T,) € Y.
xeKe*

Luego concluimos que %k es cerrado.

Una base local para C*(f2) esta dada por los conjuntos

Vn:{feCOO(Q):p,,(f)<%} (n=1,2,---).

Si {fi},oy una sucesion de Cauchy en C*(12) y si fijamos un N >0 para i, j > N tenemos
que f; — f; € W, entonces

pafi— f)=max {|D*filx) = D[y s x € Ky, lal SN} <,

asi |D*fi(x)— D“fj(x)| < % en Ky, si |a| < N, de esto tenemos que D“ f; converge uni-
formemente en subconjuntos compactos de 2 a una funcién g,. en particular f;(x) —
8o(x), luego go € C*(Y), go=D%goYy fi — 8o en la topologia de C>(2).

Asi C*(£2) es un espacio de Frechet. lo mismo ocurre con para cada subespacio cerrado
de 9.

Para probar que C*(2) cumple la propiedad de Heine-Borel probaremos primero los
siguientes resultados:

Lema 4.1. Sea ) un subconjunto abierto de R", si k < 0o algtin subconjunto acotado de
Ck+1(Q) es relativamente compacto en C*(2).

Demostracién. Sea Ky C K; C --- C K; C --- la usual secuencia de de subconjuntos com-
pactos, cuya union es €2, y tal que K; C (K;41)°. Sea E C C*¥+1(2) acotado, sea S una suce-
sion en E. Sera suficiente mostrar que esta sucesion contiene una subsucesion conver-
gente.

Sea i >1, Como E es acotado y por el teorema 3.19, la acotaciénde E es equivalente a la
existencia de nimeros M; < oo tal que

pi(f)<M; paratodo feE.

La desigualdad |D0‘ f \ < M, validaen K;;, cuando || < k+1 implican la equicontinuidad
de {DPf:feE}enK;si | [3’| < k, asi también la sucesion S es equicontinua y acotada
en K;. En vista del teorema de Arzeld Ascoli’s, hallamos una subsucesién S; C S tal que
restriccion

Daf |(Ki)0 con fESI (4.1)

converge en C!(K;), resulta inmediatamente que si f; es el limite de las restricciones
(4.1)en C°(K;) cuando |a| = 0, entonces, para cada a, |a| < k, D?f; es el limite de la res-
triccion de (4.1) en ese mismo espacio, asi S; converge en C*(K;).

Nosotros probamos el siguiente hecho:
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(@) Dado algiini > 1, y alguna sucesion acotada S en C**1(K;), existe una subsucesion S

de S tal que la restriccion de las funciones f € S; a (K;;1)° forman una sucesién conver-
gente en C*(K;).
Sea ahora sea S una sucesion en E. Por restriccion a (K;)°. da lugar a una sucesion aco-
tada en C*+1(K;) por (a),podemos encontrar una subsucesion S; de S tal que las restric-
ciones S |(x,p a (Ko)° convergen en C¥(Ky). Pero S; también es acotado en C¥+1(Q); por
la restriccion a (K;)° define a una sucesion acotada en C¥*+!(K;) por (a),podemos encon-
trar una subsucesion S, de S; tal que las restricciones S; |k, convergen en C*(K;). etc.
de este modo obtenemos una sucesion de sucesiones totalmente ordenadas

§=5,28D28D>2:-D§;D:-

tal que, paracadai>1, S; |k, ,p convergenen C*(K;_,). Paracadai>1,sea f; ellimite
de la sucesion S; |, ,p en C¥(K;_). Sea f; €S, tal que

1
p,-_l(fi—f,-’)S; con x<(K_)%

Es obvio que la sucesion S’ = {fi, fo, f3,:--} converge en Ck(12), este limite es la funcién
f €Qcuyarestriccion a (K;)° es f! para cada i > 1. O

Lema 4.2. Sea () un subconjunto abierto deR",. Algtin subconjunto acotado de C*(£2) es
relativamente compacto en C*®(X).

Demostracion. Sea E C C*(Q2) acotado, con mayor razon E es acotado en cada CK(2) k=
1,2,--- de este modo E es relativamente compacto en cada C*~1(Q). Sea S una sucesion
de E, ahora sea S, una subsucesion de S que converge en C°(2) y sea f este limite. Sea S;
una subsucesion de S, que converge en C'(Q), el limite de S; también debe ser f (que,

a modo de consecuencia, es C!(f2) ); sea S, una subsucesion de S; que converge a f en
C?(Q2), procediendo de este modo, vemos que f es C*® en 2, y tenemos ahora una suce-
sién de sucesiones

§055D2828>---2§5;,D---,

esta vez con la propiedad que, para cada i > 1, S; converge a f en C(Q2). Para cada
i,seleccionamos un elemento f; €§; tal que

pi(fi_f)S% con xe€(K;).

La subsucesién de S, {f1, f>,---} claramente convergen a f en C*(Q2). O

Ahora volviendo a nuestro problema. Sea E cerrado y acotado en C*(f2), como E
es acotado en C*(2),tenemos que E es relativamente compacto ,i.e., E es compacto en
C>(92), como E es cerrado en C*(f2), entonces E es compacto.
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