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Introduión
El onepto de variedad (que involura oneptos de análisis, diferenial, algebraia ytopología) ha jugado un papel fundamental en el desarrollo y direión de las matemátiasmodernas, podemos itar por ejemplo la geometría diferenial loal, geometría proyetiva,geometría algebraia y otros.Este proyeto de grado estudia la manera de inrustar ualquier variedad difereniablede dimensión n a ierto espaio eulidiano de dimensión 2n + 1, donde, esto quiere deir,que no toda variedad de dimensión n puede inrustarse en un espaio eulidiano de dimensión

n, n+1, ..., 2n tal omo mostramos, ejemplos en el terer apítulo. Además también estudiamosque ualquier variedad de dimensión n es inmersa a un espaio eulidiano de dimensión 2n.El propósito del presente trabajo es realizar la prueba del Teorema, debido a HasslerWhitney. Es deir, inrustar una variedad difereniable en un espaio eulidiano medianteuna apliaión regular e inyetiva, esto es, que la apliaión es una inrustaión.El presente trabajo esta dividido en tres apítulos.En el primer apítulo damos los oneptos de variedad difereniable y de�nimos una va-riedad difereniable también onstruimos variedades difereniables mediante apliaiones in-yetivas, on esto mostramos que la Variedad de Grassmann Gr(Rn+r) que es el onjunto detodos los subespaios vetoriales de dimensión r del espaio eulidiano Rn+r, es una variedaddifereniable de dimensión r. Además las apliaiones difereniables que induen transfor-maiones lineales del espaio tangente y también que induen transformaiones lineales delespaio otangente se omportan omo adjunta. Conluimos este apítulo on los teoremas(1.3) y (1.4) que araterizan a apliaiones regulares, que son útiles en el siguiente apítulo.En el segundo apítulo, desarrollamos los oneptos neesarios para de�nir una subvarie-dad regular. Presentamos que la variedad en la que trabajamos es un espaio paraompato,para tal espaio enontramos un ubrimiento por onjuntos abiertos, tal que es un re�na-miento loalmente �nito normalizado. Es deir a todas las veindades oordenadas mediantesu apliaión oordenada haemos orresponder una bola abierta de entro ero y radio tres.Finalizando este apitulo, mostramos la existenia de funiones bump, de�nidas en un espaioiv



eulidiano y luego las extendemos a variedades difereniables. Estas funiones bump son útilespara demostrar el Teorema de Inrustaión de Whitney.En el terer apítulo, que es el tema entral de este trabajo, desarrollamos, onjuntos demedida ero en una variedad difereniable, luego mostramos, dos teoremas, (3.1) y (3.2) queson de muha importania para onluir el propósito del trabajo. Por otro lado de�nimosel onjunto limite (página 74) y también mostramos el Lema 3.7, que es importante paraonluir el propósito del trabajo. Con todo esto, desarrollado, llegamos a mostrar el Teoremade Inrustaión de Whitney (Teorema 3.3) y También mostramos el Teorema de Inmersión deWhitney (Corolario 3.3).

U.M.S.A. v F.C.P.N.



1Variedades Difereniables
En este apítulo extenderemos el álulo diferenial de espaios eulidianos a espaios queson una generalizaión de super�ies. Estudiaremos las variedades y los teoremas uando laderivada de una apliaión es inyetiva o sobreyetiva.1.1. Variedades DifereniablesA grosso modo, una variedad difereniable, es omo una super�ie, que no preisa estaren un espaio eulidiano. Diremos que la variedad M es difereniable, a una variedad de lase

C∞.Sea M un espaio topológio de Hausdor� on una base numerable, on una oleiónindizada de pares {Wα, ηα}α∈I , donde Wα es un subonjunto abierto de Rn y ηα : Wα → Mes un homeomor�smo de Wα haia un subonjunto abierto Uα = η(Wα) de M que satisfaelas siguientes ondiiones:1. Si p es un punto en M , existe un índie α en I tal que Uα ontiene a p.2. Para ada par ordenado de índies α, β de I tal que
U = Uα ∩ Uβno vaío, la restriión de η−1

β ◦ ηα a η−1
α (U) es una apliaión difereniable de esteonjunto haia Rn.3. Si η : W → U es un homeomor�smo de un subonjunto abierto W de Rn haia unsubonjunto abierto U de M tal que para ada índie α, y que U ∩ Uα es no vaió larestriión de η−1 ◦ ηα a η−1

α (U ∩ Uα) y la restriión de η−1
α ◦ η a η−1(U ∩ Uα) sonapliaiones difereniables, existe un índie β tal que (W, η) = (Wβ, ηβ).1



1.1. VARIEDADES DIFERENCIABLESEl entero n es el mismo para todos los índies y se llama la dimensión de la variedadM . Los onjuntos Uα (α ∈ I) son llamados veindades oordenadas de M . La apliaión
ϕα = η−1

α : Uα → Wα será llamado apliaión oordenada orrespondiente a la veindadoordenada U .La ondiión 1, garantiza que M es ubierto por sus veindades oordenada.La ondiión 2, nos die, si α, β son índies tales que Uα ∩ Uβ = U es no vaió entones
η−1
β ◦ ηα y η−1

α ◦ ηβ, están restringidas en η−1
α (U) y η−1

β (U) respetivamente, donde ambas sonapliaiones difereniables. Como estas apliaiones son inversas uno del otro, se sigue que susmatries jaobianas tiene rango n. La apliaión η−1
β ◦ ηα = ϕβ ◦ ϕ−1

α será denotado por ψβα yse llamará la transformaión oordenada sobre Uα ∩ Uβ (ver Figura 1-3).
Wα

ψβ
α

Wβ

ηα ηβ

Uα
Uβ

Figura 1-3La ondiión 3, expresa que la familia {Uα, ϕα}α∈I ontiene ada veindad oordenadaposible de la variedad M . En el Teorema 1.1 mostraremos que, si asumimos las ondiiones 1y 2, es posible extender la familia {Uα, ϕα}α∈I haiendo satisfaer la ondiión 3.SeaM un espaio de Hausdor� on una base numerable y on una familiaW = {Wα, ηα}α∈Isujeto a las ondiiones 1 y 2. Bajo estas irunstanias, llamaremos a M una variedadoordenada . Un par (W, η) donde W es un subonjunto abierto de Rn y η : W → η(W ) =

U un homeomor�smo sobre un subonjunto abierto U de M , se dirá que es ompatibleU.M.S.A. 2 F.C.P.N.



1.1. VARIEDADES DIFERENCIABLESon W si, para ada índie α ∈ I tal que U ∩ Uα es no vaió, las apliaiones η−1 ◦ ηα y
η−1
α ◦ η son difereniable uando las restringimos a los onjuntos η−1

α (U ∩ Uα) y η−1(U ∩ Uα)respetivamente. Con esta de�niión es posible extender la familia W a la ondiión 3, paraque M se vuelva en una variedad difereniable.Teorema 1.1. SeaM una variedad oordenada on la familia W = {Wα, ηα}α∈I satisfaiendolas ondiiones 1 y 2. Entones la familiaW∗ que onsiste de todos los pares que son ompatibleon W, satisfae las ondiiones 1, 2 y 3, por tanto hae a M una variedad difereniable.Demostraión. Esta laro que, si probamos la ondiión 2 para W∗, tenemos probado el teore-ma. Sean (W, η) y (W ′, η′) dos pares que son ompatible on W. Sean U = η(W ), U ′ = η′(W ′)y asumamos que U ∩ U ′ es distinto de vaío.Sea x un punto de η′−1(U ∩ U ′). Por demostrar que η−1 ◦ η′ es difereniable en x. Porla ondiión 1, existe un índie α tal que η′(x) esta ontenido en Uα = ηα(Wα). De aquíel onjunto Uα ∩ U ∩ U ′ 6= ∅, y sobre este onjunto η−1 ◦ η′ = (η−1 ◦ ηα) ◦ (η−1
α ◦ η′). Porla ompatibilidad de (W, η) on W, sabemos que las apliaiones η−1 ◦ ηα y η−1
α ◦ η′, sondifereniables en η−1

α (Uα ∩ U ∩ U ′) y η′−1(Uα ∩ U ∩ U ′) respetivamente. De aquí η−1 ◦ η′ esdifereniable en x.Vemos del Teorema 1.1 que es su�iente desribir las veindades oordenadas de unavariedad oordenada para de�nir una variedad difereniable.De�niión 1.1 (Carta). Una arta o sistema de oordenadas n-dimensional en M esun par, (U, ϕ), donde U ⊂ M es un onjunto abierto y ϕ : U → Rn es un homeomor�smo de
U sobre el subonjunto abierto ϕ(U) ⊂ Rn.Ahora justi�aremos de por que el nombre de veindad oordenada al onjunto U , que esel dominio de la apliaión oordenada ϕ. Todos los puntos de U tienen asignadas, via ϕ, unasoordenadas. En efeto, si pi : Rn → R denota la funión proyeión en la i-esima oordenada,entones se de�nen las funiones oordenadas asoiadas a la arta (U, ϕ) omo xi = pi ◦ ϕ.Entones, las oordenadas de un punto p en la apliaión oordenada ϕ son (x1(p), ..., xn(p)).De�niión 1.2 (Cartas Compatibles). Dos artas n-dimensional (U, ϕ) y (V, ψ) en M sonompatibles si U ∩ V 6= ∅ o bien los onjuntos ϕ(U ∩ V ) y ψ(U ∩ V ) son abiertos en Rn y lasapliaiones ψ ◦ ϕ−1 y ϕ ◦ ψ−1 son difeomor�smos.Ahora de�niremos un onepto fundamental de esta seión.De�niión 1.3 (Estrutura Difereniable). Un atlas difereniable n-dimensional sobre M esuna familia de artas A = {(Uα, ϕα)} satisfaiendo las siguientes ondiiones:U.M.S.A. 3 F.C.P.N.



1.2. APLICACIONES DIFERENCIABLESa) ⋃α∈I Uα = Mb) Para todo índie α y β, si Uα ∩ Uβ 6= ∅ las artas (Uα, ϕα) y (Vβ, ψβ) son ompatibles.Diremos que el atlas A determina una estrutura difereniable sobre M si es maximal para lasondiiones anteriores. Más explíito, deimos maximal uando ontiene todos los sistemasoordenados que son ompatibles en relaión a A.De�niión 1.4. Una variedad difereniable de dimensión n es un par (M, [A]) formadopor un espaio topológio de Hausdor� M y una estrutura difereniable [A] sobre M .Para indiar la dimensión n, en algunas oasiones esribiremos Mn en lugar de M , yuando la estrutura difereniable sea onoida omitiremos ualquier referenia a ella.Ejemplo [El espaio de las Matries℄Sea M(m × n,R) el onjunto de todas las matries reales de tamaño m × n. Entones
M(m × n,R) admite estrutura de variedad difereniable. En efeto, si A ∈ M(m × n,R)podemos esribir

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a21... ... . . . ...
am1 am2 · · · amn


entones de�nimos la apliaión ϕ : M(m× n,R) → Rmn por:

ϕ(A) = (a11, a12, ..., a1n, a21, ..., a2n, ..., am1, ..., amn).Se a�rma que ϕ onstituye una arta global sobre M(m×n,R), pues ϕ es un isomor�smo oninversa ontinua. Esta determinará la estrutura difereniable estándar sobre el espaio de lasmatries M(m× n,R).Ejemplo Sea (M, [A]) una variedad difereniable de dimensión n. Sea U ⊂ M unonjunto abierto. Denotemos por A/U el onjunto {(Wi, ϕi|Wi
) / Wi = U ∩Ui, (Ui, ϕi) ∈ A},entones A/U es un atlas de dimensión n, llamada estrutura diferenial de U induida porla estrutura diferenial de M .1.2. Apliaiones DifereniablesEn esta seión vamos a introduir el onepto de apliaión difereniable, herramientabásia para extender el alulo diferenial a las nuevas estruturas que aabamos de de�nir.Vamos a deir on la palabra funión, a todas las funiones de valor real. Entenderemos porU.M.S.A. 4 F.C.P.N.



1.2. APLICACIONES DIFERENCIABLESapliaión (funión) difereniable, a una apliaión (funión) de lase C∞ a menos que se digalo otro.Comenzaremos por el aso más senillo, uando el onjunto de llegada es el espaio eulídeo
R. Sea f : M → R una funión, sea p un punto de su dominio y onsideremos (U, ϕ) una artaen M uyo dominio ontiene a p. Entones la apliaión F = f ◦ϕ−1 : ϕ(U) → R se denominala representante loal o representante en oordenadas de f (respeto de la arta (U, ϕ)).De�niión 1.5 (Funión Difereniable). Una funión f : M → R es difereniable en unpunto p ∈M si una representante loal F = f ◦ ϕ−1 (y, por tanto, todas) es difereniable en
ϕ(p). La funión se die difereniable si lo es en todos los puntos de su dominio.Esta de�niión no depende de la eleión, de artas oordenadas. Entones, sean (U, ϕ) y
(V, ψ) dos artas en M uyos dominios ontienen al punto p, y onsideremos F = f ◦ ϕ−1 y
G = f ◦ ψ−1 las representantes loales respetivas. Entones, utilizando el ambio de artas,podemos omprobar que F = G ◦ (ψ ◦ ϕ−1), por lo que F es difereniable en ϕ(p) si y sólo si
G es difereniable en ψ(p).Introduzamos ahora el aso general. Sea f : Mm → Nn una apliaión, sea p un puntode su dominio y onsideremos (U, ϕ) una arta en M uyo dominio ontiene a p y (V, ψ) unaarta en N tal que f(U) ⊂ V . Entones la apliaión F = ψ ◦ f ◦ϕ−1 : Rm → Rn se denominala representante loal o representante en oordenadas de f (respeto de las artas (U, ϕ) y
(V, ψ)).De�niión 1.6 (Apliaión Difereniable). Una apliaión f : Mm → Nn es difereniableen un punto p ∈ M si una representante loal F = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 (y, por tanto, todas) esdifereniable en ϕ(p). La apliaión se die difereniable si lo es en todos los puntos de sudominio.De�niión 1.7. La apliaión f : M → N se die que es un difeomor�smo si es biyetiva,difereniable y on inversa difereniable. En tal aso, las variedades M y N se die que sondifeomorfas.Ejemplo [Apliaión Determinante℄Sea M(n,R) el onjunto de las matries uadradas reales de orden n on su estruturadifereniable y onsideremos la apliaión det : M(n,R) → R. Veamos que det es una apli-aión difereniable. Sea ϕ : M(n,R) → Rn2 la arta estándar sobre las matries uadradas(ver el ejemplo de espaio de matries) y sea ψ : R → R la arta identidad. Así onsideremos
F = ψ ◦ det ◦ϕ−1 = det ◦ϕ−1 tal que F : Rn → R es la representante loal de la apliaiónU.M.S.A. 5 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASdeterminante det, es deir,
F (x11, x12, ..., x1n, x21, ..., x2n, ..., xm1, ..., xmn) = det




x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x21... ... . . . ...
xm1 xm2 · · · xmn



.Usando la de�niión del determinante deduimos que

F (x11, x12, ..., x1n, x21, ..., x2n, ..., xm1, ..., xmn) =
∑

σ∈Sn

εσx1σ(1) · · ·xnσ(n),donde Sn es el grupo de las permutaiones de n letras y εσ denota la signatura de la permuta-ión σ. Al ser F un polinomio de n2 variables, es difereniable y en onseuenia, la apliaiónes también difereniable.1.3. Variedades de�nidas por una oleión de inyetivasSea X un onjunto. Si X posee estrutura de variedad difereniable, entones su topologíaesta perfetamente determinada por el atlas. De modo más preiso:Lema 1.1. Sea X un onjunto (sin estrutura topológia) y A una oleión de inyetivas
ϕ : U ⊂ X → Rn que satisfae las siguientes ondiiones:(1) Para ada ϕ ∈ A, ϕ : U ⊂ X → Rn, ϕ(U) es abierto en Rn.(2) Los dominios U de las apliaiones ϕ ∈ A ubren X.(3) Si ϕ : U → Rn y ψ : V → Rn perteneen a A y U ∩V 6= ∅, entones ϕ(U ∩V ) y ψ(U ∩V )son abiertos en Rn y la apliaión ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U ∩V ) → ψ(U ∩V ) es un difeomor�smo.Con estas ondiiones, existe una y solamente una topología en X relativamente a A que esun atlas difereniable en X.Demostraión. Uniidad. Sea τ una topología en X tal que A es un atlas difereniable sobre
(X, τ). Entones los dominios U de los homeomor�smos ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn. son elementosde τ y ubren X. Si A ⊂ X es abierto entones A ∩ U ∈ τ luego ϕ(A ∩ U) es abierto en Rn.Por otro lado, si A ⊂ X es tal que ϕ(A ∩ V ) es abierto en Rn para todo ϕ ∈ A, entones
A =

⋃
ϕ∈A ϕ

−1(ϕ(A∩ V )) es abierto en X. Conlusion: A ∈ τ si y sólo si ϕ(A∩ U) es abiertoen Rn para ada ϕ ∈ A. Esto muestra la uniidad de τ y nos da una pista para demostrar laU.M.S.A. 6 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASExistenia. Delaramos un subonjunto A ⊂ X abierto si, y solamente si, ϕ(A∩U) ⊂ Rn esabierto para todo ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn en A.A�rmamos, que on las ondiiones (1), (2) y (3), de�ne realmente una topología en X, se-gún al ual ada onjunto U ⊂ X es abierto y ada ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rn es un homeomor�smo.En efeto, onsideremos tres asos:Como X =
⋃
α Uα on Uα abierto y ϕ biyetiva entones,

ϕ(X) = ϕ(
⋃

α

Uα)

=
⋃

α

ϕ(Uα)

⊂ Rnde donde ϕ(X) en un abierto en Rn. Por otra parte ϕ(X ∩ U) = ϕ(X) pues U ⊂ X,entones por de�niión de τ , se tiene que X ∈ τ . También ∅ ∈ τ por vauidad (puestodo falso implia verdad).Sea Aα ∈ τ . Tenemos Aα ∈ τ si y sólo si ϕ(Aα ∩ U) es abierto en Rn. Luego omo
ϕ es biyetiva se tiene ϕ(Aα ∩ U) = ϕ(Aα) ∩ ϕ(U) es un abierto en Rn. Por tanto
ϕ(
⋃
αAα ∩ U) =

⋃
α(ϕ(Aα) ∩ ϕ(U)) es un abierto en Rn. Así por de�niión ⋃αAα ∈ τ .Sean A1, ..., An ∈ τ . Tenemos Ai ∈ τ para i = 1, ..., n si y sólo si ϕ(Ai ∩U) es un abiertoen Rn para i = 1, ..., n. Luego omo ϕ es biyetiva ϕ(Ai ∩ U) = ϕ(Ai) ∩ ϕ(U) es unabierto en Rn. Por tanto ϕ (

⋂n
i=1Aα ∩ U) =

⋂n
i=1(ϕ(Ai) ∩ ϕ(U)) es un abierto en Rn.Así por de�niión ⋂n

i=1Ai ∈ τ .Debemos adiionar más hipótesis al Lema 1.1 si deseamos que la topología de X tengabase numerable.Lema 1.2. La topología X, de�nida por el ′′atlas′′ A satisfaiendo (1), (2) y (3) tiene basenumerable si, y solamente si(4) La obertura de X por medio de los dominios U de apliaiones ϕ ∈ A admite unasubobertura numerable.Demostraión. Supongamos que (4) se veri�a entones X es unión numerable de abiertos U ,ada uno de los uales tiene base numerable siendo homeomorfo a un abierto de Rn. Luego Xtiene base numerable.U.M.S.A. 7 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASReíproamente supongamos que X satisfae (1), (2), (3) y tiene una base numerable,entones resulta del Teorema de Lindelöf ( En un espaio topológio on base numerable,toda obertura abierta admite una subobertura numerable).Observaión: La topología de X, obtenida de auerdo on el Lema 1.1, es loalmente deHausdor�. Quiere deir, si p 6= q son puntos de X perteneientes al mismo dominio U de unaapliaión ϕ ∈ A, entones p y q poseen veindades disjuntas pues U es abierto en X y eshomeomorfo al espaio de Hausdor� ϕ(U) ⊂ Rn.Una oleión B de abiertos de un espaio topológio X se llama un sistema fundamentalde veindades abiertas de un punto x ∈ X uando:i Todo V ∈ B ontiene x.ii Todo abierto A en X que ontiene a x debe ontener algún V ∈ B.En ada aso onreto, la apliaión de los Lemas 1.1 y 1.2 on el propósito de de�nir unaestrutura de variedades difereniables debe haerse una investigaión sobre Hausdor�idadde la topología de X. Esta investigaión esta abreviada usando el siguiente lema.Lema 1.3. La topología de X, de�nida por un ′′atlas′′ A satisfaiendo (1),(2) y (3) es deHausdor� si, y solamente si, umple:(5) Para ualquier par de sistemas de oordenadas ϕ : U → Rn, ψ : V → Rn on U ∩ V 6= ∅,no existe una suesión zi ∈ ϕ(U ∩ V ) tal que
zi → z ∈ ϕ(U − V ) y (ψ ◦ ϕ−1)(zi) → z′ ∈ ψ(V − U).Demostraión. Supongamos (5) y que la topología de X no es de Hausdor� entones existenpuntos p, q ∈ X tal que p 6= q, on la propiedad: Toda veindad de p y toda veindad de qtiene interseión no vaía. Consideremos las apliaiones oordenadas ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rnen p y ψ : V → ϕ(V ) ⊂ Rn en q. Entones U ∩ V 6= ∅. Como la topología de X es loalmentede Hausdor�, neesariamente p /∈ V y q /∈ U . Sea U1 ⊇ U2 ⊇ . . . un sistema fundamental deveindades de p y V1 ⊇ V2 ⊇ . . . un sistema fundamental de veindades de q. Esojamos, paraada i, pi ∈ Vi ∩ Ui. Entones,

ϕ(pi) = zi → ϕ(p) ∈ ϕ(U − V ) y ψ ◦ ϕ−1(zi) = ψ(pi) → ψ(q) ∈ ψ(V − U).Reíproamente, si existen apliaiones oordenadas ϕ : U → Rn y ψ : V → Rn on
U ∩ V 6= ∅ y una suesión de puntos zi ∈ ϕ(U ∩ V ) tales que zi → z ∈ ϕ(U − V ) y
(ψ ◦ ϕ−1)(zi) → z′ ∈ ψ(V − U) entones,U.M.S.A. 8 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVAS
ϕ−1(zi) → p = ϕ−1(z) ∈ U − V y ψ−1(ψ ◦ ϕ−1(zi)) = ϕ−1(zi) → q = ψ−1(z′) ∈ V − U .Como p 6= q la suesión ϕ−1(zi) tiene dos "límites�. Luego X no es de Hausdor�. Esto seilustra en la siguiente �gura.

p q

z z′

ψ ◦ ϕ−1

ψ(V )

ϕ(U)

ψ
ϕ

b
b b b

b

b
b

b
b

b b b
b b

zi

ϕ(U − V )

ψ(V − U)

U V

bb

b

b

b

Ejemplo [Variedad de Grassmann℄La variedad de Grassmann G2(R3) es el onjunto de todos los subespaios vetoriales dedimensión 2 del espaio eulidiano R3. Ver su ilustraión en la siguiente grá�a.
0

G2(R3)
x3

x2

x1Los elementos de H ∈ G2(R3) pueden ser desritos por oordenadas homogéneas (relaión deequivalenia), dadas por una matriz de tamaño 3 × 2, Y = (yij) =




y1
1 y1

2

y2
1 y2

2

y3
1 y3

2


 de rango 2,

U.M.S.A. 9 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASuyas olumnas;
v1 = (y1

1, y
2
1, y

3
1), v2 = (y1

2, y
2
2, y

3
2)forman una base de H . Por algebra lineal es onoido que todas las otras bases de H son dela forma:

w1 = a1
1v1 + a2

1v2, w2 = a1
2v1 + a2

2v2donde A =

(
a1

1 a1
2

a2
1 a2

2

)

2×2

es una matriz invertible.Entones las oordenadas homogéneas Y A, on A ∈ GL(2,R)(el onjunto de todas lasmatries invertible de 2 × 2), del elemento H ∈ G2(R3), están de�nidas por una matrizinvertible 2 × 2, multipliado a dereha. Es deir: Sean dos matries de tamaño de 3 × 2,
Y y Z. Entones la oordenada homogénea del subespaio H es lo mismo que deir Y esequivalente a Z o que representan el mismo subespaio H si existe una matriz A ∈ GL(R2)tal que Z = Y A.Podemos introduir en G2(R3) un sistema de oordenadas, porque estamos trabajandoloalmente. Antes, establezamos algunas notaiones:Dado un subonjunto α = {i1 < i2} ⊂ {1, 2, 3} on dos elementos y Y ∈ M(3 × 2),denotemos por α(Y ) la submatriz de tamaño 2 × 2 de Y formada por las líneas de orden
i1 < i2.Análogamente, indiamos por α∗ el omplemento de α en {1, 2, 3} y α∗(Y ) la submatrizde tamaño 1 × 2 de Y formada por las líneas que no fueran usadas en α(Y ). Las siguienteseuaiones son validas:

α(Y · A) = α(Y ) ·A α∗(Y · A) = α∗(Y ) · Apor ejemplo, vamos a pensar que el índie α esta subíndizado por los elementos de α, asítenemos:
α1,2(Y ) =

(
y1

1 y1
2

y2
1 y2

2

)

2×2

α1,3(Y ) =

(
y1

1 y1
2

y3
1 y3

2

)

2×2

α2,3(Y ) =

(
y2

1 y2
2

y3
1 y3

2

)

2×2

α∗
1,2(Y ) =

(
y3

1 y3
2

)
1×2

α∗
1,3(Y ) =

(
y2

1 y2
2

)
1×2

α∗
2,3(Y ) =

(
y1

1 y1
2

)
1×2Para un aso partiular, probaremos las anteriores euaiones que son validas. En efeto:

U.M.S.A. 10 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVAS
α1,2(Y · A) = α1,2







y1
1 y1

2

y2
1 y2

2

y3
1 y2

2




3×2

·
(
a1

1 a1
2

a2
1 a2

2

)

2×2




= α1,2







y1
1a

1
1 + y1

2a
2
1 y1

1a
1
2 + y1

2a
2
2

y2
1a

1
1 + y2

2a
2
1 y2

1a
1
2 + y2

2a
2
2

y3
1a

1
1 + y2

2a
2
1 y3

1a
1
2 + y2

2a
2
2




3×2




=

(
y1

1a
1
1 + y1

2a
2
1 y1

1a
1
2 + y1

2a
2
2

y2
1a

1
1 + y2

2a
2
1 y2

1a
1
2 + y2

2a
2
2

)

2×2

=

(
y1

1 y1
2

y2
1 y2

2

)

2×2

·
(
a1

1 a1
2

a2
1 a2

2

)

2×2

= α1,2(Y ) · APor tanto se umple α1,2(Y ·A) = α1,2(Y ) ·A. De la misma manera se prueba los demás asos.Para ada α = {i1, i2} omo anterior, sea Uα ⊂ G2(R3) el onjunto de todos los 2-planos
H ∈ G2(R3) tales que la proyeión ortogonal πα : R3 → R2

α sobre el subespaio generadopor los vetores básios ei1 , ei2 , que lleva H isomor�amente sobre R2
α. Esto signi�a que paraada matriz Y de oordenadas homogéneas de H , α(Y ) es invertible. Ver su ilustraión en lasiguiente grá�a.

H ′ /∈ U{1,2}

H ∈ U{1,2}

x1

x2

x3

π{1,2}(p)

pb

b

Vamos a de�nir ahora una biyeión ϕα : Uα → R1·2 que sea un sistema de oordenadasloales en G2(R3). Los valores de ϕα sean dados omo matries de tamaño 1 × 2, omo sesigue: Dado un subespaio H ∈ Uα, sea Y una matriz ualquiera de oordenadas homogéneasde H . Entones de�namos a ϕα por : H 7→ ϕα(H) = α∗(Y ) · α(Y )−1.U.M.S.A. 11 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASNotemos que Y0 = Y ·α(Y )−1 es la únia matriz de oordenadas homogéneas de H tal que
α(Y0) = α(Y ) · α(Y )−1 = I2 (I2 es la matriz identidad 2× 2). Entones ϕα esta bien de�nida.A�rmamos que ϕα es uno a uno. En efeto, sean H,K ∈ Uα representados por las matries
Y0 y Z0 respetivamente, tal que α(Y0) = α(Z0) = I2 y sea ϕα(H) = ϕα(K). Por otro ladotenemos que H =

(
α(Y0)

α∗(Y0)

) y K =

(
α(Z0)

α∗(Z0)

). También tenemos que
ϕα(H) = α∗(Y0) · α(Y0)

−1 = α∗(Y0) y ϕα(K) = α∗(Z0) · α(Z0)
−1 = α∗(Z0).De aquí se tiene H = K.A�rmamos que ϕα es sobreyetiva, es deir ϕα(Uα) = R1·2 = R2. En efeto, dada unamatriz W ∈ R2, sea W̃ la únia matriz (3 × 2) tal que α∗(W̃ ) = W y α(W̃ ) = I2, de aquí setiene W̃ =

(
I2

W

). Es laro que W̃ tiene rango 2. Sea H el subespaio de R3 generado porlas olumnas de W̃ . Entones H ∈ Uα y ϕα(H) = α∗(W̃ ) · α(W̃ )−1 = W .Ahora sea Λ = {α = {ik}2
k=1 / ik ∈ {1, 2, 3} y 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ 3} el onjunto de indiespara ada veindad oordenada. Entones se tiene que G2(R3) =

⋃
α∈Λ Uα.Apliquemos los tres Lemas de esta seión para mostrar que G2(R3) es una variedaddifereniable y de dimensión 2. Las primeras dos a�rmaiones ya están demostradas:(1) Cada ϕα : Uα → R2 es una biyeión.(2) Los dominios Uα ubren G2(R3).(3) Sean α y β dos subonjuntos de {1, 2, 3} on dos elementos, tal que Uα∩Uβ 6= ∅. Conside-remos las apliaiones ontinuas, α̃ : M(1×2) → M(3×2) de�nido porW 7→ α̃(W ) = W̃donde α∗(W̃ ) = W , α(W̃ ) = I2×2 (identidad) y β : M(3 × 2) → M(2 × 2) de�nido por

Y 7→ β(Y ). Entones ϕα(Uα∩Uβ) = (β ◦ α̃)−1[GL(2,R)], de aquí ϕα(Uα∩Uβ) es abiertoen R2, pues ϕα es ontinua. Además dado W ∈ M(3 × 2), el subespaio H = ϕ−1
α (W )tiene por bases las olumnas de la matriz W̃ = α̃(W ). Luego,

ϕβ ◦ ϕ−1
α (W ) = ϕβ(H) = β∗(W̃ ) · β(W̃ )−1 = β∗(α̃(W )) · β(α̃(W ))−1,entones ϕβ ◦ϕ−1

α es difereniable, de manera análoga ϕα◦ϕ−1
β es difereniable, por tanto

ϕβ ◦ ϕ−1
α es un difeomor�smo (por supuesto de lase C∞).Como ejemplo, sea H ∈ U{1,2} que es representado por la matriz Y0 =




1 0

0 1

x y


.

U.M.S.A. 12 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCIÓN DE INYECTIVASEntones la matriz representativa de H es;
H{1,2} =




1 0

0 1

x y




3×2Si H ∈ U{1,3}, es deir, sus �las 1 y 3 son linealmente independiente, se tiene que y 6= 0y la matriz representativa de H en U{1,3} es dada por la matriz:
H{1,3} =




1 0

0 1

x y




3×2

·
(

1 0

x y

)

2×2donde la matriz A =

(
1 0

x y

)

2×2

tiene que ser invertible, así y 6= 0 y tendrá la forma



1 0
−x
y

1

y




2×2

entones
H{1,3} =




1 0

0 1

x y




3×2

·




1 0
−x
y

1

y




2×2

=




1 0
−x
y

1

y

0 1




3×2

.

Luego, ϕ{1,3} ◦ ϕ−1
{1,2}(x, y) =

(−x
y
,
1

y

), el ual es difereniable, puesto que y 6= 0.(4) Por el Lema 1.1, las ( 3

2

) biyeiones ϕα : Uα → R2 de�ne una topología en G2(R3),en relaión al ual forma un atlas A difereniable. Y el atlas esta dado por:
A = {(U{1,2}, ϕ{1,2}), (U{1,3}, ϕ{1,3}), (U{2,3}, ϕ{2,3})}es �nito, entones su topología posee una base numerable (por Lema 1.2).(5) G2(R3) es un espaio de Hausdor�.En efeto, sean α 6= β y Wi ∈ ϕα(Uα ∩ Uβ) una suesión que tiende para W ∈

ϕα(Uα − Uβ). Entones β(α̃(W )) no es invertible, pues W /∈ ϕα(Uα ∩ Uβ) si, y sola-mente si β(α̃(W )) /∈ GL(R2). Luego la suesión [β(α̃(Wi))]
−1 no onverge y por tanto

ϕβ ◦ ϕ−1
α (Wi) = β∗(α̃(Wi)) · [β(α̃(Wi))]

−1 no onverge. Ahora apliando el Lema 1.3,
G2(R3) es de Hausdor�.U.M.S.A. 13 F.C.P.N.



1.4. EL ESPACIO TANGENTE Y COTANGENTEEn onlusión la variedad de Grassmann G2(R3) tiene dimensión 2.Este ejemplo se puede generalizar, es deir la Variedad de Grassmann Gr(Rn+r) es elonjunto de todos los subespaio vetoriales de dimensión r del espaio eulidiano Rn+r.Además on la misma ténia de la prueba del ejemplo anterior se llega a probar que Gr(Rn+r)es una variedad difereniable de dimensión r.1.4. El Espaio Tangente y CotangenteSea M una variedad difereniable y p un punto de M . Sea {Uα, ϕα} una familia indizadade todas las veindades oordenadas de M que ontiene al punto p y sus orrespondientesapliaiones oordenadas.Para ada par de índies α y β podemos introduir la transformaión oordenada ψβα =

ϕβ◦ϕ−1
α de�nido sobre ϕα(Uα∩Uβ). De esta manera obtenemos la familia {ψβα} de apliaionesdoblemente indizada. (ver Figura 1-4)

b

M

Rn
Rn

Uβ

Uα

ϕα ϕβ

ϕα(Uα) ϕα(Uβ)

ψβ
α = ϕβ ◦ ϕ−1

α

p

ϕα(p) ϕα(p)
b b

Figura 1-4Si γ es un terer índie, entones
ψγβ ◦ ψβα = ϕγ ◦ ϕ−1

β ◦ ϕβ ◦ ϕ−1
α = ϕγ ◦ ϕ−1

α = ψγαsobre ϕα(Uα ∩ Uβ ∩ Uγ). Las relaiones ψγβ ◦ ψβα = ψγα sera llamada relaiones de ompati-bilidad de la familia de transformaiones oordenada en p.Se debe notar que el dominio y el rango de la apliaión ψβα son subonjuntos de Rn, detal manera que ψβα tenga la forma explíita (ver Figura 1-5)U.M.S.A. 14 F.C.P.N.



1.4. EL ESPACIO TANGENTE Y COTANGENTE
ψβα(x1, ..., xn) = (g1(x1, ..., xn), ..., gn(x1, ..., xn)) = (y1, ..., yn)donde (x1, ..., xn) reorre los puntos del onjunto ϕα(Uα ∩ Uβ). Los números x1, ..., xn puedeser visto omo las oordenadas de los puntos ϕ−1

α (x1, ..., xn) en Uα y los números y1, ..., ynomo oordenadas del mismo punto ϕ−1
β (y1, ..., yn) en Uβ si (y1, ..., yn) = ψβα(x1, ..., xn).Entones hay dos sistemas de oordenadas para los puntos de Uα ∩ Uβ, y ψβα desribe lasrelaiones de un sistema de oordenadas al otro.

ϕα(Uα ∩ Uβ)
ϕβ(Uα ∩ Uβ)

Rn Rn

ψβα
b

b

(x1, ..., xn)

(y1, ..., yn)

ψβα(x1, ..., xn) = (y1, ..., yn)

Figura 1-5Sean x0 = ϕα(p) y y0 = ϕβ(p), tal que y0 = ψβα(x
0). La transformaión oordenada

ψβα : ϕα(Uα ∩ Uβ) → ϕβ(Uα ∩ Uβ) indue la apliaión lineal ψβα∗ : Tx0Rn → Ty0Rn delespaio tangente para Rn en x0 haia el espaio tangente en ψβα∗(x
0) = y0. Por simpliidadse esta tomando la notaión ψβα∗ = Dψβα(x

0). Las relaiones de ompatibilidad ψγβ ◦ ψβα = ψγαimplia las relaiones de ompatibilidad ψγβ∗ ◦ ψβα∗ = ψγα∗ para induir apliaiones lineales.Además, ψαα∗ es la apliaión identidad, de modo que ψβα∗ es no singular pues su inversa es
ψαβ ∗. La familia de veindades oordenadas de p produe una familia de espaios vetoriales
n-dimensional que se une de auerdo a las relaiones de ompatibilidad.

ψγβ∗ ◦ ψ
β
α∗ = ψγα∗De modo similar, ψβα también indue una apliaión no singular ψβα∗ del espaio otangente

T ∗
y0R

n para Rn haia el espaio otangente T ∗
x0Rn. La familia resultante de espaios vetoriales

n-dimensionales se interrelaiona por las relaiones de ompatibilidad ψβα∗ ◦ ψγβ∗ = ψγα
∗.Sea J(p) el onjunto de todos los pares (x, α), donde x = ϕ(p) para alguna apliaiónoordenada ϕ y α es un vetor tangente para x ∈ Rn. El símbolo α que denota un vetortangente para Rn, no debe onfundirse on el índie α para veindades oordenadas. Portanto:

J(p) = {(x, α) / x = ϕ(p), para algún ϕ, x ∈ TxR
n}U.M.S.A. 15 F.C.P.N.



1.4. EL ESPACIO TANGENTE Y COTANGENTEDe�niión 1.8. Sean (x, α) y (x′, α′) dos pares de J(p). Deimos que (x, α) es equivalente a
(x′, α′), o, mas preisamente, que α y α′ representa el mismo vetor tangente en p, uando
x′ = ψ(x) y α′ = ψ∗(α) para alguna transformaión oordenada ψ en p. En Símbolo:

(x, α) ∼ (x′, α′) si, y solamente si x′ = ψ(x) ∧ α′ = ψ∗(α)Lo anterior de�nido, es una relaión de equivalenia en J(p). En efeto, para su demostra-ión se debe mostrar que es Re�exiva, Simétria y Transitiva:Re�exiva: Sea (x, α) ∈ J(p) [por demostrar que (x, α) ∼ (x, α)℄. Sea ψ(x) = ϕ◦ϕ−1(x) =

Id(x) entones su apliaión lineal ψ∗(x) es la apliaión identidad tal que ψ∗(α) = Dψ(α) =

dId(α) = α. Por tanto, el par (x, α) es equivalente a (x, α).Simétria: Sea (x, α), (x′, α′) ∈ J(p) [por demostrar, que si (x, α) ∼ (x′, α′) entones
(x′, α′) ∼ (x, α)℄. En efeto, omo (x, α) ∼ (x′, α′) entones por de�niión de equivalenia
x′ = ψ(x) y α′ = ψ∗(α). Por otro lado, la transformaión oordenada ψ es no singular, entonesexiste su inversa ψ−1 que también es una transformaión oordenada, tal que x = ψ−1(x′) y
α = ψ−1

∗ (α′), esto signi�a que (x′, α′) ∼ (x, α).Transitiva: Sean (x, α), (x′, α′), (x′′, α′′) ∈ J(p). Por demostrar que si (x, α) ∼ (x′, α′) y
(x′, α′) ∼ (x′′, α′′) entones (x, α) ∼ (x′′, α′′). En efeto, omo (x, α) ∼ (x′, α′) entones porde�niión de equivalenia x′ = ψ(x), α′ = ψ∗(α) y también omo (x′, α′) ∼ (x′′, α′′) entones
x′′ = φ(x′), α′′ = φ∗(α

′). Entones reemplazando y utilizando la de�niión de omposiióntenemos, x′′ = φ ◦ ψ(x) y α′′ = φ∗ ◦ ψ∗(α), así α′′ = (φ ◦ ψ)∗(α), luego existe una transforma-ión oordenada φ ◦ ψ que umple la anterior ondiión, así onluimos que el par (x, α) esequivalente a (x′′, α′′).La lase de equivalenia de pares es llamado vetor tangente en el punto p∈M . De-notemos la lase de equivalenia que ontiene al par (x, α) por {α}, es deir {α} = [(x, α)].Donde [(x, α)] = {(x′, α′) ∈ J(p) / (x, α) ∼ (x′, α′)}.Ahora podemos introduir operaiones vetoriales entre los vetores tangentes para p ∈ M .Supongamos que (x, α) y (x′, α′) son elementos equivalentes de J(p), tal que x′ = ψ(x) y
α′ = ψ∗(α). Sea β un segundo vetor tangente en x ∈ En y β ′ = ψ∗(β). Puesto que ψ∗ es unaapliaión lineal, entones

aα′ + bβ ′ = ψ∗(aα + bβ).donde a y b son esalares, y en onseuenia (x, aα + bβ) es equivalente para (x′, aα′ + bβ ′).Por tanto podemos legítimamente de�nir:
a{α} + b{β} = {aα + bβ}U.M.S.A. 16 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALESINDUCIDASBajo esta de�niión, el onjunto TpM de todos los vetores tangentes para p ∈ M , se vuelveun espaio vetorial, on la misma estrutura algebraia que el espaio tangente para x ∈ Rn.
TpM es llamado el espaio tangente para p ∈M .El espaio otangente T ∗

pM para p ∈M , puede de�nirse similar mente, y tendrá la estru-tura algebraia del espaio otangente para x ∈ Rn. Tal omo se de�nió los vetores tangentespodemos de un modo similar, de�nir difereniales sobre p ∈M . Es deir, sea J∗(p) el onjuntode todos los pares (x, λ), donde x = ϕ(p) para alguna apliaión oordenada ϕ y λ es unadiferenial en x. En símbolo:
J∗(p) = {(x, λ)/x = ϕ(p), para algún ϕ, λ ∈ T ∗

xRn}De�niión 1.9. Dos pares (x, λ) y (x′, λ′) de J∗(p) son equivalente, o que λ y λ′ representa lamisma diferenial en p, uando x′ = ψ(x) y λ = ψ∗(λ′) para alguna transformaión oordenada
ψ en p. En símbolo:

(x, λ) ∼ (x′, λ′) si, y solamente si x′ = ψ(x) ∧ λ = ψ∗(λ′)A�rmamos que la de�niión 1.9 es una relaión de equivalenia, su demostraión es lomismo que se hizo para la de�niión 1.8, on este omentario queda demostrado.Denotemos la lase de equivalenia que ontiene al par (x, λ) por {λ}, se llamara la diferen-ial de p ∈M , que signi�a {λ} = [(x, λ)]. Donde [(x, λ)] = {(x′, λ′) ∈ J∗(p)/(x′, λ′) ∼ (x, λ)}.Introduiendo las operaiones vetoriales en las difereniales para p ∈ M . Supongamosque (x, λ) es equivalente a (x′, λ′), entones por la de�niión 1.9, existe una transformaiónoordenada ψ tal que x′ = ψ(x), λ = ψ∗(λ′). Sea µ una diferenial para Rn en x tal que
µ = ψ∗(µ′). Por otro lado tenemos que ψ∗ es una transformaión lineal, entones

aλ+ bµ = aψ∗(λ′) + bψ∗(µ′) = ψ∗(aλ′ + bµ′)de aquí (x, aλ+bµ) es equivalente a (x′, aλ′+bµ′). Luego de�namos, a{λ}+b{µ} = {aλ+bµ},on esta de�niión el onjunto T ∗
pM de todos las difereniales para p ∈ M se vuelve en unespaio vetorial.1.5. Apliaiones Difereniables y sus TransformaionesLineales InduidasSea M y M̄ dos variedades difereniables, de dimensiones n y m respetivamente. Sean

σ : M → M̄ una apliaión difereniable, p ∈ M , TpM el espaio tangente en p ∈ M y T̄qM̄el espaio tangente en q ∈ M̄ on q = σ(p). Deseamos obtener una transformaión linealU.M.S.A. 17 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALESINDUCIDAS
σ∗ : TpM → T̄qM̄ de la apliaión σ : M → M̄ . Donde σ∗ = Dσ(p). Para esto trabajaremos enla transformaión lineal del espaio tangente a Rn que es induido por σ, uando introduzamosveindades oordenadas de p y q.Sean U una veindad oordenada del punto p ∈ M y Ū una veindad oordenada de
q ∈ M̄ . Sean ϕ y ϕ̄ las apliaiones oordenadas orrespondientes. Entones σ : M → M̄indue una apliaión difereniable σ1 : ϕ(U) → ϕ̄(Ū) dado por σ1 = ϕ̄ ◦σ ◦ϕ−1 que a su vez,indue una transformaión lineal Σ(U, Ū) = σ1∗ del espaio tangente Tϕ(p)Rn haia el espaiotangente T̄ϕ̄(q)Rm. En resumen, ada par U, Ū de veindades oordenadas da lugar, de unamanera natural a una transformaión lineal Σ(U, Ū) : Tϕ(p)Rn → T̄ϕ̄(q)Rm (ver Figura 1-6).

M M̄
b

b

p
qU

Ū

Rm = T̄ϕ̄(q)Rm

Rn = Tϕ(p)Rn

ϕ(U)
ϕ̄(Ū)

b

b

ϕ(p)

ϕ̄(q)

T̄qM̄TpM

Σ(U, Ū) = σ1∗

ϕ

ϕ̄

σ1

σ

σ∗

Figura 1-6Trabajaremos, en las relaiones entre las transformaiones lineales Σ(U, Ū). Sea U ′, Ū ′otro par de veindades oordenadas y ϕ′, ϕ̄′ las apliaiones oordenadas orrespondientes.Sean ψ = ϕ′ ◦ ϕ−1 y ψ̄ = ϕ̄′ ◦ ϕ̄−1 las transformaiones oordenadas orrespondiente. De
σ′

1 = ϕ̄′ ◦ σ ◦ ϕ′−1 = ψ̄ ◦ σ1 ◦ ψ−1 obtenemos,
Σ(U ′, Ū ′) = ψ̄∗ ◦ Σ(U, Ū) ◦ ψ−1

∗ (1.7.1)Ahora enontramos una transformaión lineal bien-de�nida σ∗ : TpM → T̄pM̄ de la familia deapliaiones Σ(U, Ū).U.M.S.A. 18 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALESINDUCIDASSea θ∗ = Dϕ−1(ϕ(p)) el isomor�smo natural de Tϕ(p)Rn haia TpM dado por θ∗(α) = {α}(para demostrar que θ∗ es un isomor�smo se debe mostrar que es inyetiva, sobreyetiva y quesea una transformaión lineal).
θ∗ es Inyetiva: Sean α ∈ Tϕ(p)Rn y θ∗(α) = {0} entones [(x, α)] = [(x, 0)], esta igualdadde lases signi�a que (x, α) es equivalente a (x, 0) entones por la de�niión 1.8, x = ψ(x) y

0 = ψ∗(α), entones omo ψ∗ es inyetiva se tiene que α = 0.
θ∗ es Sobreyetiva: Tomando ualquier vetor tangente {α} ∈ TpM , existe un elemento

θ−1
∗ ({α}) tal que θ∗(θ−1

∗ ({α})) = θ∗(θ
−1
∗ (θ∗(α))) = θ∗(α) = {α}. Se utilizó la de�niión de θ∗,la inyetividad o inversa a izquierda de θ∗ y por último la de�niión de θ∗.

θ∗ es Transformaión Lineal: Sea {α}, {β} ∈ Tϕ(p)Rn y a, b ∈ R, entones,
θ∗(aα + bβ) = {aα+ bβ} = a{α} + b{β} = aθ∗(α) + bθ∗(β)Se utilizó la de�niión de θ∗, la de�niión de suma de lases o suma de vetores tangentesy luego la de�niión de θ∗.Dado el par (U, ϕ) en M , y sea ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), entones la base para el Espaio Tangente

TpM es dado por Bp = { ∂

∂ϕ1
, ...,

∂

∂ϕn
} que es apliada por el isomor�smo θ∗ on θ = ϕ−1 enla base anónia {e1, ..., en} de Rn es deir:

θ∗(ei) = ∂ϕ−1(ϕ(p))(ei) =
∂

∂ϕi
(p)para i = 1, ..., n.Sea θ̄∗ : T̄ϕ̄(p)Rm → T̄pM̄ un isomor�smo, para su prueba se proede de la misma maneraque el isomor�smo θ∗ que se probo anteriormente. Entones obtenemos una transformaiónlineal σ∗ : TpM → T̄qM̄ de�nido por σ∗ = θ̄∗ ◦ Σ(U, Ū) ◦ θ−1

∗ . Si ambiamos el par U, Ū por elpar U ′, Ū ′ el isomor�smo θ′∗ : Tϕ′(p)Rn → TpM y θ̄∗ : T̄ϕ̄′(q)Rm → T̄qM̄ satisfaen θ′∗ = θ∗ ◦ψ−1
∗y θ̄′∗ = θ̄∗ ◦ ψ̄−1

∗ . Ahora, usando la relaión (1.7.1), obtenemos lo siguiente:
θ̄′∗ ◦ Σ(U ′, Ū ′) ◦ θ̄′−1

∗ = θ̄∗ ◦ Σ(U, Ū) ◦ θ̄−1
∗y vemos que la de�niión de σ∗ es independiente de la eleión del par U, Ū de veindadesoordenadas. Por lo tanto hemos probado que σ : M → M̄ indue en una manera natural unatransformaión lineal en el espaio tangente para ada p ∈M .De la misma manera, σ : M → M̄ indue una transformaión lineal σ∗ : T̄ ∗

q M̄ → T ∗
pM ,donde T̄ ∗

q M̄ es el espaio otangente para q ∈ M̄ y T ∗
pM es el espaio otangente para p ∈ M .Los detalles de la onstruión de σ∗ son análogos al anterior.En la prueba del proximo teorema veremos omo se omporta la apliaión difereniable

σ : M → M̄ on su apliaión lineal induida σ∗ : TpM → T̄qM̄ loalmente sobre una veindadU.M.S.A. 19 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALESINDUCIDASde p ∈ M . Es deir, σ : M → M̄ es uno a uno en una veindad oordenada de p si y sólo si
σ∗ : TpM → T̄qM̄ es uno a uno, y además σ aplia adeuadamente veindades loales de phaia onjuntos abiertos si y sólo si σ∗ es sobreyetiva.De�niión 1.10. Si la transformaión lineal induida σ∗ : TpM → T̄qM̄ es uno a uno en unpunto p ∈ M , la apliaión difereniable σ : M → M̄ se die que es regular en el punto p.Si σ es regular en ada punto de M , diremos que σ es regular.Teorema 1.2. Sean M y M̄ variedades difereniables de dimensiones n y r respetivamente,y sea σ : M → M̄ una apliaión difereniable. Sea p un punto de M . Entones σ es regularen p si y sólo si existen una veindad W de σ(p) y una apliaión difereniable τ : W → Mtal que τ(W ) es un onjunto abierto y τ ◦ σ es la apliaión identidad en τ(W ).Demostraión. Supongamos que σ es regular en p. Como σ es difereniable enM , en partiular
σ es difereniable en p ∈ M , entones existen artas loales (U, ϕ) en M y (V, ψ) en M̄ on
p ∈ U y σ(U) ⊂ V tales que ψ ◦ σ ◦ ϕ−1 = σ1 : ϕ(U) → ψ(V ) es difereniable en el punto
ϕ(p) ∈ Rn. Por otro lado omo σ∗ es uno a uno, en el punto p, entones σ1∗ es uno a uno,en el punto ϕ(p). En el espaio eulidiano se umple el Teorema 1.2, entones existen unaveindad W1 del punto σ1(ϕ(p)) y una apliaión difereniable τ1 : W1 → Rn tal que σ1(W1)es abierto en Rn y σ1 ◦ τ1 = I (identidad) en τ1(W1). Sea W = ψ−1(τ1(W1)), entones Wes una veindad del punto ψ−1(σ1(ϕ(p))) y sea τ = ϕ−1 ◦ τ1 ◦ ψ de�nido en W , entones
τ(W ) = τ(ψ−1(σ1(W1)) = ϕ−1(τ1(W1)) es un onjunto abierto. Por otro lado,

τ ◦ σ = (ϕ−1 ◦ τ1 ◦ ψ) ◦ (ψ−1 ◦ σ1 ◦ ϕ)

= ϕ−1 ◦ τ1 ◦ σ1 ◦ ϕ
= ϕ−1 ◦ ϕ
= I en τ(W )Reíproamente, supongamos que τ ◦ σ = I en τ(W ) on p ∈ τ(W ), entones τ∗ ◦ σ∗ = I∗(I∗ apliaión lineal identidad), de aquí se dedue que σ∗ es uno a uno, por tanto σ es regularen p.Teorema 1.3. Sean M y M̄ variedades difereniables de dimensiones n y r respetivamente,y sea σ : M → M̄ una apliaión difereniable. Sean p ∈ M , y σ∗ : TpM → T̄σ(p)M̄ latransformaión lineal que σ indue en el espaio tangente para p ∈ M . Entones σ∗ es sobresi y sólo si existe un veindad W de σ(p) y una apliaión difereniable τ : W → M tal que

σ ◦ τ es la apliaión identidad en W .U.M.S.A. 20 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALESINDUCIDASDemostraión. Supongamos que σ∗ : TpM → T̄σ(p)M̄ es sobre. Como σ es difereniable en M ,en partiular es difereniable en p ∈ M , entones existen artas loales (U, ϕ) en M y (V, ψ)en M̄ on p ∈ U y σ(U) ⊂ V tales que ψ ◦ σ ◦ ϕ−1 = σ1 : ϕ(U) → ψ(V ) es difereniableen el punto ϕ(p) ∈ Rn. En espaios eulidianos se umple el Teorema 1.3 entones existe unaveindadW1 del punto σ1(ϕ(p)) y una apliaión difereniable τ1 : W1 →M tal que σ1◦τ1 = I(identidad) en W1.Sea W = ψ−1(W1) entones W es una veindad del punto ψ−1(σ1(ϕ(p)) = σ(p). Sea
τ = ϕ−1 ◦ τ1 ◦ ψ. Por otro lado,

σ ◦ τ = (ψ−1 ◦ σ1 ◦ ϕ) ◦ (ϕ−1 ◦ τ1 ◦ ψ)

= ψ−1 ◦ σ1 ◦ τ1 ◦ ψ
= ψ−1 ◦ ψ
= I en W = ψ−1(W1)Reíproamente, supongamos que σ ◦ τ = I (identidad) en W , entones σ∗ ◦ τ∗ = I∗, deaquí se dedue que τ∗ es sobre.Como observaión, el espaio tangente TpM y el otangente T ∗

pM que son duales entre si.Sea F : M → N la apliaión de�nida en la variedad difereniableM . Además las apliaioneslineales digamos F∗ : TpM → TF (p)N y F ∗ : T ∗
F (p)N → T ∗

pM se omporta omo adjunta, esdeir:
〈F∗(α), λ〉 = 〈α, F ∗(λ)〉 (1.1)donde α ∈ TpM y λ ∈ TF (p)N .

U.M.S.A. 21 F.C.P.N.



2Subvariedades y EspaiosParaompatos
2.1. SubvariedadesLa noión general de subvariedad en una variedad difereniable es pensar por ejemplo enuna variedad difereniable en Rn. En términos generales, un subonjunto M ′ de una variedaddifereniable M es una subvariedad si este es una variedad difereniable uya estrutura esobtenido de la estrutura difereniable de M . Esto signi�a que las funiones difereniables en
M ′ deben ser loalmente las restriiones de funiones difereniables en M .Teorema 2.1. Sea M y N variedades difereniables de dimensiones m y r respetivamente.Sean σ : N → M una apliaión difereniable y q ∈ N . Si para ada funión f : N → Rdifereniable en q, existen una veindad U de q y una funión g : M → R difereniable en
σ(q), tal que g ◦ σ(q′) = f(q′) para todo q′ ∈ U , entones σ es regular en q.Demostraión. Interpretando geométriamente el Teorema 2.1
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2.1. SUBVARIEDADESSean p = σ(q), V una veindad oordenada de q on su respetiva apliaión oordenada
ψ, y (x1, ..., xr) las oordenadas en V , es deir, las oordenadas del punto q en la apliaiónoordenada ψ son (x1(q), ..., xr(q)). Existen funiones f1, ..., fr : V → R difereniables, talque dxi = dfi en q, para i = 1, ..., r. Por la hipótesis, existe una veindad U de q y existenfuniones g1, ..., gr : M → R difereniables en p, tal que fi(q′) = gi ◦ σ(q′) para q′ ∈ U ,
i = 1, ..., r. Luego si σ∗ : T ∗

pM → T ∗
qN es una transformaión lineal, induido por σ, entones

dxi(q) = σ∗(dgi(σ(q))) para i = 1, ..., r, por simpliidad pongamos dxi = σ∗(dgi) en q.Para demostrar que la transformaión lineal σ∗ : TqN → TpM induida por σ sea inyetiva,supongamos que α ∈ TqN on σ∗(α) = 0. Entones 〈σ∗(α), dgj〉 = 0 para j = 1, . . . , r. Así
〈α, σ∗(dgj)〉 = 0 entones 〈α, dxj〉 = 0 para j = 1, ..., r pues 〈α, σ∗(dgj)〉 = 〈σ∗(α), dgj〉 por(1.1). Luego α = 0, pues dxj es elemento de la base del espaio otangente T ∗

qN . De aquí sededue que σ∗ es una apliaión uno a uno en α, por tanto σ es regular en q.De�niión 2.1. Sean M una variedad difereniable y M ′ un subonjunto de M . Se dieque M ′ es una subvariedad de M si existen una variedad difereniable N y una apliaióndifereniable σ : N → M tal que las siguiente ondiiones satisfaen:1. σ es uno a uno.2. σ(N) = M ′.3. Para ada funión difereniable f : N → R en N y ada punto q ∈ N existe unaveindad U de q y una funión difereniable g : M → R en σ(q), tal que g ◦σ(x) = f(x)para todo x ∈ U .Ahora enuniamos el reíproo del Teorema 2.1.Teorema 2.2. Si M y N son variedades difereniables y σ : N → M es una apliaióndifereniable regular, entones para ada punto q ∈ N y ada funión f : N → R difereniableen N , existe una veindad U de q y una funión difereniable g : M → R tal que g ◦σ = f en
U .Demostraión. Se sabe que σ : N → M es una apliaión difereniable y regular en N , enpartiular σ es regular en q ∈ N , entones por el Teorema 1.2 existe una veindad W delpunto σ(q) y una apliaión τ : W → N tal que τ(W ) es un onjunto abierto y τ ◦ σ = Iidentidad en τ(W ). Consideremos que τ(W ) = U .Tomando la funión f difereniable en q ∈ N . Sea g = f ◦ τ : W → R, entones g es unafunión difereniable en σ(q). Por otro lado, g ◦ σ = f ◦ τ ◦ σ = f · I en τ(W ) = U que es unaveindad de q. Por tanto g ◦ σ = f en U .U.M.S.A. 23 F.C.P.N.



2.2. EJEMPLODe auerdo a los Teoremas 2.1 y 2.2 deimos que, sí un subonjunto M ′ de M es unasubvariedad de la variedad difereniable M , si existe una variedad difereniable N y unaapliaión difereniable regular, uno a uno σ : N → M tal que M ′ = σ(N). Notemos quela estrutura de una subvariedad M ′ que esta ontenido en una variedad difereniable M esúniamente determinado por la estrutura difereniable de M .Sean M ′ una subvariedad de M y σ : M ′ → M de�nido por σ(p) = p. Entones σ esuna apliaión difereniable regular. Si p ∈ M ′, existe una veindad V de σ(p) en M y unaapliaión difereniable τ : V → M ′ tal que U = τ(V ) es una veindad de q en M ′ y τ ◦σ = Iidentidad en U . Se sigue que τ(p) = p para los puntos p ∈ V y U = V ∩M ′. Si g es unafunión difereniable en V , entones f = g ◦ σ es la restriión de g a M ′. En términosde transformaión lineal induida σ∗ : T ∗
pM → T ∗

pM
′ de espaios otangentes en σ(p) = p,tenemos df = σ∗(dg).2.2. EjemploEn esta seión mostraremos que S2 = {x = (x1, x2, x3) ∈ R3/x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} es unasubvariedad de R3, haiendo umplir las tres ondiiones de la de�niión de subvariedad.Además la dimensión de S2 es menor que la dimensión de R3. Por otro lado, mostraremos que
Sn y Rn son variedades difereniables.Sea Sn = {x ∈ Rn+1/x2

1+x
2
2+...+x

2
n+1 = 1} la esfera unitaria n-dimensional. Consideremoslas apliaiones

ϕkj : Ukj → Rn, ϕkj(x1, x2, ..., xn+1) = (x1, x2, ..., xk−1, xk+1, ..., xn+1)donde Ukj = {(x1, x2, ..., xn+1) ∈ Sn/(−1)jxk > 0}, j = 0, 1 y k = 1, 2, ..., n + 1. Entones
{(Ukj, ϕkj)} es un atlas para Sn (denominado atlas de los hemisferios).Veamos, en primer lugar, que (Ukj, ϕkj) es una arta n-dimensional para todo k y todo j.Un punto t = (t1, t2, ..., tn) ∈ Rn esta en la imagen Ukj si existe un valor t0 ∈ (−1, 1) talque (t1, t2, ..., tk−1, t0, tk+1, ..., tn) ∈ Ukj. Entones t21 + t22 + ... + t2n = 1 − t20 < 1 por lo que
t está en la bola abierta unitaria B(0, 1) ⊂ Rn. Además, se a�rma que ϕkj es inyetiva,pues si, ϕkj(x1, x2, ..., xn+1) = ϕkj(w1, w2, ..., wn+1) entones xi = wi para todo i 6= k, lo quetambién implia que xk = (−1)j(1 −∑i6=j x

2
i ) = (−1)j(1 −∑i6=j w

2
i ) = wk. En segundo lugarmostraremos, ⋃k,j Ukj = Sn, ya que si x = (x1, x2, ..., xn+1) ∈ Sn entones x 6= 0 por lo quetiene alguna omponente xk 6= 0. Si xk > 0 se tiene que x ∈ Uk0, mientras que xk < 0 entones

x ∈ Uk1.U.M.S.A. 24 F.C.P.N.



2.2. EJEMPLONotemos también que su apliaión inversa esta dado por
ϕ−1
kj : Bn

0 (1) → Ukj ⊂ Snde�nido uando la oordenada k − esima es igual a
(−1)j

(
1 −

∑

i6=k

(xi)
2

)1/2

.Finalmente, para analizar las transformaiones oordenadas (ambios de oordenadas), vamosa onsiderar, sin pérdida de generalidad, las artas (U10, ϕ10) y (U20, ϕ20), uya interseiónes el subonjunto de la esfera Sn dado por U10 ∩ U20 = {x ∈ Sn/ x1 > 0, x2 > 0}. Latransformaión oordenada, ϕ20 ◦ ϕ−1
10 : ϕ10(U10 ∩ U20) → ϕ20(U10 ∩ U20), donde su dominioes, ϕ10(U10 ∩U20) = ϕ20(U10 ∩U20) es el onjunto {(t1, ..., tn) ∈ B(0, 1)/ t1 > 0}, esta de�nidopor:

ϕ20 ◦ ϕ−1
10 (t1, ..., tn) =



√√√√1 −

n∑

i=1

t2i , t2, ..., tn


 ,que es laramente difereniable, pues ∑n

i=1 t
2
i < 1. Por tanto ϕ20 ◦ ϕ−1

10 es un difeomor�smo.Resulta entones que este atlas onsiderado es difereniable y Sn tiene dimensión n. Así enpartiular S2 es una variedad difereniable de dimensión 2.También se sabe que Rn es una variedad difereniable de dimensión n en efeto, bastatomar A la estrutura difereniable maximal que ontiene a A0 = {(Rn, Id)}. Es deir, un atlasonstituido por una sola arta formada por el abierto U = Rn y el homeomor�smo oordenado
ϕ : Rn → Rn identidad en Rn. Entones en partiular R3 es una variedad difereniable dedimensión 3.Ahora onsidero una apliaión σ : S2 → R3 de�nido por σ(x) = x, para todo x ∈ S2 quees la apliaión inlusión, entones esta apliaión umple las siguientes ondiiones:1. σ es inyetiva, pues σ es una apliaión inlusión.2. σ(S2) = S2, pues σ es la inlusión, de�nido por σ(x) = x para todo x ∈ S2.3. σ es regular, pues σ∗ : TpS2 → TpS2 ⊂ R3 es la apliaión lineal identidad, así σ∗ esinyetiva.Por tanto S2 es una subvariedad de R3.
U.M.S.A. 25 F.C.P.N.



2.3. PRODUCTOS DE VARIEDADES2.3. Produtos de VariedadesSea (M,A) y (M ′,A′) variedades difereniables de dimensión n y n′, respetivamente. Latopología produto M ×M ′ es un espaio de Hausdor� on una base numerable. Veremos que
M ×M ′ puede ser dotado una estrutura de variedad difereniable de una manera natural.Sea {Uα} la familia de todas las veindades oordenadas de M y {U ′

α} la familia de todaslas veindades oordenadas de M ′. Sea ϕα : Uα → Rn y ϕ′
α′ : U ′

α′ → Rn′ las apliaionesoordenadas orrespondientes. Los subonjuntos abiertos {Uα × U ′
α′} ubre M × M ′, y laapliaión ϕα × ϕ′

α′ : Uα × U ′
α′ → Rn × Rn′

= Rn+n′ de�nido por
(ϕα × ϕ′

α′)(m,m′) = (ϕα(m), ϕ′
α′(m′))es un homeomor�smo de Uα × U ′

α′ sobre un subonjunto abierto de Rn+n′. Además, ya que
(ϕβ × ϕ′

β′)−1 ◦ (ϕα × ϕ′
α′) = ϕβ

−1 ◦ ϕα × ϕ′
β′

−1 ◦ ϕ′
α′se sigue que esta apliaión es difereniable en el onjunto Rn+n′ sobre el que se de�ne. Enonseuenia los onjuntos Uα×U ′

α′ se vuelven en veindades oordenadas de M ×M ′ on lasapliaiones oordenadas orrespondientes ϕα × ϕ′
α′. Así onsideremos un atlas

A0 = {(Uα × U ′
α′ , ϕα × ϕ′

α′)/ (Uα, ϕα) ∈ A y (U ′
α′ , ϕ′

α′) ∈ A′}Con este atlas M ×M ′ es una variedad difereniable de dimensión n + n′.Ejemplo Si S1 es la 1-esfera entones S1×S1 es una variedad difereniable, de dimensión2. Sea M una variedad difereniable y N un onjunto distinto de vaío, y sea la apliaión
f : M → N un homeomor�smo (un homeomor�smo es una apliaión biyetiva ontinua yon inversa ontinua). También podemos tener una estrutura difereniable de N induidapor f de la estrutura de M . En el siguiente ejemplo lo mostramos:Ejemplo [Estrutura de Variedad Induida℄Sea (M, [A]) la variedad difereniable de dimensión n. Dado el homeomor�smo f : M → N .El atlas A = {(Ui, ϕi) / i ∈ I} de M indue de modo natural un atlas de dimensión n, Af , en
N , el ual es de�nido omo Af = {(f(Ui), ϕi ◦ f−1) / i ∈ I}. Con esta estrutura N es unavariedad difereniable de dimensión n.
U.M.S.A. 26 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTO2.4. Espaios ParaompatoEl onepto de paraompato, es una de las generalizaiones mas útiles del onepto deompaidad que ha sido desubierta en los últimos años. Es partiularmente útil para aplia-iones en topología y geometría diferenial.Paraompatos implia la existenia de partiiones de unidad.De�niión 2.2.Sea X un espaio topológio. Una ubierta de X es llamado loalmente �nito si adapunto de X tiene una veindad que intersea en un número �nito de elementos delubrimiento.Mas preisamente, la ubierta C = {Uα∈I} de subonjuntos de un espaio topológio Xes loalmente �nito si y solamente si, para todo punto x ∈ X, existe una veindad V ∋ xy un subonjunto �nito {α1, ..., αr} ⊂ I tal que
V ∩ Uα 6= ∅ ⇒ α ∈ {α1, ..., αr}Notaión: Sea U = {Uα ⊂ X/α ∈ I} una ubierta o un ubrimiento de X.

U es loalmente �nito, si y sólo si para todo p ∈ X existe una veindad Up de p tal que
Up ∩ Uα 6= ∅ para α ∈ {α1, ..., αr}.Sean C = {Uα∈I} y C′ = {U ′

β∈I} dos ubrimientos de X. C′ es llamado un re�namientode C si ada elemento de C′ esta ontenido en un elemento de C.Notaión:
C′ es un re�namiento de C, si y sólo si para todo U ′

β ∈ C′ existe Uα ∈ C tal que U ′
β ⊂ Uα.Un espaio de Hausdor� X es llamado paraompato si para ada ubrimiento de Xpor onjuntos abiertos existe un re�namiento loalmente �nito que onsiste de onjuntosabiertos, que ubre X.Ejemplo La oleión de intervalos

C = {(n, n+ 2)/n ∈ Z}es loalmente �nita en el espaio topológio R. En efeto, dado ualquier x ∈ R, entonesexiste una veindad V = (p, p + 1) del punto x, donde p ∈ Z. Notemos que la veindadU.M.S.A. 27 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTO
(p, p+ 1) intersea a dos elementos de C. Esto es:

(p, p+ 1) ∩ (p, p+ 2) 6=∅, (p, p+ 2) ∈ C

(p, p+ 1) ∩ (p− 1, p+ 1) 6=∅, (p− 1, p+ 1) ∈ C.De aquí onluimos que la veindad (p,p+1) no intersea a mas elementos de C. Así la veindadintersea a un número �nito de elementos de C. El onjunto C es ilustrado en la siguientegrá�a.
0 1 2 3 4 5−1−2−3−4−5

b b b
bbb

RPor otro lado, la oleión
D = {(0, 1/n)/n ∈ Z+}es loalmente �nita en (0, 1) pero no en R.Ejemplo Sea X un espaio de Hausdor�. Si X es ompato entones X es paraom-pato. En efeto, sea U = {Uα/α ∈ I} un ubrimiento de X, entones omo X es ompatoexiste un sububrimiento �nito Uα1
, ..., Uαr

tal que X = Uα1
∪, · · ·,∪Uαr

. Si de�nimos que
B = {Uαi

/i = 1, ..., r}, entones B es un re�namiento de U . Además B es loalmente �nito,pues tomando ualquier x ∈ X existe un β ∈ I tal que Uβ es una veindad de x, (Uβ ∈ U)entones Uβ∩Uαi
6= ∅ para i = 1, ..., r, es deir que Uβ intersea un numero �nito de elementosde B. Así he probado que U tiene un re�namiento loalmente �nito B que ubre X.Observaión 2.1. Para un espaio paraompato X, la existenia del re�namiento de unafamilia que ubre al espaio X y on el ubrimiento del espaio X, se puede haer que lainlusión de los elementos de los dos ubrimientos se preserva on el mismo índie.En efeto. Sea X un espaio paraompato. Sea U = {Uα/α ∈ I} un ubrimiento de X poronjuntos abiertos. Entones existe un ubrimiento W = {Wβ/β ∈ J} por onjuntos abiertosque es un re�namiento loalmente �nito de U . Sin embargo, podemos haer que preservan onel mismo índie. Es deir oloamos el onjunto de índies para U y W el mismo, Wα ⊂ Uαpara ada índie α. Esto es, sea Uα(β) un elemento �jo de U que ontiene a Wβ. Para adaíndie α0 del onjunto de índies para U se de�ne:

Vα0
=

⋃
α(β)=α0

Wβdonde α0 : J → I de�nido por β 7→ α0(β) (llamada "funión de eleión "). Sea B = {Vα}.Entones B es un ubrimiento de X por onjuntos abiertos tal que Vα ⊂ Uα para ada índie
α. Además, ualquier veindad que intersea a un número �nito de elementos de W tambiénintersea a un número �nito de elementos de B. En onseuenia B es loalmente �nito.U.M.S.A. 28 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTOTeorema 2.3. Si X es un espaio de Hausdor� loalmente ompato on una base numerable,entones X es paraompato.Demostraión. Primeramente mostraremos que existe una suesión {Wj/j = 1, 2, ...} de on-juntos abiertos de X tal que umple las siguientes ondiiones:(i) Wj es ompato.(ii) W j−1 ⊂Wj .(iii) X =
⋃∞
j=1Wj .Como X tiene una base numerable y es loalmente ompato, entones podemos asumirque {Uj/j = 1, 2, ...}, sea una base numerable tal que los onjuntos U1, U2, . . . son ompatos.En efeto, supongamos que {Ui/i = 1, 2, ...} sea una base numerable ualquiera de X. Luegodado x ∈ X y una veindad Ui de x, omo X es loalmente ompato, existe una veindad Wde x tal que W es ompato y W ⊂ Ui. Por otro lado {Uj/j = 1, 2, ...} es una base numerable,entones tomando en partiular la veindad W de x, existe un j tal que x ∈ Uj ⊂ W . Así seonluye que Uj es un ompato, pues W es ompato. Ahora eliminando aquellos onjuntos

U1, U2, ... uya lausura no son ompatos, y el resto de los onjuntos que son ompatos formauna base para X, tal onjunto podemos de�nir {Uj/j = 1, 2, ...}.Luego de�nimos W1 = U1. Como W j−1 es ompato y ubierto por {Uj}, entones existeun kj−1 tal que
W j−1 ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Ukj−1

j ≥ 2.Entones asumiendo que kj−1 < kj, de�namos
Wj = U1 ∪ · · · ∪ Ukj−1

∪ Ukj
.Todo esto de�ne indutivamente la suesión {Wj/j = 1, 2, ....} que satisfae las ondiiones

(i), (ii) y (iii).
W1

W2 Wj−2
Wj−1 Wj Wj+1

b b b
b b b

Sea U = {Uα/α ∈ I}una obertura abierta arbitraria de X. Sea j = 2, 3, ..., entones elonjunto
W̄j+1 −Wj ⊂Wj+2 − W̄j−1U.M.S.A. 29 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTOdonde W̄j+1−Wj es ompato yWj+2−W̄j−1 es abierto. Entones para el onjunto W̄j+1−Wjexisten Uα1
, ..., Uαr

elementos de U tal que W̄j+1 −Wj ⊂ Uα1
∪ · · · ∪ Uαr

.Sea V j
i = Uαi

⋂
(Wj+2 − W̄j−1) que es un abierto, y sea Bj = {V j

1 , ..., V
j
r } donde j ≥ 2.Como falta para B1, entones para j = 1, la ubierta de W̄2 es un numero �nito de elementosde U y sea B1 la familia de estos onjuntos, es deir B1 = {V 1

1 , ..., v
1
r} donde podemos de�nir,

V 1
i = Uαi

∈ U . Ahora de�niendo B =
⋃∞
i=1 Bi.Además se tiene W̄2 ∪

⋃∞
i=2(W̄j+1 −Wj) = X. Luego omo W̄j+1 −Wj ⊂ V j

1 ∪ · · · ∪ V j
r seumple que:

W̄2 ∪
∞⋃

i=2

(W̄j+1 −Wj) =
∞⋃

j=1

(V j
1 ∪ · · · ∪ V j

r )así,
X =

∞⋃

j=1

(V j
1 ∪ · · · ∪ V j

r )

=

∞⋃

j=1

(

r⋃

i=1

V j
i )

=

∞,r⋃

j=1,i=1

V j
iCon esto se demuestra que B es un ubrimiento de X.Luego es laro que B es un re�namiento de U , pues ualquier elemento de B, V j

i estaontenido en un elemento de Uαi
∈ U para i = 1, ..., r y j ≥ 1.También B es loalmente �nito de X, en efeto dado x ∈ X, existe un k tal que x ∈ Wk.Entones Wk intersea solo en un número �nito de los onjuntos de B, es deir Wk

⋂
V j
i 6= ∅para i = 1, ..., r y algún k− 2 < j < k, entones Wj intersea a un numero �nito de elementosde B. Así hemos probado que B es loalmente �nito, y de aquí U tiene un re�namientoloalmente �nito.Observaión 2.2. La variedad difereniable M que estamos onsiderando, es un espaiotopológio de Hausdor�, on base numerable y además es loalmente ompato, entones porel Teorema 2.3 se dedue que la variedad M es paraompato.En efeto, mostraremos que la variedad difereniable M es loalmente ompato. Para esto,sea p ∈ M y un onjunto abierto W de p, entones existe una veindad oordenada U de pon su orrespondiente apliaión oordenada ϕ. De aquí U ∩W ∋ p es un abierto, entones

ϕ(U ∩W ) es un abierto en Rn del punto ϕ(p). Entones omo el espaio eulidiano Rn esU.M.S.A. 30 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTOloalmente ompato, existe una veindad V de ϕ(p) tal que V es ompato y V ⊂ ϕ(U ∩W ).Por otro lado ϕ−1 es ontinua, así ϕ−1
(
V
) es ompato. Por tanto, existe un abierto ϕ−1

(
V
)de p tal que ϕ−1

(
V
)

= ϕ−1(V ) es ompato y ϕ−1
(
V
)
⊂ W . Esto quiere deir que M esloalmente ompato.Denotamos por Br la bola abierta de entro 0 y radio r, es deir:

Br = B(0, r) = {x ∈ Rn/x2
1 + · · · + x2

n < r2}.Teorema 2.4. Sean Mn una variedad difereniable y U = {Uα/α ∈ I} un ubrimiento de Mpor onjuntos abiertos. Entones existe una familia numerable B de veindades oordenadasde M tales que umplen las siguientes ondiiones:(i) B es un re�namiento loalmente �nito de U .(ii) Si V ∈ B y ϕ : V → Rn es la apliaión oordenada asoiado on V ∋ p, entones
ϕ(V ) = B3 y ϕ(p) = 0.(iii) Si para ada veindad oordenada V ,ϕ en B de�nimos

V ′ = ϕ−1(B1)entones la familia B′ de los onjuntos V ′ ubren M .Demostraión. Supongamos la suesión {Wj/j = 1, 2, ....} de onjuntos abiertos de M que sede�nió en la prueba del Teorema 2.3 (En vez del espaio X estamos tomando M). Entones
M se expresa omo la unión de onjuntos disjuntos de W1,W2, ...,Wj , .... Es deir;

M = W2 ∪ (W3 −W2) ∪ (W4 −W3) ∪ · · · = W2 ∪
∞⋃

j=2

(Wj+1 −Wj)Si p ∈M entones existe un j tal que p ∈Wj+1 −Wj .Además omo U es un ubrimiento de M , esto signi�a que;
M =

⋃

α∈I

UαDado p ∈M , entones existe α(p) ∈ I tal que p ∈ Uα(p).
U.M.S.A. 31 F.C.P.N.



2.4. ESPACIOS PARACOMPACTOTambién existe una veindad oordenadaNp on su orrespondiente apliaión oordena-da ϕp : Np → Rn tal que ϕp(p) = (0, ..., 0) y ϕp(Np) = B3 y Np ⊂ Uα(p)

⋂
(Wj+2−W̄j−1).En efeto, omo p ∈Wj+1−Wj ⊂Wj+2−W̄j−1, supongamos U1 = Uα(p)

⋂
(Wj+2−W̄j−1)sea una veindad oordenada del punto p y su apliaión oordenada orrespondientesera ϕ1 : U1 → Rn. Si ϕ1(p) 6= 0, tomando la traslaión T : Rn → Rn, T (x) = x−ϕ1(x),entones T (ϕ1(p)) = 0. Luego ϕ2 = T ◦ ϕ1, ϕ2 : U1 → Rn es una apliaión oordenadaenM on ϕ2(p) = 0. Ahora ϕ2(U1) ⊂ Rn es un abierto que ontiene al 0, existe un r > 0tal que Br = B(0, r) ⊂ ϕ2(U1).Sea Np = ϕ−1

2 (B(0, r)) ⊂ U1, entones ϕ3 = ϕ2 |Np
, donde ϕ3 : Np → B(0, r) ⊂ Rnes una apliaión oordenada en M . Ahora sea h : Rn → Rn la homoteia de�nida por

h(x) = 3x/r. Finalmente de�nimos ϕp : Np → B(0, 3) = B3 ⊂ Rn por ϕp = h ◦ ϕ3 talque ϕp(p) = (0, ..., 0) y ϕp(Np) = B3.Si p ∈W2 entones se puede requerir que Np ⊂ Uα(p)

⋂
W3.Sea R = {Np} la familia de todas las veindades oordenadas Np para ada p ∈M . Luegoomo Np ⊂ Uα(p)

⋂
(Wj+2 − W̄j−1) entones R = {Np} es un re�namiento de U .Sean N ′

p = ϕp
−1(B1) y R′ = {N ′

p} así, esto es un ubrimiento de M , Luego para j ≥ 2,
W̄j+1 −Wj es ubierto por un número �nito de N ′

p1, ..., N
′
pr

∈ R′ on p1, ..., pr ∈ W̄j+1 −Wj.Como W̄j+1 −Wj ⊂ Wj+2 − W̄j−1, entones p1, ..., pr ∈Wj+2 − W̄j−1 se sigue que Np1, ..., Nprestán todos ontenidos en Wj+2 − W̄j−1 es deir;
Np1 ⊂ Uα(p1) ∩ (Wj+2 − W̄j−1)

Np2 ⊂ Uα(p2) ∩ (Wj+2 − W̄j−1)...
Npr

⊂ Uα(pr) ∩ (Wj+2 − W̄j−1)Sea V j
i = Npi

= ϕpi

−1(B3) para i = 1, ..., r y j = 2, 3, ..., así de�nimos Bj = {V j
1 , ..., V

j
r }.Ahora para j = 1, W̄2 es ubierto on un número �nito de los onjuntos de R′ esto es

Npi
= V 1

i ⊂ Uα(pi) ∩W3 on i = 1, ..., r. Por tanto de�namos B =
⋃∞
j=1 Bj.Como se umple que W̄2 ∪

⋃∞
i=2(W̄j+1 −Wj) = M . También W̄j+1 −Wj ⊂ V j

1 ∪ · · · ∪ V j
r ,pues W̄j+1 −Wj ⊂ N ′

p1
∪ · · · ∪N ′

pr
⊂ Np1 ∪ · · · ∪Npr

= V j
1 ∪ · · · ∪ V j

r se umple que:
W̄2 ∪

∞⋃

i=2

(W̄j+1 −Wj) =

∞⋃

j=1

(V j
1 ∪ · · · ∪ V j

r )

U.M.S.A. 32 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPasí,
M =

∞⋃

j=1

(V j
1 ∪ · · · ∪ V j

r )

=

∞⋃

j=1

(

r⋃

i=1

V j
i )

=

∞,r⋃

j=1,i=1

V j
iCon esto se muestra que B es un ubrimiento de M .Luego es laro que B es un re�namiento de U , pues ualquier elemento de B, V j

i (∀j ∈ I)esta ontenido en algún elemento de Uαi
∈ U para i = 1, ..., r y j ≥ 1.También B es loalmente �nito de M , en efeto dado p ∈ M , existe un k tal que p ∈ Wk.Entones Wk intersea solo en un número �nito de los onjuntos de B, es deir Wk

⋂
V j
i 6= ∅para i = 1, ..., r y algún k−2 < j < k, entones Wk intersea a un número �nito de elementosde B. Así hemos probado que B es loalmente �nito, y de aquí U tiene un re�namientoloalmente �nito B.Además, también la familia B satisfae las ondiiones (ii) y (iii).Un ubrimiento numerable B de una variedad difereniableM por veindades oordenadasque satisfaen las ondiiones (ii) y (iii) del Teorema 2.4 se lo denominara normalizador .El Teorema 2.4 die que ada ubrimiento de M por onjuntos abierto tiene un re�namientoloalmente �nito normalizado.2.5. Funiones BumpEn la proxima seión de�niremos la partiión de la unidad. La noión de partiión de launidad es una de las herramientas más importantes en el estudio de variedades, ellas permi-ten pegar resultados loales y obtener así resultados globales. Para mostrar la existenia departiiones de la unidad, nuestras variedades difereniable, tienen que ser un espaios topo-lógios de Hausdor� y on base numerable, sin embargo las variedades que trabajamos sonde ese tipo. Pero antes neesitamos la existenia de una lase espeial de funiones, llamadasfuniones bump.Sea la bola abierta Br = {x ∈ Rm/|x| = d(0, x) < r} de entro 0 ∈ Rm y radio r, y

B̄r = {x ∈ Rm/|x| = d(0, x) ≤ r} la bola errada de entro 0 ∈ Rm y radio r.U.M.S.A. 33 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPEn esta parte de�niremos una funión difereniable f : Rm → R (reordemos que lafunión difereniable se esta tomando en uenta que es de lase C∞ )que umpla las siguientesondiiones:1. 0 ≤ f(x) ≤ 1 para todo x ∈ Rm2. f(B̄1) = 1 y f(x) = 0 si x /∈ B23. Cuando 1 < |x| < 2 se tiene 0 < f(x) < 1a esta funión f que umple estas tres ondiiones se llama funión bump.Observaión 2.3. La ondiión 3, uando se tiene 1 < |x| < 2 es equivalente a B2 − B̄1.En efeto,
1 < |x| < 2 ⇔ 1 < |x| ∧ |x| < 2

⇔ (Rm ∩ B̄c
1) ∩ B2

⇔ (Rm ∩ B̄c
1) ∩ B2

⇔ B2 ∩ B̄c
1

⇔ B2 − B̄1Interpretando geométriamente la funión bump.Para m = 1.
1

−2 −1 1 2

f(t)

Para m = 2.

U.M.S.A. 34 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPPara la prueba, de�niremos la funión f por etapas:
1ro. Comenemos de�niendo la funión de Cauhy.

α : R → R

t 7→ α(t) =

{
0, si t ≤ 0;
e−

1

t , si t > 0.La funión de Cauhy α es difereniable, y además siempre esta aotado por 1, es deir
| e− 1

t |≤ 1 para todo t > 0. Su grá�a esta dado por:
1

α(t)

0Si la funión de Cauhy esta trasladado dos unidades a la izquierda, entones se de�ne dela manera siguiente:
α : R → R

t 7→ α(t+ 2) =

{
0, si t ≤ −2;
e−

1

t+2 , si t > −2.Su grá�o es:
−2 −1 0

α(t+ 2)

Si la funión de Cauhy esta trasladado una unidad, a la izquierda más el inverso de lavariable t, se de�ne de la manera siguiente:
α : R → R

t 7→ α(−t− 1) =

{
0, si −1 ≤ t;
e

1

t+1 , si −1 > t.U.M.S.A. 35 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPSu grá�o es:
−2 −1 0

α(−1 − t)

2do. Ahora de�nimos la funión:
β : R → R

t 7→ β(−t− 1) = α(t+ 2) · α(−t− 1).A�rmamos que β es difereniable, pues α es difereniable. La grá�a de β es dado por:
e−4

−2 −1

β(t)

La altura máxima es en el punto −3
2
, esto es, β(−3

2
) = e−4 = 0.00183.Sea b =

∫∞

−∞
β(t)dt =

∫ −1

−2
β(t)dt. Entones 1

b

∫ −1

−2
β(t)dt = 1.

3ro. De�namos ahora una nueva funión:
γ : R → R

t 7→ γ(t) =

{
β(t)
b
, si t ≤ 0;

−β(−t)
b
, si t > 0.A�rmamos que γ es difereniable, pues β es difereniable. La grá�a de γ es dado por:

−2 −1 1 −2

γ(t)

U.M.S.A. 36 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPAdemás las regiones sombreadas tienen área 1, en efeto sea A1 la región sombreada dela izquierda entones A1 =
∫ −1

−2
γ(t)dt =

∫ −1

−2
1
b
β(t)dt = 1

b

∫ −1

−2
β(t)dt = 1. También si A2 es laregión sombreada de la dereha entones A2 =

∫ 2

1
γ(t)dt = 1 uando t > 0.

4to. Luego de�nimos la siguiente funión:
δ : R → R

t 7→ δ(t) =
∫ t
−∞

γ(s)ds =
∫ t
−2
γ(s)ds.A�rmamos que δ es difereniable, pues δ′(t) = γ(t), donde γ es difereniable, entones δ′(t)es difereniable, así δ(t) es difereniable. La grá�a δ es:

1

−2 −1 1 2

δ(t)

5to. Finalmente de�nimos la funión:
f : Rn → R

t 7→ f(x) = δ ◦ h(x)donde h : Rn → R es de�nido por h(x) = |x| y |x| =
√∑n

i=1 x
2
i .Notemos que la funión h es difereniable en Rm − {0} y f(x) = δ ◦ h = δ(|x|).Como f(x) = δ(|x|) = 1 si x ∈ B̄1 viendo la grá�a anterior, de aquí la funión f esonstante y así es difereniable en B̄1. Luego la no difereniabilidad de |x| en el punto 0, noimpide que f sea difereniable en B̄1.Además omo f(x) = δ(|x|) = 0 para x /∈ B2 viendo la grá�a anterior, entones la funión

f es difereniable en (Rm − B2)También omo 0 < f(x) < 1 uando 1 < |x| < 2 si, sólo si x ∈ (B2 − B1) y viendo lagrá�a anterior, la funión f es difereniable, pues f es la omposiión de dos funiones δ y
h que son difereniable en 1 < |x| < 2 donde no esta presente el 0. En onlusión la funiónbump f es difereniable en Rn = (Rn − B2) ∪ B1 ∪ (B2 −B1).Ahora mostraremos la existenia de funiones bump en Variedades.SeaM una variedad difereniable de dimensión m. Dado un sistema de oordenadas (U, ϕ)tal que ϕ : U ⊂M → B3 ⊂ Rm, on ϕ(p) = 0 y ϕ(U) = B3, asoiado a el, existe una funiónbump difereniable en M , fϕ : M → R tal que satisfae lo siguiente:a) 0 ≤ fϕ(x) ≤ 1, para todo x ∈M .U.M.S.A. 37 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMPb) fϕ(W ) = 1 y fϕ(M − V ) = 0.) 0 < fϕ(x) < 1, si x ∈ V − W̄ .donde W = ϕ−1(B1) y V = ϕ−1(B2).Para la prueba de esta funión bump en variedades, de�namos la funión fϕ : M → R por:
fϕ(x) =




f ◦ ϕ(x), si x ∈ U,

0, si x ∈M − V .entones fϕ umple los inisos a), b) y c), siempre y uando exista la funión bump difereniableen Rm. Es deir existe la funión: f : Rm → R difereniable tal que umple las siguientesondiiones:1. 0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x ∈ Rm2. f(B̄1) = 1 y f(x) = 0 si x /∈ B23. Cuando 1 < |x| < 2 se tiene 0 < f(x) < 1Prueba de a). Por la ondiión 1 de f tenemos; 0 ≤ f(ϕ(x)) ≤ 1 para todo ϕ(x) ∈ Rm, yademás omo x ∈ ϕ−1(B3) = U ⊂ M , luego por de�niión de fϕ(x) = f ◦ ϕ(x) para x ∈ Uonluimos que 0 ≤ fϕ(x) ≤ 1 para todo x ∈M .Prueba de b). Por la ondiión 2, de f uando umple f(B̄1) = 1

f(ϕ(x)) = 1 si ϕ(x) ∈ B1 ⊂ B̄1 ⇔ f ◦ ϕ(x) = 1 si x ∈ ϕ−1(B1)

⇔ fϕ(x) = 1 si x ∈W

⇔ fϕ(W ) = 1Por la ondiión 2 de f uando umple f(x) = 0 si x /∈ B2

f(ϕ(x)) = 0 si ϕ(x) /∈ B2 ⇔ f ◦ ϕ(x) = 0 si x /∈ ϕ−1(B2)

⇔ fϕ(x) = 0 si x /∈ V

⇔ fϕ(x) = 0 si x /∈M − V

⇔ fϕ(M − V ) = 0Prueba de c). Por la ondiión 3 de f tenemos; 0 < f(ϕ(x)) < 1 para todo ϕ(x) ∈ Rm, yademás omo x ∈ ϕ−1(B3) = U ⊂ M , luego por de�niión de fϕ(x) = f ◦ ϕ(x) para x ∈ Uonluimos que 0 < fϕ(x) < 1 para todo x ∈M .U.M.S.A. 38 F.C.P.N.



2.6. PARTICIÓN DE LA UNIDAD2.6. Partiión de la UnidadComo ya de�nimos funiones bump en la anterior seión, ahora de�niremos partiión dela unidad en una variedad difereniable.De�niión 2.3. Sea f : X → R de�nida sobre un espaio topológio X. El soporte de f es elonjunto sop(f) = lausura{x ∈ X/ f(x) 6= 0}.Observaión 2.4. Dado x ∈ X, entones x /∈ sop(f) si, y sólo si, existe una veindad Vx delpunto x tal que f(x) = 0 para todo x ∈ Vx.En efeto, Supongamos que x /∈ sop(f). Sea A = {x ∈ X/ f(x) 6= 0}, luego x /∈ A,entones existe un onjunto abierto Vx de x, tal que Vx ∩ A = ∅, de aquí f(x) = 0 para todo
x ∈ VxReíproamente, supongamos que existe una veindad Vx del punto x tal que f(x) = 0para todo x ∈ Vx. Por otro lado x ∈ Vx ⊂ X, entones x ∈ X on f(x) = 0, por tanto
x /∈ sop(f).Ejemplo Sean V = ϕ−1(B2) y ϕ : U → B3 una apliaión oordenada, entones lasfuniones bump en variedades fϕ : M → R tiene omo soporte el onjunto;

V = ϕ−1(B2) = ϕ−1(B2).De�niión 2.4. Sea M una variedad difereniable de dimensión m. Una partiión de launidad difereniable sobre M es una familia {(Ui, ψi)/ i ∈ I}, donde los Ui ⊂M son abiertosy ψi : M → R son funiones difereniables que satisfaen las siguientes propiedades:p1 ψi(x) ≥ 0 para todo x ∈M y todo i ∈ I,p2 sop(ψi) esta ontenido en Ui,p3 U = {Ui/ i ∈ I} es un ubrimiento loalmente �nito de M .p4 para ada x ∈M , ∑i∈I ψi(x) = 1.La suma en p4 tiene sentido, pues para ada x ∈ M , solo un número �nito de los ψi(x)son no ero. Además, esta suma es una funión difereniable, pues por p3, podemos enontraruna veindad abierta U de x ∈M la ual intersea sólo un numero �nito de los onjuntos Uisy por p2 sólo las funiones ψi asoiadas a esta veindad son no ero en x.
U.M.S.A. 39 F.C.P.N.



2.6. PARTICIÓN DE LA UNIDADTeorema 2.5 (Existenia de la Partiión de Unidad). Sea M ualquier variedad dife-reniable. Entones para ada ubrimiento abierto U = {Vi/ i ∈ I} loalmente �nito de M ,existe una partiión de la unidad que re�nada a U .Demostraión. Sea f : Rn → [0, 1] una funión bump difereniable, tal que f(x) = 1 para
x ∈ B1 y f(x) = 0 para x /∈ B2. Sea (Uk, ϕk) para k ∈ N un sistema de oordenadas, talque ϕk : Uk → B3 y Wk = ϕ−1

k (B1), Vk = ϕ−1
k (B2). Para ada k ∈ N, de�nimos la funióndifereniable, θk : M → R, omo θk(p) = 0 para p ∈M − Vk y θk(p) = f ◦ ϕk(p) para p ∈ Uk.Solo un número �nito de θk son no ero en p ∈ M , pues p ∈ Uk solo para un número �nitode k′s. Además, al menos un θk es uno en p, pues los onjuntos Wk forman un ubrimientoabierto de M . Luego la funión θ : M → R de�nido θ(p) = Σ∞

k=1θk(p) está bien de�nida,difereniable, y además θ(p) ≥ 1 esto es estritamente positiva. Finalmente, obtenemos unapartiión de la unidad oloando ψk =
θk
θ
, para ada k ∈ N, es deir, ψk es difereniable, tomavalores en [0, 1] y sop(ψk) = sop(θk) ⊂ Uk está ontenido en algún elemento V ∈ U . Además,el ubrimiento {Uk/k ∈ N} es loalmente �nito y tenemos Σ∞

k=1ψk = 1.

U.M.S.A. 40 F.C.P.N.



3EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓN DEWHITNEY
En este apítulo el resultado prinipal es probar el Teorema de Hassler Whitney, que mues-tra que una variedad difereniable de dimensión n, puede onsiderarse omo una subvariedadde R2n+1 errado.3.1. Conjuntos de Medida CeroTambién, omo ya menionamos anteriormente, que todo lo que se diga difereniable, esde lase C∞.Un ubo C ⊂ Rn es un produto artesiano C = [a1, a1+r]×···×[an, an+r] de n intervaloserrados de misma longitud r. El número r es llamado arista del ubo C. El volumen de C esde�nido por vol(C) = rn. Con la métria de Rn, el diámetro de C es r√n.De�niión 3.1. Sea S ⊂ Rn. S tiene medida nula en Rn, si para todo ǫ > 0, es posibleobtener una obertura numerable de S por ubos, S ⊂ ⋃∞

i=1Ci, tal que ∑∞
i=1 vol(Ci) < ǫ.Notaión: med(S)= 0 en Rn.Si S1 ⊂ S2 ⊂ Rn entones med(S2) = 0 en Rn implia med(S1) = 0 en Rn.Lema 3.1. Si S1, ..., Si, ... son onjuntos de medida ero en Rn, entones S =

⋃∞
i=1 Si tienemedida ero en Rn.Demostraión. Sea ǫ > 0. Supongamos, para ada i, una obertura numerable Si ⊂ ⋃

j Cijpor ubos, tales que ∑∞
j=1 vol(Cij) < ǫ/2i. Resulta de aquí que S ⊂ ⋃ij Cij es una oberturanumerable de S por ubos Cij tal que ∑ij vol(Ci,j) <

∑
i ǫ/2

i = ǫ. Luego med(S) = 0 en
Rn. 41



3.1. CONJUNTOS DE MEDIDA CEROCorolario 3.1. Un subonjunto S ⊂ Rn tiene medida ero si, y solamente si, para ada punto
p ∈ S existe una veindad Vp tal que med(S ∩ Vp)=0 en Rn.Demostraión. Supongamos que S tiene medida ero en Rn, además para ada punto p ∈ Sexiste una veindad Vp del punto p, entones S ∩ Vp ⊂ S, de aquí S ∩ Vp tiene medida ero en
Rn.Reíproamente, supongamos que la obertura S ⊂ ⋃

p∈S Vp on med(Vp ∩ S) = 0, en-tones por el Teorema de Lindelöf (En un espaio topológio on base numerable, todaobertura abierta admite una subobertura numerable), existe una subobertura numerable
S ⊂ ⋃∞

i=1 Vpi
. Por el Lema 3.1 S =

⋃
i(Vpi

∩ S) tiene medida ero en Rn.Ejemplo Sea C = I1 × · · · × In un ubo. Para ualquier s > 0, C × {0} tiene medidaero en Rn × Rs = Rn+s. En efeto, sea ǫ > 0, existe un ubo A = C ×∏s
i=1[0, δ] para un

δ =

(
1

2
· ǫ

vol(C)

)1/s

> 0 tal que C × {0} ⊂ A, y el vol(A) = vol(C) · δs =
ǫ

2
< ǫ.Los onjuntos de medida ero son útiles en el estudio de las Variedades Difereniables pordos motivos: primero porque tiene interior vaío y segundo porque sus imágenes medianteapliaiones difereniables, poseen también medida ero. Estos hehos serán probados luego.De�niión 3.2. La apliaión f : S → Rm de�nida en S ⊂ Rn, se die lipshitziana uandoexiste una onstante k > 0 tal que d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y) para todo x, y ∈ S.De�niión 3.3. Una apliaión f : S → Rm de�nida en S ⊂ Rn, se die loalmente lips-hitziana uando, para todo p ∈ S, existe una veindad Vp ⊂ Rn tal que f |Vp es lipshitziana.En otras palabra, existe una obertura abierta S ⊂ ⋃

p∈S Vp tal que la restriión f |(Vp∩S) eslipshitziana.Lema 3.2. Sean S ⊂ Rm on medida ero y f : S → Rm loalmente lipshitziana, entones
f(S) tiene medida ero en Rm.Demostraión. Consideremos primero que f es liphitziana. Entones |f(x)−f(y)| ≤ k|x−y|on k > 0 onstante y x, y ∈ S ualesquiera. Tomemos en Rm la norma del máximo. Dado
ε > 0, existe una obertura numerable S ⊂ ⋃∞

i=1Ci, donde ada Ci es un ubo de arista
ri y ∑∞

i=1 r
m
i <

ε

km
. Para ada i ∈ N, tenemos x, y ∈ S ∩ Ci entones |x − y| < ri, luego

|f(x) − f(y)| < k · ri. Se sigue que ada una de las m−proyeiones de f(S ∩ Ci) sobre losejes, esta ontenido en un intervalo de longitud k · ri. Luego f(S ∩ Ci) esta ontenido en unproduto artesiano de esos intervalos, que es un ubo Di, uyo volumen es igual a km ·rmi . Portanto f(S) =
⋃∞
i=1Ci ⊂ Di on ∑∞

i=1 vol(Di) = km ·∑∞
i=1 r

m
i < ε. Por tanto medf(S) = 0.U.M.S.A. 42 F.C.P.N.



3.1. CONJUNTOS DE MEDIDA CEROEn el aso general, tenemos S ⊂ ⋃
p∈S Vp, donde ada Vp es un abierto y la restriión

f |Vp∩S es lipshitziana. Por el Teorema de Lindelöf , tomamos una subobertura numerable
S ⊂ ⋃∞

j=1 Vj . Por la primera parte, f(Vj ∩ S) tiene medida ero, para ada j ∈ N. Luego
f(S) =

⋃∞
j=1 f(Vj ∩ S), entones por el Lema 3.1 f(S) se tiene medf(S) = 0.Lema 3.3. Sea f : U → Rm difereniable en el abierto U ⊂ Rm. Si S ⊂ U tiene medida eroen Rm entones f(S) ⊂ Rm también tiene medida ero.Demostraión. Tomando ualquier x ∈ S, sea Vx una bola abierta de entro x, on V x ⊂ U(pues Rm es loalmente ompato) y sea kx =sup.{|f ′(y)| / y ∈ V x}.Por la Desigualdad del Valor Medio, |f(y)−f(z)| ≤ kx · |y−z| para ualesquiera y, z ∈ Vx,luego f es loalmente Lipshitziana. Así, por el Lema 3.2 f(S) tiene medida ero en Rm.Lema 3.4. Si m < n y f : U → Rn es difereniable en el abierto U ⊂ Rm entones f(U)tiene medida ero en Rn.Demostraión. Consideremos a 0 ∈ Rn−m. Por el ejemplo anterior se sigue que U × {0} tienemedida ero en Rn. En el abierto W = U × Rn−m ⊂ Rn, de�nimos la apliaión g : W → Rn,difereniable, por g(x, y) = f(x). Luego por el Lema 3.3, el onjunto g(U ×{0}) = f(U) tienemedida ero en Rn.Ahora daremos la de�niión de medida ero en una variedad difereniable.De�niión 3.4. Sea M una variedad difereniable de dimensión m. Sea S un subonjuntode M . Entones S se die que tiene medida ero en M , si para todo punto p ∈ S existe unaveindad oordenada (U, ϕ) de M on p ∈ U , tal que el onjunto ϕ(S ∩ U) tiene medida eroen Rm.Ilustraión:

bp

Rn

S
ϕ(S ∩ U)

ϕ

U

M
b

ϕ(p)

U.M.S.A. 43 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESCorolario 3.2. SeanM y N variedades difereniables de dimensiones m y n respetivamente.Sea σ : M → N una apliaión difereniable. Si m < n entones σ(M) tiene medida ero.Demostraión. Primeramente onsideremos la oleión numerable A = {Ui / i = 1, 2, 3, ...}que ubre M , es deir; ⋃∞
i=1 Ui = M , pues la variedad M posee una base numerable.Dado un punto arbitrario q ∈ σ(M) ⊂ N , entones existe p ∈ M tal que σ(p) = q. Como

σ es difereniable en M , en partiular es difereniable en p ∈ M , entones �jando el índie
i, existen sistemas de oordenadas loales (Ui, ϕi), (V, ψ) on p ∈ Ui y σ(Ui) ⊂ V tal que
ψ ◦ σ ◦ ϕ−1

i : ϕi(Ui) → ψ(V ) es difereniable en ϕi(p) ∈ Rm. Por hipótesis m < n y por elLema 3.4 ψ ◦ σ ◦ ϕ−1
i (ϕi(Ui)) tiene medida ero. Por otro lado, se tiene

ψ ◦ σ ◦ ϕ−1
i (ϕi(Ui)) = ψ(σ(Ui)) = ψ(σ(Ui) ∩ V ).Entones por el Lema 3.1 ⋃∞

i=1 ψ(σ(Ui) ∩ V ) tiene medida ero. Además:
∞⋃

i=1

ψ(σ(Ui) ∩ V ) = ψ

(
∞⋃

i=1

[σ(Ui) ∩ V ]

)
= ψ

(
σ

(
∞⋃

i=1

Ui

)
∩ V

)
= ψ(σ(M) ∩ V ).Por tanto σ(M) tiene medida ero.3.2. Aproximaiones por Apliaiones RegularesSea M(m× n) el espaio vetorial de todas las matries de tamaño m× n. Es deir;

M(m× n) = {(aij) / aij ∈ R i = 1, 2, ..., m j = 1, 2, ...n}.Además el espaio vetorial M(m× n) es isomorfo a Rmn bajo la apliaión de�nido por:



a11 · · · a1n

· · · · · · · · ·
am1 · · · amn


 7→ (a11, ..., a1n, a21, ..., amn)y así se puede dar a M(m×n) la estrutura difereniable de Rmn. Denotando por M(m×n, k)el subonjunto de M(m× n) que onsiste de todas las matries de rango k.Lema 3.5. Si k ≤ min{m,n}, entones M(m × n, k) es una subvariedad de M(m × n) dedimensión k(m+ n− k).Demostraión. Para la demostraión esribamos las matries X ∈M(m× n) en bloques,

X =

( A BC D )

U.M.S.A. 44 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESdonde A es k × k, B es k × (n− k), C es (m− k) × k y D es (m− k) × (n− k).Sea U = {X ∈ M(m × n) / detA 6= 0}, entones U es abierto en Rmn. En efeto,la apliaión proyeión pA : M(m × n) −→ M(k × k) de�nida por pA( A BC D )
= A esontinua y la apliaión determinante det : M(k × k) −→ R es ontinua.Como R−{0} es un onjunto abierto de R entones det−1(R−{0}) es abierto en M(k×k)además, det−1(R−{0}) = {A ∈ M(m×n)/ detA 6= 0}, luego omo la apliaión pA es ontinua,entones la imagen inversa de pA es p−1

A (det−1(R − {0})) = U es abierto en M(m× n).A�rmamos que U ∩ M(m × n; k) = {X ∈ U/ D = CA−1B}. En efeto, el rango de
X =

( A BC D ) es igual al rango del produto
(

Ik×k 0
−CA−1 I(m−k)×(m−k)

)( A BC D )
=

( A B0 D − CA−1B

)
.En onseuenia el rango de X es k si, y solamente si, D = CA−1B = 0.Sea el onjunto Z =

{(
A B

C 0

)
∈ M(m× n)

}. A�rmamos que Z ∼= Rk(m+n−k). Enefeto, onsideremos la apliaión proyeión P : Z → Rk2 × Rk·(n−k) × R(m−n)·k de�nidopor: P (X) = (A,B,C) = (PA(X), PB(X), PC(X)) donde PA, PB y PC son las proyeionesoordenadas de P , entones P es un isomor�smo, luego Z es isomorfo a Rk2×Rk·(n−k)×R(m−k)·k.Además Rk2 × Rk·(n−k) × R(m−k)·k ∼= Rk(m+n−k) entones Z ∼= Rk(m+n−k).SeaW =

{(
A B

C 0

)
∈ Z/ det(A) 6= 0

} entonesW es un onjunto abierto en Rk(m+n−k).Para su veri�aión es el mismo tratamiento que se hizo para el onjunto abierto U .Ahora onsideremos la apliaión, σ : W → U ∩ M(m× n, k) de�nido por:
X =

(
A B

C 0

)
7−→ σ(X) =

(
A B

C CA−1B

)entones σ es difereniable. En efeto, onsiderando las apliaiones oordenadas de σ, omoproyeiones PA, PB y PC de�niendo de la forma siguiente:
σ(X) =

(
A B

C CA−1B

)
=

(
PA(X) PB(X)

PC(X) PA · inv ◦ PA · PB(X)

)donde PA, PB, PC y PA · inv ◦ PA · PB son apliaiones difereniables. Como la apliaión
inv : GL → M(n × n) de�nido por inv(X) = X−1 es difereniable en todo GL, donde
GL = {A ∈ M(n× n)/ det(A) 6= 0}.Además W es una variedad difereniable de dimensión k(m + n − k) induida por laestrutura difereniable de Rk(m+n−k) y σ umple las siguientes ondiiones:U.M.S.A. 45 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESi σ es 1-1.ii σ(W ) = U∩M(m×n, k), pues tal omo esta de�nido σ se ve que los elementos del onjunto
U ∩ M(m× n, k) son ( A B

C CA−1B

).iii σ es regular en W . Pues onsiderando la apliaión τ : U →W de�nida por:
X =

(
A B

C D

)
7−→ τ(X) =

(
A B

C 0

)es difereniable en U , es más τ ◦ σ = Id identidad en W de aquí τ∗ ◦ σ∗ = Id entones
σ∗ es 1-1. Por tanto σ es regular en W .Luego omo τ es una transformaión lineal y biyetiva de�nido en U ∩M(m× n, k), entones

τ es un isomor�smo y por la de�niión de subvariedad tal que umple las tres ondiionesanteriores, se onluye que U ∩ M(m× n, k) es una subvariedad de M(m× n) on dimensión
k(m+ n− k).Sea h : M(m × n) → M(m × n) de�nido por X 7→ h(X) = PXQ donde P ∈ M(m ×m)y Q ∈ M(n× n) son matries no singulares. Entones h es un isomor�smo difereniable, pues
h es una transformaión lineal.Si X ∈ M(m× n, k) es arbitrario, existe el difeomor�smo h : M(m× n) → M(m× n) quedeja a M(m×n, k) invariante tales que h(X) ∈ U ∩M(m×n, k) (h es, por ejemplo, un ambioonveniente de líneas y de olumnas). Ver ilustraión en la siguiente grá�a:

h : h−1(U) ∩ M(m× n, k) −→ U ∩ M(m× n, k)

X 7→ h(X) = PXQ

b

b

b

b

M(m× n, k)

M
(m

×
n
,k

)

h
M(m× n) M(m× n)

h(X)

h(Y )

X

Y

h−1(U) = h−1
X (U)

h−1(U) = h−1
Y (U)

UhX

hY

Para el entendimiento de la ilustraión, damos el siguiente ejemplo:
U.M.S.A. 46 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARES
X =




0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1




∈ M(4×3, 2) entones existen matries P ∈ M(4×4) y Q ∈ M(3×3)

tales que h(X) = PXQ =




0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0







0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1







0 0 1

1 0 0

0 1 0


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0




Y =




0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0




∈ M(4×3, 2) entones existen matries P ∈ M(4×4) y Q ∈ M(3×3)

tales que h(X) = PXQ =




0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1







0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0







0 0 1

0 1 0

1 0 0


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0


Notemos que la apliaión τ es un difeomor�smo, donde la inversa es τ−1 = σ. Así ons-truiremos una estrutura difereniable para que M(m × n, k) sea una variedad difereniablede dimensión k(m+ n− k).Supongamos que h−1

X (U)∩M(m×n, k) es una veindad oordenada para el punto X y suapliaión oordenada τ ◦ hX : h−1
X (U) ∩ M(m × n, k) → W ⊂ Rk(m+n−k), pues τ ◦ hX es unhomeomor�smo, es más τ ◦ hX es un difeomor�smo, donde τ : U → W es un difeomor�smoy hX : h−1

X (U) ∩ M(m × n, k) → U ∩ M(m × n, k) (hX es la restriión de h, para todo
X ∈ M(m× n, k)) es un difeomor�smo. Entones su estrutura difereniable es dado por:

[
AM(m×n,k)

]
=
{(
h−1
X (U) ∩ M(m× n, k), τ ◦ hX

)
, para todo X ∈ M(m× n, k)

}Ahora onsideremos la apliaión inlusión I : M(m × n, k) → M(m × n) de�nido por
I(X) = X, donde I es una apliaión difereniable que umple las siguientes ondiiones:1. I es uno a uno.2. I(M(m× n, k) = M(m× n, k).3. I es regular. En efeto, sea ϕ una apliaión oordenada on su respetiva veindadoordenada U en M(m×n) y sea ψ una apliaión oordenada, on su respetiva veindadoordenada V en M(m× n, k), entones la apliaiónU.M.S.A. 47 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARES
ϕ ◦ I ◦ ψ−1 = ϕ ◦ ψ−1 : ψ(V ) ⊂ Rk(m+n−k) → ϕ(U) ⊂ Rmnes un homeomor�smo y también regular, entones I es regular.En onlusión M(m× n, k) es una subvariedad de M(m× n) on dimensión k(m+ n− k).Lema 3.6. Sean U un subonjunto abierto de Rn y σ : U → Rm, m ≥ 2n una apliaióndifereniable. Para ada ǫ > 0 existe una matriz de tamaño m× n, A = (aij) tal que |aij| < ǫpara i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n y τ : U → Rm de�nido por

τ(x) = σ(x) + A · xes regular en U .Demostraión. De�niendo la siguiente apliaión ρk : M(m× n, k) × U → M(m× n) por
ρk(X, x) = X − J σ(x)donde J σ(x) es la matriz jaobiana de la apliaión σ en el punto x, de�nido por

J σ(x) =




∂σ1

∂x1

(x) · · · ∂σ1

∂xn
(x)

· · · · · · · · ·
∂σm
∂x1

(x) · · · ∂σm
∂xn

(x)



m×ndonde σ(x) = (σ1(x), ..., σm(x)).La apliaión ρk esta bien de�nida, pues X ∈ M(m × n) y J σ(x) ∈ M(m × n), ademásomo M(m× n) es un espaio vetorial entones X −J σ(x) ∈ M(m× n).A�rmamos ρk es apliaión difereniable. En efeto, σ : U ⊂ Rn → Rm es apliaión dife-reniable, entones su apliaión derivadaDσ : U → L(Rn,Rm) es la apliaión difereniable y

T : L(Rn,Rm) → M(m× n) es transformaión lineal biyetivo. Sea la apliaión difereniable
h = T ◦Dσ : U → M(m× n) de�nido por h(x) = J σ(x) entones h es difereniable.Sea I : M(m× n, k) → M(m× n, k) la apliaión identidad, ahora de�namos la apliaión
f = (I, h) : M(m×n, k)×U → M(m×n, k)×M(m×n) por (X, x) 7→ f(X, x) = (I(X), h(x)),entones f es una apliaión difereniable.Sea la apliaión g : M(m×n, k)×M(m×n) → M(m×n) por (X, Y ) 7→ g(X, Y ) = X−Yesto es una transformaión lineal, por tanto es una apliaión difereniable. Luego

ρk = g ◦ f : M(m× n, k) × U −→ M(m× n, k) × M(m× n) −→ M(m× n)

(X, x) 7→ (X, h(x)) 7→ X − h(x) = X − J σ(x)la apliaión ρk es difereniable.U.M.S.A. 48 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESNotemos que M(m × n, k) × U y M(m × n) son variedades difereniable de dimensiones
k(m + n − k) y mn respetivamente, entones ρk es una apliaión difereniable entre lasvariedades menionadas.Sea k ≤ n− 1. Como m ≥ 2n, tenemos

mn− [k(m+ n− k) + n] = (m− n)(n− k) − n

≥ (2n− n + 1)(n− n+ 1) − n

= 1 > 0Utilizando el orolario 3.2 onluimos que la imagen del dominio de ρk tiene medida ero en
M(m× n) para k ≤ n− 1. De aquí el onjunto M(m× n)− ρk(M(m× n, k)×U) es denso en
M(m× n). Esto es, si H = M(m× n) − ρk(M(m× n, k) × U), entones H = M(m× n).Como H es denso en M(m × n) ∼= Rmn, entones para toda bola abierta de radio ε > 0

B(0, ε) = (−ε, ε) × · · · × (−ε, ε) on entro 0 ∈ M(m× n) ∼= Rmn tal que B(0, ε) ∩H 6= ∅.Como B(0, ε)∩H 6= ∅ entones existe A = (a11, ..., amn) ∈ B(0, ε)∩H tal que A ∈ B(0, ε)y A ∈ H , así que A ∈ M(m × n) y A /∈ ρk(M(m × n, k) × U) para k ≤ n − 1, además loselementos de A son |aij| < ǫ para ualquier ε > 0.Sea τ : U → Rm de�nido por τ(x) = σ(x) + A · x, para x ∈ U . Entones τ es unaapliaión difereniable, pues σ es una apliaión difereniable y A · x es la apliaión de unatransformaión lineal.Entones la matriz jaobiana de la apliaión τ es J σ(x) +A. A�rmamos que esta matrizjaobiana no esta en M(m × n, k) para k ≤ n − 1. En efeto, supongamos lo ontrario, talque J τ(x) ∈ M(m × n, k) para k ≤ n − 1, sea (J τ(x), x) ∈ M(m × n, k) × U entones
ρk(J τ(x), x) = J τ(x) − J σ(x) = J σ(x) + A − J σ(x) = A. Pero la matriz A no esta en laimagen de ρk para k ≤ n− 1.También a�rmamos que el rango de la matriz J σ(x) +A es n, pues omo A no perteneea ρk(M(m×n, k)×U) para k ≤ n− 1, el rango no puede ser 1, 2, ..., n− 1 ni puede ser mayora n, pues el rango de la apliaión τ : U ⊂ Rn → Rm debe ser el mı́n{n,m}, por tanto elrango de la matriz jaobiana de τ es n.Por último onluimos que τ : U → Rm es regular en U , pues la matriz J τ(x) es larepresentaión de la apliaión lineal Dτ(x) : Rn → Rm. Como el rang(J τ(x)) = n entonesel rango de Dτ(x) es la dimensión de Rn y esto es equivalente que Dτ(x) es inyetiva, portanto τ es regular en U .Si x e y son dos puntos de Rm, denotemos por d(x, y) la distania entre x e y uando
d(x, y) = |x− y|.U.M.S.A. 49 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESTeorema 3.1. SeanM una variedad difereniable de dimensión n y C un subonjunto erradode M . Sea σ : M → Rm, m ≥ 2n, una apliaión difereniable que es regular en C. Paraada funión ontinua η : M → R tal que η(p) > 0 para todo p ∈ M , existe una apliaióndifereniable regular τ : M → Rm tal que τ(p) = σ(p) para p ∈ C y d(τ(p), σ(p)) < η(p) para
p ∈M .Demostraión. Hipótesis, σ es una apliaión regular en C entones a�rmamos que existeun onjunto abierto A ⊃ C tal que σ es regular en A. En efeto, sea x ∈ C entones σ esregular en x. Se sabe también Dσ(x) : TpM → Tσ(p)Rm es inyetiva, entones el rango de laapliaión lineal Dσ(x) en el punto x es n, esto es equivalente al número máximo de olumnaslinealmente independiente de la matriz J σ(x), que es exatamente la matriz jaobiana J σ(x)que tiene rango n en el punto x.Para enontrar alguna veindad Ux de x, de tal manera, para ualquier y ∈ Ux el rango dela matriz J σ(y) es n. Haemos el siguiente diagrama,

Ux
I−−→M

J−−→M(m× n)
P−−→M(n× n)

det−−−→ R

x 7→ J σ(x) 7→ J σn(x) 7→ det(J σn(x))donde I es la apliaión inlusión, J es la apliaión jaobiana, P es la apliaión proyeióny det la apliaión determinante, todas estas funiones son ontinuas, entones tomando elonjunto abierto R−{0} en R, y evaluando las imágenes inversas de ada apliaión, se obtieneel onjunto abierto Ux = I−1(J−1(P−1(det−1(R − {0})))) de x. Ahora tomando ualquier
y ∈ Ux, entones se tiene la matriz jaobiana J σ(y) de rango n, de aquí la submatriz n × n

J σn(y) de la matriz J σ(y), se tiene det(J σn(y)) 6= 0. Así Dσ(x) es inyetiva en todo Ux, portanto σ es regular en todo Ux. Entones existe una veindad A =
⋃
x∈C Ux para todo x ∈ Ctal que σ : M → Rm es regular en A ⊃ C.Como la apliaión σ es regular en el onjunto abierto A, entones a�rmamos que laapliaión σ es regular en A. En efeto, en partiular σ es regular en un punto p ∈ A entonesexiste una veindad Vp para un punto p tal que Vp ∩ A 6= ∅, y σ es regular para todo p ∈ A,esto es para toda veindad Vp de p on Vp∩A 6= ∅, entones por de�niión de onjunto erradose tiene que p ∈ A. De aquí σ es regular en A.Coleionando los onjuntos abiertos A y el omplemento de C en {A,Cc} ubre M .Por el Teorema 2.4, existe un re�namiento normalizado B numerable, loalmente �nito porveindades oordenadas de M , tales que satisfae las siguientes ondiiones:i) B es un re�namiento loalmente �nito de {A,Cc}.ii) Si V ∈ B y ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rm es la apliaión oordenada asoiado on V , entones

ϕ(x) = 0 y ϕ(V ) = B3U.M.S.A. 50 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESiii) Si para ada veindad oordenada V asoiado on la apliaión oordenada ϕ en B de�-nimos V ′ = ϕ−1(B1), entones la familia B′ de los onjuntos V ′ ubren M .Ahora numerando los onjuntos Vj de B on enteros positivos y negativos de la forma:
Vj ⊂ A si j < 0, Vj ⊂ Cc si j > 0.Donde ϕj : Vj ⊂ M → ϕj(Vj) = B3 ⊂ Rn es la apliaión oordenada de la veindadoordenada Vj. También de�nimos V ′

j = ϕ−1
j (B2) y V ′′

j = ϕ−1
j (B1). Por supuesto los onjuntos

{V ′′
j } ubren M .Construyamos una suesión σ0, σ1, . . . de apliaiones difereniables σk : M → Rm onlas siguientes ondiiones:1. σ0 = σ.2. σk es regular en Fk = ∪j<0V ′′

j ∪ V ′′
1 ∪ · · · ∪ V ′′

k para k = 1, 2, ...3. σk(p) = σk−1(p) para p /∈ V ′
k , k = 1, 2, ...4. d(σk(p), σk−1(p)) < η(p)/2k para p ∈M , k = 1, 2, ...Para la prueba de esta onstruión usaremos Induión Matemátia sobre k.Caso I: Para k = 1. Debe umplirse los siguientes puntos:1. σo = σ. (de�niión)2. σ1 es regular en F1 = ∪j<0V
′′
j ∪ V ′′

1 .3. σ1(p) = σ0 para p /∈ V ′
1 .4. d(σ1(p), σ0(p)) < η(p)/2 para p ∈M .Prueba. Consideremos la funión bump ψ : Rn → R que es una funión difereniable en Rntal que umple las siguientes ondiiones:(a) 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para x ∈ Rn.(b) ψ(x) = 1 para x ∈ B̄1, y ψ(x) = 0 para x /∈ B2 [x ∈ (Rn −B2)].Sea una matriz X ∈ M(m× n) arbitraria, entones de�namos la siguiente apliaión:

ΦX : B3 ⊂ Rn → Rm

x 7→ ΦX(x) = σ0 ◦ ϕ−1
1 (x) + ψ(x)X · xa�rmamos que ΦX es una apliaión difereniable en B3. En efeto, por (1) tenemos σ0 = σ queU.M.S.A. 51 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESes difereniable enM y ϕ−1
1 : B3 → V1 es difereniable en B3 entones σ0 ◦ϕ−1

1 es difereniableen B3. También ψ es difereniable en Rn y X · x es la imagen de una transformaión lineal,así es difereniable en Rn, por tanto ψ(x)X · x es difereniable en Rn.Sean J(X, x) la matriz jaobiana de ΦX y J1(x) la matriz jaobiana de σ0◦ϕ−1
1 . SiX = (xij)entones J(X, x) = J1(x) + ψ(x)X +

[
∂ψ
∂xj

(x)
∑n

t=1 xitxt

]. En efeto,
ΦX(x) = σ0 ◦ ϕ−1

1 (x) + ψ(x)X · x
J(X, x) = J1(x) + Matriz Jacobiana(ψ(x)X · x)

J(X, x) = J1(x) +

︷ ︸︸ ︷

ψ(x)X +

[
∂ψ

∂xj
(x)

n∑

t=1

xitxt

] (Para la prueba ver Caso II)Ahora onsideremos la siguiente apliaión:
f : Rmn × B3 ⊂ Rmn+n → Rmn

(X, x) 7→ f(X, x) = J(X, x)a�rmamos que f es difereniable en Rmn×B3. En efeto, tal omo esta de�nido f , vemos quelas omponentes de la matriz jaobiana J(X, x) son funiones difereniables.Supongamos que V ′
1 ∩ F0 6= ∅, on ϕ1 : V ′

1 → ϕ(V ′
1) = B1 y V ′

1 ∩ F0 ⊂ V1 de tal maneraque V ′
1 ∩ F0 ⊂ V1. Notemos también que V ′

1 y V1 no intersea al subonjunto errado C.Para la onstruión de estos onjuntos, ver la ilustraión en la siguiente grá�a.
M

AC

V ′
1

F0
V1

V ′
1 ∩ F0

Sea z ∈ ϕ1(V ′
1∩F0). De la formula on matries jaobianas se tiene J(0, z) = J1(z). A�rmamosque el rango de la matriz J1(x) es n. En efeto, omo σ = σ0 : M → Rm es regular en F0 ⊂ Ay además σ0(ϕ
−1
1 (z)) es regular en ϕ−1

1 (z) ∈ V ′
1 ∩ F0 (pues ϕ−1

1 (z) ∈ F0), y además ϕ−1
1 esun difeomor�smo, entones σ0 ◦ ϕ−1

1 (z) es regular en z, y esto es equivalente a su apliaiónlineal D(σ0 ◦ϕ−1
1 )(z) es uno a uno, así esta apliaión lineal tiene rango n, por tanto su matrizorrespondiente J1(x) tiene rango n.Luego omo tenemos J(0, z) = J1(z), entones la matriz J(0, z) tiene rango n. También setiene por de�niión de f : Rmn × B3 ⊂ Rmn+n → Rmn que se umple f(0, z) = J(0, z), así ftiene rango n en el punto (0, z), entones por la primera a�rmaión, onluimos que existe unU.M.S.A. 52 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESonjunto abiertoWz×Uz de (0, z) tal que (0, z) ∈Wz×Uz ⊂ Rmn×B3, esto es 0 ∈Wz ⊂ Rmny z ∈ Uz ⊂ B3. Es más, f tiene rango n en toda la veindad Wz×Uz. De aquí ualquier punto
(X, x) ∈Wz × Uz próximo al punto (0, z), la matriz f(X, x) = J(X, x) tiene rango n.Como (0, z) ∈ {0} × ϕ1(V ′

1 ∩ F0) y Wz × Uz es una veindad del punto (0, z). Notemosque la veindad Wz×Uz no ubre todo ϕ1(V ′
1 ∩F0). Ver la ilustraión en la siguiente grá�a.

B3

ϕ1(V ′
1 ∩ F0)

Wz × Uz

W
z

0
b

z

B2

Rmn

RnComo z ∈ ϕ(V ′
1 ∩F0), esto es para todo (0, z) podemos ubrir el onjunto {0}×ϕ1(V

′
1 ∩F0)por onjuntos abiertos de la siguiente manera;

{0} × ϕ1(V ′
1 ∩ F0) ⊂

⋃

z

Wz × UzA�rmamos que el onjunto {0} × ϕ1(V ′
1 ∩ F0) es ompato. En efeto, el onjunto {0} esompato, y V ′

1 ∩F0 es ompato, pues son onjuntos de bolas erradas bajo la imagen inversade apliaiones oordenadas, la interseión de dos ompatos es ompato. Así la imagen deuna apliaión ontinua sobre un ompato ϕ1(V
′
1 ∩ F0) es ompato. Por tanto el produtode dos ompatos {0} × ϕ1(V ′

1 ∩ F0) es ompato.Como el onjunto {0} × ϕ1(V
′
1 ∩ F0) es ompato entones existe un número �nito deveindades que ubren al onjunto ompato, es deir;

{0} × ϕ1(V ′
1 ∩ F0) ⊂Wz1 × Uz1 ∪Wz2 × Uz2 ∪ · · · ∪Wzr

× Uzr

{0} × ϕ1(V
′
1 ∩ F0) ⊂ (Wz1 ∪Wz2 ∪ · · ·Wzr︸ ︷︷ ︸) × (Uz1 ∪ Uz2 ∪ · · ·Uzr︸ ︷︷ ︸)

{0} × ϕ1(V ′
1 ∩ F0) ⊂ W × Ude aquí enontramos una veindad W = Wz1 ∪ Wz2 ∪ · · · ∪ Wzr

de 0 en Rmn. Es deir
0 ∈W ⊂ Rmn.Luego si X ∈ W y z ∈ ϕ(V ′

1 ∩ F0) entones la matriz jaobiana J(X, z) tiene rango n.Además la matriz jaobiana J(X, z) proviene de la apliaión ΦX : B3 ⊂ Rn → Rm, así ΦXes regular en z.Dado el onjunto abierto W de 0, asumimos que los onjuntos Wzi
on i = 1, 2, ..., r seansu�ientemente pequeños, así obtenemos que el onjunto W sea su�ientemente pequeño.Es deir, sea ε > 0 el que determina el tamaño de la veindad W , entones uando WU.M.S.A. 53 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESes su�ientemente pequeño es equivalente deir que ε tiende al número 0. De esta maneraa�rmamos que:
d(0, X · x) < η1

2
(3.1)para x ∈ B2, donde η1 es el mínimo de η : V ′

1 → R+ en el onjunto ompato V ′
1 . Parajusti�ar (3.1), onsideremos la siguiente funión ontinua F = d ◦ i ◦ g : Rmn × B3 → Rde�nido por x 7→ F (X, x) = d(0, X · x). La omposiión de F = d ◦ i ◦ g esta dado por elsiguiente diagrama:

Rmn × B3
g−−→ Rm i−→ Rm × Rm d−−→ R

(X, x) 7→ X · x 7→ (0, X · x) 7→ d(0, X · x)donde g es una apliaión bilineal, i la apliaión inlusión y la funión ontinua d. Así
F = d◦ i◦ g es ontinua en Rmn×B3, en partiular F es ontinua en el punto (0, z0) ∈W ×Udonde W × U ⊂ Rmn × B3. Por de�niión de ontinuidad, para todo ε =

η1

2
> 0 existeuna veindad W̃ × Ũ del punto (0, z0) on W̃ × Ũ ⊂ Rmn × B3, tal que para ualquier

(X, x) ∈ W̃ × Ũ ⊂ Rmn × B3 entones |d(0, O · z0) − d(0, X · x)| < ε = η1
2
esto es equivalente

d(0, X · x) < ε = η1
2
, para x ∈ Ũ . Ahora veamos que d(0, X · x) < ε = η1

2
, para todo x ∈ B2(Su ilustraión, esta en la siguiente �gura).

M

AC

V ′
1

F0
V1

V ′
1 ∩ F0

ϕ1(V ′
1 ∩ F0)

B
3

B2
Uzi

Ũ Ṽ = Ũ ∩ U

ϕ−1
1 (Ṽ )

ϕ1

En efeto, omo Ũ intersea al onjunto U (pues ambos onjuntos ontienen al punto z0), aesta interseión lo denotaremos por Ṽ = Ũ ∩ U 6= ∅. Así V ′
1 ∩ ϕ−1

1 (Ṽ ) 6= ∅ entones,
V ′

1 =
⋃

ϕ1∈B

ϕ−1
1

(
ϕ1

(
V ′

1 ∩ ϕ−1
1 (Ṽ )

))U.M.S.A. 54 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESy omo V ′
1 = ϕ−1(B2) on esto se umple para todo (X, x) ∈W × B2 y así para todo x ∈ B2que umple d(0, X · x) < η1

2
.Ahora, apliando el Lema 3.6. Sea U = B2 y σ = σ0 ◦ ϕ−1

1 . Sea ε > 0 que determine eltamaño de la veindad W ⊂ Rmn ∼= M(m × n), entones existe un X ∈ W (X = (xij) on
|xij| < ε) tal que la apliaión;

τ̃ : B2 → Rm

x 7→ τ̃ (x) = σ0 ◦ ϕ−1
1 (x) +X · xes regular en B2.Para X ∈W , de�nimos la apliaión σ1 por:

σ1 : M → Rm

p 7→ σ1(p) =

{
σ0(p) + ψ(ϕ1(p))X · ϕ1(p), para p ∈ V1;
σ0(p), para p /∈ V ′

1 .entones σ1 es difereniable en M . En efeto, notemos que los dos pedazos de la apliaión
σ1, tienen en omún el onjunto abierto V1 − V ′

1, donde es difereniable, pues σ1(p) = σ0(p)on p ∈ V1 − V ′
1 (ψ(ϕ1(p)) = 0).A�rmamos que la apliaión σ1 es regular en F1. Para la prueba de esta a�rmaión sepa-ramos su prueba en tres asos. Para eso, nos guiaremos de la siguiente ilustraión grá�a.

M

A

C

V ′′
1

F0

V ′
1

V ′
1 ∩ F0

En efeto,
σ1 es regular en F0 para p /∈ V ′

1 . Pues σ1(p) = σ0(p) para p /∈ V ′
1 (de�niión de σ1) yomo la apliaión σ0 = σ es regular en el onjunto abierto A entones σ0 es regularen A (demostrado al prinipio) y además se sabe que F0 = ∪j<0V
′′
j ⊂ A, de aquí σ0 esregular en F0, por tanto σ1 es regular en F0.Como X ∈W también podemos a�rmar que la apliaión σ1 es regular en V ′

1 ∩F0. Puesomo V ′
1 ∩ F0 ⊂ F0, y por lo anterior se onluye que σ1 es regular en V ′

1 ∩ F0.
σ1 es regular en V ′′

1 , para p ∈ V ′′
1 ⊂ V1. Pues ψ(ϕ1(p)) = 1 si p ∈ V ′′

1 entonesU.M.S.A. 55 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARES
σ1(p) = σ0(p) + X · ϕ1(p) y graias a la eleión de la matriz X ∈ W , que tambiénumple las hipótesis del Lema 3.6 se sigue que σ1 es regular en V ′′

1 .Finalmente observemos para p ∈ V ′
1 ⊂ V1 tenemos;

d(σ1(p), σ0(p)) = d(σ0(p) + ψ(ϕ1(p))X · x, σ0(p))

= d(0, ψ(ϕ1(p))X · x)
= ψ(ϕ1(p))d(0, X · x)
≤ 1 · d(0, X · x) (0 ≤ ψ(ϕ1(p)) ≤ 1)
<
η1

2

≤ η(p)

2Además uando p /∈ V ′
1 entones d(σ1(p), σ0(p)) = 0. En onlusión d(σ1(p), σ0(p)) ≤ η(p)

2para todo p ∈M . Esto ompleta la prueba del Caso I.Caso II: Supongamos que las apliaiones σ0, σ1, σ2, . . . , σk−1 sean onstruidas, entoneslo que se tiene que demostrar, es la onstruión de σk.Consideremos la funión bump ψ : Rn → R que es una funión difereniable en Rn. Paraualquier matriz Y ∈ M(m× n) de�namos la apliaión:
ΦY : B3 ⊂ Rn → Rm

x 7→ ΦY (x) = σk−1 ◦ ϕ−1(x) + ψ(x)Y · xdonde ϕk : Vk ⊂ M → ϕk(Vk) ⊂ Rn es la apliaión oordenada, asoiado on la veindadoordenada Vk, tal que ϕk(Vk) = B3, pues Vk ∈ B.A�rmamos que ΦY es una apliaión difereniable en B3. En efeto, ϕ−1
k : B3 → Vk esdifereniable en B3 y por hipótesis σk−1 : M → Rm es difereniable en M por tanto σk−1 ◦ϕ−1

kes difereniable en B3. Además ψ es difereniable en Rn y Y ·x es difereniable en Rn, pues esla imagen de una apliaión lineal, entones ψ(x)Y · x es difereniable en Rn. En onlusiónla apliaión ΦY es difereniable en B3.Sea J (Y, x) la matriz jaobiana de ΦY y Jk(k) la matriz jaobiana de σk−1 ◦ ϕk−1. Si
Y = (yij) on i = 1, 2, ..., m y j = 1, 2, ..., n, entones

J (Y, x) = Jk(k) + ψ(x)Y +

[
∂ψ

∂xj
(x)

n∑

t=1

yitxt

]

En efeto, por de�niión de la apliaiónΦY tenemos ΦY (x) = σk−1◦ϕ−1(x)+ψ(x)Y ·x, de estaigualdad saamos las matries jaobianas, desde luego la matriz jaobiana de ΦY es J (Y, x)U.M.S.A. 56 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESy el otro lado de la igualdad, es suma de dos matries jaobianas, de la primera apliaión
σk−1 ◦ϕ−1(x) es Jk(k) y de la segunda apliaión ψ(x)Y ·x no se sabe, para eso onsideremosla apliaión h : Rn → Rm de�nido por x 7→ h(x) = ψ(x)Y · x, haiendo las uentas tenemos
h(x) = (ψ(x)y11x1+...+ψ(x)y1nxn, ψ(x)y21x1+...+ψ(x)y2nxn, ..., ψ(x)ym1x1+...+ψ(x)ymnxn)luego para obtener la matriz jaobiana de h haemos lo siguiente, (pero omitimos algunasuentas);
h(x) = ψ(x)Y +




∂ψ

∂x1
(x)(y11x1 + ... + y1nxn) · · · ∂ψ

∂xn
(x)(y11x1 + ...+ y1nxn)... ... ...

∂ψ

∂x1
(x)(ym1x1 + ... + ymnxn) · · · ∂ψ

∂xn
(x)(ym1x1 + ...+ ymnxn)




mn

= ψ(x)Y +

n∑

t=1




∂ψ

∂x1
(x)y1txt · · · ∂ψ

∂xn
(x)y1txt... ... ...

∂ψ

∂x1
(x)ymtxt · · · ∂ψ

∂xc
(x)ymtxt




mn

= ψ(x)Y +

n∑

t=1

xt




∂ψ

∂x1
(x)y1t · · · ∂ψ

∂xn
(x)y1t... ... ...

∂ψ

∂x1
(x)ymt · · · ∂ψ

∂xc
(x)ymt




mn

= ψ(x)Y +
n∑

t=1

xt

[
∂ψ

∂xj
(x)yit

]i=1,...,m

j=1,...,n

= ψ(x)Y +

[
∂ψ

∂xj
(x)

n∑

t=1

yitxt

]
.Así obtenemos lo busado. Ahora onsideremos la siguiente apliaión:

f : Rmn × B3 ⊂ Rmn+n → Rmn

(Y, x) 7→ f(Y, x) = J(Y, x)donde las omponentes de J(Y, x) son funiones difereniables y así la apliaión f es diferen-iable en el subonjunto abierto Rmn ×B3, de Rmn+n.Sea z ∈ ϕk(V ′
k ∩Fk−1). Entones J(0, z) = Jk(z) es de rango n, pues σk−1 ◦ϕk−1 es regularen z. De aquí onluimos que f es regular en el punto (0, z) ∈ Rmn × B3 entones existe unaveindad el punto (0, z) en Rmn ×B3 de la forma Wz × Uz on 0 ∈ Wz ⊂ Rmn y z ∈ Uz ⊂ B3en el ual sabiendo que f es regular en toda la veindad Wz×Uz así tomando ualquier punto

(Y, x) ∈ Wz×Uz la matriz jaobiana J(Y, x) es de rango n. El onjunto {0}×ϕk(V ′
k ∩Fk−1) esompato, y así es ubierto por un número �nito de estas veindades (los detalles son análogosal Caso I). De esta manera onluimos que existe una veindad W de 0 en Rmn, tal que, si

Y ∈W y z ∈ ϕk(V
′
k ∩Fk−1), entones J(Y, x) tiene rango n y así ΦY es regular en z. TambiénU.M.S.A. 57 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARESpodemos asumir que W es su�ientemente pequeño tal omo se hizo en el Caso I para k = 1,tal que d(0, Y · x) < ηk/2
k para x ∈ B̄2 y Y ∈W , donde ηk es el mínimo de la funión η en elonjunto ompato V ′

k.Ahora apliando el Lema 3.6 tomamos U = B2, σ = σk−1 ◦ϕk−1, y ǫ > 0 que determina eltamaño de la veindad W . Entones existe un matriz Y en W tal que la apliaión:
τ̃ : B2 → Rm

x→ σk−1 ◦ ϕk−1 + Y · xes regular en B2.Usando la matriz Y , de�nimos la apliaión σk : M → Rm por:
σk(p) =




σk−1(p) + ψ(ϕk(p))Y · ϕk(p), para p ∈ Vk,

σk−1(p), para p /∈ V ′
k .

σk se apedaza en dos apliaiones difereniables y también estas dos apliaiones tienen enomún el onjunto abierto Vk − V ′
k y así es difereniable en M . Como ψ(ϕk(p)) = 1 para

p ∈ V ′′
k , nuestra eleión de Y garantiza que σk = σk−1(p) + Y · ϕk(p) es regular para p ∈ V ′′

k .Para p /∈ V ′
k se tiene σk(p) = σk−1(p) también se sabe que σk−1 es regular en Fk−1 entones σkes regular en Fk−1. Luego omo Y está en W , σk es regular en V ′

k ∩ Fk−1. De esta manera seonluye que σk es regular en Fk. Finalmente observemos para p ∈ V ′
k ⊂ Vk, se tiene:

d(σk(p), σk−1(p)) = ψ(ϕk(p))d(0, Y · ϕk(p))
≤ ηk

2k
(0 ≤ ψ(ϕk(p)) ≤ 1)

<
η(p)

2k
(para p ∈ V ′

k)Como la distania es 0 para p /∈ V ′
k (pues d(σk(p), σk−1(p)) = 0), así enontramos que

d(σk(p), σk−1(p)) < η(p)/2k para todo p ∈ M . Con esto ompletamos la onstruión delas apliaiones σ0, σ1, . . .Notemos que la familia numerable de veindades oordenadas B = {..., V−2, V−1, V1, V2, ...}es loalmente �nito. Con esto enontraremos una apliaión τ : M → Rm de tal manera quesea regular en M , que mostraremos más adelante.Sea p0 un punto de M . Entones existe una veindad N del punto p0 tal que se tiene dosopiones y para esoger la opión más orreta. Ver la ilustraión en la siguiente grá�a.
U.M.S.A. 58 F.C.P.N.



3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARES
M

A

C

Vj con j > 0

V j
co

n
j <

0

b
p
0

N

1. Si N ⊂ C esta opión no sirve, ya que el onjunto N puede intersear a un número�nito de veindades oordenadas V−1, V−2, .... No puede extenderse a todo τ para quesea regular en M , pues todos los onjunto {Vj/j < 0} están aotados por C.2. Si N * C, esta opión es la que nos sirve para enontrar la apliaión τ , pues todos losonjunto {Vj/j > 0} no están aotados. Es deir que esto, se puede extender a todo M .Por onvenienia podemos tomar la segunda opión (ya que existe N , pero no es únio),entones N intersea a un número �nito de onjuntos V1, V2, ... Es deir existe un onjunto
{j1, ..., jr} ⊂ N tales que N ∩ Vj 6= ∅ ⇒ j ∈ {j1, ..., jr}.Sea k = máx{j/N ∩ Vj 6= ∅}, si j > k entones N ∩ Vj = ∅, y omo p0 ∈ N entones
p0 /∈ Vj ⊃ V ′

j de aquí p0 /∈ V ′
j , luego por de�niión de σk tenemos σk(p0) = σj(p

0) on
j = k + 1, k + 2, k + 3, ... entones σk(p0) = σk+1(p

0) = σk+2(p
0) = · · · para p0 /∈ V ′

j on
j = k + 1, k + 2, k + 3, ...Ahora de�niremos la siguiente apliaión: τ : M → Rm de�nido por τ(p0) = σk(p

0) paratodo p0 ∈ M on k �jo. Además τ(p) = σk(p) para todo p ∈ N (pues es la restriión de σk),entones podemos onluir que τ : M → Rm es difereniable enM (pues σk es difereniable en
M). Y uando p /∈ Vk entones por de�niión de σk y el análisis anterior tenemos τ(p) = σk(p)para k = 1, 2, ... es deir τ(p) = σ1(p) = σ2(p) = · · · . De aquí tenemos que para ada
k = 1, 2, ... σk es regular en Fk, esto es la onstruión 2, así τ es regular en ∪∞

k=1Fk = M .Sea p ∈ C. Entones tenemos dos a�rmaiones;(a) Si p ∈ V ′
k entones k < 0. En efeto, supongamos que k > 0, entones p ∈ V ′

1 , V
′
k , ... Pero

V ′
k ⊂ Vk ⊂ Cc si k > 0, entones p ∈ Cc así p /∈ C y esto es una ontradiión pues
p ∈ C.(b) Si k > 0 entones p /∈ V ′

k para todo k = 1, 2, ... (ontra-reíproa del iniso (a)).Del iniso (b) τ(p) = σ0(p) = σ(p). En efeto, por de�niión de σk y la onstruión 3 tenemos
σk(p) = σk−1(p) para p /∈ V ′

k on k = 1, 2, ... Es deir σ0(p) = σ1(p) = · · · = σk(p) = · · · , asítenemos σk(p) = σ0(p) entones τ(p) = σ0(p) = σ(p). Por tanto τ(p) = σ(p) para todo p ∈ C.U.M.S.A. 59 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOFinalmente observemos que d(τ(p), σ(p)) < η(p) para todo p ∈ M . En efeto, para todo
p ∈M tenemos,

d(τ(p), σ(p)) ≤ d(τ(p), σk(p)) + d(σk(p), σ0(p))

≤ d(τ(p), σk(p)) + d(σk(p), σk−1(p)) + · · ·+ d(σ1(p), σ0(p))

= d(τ(p), τ(p)) +

k∑

j=1

d(σj(p), σj−1(p))

< 0 +
∞∑

j=1

η(p)

2j
, ∀p ∈M

= η(p), para todo p ∈M ( ∞∑
j=1

1

2j
= 1)por tanto se tiene que d(τ(p), σ(p)) < η(p) para todo p ∈M . Así onluimos la demostraióndel Teorema 3.1.3.3. Aproximaiones por Apliaiones Uno-UnoSean M , N variedades difereniables, σ : M → N una apliaión difereniable y regularen todo M . Si σ es uno a uno (o σ es inyetiva), entones σ(M) es una subvariedad de N ,pues umple las ondiiones de la de�niión de subvariedad.Observaión 3.1. Sea σ : M → N difereniable. Si σ es regular e inyetiva, entones σ esun homeomor�smo sobre su imagen. Es deir tiene que umplir tres ondiiones:(a) σ : M → σ(M) es biyetiva. (b) σ : M → σ(M) es ontinua.() σ−1 : σ(M) →M es ontinua.En efeto, las primeras dos ondiiones se justi�a, por el heho que σ es sobreyetiva, ensu imagen y σ es difereniable .Para el iniso (). Supongamos un onjunto abierto arbitrario V ⊂M que ontenga al punto

p ∈M . También supongamos que Up es la veindad oordenada del punto p, entones Up ∩ Ves un abierto en M . Por otro lado Dσ(p) : TpM → Tσ(p)σ(M) es un isomor�smo, luegoapliando el Teorema de la funión inversa se obtiene que σ : M → σ(M) es un difeomor�smoloal en Up, entones σ−1(Up ∩ V ) es abierto, de aquí ⋃p∈M σ−1(Up ∩ V ) es abierto. Además
⋃
p∈M σ−1(Up∩V ) = σ−1

(⋃
p∈M Up ∩ V

)
= σ−1(M ∩V ) = σ−1(V ), de aquí σ−1(V ) es abiertoen σ(M), así σ−1 es ontinua. Por tanto σ : M → σ(M) es un homeomor�smo.U.M.S.A. 60 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOTeorema 3.2. SeanM una variedad difereniable de dimensión n y σ : M → Rm, m ≥ 2n+1,una apliaión difereniable regular. Sea σ uno a uno, en un onjunto abierto U que ontieneal onjunto errado C. Para ada funión ontinua positiva η en M , existe una apliaiónregular e inyetiva τ : M → Rm tal que τ(p) = σ(p) para p ∈ C y d(τ(p), σ(p)) < η(p) para
p ∈M .Demostraión. Sea p ∈ M . Como σ es regular en p, existe una veindad Up de p tal que σes uno a uno, en todo el onjunto abierto Up. En efeto, σ es regular en p, se tiene que suapliaión lineal Dσ(p) : TpM → Tσ(p)Rm es una transformaión lineal inyetiva en el punto
p. Consideremos la apliaión σ : M → σ(M) de�nida sobre su imagen, así se tiene que laapliaión lineal Dσ(p) : TpM → Tσ(p)σ(M) es un isomor�smo, entones por el Teorema de laFunión Inversa existen veindades Up del punto p y Wσ(p) del punto σ(p) tal que la apliaión
σ : Up →Wσ(p) es un difeomor�smo. Por tanto σ es uno a uno, en toda la veindad Up.Asumiendo que Up esta en U o en el omplemento de C, onsideremos la familia de on-juntos abiertos {Up/p ∈M} que es un ubrimiento de M , entones por el Teorema 2.4. Existeuna familia numerable B = {Vj} tales que:i) B es un re�namiento loalmente �nito de {Up}.ii) Si V ∈ B y ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rm es la apliaión oordenada asoiado on V ∋ p, entones

ϕ(p) = 0 y ϕ(V ) = B3iii) Si para ada veindad oordenada V asoiando on la apliaión oordenada ϕ en Bde�nimos V ′ = ϕ−1(B1), entones la familia B′ de los onjuntos V ′ ubren M .Ahora numerando los onjuntos Vj de B on enteros positivos y negativos de la forma:
Vj ⊂ U si j < 0, Vj ⊂ Cc si j > 0,de�namos que V ′

j = ϕ−1
j (B2) y V ′′

j = ϕ−1
j (B1) de manera que se umple V ′′

j ⊂ V ′
j ⊂ Vj pues

B1 ⊂ B2 ⊂ B3.Construyamos una suesión {σk}∞k=1 = {σ0, σ1, ...}, de apliaiones difereniables y regu-lares en M , σk : M → Rm de tal manera que umplan las siguientes ondiiones:1. σ0 = σ.2. σk(p) = σk−1(p) para p /∈ V ′
k , k = 1, 2, ....3. Si σk(p) = σk(p

′) entones σk−1(p) = σk−1(p
′) para p, p′ ∈M .4. d(σk(p), σk−1(p)) < η(p)/2k para p ∈M , k = 1, 2, ...U.M.S.A. 61 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOPara la prueba de esta onstruión, usaremos Induión Matemátia sobre k.Caso I: Para k = 1. Debe umplirse los siguientes puntos:1. σ0 = σ.2. σ1(p) = σ0(p) para p /∈ V ′
1 .3. Si σ1(p) = σ1(p

′) entones σ0(p) = σ0(p
′) para p, p′ ∈M .4. d(σ1(p), σ0(p)) < η(p)/2k para p ∈M .Prueba. Primeramente onsideremos la funión bump ψ : Rn → R que es una funión diferen-iable en Rn tal que umple las siguientes ondiiones:(a) 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para todo x ∈ Rn.(b) ψ(x) = 1 para x ∈ B̄1, y ψ(x) = 0 para x /∈ B2 [x ∈ (Rn −B2)].Sea z = (z1, ..., zm) ∈ Rm arbitraria, entones de�namos la siguiente apliaión:

Φz : B3 ⊂ Rn → Rm

x 7→ Φz(x) = σ0 ◦ ϕ−1
1 (x) + ψ(x)za�rmamos que Φz es una apliaión difereniable en B3. En efeto, la apliaión σ0 = σes difereniable y la apliaión oordenada ϕ−1

1 es difereniable en B3, entones σ0 ◦ ϕ−1
1 esdifereniable en B3 y también la apliaión ψ(x)z = (ψ(x)z1, ..., ψ(x)zm) es difereniable en

Rn pues las oordenadas ψ(x)zi son funiones difereniables en Rn, entones en partiular laapliaión ψ(x)z es difereniable en B3. Por tanto σ0 ◦ϕ−1
1 (x) +ψ(x)z es difereniable en B3.Sean J(z, x) la matriz jaobiana de Φz y J1(x) la matriz jaobiana de σ0 ◦ ϕ−1

1 . Si
z = (z1, ..., zm) entones saando la matriz jaobiana de Φz(x) = σ0 ◦ϕ−1

1 (x)+ψ(x)z tenemos:
J(z, x) = J1(x) +matriz jacobiana de (ψ(x)z)

= J1(x) +




z1
∂ψ

∂x1
(x) · · · z1

∂ψ

∂xn
(x)

z2
∂ψ

∂x1
(x) · · · z2

∂ψ

∂xn
(x)... ... ...

zm
∂ψ

∂x1

(x) · · · zm
∂ψ

∂xn
(x)



m×n

= J1(x) +

[
zi
∂ψ

∂xj
(x)

]i=1,2,...,m

j=1,2,...,n

U.M.S.A. 62 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOdonde ψ(x)z = (ψ(x)z1, ..., ψ(x)zm) entones su matriz jaobiana es [zi ∂ψ
∂xj

(x)

]. Por tanto
J(z, x) = J1(x) +

[
zi
∂ψ

∂xj
(x)

]
. (3.2)Consideremos la siguiente apliaión:

f : Rm ×B3 ⊂ Rm+n → Rmn

(z, x) 7→ f(z, x) = J(z, x)a�rmamos que f es difereniable en Rm ×B3. En efeto, tal omo esta de�nido f , vemos quelas omponentes de la matriz jaobiana J(z, x) son funiones difereniables.A�rmamos que J1(x) tiene rango n. En efeto, la apliaión σ0 ◦ ϕ−1
1 : B3 ⊂ Rn → Rm esregular en x ∈ B3. Pues σ0(ϕ

−1
1 (x)) es regular en ϕ−1

1 (x) ∈M , y omo ϕ−1
1 es un difeomor�smoentones σ0 ◦ ϕ−1

1 (x) es regular en x ∈ B3 y esto signi�a que la matriz jaobiana J1(x) tienerango n.Además si z = (0, ..., 0) ∈ Rm y utilizando (3.2) tenemos J(0, x) = J1(x). Entones J(0, x)tiene rango n. Por de�niión de f tenemos f(0, x) = J(0, x), entones la apliaión f tienerango n en el punto (0, x) y esto implia que f es regular en el punto (0, x), de aquí existeuna veindad Wx × Ux del punto (0, x) tal que (0, x) ∈ Wx × Ux ⊂ Rm × B3 signi�a que
0 ∈ Wx ⊂ Rm y x ∈ Ux ⊂ B3. Es más f tiene rango n en toda la veindad Wx × Ux. Asíualquier elemento (z, x) ∈Wx×Ux próximos al punto (0, x), la matriz J(z, x) = f(z, x) tienerango n. Como la matriz jaobiana de J(z, x) proviene de la apliaión Φz. Entones Φz esregular en x ∈ Ux. Ver la ilustraión en la siguiente grá�a, de lo que se esta haiendo en estepárrafo.

B3

Wx × Ux

W
x

0
b

x

B2

Rm

Rn

UxLuego por onjuntos tenemos (0, x) ∈ {0} × B2 ⊂ ⋃
x∈B2

(Wx × Ux) y además {0} × B2 esompato. Entones existe un número �nito de veindades Wx1
×Ux1

, ...,Wxr
× Uxr

tales que
{0} × B2 ⊂Wx1

× Ux1
∪ · · · ∪Wxr

× Uxr

{0} × B2 ⊂ (Wx1
∪ · · · ∪Wxr

)︸ ︷︷ ︸× (Ux1
∪ · · · ∪ Uxr

)︸ ︷︷ ︸
{0} × B2 ⊂ W × Uasí enontramos una veindad W de 0, donde ada veindad Wxi

ontienen al vetor 0 ∈ Rny también una veindad U de x que ubre a B2, de aquí a�rmamos que si z ∈ W y x ∈ B2U.M.S.A. 63 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOentones Φz es regular para todo x ∈ B2. En efeto, supongamos z ∈ W = Wx1
∪ · · · ∪Wxry x ∈ B2 ⊂ B2 ⊂ U ⊂ Rn, entones existen veindades Wxi

de z y Uxi
de x tales que

z ∈Wx = Wxi
, x ∈ Ux = Uxi

y así Φz es regular en x ∈ Ux (por resultado anterior).Haiendo que las veindades Wxi
sean su�ientemente pequeños, podemos asumir que laveindad W sea su�ientemente pequeño, así para z ∈W podemos haer que:
d(0, z) <

η1

2
(3.3)donde η1 = mı́n{η : V1 → R+/η es continua positiva}. Hay otra manera para obtener (3.3) sinhaer que W sea su�ientemente pequeño. Primeramente onsideremos el siguiente diagrama:

Rm i−→ Rm × Rm d−−→ R

z 7→ i(z) = (0, z) 7→ d(0, z)donde i es apliaión inlusión y d la funión métria, entones la funión F = d ◦ i : Rm → Rde�nido z 7→ F (z) = d(0, z) es ontinua en Rm, en partiular F es ontinua en 0 ∈ W ⊂ Rmesto signi�a: Para todo ε = η1
2
> 0 existe una veindad W̃ del punto 0 (0 ∈ W̃ ⊂ Rm) tal quepara todo z ∈ W̃ implia |F (0) − F (z)| = |d(0, 0) − d(0, z)| = d(0, z) < η1

2
. Además umplepara todo z ∈ W . En efeto, hasta el momento solo tenemos para z ∈ W ∩ W̃ , de aquí setiene que z ∈ ⋃z∈W (W ∩ W̃ ) = W , así se umple para todo z ∈ W . Ver la ilustraión en lasiguiente �gura:

B3

W

0 z

B2

Rm

Rn

W̃

b

De�namos la siguiente funión:
θ1 : M → R

p 7→ θ1(p) =

{
ψ(ϕ1(p)), para p ∈ V1;
0, para p /∈ V1.esta funión θ1 es difereniable en M . En efeto, la funión bump ψ ◦ϕ1 es difereniable en Men partiular en V1 así la funión θ1 es difereniable en V1 y también para p /∈ V1 la funión

θ1(p) = 0 es difereniable en M − V1 (p ∈ M − V1 si y sólo si p /∈ V1) pues es la funiónonstante 0. Por tanto θ1 es difereniable en M .Construiremos un onjunto abierto Q1 de M ×M de�nido de la siguiente manera:
Q1 = {(p, p′) ∈M ×M/ θ1(p) 6= θ1(p

′)}.U.M.S.A. 64 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOComo la funión θ1 es ontinua en M , en partiular es ontinua en p0 ∈ M esto signi�aque: Para todo ε > 0 existe, una veindad U de p0 tal que, para ualquier p ∈ U implia
|θ1(p) − θ1(p0)| < ε. Sea θ1(p0) = 0 on p0 /∈ V1 ⊂ M y �jando ε = ε0 existe una veindad U0de p0 tal que, para ualquier p ∈ U0 implia θ1(p) ∈ (−ε0, ε0). Sean Q1 = U0×U0

c y (p, p′) ∈ Q1entones p ∈ U0 y p′ ∈ U0
c, de aquí θ1(p) < ε0 y θ1(p′) > ε0, por tanto θ1(p) 6= θ1(p

′). Y además
Q1 6= ∅, pues onsiderando la apliaión oordenada ϕ1 : V1 → ϕ1(V1) = B3 on ϕ1(p) = 0,
p ∈ V1 y sea p′ /∈ V ′

1 entones omo (p, p′) ∈M ×M se tiene;
θ1(p) = ψ(ϕ1(p)) = ψ(0) = 1 6= 0 = θ1(p

′),así θ1(p) 6= θ1(p
′).Con el onjunto abierto Q1, de�nimos la apliaión:

ρ1 : Q1 → Rm

(p, p′) 7→ ρ1(p, p
′) = −1

θ1(p)−θ1(p′)
[σ0(p) − σ0(p

′)] .A�rmamos que ρ1 es difereniable en Q1. En efeto, las apliaiones θ1 y σ0 = σ sondifereniables en M. Además el onjunto ρ(Q1) ontiene al 0, pues on la apliaión σ0 puedeourrir que σ0(p) = σ0(p
′) (por de�niión de σ0). En efeto, supongamos que 0 /∈ ρ1(Q1)entones σ0(p) 6= σ0(p

′) para p 6= p′, de aquí la apliaión σ0 es uno a uno en todo M , estoontradie a la hipótesis de este Teorema 3.2 pues la apliaión σ0 = σ es uno a uno en unonjunto abierto U y no en todo M .Como ρ1 : Q1 → Rm es difereniable en Q1 y m ≥ 2n + 1 > 2n, entones por el Corolario3.2, se onluye que ρ1(Q1) tiene medida ero. El omplemento del onjunto ρ1(Q1) es denso,es deir: Rm − ρ1(Q1) = Rm esto es equivalente para toda veindad abierta, en partiulartomando a la veindad W ⊂ Rm que ontiene al 0 ∈ Rm tal que W ∩ (Rm − ρ1(Q1)) 6= ∅.Entones existe un z ∈ W ∩ (Rm − ρ1(Q1)) tal que z ∈ W y z ∈ (Rm − ρ1(Q1)), de aquí
z /∈ ρ1(Q1) y omo ρ1(Q1) ontiene al 0, entones z 6= 0.Enontrando este z ∈ Rm on z 6= 0. Usamos z para de�nir la siguiente apliaión:

σ1 : M → Rm

p 7→ σ1(p) = σ0(p) + θ1(p)zentones σ1 es difereniable enM . En efeto, la apliaión σ0 es difereniable enM y la funión
θ1 es difereniable en M .A�rmamos que la apliaión σ1 : M → Rm es regular en M . Para su prueba onsideremosdos partes:

σ1 es regular en V ′
1 . En efeto, primeramente reordamos la siguiente a�rmaión quesi z ∈ W y x ∈ B2 entones Φz : B3 ⊂ Rn → Rm es regular en todo x ∈ B2 y

U.M.S.A. 65 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOomo ϕ1 : V1 → B3 es un difeomor�smo (pues es una apliaión oordenada), entones
Φz ◦ ϕ1 : V1 → Rm es regular en V ′

1 . Ver la ilustraión en la siguiente �gura.
M

V ′
1

V1

B
3

B 2

ϕ1 − difeomorismo

b

x

b

ϕ−1
1 (x) = p

b

Φz(x)

σ0 = σ
Rm

Rn

Φz

regular en x

Sea p ∈ V ′
1 entones:

σ1(p) = σ0(p) + θ1(p)z

= σ0 + ψ(ϕ1(p))z

= Φz(ϕ1(p))

= Φz ◦ ϕ1(p)por tanto σ1(p) = Φz ◦ ϕ1(p), entones σ1 es regular en todo punto p ∈ V ′
1 de aquí σ1 esregular en V ′

1 .
σ1 es regular enM−V ′

1 . En efeto, sea p ∈M−V ′
1 , entones p /∈ V ′

1 , luego por de�niiónde σ1 tenemos σ1(p) = σ0(p)+θ1(p)z y por de�niión de la funión θ1 tenemos θ1(p) = 0para p /∈ V ′
1 entones σ1(p) = σ0(p)+0z, así σ1(p) = σ0(p) = σ(p) , de aquí σ1 es regularen p ∈M − V ′

1 .En onlusión la apliaión σ1 es regular en M .Dados p, p′ ∈M . Si σ1(p) = σ1(p
′) entones σ0(p)− σ0(p

′) = −[θ1(p)− θ1(p
′)]z. En efeto,por de�niión de σ1, tenemos: σ1(p) = σ0(p) + θ1(p)z y σ1(p

′) = σ0(p
′) + θ1(p

′)z. Luego;
σ0(p) − σ0(p

′) = σ1(p) − θ1(p)z − [σ1(p
′) − θ1(p

′)z]

= −[θ1(p) − θ1(p
′)]zU.M.S.A. 66 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOA�rmamos si z /∈ ρ1(Q1) entones θ1(p) = θ1(p
′). En efeto, supongamos que θ1(p) 6= θ1(p

′),luego por la de�niión de ρ1 tenemos:
Q1 ∋ (p, p′) 7→ ρ1(p, p

′) =
−1

θ1(p) − θ1(p′)
[σ0(p) − σ0(p

′)]

=
−1

θ1(p) − θ1(p′)
[−[θ1(p) − θ1(p

′)]z]

= zasí, ρ1(p, p
′) = z esto signi�a que z ∈ ρ1(Q1) que es una ontradiión, pues z /∈ ρ1(Q1).Reemplazando la igualdad θ1(p) = θ1(p

′) en la euaión σ0(p)−σ0(p
′) = −[θ1(p)−θ1(p′)]z,se tiene σ0(p) = σ0(p

′) para p, p′ ∈M .Finalmente, para p ∈ V1 se tiene d(σ1(p), σ0(p)) <
η(p)

2
. En efeto, para p ∈ V1 tenemos:

d(σ1(p), σ0(p)) = d(σ0(p) + θ1(p)z, σ0(p))

= d(0, θ1(p)z)

= θ1(p)d(0, z)

≤ 1 · d(0, z)
<
η1

2

≤ η(p)

2
(η1 mínimo de η)A�rmamos d(σ1(p), σ0(p)) = 0 para p /∈ V1. En efeto, para p /∈ V1 tenemos:

d(σ1(p), σ0(p)) = d(σ0(p) + θ1(p)z, σ0(p))

= d(σ0(p) + 0z, σ0(p))

= d(σ0(p), σ0(p))

= 0Por tanto, por las dos ultimas a�rmaiones anteriores se onluye lo siguiente:
d(σ1(p), σ0(p)) <

η(p)

2
para todo p ∈MEsto ompleta la demostraión para el Caso I.Caso II: Supongamos que σ0, σ1, . . . , σk−1 sean onstruidas, entones lo que se tiene quemostrar, es la onstruión de σk. Los detalles de la prueba de este aso, están en el Caso I.Sea ψ : Rn → R la funión bump, que es una funión difereniable en Rn tal que umple lassiguientes ondiiones:(a) 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para todo x ∈ Rn.U.M.S.A. 67 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNO(b) ψ(x) = 1 para x ∈ B̄1, y ψ(x) = 0 para x /∈ B2 [x ∈ (Rn −B2)].Sea z ∈ Rm, de�namos la siguiente apliaión:
Φz : B3 ⊂ Rn → Rm

x 7→ Φz(x) = σk−1 ◦ ϕ−1
k (x) + ψ(x)zentones Φz es una apliaión difereniable en B3.Sean J(z, x) la matriz jaobiana de Φz y Jk(x) la matriz jaobiana de σ0 ◦ ϕ−1

k . Si
z = (z1, ..., zm) entones saando la matriz jaobiana de Φz(x) = σ0 ◦ϕ−1

k (x)+ψ(x)z tenemos:
J(z, x) = Jk(x) +matriz jacobiana de (ψ(x)z)

= Jk(x) +




z1
∂ψ

∂x1
(x) · · · z1

∂ψ

∂xn
(x)

z2
∂ψ

∂x1
(x) · · · z2

∂ψ

∂xn
(x)... ... ...

zm
∂ψ

∂x1

(x) · · · zm
∂ψ

∂xn
(x)



m×n

= Jk(x) +

[
zi
∂ψ

∂xj
(x)

]i=1,2,...,m

j=1,2,...,nPor tanto
J(z, x) = Jk(x) +

[
zi
∂ψ

∂xj
(x)

] (3.4)Consideremos la siguiente apliaión:
f : Rm ×B3 ⊂ Rm+n → Rmn

(z, x) 7→ f(z, x) = J(z, x)a�rmamos que f es difereniable en Rm ×B3. En efeto, tal omo esta de�nido f , vemos quelas omponentes de la matriz jaobiana J(z, x) son funiones difereniables.A�rmamos que Jk(x) tiene rango n. En efeto, la apliaión σ0 ◦ ϕ−1
1 : B3 ⊂ Rn → Rm esregular en x ∈ B3. Pues σ0(ϕ

−1
k (x)) es regular en ϕ−1

k (x) ∈M , y omo ϕ−1
k es un difeomor�smoentones σ0 ◦ ϕ−1

1 (x) es regular en x ∈ B3 y esto signi�a que la matriz jaobiana Jk(x) tienerango n.Si z = (0, ..., 0) ∈ Rm y utilizando (3.4) tenemos J(0, x) = Jk(x). Entones J(0, x) tienerango n. Por de�niión de f tenemos f(0, x) = J(0, x), entones la apliaión f tiene rango nen el punto (0, x) y esto implia que f es regular en el punto (0, x), de aquí existe una veindad
Wx × Ux del punto (0, x) tal que (0, x) ∈ Wx × Ux ⊂ Rm × B3 signi�a que 0 ∈ Wx ⊂ Rm y
x ∈ Ux ⊂ B3. Es más f tiene rango n en toda la veindad Wx × Ux. Así ualquier elemento
(z, x) ∈Wx × Ux próximos al punto (0, x), la matriz J(z, x) = f(z, x) tiene rango n. Como lamatriz jaobiana de J(z, x) proviene de la apliaión Φz. Entones Φz es regular en x ∈ Ux.U.M.S.A. 68 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOLuego por onjuntos tenemos (0, x) ∈ {0} ×B2 ⊂
⋃
x∈B2

(Wx × Ux) y además {0} × B2 esompato. Entones existe una veindad W de 0 ∈ Rm, y también una veindad U de x queubre a B2, y de aquí podemos a�rmar que si z ∈ W y x ∈ B2 entones Φz es regular paratodo x ∈ B2.Haiendo que la veindad W ⊂ Rm que ontiene a 0, sea su�ientemente pequeño, tal quesí para z ∈W podemos haer que:
d(0, z) <

ηk
2

(3.5)donde ηk = mı́n{η : Vk → R+ / η es continua positiva}. Signi�a que ηk es el mínimo de ηen el onjunto ompato Vk.De�nimos la siguiente apliaión:
θk : M → R

p 7→ θk(m) =




ψ(ϕk(m)) para m ∈ Vk,

0 para m /∈ Vk.la funión θk es difereniable en M .Sea Qk el subonjunto abierto de M ×M que onsiste de todos los puntos (p, p′) tal que
θk(p) 6= θk(p

′). Es deir: Qk = {(p, p′) ∈M ×M/ θk(p) 6= θk(p
′)}.Con el onjunto abierto Qk. De�nimos la siguiente apliaión:

ρk : Qk → Rm

(p, p′) 7→ ρk(p, p
′) =

−1

θk(p) − θk(p′)
[σk−1(p) − σk−1(p

′)]para (p, p′) ∈ Qk. Entones ρk : Qk → Rm es una apliaión difereniable. Como m > 2n, elonjunto imagen ρk(Qk) tiene medida ero. El omplemento de ρk(Qk) es denso en Rm, estoes equivalente para toda veindad abierta, en partiular tomando a la veindad W ⊂ Rm queontiene al 0 ∈ Rm tal que W ∩ (Rm−ρk(Qk)) 6= ∅. Entones existe un z ∈W ∩ (Rm−ρk(Qk))tal que z ∈ W y z ∈ (Rm − ρk(Qk)), de aquí z /∈ ρk(Qk) y omo ρk(Qk) no ontiene al 0,entones z 6= 0.Enontrado este z ∈ Rm on z 6= 0. Para z, de�nimos la siguiente apliaión:
σ1 : M → Rm

p 7→ σk(p) = σk−1(p) + θk(p)zentones σk es difereniable y regular en todo M , pues σk(p) = Φz(ϕk(p)) para p ∈ V ′
k y

σk(p) = σk−1(p) para p /∈ V ′
k .Además para p, p′ ∈M , si σk(p) = σk(p

′), entones σk−1(p)−σk−1(p
′) = −[θk(p)− θk(p

′)]zEn efeto, por de�niión de σk, tenemos:
σk(p) = σk−1(p) + θk(p)z y σk(p

′) = σk−1(p
′) + θk(p

′)zU.M.S.A. 69 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOLuego;
σk−1(p) − σk−1(p

′) = σk(p) − θk(p)z − [σk(p
′) − θk(p

′)z]

= −[θk(p) − θk(p
′)]zA�rmamos si z /∈ ρk(Qk) entones θk(p) = θk(p

′). En efeto, supongamos lo ontrario talque θk(p) 6= θk(p
′), entones por de�niión de ρk para (p, p′) ∈ Qk tenemos:

(p, p′) 7→ ρk(p, p
′) =

−1

θk(p) − θk(p′)
[σk−1(p) − σk−1(p

′)]

ρk(p, p
′) =

−1

θk(p) − θk(p′)
[−[θk(p) − θk(p

′)]z]

= zde aquí se tiene que ρk(p, p′) = z esto signi�a que z ∈ ρk(Qk) que es una ontradiión, pues
z /∈ ρk(Qk).Esta igualdad θk(p) = θk(p

′) reemplazamos a σk−1(p) − σk−1(p
′) = −[θk(p) − θk(p

′)]z,entones σk−1(p) = σk−1(p
′) para p, p′ ∈M .Finalmente, para p ∈ Vk se tiene d(σk(p), σk−1(p)) <

η(p)

2k
. En efeto, para p ∈ Vk tenemos:

d(σk(p), σk−1(p)) = d(σk−1(p) + θk(p)z, σk−1(p))

= d(0, θk(p)z)

= θk(p)d(0, z)

≤ 1 · d(0, z)
<
ηk
2

≤ η(p)

2kTambién a�rmamos para p /∈ Vk entones d(σk(p), σk−1(p)) = 0. En efeto, para p /∈ Vktenemos:
d(σk(p), σk−1(p)) = d(σk−1(p) + θk(p)z, σk−1(p))

= d(σk−1(p) + 0z, σk−1(p))

= d(σk−1(p), σk−1(p))

= 0Por tanto, por las dos últimas a�rmaiones anteriores se onluye lo siguiente:
d(σk(p), σk−1(p)) <

η(p)

2k
para todo p ∈MU.M.S.A. 70 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOEsto ompleta la demostraión para el Caso II. En onlusion por el Caso I y el Caso II seompleta la prueba de la onstruión de la suesión de {σk}∞k=1 = {σ0, σ1, ...}, de apliaionesdifereniables y regulares en M .Como el Teorema 3.2 tiene las mismas hipótesis que el Teorema 3.1, entones podemosde�nir a la apliaión τ omo en la prueba del Teorema 3.1. Esto es:
τ : M → Rm

p 7→ τ(p) = σk(p) para todo p ∈My que en ese Teorema 3.1 la apliaión τ es difereniable en M y regular en todo M , además
τ(p) = σ(p) en p ∈ C y d(τ(p), σ(p)) < η(p) para todo p ∈M .Para onluir la prueba de este Teorema. Basta mostrar que τ es uno a uno. En efeto,supongamos que τ(p) = τ(p′), entones por la onstruión que se hizo para τ existe un j talque:

τ(p) = σj(p) = σj+1(p) = · · ·
τ(p′) = σj(p

′) = σj+1(p
′) = · · ·de aquí σk(p) = σk(p

′) para k ≥ j. Ahora por la onstruión de suesiones de apliaiones
{σi}i∈N de la parte (3) tenemos: si σk(p) = σk(p

′) entones σk−1(p) = σk−1(p
′) para p, p′ ∈ M .apliando varias vees la parte (3) de la onstruión tenemos σ0(p) = σ0(p
′) para k < j. Portanto σk(p) = σk(p

′) para todo k ≥ 0. En partiular, σ(p) = σ(p′).Notemos que la familia B = {Vj} es un re�namiento de {Up}p∈M . Es deir: Para todo
Vk ∈ B, existe una veindad Up ∈ {Up} tal que Vk ⊂ Up. Además se sabe que σ es uno a unoen Up (Ver al iniio de la prueba del Teorema 3.2). Esto implia que σ es uno a uno en todaslas veindades oordenadas Vk.Para probar que p = p′, mostraremos que los puntos p, p′ ∈ Vk, luego utilizaremos que σes uno a uno en Vk. Para esto haemos lo siguiente:Sea p ∈ V ′′

k ⊂ Vk. Entones por de�niión de σk tenemos lo siguiente σk(p) = σk(p
′)+θpz,y omo θp = ψ(ϕk(p)) = 1 para p ∈ V ′′

k , entones,
σk(p) = σk(p

′) + z. (ω)Si p′ /∈ Vk, entones por la onstruión de apliaiones {σi}i∈N de la parte 2, para
p′ ∈ Vk tenemos,

σk(p
′) = σk−1(p

′). (α)
U.M.S.A. 71 F.C.P.N.



3.3. APROXIMACIONES POR APLICACIONES UNO-UNOY omo τ(p) = τ(p′) entones σk(p) = σk(p
′) . . . (β), entones por la onstruión de laparte 3, tenemos,

σk−1(p) = σk−1(p
′). (γ)Combinando las tres euaiones (α), (β) y (γ), tenemos σk(p) = σk−1(p), reemplazandoesto a la euaión (ω) obtenemos que z = 0, y esto es una ontradiión pues z 6= 0. Asíonluimos que p′ ∈ Vk. Además omo p ∈ Vk y σ es uno a uno en Vk, se tiene p = p′.Por tanto la apliaión σ es difereniable, regular en M y uno a uno.De�niión 3.5. Sean M y N variedades difereniables. Una apliaión f : M → N es unainrustaión si,(i) f es regular en M .(ii) f es un homeomor�smo de M sobre su imagen f(M) ⊂ N onsiderada on la topologíainduida por la de N .Ejemplo Si f : M → N es regular e inyetiva, entones es una inrustaión. En efeto,por la observaión 3.1, f es un homeomor�smo sobre su imagen, así f es una inrustaión.Ejemplo La apliaión f : (−1,∞) → R2, de�nido por t 7→ f(t) = (t3 − t, t2) esregular e inyetiva. Notemos por otra parte que ĺımt7→−1 f(t) = (0, 1) = f(1), por lo tanto f−1no puede ser ontinua en (0, 1) y en onseuenia f no es un homeomor�smo sobre su imagen.

b1

R2

por tanto f no es una inrustaión. Donde f−1(x, y) =
x

y − 1
, on x = t3 − t y y = t2.Ejemplo Sea f : R → R2 de�nido por t 7→ f(t) = (cos(t), sin(t)), entones f esdifereniable y regular. En efeto, para ada t ∈ R, df(t)

dt
= (− sin(t), cos(t)) 6= 0. Como

Df(t)λ = λ
df(t)

dt
, llamando v =

df(t)

dt
, se tiene que Df(t)λ = λv y que la apliaión lineal

Df(t) : R → R2 de�nido por λ 7→ λv, es inyetiva. Así f es regular.U.M.S.A. 72 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓN
f

R

R2

S1Además f no es un homeomor�smo sobre su imagen f(R) = S1, pues S1−(0, 1) es homeomorfoa R. Por tanto f no es una inrustaión.3.4. El Teorema de InrustaiónEl resultado prinipal de esta seión es la prueba del Teorema de Whitney. Sean M unavariedad difereniable y {pj}j∈N = {p1, p2, . . .} una suesión de puntos en M .De�niión 3.6. La suesión {pj}j∈N onverge al punto p0 ∈ M , si existe un sistema deoordenadas (U, ϕ) en M y un entero positivo k tal que pj ∈ U para j ≥ k, la suesión
{ϕ(pj)}j≥k = {ϕ(pk), ϕ(pk+1), . . .} onverge al punto ϕ(p0) ∈ Rn.Ilustraión:
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Notaión: Llamaremos al punto x0 = ϕ(p0) omo el límite de la suesión {ϕ(pj)}j≥k o lasuesión {ϕ(pj)}j≥k onverge al punto x0. En símbolos:
x0 = ĺım

j→∞
ϕ(pj) j ≥ k.El punto p0 = ϕ−1(x0) se llama límite de la suesión {pj}j∈N o también es onoido on elnombre de punto adherente. En símbolos:

p0 = ĺım
j→∞

pj.U.M.S.A. 73 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓNObservaión 3.2. En la de�niión anterior, el punto p0 no depende de la eleión de sistemade oordenadas (U, ϕ).En efeto. Sean el sistema de oordenadas (V, ψ) y k′ ∈ Z+ que umple la de�niión de on-vergenia en M . Es deir: pj ∈ V para j ≥ k′ la suesión {ψ(pj)}j≥k′ = {ψ(pk
′

), ψ(pk
′+1), . . .}es onvergente en el punto ψ(p0) ∈ Rn.Sea k = máx{k, k′} de tal manera que pj ∈ U ∩ V on j ≥ k. De aquí enontramos unaveindad oordenada W = U ∩ V on su respetiva apliaión oordenada φ = ϕ|W = ψ|W ,así la suesión {φ(pj)}j≥k = {φ(pk), φ(pk+1), . . .} onverge al punto φ(p0).Ahora daremos la de�niión más general uando p0 es límite de una suesión {pj}j∈N.De�niión 3.7. Un punto p′ es llamado punto límite de una suesión {pj}j∈N si, p′ es ellímite de alguna subsuesión de {pj}j∈N.Notemos que el punto límite p′ es también onoido on el nombre de valor de adherenia.Sea σ : M → Rm una apliaión ontinua. Consideremos el onjunto de todas las suesiones

{pj}j∈N de puntos de M que no tiene ningún punto límite. Las suesiones orrespondientes
{σ(pj)} de puntos de Rm que generalmente no onverge, pero algunos pueden onverger. Talomo se ilustra en el siguiente ejemplo:Ejemplo Sean R = M la variedad difereniable de dimensión 1 y la apliaión ontinua
σ = sin : M → R de�nido por σ(p) = sin(p). Sea la suesión {π, 2π, 3π, π, 2π, 3π, . . .} en Rque no tiene ningún Punto Límite, pues la subsuesión {π, 2π, π, 2π, . . .} no onverge. Pero laimagen de la suesión por apliaión ontinua sin es:

{sin(π), sin(2π), sin(3π), sin(π), sin(2π), sin(3π), . . .} = {0, 0, 0, 0, 0, 0, . . .}onverge al punto 0.Así teniendo en uenta el ejemplo anterior de�nimos, L(σ) que denota el onjunto de loslímites de estas suesiones {σ(pj)} que onvergen. En símbolos:
L(σ) =

{
y = ĺım

j→∞
σ(pj) / existe {σ(pj)}, para toda {pj}j∈N no tiene punto limite

}
.El onjunto L(σ) es llamado onjunto límite.Observaión 3.3. σ(M) es un subonjunto errado de Rm si y sólo si L(σ) ⊂ σ(M).En efeto. Supongamos que σ(M) es un subonjunto errado en Rm. Sea p0 ∈ L(σ), entonespara toda suesión {pj} que no tiene ningún punto límite, existe una suesión {σ(pj)} ⊂ σ(M)tal que p0 = ĺımj→∞ σ(pj). De aquí p0 ∈ σ(M) y omo σ(M) = σ(M), entones p0 ∈ σ(M).U.M.S.A. 74 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓNReíproamente, supongamos que L(σ) ⊂ σ(M). Sea p0 ∈ σ(M) y ualquier suesión
{pj}j∈N que no onverge, entones existe una suesión {σ(pj)} ⊂ σ(M) tal que p0 = ĺımj→∞ ϕ(pj)entones p0 ∈ L(σ) y por hipótesis tenemos L(σ) ⊂ σ(M) entones p0 ∈ σ(M). Así hemosprobado que σ(M) ⊂ σ(M). Además es evidente que σ(M) ⊂ σ(M), así σ(M) = σ(M), estoquiere deir que σ(M) es errado en Rm.Lema 3.7. Si M es una variedad difereniable, entones existe una funión difereniable
σ : M → R on L(σ) vaío.Demostraión. Sea B = {(Vj, ϕj) / j = 1, 2, ...}, un ubrimiento loalmente �nito numerablenormalizado de M por veindades oordenadas. De�namos V ′

j = ϕ−1
j (B2), V

′′
j = ϕ−1

j (B2) ysea ψ : Rn → R una funión bump, que se de�ne de la siguiente manera:(a) 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 para todo x ∈ Rn.(b) ψ(x) = 1 para x ∈ B̄1, y ψ(x) = 0 para x /∈ B2 [x ∈ (Rn −B2)].Si p0 ∈M , entones existe una veindad N de p0 tal que:
N ∩ Vj 6= ∅ ⇒ j ∈ {j1, ..., jr}así existe un entero positivo k = máx{j /N ∩ Vj 6= ∅} tal que p0 /∈ Vj para j > k entonestenemos que ψ(ϕj(p

0)) = 0 (por de�niión de funión bump).Ahora de�nimos la siguiente funión:
σ : M → R

p0 7→ σ(p0) =
k∑
j=1

jψ(ϕj(p
0)) =

∞∑
j=1

jψ(ϕj(p
0))esta funión esta bien de�nida, pues la sumatoria son imágenes de las funiones bumps, queson reales multipliados por un esalar j ∈ N.A�rmamos que la funión σ es difereniable en M . En efeto, uando j ≤ k, p0 ∈ N y

p0 ∈ Vj , así σ es difereniable en Vj, pues ψ es difereniable en Vj (ψ es difereniable en M).Ahora uando j > k tenemos que p0 /∈ Vj , ψ(ϕj(p
0)) = 0, así σ es difereniable en p0 /∈ Vj oque es lo mismo deir σ es difereniable en M − Vj . Por tanto σ es difereniable en M .Sea {pj}j∈N una suesión de puntos de M que no tiene ningún punto límite. Sea q ∈ Z+y onsiderando el onjunto ompato V ′

1 ∪ · · · ∪ V ′
q . Entones un número �nito de puntos dela suesión {pj}j∈N están en el onjunto V ′

1 ∪ · · · ∪ V ′
q . (Pues si {pj}j∈N ⊂ V ′

1 ∪ · · · ∪ V ′
q yesto es ompato, entones {pj}j∈N es onvergente, esto es una ontradiión, pues {pj}j∈N noonverge). De aquí existe un j > q tal que pj /∈ V ′

1 ∪ · · · ∪ V ′
q . Entones ψ(ϕk(p

j)) = 0 para
U.M.S.A. 75 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓN
k = 1, 2, ..., q (por de�niión de funión bump). Es deir:

pj /∈ V ′
1 entonces ψ(ϕ1(p

j)) = 0, j > q...
pj /∈ V ′

q entonces ψ(ϕq(p
j)) = 0, j > q.Pero notemos que uando j ≤ q se tiene que ψ(ϕk(p
j)) 6= 0, pues pj ∈ V ′

1 ∪ · · · ∪ V ′
q , donde suilustraión esta en la siguiente �gura;

M

V ′
1

V ′
2

V ′
3

V ′
q

b b

b

b

b

b

p1 p2

p3

pq
{pj}j∈N

pj

p1, ..., pq ∈ V ′
1 ∪ · · · ∪ V ′

qTambién observemos que la familia {(Vk, ψk)/ k ∈ N} es una partiión de la unidad diferen-iable sobreM . Donde ψk : M → R de�nido por p 7→ ψk(p) =
ψ ◦ ϕk(p)

Σ∞
i=1ψ ◦ ϕi(p)

para ada k ∈ N.Entones,
σ(pj) =

∞∑

k=1

kψ(ϕk(p
j))

= (q + 1)ψ(ϕq+1(p
j)) + (q + 2)ψ(ϕq+2(p

j)) + · · ·
> qψ(ϕq+1(p

j)) + qψ(ϕq+2(p
j)) + · · ·

= q

[
∞∑

k=1

ψ(ϕk(p
j))

]

≥ q

[
∞∑

k=1

ψ ◦ ϕk(pj)
Σ∞
i=1ψ ◦ ϕi(pj)

] (Σ∞
i=1ψ ◦ ϕi(pj) ≥ 1)

= q

[
∞∑

k=1

ψk(p
j)

] (De�niion de ψk)
= q · 1 = qAsí σ(pj) > q. Luego la suesión {σ(pj)}j∈N no esta aotado, por tanto no onverge. Estoprueba que L(σ) es vaío.U.M.S.A. 76 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓNTeorema 3.3 (Teorema de Inrustaión de Whitney). Si M es una variedad diferenia-ble de dimensión n, entones existe una inrustaión τ : M → R2n+1 tal que τ(M) es erradoen R2n+1.Demostraión. Por hipótesis,M es una variedad difereniable, entones por el Lema 3.7, existeuna funión difereniable σ : M → R on L(σ) = ∅. De�namos la apliaión:
σ1 : M → R2n+1

p 7→ σ1(p) = (σ(p), 0, ..., 0)por su puesto esta apliaión esta bien de�nida. Además σ1 es difereniable en M , pues adauno de sus oordenadas de σ1 son funiones difereniables enM . A�rmamos que L(σ1) = ∅. Enefeto, supongamos L(σ1) 6= ∅, entones existe x ∈ L(σ1) luego existe una suesión {pj}j∈N de
M que no tiene puntos límites tal que x = ĺımj→∞ σ1(p

j). Pero σ1(p
j) = (σ(pj), 0, ..., 0) dondela suesión {σ(pj)}j∈N no tiene puntos límites, pues L(σ) = ∅, así la suesión {σ1(p

j)}j∈N notiene puntos límites. Esto es una ontradiión, pues ĺımj→∞ σ1(p
j) = x. Por tanto L(σ1) 6= ∅.Luego apliaremos el Teorema 3.1 en la apliaión σ1, para eso tenemos que haer umplirlas hipótesis del Teorema 3.1, esto es:1. M es una variedad difereniable de dimensión n.2. σ1 : M → R2n+1 es una apliaión difereniable en M on 2n+ 1 ≥ 2n.3. σ1 : M → R2n+1 es regular en C 6= ∅, por vauidad.Ya haiendo umplir las hipótesis del Teorema 3.1. Entones para ualquier funión ontinuapositiva η : M → R, existe una apliaión difereniable regular en M , σ2 : M → R2n+1 talque:

d(σ2(p), σ1(p)) <
1

2
para p ∈M (3.6)tomando η(p) = 1

2
.Ahora apliaremos el Teorema 3.2 en la apliaión σ2, para esto neesitamos haer umplirlas hipótesis del Teorema 3.2, esto es:1. M es una variedad difereniable de dimensión n.2. σ2 : M → R2n+1 es una apliaión difereniable y regular en M on 2n + 1 = 2n+ 1.3. σ2 es uno a uno, en un onjunto abierto U = ∅ que ontiene al onjunto errado C = ∅,por vauidad. Pues el onjunto ∅ es abierto y también errado.
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3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓNPor el Teorema 3.2, tenemos para ualquier funión ontinua positiva η : M → R, existe unaapliaión regular e inyetiva τ : M → R2n+1 tal que:
d(τ(p), σ2(p)) <

1

2
para todo p ∈M (3.7)tomando η(p) = 1

2
. Por el ejemplo anterior τ es una inrustaión.Por (3.6),(3.7) y la desigualdad triangular para la funión d tenemos lo siguiente:

d(τ(p), σ1(p)) ≤ d(τ(p), σ2(p)) + d(σ2(p), σ1(p)) <
1

2
+

1

2
= 1para todo p ∈M . De aquí d(τ(p), σ1(p)) < 1 para todo p ∈M .Notemos, que hasta el momento probamos que existe una apliaión τ : M → R2n+1 que esuna inrustaión, falta probar que τ(M) es errado en R2n+1 para eso tenemos que demostrarque L(τ) = ∅. En efeto, supongamos que L(τ) 6= ∅ entones existe un x ∈ L(τ), de aquíexiste una suesión {pj} de puntos de M tal que x = ĺımj→∞ τ(pj), pero {pj} no onverge aningún punto o no tiene ningún punto límite. Además:

d(x, σ1(p
j)) ≤ d(x, τ(pj)) + d(τ(pj), σ1(p

j))

< d(x, τ(pj)) + 1omo la suesión {τ(pj)} es onvergente entones esta aotado y así la suesión {σ1(p
j)} estaaotado. Luego por el Teorema de Bolzamo Weierstrass (Toda suesión aotada en R2n+1posee una subsuesión onvergente), la suesión {σ1(p

j)} posee una subsuesión {σ1(p
ji)}i∈Nque onverge. Como la subsuesión {pji}i∈N no tiene puntos límites (pues {pj} no tiene puntoslímites) esto implia que L(σ1) 6= ∅ esto es una ontradiión pues L(σ1) = ∅, por tanto

L(τ) = ∅. Así L(τ) = ∅ ⊂ τ(M) por la observaión 3.3, se obtiene τ(M) es errado en R2n+1.Ejemplo Variedad de Grassmann: El onjunto denotado por Gr(Rn+r) es el on-junto de todos los subespaios vetoriales de dimensión r del espaio eulidiano Rn+r. Esteonjunto es llamado Gr(Rn+r) Variedad de Grassmann, de dimensión r (esta probado en elejemplo de la seión 1.3). Por el Teorema de Inrustaión de Whitney la variedad Gr(Rn+r)esta inrustado en el espaio eulidiano R2r+1.Ejemplo Demostramos en un ejemplo anterior que R no es una inrustaión en R2pero, por el Teorema de Inrustaión de Whitney, R es una inrustaión en R3. Tal apliaiónes f : R → R3 de�nido por t 7→ f(t) = (cos(2πt), sin(2πt), t) es una inrustaión. En efeto, fes regular, pues df(t)

dt
= (−2π sin(2πt), 2π cos(2πt), 1) 6= 0. f es un homeomor�smo sobre suimagen, pues la funión proyeión g : f(R) ⊂ R3 → R de�nido por g(cos(2πt), sin(2πt), t) = tes la inversa de la apliaión f (vea la siguiente ilustraión grá�a).U.M.S.A. 78 F.C.P.N.
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R

R3

f(R)

f

g = f−1

2πt

t1

bf(t)

f ′(t)

Z

Y

XEste ejemplo muestra que 2n + 1 es la dimensión minima para la validez del Teorema deInrustaión de Whitney.De�niión 3.8. Sean M y N variedades difereniables de dimensión m y n respetivamente.La apliaión difereniable f : M → N se die una inmersión, si f es regular en todo punto
p ∈ M , esto es, que la transformaión lineal Df(p) : TpM → Tf(p)N es inyetiva para ada
p ∈M . En partiular m ≤ n.Ahora enuniamos el siguiente olorario.Corolario 3.3 (Teorema de Inmersión de Whitney). Si M es una variedad difereniablede dimensión n, entones existe una inmersión τ : M → R2n.Demostraión. Por hipótesisM es una variedad difereniable, entones por el Lema 3.7, existeuna funión difereniable σ : M → R on L(σ) = ∅. De�nimos una apliaión:

σ1 : M → R2n

p 7→ σ1(p) = (σ(p), 0, ..., 0)por supuesto esta apliaión esta bien de�nida y difereniable en M . Además L(σ1) = ∅.Ahora apliquemos el Teorema 3.1 en la apliaión σ1, para eso hagamos umplir las hipótesisdel Teorema 3.1, esto es:1. M es una variedad difereniable de dimensión n.2. σ1 : M → R2n es una apliaión difereniable en M on 2n = 2n.3. σ1 : M → R2n es regular en C = ∅. Por vauidad.Entones por Teorema 3.1, existe una apliaión difereniable y regular τ : M → R2n en M ,de aquí τ es una inmersión.U.M.S.A. 79 F.C.P.N.



3.4. EL TEOREMA DE INCRUSTACIÓN
Ejemplo Consideremos la apliaión f : R → R2 f(t) =

(
1 − t2

1 + t2
,

2t

1 + t2

), f es unainmersión y f(R) = S1 − (−1, 0).
f

R

R2

S1

b

(-1,0)
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