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INTRODUCCION

El concepto de variedad (que involucra conceptos de analisis, diferencial, algebraica y
topologia) ha jugado un papel fundamental en el desarrollo y direccién de las matematicas
modernas, podemos citar por ejemplo la geometria diferencial local, geometria proyectiva,
geometria algebraica y otros.

Este proyecto de grado estudia la manera de incrustar cualquier variedad diferenciable
de dimension n a cierto espacio euclidiano de dimension 2n + 1, donde, esto quiere decir,
que no toda variedad de dimension n puede incrustarse en un espacio euclidiano de dimension
n,n+1, ..., 2n tal como mostramos, ejemplos en el tercer capitulo. Ademas también estudiamos
que cualquier variedad de dimensién n es inmersa a un espacio euclidiano de dimension 2n.

El proposito del presente trabajo es realizar la prueba del Teorema, debido a Hassler
Whitney. Es decir, incrustar una variedad diferenciable en un espacio euclidiano mediante
una aplicacion regular e inyectiva, esto es, que la aplicacion es una incrustacion.

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos.

En el primer capitulo damos los conceptos de variedad diferenciable y definimos una va-
riedad diferenciable también construimos variedades diferenciables mediante aplicaciones in-
yectivas, con esto mostramos que la Variedad de Grassmann G, (R™*") que es el conjunto de
todos los subespacios vectoriales de dimension r del espacio euclidiano R™", es una variedad
diferenciable de dimension r. Ademés las aplicaciones diferenciables que inducen transfor-
maciones lineales del espacio tangente y también que inducen transformaciones lineales del
espacio cotangente se comportan como adjunta. Concluimos este capitulo con los teoremas
(1.3) y (1.4) que caracterizan a aplicaciones regulares, que son ttiles en el siguiente capitulo.

En el segundo capitulo, desarrollamos los conceptos necesarios para definir una subvarie-
dad regular. Presentamos que la variedad en la que trabajamos es un espacio paracompacto,
para tal espacio encontramos un cubrimiento por conjuntos abiertos, tal que es un refina-
miento localmente finito normalizado. Es decir a todas las vecindades coordenadas mediante
su aplicacion coordenada hacemos corresponder una bola abierta de centro cero y radio tres.

Finalizando este capitulo, mostramos la existencia de funciones bump, definidas en un espacio
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euclidiano y luego las extendemos a variedades diferenciables. Estas funciones bump son tutiles
para demostrar el Teorema de Incrustacion de Whitney.

En el tercer capitulo, que es el tema central de este trabajo, desarrollamos, conjuntos de
medida cero en una variedad diferenciable, luego mostramos, dos teoremas, (3.1) y (3.2) que
son de mucha importancia para concluir el proposito del trabajo. Por otro lado definimos
el congunto limite (pagina 74) y también mostramos el Lema 3.7, que es importante para
concluir el proposito del trabajo. Con todo esto, desarrollado, llegamos a mostrar el Teorema
de Incrustacion de Whitney (Teorema 3.3) y También mostramos el Teorema de Inmersion de
Whitney (Corolario 3.3).

U.M.S.A. v F.C.P.N.



VARIEDADES DIFERENCIABLES

En este capitulo extenderemos el calculo diferencial de espacios euclidianos a espacios que
son una generalizacion de superficies. Estudiaremos las variedades y los teoremas cuando la

derivada de una aplicacion es inyectiva o sobreyectiva.

1.1. Variedades Diferenciables

A grosso modo, una variedad diferenciable, es como una superficie, que no precisa estar
en un espacio euclidiano. Diremos que la variedad M es diferenciable, a una variedad de clase
C.

Sea M un espacio topologico de Hausdorff con una base numerable, con una coleccion
indizada de pares {W,, 7 }acr, donde W, es un subconjunto abierto de R" y n, : W, — M
es un homeomorfismo de W, hacia un subconjunto abierto U, = n(W,) de M que satisface

las siguientes condiciones:

1. Si p es un punto en M, existe un indice o en I tal que U, contiene a p.

2. Para cada par ordenado de indices «, § de I tal que
U=U,NUg

no vacio, la restriccion de 7;5_1 on, a n, (U) es una aplicacion diferenciable de este

conjunto hacia R".

3. Sin: W — U es un homeomorfismo de un subconjunto abierto W de R™ hacia un
subconjunto abierto U de M tal que para cada indice a, y que U N U, es no vacid la
restriccion de 7' o5, a 1, (U N Ua) y la restriccion de i, on a n~ (U N Ua) son
aplicaciones diferenciables, existe un indice 5 tal que (W,n) = (Wps, ng).



1.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

El entero n es el mismo para todos los indices y se llama la dimensidén de la variedad
M. Los conjuntos U, (o € I) son llamados vecindades coordenadas de M. La aplicacion
Do = 77;1 : U, — W, serd llamado aplicacion coordenada correspondiente a la vecindad
coordenada U.

La condicién 1, garantiza que M es cubierto por sus vecindades coordenada.

La condiciéon 2, nos dice, si «, 8 son indices tales que U, N Ug = U es no vacié entonces
775_1 0 Na Y 7,1 01g, estan restringidas en 11 (U) y nﬁ_l(U) respectivamente, donde ambas son
aplicaciones diferenciables. Como estas aplicaciones son inversas uno del otro, se sigue que sus
matrices jacobianas tiene rango n. La aplicacion 776_1 01y = g 0,1 serda denotado por 0 y

se llamard la transformacion coordenada sobre U, N U (ver Figura 1-3).

Figura 1-3

La condicion 3, expresa que la familia {U,, @ }aer contiene cada vecindad coordenada

posible de la variedad M. En el Teorema 1.1 mostraremos que, si asumimos las condiciones 1
y 2, es posible extender la familia {U,, ¢, }aer haciendo satisfacer la condicion 3.

Sea M un espacio de Hausdorff con una base numerable y con una familia W = {W,, 1 }aer
sujeto a las condiciones 1 y 2. Bajo estas circunstancias, llamaremos a M una wvariedad
coordenada. Un par (W,n) donde W es un subconjunto abierto de R™ y n: W — n(W) =

U un homeomorfismo sobre un subconjunto abierto U de M, se dird que es compatible

U.M.S.A. 2 F.C.P.N.



1.1. VARIEDADES DIFERENCIABLES

con W si, para cada indice o € I tal que U N U, es no vacio, las aplicaciones n=' on, y
na' on son diferenciable cuando las restringimos a los conjuntos 7, (U NU,) y n= (U N U,)
respectivamente. Con esta definicion es posible extender la familia WV a la condicion 3, para

que M se vuelva en una variedad diferenciable.

Teorema 1.1. Sea M una variedad coordenada con la familia W = {Wa, N4 }aer satisfaciendo
las condiciones 1y 2. Entonces la familia YW* que consiste de todos los pares que son compatible

con W, satisface las condiciones 1, 2 y 3, por tanto hace a M una variedad diferenciable.

Demostracion. Esta claro que, si probamos la condicion 2 para WW*, tenemos probado el teore-
ma. Sean (W, n)y (W', ') dos pares que son compatible con W. Sean U = n(W), U’ = n'(W’)
y asumamos que U N U’ es distinto de vacio.

Sea x un punto de n’~*(U N U’). Por demostrar que ' o 1’ es diferenciable en z. Por
la condicion 1, existe un indice a tal que n/(x) esta contenido en U, = 1,(W,). De aqui
el conjunto U, NU NU’ # (), y sobre este conjunto n=! oy’ = (n7'on,) o (n;' on'). Por
la compatibilidad de (W,n) con W, sabemos que las aplicaciones 7' o7, y 1! o1/, son
diferenciables en 77 (U, NUNU') y 7' (U, NU N U’) respectivamente. De aqui " o7/ es

diferenciable en z. O

Vemos del Teorema 1.1 que es suficiente describir las vecindades coordenadas de una

variedad coordenada para definir una variedad diferenciable.

Definicion 1.1 (Carta). Una carta o sistema de coordenadas n-dimensional en M es
un par, (U, ), donde U C M es un conjunto abierto y ¢ : U — R"™ es un homeomorfismo de

U sobre el subconjunto abierto p(U) C R™.

Ahora justificaremos de por que el nombre de vecindad coordenada al conjunto U, que es
el dominio de la aplicacion coordenada ¢. Todos los puntos de U tienen asignadas, via ¢, unas
coordenadas. En efecto, si p; : R" — R denota la funciéon proyeccion en la i-esima coordenada,
entonces se definen las funciones coordenadas asociadas a la carta (U, ¢) como z; = p; o ¢.

Entonces, las coordenadas de un punto p en la aplicacion coordenada ¢ son (z1(p), ..., z,(p))-

Definicion 1.2 (Cartas Compatibles). Dos cartas n-dimensional (U, @) y (V1) en M son
compatibles si UNV # 0 o bien los conjuntos o(UNV) y (U NV) son abiertos en R™ y las

aplicaciones 1 o o=t y @ o™t son difeomorfismos.
Ahora definiremos un concepto fundamental de esta seccion.

Definicion 1.3 (Estructura Diferenciable). Un atlas diferenciable n-dimensional sobre M es

una familia de cartas A = {(Ua, pa)} satisfaciendo las siguientes condiciones:

U.M.S.A. 3 F.C.P.N.



1.2. APLICACIONES DIFERENCIABLES

a) UaEI Ua = M
b) Para todo indice o y 3, si Uy, NUg # 0 las cartas (Un, ¢a) y (Va,v3) son compatibles.

Diremos que el atlas A determina una estructura diferenciable sobre M si es mazimal para las
condiciones anteriores. Mds explicito, decimos maximal cuando contiene todos los sistemas

coordenados que son compatibles en relacion a A.

Definicion 1.4. Una variedad diferenciable de dimension n es un par (M, [A]) formado

por un espacio topoldgico de Hausdorff M y una estructura diferenciable [A] sobre M.

Para indicar la dimension n, en algunas ocasiones escribiremos M™ en lugar de M, y

cuando la estructura diferenciable sea conocida omitiremos cualquier referencia a ella.

IR0  [El espacio de las Matrices|

Sea M(m x n,R) el conjunto de todas las matrices reales de tamano m x n. Entonces
M(m x n,R) admite estructura de variedad diferenciable. En efecto, si A € M(m x n,R)

podemos escribir

apy  ae Q1n

a1  A22 a21
A=

Am1 Am2 ¢ Amn

entonces definimos la aplicacion ¢ : M(m x n,R) — R™ por:

QO(A) = (au, A12y oovy A1ny A2y ooy A2y vvy Ay - vy CLmn).

Se afirma que ¢ constituye una carta global sobre M(m x n, R), pues ¢ es un isomorfismo con
inversa continua. Esta determinara la estructura diferenciable estandar sobre el espacio de las

matrices M(m x n,R).

IRESNIOY  Sea (M, [A]) una variedad diferenciable de dimension n. Sea U C M un
conjunto abierto. Denotemos por A/U el conjunto {(W;, vilw,) / Wi =UNU;, (Ui, i) € A},
entonces A/U es un atlas de dimension n, llamada estructura diferencial de U inducida por

la estructura diferencial de M.

1.2. Aplicaciones Diferenciables

En esta seccion vamos a introducir el concepto de aplicacion diferenciable, herramienta
basica para extender el calculo diferencial a las nuevas estructuras que acabamos de definir.

Vamos a decir con la palabra funcion, a todas las funciones de valor real. Entenderemos por

U.M.S.A. 4 F.C.P.N.



1.2. APLICACIONES DIFERENCIABLES

aplicacion (funcion) diferenciable, a una aplicacion (funcion) de clase C*° a menos que se diga
lo otro.

Comenzaremos por el caso més sencillo, cuando el conjunto de llegada es el espacio euclideo
R. Sea f : M — R una funcion, sea p un punto de su dominio y consideremos (U, ¢) una carta
en M cuyo dominio contiene a p. Entonces la aplicacion F' = fop™ : o(U) — R se denomina

la representante local o representante en coordenadas de f (respecto de la carta (U, ¢)).

Definicion 1.5 (Funcion Diferenciable). Una funcion f : M — R es diferenciable en un
punto p € M si una representante local F = f o™ (y, por tanto, todas) es diferenciable en

©(p). La funcidn se dice diferenciable si lo es en todos los puntos de su dominio.

Esta definicion no depende de la eleccion, de cartas coordenadas. Entonces, sean (U, @) y
(V,4) dos cartas en M cuyos dominios contienen al punto p, y consideremos F = fop~ly
G = f o1~ las representantes locales respectivas. Entonces, utilizando el cambio de cartas,
podemos comprobar que F' = G o () o o 1), por lo que F es diferenciable en ¢(p) si y solo si
G es diferenciable en ¥(p).

Introduzcamos ahora el caso general. Sea f : M™ — N™ una aplicacién, sea p un punto
de su dominio y consideremos (U, ¢) una carta en M cuyo dominio contiene a p y (V,%) una
carta en N tal que f(U) C V. Entonces la aplicacion F = 1o fop™ : R™ — R" se denomina

la representante local o representante en coordenadas de f (respecto de las cartas (U, p) y

(V).

Definicion 1.6 (Aplicacion Diferenciable). Una aplicacion f : M™ — N™ es diferenciable
en un punto p € M si una representante local F = 1 o f o p=! (y, por tanto, todas) es
diferenciable en o(p). La aplicacion se dice diferenciable si lo es en todos los puntos de su

dominio.

Definicion 1.7. La aplicacion f: M — N se dice que es un difeomorfismo si es biyectiva,
diferenciable y con inversa diferenciable. En tal caso, las variedades M y N se dice que son

difeomorfas.

|Aplicacion Determinante|

Sea M(n,R) el conjunto de las matrices cuadradas reales de orden n con su estructura
diferenciable y consideremos la aplicacion det : M(n,R) — R. Veamos que det es una apli-
cacion diferenciable. Sea ¢ : M(n,R) — R" la carta estandar sobre las matrices cuadradas
(ver el ejemplo de espacio de matrices) y sea ¢ : R — R la carta identidad. Asi consideremos

F =1 odetop™ = detop™ tal que F' : R® — R es la representante local de la aplicacion

U.M.S.A. 5 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

determinante det, es decir,

T11 T2 0 Tin

Tl Taz2 . T2l
F(Zlfll, L12y ooy L1ny L21y ooey L2y oooy Tm 1, ,[L’mn) = det

Tmi Tm2 - Tmn

Usando la definicion del determinante deducimos que

F(QIZ‘H,IH, ey L1ny 21y oy L2y oovy Timl, 7«Tmn) = E €oT10(1) " Tno(n),
UESn

donde S, es el grupo de las permutaciones de n letras y ¢, denota la signatura de la permuta-
cion 0. Al ser F un polinomio de n? variables, es diferenciable y en consecuencia, la aplicacion

es también diferenciable.

1.3. Variedades definidas por una coleccién de inyectivas

Sea X un conjunto. Si X posee estructura de variedad diferenciable, entonces su topologia

esta perfectamente determinada por el atlas. De modo mas preciso:

Lema 1.1. Sea X un conjunto (sin estructura topoldgica) y A una coleccion de inyectivas

p: U C X — R" que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada p € A, p: U C X — R", o(U) es abierto en R™.
(2) Los dominios U de las aplicaciones ¢ € A cubren X.

3) Sip:U—R"yy:V —R" pertenecen a A y UNV # 0, entonces o(UNV) yp(UNV)
son abiertos en R™ y la aplicacion o=t : o(UNV) — »(UNV) es un difeomorfismo.

Con estas condiciones, existe una y solamente una topologia en X relativamente a A que es

un atlas diferenciable en X.

Demostracion. Unicidad. Sea 7 una topologia en X tal que A es un atlas diferenciable sobre
(X, 7). Entonces los dominios U de los homeomorfismos ¢ : U — ¢(U) C R". son elementos
de 7y cubren X. Si A C X es abierto entonces ANU € 7 luego p(ANU) es abierto en R™.
Por otro lado, si A C X es tal que ¢(A N V) es abierto en R" para todo ¢ € A, entonces
A= a9 (p(ANV)) es abierto en X. Conclusion: A € 7 si y solo si o(ANU) es abierto

en R™ para cada ¢ € A. Esto muestra la unicidad de 7 y nos da una pista para demostrar la

U.M.S.A. 6 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

Existencia. Declaramos un subconjunto A C X abierto si, y solamente si, o(ANU) C R™ es
abierto para todo ¢ : U — ¢(U) C R" en A.

Afirmamos, que con las condiciones (1), (2) y (3), define realmente una topologia en X, se-
gun al cual cada conjunto U C X es abierto y cada ¢ : U — ¢(U) C R" es un homeomorfismo.

En efecto, consideremos tres casos:
» Como X =, U, con U, abierto y ¢ biyectiva entonces,
P(X) = ((JUa)
= Jo(Ua)
YIRS
de donde ¢(X) en un abierto en R". Por otra parte ¢(X NU) = ¢(X) pues U C X,

entonces por definicion de 7, se tiene que X € 7. También () € 7 por vacuidad (pues

todo falso implica verdad).

» Sea A, € 7. Tenemos A, € 7 si y solo si p(A, NU) es abierto en R™. Luego como
¢ es biyectiva se tiene p(A, N U) = ¢(A,) N @(U) es un abierto en R™. Por tanto
(U, A NU) = U, (¢(Aa) N(U)) es un abierto en R™. Asi por definicion |J, A, € 7.

» Sean Ay, ..., A, € 7. Tenemos A; € 7 parai = 1,...,n si y solo si p(4;NU) es un abierto
en R" para ¢ = 1,...,n. Luego como ¢ es biyectiva p(A; NU) = p(A;) Ne(U) es un
abierto en R". Por tanto ¢ (), Aa NU) =, (¢(A4) Np(U)) es un abierto en R™.
Asi por definicion ()}, 4; € 7.

O

Debemos adicionar més hipotesis al Lema 1.1 si deseamos que la topologia de X tenga

base numerable.

Lema 1.2. La topologia X, definida por el "atlas” A satisfaciendo (1), (2) y (3) tiene base

numerable si, y solamente si

(4) La cobertura de X por medio de los dominios U de aplicaciones ¢ € A admite una

subcobertura numerable.

Demostracion. Supongamos que (4) se verifica entonces X es union numerable de abiertos U,
cada uno de los cuales tiene base numerable siendo homeomorfo a un abierto de R". Luego X

tiene base numerable.

U.M.S.A. 7 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

Reciprocamente supongamos que X satisface (1), (2), (3) y tiene una base numerable,
entonces resulta del Teorema de Lindeléf ( En un espacio topoldgico con base numerable,

toda cobertura abierta admite una subcobertura numerable). O

Observacioén: La topologia de X, obtenida de acuerdo con el Lema 1.1, es localmente de
Hausdorff. Quiere decir, si p # ¢ son puntos de X pertenecientes al mismo dominio U de una
aplicacion ¢ € A, entonces p y g poseen vecindades disjuntas pues U es abierto en X y es
homeomorfo al espacio de Hausdorff p(U) C R™.

Una coleccion B de abiertos de un espacio topologico X se llama un sistemna fundamental

de vecindades abiertas de un punto x € X cuando:
i Todo V' € B contiene .
ii Todo abierto A en X que contiene a x debe contener algin V € B.

En cada caso concreto, la aplicacion de los Lemas 1.1 y 1.2 con el propésito de definir una
estructura de variedades diferenciables debe hacerse una investigacion sobre Hausdorffcidad

de la topologia de X. Esta investigacion esta abreviada usando el siguiente lema.

Lema 1.3. La topologia de X, definida por un "atlas” A satisfaciendo (1),(2) y (3) es de

Hausdorff si, y solamente si, cumple:

(5) Para cualquier par de sistemas de coordenadas ¢ : U — R" ) : V = R" con UNV # (),

no existe una sucesion z; € (U NV) tal que
5= 2€p(U=V)yWoyp™)(z) —» 2 € (VD).

Demostracion. Supongamos (5) y que la topologia de X no es de Hausdorff entonces existen
puntos p,q € X tal que p # ¢, con la propiedad: Toda vecindad de p y toda vecindad de ¢
tiene interseccion no vacia. Consideremos las aplicaciones coordenadas ¢ : U — ¢(U) C R”
enpy:V — (V) CR"en q. Entonces UNV # (). Como la topologia de X es localmente
de Hausdorff, necesariamente p ¢ V' 'y q ¢ U. Sea U; O U D ... un sistema fundamental de
vecindades de py Vi D V5 D ... un sistema fundamental de vecindades de ¢. Escojamos, para

cada i, p; € V; N U;. Entonces,

p(pi) =2 — o) € p(U = V) y Yo~ (z) =9(p:) — ¥(q) € (V= U).
Reciprocamente, si existen aplicaciones coordenadas ¢ : U — R y ¢ : V — R" con

UNV # 0y una sucesion de puntos z; € (U NV) tales que 2, — 2z € (U —-V) y
(Y o) (z) — 2 € Y(V — U) entonces,

U.M.S.A. 8 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

e z) mp=9 () EU-Vyy i (Wop () =9 (z) ma=¢ () eV -U.
Como p # q la sucesion p~!(z;) tiene dos "limites”. Luego X no es de Hausdorff. Esto se

ilustra en la siguiente figura.

|Variedad de Grassmann)|

La variedad de Grassmann G(R?) es el conjunto de todos los subespacios vectoriales de

dimension 2 del espacio euclidiano R3. Ver su ilustracion en la siguiente gréfica.

Los elementos de H € Go(R?) pueden ser descritos por coordenadas homogéneas (relacion de
11
Y1 Y2

equivalencia), dadas por una matriz de tamano 3 x 2, Y = (y;) = | y? y3 | de rango 2,

vioys

U.M.S.A. 9 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

cuyas columnas;
U1 = (y%ayiy%)a Uy = (yéaygayg)

forman una base de H. Por algebra lineal es conocido que todas las otras bases de H son de

la forma:
_ 1 2 1 2
w1 = ajv1 + ajva, Wy = QU1 + A5V
11

aj as .. )
donde A = s s es una matriz invertible.

ay G

2%x2

Entonces las coordenadas homogéneas YA, con A € GL(2,R)(el conjunto de todas las
matrices invertible de 2 x 2), del elemento H € G(R?), estan definidas por una matriz
invertible 2 x 2, multiplicado a derecha. Es decir: Sean dos matrices de tamano de 3 x 2,
Y y Z. Entonces la coordenada homogénea del subespacio H es lo mismo que decir Y es
equivalente a Z o que representan el mismo subespacio H si existe una matriz A € GL(R?)
tal que Z = Y A.

Podemos introducir en Go(R?) un sistema de coordenadas, porque estamos trabajando
localmente. Antes, establezcamos algunas notaciones:

Dado un subconjunto o = {i; < i2} C {1,2,3} con dos elementos y Y € M(3 x 2),
denotemos por «(Y) la submatriz de tamano 2 x 2 de Y formada por las lineas de orden
11 < 1o.

Anéalogamente, indicamos por o* el complemento de « en {1,2,3} y o*(Y) la submatriz
de tamano 1 x 2 de Y formada por las lineas que no fueran usadas en «(Y'). Las siguientes

ecuaciones son validas:
aY - A)=aY)-A o' (Y-A)=a"(Y)-A

por ejemplo, vamos a pensar que el indice o esta subindizado por los elementos de «, asi

tenemos:

1,1 1,1 )

Yy vy Yy vy yi v
al,z(Y)=< ; ) a1,3<y>=< ; z) a2,3<y>=< ; g)

i Y2 ) 5 i Y2 ) 5. 1 Y2 ) 5

aiaV) = (0 o )m 0t = (17 4 )m a3.00) = (! vl )M

Para un caso particular, probaremos las anteriores ecuaciones que son validas. En efecto:

U.M.S.A. 10 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

1.1
yl y2 al al
_ 2 2 1 2
aip(Y - A) =i (5 : 9 o
3 2 2X2
Y1 Ys 3%2
1.1 1.2 1.1 1.2
Yyia; T Yaai]  Yiay + Yaai

_ 2 1 2.2 .91 2 2
= 012 yiar +Ysa;  yiaz +ysa;

3 1 2 2 .31 2 2
yia; +ysa; yyas + ysa;

1.1 1.2 1.1 1.2
[ Y101 T Y207 Y103 + Yaa3
B 2,1l PN 2 1 22

Yia T Y207 yiax + Y203 /.,

3x2

F y'. y%) ‘<a% a%)
vi Y )., \@ a3/, .
= OKLQ(Y) <A

Por tanto se cumple a3 5(Y - A) = a12(Y) - A. De la misma manera se prueba los demés casos.

Para cada o = {i1,i2} como anterior, sea U, C G2(R?) el conjunto de todos los 2-planos
H € Go(R?) tales que la proyeccion ortogonal 7, : R? — R2 sobre el subespacio generado
por los vectores bésicos e;,, €;,, que lleva H isomorficamente sobre R?. Esto significa que para
cada matriz Y de coordenadas homogéneas de H, a(Y) es invertible. Ver su ilustracion en la

siguiente grafica.

/ H'" ¢ Ugy 9y

Vamos a definir ahora una biyeccion ¢, : U, — R'? que sea un sistema de coordenadas
locales en G5(R3). Los valores de ¢, sean dados como matrices de tamafno 1 x 2, como se
sigue: Dado un subespacio H € U,, sea Y una matriz cualquiera de coordenadas homogéneas
de H. Entonces definamos a ¢, por : H — o, (H) = a*(Y) - a(Y)™L.

U.M.S.A. 11 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

Notemos que Yy = Y - a(Y) ™! es la tinica matriz de coordenadas homogéneas de H tal que
a(Yy) = a(Y)-a(Y)™! = I, (I es la matriz identidad 2 x 2). Entonces ¢, esta bien definida.
Afirmamos que ¢, es uno a uno. En efecto, sean H, K € U, representados por las matrices
Yo v Zo respectivamente, tal que a(Yy) = a(Zy) = Iz y sea @o(H) = ¢o(K). Por otro lado

_ [ o¥) [ (%) y
tenemos que H = y K = . También tenemos que
a”(Yo) a*(Zo)

pa(H) = a”(Yo) - a(Yo) ™! = " (Y0) ¥ ¢a(K) = a*(Z) - a(Z0) ™" = a*(Zp).

De aqui se tiene H = K.
Afirmamos que @, es sobreyectiva, es decir ¢,(U,) = R'? = R?. En efecto, dada una
matriz W € R?, sea W la tnica matriz (3 x 2) tal que o*(W) = W y a(W) = I, de aqui se

- I 5
tiene W = ( V; ) Es claro que W tiene rango 2. Sea H el subespacio de R? generado por

las columnas de 1. Entonces H € U, v @o(H) = a*(W) - a(W)~1 = W.

Ahora sea A = {a = {ix}2_, / ir € {1,2,3} y 1 < i3 < iy < 3} el conjunto de indices
para cada vecindad coordenada. Entonces se tiene que Go(R?) = (J,cp Us-

Apliquemos los tres Lemas de esta seccion para mostrar que Go(R?) es una variedad

diferenciable y de dimension 2. Las primeras dos afirmaciones ya estan demostradas:

(1) Cada ¢, : U, — R? es una biyeccion.
(2) Los dominios U, cubren Go(R?).

(3) Sean avy 3 dos subconjuntos de {1, 2,3} con dos elementos, tal que U,NUs # ). Conside-
remos las aplicaciones continuas, & : M((1x2) — M(3x 2) definido por W — a(W) = W
donde a*(W) = W, a(W) = Iy, (identidad) y 3 : M(3 x 2) — M(2 x 2) definido por
Y — B(Y). Entonces ¢,(U,NUs) = (Boa) GL(2,R)], de aqui p, (U, NUp) es abierto
en R? pues @, es continua. Ademas dado W € M(3 x 2), el subespacio H = ¢ (W)

tiene por bases las columnas de la matriz W = a(W). Luego,

P09 (W) = pa(H) = 5" (W) - BV)™ = g=(a(W)) - pla(w)),

entonces pzop, ! es diferenciable, de manera analoga p,, ogogl es diferenciable, por tanto

©p o @t es un difeomorfismo (por supuesto de clase C*).

Como ejemplo, sea H € Uy 2y que es representado por la matriz Yy =

U.M.S.A. 12 F.C.P.N.



1.3. VARIEDADES DEFINIDAS POR UNA COLECCION DE INYECTIVAS

Entonces la matriz representativa de H es;

Hpoy=1 0 1

x
Y 3x2

Si H € Uy 3y, es decir, sus filas 1 y 3 son linealmente independiente, se tiene que y # 0

y la matriz representativa de H en Uy 3y es dada por la matriz:

10
10
Hp3p = 0 1 .
ol vy 2x2
3x2
"
donde la matriz A = ( ) tiene que ser invertible, asi y # 0 y tendré la forma
= 2x2
1 0
—z 1 entonces
Y Y/ ax2
1 0
v L0 -z 1
H{1,3} = 0 1 s —gp ff b = 7 &
TR Y Y/ axa 0 1 i
—1 —x 1 . .
Luego, @13 © gp{m}(x, y) = W el cual es diferenciable, puesto que y # 0.

3
(4) Por el Lema 1.1, las ) biyecciones ¢, : U, — R? define una topologia en G5(R?),

en relacion al cual forma un atlas A diferenciable. Y el atlas esta dado por:

A={Upzy v02) (Upnsy, eisy), (Upsy, presy)}
es finito, entonces su topologia posee una base numerable (por Lema 1.2).

(5) G2(R3) es un espacio de Hausdorff.

En efecto, sean o # Sy W; € ¢o(U, N Up) una sucesion que tiende para W €
©a(Us — Up). Entonces S(a(W)) no es invertible, pues W ¢ ¢, (U, N Up) si, y sola-
mente si S(a(W)) ¢ GL(R?). Luego la sucesion [3(a(W;))]~! no converge y por tanto
g ot (Wy) = p*(@(W;)) - [B(a(W;))] ™! no converge. Ahora aplicando el Lema 1.3,
G2(R3) es de Hausdorff.

U.M.S.A. 13 F.C.P.N.



1.4. EL ESPACIO TANGENTE Y COTANGENTE

En conclusion la variedad de Grassmann G(R?) tiene dimension 2.

Este ejemplo se puede generalizar, es decir la Variedad de Grassmann G,.(R™") es el
conjunto de todos los subespacio vectoriales de dimension r del espacio euclidiano R™*".
Ademas con la misma técnica de la prueba del ejemplo anterior se llega a probar que G,.(R™"*")

es una variedad diferenciable de dimension r.

1.4. El Espacio Tangente y Cotangente

Sea M una variedad diferenciable y p un punto de M. Sea {U,, ¢} una familia indizada
de todas las vecindades coordenadas de M que contiene al punto p y sus correspondientes
aplicaciones coordenadas.

Para cada par de indices a y 3 podemos introducir la transformacion coordenada ? =
0wyt definido sobre ¢, (UyNUs). De esta manera obtenemos la familia {¢)°} de aplicaciones

doblemente indizada. (ver Figura 1-4)

Rn
% 7 $E = g0 05! A
= N
@a(Ua) Q‘QG(Uﬁ)
Figura 1-4

Si 7y es un tercer indice, entonces

Yol =g 005 opgopl =p 00t =]
sobre o (Us N Ug NU,). Las relaciones ¢} o 1 = 17 sera llamada relaciones de compati-
bilidad de la familia de transformaciones coordenada en p.
Se debe notar que el dominio y el rango de la aplicacion 1/° son subconjuntos de R", de

tal manera que 1)° tenga la forma explicita (ver Figura 1-5)

U.M.S.A. 14 F.C.P.N.
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¢g(i€1, 7xn) = (gl(xlv sy ZL’n), "'7gn(x17 sy l’n)) = <y17 7yn)

donde (1, ..., x,) recorre los puntos del conjunto ¢, (U, N Us). Los numeros 1, ..., z,, puede

ser visto como las coordenadas de los puntos o, '(zy,...,2,) en U, y los nimeros yi, ..., Yn

como coordenadas del mismo punto wgl(yl, s Un) €0 Ug si (Y, ooy yn) = V5 (21, .0 2,).
Entonces hay dos sistemas de coordenadas para los puntos de U, N Ug, y 17 describe las

relaciones de un sistema de coordenadas al otro.

R" R"

vy
'll}g(xla 7$n) S (yla "-7yn)

©s(Ua NUp)

Figura 1-5

Sean z° = ¢, (p) v ¥° = @s(p), tal que y° = ?(2°). La transformacion coordenada
VP 0o Uy NUs) — ¢s(Uy N Up) induce la aplicacion lineal ¢, : T,oR™ — T,oR™ del
espacio tangente para R™ en z° hacia el espacio tangente en 17 (2°) = ¢°. Por simplicidad
se esta tomando la notacion 2 = D5 (x0). Las relaciones de compatibilidad wg ol =7
implica las relaciones de compatibilidad @Z)g* o P = 47 para inducir aplicaciones lineales.
Ademés, 92, es la aplicacion identidad, de modo que 17, es no singular pues su inversa es
¥5, . La familia de vecindades coordenadas de p produce una familia de espacios vectoriales

n-dimensional que se une de acuerdo a las relaciones de compatibilidad.
V3, O Va. = YL,

De modo similar, 1/’ también induce una aplicaciéon no singular ¢g* del espacio cotangente
;O]R" para R™ hacia el espacio cotangente T7,R". La familia resultante de espacios vectoriales

n-dimensionales se interrelaciona por las relaciones de compatibilidad 12" o @Dg* =",

Sea J(p) el conjunto de todos los pares (x,«), donde x = @(p) para alguna aplicacion
coordenada ¢ y o es un vector tangente para x € R™. El simbolo o que denota un vector
tangente para R", no debe confundirse con el indice o para vecindades coordenadas. Por

tanto:

Jp) ={(z,a) | x = ¢(p), paraalgin ¢,z € T,R"}

U.M.S.A. 15 F.C.P.N.
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Definicion 1.8. Sean (x,«) y (2, ') dos pares de J(p). Decimos que (z, ) es equivalente a
(', a), 0, mas precisamente, que o y o' representa el mismo vector tangente en p, cuando

' =(x) y o = () para alguna transformacion coordenada v en p. En Simbolo:
(x,a) ~ (2',d) si, y solamente si 2’ = P(x) A o' = Y. (a)

Lo anterior definido, es una relacion de equivalencia en J(p). En efecto, para su demostra-
cion se debe mostrar que es Reflexiva, Simétrica y Transitiva:

Reflexiva: Sea (z,a) € J(p) |por demostrar que (z, @) ~ (z,a)|. Sea ¥(x) = pop~!(z) =
Id(x) entonces su aplicacion lineal 1), (x) es la aplicacion identidad tal que ¥, (a) = Dy (a) =
dId(a) = a. Por tanto, el par (x, «) es equivalente a (z, «).

Simétrica: Sea (z,«),(2',a') € J(p) |por demostrar, que si (z,a) ~ (2',a’) entonces
(',a) ~ (z,a)]. En efecto, como (z,a) ~ (2’,a) entonces por definicion de equivalencia
' =(z)y o = 1. (a). Por otro lado, la transformacion coordenada 1 es no singular, entonces
existe su inversa 1)~ que también es una transformacion coordenada, tal que x = ~1(2') y
a = YY), esto significa que (27, ) ~ (z, a).

Transitiva: Sean (z, @), (z',a), (2", ") € J(p). Por demostrar que si (z,a) ~ (z',a) y
(', a) ~ (2”,a") entonces (z,a) ~ (2”,a"). En efecto, como (z,a) ~ (2/,a’) entonces por
definicion de equivalencia 2’ = ¥(z), o = ¥.(«) y también como (2/, ) ~ (2", ") entonces
= ¢(x'), o = ¢.(a’). Entonces reemplazando y utilizando la definicion de composicion
tenemos, *’ = ¢ o(x) y o = ¢, o (@), asi @’ = (¢ 0 ). (), luego existe una transforma-
cion coordenada ¢ o ¢ que cumple la anterior condicion, asi concluimos que el par (x,«) es
equivalente a (2", ).

La clase de equivalencia de pares es llamado vector tangente en el punto pe M . De-
notemos la clase de equivalencia que contiene al par (z,«a) por {a}, es decir {a} = [(z, a)].
Donde [(z, a)] = {(2', /) € 3(p) / (z, ) ~ (2',a")}.

Ahora podemos introducir operaciones vectoriales entre los vectores tangentes para p € M.
Supongamos que (z,«) y (z',a’) son elementos equivalentes de J(p), tal que =’ = ¥(x) y
o/ =1, (a). Sea B un segundo vector tangente en x € E™ y ' = 1,((3). Puesto que 1, es una

aplicacion lineal, entonces
acd + b3 = . (ac + bf).

donde a y b son escalares, y en consecuencia (z,aca + bf3) es equivalente para (2',ac + b3').

Por tanto podemos legitimamente definir:

a{a} +b{F} = {aa + bG}

U.M.S.A. 16 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALES
INDUCIDAS

Bajo esta definicion, el conjunto 7,M de todos los vectores tangentes para p € M, se vuelve
un espacio vectorial, con la misma estructura algebraica que el espacio tangente para x € R".
T,M es llamado el espacio tangente para p € M.

El espacio cotangente 7)) M para p € M, puede definirse similar mente, y tendra la estruc-
tura algebraica del espacio cotangente para x € R™. Tal como se defini6 los vectores tangentes
podemos de un modo similar, definir diferenciales sobre p € M. Es decir, sea J*(p) el conjunto
de todos los pares (x,\), donde © = p(p) para alguna aplicacion coordenada ¢ y \ es una

diferencial en x. En simbolo:

3" (p) = {(z, \)/z = ¢(p), paraalgin X € T;R"}

Definicion 1.9. Dos pares (x, ) y (', X') de J*(p) son equivalente, o que X y X representa la
misma diferencial en p, cuando ' = ¥(x) y A = ¥*(N') para alguna transformacion coordenada

Y en p. En simbolo:
(x, A) ~ (2, X) si, y solamente si ' = p(x) AN X = *(N)

Afirmamos que la definicion 1.9 es una relacion de equivalencia, su demostracion es lo
mismo que se hizo para la definiciéon 1.8, con este comentario queda demostrado.

Denotemos la clase de equivalencia que contiene al par (z, A) por {\}, se llamara la diferen-
cial de p € M, que significa {\} = [(z, A)]. Donde [(x, \)] = {(z/, \) € J*(p)/(z', N) ~ (z,\)}.

Introduciendo las operaciones vectoriales en las diferenciales para p € M. Supongamos
que (z, ) es equivalente a (', \'), entonces por la definicion 1.9, existe una transformacion
coordenada ¢ tal que ' = ¥(z), A = ¥*(N). Sea p una diferencial para R™ en x tal que

= *(i'). Por otro lado tenemos que ©* es una transformacion lineal, entonces
aX + by = ayp™(X) + bip* (i) = " (aX + byt')

de aqui (x,a\+bu) es equivalente a (2, a\ +bu'). Luego definamos, a{\} +b{u} = {aA+bu},
con esta definicion el conjunto T7M de todos las diferenciales para p € M se vuelve en un

espacio vectorial.

1.5. Aplicaciones Diferenciables y sus Transformaciones

Lineales Inducidas

Sea M y M dos variedades diferenciables, de dimensiones n y m respectivamente. Sean
o : M — M una aplicacion diferenciable, p € M, T,M el espacio tangente en p € My Tq]\7[

el espacio tangente en ¢ € M con ¢ = o(p). Deseamos obtener una transformacion lineal

U.M.S.A. 17 F.C.P.N.



1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALES
INDUCIDAS

0. : T,M — T,M de la aplicacién o : M — M. Donde o, = Do (p). Para esto trabajaremos en
la transformacion lineal del espacio tangente a R™ que es inducido por ¢, cuando introduzcamos
vecindades coordenadas de p y q.

Sean U una vecindad coordenada del punto p € M y U una vecindad coordenada de
q € M. Sean ¢ y ¢ las aplicaciones coordenadas correspondientes. Entonces o : M — M
induce una aplicacion diferenciable o, : o(U) — @(U) dado por o, = oo op~! que a su vez,
induce una transformacion lineal (U, U) = oy, del espacio tangente T, »R™ hacia el espacio
tangente 7, 2(R™. En resumen, cada par U, U de vecindades coordenadas da lugar, de una

manera natural a una transformacion lineal X(U, U) : T, R™ — Ti5)R™ (ver Figura 1-6).

Z(U, U) = 014

g1

p(p)

% e(U)

ASY
S]]

Figura 1-6

Trabajaremos, en las relaciones entre las transformaciones lineales (U, U). Sea U', U’
otro par de vecindades coordenadas y ¢’, ¢’ las aplicaciones coordenadas correspondientes.
Sean 1) = ¢' oo™l y ¢ = @ o ! las transformaciones coordenadas correspondiente. De

o, =@ ocoyp ™t =1 oo 0! obtenemos,
YU, U") =, o 2(U,U) o9, (1.7.1)

Ahora encontramos una transformacion lineal bien-definida o, : T,M — T,M de la familia de

aplicaciones X(U, U).

U.M.S.A. 18 F.C.P.N.
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INDUCIDAS

Sea 0, = Do~ '(¢(p)) el isomorfismo natural de T,,,)R" hacia T,M dado por 0,(a) = {a}
(para demostrar que 6, es un isomorfismo se debe mostrar que es inyectiva, sobreyectiva y que
sea una transformacion lineal).

0. es Inyectiva: Sean o € T,(,) R™ y 6. () = {0} entonces [(z, )] = [(x,0)], esta igualdad
de clases significa que (z, ) es equivalente a (z,0) entonces por la definicion 1.8, z = ¥ (z) y
0 = ¥, (), entonces como ¥, es inyectiva se tiene que o = 0.

6, es Sobreyectiva: Tomando cualquier vector tangente {a} € T,M, existe un elemento
071 ({a}) tal que 6,(6;1({a})) = 0.(071(0.())) = 0.(a) = {}. Se utilizo la definicion de 6,
la inyectividad o inversa a izquierda de 6, y por tltimo la definicion de 6,.

6. es Transformacién Lineal: Sea {a}, {#} € T,,)R" y a,b € R, entonces,
0. (ac + bB) = {acr+ b} = afa} +b{F} = af(a) +10.(5)

Se utilizo la definicion de 6., la definicion de suma de clases o suma de vectores tangentes
y luego la definicion de 6,.
Dado el par (U, p) en M, y sea ¢ = (@1, ..., ¢, ), entonces la base para el Espacio Tangente

T,M es dado por B, = {——, ..., —} que es aplicada por el isomorfismo 6, con § = ¢~! en

L on P

la base canodnica {ey, ..., e, } de R™ es decir:

0
i

0. (e:) = 0~ (p(p))(e;) = =—(p)

parat=1,...,n.

Sea 0, : T, s(mR™ — T p]\7[ un isomorfismo, para su prueba se procede de la misma manera
que el isomorfismo 6, que se probo anteriormente. Entonces obtenemos una transformacion
lineal o, : T,M — T,M definido por o, = 6, o X(U,U) o ;1. Si cambiamos el par U, U por el
par U’, U’ el isomorfismo 0, : T,y yR™ — T,M y 0, : Tpy()R™ — T, M satisfacen ¢, = 6, o

y 0. =0, 097, Ahora, usando la relacion (1.7.1), obtenemos lo siguiente:
0 o (U U)ol =0,0%(U,U)of !

y vemos que la definicién de o, es independiente de la eleccion del par U, U de vecindades
coordenadas. Por lo tanto hemos probado que o : M — M induce en una manera natural una
transformacion lineal en el espacio tangente para cada p € M.

De la misma manera, 0 : M — M induce una transformacion lineal o* : T;M — Ty M,
donde Tq*M es el espacio cotangente para g € M y Ty M es el espacio cotangente para p € M.
Los detalles de la construccion de o* son analogos al anterior.

En la prueba del proximo teorema veremos como se comporta la aplicacion diferenciable

o : M — M con su aplicacion lineal inducida o, : T,M — T,M localmente sobre una vecindad

U.M.S.A. 19 F.C.P.N.
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INDUCIDAS

de p € M. Es decir, 0 : M — M es uno a uno en una vecindad coordenada de p si y sélo si
ot T,M — TqM es uno a uno, y ademas o aplica adecuadamente vecindades locales de p

hacia conjuntos abiertos si y so6lo si o, es sobreyectiva.

Definicion 1.10. Si la transformacion lineal inducida o, : T,M — T,M es uno a uno en un
punto p € M, la aplicacion diferenciable o : M — M se dice que es regular en el punto p.

St o es reqular en cada punto de M, diremos que o es regular.

Teorema 1.2. Sean M y M wvariedades diferenciables de dimensiones n y r respectivamente,
y sea o : M — M una aplicacion diferenciable. Sea p un punto de M. Entonces o es reqular
en p si y solo si existen una vecindad W de o(p) y una aplicacion diferenciable 7: W — M

tal que T(W) es un conjunto abierto y T o o es la aplicacion identidad en T(W).

Demostracion. Supongamos que o es regular en p. Como o es diferenciable en M, en particular
o es diferenciable en p € M, entonces existen cartas locales (U, ) en M y (V,4)) en M con
peUyo(U)CV talesque pooop ! =0y : oU) — (V) es diferenciable en el punto
©(p) € R™. Por otro lado como o, es uno a uno, en el punto p, entonces oy, €s uno a uno,
en el punto ¢(p). En el espacio euclidiano se cumple el Teorema 1.2, entonces existen una
vecindad W del punto o1(¢(p)) y una aplicacion diferenciable 7 : W — R™ tal que o1(W))
es abierto en R" y oy o 7y = I (identidad) en 71(W;). Sea W = ¢ ~!(7;(W};)), entonces W

1

es una vecindad del punto ¥~'(o1(p(p))) y sea 7 = ¢! o7 01 definido en W, entonces

T(W) = 7(p= o1 (W1)) = o (71 (W1)) es un conjunto abierto. Por otro lado,

Toaz(go_IOTloz/J)o(w_loalogo)

:go_IOTloaloap
=¢plop
=1 ent(W)

Reciprocamente, supongamos que 7o o = [ en 7(W) con p € 7(W), entonces 7, o 0, = I,
(L. aplicacion lineal identidad), de aqui se deduce que o, es uno a uno, por tanto o es regular

en p. [

Teorema 1.3. Sean M y M wvariedades diferenciables de dimensiones n y r respectivamente,
y sea 0 © M — M wuna aplicacion diferenciable. Sean p € M, y o, : T,M — To(p)M la
transformacion lineal que o induce en el espacio tangente para p € M. Entonces o, es sobre
st y solo si existe un vecindad W de o(p) y una aplicacion diferenciable T : W — M tal que

oot es la aplicacion identidad en W.
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1.5. APLICACIONES DIFERENCIABLES Y SUS TRANSFORMACIONES LINEALES
INDUCIDAS

Demostracion. Supongamos que o, : T,M — Ta(p)M es sobre. Como o es diferenciable en M,
en particular es diferenciable en p € M, entonces existen cartas locales (U, @) en M y (V1))
en M conp € Uy o(U) CV tales que Yoo op ! =0y : pU) — (V) es diferenciable
en el punto ¢(p) € R™. En espacios euclidianos se cumple el Teorema 1.3 entonces existe una
vecindad WW; del punto o1(p(p)) y una aplicacion diferenciable 7 : Wi — M tal que o101 = 1
(identidad) en Wj.
Sea W = 9~ 1(WW;) entonces W es una vecindad del punto ¥ "!(ci(¢(p)) = o(p). Sea
7 =@ Yo o). Por otro lado,
cor= (Y logrop)o(ptor o)

=y looyom o

=9 o

=1 en W=y R0V

Reciprocamente, supongamos que o o7 = [ (identidad) en W, entonces o, o 7. = I, de

aqui se deduce que T, es sobre. O

Como observacion, el espacio tangente T,M y el cotangente Ty M que son duales entre si.
Sea F': M — N la aplicacion definida en la variedad diferenciable M. Ademas las aplicaciones
lineales digamos F, : T,M — Tpp,N y F* : T;i(p)N — T; M se comporta como adjunta, es

decir:
(Fi(a), A) = (a, F*(N)) (1.1)

donde « € T,M y X\ € Tp,)N.
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SUBVARIEDADES Y ESPACIOS

PARACOMPACTOS

2.1. Subvariedades

La nocion general de subvariedad en una variedad diferenciable es pensar por ejemplo en
una variedad diferenciable en R™. En términos generales, un subconjunto M’ de una variedad
diferenciable M es una subvariedad si este es una variedad diferenciable cuya estructura es
obtenido de la estructura diferenciable de M. Esto significa que las funciones diferenciables en

M’ deben ser localmente las restricciones de funciones diferenciables en M.

Teorema 2.1. Sea M y N wvariedades diferenciables de dimensiones m y r respectivamente.
Sean o : N — M wuna aplicacion diferenciable y ¢ € N. Si para cada funcion f: N — R
diferenciable en q, existen una vecindad U de q y una funcion g : M — R diferenciable en

o(q), tal que go a(q') = f(¢') para todo ¢’ € U, entonces o es reqular en q.

Demostracion. Interpretando geométricamente el Teorema 2.1

22
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Sean p = o(q), V una vecindad coordenada de g con su respectiva aplicacion coordenada
¥,y (x1,...,z,) las coordenadas en V' es decir, las coordenadas del punto ¢ en la aplicacion
coordenada 1 son (z1(q), ..., z,(q)). Existen funciones fi,..., f, : V — R diferenciables, tal
que dz; = df; en g, para @ = 1,...,r. Por la hipotesis, existe una vecindad U de ¢ y existen
funciones ¢y, ...,g, : M — R diferenciables en p, tal que f;(¢') = g¢; 0o 0(¢') para ¢ € U,
i=1,...,r. Luego si 0" : TYM — TN es una transformacion lineal, inducido por o, entonces
dz;(q) = 0*(dg;(c(q))) para ¢ = 1, ...,r, por simplicidad pongamos dx; = c*(dg;) en g.

Para demostrar que la transformacion lineal o, : T, N — T,,M inducida por o sea inyectiva,
supongamos que o € T,N con o,(a) = 0. Entonces (o,(«),dg;) = 0 para j = 1,...,r. Asi
(a,0%(dgj)) = 0 entonces (o, dz;) = 0 para j = 1,...,r pues (a,0%(dg;)) = (0.(a),dg;) por
(1.1). Luego o = 0, pues dx; es elemento de la base del espacio cotangente T;N. De aqui se

deduce que o, es una aplicacién uno a uno en «, por tanto o es regular en q. O

Definicion 2.1. Sean M wuna variedad diferenciable y M’ un subconjunto de M. Se dice
que M' es una subvariedad de M si existen una variedad diferenciable N y una aplicacion

diferenciable 0 : N — M tal que las siguiente condiciones satisfacen:

1. 0 es uno a uno.
2. o(N) =M.

3. Para cada funcion diferenciable f : N — R en N y cada punto q € N existe una
vecindad U de q y una funcion diferenciable g : M — R en o(q), tal que goo(z) = f(x)
para todo v € U.

Ahora enunciamos el reciproco del Teorema 2.1.

Teorema 2.2. St M y N son variedades diferenciables y o : N — M es una aplicacion
diferenciable regular, entonces para cada punto q € N y cada funcion f: N — R diferenciable

en N, existe una vecindad U de q y una funcion diferenciable g : M — R tal que goo = f en

U.

Demostracion. Se sabe que 0 : N — M es una aplicacion diferenciable y regular en N, en
particular o es regular en ¢ € N, entonces por el Teorema 1.2 existe una vecindad W del
punto o(q) y una aplicacion 7 : W — N tal que 7(W) es un conjunto abierto y Too = [
identidad en 7(W). Consideremos que 7(W) = U.

Tomando la funciéon f diferenciable en ¢ € N. Sea g = f o7 : W — R, entonces g es una
funcion diferenciable en o(q). Por otro lado, goo = foroog = f-Ien 7(W) = U que es una
vecindad de ¢g. Por tanto goo = f en U.

O
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De acuerdo a los Teoremas 2.1 y 2.2 decimos que, si un subconjunto M’ de M es una
subvariedad de la variedad diferenciable M, si existe una variedad diferenciable N y una
aplicacion diferenciable regular, uno a uno o : N — M tal que M’ = o(N). Notemos que
la estructura de una subvariedad M’ que esta contenido en una variedad diferenciable M es
unicamente determinado por la estructura diferenciable de M.

Sean M’ una subvariedad de M y o : M’ — M definido por o(p) = p. Entonces o es
una aplicacion diferenciable regular. Si p € M’, existe una vecindad V de o(p) en M y una
aplicacion diferenciable 7 : V' — M’ tal que U = 7(V) es una vecindad de g en M' y 700 =1
identidad en U. Se sigue que 7(p) = p para los puntos p € V. y U =V N M'. Si g es una
funcion diferenciable en V', entonces f = g o o es la restriccion de g a M’. En términos
de transformacion lineal inducida o* : T*M — T M’ de espacios cotangentes en o(p) = p,

tenemos df = o*(dg).

2.2. Ejemplo

En esta seccion mostraremos que S? = {z = (1,29, 73) € R?/23 + 23 + 22 = 1} es una
subvariedad de R3, haciendo cumplir las tres condiciones de la definicién de subvariedad.
Ademaés la dimension de S? es menor que la dimensiéon de R, Por otro lado, mostraremos que

S™ y R™ son variedades diferenciables.

Sea S" = {x € R""/ai+a3+...+x7,, = 1} la esfera unitaria n-dimensional. Consideremos

las aplicaciones
. n _
orj : Uy — R”, Orj (1, T2y oy Tng1) = (T1, T2, ooy Tho1y Tht 1, s Tt 1)

donde Uy; = {(z1,22, ..., 7p11) € S"/(=1)zx > 0}, 5 = 0,1y k = 1,2,...,n + 1. Entonces
{(Uyj,¢xj)} es un atlas para S™ (denominado atlas de los hemisferios).

Veamos, en primer lugar, que (Ug;, pr;) es una carta n-dimensional para todo k y todo j.
Un punto t = (t1,t,...,t,) € R esta en la imagen Uy; si existe un valor ¢y € (—1,1) tal
que (t1,t2, .oy tp—1,to, tht1, -y tn) € Uyj. Entonces ¢1 + 13 + ... +¢2 = 1 — 2 < 1 por lo que
t estd en la bola abierta unitaria B(0,1) C R". Ademas, se afirma que ¢y, es inyectiva,
pues si, ©g;(z1, 22, ..., Tni1) = @rj(W1, Wa, ..., Wyy1) entonces x; = w; para todo @ # k, lo que
también implica que zj, = (=1)7(1 = 3, 27) = (=1)7(1 = >_,; wi) = wy. En segundo lugar
mostraremos, Uk’j Upj = S™, ya que si x = (21, %, ..., Tnt1) € S™ entonces x # 0 por lo que
tiene alguna componente xy # 0. Si x; > 0 se tiene que x € Uy, mientras que x, < 0 entonces

x e Ukl-
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Notemos también que su aplicaciéon inversa esta dado por
4,0,;].1 : Bi(1) = Uy; C S”

definido cuando la coordenada k — esima es igual a

1/2
(—1) (1 - Z(%)2> :
itk

Finalmente, para analizar las transformaciones coordenadas (cambios de coordenadas), vamos
a considerar, sin pérdida de generalidad, las cartas (Uig, v10) ¥ (Uso, 20), cuya interseccion
es el subconjunto de la esfera S* dado por Ujg N Uy = {z € S"/ x; > 0,29 > 0}. La
transformacion coordenada, @ag 0 ©19 : @10(Uo N Usg) — 020(Usg N Usg), donde su dominio
es, ©10(U10 N Uzo) = pao(Uipo NUsp) es el conjunto {(ti,...,t,) € B(0,1)/ t; > 0}, esta definido

por:

©20 © 901_01(t17 codf) tn) =

n 2
i=1 tz

que es claramente diferenciable, pues > < 1. Por tanto ¢y o 75 es un difeomorfismo.
Resulta entonces que este atlas considerado es diferenciable y S tiene dimension n. Asi en
particular S? es una variedad diferenciable de dimension 2.

También se sabe que R" es una variedad diferenciable de dimension n en efecto, basta
tomar 2 la estructura diferenciable maximal que contiene a 2, = {(R", Id)}. Es decir, un atlas
constituido por una sola carta formada por el abierto U = R" y el homeomorfismo coordenado
¢ : R" — R" identidad en R". Entonces en particular R? es una variedad diferenciable de
dimension 3.

Ahora considero una aplicaciéon o : S* — R3 definido por o(z) = z, para todo = € S? que

es la aplicacidon inclusion, entonces esta aplicacion cumple las siguientes condiciones:
1. o es inyectiva, pues o es una aplicacion inclusion.
2. 0(S?) = S?, pues o es la inclusion, definido por o(x) = z para todo x € S%

3. o es regular, pues o, : 1,5 — T,S* C R? es la aplicacion lineal identidad, asi o, es

inyectiva.

Por tanto S? es una subvariedad de R3.
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2.3. Productos de Variedades

Sea (M,2) y (M’, ') variedades diferenciables de dimension n y n/, respectivamente. La
topologia producto M x M’ es un espacio de Hausdorff con una base numerable. Veremos que

M x M’ puede ser dotado una estructura de variedad diferenciable de una manera natural.

Sea {U,} la familia de todas las vecindades coordenadas de M y {U.} la familia de todas
las vecindades coordenadas de M'. Sea ¢, : U, — Ry ¢/, : U, — R™ las aplicaciones
coordenadas correspondientes. Los subconjuntos abiertos {U, x U!,} cubre M x M’  y la

aplicacion @, x ¢, : Uy x U/, — R* x R = R"™" definido por

(Pa X o) (m, m') = (pa(m), @, (M)

. . / .
es un homeomorfismo de U, x U/, sobre un subconjunto abierto de R"*". Ademaés, ya que

(0 % @)t o (0o X ©l) = a0 0o X W 0 @,

. . . 5 o = /
se sigue que esta aplicacion es diferenciable en el conjunto R™™™ sobre el que se define. En
consecuencia los conjuntos U, x U/, se vuelven en vecindades coordenadas de M x M’ con las

aplicaciones coordenadas correspondientes . X ¢.,. Asi consideremos un atlas
Ao = {(Ua X Uy, 00 X )/ (Uas o) €A y (Ul ) € A}

Con este atlas M x M’ es una variedad diferenciable de dimension n + n'.

I Si S! es la 1-esfera entonces S! xS! es una variedad diferenciable, de dimension

Sea M una variedad diferenciable y N un conjunto distinto de vacio, y sea la aplicacion
f: M — N un homeomorfismo (un homeomorfismo es una aplicacion biyectiva continua y
con inversa continua). También podemos tener una estructura diferenciable de N inducida

por f de la estructura de M. En el siguiente ejemplo lo mostramos:

|[Estructura de Variedad Inducidal
Sea (M, [A]) la variedad diferenciable de dimension n. Dado el homeomorfismo f : M — N.

El atlas A = {(U;, ;) / i € I} de M induce de modo natural un atlas de dimension n, Ay, en
N, el cual es definido como Ay = {(f(U;),pi 0 f7') /i € I}. Con esta estructura N es una

variedad diferenciable de dimensién n.
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2.4. Espacios Paracompacto

El concepto de paracompacto, es una de las generalizaciones mas tutiles del concepto de
compacidad que ha sido descubierta en los tultimos anos. Es particularmente ttil para aplica-
ciones en topologia y geometria diferencial.

Paracompactos implica la existencia de particiones de unidad.
Definicion 2.2.

n Sea X un espacio topologico. Una cubierta de X es llamado localmente finito si cada
punto de X tiene una vecindad que interseca en un numero finito de elementos del

cubrimiento.

Mas precisamente, la cubierta € = {Uyer} de subconjuntos de un espacio topoldgico X
es localmente finito si y solamente si, para todo punto x € X, existe una vecindad V > x

y un subconjunto finito {oq, ...,a,.} C I tal que

VNU,# 0= ae{a,...,on}

Notacion: Sea U = {U, C X/a € I} una cubierta o un cubrimiento de X.
U es localmente finito, si y solo si para todo p € X existe una vecindad U, de p tal que
U,NUy # 0 para o € {ay, ..., a, }.
» Sean € = {Uscr} y € = {Upe;} dos cubrimientos de X . € es llamado un refinamiento
de € si cada elemento de € esta contenido en un elemento de €.
Notacion:
&' es un refinamiento de €, siy sdlo si para todo U € € existe U, € € tal que Uy C Us,.
= Un espacio de Hausdorff X es llamado paracompacto si para cada cubrimiento de X

por conjuntos abiertos existe un refinamiento localmente finito que consiste de conjuntos

abiertos, que cubre X.

ISl  La coleccion de intervalos

C={(n,n+2)/nelZ}

es localmente finita en el espacio topolégico R. En efecto, dado cualquier x € R, entonces

existe una vecindad V' = (p,p + 1) del punto x, donde p € Z. Notemos que la vecindad
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(p,p + 1) interseca a dos elementos de €. Esto es:
pp+1)N(pp+2)#0, (pp+2)€€

De aqui concluimos que la vecindad (p,p+1) no interseca a mas elementos de €. Asi la vecindad

interseca a un numero finito de elementos de €. El conjunto € es ilustrado en la siguiente

grafica.
N Y Y NYNY LYY ) R
\ NN AT NN KT
-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5

Por otro lado, la coleccion
D = {(0,1/n)/n € Z,}

es localmente finita en (0, 1) pero no en R.

Sea X un espacio de Hausdorff. Si X es compacto entonces X es paracom-
pacto. En efecto, sea U = {U,/a € I} un cubrimiento de X, entonces como X es compacto
existe un subcubrimiento finito U,,, ..., U,, tal que X = U, U, - -, UU,,. Si definimos que
B ={U,,/i =1,...,7}, entonces B es un refinamiento de . Ademas B es localmente finito,
pues tomando cualquier z € X existe un 5 € I tal que U es una vecindad de z, (Us € U)
entonces UsNU,, # () parai = 1,...,r, es decir que Uy interseca un numero finito de elementos

de B. Asi he probado que U tiene un refinamiento localmente finito B que cubre X.

Observacion 2.1. Para un espacio paracompacto X, la existencia del refinamiento de una
familia que cubre al espacio X y con el cubrimiento del espacio X, se puede hacer que la

inclusion de los elementos de los dos cubrimientos se preserva con el mismo indice.

En efecto. Sea X un espacio paracompacto. Sea U = {U,/a € I} un cubrimiento de X por
conjuntos abiertos. Entonces existe un cubrimiento W = {Wjg/3 € J} por conjuntos abiertos
que es un refinamiento localmente finito de ¢. Sin embargo, podemos hacer que preservan con
el mismo indice. Es decir colocamos el conjunto de indices para & y W el mismo, W, C U,
para cada indice a. Esto es, sea U,g) un elemento fijo de U que contiene a Wp. Para cada
indice ag del conjunto de indices para U se define:
Voo = U Ws

a(B)=ao
donde o : J — I definido por 5 — ay(5) (llamada "funcion de eleccion "). Sea B = {V,}.
Entonces 8 es un cubrimiento de X por conjuntos abiertos tal que V,, C U, para cada indice
a. Ademés, cualquier vecindad que interseca a un nimero finito de elementos de VW también

interseca a un numero finito de elementos de B. En consecuencia B es localmente finito. [
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Teorema 2.3. 51 X es un espacio de Hausdorff localmente compacto con una base numerable,

entonces X es paracompacto.

Demostracion. Primeramente mostraremos que existe una sucesion {W;/j =1,2,...} de con-

juntos abiertos de X tal que cumple las siguientes condiciones:

(i) W; es compacto.
(if) W, C W,
(i) X = U=, W

Como X tiene una base numerable y es localmente compacto, entonces podemos asumir
que {U,/j = 1,2, ...}, sea una base numerable tal que los conjuntos Ui, Us, . . . son compactos.
En efecto, supongamos que {U;/i = 1,2, ...} sea una base numerable cualquiera de X. Luego
dado z € X y una vecindad U; de x, como X es localmente compacto, existe una vecindad W
de z tal que W es compacto y W C U;. Por otro lado {U;/j = 1,2, ...} es una base numerable,
entonces tomando en particular la vecindad W de z, existe un j tal que x € U; C W. Asi se
concluye que UJ es un compacto, pues W es compacto. Ahora eliminando aquellos conjuntos
Uy, Us,, ... cuya clausura no son compactos, y el resto de los conjuntos que son compactos forma
una base para X, tal conjunto podemos definir {U;/j =1,2,...}.

Luego definimos W; = U;. Como Wj_]_ es compacto y cubierto por {U;}, entonces existe
un k;_; tal que

eaiRe O U~ Wi sy > 2.
Entonces asumiendo que k;_; < k;, definamos
W;=UU---UUy,_, UUy,.

Todo esto define inductivamente la sucesion {W;/j = 1,2,....} que satisface las condiciones

(i), (4i) y (7).

Sea U = {U,/a € [}una cobertura abierta arbitraria de X. Sea j = 2,3, ..., entonces el

conjunto

Wi =W; CWjio — Wi,
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donde W;,; — W, es compacto y W;o—W,_; es abierto. Entonces para el conjunto W, —W;
existen U,,, ..., U,, elementos de U tal que WjH —W; CUy U---UU,,.

Sea V7 = U, (Wj42 — W;_1) que es un abierto, y sea B; = {V/,...,Vi} donde j > 2.
Como falta para 9B, entonces para j = 1, la cubierta de W, es un numero finito de elementos
de U y sea B la familia de estos conjuntos, es decir B; = {V{!, ..., v} donde podemos definir,
V! = U,, € U. Ahora definiendo B = [J;-, B;.

Ademas se tiene Wy U2, (W41 — W;) = X. Luego como Wy, —W; C V/ U---UVJ se

cumple que:

") ’f‘

Wa U Wy =) = | JWW u---u V)
i=2 j=1
asi,

)

g
Uy

oo,
i
j=1,i=1
Con esto se demuestra que B es un cubrimiento de X.

Luego es claro que B es un refinamiento de U, pues cualquier elemento de ‘B, Vij esta
contenido en un elemento de U,, €Y parat=1,...,7y j > L.

También B es localmente finito de X, en efecto dado z € X, existe un £ tal que x € W.
Entonces W}, interseca solo en un ntimero finito de los conjuntos de 9B, es decir Wj V;-j £
parat=1,..,r y algin k —2 < j < k, entonces W, interseca a un numero finito de elementos
de B. Asi hemos probado que B es localmente finito, y de aqui U tiene un refinamiento
localmente finito.

O

Observacion 2.2. La variedad diferenciable M que estamos considerando, es un espacio
topoldgico de Hausdorff, con base numerable y ademds es localmente compacto, entonces por

el Teorema 2.3 se deduce que la variedad M es paracompacto.

En efecto, mostraremos que la variedad diferenciable M es localmente compacto. Para esto,
sea p € M y un conjunto abierto W de p, entonces existe una vecindad coordenada U de p
con su correspondiente aplicaciéon coordenada ¢. De aqui U N W 3 p es un abierto, entonces

©(U N W) es un abierto en R™ del punto ¢(p). Entonces como el espacio euclidiano R™ es
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localmente compacto, existe una vecindad V de ¢(p) tal que V es compactoy V C o(UNW).

Por otro lado ¢! es continua, asi ¢! (V) es compacto. Por tanto, existe un abierto ¢! (V)
de p tal que ot (V) = = 1(V) es compacto y ¢! (V) C W. Esto quiere decir que M es

localmente compacto. O

Denotamos por B, la bola abierta de centro 0 y radio r, es decir:
B, = B(0,r) = {x € R"/a? 4 - - - + 22 < r?}.

Teorema 2.4. Sean M" una variedad diferenciable yU = {U,/a € 1} un cubrimiento de M
por conjuntos abiertos. Entonces eziste una familia numerable B de vecindades coordenadas

de M tales que cumplen las siguientes condiciones:
(1) B es un refinamiento localmente finito de U .

(i) SiV e B yp:V — R" es la aplicacion coordenada asociado con V > p, entonces
¢(V) = B3 y ¢(p) = 0.

(iii) Si para cada vecindad coordenada V,p en B definimos
V=7 (B1)

entonces la familia B’ de los conjuntos V' cubren M.

Demostracion. Supongamos la sucesion {W;/j = 1,2,....} de conjuntos abiertos de M que se
defini6é en la prueba del Teorema 2.3 (En vez del espacio X estamos tomando M ). Entonces

M se expresa como la unién de conjuntos disjuntos de Wi, Wy, ..., W, .... Es decir;
M =WoU (W3 = W) U(Wy = Wa)U- - = WoU (W — W)
j=2

» S5ip € M entonces existe un j tal que p € W, — Wj.

s Ademéas como U es un cubrimiento de M, esto significa que;
M=|]JU,
acl

Dado p € M, entonces existe a(p) € I tal que p € Uy ).
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» También existe una vecindad coordenada NV, con su correspondiente aplicacion coordena-

da ¢, : N, — R™ tal que ¢p(p) = (0,...,0) y ¢,(N,) = B3y N,, C Ua(p) ﬂ(VVj—i-Z _Wj—l)-

En efecto, como p € W1 —W,; C W9 —W;_4, supongamos Uy = Uyp) ((Wjp2—W;_1)
sea una vecindad coordenada del punto p y su aplicacion coordenada correspondiente
sera @1 : Uy — R™. Si ¢;1(p) # 0, tomando la traslacion T : R* — R, T'(x) = z — ¢1(x),
entonces T'(¢1(p)) = 0. Luego ps = T 0 ¢, @2 : U — R™ es una aplicacion coordenada
en M con ps(p) = 0. Ahora ¢o(U;) C R™ es un abierto que contiene al 0, existe un 7 > 0
tal que B, = B(0,r) C @o(Uh).

Sea N, = ¢5'(B(0,7)) C Uy, entonces p3 = @2 |y, donde ¢3 : N, — B(0,r) C R"
es una aplicacion coordenada en M. Ahora sea h : R™ — R" la homotecia definida por
h(xz) = 3z/r. Finalmente definimos ¢, : N, — B(0,3) = Bs C R" por ¢, = h o g3 tal
que pp(p) = (0,...,0) y ¢p(N,) = Bs.

= Sip € W, entonces se puede requerir que N, C Uy [ Wi.

Sea R = {N,} la familia de todas las vecindades coordenadas N, para cada p € M. Luego

como N, C Uyp) (N(Wjp2 — W;_1) entonces R = {N,} es un refinamiento de U.

Sean N, = @, "(B1) y R’ = {N',} asi, esto es un cubrimiento de M, Luego para j > 2,
W11 — W, es cubierto por un nimero finito de N’,,, ..., N',, € R’ con py, ...,p, € W1 — W,
N,

Como VT/]-H —W; C Wjia — I/T/j_l, entonces pi,...,pr € Wjio — Wj_l se sigue que N, ..., Np,

Y

estan todos contenidos en W o — W;_; es decir;

Npl u Ua(Pl) N (I/Vj-i-Z - V_Vj—l)
sz (& Ua(Pz) N (I/Vj-i-Z - VV]’—l)

Npr s UOf(P'r) N (V[/T]‘+2 - Wj_1>
Sea V/ = N, = @, (Bs) parai=1,...ry j =23, ..., asi definimos B; = {V/,..., V/}.
Ahora para j = 1, W, es cubierto con un ntimero finito de los conjuntos de PR’ esto es
Ny, = V' CUqpy N Ws con i = 1,..., 7. Por tanto definamos B = [J;2, %B;.
Como se cumple que Wy U2, (W;41 — W;) = M. También W, — W; C Vi U---U VI,
pues Wi —W; C N, U---UN, CN, U---UN,, = V7 U---UVJ se cumple que:
WU Wi =Wy = JW U0 1)

i=2 Jj=1
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asi,

(VU uvy)

<
I
(G

—_

J

Uuv)

j=1 i=1

:UVZJ

j=1,i=1

T

Con esto se muestra que B es un cubrimiento de M.

Luego es claro que B es un refinamiento de U, pues cualquier elemento de B, Vij (Vg €l)
esta contenido en algtn elemento de U,, e Y parai =1,....,7y 7 > 1.

También B es localmente finito de M, en efecto dado p € M, existe un k tal que p € W.
Entonces W, interseca solo en un nimero finito de los conjuntos de B, es decir Wj Vij # ()
parat=1,...,r y algin k —2 < j < k, entonces W}, interseca a un nimero finito de elementos
de B. Asi hemos probado que B es localmente finito, y de aqui U tiene un refinamiento
localmente finito 8.

Ademas, también la familia B satisface las condiciones (ii) y ().

O

Un cubrimiento numerable 28 de una variedad diferenciable M por vecindades coordenadas
que satisfacen las condiciones (i7) y (i7i) del Teorema 2.4 se lo denominara normalizador.
El Teorema 2.4 dice que cada cubrimiento de M por conjuntos abierto tiene un refinamiento

localmente finito normalizado.

2.5. Funciones Bump

En la proxima seccion definiremos la particion de la unidad. La nocién de particion de la
unidad es una de las herramientas mas importantes en el estudio de variedades, ellas permi-
ten pegar resultados locales y obtener asi resultados globales. Para mostrar la existencia de
particiones de la unidad, nuestras variedades diferenciable, tienen que ser un espacios topo-
logicos de Hausdorff y con base numerable, sin embargo las variedades que trabajamos son
de ese tipo. Pero antes necesitamos la existencia de una clase especial de funciones, llamadas

funciones bump.

Sea la bola abierta B, = {x € R"/|x| = d(0,z) < r} de centro 0 € R™ y radio r, y
B, = {x € R"/|z| = d(0,z) < r} la bola cerrada de centro 0 € R™ y radio 7.
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En esta parte definiremos una funcion diferenciable f : R™ — R (recordemos que la
funcion diferenciable se esta tomando en cuenta que es de clase C*° )que cumpla las siguientes

condiciones:
1. 0 < f(z) <1 para todo x € R™
2. f(B))=1y f(z)=0six ¢ By
3. Cuando 1 < |z| < 2 se tiene 0 < f(z) < 1
a esta funcion f que cumple estas tres condiciones se llama funcién bump.
Observacioén 2.3. La condicion 3, cuando se tiene 1 < |x| < 2 es equivalente a By — Bj.
En efecto,
LS 2 1 < WA |z| < 2
& (R™N BN B,
& (R™ N BSN B,
<.B, N Bj
& By — By

Interpretando geométricamente la funciéon bump.

L

Param = 1.

Para m = 2.

U.M.S.A. 34 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMP

Para la prueba, definiremos la funcion f por etapas:

17°. Comencemos definiendo la funcion de Cauchy.

a: R —- R

0, sit <0
t — a(t)= 1 .
e t, sit>0.

La funcion de Cauchy « es diferenciable, y ademéas siempre esta acotado por 1, es decir

| =t |< 1 para todo ¢ > 0. Su grafica esta dado por:

Si la funcion de Cauchy esta trasladado dos unidades a la izquierda, entonces se define de

la manera siguiente:
a: R — R

a = a(t+2):{

0, sit < —2;

1‘ .
e =2, sit> —2.

Su grafico es:

a(t +2)

Si la funcion de Cauchy esta trasladado una unidad, a la izquierda mas el inverso de la

variable ¢, se define de la manera siguiente:

a: R — R
0, si—1 <t

t — a(—t—l):{ T

e+, s1 —1 > t.

Y
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Su grafico es:

240 Ahora definimos la funcion:

g: R —- R
t = fB(-t—=1)=a(t+2) -a(-t—1).

Afirmamos que [ es diferenciable, pues a es diferenciable. La grafica de 3 es dado por:

La altura méaxima es en el punto —%, esto es, ﬁ(—%) = e~ 4 =0.00183.

Sea b= [T [(t)dt = f__21 ((t)dt. Entonces lf__zl B(t)dt = 1.

b
37°. Definamos ahora una nueva funcion:
v: R —- R
B(t) : .
£ sit<0
¢ — pansl b = Y
() {—ﬁ(;t), sit> 0.

Afirmamos que ~ es diferenciable, pues [ es diferenciable. La grafica de v es dado por:

va(t)
A
-2 —1

U.M.S.A. 36 F.C.P.N.



2.5. FUNCIONES BUMP

Ademas las regiones sombreadas tienen area 1, en efecto sea A; la region sombreada de
la izquierda entonces A; = f__21 y(t)dt = f__21 F6(t)dt = %f__; B(t)dt = 1. También si A, es la
region sombreada de la derecha entonces Ay = ff v(t)dt =1 cuando t > 0.

4% Luego definimos la siguiente funcion:

0: R —- R
t o 8t = [ _(s)ds = [',y(s)ds.

Afirmamos que § es diferenciable, pues §'(t) = v(t), donde ~ es diferenciable, entonces ()

es diferenciable, asi §(t) es diferenciable. La grafica ¢ es:

P

M | 2

5(#)

5% Finalmente definimos la funcion:

f: R - R
t — f(z) =0d0h(z)

donde h : R™ — R es definido por h(z) = |z| y |z| = /D> 1, 27

Notemos que la funcion h es diferenciable en R™ — {0} y f(x) = d o h = 6(|z]).

Como f(z) = 6(|z|) = 1 si & € By viendo la grafica anterior, de aqui la funciéon f es
constante y asi es diferenciable en B;. Luego la no diferenciabilidad de |z| en el punto 0, no
impide que f sea diferenciable en Bj.

Ademas como f(z) = §(|x|) = 0 para x ¢ B, viendo la grafica anterior, entonces la funcion
f es diferenciable en (R™ — By)

También como 0 < f(x) < 1 cuando 1 < |x| < 2 si, solo si € (By — By) y viendo la
grafica anterior, la funcion f es diferenciable, pues f es la composicion de dos funciones d y

h que son diferenciable en 1 < |z| < 2 donde no esta presente el 0. En conclusion la funcion
bump f es diferenciable en R" = (R" — By) U By U (By — By).

Ahora mostraremos la existencia de funciones bump en Variedades.
Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Dado un sistema de coordenadas (U, ¢)
tal que ¢ : U C M — B3 C R™, con p(p) =0y ¢(U) = Bs, asociado a el, existe una funcion

bump diferenciable en M, f,: M — R tal que satisface lo siguiente:

a) 0 < f,(x) <1, para todo x € M.
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b) fo(W)=1y f(M—-V)=0.
c) 0< fo(z)<1,sizeV-—W.

donde W = o= H(By) y V = ¢ 1(By).

Para la prueba de esta funciéon bump en variedades, definamos la funcion f, : M — R por:

fop(x), sizel,
0, sizxeM-V.

fo(z) =

entonces f, cumple los incisos a), b) y ¢), siempre y cuando exista la funcion bump diferenciable
en R™. Es decir existe la funcion: f : R™ — R diferenciable tal que cumple las siguientes

condiciones:
1. 0< f(x) <1VxeR™
2. f(By)=1y f(z)=0siz ¢ By
3. Cuando 1 < |z| < 2 se tiene 0 < f(z) <1

Prueba de a). Por la condicién 1 de f tenemos; 0 < f(p(z)) < 1 para todo p(z) € R™, y
ademas como = € ¢ '(Bs) = U C M, luego por definicion de f,(z) = f o p(x) para z € U
concluimos que 0 < f,,(z) <1 para todo z € M.

Prueba de b). Por la condicion 2, de f cuando cumple f(B;) = 1

flo(x) =1 si p(r)€eBIC B & fop(x)=1 si z€ ¢ '(B)
& fole)=1si xeW
< fo(W)=1

Por la condicion 2 de f cuando cumple f(z) =0si x ¢ By

flp(@)) =0 si p(x) ¢ By < fop(r)=0 si v ¢y (Bs)
& folx)=0 si v ¢V
& fole) =0 si v ¢ M-V
& fo(M—=V)=0
Prueba de ¢). Por la condicion 3 de f tenemos; 0 < f(p(z)) < 1 para todo p(z) € R™, y

ademéas como z € ¢ '(B;) = U C M, luego por definicion de f,(z) = f o p(x) parax € U
concluimos que 0 < f () < 1 para todo z € M.
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2.6. Particion de la Unidad

Como ya definimos funciones bump en la anterior seccion, ahora definiremos particion de

la unidad en una variedad diferenciable.

Definicién 2.3. Sea f : X — R definida sobre un espacio topologico X. El soporte de f es el
conjunto sop(f) = clausura{xr € X/ f(z) # 0}.

Observacion 2.4. Dado x € X, entonces x & sop(f) si, y sdlo si, existe una vecindad V, del

punto x tal que f(x) =0 para todo x € V.

En efecto, Supongamos que x ¢ sop(f). Sea A = {z € X/ f(x) # 0}, luego = ¢ A,
entonces existe un conjunto abierto V, de z, tal que V, N A = (), de aqui f(z) = 0 para todo
r eV,

Reciprocamente, supongamos que existe una vecindad V, del punto x tal que f(z) = 0

para todo x € V,. Por otro lado x € V, C X, entonces x € X con f(x) = 0, por tanto
x & sop(f).
IRESNNEY Scan V = ¢ Y(B,) v ¢ : U — Bs una aplicacion coordenada, entonces las

funciones bump en variedades f, : M — R tiene como soporte el conjunto;

V.=9'(Bs) =" (B)-

Definicion 2.4. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension m. Una particion de la
unidad diferenciable sobre M es una familia {(U;,1;)/ i € I}, donde los U; C M son abiertos

y ;- M — R son funciones diferenciables que satisfacen las siguientes propiedades:
pl ¢;(x) > 0 para todo x € M y todo i € I,

p2 sop(v;) esta contenido en U;,

p3 U ={U;/ i € I} es un cubrimiento localmente finito de M.

p4 para cada x € M, Y, Vi(x) = 1.

La suma en p4 tiene sentido, pues para cada = € M, solo un namero finito de los 1;(x)
son no cero. Ademaés, esta suma es una funcion diferenciable, pues por p3, podemos encontrar
una vecindad abierta U de x € M la cual interseca s6lo un numero finito de los conjuntos U;s

y por p2 solo las funciones 1); asociadas a esta vecindad son no cero en x.
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Teorema 2.5 (Existencia de la Particiéon de Unidad). Sea M cualquier variedad dife-
renciable. Entonces para cada cubrimiento abierto U = {V;/ i € I} localmente finito de M,

existe una particion de la unidad que refinada a U.

Demostracion. Sea f : R" — [0,1] una funciéon bump diferenciable, tal que f(x) = 1 para
v € By y f(x) = 0 para x ¢ By. Sea (U, ) para k € N un sistema de coordenadas, tal
que @i : U, — B3y W, = <p;1(B1), Vi = <p;1(B2). Para cada k € N, definimos la funcion
diferenciable, 0 : M — R, como 6x(p) = 0 para p € M — Vi, y 0x(p) = f o pr(p) para p € U.
Solo un nimero finito de ; son no cero en p € M, pues p € Uy solo para un ntimero finito
de k's. Ademaés, al menos un 6, es uno en p, pues los conjuntos W;, forman un cubrimiento
abierto de M. Luego la funcion 6 : M — R definido 0(p) = £32,0k(p) esta bien definida,
diferenciable, y ademéas 6(p) > 1 esto es estrictamente positiva. Finalmente, obtenemos una
particion de la unidad colocando ¢, = gk, para cada k € N, es decir, 1, es diferenciable, toma
valores en [0, 1] y sop(v) = sop(6x) C Uy esta contenido en algin elemento V' € Y. Ademas,
el cubrimiento {Uy/k € N} es localmente finito y tenemos 32 ;¢ = 1. O
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EL TEOREMA DE INCRUSTACION DE
WHITNEY

En este capitulo el resultado principal es probar el Teorema de Hassler Whitney, que mues-
tra que una variedad diferenciable de dimensiéon n, puede considerarse como una subvariedad

de R*"*+1 cerrado.

3.1. Conjuntos de Medida Cero

También, como ya mencionamos anteriormente, que todo lo que se diga diferenciable, es
de clase C*°.

Un cubo C' C R™ es un producto cartesiano C' = [ay, a3 +7] X -+ X [an, a, +7]| de n intervalos
cerrados de misma longitud r. El ntimero r es llamado arista del cubo C'. El volumen de C es
definido por vol(C') = r™. Con la métrica de R", el diametro de C' es ry/n.

Definicion 3.1. Sea S C R". S tiene medida nula en R", si para todo € > 0, es posible
obtener una cobertura numerable de S por cubos, S C |2, Cy, tal que Y7 vol(C;) < e.

Notacion: med(S)— 0 en R".
Si S1 C Sy C R™ entonces med(S3) = 0 en R” implica med(S;) = 0 en R™.

Lema 3.1. Si S, ..., S;, ... son conjuntos de medida cero en R", entonces S = |J;—, S; tiene

medida cero en R™.

Demostracion. Sea € > 0. Supongamos, para cada ¢, una cobertura numerable S; C Uj Cij
por cubos, tales que 22, vol(Cy;) < ¢/2'. Resulta de aqui que S C |J;; Cj; es una cobertura
numerable de S por cubos Cj; tal que 7, vol(Ci;) < 32, €/2" = e. Luego med(S) = 0 en
R™. O
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Corolario 3.1. Un subconjunto S C R™ tiene medida cero si, y solamente si, para cada punto

p €S existe una vecindad V), tal que med(SNV,)=0 en R™.

Demostracion. Supongamos que S tiene medida cero en R", ademas para cada punto p € §
existe una vecindad V), del punto p, entonces SNV, C S, de aqui SNV, tiene medida cero en
R™.

Reciprocamente, supongamos que la cobertura S C |J,cg V) con med(V, N S) = 0, en-
tonces por el Teorema de Lindeléf (En un espacio topologico con base numerable, toda

cobertura abierta admite una subcobertura numerable), existe una subcobertura numerable
S C U2, V. Porel Lema 3.1 S = |J;(V,, N S) tiene medida cero en R”. O

INSY Sea C = I X - - - x I,, un cubo. Para cualquier s > 0, C' x {0} tiene medida

cero en R” x R® = R™**. En efecto, sea € > 0, existe un cubo A = C' x [];_,[0, ] para un

1 € Vs €
o= 1|=- >0 tal que C' x {0} C A, y el wol(A) =vol(C) - 0° = = <e.
(2 wl@) que € x {0} C A, y el vol(4) = vol(C) - 5" = &
Los conjuntos de medida cero son ttiles en el estudio de las Variedades Diferenciables por
dos motivos: primero porque tiene interior vacio y segundo porque sus imagenes mediante

aplicaciones diferenciables, poseen también medida cero. Estos hechos seran probados luego.

Definicién 3.2. La aplicacion f : S — R™ definida en S C R", se dice lipschitziana cuando

existe una constante k > 0 tal que d(f(z), f(y)) < kd(z,y) para todo z,y € S.

Definicién 3.3. Una aplicacion f : S — R™ definida en S C R", se dice localmente lips-
chitziana cuando, para todo p € S, existe una vecindad V, C R™ tal que f|V,, es lipschitziana.
En otras palabra, existe una cobertura abierta S C UPESV}, tal que la restriccion f|,ns) es

lipschitziana.

Lema 3.2. Sean S C R™ con medida cero y f : S — R™ localmente lipschitziana, entonces

f(S) tiene medida cero en R™.

Demostracion. Consideremos primero que f es lipchitziana. Entonces | f(x) — f(y)| < k|z —y|
con k > 0 constante y x,y € S cualesquiera. Tomemos en R™ la norma del maximo. Dado
e > 0, existe una cobertura numerable S C J;-, C;, donde cada C; es un cubo de arista
Ti Y Do T < kim Para cada i € N, tenemos z,y € S N C; entonces |z — y| < r;, luego
|f(z) — f(y)| < k- r;. Se sigue que cada una de las m—proyecciones de f(S N C;) sobre los
ejes, esta contenido en un intervalo de longitud & - ;. Luego f(S N C;) esta contenido en un
producto cartesiano de esos intervalos, que es un cubo D;, cuyo volumen es igual a ™ -7}". Por

tanto f(S) =, C; C D; con Y 2 vol(D;) = k™ - > 2 ri" < e. Por tanto medf(S) = 0.

i=1"1
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En el caso general, tenemos S C J,cgVp, donde cada V, es un abierto y la restriccion
flv,ns es lipschitziana. Por el Teorema de Lindeldf, tomamos una subcobertura numerable
S C U;‘;lV} Por la primera parte, f(V; N S) tiene medida cero, para cada j € N. Luego
f(8) =2, (V5N S), entonces por el Lema 3.1 f(S) se tiene med f(.S) = 0.

O

Lema 3.3. Sea f: U — R™ diferenciable en el abierto U C R™. S1 .S C U tiene medida cero

en R™ entonces f(S) C R™ también tiene medida cero.

Demostracion. Tomando cualquier z € S, sea V, una bola abierta de centro z, con V, C U
(pues R™ es localmente compacto) y sea k, =sup.{|f'(y)| /vy € V.}.
Por la Desigualdad del Valor Medio, | f(y) — f(2)| < k.- |y — 2| para cualesquiera y, z € V,

luego f es localmente Lipschitziana. Asi, por el Lema 3.2 f(5) tiene medida cero en R™. O

Lema 3.4. Sim <ny f:U — R" es diferenciable en el abierto U C R™ entonces f(U)

tiene medida cero en R™.

Demostracion. Consideremos a 0 € R"™™. Por el ejemplo anterior se sigue que U x {0} tiene
medida cero en R”. En el abierto W = U x R*™™ C R”, definimos la aplicacién g : W — R",
diferenciable, por g(z,y) = f(z). Luego por el Lema 3.3, el conjunto g(U x {0}) = f(U) tiene
medida cero en R”.

O

Ahora daremos la definicion de medida cero en una variedad diferenciable.

Definicién 3.4. Sea M wuna variedad diferenciable de dimension m. Sea S un subconjunto
de M. Entonces S se dice que tiene medida cero en M, si para todo punto p € S existe una
vecindad coordenada (U, @) de M con p € U, tal que el conjunto (S NU) tiene medida cero

en R™.

[lustracion:

R’ﬂ

-> p(SNU)
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3.2. APROXIMACIONES POR APLICACIONES REGULARES

Corolario 3.2. Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n respectivamente.

Sea o : M — N una aplicacion diferenciable. Si m < n entonces (M) tiene medida cero.

Demostracién. Primeramente consideremos la coleccion numerable A = {U; /i =1,2,3,...}
que cubre M, es decir; | J;2, U; = M, pues la variedad M posee una base numerable.

Dado un punto arbitrario g € (M) C N, entonces existe p € M tal que o(p) = q. Como
o es diferenciable en M, en particular es diferenciable en p € M, entonces fijando el indice
i, existen sistemas de coordenadas locales (U;, ¢;), (V,4) con p € U; y o(U;) C V tal que
Yoaoow !t pi(U) — (V) es diferenciable en o;(p) € R™. Por hipotesis m < n y por el
Lema 3.4 1 0 0 0 ¢; *(;(U;)) tiene medida cero. Por otro lado, se tiene

Yoo 0w (pi(l) = ¥(o(Uy)) = ¢(o(Us) NV).
Entonces por el Lema 3.1 |2, ¥(o(U;) N V) tiene medida cero. Ademas:

qu(a(m) AV) = (G[U(Ui) N w) — ¢ <o— (G UZ-) N v) — p(o(M)N V).

=1

Por tanto o(M) tiene medida cero.

3.2. Aproximaciones por Aplicaciones Regulares
Sea M((m x n) el espacio vectorial de todas las matrices de tamano m x n. Es decir;
M(m xn) ={(a;;) /ai; R i=1,2,...m j=1,2,..n}.
Ademas el espacio vectorial M(m x n) es isomorfo a R™" bajo la aplicacion definido por:

1250 R ¢4 1)
3 ((111, vy A1,y A21 5 +ony a’mn)

Qm1  * Qmn

y asi se puede dar a M(m x n) la estructura diferenciable de R™". Denotando por M(m x n, k)

el subconjunto de M(m x n) que consiste de todas las matrices de rango k.

Lema 3.5. Si k < min{m,n}, entonces M(m X n,k) es una subvariedad de M(m x n) de

dimension k(m +n — k).

Demostracion. Para la demostracion escribamos las matrices X € M (m x n) en bloques,
A B
X —
¢ D
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donde Aesk xk,Beskx (n—=k),Ces(m—k)xkyDes(m-—£k)x(n—k).
Sea U = {X € M(m xn) / det A # 0}, entonces U es abierto en R"™". En efecto,

A B
la aplicacion proyeccion py @ M(m x n) — M(k x k) definida por pa ( oD ) = A es
continua y la aplicacion determinante det : M((k x k) — R es continua.
Como R — {0} es un conjunto abierto de R entonces det (R —{0}) es abierto en M(k x k)
ademas, det ™ (R—{0}) = {A € M(mxn)/ det A # 0}, luego como la aplicacion p4 es continua,
entonces la imagen inversa de ps es p,'(det™ (R — {0})) = U es abierto en M(m x n).

Afirmamos que U N M(m x n;k) = {X € U/ D = CA 'B}. En efecto, el rango de

A B
X = es igual al rango del producto
(45 ot

L 0 ABY (4 B
—CA! I(m—k)x(m—k) C D 0 D—-CA'B .

En consecuencia el rango de X es k si, y solamente si, D = CA~'B = 0.

_ A B . 3
Sea el conjunto Z = = € M(m x n) p. Afirmamos que Z = RFM+n=k) Fp

efecto, consideremos la aplicacion proyeccion P : Z — R x RE(=F) x Rm=n)k definido
por: P(X) = (A, B,C) = (Pa(X), Pp(X), Po(X)) donde P4, Pg y P son las proyecciones
coordenadas de P, entonces P es un isomorfismo, luego Z es isomorfo a RF* x R¥-(n=F)  R(m—k)k

Ademas R* x RF-(n=k) 5 Rm=k)k o RE(m+n—k) antonces 7 =2 RF(m+n—k),

A B
Sea W = { ( oo ) € Z/det(A) # 0} entonces IV es un conjunto abierto en RF(m+7=k),

Para su verificacion es el mismo tratamiento que se hizo para el conjunto abierto U.

Ahora consideremos la aplicacion, o : W — U N M(m x n, k) definido por:

(A B) (A B )
X = — o(X) =
cC 0 C CA'B

entonces o es diferenciable. En efecto, considerando las aplicaciones coordenadas de o, como

proyecciones Pa, Pg y Po definiendo de la forma siguiente:

X) = A B ( Pa(x) Pp(X)
TN e caB )T\ Pu(X) Pa-invo Pa- Py(X)

donde Pa, Pg,Pc vy P4 -inv o P4 - Pg son aplicaciones diferenciables. Como la aplicacion
inv : G — M(n x n) definido por inv(X) = X! es diferenciable en todo GIL, donde
GL = {A € M(n x n)/det(A) # 0}.

Ademés W es una variedad diferenciable de dimension k(m + n — k) inducida por la

m+n—Fk)

estructura diferenciable de R¥( y o cumple las siguientes condiciones:
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1 0esl-1.

ii o(W)=UnNM(mxn,k), pues tal como esta definido o se ve que los elementos del conjunto

A B
UNM(m x n, k) son :
C CA™'B

iii o es regular en . Pues considerando la aplicacion 7 : U — W definida por:

(A B) (A B)
X = — 7(X) =
C D C 0

es diferenciable en U, es més 7 o 0 = Id identidad en W de aqui 7, o 0, = Id entonces

o, es 1-1. Por tanto o es regular en W.

Luego como 7 es una transformacion lineal y biyectiva definido en U N M(m x n, k), entonces
7 es un isomorfismo y por la definicion de subvariedad tal que cumple las tres condiciones
anteriores, se concluye que U N M(m x n, k) es una subvariedad de M(m x n) con dimension
k(m+n —k).

Sea h : M(m x n) — M(m x n) definido por X — h(X) = PXQ donde P € M(m x m)
y @ € M(n x n) son matrices no singulares. Entonces h es un isomorfismo diferenciable, pues
h es una transformacion lineal.

Si X € M(m x n, k) es arbitrario, existe el difeomorfismo i : M((m x n) — M(m x n) que
deja a M(m x n, k) invariante tales que h(X) € UNM(m xn, k) (h es, por ejemplo, un cambio

conveniente de lineas y de columnas). Ver ilustracion en la siguiente grafica:
h:h ' (U) "M(m x n,k) — UNM(m x n, k)

X = hX)=PXQ

M(m x n)

hX

hy

Para el entendimiento de la ilustracion, damos el siguiente ejemplo:
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000
0 00 . .
» X = 010 € M(4 x 3,2) entonces existen matrices P € M(4x4) y Q € M(3x3)
001
0010 000 1 00
0 001 0 00 ool 010
tales que h(X) = PXQ = 100 |=
01 00 010 000
010
1000 0 01 0 00
000
010 ; :
Y = 001 € M(4 x 3,2) entonces existen matrices P € M(4x4)y Q € M(3x3)
0 00
0, N0 gl O 1 00
(B B0 D—1 0 0t 010
tales que h(X) = PXQ = 010 |=
1 A0 Nl 1 0 00
100
O, 0 "W il O 0 00
Notemos que la aplicaciéon 7 es un difeomorfismo, donde la inversa es 77! = 0. Asi cons-

truiremos una estructura diferenciable para que M(m x n, k) sea una variedad diferenciable
de dimension k(m +n — k).

Supongamos que hy' (U) NM(m x n, k) es una vecindad coordenada para el punto X y su
aplicacion coordenada 7o hy : b (U) N M(m x n, k) — W C RF™=k) hues 70 hyx es un
homeomorfismo, es mas 7 o hx es un difeomorfismo, donde 7 : U — W es un difeomorfismo
y hx @ b (U) N M(m x n,k) — U NM(m x n,k) (hx es la restriccion de h, para todo

X € M(m x n,k)) es un difeomorfismo. Entonces su estructura diferenciable es dado por:
[Avimxniy] = { (hx" (U) "M(m x n,k), 7o hx) , para todo X € M(m x n,k)}

Ahora consideremos la aplicacion inclusion I : M(m x n, k) — M(m x n) definido por

I(X) = X, donde I es una aplicacion diferenciable que cumple las siguientes condiciones:
1. I es uno a uno.
2. I(M(m x n, k) =M(m x n, k).

3. I es regular. En efecto, sea ¢ una aplicacién coordenada con su respectiva vecindad
coordenada U en M(mxn) y sea 1) una aplicacion coordenada, con su respectiva vecindad

coordenada V' en M(m x n, k), entonces la aplicacion
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poloypg™t =poypt: (V) C Rk(mAn—k) _, e(U) C R™

es un homeomorfismo y también regular, entonces I es regular.

En conclusion M(m x n, k) es una subvariedad de M(m x n) con dimension k(m +n — k).
U

Lema 3.6. Sean U un subconjunto abierto de R™ y o : U — R™, m > 2n una aplicacion
diferenciable. Para cada € > 0 existe una matriz de tamano m x n, A = (a;;) tal que |a;j| < €

para i =1,2,...m; j=1,2,...n y7:U — R™ definido por
T(x)=0(z)+ A -z
es reqular en U.
Demostracion. Definiendo la siguiente aplicacion py : M(m x n, k) x U — M(m x n) por
(X, z) =X —¥Wald

donde Jo(x) es la matriz jacobiana de la aplicacion o en el punto x, definido por

80’1 80’1
a—xl(iﬂ) ol (7)
do,, oo,

donde o(z) = (01(2), ..., o ().

La aplicacion pj, esta bien definida, pues X € M(m x n) y Jo(zx) € M(m x n), ademés
como M(m x n) es un espacio vectorial entonces X — Jo(x) € M(m x n).

Afirmamos py es aplicacion diferenciable. En efecto, o : U C R™ — R™ es aplicacion dife-
renciable, entonces su aplicacion derivada Do : U — L(R"™, R™) es la aplicacion diferenciable y
T : L(R",R™) — M(m x n) es transformacion lineal biyectivo. Sea la aplicacion diferenciable
h=ToDo:U — M(m x n) definido por h(x) = Jo(x) entonces h es diferenciable.

Sea I : M(m x n, k) — M(m X n, k) la aplicacion identidad, ahora definamos la aplicacion
f=(,h):M(mxn,k)xU — M(mxn, k) xM(mxn) por (X,z) — f(X,z) = (I(X),h(z)),
entonces f es una aplicacion diferenciable.

Sea la aplicacion g : M((m xn, k) x M(m xn) — M(mxn) por (X,Y) — ¢g(X,Y)=X-Y

esto es una transformacion lineal, por tanto es una aplicacion diferenciable. Luego
pr=gof:M(mxnk)xU — M(m xn, k) x M(m xn) — M(m x n)

(X,z) +— (X, h(x)) — X —h(z)=X —TJo(x)

la aplicacion py es diferenciable.
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Notemos que M (m x n,k) x Uy M(m x n) son variedades diferenciable de dimensiones
k(m + n — k) y mn respectivamente, entonces p es una aplicacion diferenciable entre las
variedades mencionadas.

Sea k <n — 1. Como m > 2n, tenemos

mn—[k(m+n—Fk)+n]=(m-n)(n—k)—n
>@2n—n+1)(n—n+1)—n
=1>0

Utilizando el corolario 3.2 concluimos que la imagen del dominio de p; tiene medida cero en
M(m x n) para k < n — 1. De aqui el conjunto M(m x n) — pr,(M(m x n, k) x U) es denso en
M(m x n). Esto es, si H = M(m x n) — pp(M(m x n, k) x U), entonces H = M(m x n).

Como H es denso en M(m x n) = R™ entonces para toda bola abierta de radio £ > 0
B(0,e) = (—&,&) x - - - X (—€,¢€) con centro 0 € M(m x n) = R™ tal que B(0,e) N H # 0.

Como B(0,e) N H # () entonces existe A = (a1, ..., @) € B(0,) N H tal que A € B(0,¢)
yAe€H, asique A € M(m xn)y A ¢ pe(M(m X n, k) x U) para k < n — 1, ademaés los
elementos de A son |a;;| < € para cualquier € > 0.

Sea 7 : U — R™ definido por 7(z) = o(x) + A - z, para x € U. Entonces 7 es una
aplicacion diferenciable, pues o es una aplicacion diferenciable y A - x es la aplicacién de una
transformacion lineal.

Entonces la matriz jacobiana de la aplicacion 7 es Jo(z) + A. Afirmamos que esta matriz
jacobiana no esta en M(m x n,k) para k < n — 1. En efecto, supongamos lo contrario, tal
que J7(x) € M(m X n,k) para k < n — 1, sea (J7(z),x) € M(m X n,k) x U entonces
pe(JI7(x),2) = T1(2) — Jo(x) = Jo(x) + A — Jo(x) = A. Pero la matriz A no esta en la
imagen de p, para k <n — 1.

También afirmamos que el rango de la matriz Jo(x) + A es n, pues como A no pertenece
a pr(M(m x n, k) x U) para k < n —1, el rango no puede ser 1,2, ....n — 1 ni puede ser mayor
a n, pues el rango de la aplicacion 7 : U C R® — R™ debe ser el min{n, m}, por tanto el
rango de la matriz jacobiana de 7 es n.

Por dltimo concluimos que 7 : U — R™ es regular en U, pues la matriz J7(x) es la
representacion de la aplicacion lineal D7(z) : R® — R™. Como el rang(J7(x)) = n entonces
el rango de D7(x) es la dimension de R™ y esto es equivalente que D7(z) es inyectiva, por

tanto 7 es regular en U. O

Si z e y son dos puntos de R™, denotemos por d(z,y) la distancia entre z e y cuando

d(z,y) = |z —yl.
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Teorema 3.1. Sean M una variedad diferenciable de dimensionn y C' un subconjunto cerrado
de M. Sea o : M — R™, m > 2n, una aplicacion diferenciable que es reqular en C. Para
cada funcion continua n: M — R tal que n(p) > 0 para todo p € M, existe una aplicacion
diferenciable regular T : M — R™ tal que 7(p) = o(p) para p € C y d(7(p),o(p)) < n(p) para
pe M.

Demostracion. Hipotesis, o es una aplicacion regular en C' entonces afirmamos que existe
un conjunto abierto A O C' tal que o es regular en A. En efecto, sea z € C entonces o es
regular en z. Se sabe también Do(x) : T,M — T,,)R™ es inyectiva, entonces el rango de la
aplicacion lineal Do(z) en el punto z es n, esto es equivalente al nimero maximo de columnas
linealmente independiente de la matriz Jo(x), que es exactamente la matriz jacobiana Jo(z)
que tiene rango n en el punto z.

Para encontrar alguna vecindad U, de x, de tal manera, para cualquier y € U, el rango de
la matriz Jo(y) es n. Hacemos el siguiente diagrama,

U, > M -1 M(m x n) =5 M(n xn) =5 R

z — Jo(r) — Jou(x) — det(Jo.(z))
donde I es la aplicacion inclusion, J es la aplicacion jacobiana, P es la aplicacion proyeccion
y det la aplicacion determinante, todas estas funciones son continuas, entonces tomando el
conjunto abierto R—{0} en R, y evaluando las imégenes inversas de cada aplicacion, se obtiene
el conjunto abierto U, = I='(J~'(P~!(det " (R — {0})))) de x. Ahora tomando cualquier
y € U,, entonces se tiene la matriz jacobiana Jo(y) de rango n, de aqui la submatriz n x n
Jo,(y) de la matriz Jo(y), se tiene det(Jo,(y)) # 0. Asi Do(z) es inyectiva en todo U,, por

tanto o es regular en todo U,. Entonces existe una vecindad A = J U, para todo z € C'

zeC
tal que 0 : M — R™ es regular en A D C.

Como la aplicacion o es regular en el conjunto abierto A, entonces afirmamos que la
aplicacion o es regular en A. En efecto, en particular ¢ es regular en un punto p € A entonces
existe una vecindad V, para un punto p tal que V, N A # (), y o es regular para todo p € A,
esto es para toda vecindad V}, de p con V,N A # (), entonces por definicion de conjunto cerrado
se tiene que p € A. De aqui o es regular en A.

Coleccionando los conjuntos abiertos A y el complemento de C' en {A,C°} cubre M.
Por el Teorema 2.4, existe un refinamiento normalizado 8 numerable, localmente finito por

vecindades coordenadas de M, tales que satisface las siguientes condiciones:

i) B es un refinamiento localmente finito de {A, C¢}.

i) SiVeByp:V — pV)CR™es la aplicacién coordenada asociado con V', entonces
p(x) =0y (V) =B
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iii) Si para cada vecindad coordenada V' asociado con la aplicacion coordenada ¢ en B defi-

nimos V' = ¢~1(B;), entonces la familia B’ de los conjuntos V' cubren M.

Ahora numerando los conjuntos V; de B con enteros positivos y negativos de la forma:
V;CAsijg<O, V;CcCsij>0.

Donde ¢; : V; € M — ¢;(V;) = By C R" es la aplicacion coordenada de la vecindad
coordenada V;. También definimos V} = <pj_1(Bg) yVj = gpj_l(Bl). Por supuesto los conjuntos
{V/"} cubren M.

Construyamos una sucesion og, oy, . . . de aplicaciones diferenciables o, : M — R™ con

las siguientes condiciones:
1. o9 =o0.
2. o0y, es regular en Fj, :WUV_{’U UV para k=1,2, ...
3. ok(p) = op—1(p) parap ¢V, k=1,2, ...
4. d(ay(p), ok-1(p)) < n(p)/2" parap € M, k =1,2,...
Para la prueba de esta construcciéon usaremos Inducciéon Matemética sobre k.
Caso I: Para k = 1. Debe cumplirse los siguientes puntos:
1. 0, = 0. (definicion)
2. o1 es regular en Fy = W UV_{’.
3. o1(p) = 0¢ para p ¢ V7.
4. d(a1(p), o0(p)) < 1(p)/2 parap € M.

Prueba. Consideremos la funcion bump ¢ : R® — R que es una funciéon diferenciable en R™

tal que cumple las siguientes condiciones:
(a) 0 <¢(z) <1 parazeR"
(b) ¢(x) =1 parax € By, y ¢(z) =0 parax ¢ By [v € (R" — By)].

Sea una matriz X € M(m x n) arbitraria, entonces definamos la siguiente aplicacion:
by : B3 CR"—R™
z = Dx(z) =090 ¢y (2) +()X - w

afirmamos que ®x es una aplicacion diferenciable en Bs. En efecto, por (1) tenemos og = o que
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es diferenciable en M y ¢, ' : By — Vj es diferenciable en Bs entonces ogo; " es diferenciable
en B3. También ¢ es diferenciable en R™ y X - x es la imagen de una transformacion lineal,
asi es diferenciable en R", por tanto ¢(x)X - x es diferenciable en R".

Sean J (X, z) la matriz jacobiana de ®x y J; (x) la matriz jacobiana de ogop; '. Si X = ()
entonces J(X,x) = Ji(x) + ¢¥(z) X + [g—z(x) oy xit:ct] En efecto,

Px(z) =000 () +Y(2)X -2
J(X,z) = Ji(x) + Matriz Jacobiana(¢(x)X - )

J(X,x) = Ji(z) + ¢(2) X + %(m) Z xitxt] (Para la prueba ver Caso 1I)
I =t

Ahora consideremos la siguiente aplicacion:
f:R™ x By C Rmt" — R™”
(X,2) — f(Xo)=JX2)
afirmamos que f es diferenciable en R™" x Bs. En efecto, tal como esta definido f, vemos que
las componentes de la matriz jacobiana J(X,z) son funciones diferenciables.
Supongamos que V/ N Fy # 0, con ¢, : V{ — o(V/) = By y V1N Fy, C V; de tal manera
que V1 N Fy C V4. Notemos también que V’; y V4 no interseca al subconjunto cerrado C.

Para la construccion de estos conjuntos, ver la ilustracion en la siguiente gréfica.

Sea z € p1(V'1NFy). De la formula con matrices jacobianas se tiene J(0, z) = J;(2). Afirmamos
que el rango de la matriz J;(x) es n. En efecto, como o = ¢ : M — R™ es regular en Iy C A
y ademas oo(¢;'(2)) es regular en ¢;'(2) € V1 N Fy (pues ¢;'(2) € Fy), y ademas ¢! es
un difeomorfismo, entonces oy o o7 *(z) es regular en z, y esto es equivalente a su aplicacién
lineal D(cgo @y )(2) es uno a uno, asi esta aplicacion lineal tiene rango n, por tanto su matriz
correspondiente J;(x) tiene rango n.

Luego como tenemos J(0, z) = Ji(z), entonces la matriz J(0, z) tiene rango n. También se
tiene por definicion de f : R™ x By C R™*" — R™" que se cumple f(0,z) = J(0, 2), asi f

tiene rango n en el punto (0, z), entonces por la primera afirmacion, concluimos que existe un
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conjunto abierto W, x U, de (0, z) tal que (0, z) € W, xU, C R™ x B;, esto es 0 € W, C R™
y 2z € U, C Bs. Es més, f tiene rango n en toda la vecindad W, x U,. De aqui cualquier punto
(X,z) € W, x U, proximo al punto (0, z), la matriz f(X,x) = J(X, z) tiene rango n.

Como (0,2) € {0} x (V1 N Fy) y W, x U, es una vecindad del punto (0, z). Notemos

que la vecindad W, x U, no cubre todo ¢, (V’; N Fy). Ver la ilustracion en la siguiente grafica.

Rmn
J. . aVinR)

) il PRSI BN
L oL\ s A Re
B, W, % U,

B3

Como z € p(V/NF), esto es para todo (0, z) podemos cubrir el conjunto {0} x ¢ (VI N Ey)

por conjuntos abiertos de la siguiente manera;

{0} x (VY N Fy) | W x U,

Afirmamos que el conjunto {0} x ¢, (V/ N Fy) es compacto. En efecto, el conjunto {0} es
compacto, y WHFO es compacto, pues son conjuntos de bolas cerradas bajo la imagen inversa
de aplicaciones coordenadas, la interseccion de dos compactos es compacto. Asi la imagen de
una aplicaciéon continua sobre un compacto @1(7{ N Fy) es compacto. Por tanto el producto
de dos compactos {0} x ¢, (V] N Fy) es compacto.

Como el conjunto {0} x ¢1(V/ N Fy) es compacto entonces existe un nimero finito de

vecindades que cubren al conjunto compacto, es decir;

{0y x ;(VINFy) cW,, xU,, UW,, xU,,U---UW, xU,,
{0} X@I(WQFO) - (WZ1UW22U"'WZT) X (U21UUZzU"'Uzr>

(0} x s (VTN Fy) © 1 x U

de aqui encontramos una vecindad W = W, UW, U---UW, de 0 en R™. Es decir
0eW cCcR™.

Luego si X € Wy z € ¢(V/ N F,) entonces la matriz jacobiana J(X,z) tiene rango n.
Ademés la matriz jacobiana J(X, z) proviene de la aplicacion &y : By C R" — R™ asi Oy
es regular en z.

Dado el conjunto abierto W de 0, asumimos que los conjuntos W, con 7 = 1,2, ..., sean
suficientemente pequenos, asi obtenemos que el conjunto W sea suficientemente pequeno.

Es decir, sea € > 0 el que determina el tamano de la vecindad W, entonces cuando W
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es suficientemente pequeno es equivalente decir que ¢ tiende al nimero 0. De esta manera

afirmamos que:
(0, X - z) < % (3.1)

para © € Bs, donde 7; es el minimo de n : V/ — R* en el conjunto compacto V. Para
justificar (3.1), consideremos la siguiente funciéon continua F' = doiog : R™ x By — R
definido por z — F(X,z) = d(0, X - x). La composicién de F' = d o i o g esta dado por el
siguiente diagrama:
R™ x By L5 R™ 4 R™ x R™ -4, R
(X,z) —» X -2—(0,X -2) —d0,X- 2

donde ¢ es una aplicacion bilineal, ¢ la aplicacion inclusion y la funcion continua d. Asi
F =doiog es continua en R™ x Bs, en particular F es continua en el punto (0, zg) € W x U
donde W x U C R™ x Bs. Por definiciéon de continuidad, para todo ¢ = % > 0 existe
una vecindad W x U del punto (0, z9) con W x U c R™ x Bs, tal que para cualquier
(X,z) € W x U € R™ x Bs entonces |d(0,0 - zp) —d(0, X - z)| < e = 1 esto es equivalente
d(0,X -z) <e="1T, parax € U. Ahora veamos que d(0,X - z) < € = 1, para todo x € B,

(Su ilustracion, esta en la siguiente figura).

En efecto, como U interseca al conjunto U (pues ambos conjuntos contienen al punto zp), a

esta interseccion lo denotaremos por V. =0U NU # 0. Asi V] N7 (V) # 0 entonces,

Vi= U (o (Wner'™))

p1EB
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y como V] = ¢~ 1(B,) con esto se cumple para todo (X,z) € W x B, y asi para todo z € B,
que cumple d(0, X - z) < %

Ahora, aplicando el Lema 3.6. Sea U = By y 0 = 09 © gol_l. Sea ¢ > 0 que determine el
tamano de la vecindad W C R™ = M(m X n), entonces existe un X € W (X = (z;;) con

|z;;] <€) tal que la aplicacion;

es regular en Bs.

Para X € W, definimos la aplicaciéon o; por:

o M —R™
oo(p) + ¢ (p1(p))X - ¢1(p), parap € Vi;

pr—oi(p) =
{ oo(p), para p ¢ V.
entonces o, es diferenciable en M. En efecto, notemos que los dos pedazos de la aplicacion

o1, tienen en comin el conjunto abierto V; — V7;, donde es diferenciable, pues o1 (p) = o¢(p)
con p € Vi = V71 (Y(p1(p)) = 0).
Afirmamos que la aplicacion oy es regular en Fi. Para la prueba de esta afirmacion sepa-

ramos su prueba en tres casos. Para eso, nos guiaremos de la siguiente ilustracion grafica.

En efecto,

= 0y es regular en Fy para p ¢ V/. Pues o,(p) = o0o(p) para p ¢ V/ (definicion de o) y
como la aplicacion oy = o es regular en el conjunto abierto A entonces oy es regular
en A (demostrado al principio) y ademas se sabe que Fy = Uj<oV}" C A, de aqui oy es

regular en Fg, por tanto oy es regular en Fj.

» Como X € W también podemos afirmar que la aplicacion o es regular en V) N Fy. Pues

como V] N Fy C Fy, y por lo anterior se concluye que o7 es regular en V{ N Fy.

= 0, es regular en V), para p € V/ C Vi. Pues ¥(¢1(p)) = 1 si p € V7, entonces
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o1(p) = oo(p) + X - p1(p) v gracias a la eleccion de la matriz X € W, que también

cumple las hipotesis del Lema 3.6 se sigue que oy es regular en V_l”

Finalmente observemos para p € V/ C V; tenemos;

d(o1(p), o0(p)) = d(o0(p) + Y(p1(p)) X - 2, 00(p))

= d(0,9(p1(p))X - x)
= ¢(1(p))d(0, X - x)
<1-d(0, X - z) (0 <dlpa(p)) <1)
Uit
T 2
< @)
At g2
Ademas cuando p ¢ V] entonces d(o1(p),o0(p)) = 0. En conclusion d(oy(p), oo(p)) < @
para todo p € M. Esto completa la prueba del Caso I.
Caso II: Supongamos que las aplicaciones oy, 01, 02, . . ., 05_1 sean construidas, entonces

lo que se tiene que demostrar, es la construccion de oy.
Consideremos la funcion bump 7 : R” — R que es una funciéon diferenciable en R". Para
cualquier matriz Y € M(m X n) definamos la aplicacion:
dy : B3 C R" —» R™
T = Oy(r)=or 1090 (z) +¢Y(x)Y -2
donde ¢y : Vi, € M — @r(Vi) C R” es la aplicacion coordenada, asociado con la vecindad
coordenada Vi, tal que ¢x(Vy) = Bs, pues Vi € B.

Afirmamos que ®y es una aplicaciéon diferenciable en B3. En efecto, go,;l : Bg — Vi es
diferenciable en B3 y por hipotesis o1 : M — R™ es diferenciable en M por tanto o ogo,;l
es diferenciable en B3. Ademés 1 es diferenciable en R y Y -z es diferenciable en R", pues es
la imagen de una aplicacion lineal, entonces ¥ (z)Y - x es diferenciable en R™. En conclusion

la aplicacion @y es diferenciable en Bs.

Sea J(Y,z) la matriz jacobiana de ®y y Ji(k) la matriz jacobiana de oy_; o 1. Si

Y = (y;j) coni=1,2,...my j=1,2,.., n, entonces

I, x) = Ji(k) + ¢ (2)Y +

En efecto, por definicion de la aplicacion ®y tenemos ®y (1) = o400~ (z)+(2)Y -, de esta

igualdad sacamos las matrices jacobianas, desde luego la matriz jacobiana de ®y es J (Y, z)
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y el otro lado de la igualdad, es suma de dos matrices jacobianas, de la primera aplicacion
op_10p H(z) es Ji(k) y de la segunda aplicacion ()Y - no se sabe, para eso consideremos
la aplicacion h : R — R™ definido por x — h(z) = ¢)(z)Y - x, haciendo las cuentas tenemos
h(z) = (Y(2)ynzi+... (@) Y10Zn, Y(2)Y221+ ...+ V(@) Y2nTns ooy V(2) Y1 T1 4+ (T) YrrinTn)

luego para obtener la matriz jacobiana de h hacemos lo siguiente, (pero omitimos algunas

cuentas);
g—i@)@uwl + o Yindn) g;i () (Y121 + . + YinTn)
h(z) =P(z)Y +
0 )
a—;i(ﬂf) (ymll'l A o ymnl'n) a;i (x)(ymlxl + ...+ ymnzn) .
9 )
. a—fl (T)yre2: 8an ()y1y
=(z)Y + Z;
) aa—:i(ff)ymtxt gj (Wi
o Y
. =] (2)y1e B ()Y
= o o
a—l,l(x)ymt 8—1_6(1’)ymt .
n r aq’[} i=1,...,m
=¢Y(x)Y + Ty —(x)yu}
tzz; azj Vie=hoceddin)
a n
=@+ | 2D v
J t=1

Asi obtenemos lo buscado. Ahora consideremos la siguiente aplicacion:
f:R™ x By ¢ R™ " — R™”
Vo) = f(Va) = J(Y,2)
donde las componentes de J(Y, z) son funciones diferenciables y asi la aplicacion f es diferen-
ciable en el subconjunto abierto R™" x Bs, de R™"+™,

Sea z € mV,;m Fy_1). Entonces J(0, 2) = Ji(2) es de rango n, pues o;_ 0 ¢~ ' es regular
en z. De aqui concluimos que f es regular en el punto (0,2) € R™ x Bj entonces existe una
vecindad el punto (0, z) en R™ x By de la forma W, x U, con 0 e W, CR™ y z € U, C Bs
en el cual sabiendo que f es regular en toda la vecindad W, x U, asi tomando cualquier punto
(Y,x) € W, x U, la matriz jacobiana J(Y, x) es de rango n. El conjunto {0} x ¢ (V/ N Fy_1) es
compacto, y asi es cubierto por un nimero finito de estas vecindades (los detalles son analogos
al Caso I). De esta manera concluimos que existe una vecindad W de 0 en R™", tal que, si

Y e Wyze o (V/NF,_), entonces J(Y,z) tiene rango n y asi ®y es regular en z. También
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podemos asumir que W es suficientemente pequeno tal como se hizo en el Caso I para k = 1,
tal que d(0,Y - ) < 1. /2% para x € B, y Y € W, donde 7, es el minimo de la funcién 1 en el
conjunto compacto Vk’
Ahora aplicando el Lema 3.6 tomamos U = By, 0 = 0,1 0L, y € > 0 que determina el
tamano de la vecindad W. Entonces existe un matriz Y en W tal que la aplicacion:
T: By — R™

x—>ak_10<pk_1+Y-x

es regular en B,.
Usando la matriz Y, definimos la aplicacion g : M — R™ por:

or(p) = ar-1(p) + ¥ (px(p))Y - wr(p), parap e Vi,

ok-1(p), para p ¢ V.
o se apedaza en dos aplicaciones diferenciables y también estas dos aplicaciones tienen en
comiin el conjunto abierto V; — V/ y asi es diferenciable en M. Como 1 (¢p(p)) = 1 para
p € V7, nuestra eleccion de Y garantiza que oy = 0p_1(p) + Y - @i(p) es regular para p € V.
Para p ¢ V! se tiene o4 (p) = ox—1(p) también se sabe que oj_; es regular en Fj_; entonces oy
es regular en Fj_;. Luego como Y esta en W, oy es regular en VN Fj_;. De esta manera se

concluye que oy, es regular en Fj. Finalmente observemos para p € V! C Vj, se tiene:

d(0k(p), ok-1(p)) = ¥(@k(p))d(0, Y - ¢1(p))

- % (0 < (pr(p)) <1)
< % (para p € V)
Como la distancia es 0 para p ¢ V! (pues d(ox(p),or-1(p)) = 0), asi encontramos que

d(ok(p),ox_1(p)) < n(p)/2* para todo p € M. Con esto completamos la construccion de
las aplicaciones og, o1, . . .

Notemos que la familia numerable de vecindades coordenadas B = {...,V_o, V_1, V}, V5, ...}
es localmente finito. Con esto encontraremos una aplicacion 7 : M — R™ de tal manera que
sea regular en M, que mostraremos méas adelante.

Sea p” un punto de M. Entonces existe una vecindad N del punto p® tal que se tiene dos

opciones y para escoger la opcion mas correcta. Ver la ilustracion en la siguiente gréfica.
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1. Si N C C esta opcion no sirve, ya que el conjunto N puede intersecar a un nimero
finito de vecindades coordenadas V_q,V_5,.... No puede extenderse a todo 7 para que

sea regular en M, pues todos los conjunto {V;/j < 0} estan acotados por C.

2. Si N ¢ C, esta opcion es la que nos sirve para encontrar la aplicacion 7, pues todos los

conjunto {V;/j > 0} no estan acotados. Es decir que esto, se puede extender a todo M.

Por conveniencia podemos tomar la segunda opciéon (ya que existe N, pero no es tnico),
entonces N interseca a un nimero finito de conjuntos Vi, Vs, ... Es decir existe un conjunto
{j1,-,dr} C Ntales que NNV; # 0= j € {j1,..., Jr}-

Sea k = max{j/NNV; # 0}, si j > k entonces NNV; = 0, y como p® € N entonces
P ¢V, D V] de aqui P & VI, luego por definicién de o}, tenemos or(p°) = o;(p°) con
j=k+1Lk+2k+3, .. entonces ox(p°) = 0ps1(p°) = ops2(p°’) = -+ para p° ¢ V] con
j=k+1,k+2k+3,..

Ahora definiremos la siguiente aplicacion: 7 : M — R™ definido por 7(p°) = o4 (p°) para
todo p° € M con k fijo. Ademés 7(p) = oy(p) para todo p € N (pues es la restriccion de oy,),
entonces podemos concluir que 7 : M — R™ es diferenciable en M (pues oy, es diferenciable en
M).Y cuando p ¢ V. entonces por definicion de oy, y el analisis anterior tenemos 7(p) = oy (p)
para k = 1,2,... es decir 7(p) = o1(p) = 02(p) = ---. De aqui tenemos que para cada
k=1,2,... oy es regular en [}, esto es la construccion 2, asi 7 es regular en Up2 | [, = M.

Sea p € C'. Entonces tenemos dos afirmaciones;

(a) Sip e V/ entonces k < 0. En efecto, supongamos que k > 0, entonces p € V/, V], ... Pero
Vi C Vi, C C°sik >0, entonces p € C°asi p ¢ Cy esto es una contradiccion pues
peC.

(b) Si k> 0 entonces p ¢ V| para todo k = 1,2, ... (contra-reciproca del inciso (a)).

Del inciso (b) 7(p) = 0o(p) = o(p). En efecto, por definicion de oy, y la construccion 3 tenemos

ok(p) = ok—1(p) para p ¢ V! con k = 1,2,... Es decir o¢(p) = 01(p) = --- = ox(p) = - - -, asi
tenemos oy (p) = oo(p) entonces 7(p) = go(p) = o(p). Por tanto 7(p) = o(p) para todo p € C.
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Finalmente observemos que d(7(p),o(p)) < n(p) para todo p € M. En efecto, para todo
p € M tenemos,

k
= d(r Z ), 05-1(p))
Z_p’ M
= 27
> 1
=n(p), paratodop e M (22—: 1)

por tanto se tiene que d(7(p),a(p)) < n(p) para todo p € M. Asi concluimos la demostracion
del Teorema 3.1.
0

3.3. Aproximaciones por Aplicaciones Uno-Uno

Sean M, N variedades diferenciables, o : M — N una aplicaciéon diferenciable y regular
en todo M. Si o es uno a uno (o o es inyectiva), entonces (M) es una subvariedad de N,

pues cumple las condiciones de la definiciéon de subvariedad.

Observacion 3.1. Sea 0 : M — N diferenciable. Si o es reqular e inyectiva, entonces o es

un homeomorfismo sobre su imagen. Es decir tiene que cumplir tres condiciones:
(a) 0: M — o(M) es biyectiva. (b) o : M — o(M) es continua.
(c) o7 :0(M) — M es continua.

En efecto, las primeras dos condiciones se justifica, por el hecho que o es sobreyectiva, en
su imagen y o es diferenciable .
Para el inciso (¢). Supongamos un conjunto abierto arbitrario V' C M que contenga al punto
p € M. También supongamos que U, es la vecindad coordenada del punto p, entonces U, NV
es un abierto en M. Por otro lado Do(p) : T,M — T,u)0(M) es un isomorfismo, luego
aplicando el Teorema de la funcion inversa se obtiene que 0 : M — (M) es un difeomorfismo
local en U, entonces o~ (U, N'V) es abierto, de aqui (J,c,; 07 (U, N'V) es abierto. Ademas
Uperr o ' (Up,NV) =07 (UpeM U, N V) =0 Y (MNV)=0c"YV), de aqui 71 (V) es abierto

en o(M), asi 07! es continua. Por tanto o : M — (M) es un homeomorfismo.
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Teorema 3.2. Sean M una variedad diferenciable de dimensionn yo : M — R™, m > 2n+1,
una aplicacion diferenciable reqular. Sea o uno a uno, en un conjunto abierto U que contiene
al conjunto cerrado C. Para cada funcion continua positiva n en M, existe una aplicacion
regular e inyectiva T : M — R™ tal que 7(p) = o(p) para p € C y d(7(p),o(p)) < n(p) para
pe M.

Demostracion. Sea p € M. Como o es regular en p, existe una vecindad U, de p tal que o
es uno a uno, en todo el conjunto abierto U,. En efecto, o es regular en p, se tiene que su
aplicacion lineal Do(p) : T,M — T,3R™ es una transformacion lineal inyectiva en el punto
p. Consideremos la aplicacion o : M — o(M) definida sobre su imagen, asi se tiene que la
aplicacion lineal Do (p) : T,M — T,yo(M) es un isomorfismo, entonces por el Teorema de la
Funcion Inversa existen vecindades U, del punto p y W, del punto o(p) tal que la aplicacion
o : U, — Wy es un difeomorfismo. Por tanto o es uno a uno, en toda la vecindad U,,.
Asumiendo que U, esta en U o en el complemento de C, consideremos la familia de con-
juntos abiertos {U,/p € M} que es un cubrimiento de M, entonces por el Teorema 2.4. Existe

una familia numerable B = {V;} tales que:
i) B es un refinamiento localmente finito de {U,}.

ii) SiVeBygp:V —¢(V)CR™es la aplicacion coordenada asociado con V' 3 p, entonces
o(p) =0y (V) = Bs

iii) Si para cada vecindad coordenada V asociando con la aplicacion coordenada ¢ en B

definimos V' = ¢~ !(By), entonces la familia B’ de los conjuntos V' cubren M.

Ahora numerando los conjuntos V; de B con enteros positivos y negativos de la forma:
V;CcUsij <0, V;cCsig >0,

definamos que V] = ¢;'(B,) y V/' = ¢;'(B1) de manera que se cumple V)" C V] C V; pues
Bl C Bg C Bg.
Construyamos una sucesion {o}72, = {00, 01, ...}, de aplicaciones diferenciables y regu-

lares en M, oy : M — R de tal manera que cumplan las siguientes condiciones:
1. o9 =o0.
2. ok(p) = op—1(p) parap ¢ V/, k=1,2,....
3. Si ox(p) = ox(p') entonces oi_1(p) = ox_1(p’) para p,p’ € M.

4. d(op(p),or_1(p)) < n(p)/2* parap e M, k=1,2,...
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Para la prueba de esta construccion, usaremos Induccion Matemaéatica sobre k.

Caso I: Para k = 1. Debe cumplirse los siguientes puntos:
1. op =o0.

2. 01(p) = oo(p) para p ¢ V/.

3. Sio1(p) = o1(p’) entonces og(p) = oo(p') para p,p’ € M.

4. d(a1(p), a0(p)) < n(p)/2" para p € M.

Prueba. Primeramente consideremos la funciéon bump v : R — R que es una funcién diferen-

ciable en R" tal que cumple las siguientes condiciones:
(a) 0 <¢(x) <1 para todo x € R".
(b) ¢(x) =1 parax € By, y ¢(z) =0 para x ¢ By [z € (R" — By)].

Sea z = (21, ..., Zm) € R™ arbitraria, entonces definamos la siguiente aplicacion:
$,: BsCR*" - R™
T D (z) =000 (z) +Y(2)z

afirmamos que ®, es una aplicacion diferenciable en Bs. En efecto, la aplicacion oy = o
es diferenciable y la aplicacién coordenada gol_l es diferenciable en Bj, entonces og o gpl_l es
diferenciable en Bs y también la aplicacion ¥(x)z = (¢¥(x)z1, ...,9(x)z,) es diferenciable en
R™ pues las coordenadas v (z)z; son funciones diferenciables en R", entonces en particular la
aplicacion 1(x)z es diferenciable en Bs. Por tanto oo o ) () +¢(z)z es diferenciable en Bs.

Sean J(z,7) la matriz jacobiana de ®, y Ji(z) la matriz jacobiana de og o ;.  Si

z = (21, ..., Zm) entonces sacando la matriz jacobiana de ®,(z) = oo ] (z) +1(z)z tenemos:

J(z,x) = Ji(x) + matriz jacobiana de (¢ (z)z)

Agl@) (@)
o o

mo—(@) - 228:1:” (z)

o

Zmﬁ—:vl(x) “ .. Zma—xn(x) e
8¢ i=1,2,....m
Ox; j=1,2,..n
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donde ¥ (x)z = (¥(x)z1, ..., (r)2,) entonces su matriz jacobiana es [zza—w(x)} . Por tanto

(9:17]-

I

J(z,2) = Ji(z) + [zia—(x)] . (3.2)

Consideremos la siguiente aplicacion:
f:R™x By C R™" — R™
(1) = fea) = J(o0)
afirmamos que f es diferenciable en R™ x Bs. En efecto, tal como esta definido f, vemos que
las componentes de la matriz jacobiana J(z,z) son funciones diferenciables.

Afirmamos que J;() tiene rango n. En efecto, la aplicacion o o o' : B3 C R™ — R™ es
regular en o € Bs. Pues oo(; " () es regular en ;' (x) € M, y como ;" es un difeomorfismo
entonces oy o ) *(z) es regular en ¥ € Bs y esto significa que la matriz jacobiana J; () tiene
rango n.

Ademas si z = (0, ...,0) € R™ y utilizando (3.2) tenemos J(0,z) = J;(x). Entonces J(0, x)
tiene rango n. Por definicion de f tenemos f(0,z) = J(0,z), entonces la aplicacion f tiene
rango n en el punto (0,z) y esto implica que f es regular en el punto (0,x), de aqui existe
una vecindad W, x U, del punto (0,z) tal que (0,z) € W, x U, C R™ x Bj significa que
0e W, CR"yx e U, C Bs. Es mas f tiene rango n en toda la vecindad W, x U,. Asi
cualquier elemento (z,x) € W, x U, proximos al punto (0, z), la matriz J(z,z) = f(z,x) tiene
rango n. Como la matriz jacobiana de J(z,x) proviene de la aplicacion ®,. Entonces ®, es

regular en € U,. Ver la ilustracion en la siguiente grafica, de lo que se esta haciendo en este

parrafo.
Rm
i, YHERE
o =[s £ox NN
~L w.. . N:o:A2 SR
B> i
Bs

Luego por conjuntos tenemos (0,z) € {0} x By C U, (We x U;) v ademés {0} x Bj es

compacto. Entonces existe un nimero finito de vecindades W,, x U,,, ..., W, x U,, tales que

{0} x By C W, x Uy U---UW,, xU,,
{0} x B C (W, U---UW, ) x (U, U---UU,,)

(. i J
~~ -~

{0} x By C W X U

asi encontramos una vecindad W de 0, donde cada vecindad W,, contienen al vector 0 € R"

y también una vecindad U de x que cubre a B,, de aqui afirmamos que si z € Wy z € By
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entonces ®, es regular para todo x € B,. En efecto, supongamos z € W = W,, U---UW,,

yx € By C By C U C R" entonces existen vecindades W,, de z y U,, de x tales que

zeW,=W,,,x €U, =U,y asi ®, es regular en x € U, (por resultado anterior).
Haciendo que las vecindades W, sean suficientemente pequenos, podemos asumir que la

vecindad W sea suficientemente pequeno, asi para z € W podemos hacer que:
d(0, 2) < % (3.3)

donde n; = min{n : V; — R* /n es continua positiva}. Hay otra manera para obtener (3.3) sin

hacer que W sea suficientemente pequeno. Primeramente consideremos el siguiente diagrama:
' d
R™ — R™ x R™ — R

z—i(z) = (0, 2) — d(0, 2)
donde 7 es aplicacion inclusion y d la funcion métrica, entonces la funcion F' = doi: R™ — R
definido z — F(z) = d(0, z) es continua en R™, en particular F' es continua en 0 € W C R™
esto significa: Para todo € = %+ > 0 existe una vecindad W del punto 0 (0 € W c R™) tal que
para todo z € W implica |F(0) — F(2)| = [d(0,0) — d(0,2)|] = d(0,2) < %. Ademas cumple
para todo z € W. En efecto, hasta el momento solo tenemos para z € W N W, de aqui se
tiene que z € (J,op (W N W) = W, asi se cumple para todo z € W. Ver la ilustracion en la

siguiente figura:

Rm
;‘f\

(T " TN
N L 0k, ] J  R"
By Y B
= 3

ZF

Definamos la siguiente funcion:
0, : M — R
U(p1(p)), parap € Vi;

0, para p & V1.
esta funcion 6, es diferenciable en M. En efecto, la funcion bump ¢ o ¢, es diferenciable en M

p—bi(p) =

en particular en V; asi la funcion 0 es diferenciable en V; y también para p ¢ V; la funcion
01(p) = 0 es diferenciable en M —V; (p € M — Vj siy solo si p ¢ V;) pues es la funcion
constante 0. Por tanto 6; es diferenciable en M.

Construiremos un conjunto abierto (); de M x M definido de la siguiente manera:

Q1 ={(p,p) € M x M/ 61(p) # 601(p)}
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Como la funciéon 6; es continua en M, en particular es continua en py, € M esto significa
que: Para todo € > 0 existe, una vecindad U de py tal que, para cualquier p € U implica
|01(p) — 01(po)| < e. Sea O1(py) = 0 con py ¢ Vi C M y fijando € = g existe una vecindad Uy
de py tal que, para cualquier p € Uy implica 6, (p) € (—eo, o). Sean Q1 = Uyx Uy v (p, p') € Qs
entonces p € Uy y p' € Uy, de aqui 6 (p) < g0y 01(p) > €0, por tanto 61 (p) # 61(p'). Y ademas
Q1 # 0, pues considerando la aplicacion coordenada 1 : Vi — ¢1(V4) = Bs con ¢1(p) = 0,
p € Vi yseap ¢ V] entonces como (p,p’) € M x M se tiene;

01(p) = Y(p1(p)) = ¥(0) =1#0 = 0.(p'),
asi 91(]9) % 91 (p,)

Con el conjunto abierto (), definimos la aplicacion:
pr:Q1 — R™
(p.7') = pr(p: 1) = g6y [90(P) — 00 ()]

Afirmamos que p; es diferenciable en ();. En efecto, las aplicaciones 6, y 09 = ¢ son
diferenciables en M. Ademaés el conjunto p(Q)1) contiene al 0, pues con la aplicacion oy puede
ocurrir que oo(p) = oo(p’) (por definicién de o0p). En efecto, supongamos que 0 ¢ p;(Q1)
entonces oo(p) # oo(p’) para p # p/, de aqui la aplicacion oy es uno a uno en todo M, esto
contradice a la hipotesis de este Teorema 3.2 pues la aplicacion oy = ¢ es uno a uno en un
conjunto abierto U y no en todo M.

Como p; : Q1 — R™ es diferenciable en @)y y m > 2n + 1 > 2n, entonces por el Corolario
3.2, se concluye que p;(Q1) tiene medida cero. El complemento del conjunto p;(Q1) es denso,
es decir: Rm——pl(Ql) = R™ esto es equivalente para toda vecindad abierta, en particular
tomando a la vecindad W C R™ que contiene al 0 € R™ tal que W N (R™ — p1(Q1)) # 0.
Entonces existe un z € W N (R™ — p1(Q1)) tal que z € Wy z € (R™ — p1(Q1)), de aqui
z & p1(Q1) y como pi(Q1) contiene al 0, entonces z # 0.

Encontrando este z € R™ con z # 0. Usamos z para definir la siguiente aplicacion:

o, M —R™
p > o1(p) = oo(p) + 61(p)z
entonces oy es diferenciable en M. En efecto, la aplicacion oy es diferenciable en M y la funcion
0, es diferenciable en M.
Afirmamos que la aplicacion o : M — R™ es regular en M. Para su prueba consideremos

dos partes:

» 0y es regular en V. En efecto, primeramente recordamos la siguiente afirmacion que

siz € Wyax € By entonces ¢, : B3 C R" — R™ es regular en todo x € By y
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como 1 : Vi — Bs es un difeomorfismo (pues es una aplicacion coordenada), entonces

®, 01 : V3 — R™ es regular en V]. Ver la ilustracion en la siguiente figura.

Rm

©1

Sea p € V/ entonces:

o1(p) = ao(p) + 61(p)=
= a9 + Y(p1(p))z
= ®.(p1(p))
=&, 001(p)

por tanto o1(p) = ®, o p1(p), entonces oy es regular en todo punto p € V/ de aqui oy es

regular en V/.

» 0y es regular en M —V/. En efecto, sea p € M — V], entonces p ¢ V/, luego por definicion
de o1 tenemos o1 (p) = oo(p) +01(p)z y por definiciéon de la funcion 6y tenemos 64 (p) = 0
para p ¢ V/ entonces o1 (p) = o¢(p) + 0z, asi 01(p) = 0o(p) = o(p) , de aqui oy es regular
enpe M-V

En conclusion la aplicacion oy es regular en M.
Dados p,p’ € M. Si oy(p) = 01(p') entonces o¢(p) — oo(p’) = —[01(p) — 61(p')]z. En efecto,
por definicion de oy, tenemos: 01(p) = oo(p) +01(p)z v o1(p') = oo(p’) + 61 (p')z. Luego;

oo(p) — ao(p') = o1(p) — 01(p)z — [o1(p) — O1(p')2]
= —[0h(p) — 0.(p)]2
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Afirmamossi z ¢ p1(Q1) entonces 0 (p) = 61(p'). En efecto, supongamos que 6, (p) # 01 (p'),
luego por la definicion de p; tenemos:

—1

Q13 (p.p) = plp,p) = 0 =6 [00(p) — o0(P')]
—1 )
ACEYATS [—[01(p) — 1 (p')]2]

asi, p1(p,p’) = z esto significa que z € p;(Q1) que es una contradiccion, pues z & p1(Q1).
Reemplazando la igualdad 6, (p) = 6,(p’) en la ecuacion o¢(p) —oo(p') = —[01(p) —01(p)]z,
se tiene oo(p) = oo(p') para p,p’ € M .

n(p)

Finalmente, para p € V] se tiene d(o1(p), 0o(p)) < . En efecto, para p € V; tenemos:

d(o1(p), 00(p)) = d(oo(p) + b1(p)z, 00(p))
d(0,0:1(p)=2)
01(p)d(0, 2)
i 2

T
v 2
< @ (m minimo de 7)

Afirmamos d(oy(p), o9(p)) = 0 para p ¢ Vi. En efecto, para p ¢ Vi tenemos:

d(o1(p),00(p)) =

Por tanto, por las dos ultimas afirmaciones anteriores se concluye lo siguiente:

d(o1(p), o0(p)) < @ para todo p € M

Esto completa la demostracion para el Caso I.

Caso II: Supongamos que oy, 01, ...,0,_1 Sean construidas, entonces lo que se tiene que
mostrar, es la construccion de oy. Los detalles de la prueba de este caso, estan en el Caso I.
Sea 1 : R™ — R la funcién bump, que es una funciéon diferenciable en R™ tal que cumple las

siguientes condiciones:

(a) 0 <¢(x) <1 para todo x € R".
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(b) ¢(x) =1 parax € By, y ¢(z) =0 para x ¢ By [z € (R" — By)].

Sea z € R™, definamos la siguiente aplicacion:
$,: By CR*" — R™
x = D () = op_1 00, () +(z)2
entonces @, es una aplicacion diferenciable en Bs.
Sean J(z,r) la matriz jacobiana de ®, y Ji(z) la matriz jacobiana de o o ;.  Si

2= (21, ..., zm) entonces sacando la matriz jacobiana de ®.(x) = ogo ¢, ' (x) +v(z)2z tenemos:

J(z,x) = Ji(z) + matriz jacobiana de (Y (z)z)

o o
21%(95) 21%(93)
= Jp(x) + 2355.1 2593@
o o
ma—xl(x) i . () .
i kY :|2':1,2 ..... m
L .
g _Z Ox; (@) §=1,2,....m
Por tanto
) =i {zzg—;i(x)} (3.4)

Consideremos la siguiente aplicacion:
f:R™x By C R™" — R™"
(z,3) = flz3)=J(z2)
afirmamos que f es diferenciable en R™ x Bs. En efecto, tal como esta definido f, vemos que
las componentes de la matriz jacobiana J(z,z) son funciones diferenciables.

Afirmamos que Ji,(x) tiene rango n. En efecto, la aplicacion g o ;' : By C R® — R™ es
regular en z € By. Pues oo(p,. ' () es regular en ¢, '(x) € M, y como ;" es un difeomorfismo
entonces oy o ] *(x) es regular en ¥ € By y esto significa que la matriz jacobiana Jj () tiene
rango n.

Si z = (0,...,0) € R™ y utilizando (3.4) tenemos J(0,2) = Ji(x). Entonces J(0,x) tiene
rango n. Por definicion de f tenemos f(0,z) = J(0, x), entonces la aplicacion f tiene rango n
en el punto (0, x) y esto implica que f es regular en el punto (0, z), de aqui existe una vecindad
W, x U, del punto (0, z) tal que (0,z) € W, x U, C R™ x Bj significa que 0 € W, C R™ y
x € U, C Bs. Es més f tiene rango n en toda la vecindad W, x U,. Asi cualquier elemento
(z,x) € W, x U, proximos al punto (0, z), la matriz J(z,z) = f(z,x) tiene rango n. Como la

matriz jacobiana de J(z,z) proviene de la aplicacion ®,. Entonces ®, es regular en = € U,.
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Luego por conjuntos tenemos (0,z) € {0} x By C U, cp,(We X U;) y ademas {0} x Bj es
compacto. Entonces existe una vecindad W de 0 € R™, y también una vecindad U de x que
cubre a By, y de aqui podemos afirmar que si z € W y o € B, entonces ®, es regular para
todo x € Bs.

Haciendo que la vecindad W C R™ que contiene a 0, sea suficientemente pequeno, tal que

si para z € W podemos hacer que:

d(0, 2) < % (3.5)
donde 7, = min{n : Vi — R* / n es continua positiva}. Significa que 1, es el minimo de 7
en el conjunto compacto V.
Definimos la siguiente aplicacion:
0. : M — R
Y(pr(m)) para m € Vj,
p = Ok(m) =
0 para m ¢ V.
la funcion 6 es diferenciable en M.
Sea @)y el subconjunto abierto de M x M que consiste de todos los puntos (p,p’) tal que
0u(p) # Ou(p'). Es decir: Q= {(p. ) € M x M/ 04(p) # 0u(p))}.
Con el conjunto abierto (). Definimos la siguiente aplicacion:
pr:Qr — RT

(p,0') = pr(p,p') = m[%—l@) — 0p—1(p)]

para (p,p’) € Q. Entonces pi : Qr — R™ eg lzljna aplicacion diferenciable. Como m > 2n, el
conjunto imagen py(Qy) tiene medida cero. El complemento de py(Qy) es denso en R™, esto
es equivalente para toda vecindad abierta, en particular tomando a la vecindad W C R™ que
contiene al 0 € R™ tal que WN (R™ — pr(Qr)) # 0. Entonces existe un z € WN(R™ — pr(Qx))
tal que z € Wy z € (R™ — pp(Qk)), de aqui z ¢ pr(Qr) y como pp(Qx) no contiene al 0,
entonces z # 0.

Encontrado este z € R™ con z # 0. Para z, definimos la siguiente aplicacion:

o1 : M — R™
p— ox(p) = ox-1(p) + k(p)z

entonces oy, es diferenciable y regular en todo M, pues ox(p) = P,(¢x(p)) parap € V] y
or(p) = ox-1(p) para p ¢ V.

Ademas para p,p’ € M, si ok (p) = ox(p’), entonces o,_1(p) — or—1(p") = —[0k(p) — 0x(p')]2
En efecto, por definiciéon de oy, tenemos:

0k(p) = ok-1(p) + O(p)2 y  on(p) = opa(p) +0k(p')z
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Luego;

04-1(p) — o-1(p) = ok (p) — Ok(p)z — [ow(p) — O (p)7]
= —[0k(p) — Ok (p)]2
Afirmamos si z € pp(Qy) entonces 6x(p) = 0x(p'). En efecto, supongamos lo contrario tal

que 0y(p) # 0x(p'), entonces por definicion de py para (p,p’) € Q tenemos:

(p,0") = pe(p,p') = m [ok—1(p) — ox—1(D")]
1

pe(p,p') = e — 0 [—[0k(p) — O (p))7]

de aqui se tiene que pi(p, p’) = z esto significa que z € px(Qx) que es una contradiccion, pues

2 & pe(Qr).

Esta igualdad 6(p) = 6x(p’) reemplazamos a o,_1(p) — ok—1(p') = —[0x(p) — 0k (')]z,
entonces oy_1(p) = o,_1(p’) para p,p’ € M .
Finalmente, para p € Vj, se tiene d(ox(p), ox_1(p)) < % En efecto, para p € V) tenemos:

d(ok(p), or-1(p)) = d(ok-1(p) + O(p)z, 0%-1(p))
= (07 ek(p)z)

También afirmamos para p ¢ Vj, entonces d(oy(p),ox—1(p)) = 0. En efecto, para p ¢ V

tenemos:

d(ow(p), or-1(p))

d(ok-1(p) + Ok(p)z, ok-1(p))
(or-1(p) + 02, 01-1(p))
(or-1(p), on-1(p))

|
S .

Por tanto, por las dos tltimas afirmaciones anteriores se concluye lo siguiente:

d(ok(p), ok-1(p)) < % para todop € M
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Esto completa la demostracion para el Caso II. En conclusion por el Caso I y el Caso II se
completa la prueba de la construccion de la sucesion de {0y }72, = {09, 01, ...}, de aplicaciones
diferenciables y regulares en M.

Como el Teorema 3.2 tiene las mismas hipotesis que el Teorema 3.1, entonces podemos
definir a la aplicacion 7 como en la prueba del Teorema 3.1. Esto es:

T: M — R™
p+— 7(p) = or(p) paratodop e M

y que en ese Teorema 3.1 la aplicacion 7 es diferenciable en M y regular en todo M, ademéas
7(p) =o(p) enp € C'y d(7(p),o(p)) < n(p) para todo p € M.

Para concluir la prueba de este Teorema. Basta mostrar que 7 es uno a uno. En efecto,
supongamos que 7(p) = 7(p’), entonces por la construccion que se hizo para 7 existe un j tal

que:

F(0) =0;(p)= 0. il - - -
T(p/) = Uj(p,) = 0’j+1(p’) B ..

de aqui ox(p) = ok(p’) para k > j. Ahora por la construccion de sucesiones de aplicaciones
{0i}ien de la parte (3) tenemos: si o (p) = o (p’) entonces oy_1(p) = ox_1(p') para p,p’ € M.
aplicando varias veces la parte (3) de la construccion tenemos oy(p) = oo(p’) para k < j. Por
tanto ox(p) = ox(p’) para todo k > 0. En particular, o(p) = o(p’).

Notemos que la familia B = {V;} es un refinamiento de {U,}pen. Es decir: Para todo
Vi € B, existe una vecindad U, € {U,} tal que V}; C U,. Ademas se sabe que ¢ es uno a uno
en U, (Ver al inicio de la prueba del Teorema 3.2). Esto implica que ¢ es uno a uno en todas
las vecindades coordenadas V.

Para probar que p = p/, mostraremos que los puntos p,p’ € Vi, luego utilizaremos que o

es uno a uno en V. Para esto hacemos lo siguiente:

» Seap € V) C V. Entonces por definicion de oy, tenemos lo siguiente oy (p) = ox(p')+0,z,

y como 0, = ¥(p(p)) = 1 para p € V), entonces,
or(p) = ou(p') + 2. (w)

= Sip) ¢ Vi, entonces por la construccion de aplicaciones {o;};en de la parte 2, para

p’ € Vi, tenemos,

or(p') = ora(p'). (@)
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Y como 7(p) = 7(p') entonces ox(p) = ox(p) ... (B), entonces por la construccion de la
parte 3, tenemos,
or-1(p) = o1 (p). (7)

Combinando las tres ecuaciones (a), (3) y (), tenemos o (p) = ox—1(p), reemplazando
esto a la ecuacion (w) obtenemos que z = 0, y esto es una contradiccion pues z # 0. Asi

concluimos que p’ € Vi. Ademéas como p € V; y 0 es uno a uno en Vj, se tiene p = p'.
Por tanto la aplicacion o es diferenciable, regular en M y uno a uno. O

Definicién 3.5. Sean M y N wvariedades diferenciables. Una aplicacion f : M — N es una

incrustacion si,

(i) f es regular en M.

(ii) f es un homeomorfismo de M sobre su imagen f(M) C N considerada con la topologia

inducida por la de N.

ISl Si f : M — N es regular e inyectiva, entonces es una incrustacion. En efecto,

por la observacion 3.1, f es un homeomorfismo sobre su imagen, asi f es una incrustacion.

IS La aplicacion f : (—1,00) — R?, definido por t — f(t) = (3 — t,t?) es
regular e inyectiva. Notemos por otra parte que limy,_._ f(¢) = (0,1) = f(1), por lo tanto f~!

no puede ser continua en (0, 1) y en consecuencia f no es un homeomorfismo sobre su imagen.

R2

T
por tanto f no es una incrustacion. Donde f~!(x,y) = [ con T = B —tyy="t.
y —

Sea f : R — R? definido por t — f(t) = (cos(t),sin(t)), entonces f es

diferenciable y regular. En efecto, para cada ¢t € R, dfd—(tt) = (—sin(t),cos(t)) # 0. Como
df (t df (t
Df(t)\A = A f( ), llamando v = f( ), se tiene que D f(t)A = v y que la aplicacion lineal

dt dt
Df(t) : R — R? definido por A — Av, es inyectiva. Asi f es regular.
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Ademés f no es un homeomorfismo sobre su imagen f(R) = S!, pues S'—(0, 1) es homeomorfo

a R. Por tanto f no es una incrustacion.

3.4. El Teorema de Incrustacion

El resultado principal de esta seccion es la prueba del Teorema de Whitney. Sean M una

variedad diferenciable y {p’};en = {p',p?, ...} una sucesion de puntos en M.

Definicién 3.6. La sucesidn {p’};en converge al punto p° € M, si existe un sistema de

coordenadas (U, @) en M y un entero positivo k tal que p’ € U para j > k, la sucesion
{o)}ize = {o(®"), 0(**),.. .} converge al punto (p°) € R™.

Tlustracion:

—
I~

Notacién: Llamaremos al punto z° = ¢(p°) como el limite de la sucesion {¢(p?)};>k 0 la

sucesion {p(p?)} >k converge al punto 2°. En simbolos:

2 = lm o(p’) j>k.

J—00

El punto p° = ¢~ !(2°) se llama lémite de la sucesion {p’},cn 0 también es conocido con el

nombre de punto adherente. En simbolos:

p’ = lim p/.

J—00
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Observacién 3.2. En la definicion anterior, el punto p° no depende de la eleccion de sistema

de coordenadas (U, ).

En efecto. Sean el sistema de coordenadas (V, ) y k' € Z* que cumple la definicion de con-
vergencia en M. Es decir: p/ € V para j > k' la sucesion {¢(p?)};s1 = {0(p*), v(pF*1),.. .}
es convergente en el punto 1(p°) € R™.

Sea k = max{k, k’} de tal manera que p/ € U NV con j > k. De aqui encontramos una

vecindad coordenada W = U NV con su respectiva aplicacion coordenada ¢ = ¢l = ¥|w,
asi la sucesion {@(p/)},-5 = {o6(p"), d(p), ...} converge al punto ¢(p°). O

Ahora daremos la definicion més general cuando p® es limite de una sucesion {p’ },en.

Definicion 3.7. Un punto p' es llamado punto limite de una sucesion {p’}jen si, p' es el

limite de alguna subsucesion de {p’}jen.

Notemos que el punto limite p’ es también conocido con el nombre de valor de adherencia.

Sea o : M — R una aplicacion continua. Consideremos el conjunto de todas las sucesiones
{p’};en de puntos de M que no tiene ningtin punto limite. Las sucesiones correspondientes
{o(p’)} de puntos de R™ que generalmente no converge, pero algunos pueden converger. Tal

como se ilustra en el siguiente ejemplo:

ISVl Sean R = M la variedad diferenciable de dimension 1 y la aplicacion continua
o = sin : M — R definido por a(p) = sin(p). Sea la sucesion {r, 27,37, 7,27, 37,...} en R
que no tiene ningtin Punto Limite, pues la subsucesion {7, 27, 7, 27, ...} no converge. Pero la

imagen de la sucesion por aplicaciéon continua sin es:
{sin(), sin(27), sin(3~), sin(x), sin(27), sin(37), ...} = {0,0,0,0,0,0, ...}

converge al punto 0.
Asi teniendo en cuenta el ejemplo anterior definimos, L(o) que denota el conjunto de los

limites de estas sucesiones {o(p’)} que convergen. En simbolos:

L(o) = {y = lim o(p’) / existe {o(p’)}, paratoda {p’};en no tiene punto limite} :
Jj—00
El conjunto L(o) es llamado conjunto limite.

Observacion 3.3. o(M) es un subconjunto cerrado de R™ si y sdlo si L(o) C o(M).

En efecto. Supongamos que o(M) es un subconjunto cerrado en R™. Sea p° € L(o), entonces

para toda sucesion {p’} que no tiene ningtn punto limite, existe una sucesion {o(p’)} C o(M)

tal que p® = lim;_, o(p’). De aqui p° € o(M) y como o(M) = (M), entonces p° € o(M).
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Reciprocamente, supongamos que L(o) C o(M). Sea p® € o(M) y cualquier sucesion
{p’}jen que no converge, entonces existe una sucesion {o(p’)} C (M) tal que p° = lim;_.. p(p’)
entonces p° € L(o) y por hipotesis tenemos L(c) C o(M) entonces p® € o(M). Asi hemos
probado que o(M) C o(M). Ademés es evidente que (M) C (M), asi o(M) = o(M), esto

quiere decir que o(M) es cerrado en R™. O

Lema 3.7. Si M es una variedad diferenciable, entonces existe una funcion diferenciable

o: M — R con L(o) vacio.

Demostracion. Sea B = {(V},¢;) / j=1,2,...}, un cubrimiento localmente finito numerable
normalizado de M por vecindades coordenadas. Definamos V/ = ¢ (Bs), V) = ;' (By) ¥

sea ¥ : R — R una funcién bump, que se define de la siguiente manera:
(a) 0 <¢(x) <1 para todo xz € R".
(b) ¥(z) =1 parax € B,y ¢(z) =0 parax ¢ By [z € (R" — By)].
Si p° € M, entonces existe una vecindad N de p° tal que:
NAV;£D = j €y i}

asi existe un entero positivo k = max{j /N NV; # 0} tal que p° ¢ V; para j > k entonces
tenemos que ¥ (p;(p")) = 0 (por definicion de funciéon bump).

Ahora definimos la siguiente funcion:

c: M —R S .
P’ o(p’) = ;ﬁb(%’(p‘))) = ];jw(%(po))

esta funcion esta bien definida, pues la sumatoria son imégenes de las funciones bumps, que
son reales multiplicados por un escalar 5 € N.

Afirmamos que la funcién o es diferenciable en M. En efecto, cuando j < k, p € N y
p €V}, asi o es diferenciable en V;, pues ¢ es diferenciable en V; (¢ es diferenciable en M).
Ahora cuando j > k tenemos que p° & V;, ¥(¢;(p°)) = 0, asi o es diferenciable en p° ¢ V; o
que es lo mismo decir o es diferenciable en M — V;. Por tanto o es diferenciable en M.

Sea {p’},en una sucesion de puntos de M que no tiene ningin punto limite. Sea ¢ € Z*
y considerando el conjunto compacto VU - - U Vq’. Entonces un ntmero finito de puntos de
la sucesion {p’}jen estdn en el conjunto V{ U--- U V/. (Pues si {p’}jen C V/U---UV] y
esto es compacto, entonces {pj}jeN es convergente, esto es una contradicciéon, pues {pj}jeN no

converge). De aqui existe un j > ¢ tal que p? ¢ V{ U--- U V/. Entonces 1(¢,(p’)) = 0 para
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k=1,2,...,q (por definicion de funcion bump). Es decir:

P ¢ Vi entonces U(pi(p')) =0, j>q

P ¢V, entonces Y(py(p)) =0, j>q.

Pero notemos que cuando j < ¢ se tiene que ¥ (¢(p?)) # 0, pues p/ € V/U---U Vq’, donde su

ilustracion esta en la siguiente figura;

También observemos que la familia {(Vg, ¥x)/ k € N} es una particion de la unidad diferen-

ciable sobre M. Donde ¢, : M — R definido por p — ¢y (p) = ¥ o i(p)

== paracada k € N.
Y211 0 wi(p)

Entonces,

= k()
k=1

= (¢ + 1)¢(90q+1(27j)) + (¢ + 2)1/)(<pq+2(pj)) N
> WlpenaE) + HPara) +

=q Z?/)(@k(l?j))]

> g ZEOO ‘jﬁ’:@l pj)] (B219 0 0ip)) 2 1)
=q Z Uy (p])] (Definicion de v,)
=q-1=q

Asi o(p?) > q. Luego la sucesion {o(p’)},en no esta acotado, por tanto no converge. Esto

prueba que L(o) es vacio. O
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Teorema 3.3 (Teorema de Incrustacion de Whitney). Si M es una variedad diferencia-

ble de dimension n, entonces existe una incrustacion T : M — R*" ™! tal que 7(M) es cerrado

en ]R2n+1 .

Demostracion. Por hipotesis, M es una variedad diferenciable, entonces por el Lema 3.7, existe
una funcion diferenciable o : M — R con L(o) = (). Definamos la aplicacion:
o1 M — R?nt1
p +—oi(p) =(o(p),0,...,0)

por su puesto esta aplicacion esta bien definida. Ademas o, es diferenciable en M, pues cada
uno de sus coordenadas de o7 son funciones diferenciables en M. Afirmamos que L(oy) = (). En
efecto, supongamos L(oy) # (), entonces existe z € L(o7) luego existe una sucesion {p’} ey de
M que no tiene puntos limites tal que = = lim;_,, o1(p’). Pero o1(p’) = (o(p?), 0, ..., 0) donde
la sucesion {o(p’)},en no tiene puntos limites, pues L(o) = 0, asi la sucesion {o1(p’)};jen no
tiene puntos limites. Esto es una contradiccion, pues lim; ., o1(p’) = z. Por tanto L(oy) # 0.

Luego aplicaremos el Teorema 3.1 en la aplicacion o, para eso tenemos que hacer cumplir

las hipotesis del Teorema 3.1, esto es:
1. M es una variedad diferenciable de dimensién n.
2. 01 : M — R?**! es una aplicaciéon diferenciable en M con 2n + 1 > 2n.
3. 01 : M — R*! eg regular en C # (), por vacuidad.

Ya haciendo cumplir las hipotesis del Teorema 3.1. Entonces para cualquier funcion continua
positiva  : M — R, existe una aplicacion diferenciable regular en M, oy : M — R**! tal

que:

d(oa(p), 01(p)) < para p € M (3.6)

N —

tomando 7(p) = 1.
Ahora aplicaremos el Teorema 3.2 en la aplicacion oy, para esto necesitamos hacer cumplir

las hipotesis del Teorema 3.2, esto es:
1. M es una variedad diferenciable de dimension n.
2. 09 : M — R**L es una aplicacion diferenciable y regular en M con 2n + 1 = 2n + 1.

3. 09 es uno a uno, en un conjunto abierto U = () que contiene al conjunto cerrado C' = (),

por vacuidad. Pues el conjunto () es abierto y también cerrado.
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Por el Teorema 3.2, tenemos para cualquier funcién continua positiva n : M — R, existe una

aplicacion regular e inyectiva 7 : M — R?"*! tal que:

d(1(p), o2(p)) < para todo p € M (3.7)

N —

tomando 7(p) = 1. Por el ejemplo anterior 7 es una incrustacion.
Por (3.6),(3.7) y la desigualdad triangular para la funcion d tenemos lo siguiente:
1 1
d(7(p), 01(p)) < d(7(p), 02(p)) + d(02(p), 01 (p)) < 5 + 5 =1

para todo p € M. De aqui d(7(p),o1(p)) < 1 para todo p € M.

Notemos, que hasta el momento probamos que existe una aplicacion T : M — R* ! que es
una incrustacion, falta probar que 7(M) es cerrado en R** para eso tenemos que demostrar
que L(1) = (. En efecto, supongamos que L(7) # () entonces existe un x € L(7), de aqui
existe una sucesion {p’} de puntos de M tal que x = lim;_, 7(p’), pero {p’} no converge a

ningin punto o no tiene ningin punto limite. Ademas:

d(z,01(p")) < d(@, 7(p)) +d(r(p'), 01(1"))

<d(z,7(p’))+ 1

como la sucesion {7(p’)} es convergente entonces esta acotado y asi la sucesion {o;(p?)} esta
acotado. Luego por el Teorema de Bolzamo Weierstrass (Toda sucesion acotada en R*+1
posee una subsucesion convergente), la sucesion {a;(p’)} posee una subsucesion {0 (p’) }ien
que converge. Como la subsucesion {p’i };cy no tiene puntos limites (pues {p’} no tiene puntos
limites) esto implica que L(oy) # ) esto es una contradiccion pues L(o;) = (), por tanto
L(t) = 0. Ast L(7) = 0 C 7(M) por la observacion 3.3, se obtiene 7(M) es cerrado en R?"1,

U

Variedad de Grassmann: El conjunto denotado por G,.(R""") es el con-
junto de todos los subespacios vectoriales de dimension r del espacio euclidiano R"*". Este
conjunto es llamado G,.(R™") Variedad de Grassmann, de dimension r (esta probado en el
ejemplo de la seccion 1.3). Por el Teorema de Incrustacion de Whitney la variedad G, (R™"*")

esta incrustado en el espacio euclidiano R* 1,

I Demostramos en un ejemplo anterior que R no es una incrustacion en R2
pero, por el Teorema de Incrustacion de Whitney, R es una incrustacion en R3. Tal aplicacion

es f: R — R3 definido por t — f(t) = (cos(27t),sin(27t),t) es una incrustacion. En efecto, f
df (t)

dt
imagen, pues la funcion proyeccion g : f(R) C R?* — R definido por g(cos(27t),sin(27t),t) =t

es regular, pues = (—2msin(2nt), 27 cos(27t), 1) # 0. f es un homeomorfismo sobre su

es la inversa de la aplicacion f (vea la siguiente ilustracion grafica).
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R
N

Este ejemplo muestra que 2n + 1 es la dimensiéon minima para la validez del Teorema de

Incrustacion de Whitney.

Definicion 3.8. Sean M y N variedades diferenciables de dimension m y n respectivamente.
La aplicacion diferenciable f : M — N se dice una tnmersion, si f es reqular en todo punto
p € M, esto es, que la transformacion lineal Df(p) : T,M — Ty N es inyectiva para cada
p € M. En particular m < n.

Ahora enunciamos el siguiente colorario.

Corolario 3.3 (Teorema de Inmersion de Whitney). Si M es una variedad diferenciable

de dimension n, entonces existe una inmersion 7 : M — R?".

Demostracion. Por hipotesis M es una variedad diferenciable, entonces por el Lema 3.7, existe
una funcion diferenciable o : M — R con L(o) = (). Definimos una aplicacion:
o1 : M — R*
p —oi(p) = (e(p),0,..,0)
por supuesto esta aplicacion esta bien definida y diferenciable en M. Ademéas L(o;) = 0.
Ahora apliquemos el Teorema 3.1 en la aplicacion oy, para eso hagamos cumplir las hipotesis

del Teorema 3.1, esto es:
1. M es una variedad diferenciable de dimensién n.
2. 01 : M — R?®" es una aplicacion diferenciable en M con 2n = 2n.
3. 01 : M — R es regular en C' = (). Por vacuidad.

Entonces por Teorema 3.1, existe una aplicacion diferenciable y regular 7 : M — R?" en M,
de aqui 7 es una inmersion.

0
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1—¢ 2t

WG  Consideremos la aplicacion f : R — R? f(t) = (m,m

inmersion y f(R) =S — (—1,0).

), f es una

R2
f
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~
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