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Introduccion

Los ceros de un polinomio ha acaparado el tiempo de muchos mateméticos hasta la actualidad,
los cuales pueden ser ligados a la resolucién de ecuaciones algebraicas, se conocen métodos para
las ecuaciones lineales, cuadréticas, algunas ctibicas y las de grado cuatro; sin embargo, para
ecuaciones de mayor grado no se tiene métodos especificos simplemente se conocen técnicas de
aproximacion.

Una interesante aplicacion de estos resultados se encuentran ligados a la teorfa de matrices,
es decir, en la obtencién de los autovalores de una matriz cuadrada, la cual se encuentra ligada a
su polinomio caracteristico o ecuacion caracteristica; cuando el tamafio de la matriz es mayor que
cuatro, hallar los ceros del polinomio caracteristico cae en aproximaciones, por lo cual se buscan
nuevas técnicas de aproximar a los autovalores de la matriz cuadrada.
En este trabajo, desarrollaremos un criterio de aproximar al autovalor (por ende la solucién de
un polinomio caracteristico) en el plano complejo por medio de regiones o discos abiertos, este
resultado es la base de muchos estudios al respecto es el Teorema de Gershgorin.

Con el propésito de hacer que la lectura del presente trabajo sea comprendido, se desarrol-
laran las siguientes teméticas:

A. El primer capitulo se ha destinado a la revision basica de resultados de matrices y opera-
ciones entre ellas, ademds de revisar algunas caracteristicas de las matrices que las clasifican
en simétricas, normales, hermitianas, etc. El resultado central en este capitulo es la descom-
posicién de Schur para matrices hermitianas, la cual afirma la existencia de una matriz uni-
taria que diagonaliza a la matriz estudiada, dejando en la matriz diagonal los autovalores
de la matriz.

B. El segundo capitulo comprende el estudio de las diversas normas vectoriales, las normas
matriciales y la relacién existentes entre ellas, estas normas son usadas en resultados es-
enciales para posteriormente demostrar los teoremas principales, ademds de presentar una

aplicacion al célculo de la inversa de una matriz invertible.

C. El tercer capitulo contiene los teoremas principales de este trabajo, desarrollamos el teo-
rema de Gershgorin para determinar las regiones donde se encuentran los autovalores en
el plano complejo. Posteriormente estudiamos el comportamiento de los autovalores de la
matriz bajo perturbaciones, esto es cuanto se modifica la regién que contiene los autoval-
ores cuando se suma otra matriz llamada perturbacién.



Finalmente, listamos los textos revisados para este trabajo los cuales pueden ser consulta-
dos para mas detalles o realizar otros estudios en esta drea.
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CAPITULO 1

Teorema de Schur

Este capitulo tiene por objetivo describir los conceptos basicos pero necesarios para la comprension
de los resultados principales de esta monografia. Se ha distribuido este Capl’tulo por secciones de

acuerdo a las tematicas utilizadas en el desarrollo del trabajo.

1.1. Autovalores y Autovectores

En esta seccion revisaremos algunos hechos principa]es en lo referente a una matriz tanto en su

forma conceptual como en su aplicaci(’)n.

Cambio de bases y semejanza. (Cada matriz invertible es una matriz cambio de base, y cada
matriz cambio de bases es invertible. Luego, si B es una base dada de un espacio vectorial V , 81 T
es una transformacion lineal sobre V, y Sl A= [T]g es la representacion de T respecto a la base B,

el conjunto de todas las posibles representaciones de T es
{[I]gl[T]g[I]g1 . es una matriz inverti]ole} = {S_lAS : Se M, (F) es una matriz invertible}

Es justamente el conjunto de todas las matrices que son similares a la matriz dada A. Similares
pero no matrices idénticas, por lo tanto son diferentes representaciones respecto a la base de una
transformacion lineal simple.

Es de esperar que las matrices similares compartan muchas propiedades importantes (por lo
menos, aqueHas propiedacles que son intrinsecas a la transformacion linezﬂ), este es un tema impor-
tante en el élgebra lineal.

Las nociones de semejanza y autovalores son conceptos importantes que describiremos en lo que

sigue.



1.1. AUTOVALORESY AUTOVECTORES

No singularidad. Una transformacion lineal o matriz se dice que es no singular si este produce el
resultado 0 s6lo para la entrada 0. En otro caso, este es singular. 5Si A € M, ,(IF) y m < n, entonces A
es necesariamente singular. 5i A € M,,(FF), A es llamado invertible si existe una matriz A~ € M,,(FF)
llamado la inversa de A tal que A™A = I. Equivalentemente, A es invertible si la transformacion
lineal A es uno a uno, y su transformacion inversa (también lineal) existe. i A € M, y A7'A =1,
entonces AA™! = I, ademas A™! es tinica cuando este existe.

Las matrices no singulares en M, (IF) forman un grupo, el grupo general lineal, denotado por
GL(n, F).

Denotemos A € M, = M, la matriz n X 1 con entradas Complejas.

Definicién 1.1. Si A € M,, y x € C", consideramos la ecuacién
B = A e O

donde A es un escalar. Si un autovalor A y un autovector x no cero existen y satisfacen esta
ecuacion, entonces A es llamado autovalor de A y x es llamado autovector de A asociado a A.
Observemos que los dos se dan como un par, y que un vector propio no puede ser el vector cero.

Definicién 1.2. El conjunto de todos los A € C que son autovalores de A € M, es llamado el
espectro de A y es denotado por o(A). El radio espectral de A es el niimero real no negativo

p(A) = max{|A|: A € o(A)}

Es justamente el radio de los discos mas pequefios centrados en el origen en el plano complejo
que incluye a todos los autovalores de A.

Notemos que si x es un autovector asociado con el autovalor A de A, entonces cualquier mflltiplO
escalar no nulo de x es también un autovector.

Incluso si no tienen otra importancia, autovalores y autovectores, son interesantes algebraica—
mente, ya que los autovectores son los vectores de manera que la multiplicacién por A tiene una

forma muy sencilla, al igual que la multiplicaci()n por un escalar (el valor propio).

Ejemplo 1.1. Considere la matriz

7 =2
A= e M,
4 1

Entonces se tiene que 3 € 0(A) que tiene como autovector asociado a

e -]

Del mismo modo se tiene que 5 € o(A).
Recordemos que un polinomio es de la forma p(t) = et + a1 + - + oyt + a9, donde a; son

numeros complejos coni=1,2,..., k.

Carrera de Matemaética



1.1. AUTOVALORESY AUTOVECTORES

Teorema 1.1. Sea p(-) un polinomio dado. Si A es un autovalor de A € M,, mientras que x es un
autovector asociado, entonces p(A1) es un autovalor de p(A) y x es un autovector de p(A) asociado
con p(A).

Prueba. Consideremos p(A)x. Observemos que

p(A) = akAk + ak—]Ak_l ++mA+1, conA’=1

p(A)x = ;A x + a1 A x + -+ @ Ax + agx

Luego,
Alx=ATTAx = A" \x = AA lx = .- = My

por repetir la ecuacion de los autovectores.
Por lo tanto,
p(A)x = ;A x + ;A + -+ agAx + agx = p(A)x.

¢

Observemos que una matriz A € M, es singular siy solo si 0 es un autovalor de A, en efecto el
det(A) = Ay, Ay, ..., Ay, por tanto det(A) = 0, lo que significa que A es una matriz singular.

Una matriz A € M, es llamada idempotente si A2 = A, entonces cada autovalor de A es 0 0 1,
en efecto A2— A =0, luego A(A = 1) = 0, por tanto el det(A) x det(A —I) = 0.

Una matriz A € M, es nilpotente si A7 = 0 para algin entero q. El miimo de tales q es llamado

el indice de nﬂpotencia. Los autovalores de una matriz nilpotente son 0.

Polinomio caracteristico. s importante conocer las propiedades de los autovalores de A € M,,
tales como conocer la cantidad y como pueden ser caracterizados.
De la ecuacion Ax = Ax se obtiene (AI — A)x = 0, con x # 0.

Luego A € 6(A) si y solo si AT — A es una matriz singular, esto es
det(AI-A) =0
Definicién 1.3. El polinomio caracteristico de A € M,, es definido por
pa(t) = det(tl — A)

Observemos que si A € M, el polinomio caracteristico p4(-) tiene grado n y el conjunto de raices
de pa(t) = 0 coincide con o(A).

Semejanza. Una transformacion de semejanza de una matriz en M, corresponde ala representacion
de una transformacion lineal de € en otra base. Asi, el estudio de semejanza se puede considerar
como el estudio de propiedades que son intrinsecos a una transformacion lineal, o las propiedades

que son comunes a todas sus representaciones en bases diferentes.

Carrera de Matematica



1.1. AUTOVALORESY AUTOVECTORES

Definicién 1.4. Una matriz B € M, se dice ser semejante a una matriz A € M, si existe una matriz
no singular S € M, tal que B = S7'AS.

La transformacion A — S71AS es llamada transformacion de semejanza por la matriz de seme-
janza S.
La relacion B es semejante a A se abrevia por B ~ A.

Esta relacion es de equivalencia sobre M,,.

Es decir,
A~A Reflexiva
B~A=A~B Simétrica
C~BAB~A=>C~A Transitiva.

Teorema 1.2. Sean A, B en M,,. Si B es semejante a A, entonces los polinomios caracteristicos de B

es el mismo que el de A.

Prueba. Para cualquier ¢ se tiene

ps(t) = det(t — B)
= det(tS™'S — STAS)
= det(S7(t - A)S)
= det(S™!) det(t] — A) det(S)
= det(S™!) det(S) det(t — A)
= det(t] — A)
= pa(t)

¢

Como una consecuencia inmediata del Teorema 1.2, se tiene que si A y B son semejantes,entonces
ellos tienen los mismos autovalores contando las multiplici&ades.

Puesto que las matrices diagonales son especialmente simples y que tienen propiedades muy
buenas, es interesante saber para cuales matrices A € M,, existe una matriz diagonal en la clase de

equivalencia de semejanza de A, es decir, que matrices son semejantes a las matrices cliagonales.

Definicién 1.5. Si la matriz A € M, es semejante a la matriz diagonal, entonces A se dice ser
diagonalizable. Algunas veces el término diagonal es usado.

Teorema 1.3. Sea A € M,. Entonces A es diagonalizable si y s6lo si existe un conjunto de n
vectores linealmente independiente, cada uno de los cuales son autovectores de A.

Carrera de Matematica



1.1. AUTOVALORESY AUTOVECTORES

Prueba. Si A tiene n autovectores linealmente independientes x, x@, ..., x™, formamos una ma-
triz no singular S con ellos como las columnas y calculando

STAS = 5_1[Ax(1)Ax(2) .. .Ax(”)]
= S‘l[)\lx(l)AZx(z) o /\nx(”)]
= 5—1[x<1>x<2> . .x(m] A

=SISA
=A
donde
A O
O A

y A1, Ay, ..., Ay son autovalores de A.

Reciprocamente, supongamos que existe un matriz semejante S tal que SAS = A es diagonal.
Entonces AS = SA. Esto significa que A veces la i—ésima columna de S (i.e. la i—ésima columna
de AS) es la i—ésima entrada en la diagonal de A veces la j—ésima columna de S (i.e. la i—ésima
columna de SA), o que la j—ésima columna de S es un autovector de A asociado con la i—ésima
entrada en la diagonal de A. Puesto que S es no singular, existen n autovectores linealmente
independientes. ¢

SiAe M, es diagonalizable, las entradas en la diagonal de Cualquier matriz diagonal la cual es
semejante deben ser los autovalores de A, con sus multiplicidades.
Un simple hecho en la (ue se asegura la diagonalizaci(’)n es aquel en el que los autovalores son

distintos. Un importante resultado de este hecho, que es, sin duda ﬁtil, es el siguiente lema.

Lema 1.1. Supongamos que Ay, Ay, ..., Ax son autovalores de A € M,, dos de los cuales no son
los mismos, y supongamos que x® es un autovector asociado con A;, i = 1,2,...,k. Entonces
{x(l), x@, .., x(k)} es un conjunto linealmente independiente.

Prueba. La prueba es esencialmente por contradiccion. Suponga que xV,x?, ..., x® son lineal-
mente dependientes. Entonces existe una combinacién lineal no trivial el cual es el vector 0, y
de hecho existe una combinacién lineal con el menor coeficiente no cero. Supongamos que tal
relacion minimal linealmente dependiente es

axW +ox® + vV =0, r<k

Tenemos r > 1 puesto que todos los x? # 0. Podemos asumir por conveniencia (renumerando si
es necesario) que esto envuelve los primeros r vectores.
También tenemos
Al xV + 43 + -+ a") = 1 AxD + AX? + -+ a,Ax?)
= a1 x® + apx® + -+ A4
=0

Carrera de Matematica



1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES E

otra relacién de dependencia. Ahora multiplicando la primera relacién de dependencia por A, y
restando este de la segunda relacion se tiene

ar(Ay = )20 + ap(As = A)x@ + - + 4, (Aog — 4,)20D = 0

una tercera relacion de dependencia, el cual tiene menos coeficientes cero que el primero. Esta
altima relacién es no trivial puesto que A; # A,, i = 1,2,...,r — 1. Esta es una contradiccién
a la suposicion de minimalidad para la primera relacién de dependencia, lo que completa la
prueba. ¢

Teorema 1.4. Si A € M, tiene n autovalores distintos, entonces A es diagonalizable.

Prueba. Si 0(A) = {Al, Ay, An}, sea x) un autovector asociado a A;, i = 1,2,...,n. Puesto que

los autovalores son todos diferentes, {x(l), freay o x(”)} es un conjunto linealmente independiente,
por tanto A es diagonalizable. ¢

1.2. Equivalencia Unitaria y Matrices Normales

Para una matriz general no singular SeM,, se ha estudiado la semejanza a través de S en la seccion
anterior. Para ciertas matrices no singulares muy especiales, llamadas matrices unitarias, la inversa
de S tiene una forma simple: $71 = §*. La semejanza de A € M,, a través de una matriz unitaria,
A — S*AS, no es solo conceptual mas simple (S* es mucho mas facil de evaluar que S_l> que la
semejanza general, pero este tiene una serie de atractivas caracteristicas que se haran mas claras a
través del desarrollo de esta seccion. Como regla general, las semejanzas unitarias son preferibles alas
semejanzas generales, por lo que es util saber lo que puede lograrse a través de semejanza unitaria.
Las clases de equivalencia bajo semejanza unitaria son, sin embargo, mas fina que la semejanza
general (dos matrices pueden ser semejantes pero no unitariamente semejantes), y en consecuencia

menos pueden ser alcanzados.

1.2.1. Matrices Unitarias

Definicion 1.6. Los vectores x1, Xy, ..., X; € C" forman un conjunto ortogonal si x}x; = 0 para todo
par 1 < i, j < k, si ademads, los vectores son normalizados, xx; = 1,7 = 1,2,...,k, entonces el
conjunto es llamado ortonormal.

Observemos que un conjunto de vectores ortonormales es linealmente independiente.
Un conjunto inclependiente no necesita ser ortonormal de hecho, pero uno puecle aplicar el proceso

de Gram Schmidt para ortonormalizar con el mismo generador como el conjunto original.

Definicién 1.7. Una matriz U € M,, se dice ser unitaria si U*U = I. Si ademas, U € M,(IR), U es
llamada ortogonal real.

El conjunto de matrices unitarias tienen importantes propiedacles y que las resumimos en el

teorema siguiente.

Carrera de Matematica



1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES

Teorema 1.5. Si U € M, las siguientes son equivalentes:
(1) U es unitaria;
(2) Uesnosingulary U* = U™};
B) uu =1
(4) U es unitaria;
(5) Las columnas de U forman un conjunto ortonormal;
(6) Las filas de U forman un conjunto ortonormal;
(7) Paratodo x € C", la longitud Euclidiana de y = Ux es la misma que x, esto es 'y = x"x.

Prueba. (1) implica (2) Puesto que U™ (cuando este existe) es matriz tinica, multiplicando por la
izquierda por lo cual produce I; la definiciéon de unitaria garantiza que U" es tal matriz. Puesto
que BA = Isiy s6lo si AB = I (para A, B € M,,). (2) implica (3) Puesto que (U*)* = U, (3) implica
(4) puesto que U" satisface los requisitos necesarios para ser unitaria. Puesto que la reciproca de
cada implicacién es observado similarmente, (1) a (4) son equivalentes.
Considerando la multiplicacién de matrices y haciendo que u) denota la i—ésima columna de
Uu,i=1,2,...,n,del hecho que U*U = I se tiene que
0 4
1 sij=i

Luego, U'U = I es otra manera de decir que las columnas de U son ortonormales, luego (1) es
equivalente a (5). Similarmente, (4) y (6) son equivalentes.

Si (1) es valido y y = Ux, entonces y'y = x*U'Ux = x'Ix = x"x, luego (1) implica (7). Para
verificar la reciproca, requerimos célculos méas elaborados, con otros resultados que no se han
descrito podrian ser hechos inmediatos.

Sin embargo,primero consideremos el caso 1 = 2.

1
Asumiendo (7) y con x = [0}, hallamos que 1 = x"x = y'y = x*U*Ux, 1 es la entrada de U"U.

0
Similarmente, sea x = 1l concluimos que las 2, 2 entrada de U*U es también 1, y U*U tiene

|

donde a es el producto interior de la columna 1 y la columna 2 de U, y a es el producto interior

la forma

de la columna 2 y la columna 1.

1
Sea x = [1} y (7) calculando otra vez, hallamos que 2 = x'x = y'y = x*U'Ux = 2 + (a + a).

Carrera de Matematica



1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES

1
Siendo x = 1l hallamos 2 = 2 + i(a — a).

Luegoa+a = 2Re(a) = 0ya—a = 2Im(a) = 0 y por tanto a = 0. Esto significa que si x*U"x = x"x
para todo x € C?, entonces U*U = [; esto es, U es unitaria (si U € Mp).

Ahora considerando n > 2,y sea A = U*U. Sea x € C" tal que todas las otras componentes que
las i—ésimay j—ésima, i < j son 0. Entonces

v ax =[5, 5A(li ) H

]

y mostramos que (7) implica que A([i, ]]) = I € M,. Puesto que i y j son arbitrarias, concluimos
que cada submatriz principal de 2 X 2 de A es la matriz identidad de 2 x 2. El tnico ejemplo A
esA =1¢€ M, yqueel cason = 1 es obvio, concluimos que (7) implica (1), lo cual completa la
prueba. ¢

Observemos que si U, V en M, son unitarias (respectiva,mente ortogonal real), entonces el pro-

ducto UV es también unitaria (respectivamente ortogonal real).

1.2.2. Equivalencia Unitaria

Puesto que U* = U™ para una matriz unitaria U, la transformacion sobre M, dada por
A — U'AU es una transformacion semejante si U es unitaria. Este tipo especial de semejanza es

llamada similarmente unitaria o unitariamente equivalente.

Definicién 1.8. Una matriz B € M, se dice ser unitariamente equivalente a A € M,,, si existe una
matriz unitaria U € M, tal que B = U"AU. Si U puede ser tomado para ser real (y por tanto es
ortogonal real), entonces B se dice ser ortogonalmente equivalente (real) a A.

Teorema 1.6. Si A = [a;;] y B = [b;;] en M,, son unitariamente equivalente, entonces
n n
Z |bil* = Z la; 1*
ij=1 ij=1

Prueba. Observemos que }’; j la;j]* = tr(A*A), llevando a cabo la multiplicacién de matrices. Luego,
es suficiente verificar que tr(B*B) = tr(A*A). Pero si B = U"AU, entonces

tr(B'B) = tr(U" A*UU" AU
= tr(LI'A* AU
= tr(LI'UA"A)
= tr(A"A)

en una de las igualdades se us6 tr(XY) = tr(YX). ¢
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1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES ﬂ

Como la equivalencia unitaria implica semejanza, pero no es valida la reciproca, La relacion de
equivalencia unitaria particiona M, en clases de equivalencia mas fina que la relacion de equivalencia
semejanza. Unitariamente equivalente, al igual que la semejanza, corresponde a un cambio de base,
pero de un tipo especial (el cambio de una base ortonormal a otra). Un cambio de base ortonormal
no altera la suma de los cuadrados de los valores absolutos de las entradas, una cantidad que puede

ser cambiado en un cambio de base no ortonormal.

Teorema de triangularizacién unitaria de Schur. Tal vez el hecho mas fundamental en la teoria
matricial elemental es que Cualquier matriz A € M, es unitariamente equivalente a una matriz
triangular superior T (y también a una matriz triangular inferior). Los elementos de la diagonal de
T son, por supuesto, los autovalores de A. Aunque esta forma no es la Unica, que representa la forma

simple a alcanzar bajo la equivalencia unitaria.

Teorema 1.7 (Schur). Dada la matriz A € M, con autovalores Ay, A,,..., A, en cualquier orden
pre-determinado, existe una matriz unitaria U € M, tal que

AU =T = [t;]

es triangular superior, con entradas en la diagonal t; = A;, i = 1,2,...,n. Esto es, cada matriz
cuadrada A es unitariamente equivalente a una matriz triangular cuyas entradas en la diagonal
son los autovalores de A en el orden pre-determinado. Ademas, si A € M,(R) y si todos los
autovalores de A son reales, entonces U puede ser escogido para ser real y ortogonal.

Prueba. La prueba es algoritmica y procede de una secuencia de reducciones de tipo similar. Sea
x un autovector normalizado de A asociado al autovalor A;. El vector xX) puede ser extendido

a una base

1 2 5
A )’y( )’y( )"“’y

de C". Aplicando el proceso de ortonormalizaciéon de Gram-Schmidt a esta base se obtiene una

(n)

base ortonormal
A0 L@ @

de C". Poniendo estos vectores ortonormales de izquierda a derecha como columnas de una ma-
triz, obtenemos una matriz unitaria Uj.
U, = [x(l) 1z? sz(”)] matriz unitaria de n X n y multiplicando por A se tiene:

Al = [Ax(l) 1 Az® L |Az(”)]
Luego
Al = [Alx(l) 1AZP Az(”)].
Ahora calculando U;AU; tenemos:

A ¥VAZ0 o xAZ™

Z(l)/—\lx(l) 5(2)/-\12(2)
UIA Ul =

AR PR . e 2™ A0
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1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES

Como ¥V A;x® = A, GVx®) = A, y los elementos en la triangular inferior se hacen ceros.

Por tanto se tiene
/\1 *

U]Aul =
0 Aq
La expresion * representa a los elementos restantes en la triangular superior. Observemos que la
matriz A; € M,,_; tiene autovalores A;, A3, ..., A,.
Sea x® € C"! un autovector ortonormalizado de A; correspondiente a A,, y procediendo del

mismo modo, determinamos una matriz unitaria U, € M,_; tal que

Matriz de tamafio (n — 1) X (n — 1).
Consideremos la matriz unitaria V, den X n

V2:1 0
0 U

Las matrices V> y U; V> son entonces unitarias, y V; U;A U,V, tiene la forma

A =% *
V;U}Aul V2 - 0 /\2
(@) Aj

Como se puede observar este proceso es iterativo.

Continuando esta reduccién, luego se producen matrices unitarias U; € M,_j;1, i =1,2,...,n
yVieM,i=2,...,n-1.

Luego la matriz U = U;V,V3...V,_ es unitaria.

Por tanto U*AU tiene la forma:

M

0 Az *

0 0 A; =T
0 0 O Ay

Es decir, U"'AU = T donde t;; = A;coni =1,2,...,ny es claro que T es triangular superior.

Si todos autovalores de A € M, (IR) son reales, entonces los correspondientes autovectores
pueden ser escogidos para ser reales y todos los pasos anteriores pueden ser llevados a la arit-
mética real, verificando la afirmacion final. ¢
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1.2. EQUIVALENCIA UNITARIA Y MATRICES NORMALES

Ejemplo 1.2. Ni la matriz unitaria U ni la matriz triangular T del teorema son tinicos. No sola-
mente los elementos en la diagonal de T (los autovalores de A) aparecerdn en cualquier orden,
pero matrices triangulares superiores unitariamente equivalentes pueden parecer muy diferentes
sobre la diagonal. Por ejemplo,

11 4 2 -1 3V2
T:={0 2 2|y To=|0 1 2
003 00 3

son unitariamente equivalente via

oo
Ui 1 0
\500 V2

En general, cualquier matriz triangular superior diferente puede estar en la misma clase de

equivalencia bajo la relacién unitariamente equivalente.

Implicaciones del Teorema de Schur. Como ilustracion de una aplicacion teorica del Teorema de
Schur presentamos la demostracion del resultado de Cayley—Hamﬂton.
El hecho de que toda matriz satisface su propia ecuacion caracteristica, se sigue del teorema de

Schur y una simple observacion sobre la multiplicaci()n de matrices triangulares.

Lema 1.2. Supongamos que R = [r;] y T = [t;;] € M, son triangulares superiores y que r;; = 0,
1<i,j<k<nytiip =0.5eal” = [tl’.].] = RT. Entonces tz’.j =0,1<i,j<k+1

Prueba. Puesto que R([1,2,...,k]) =0V tr1 041 =0, Ry T tienen la forma

o) O s

donde ambos bloques superiores izquierdos en las particiones son de k X k. El bloque superior
izquierdo de T” es claramente 0 por multiplicacién particionada. Ademads, la inspeccién revela
que las primeras filas k + 1, de R tienen ceros en todas las posiciones no ceros de la columna k + 1
de T, y que las primeras k + 1 columnas de T tienen ceros en todas los posiciones no ceros de las
filas k+1 de R. Multiplicando la Matriz muestra que T” (particionados en la misma manera) tiene

Carrera de Matematica
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la forma
0
O : *
0
T = *
O : *
- 0 *
yT'([1,2,...,k+ 1]) = 0, lo que muestra la afirmacion. ¢

Teorema 1.8 (Cayley-Hamilton). Sea p(t) el polinomio caracteristico de A € M,,. Entonces
pa(A) =0

Prueba. Puesto que el polinomio p4(t) es de grado n con el primer coeficiente igual a 1 y las
raices de p4(t) = 0 son precisamente los autovalores A4,...,A, de A, considerando incluso las
multiplicidades, podemos escribir p(t) como producto de factores en la forma

pa(t) = (t = A1)t = Az) - (£ = M)
Por otra parte, podemos escribir A en la forma
i L RBLE

donde T es triangular superior con A; en la i—ésima posicién en la diagonali = 1,2,...,n.
Ahora calculando

pa(A) = pA(UTUY) = (UTU = MD(UTU* = Al) - - (UTU* = A,Q)
= (T - pur|[u(T - AU |- [U(T - ADU |
= U[(T = MINT = Aal) -+ (T = A, D) |
= Upo(MU"

notemos que pa(A) = 0si, y s6lo si pa(T) = 0.

Sin embargo, por el Lema anterior podemos concluir que pa(T) = 0. El bloque superior
izquierdode 1 x1deT—Ailes0,yla2,2entradade T — Ayl es 0, puesto que ambos son triangu-
lares superiores, el bloque superior izquierdo de 2 X 2 de (T — AI)(T — A,I) es 0. Inductivamente,
puesto que el bloque superior izquierdo de k X k de (T — A4I)---(T — Agsl) es 0. Continuando
hasta 7 nos permite concluir que el producto pa(T) = (T — A4I)---(T = A,I) = 0, lo cual completa
la prueba. ¢

Otros hechos interesantes se observan en los siguientes teoremas.
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—_
I

Teorema 1.9. Si A tiene autovalores A4, ..., A,, entonces

i Ai = tr(A)
i=1

Prueba. Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria U tal que U"AU = T, donde T es una
matriz triangular superior con los A; en la diagonal de T, es decir, A; =¢t;, i=1,2,...,n.
Por tanto

Zn: A= Zn: ti; = tr(T) = tr(U"AU)
i=1 i=1

= tr(AUWT) = tr(A)

Teorema 1.10. Si A tiene autovalores A4, ..., A,, entonces

A; = det(A)

i=1

Prueba. Por el Teorema de Schur, existe una matriz unitaria U tal que U"AU = T, donde T es una
matriz triangular superior con los A; en la diagonal de T, es decir, A; =¢t;, i=1,2,...,n.
Por tanto

H A= H t; = det(T) = det(U" AU)
i=1 =l

= det(U") det(A) det(U)

= det(A)

¢

Matrices Normales. La clase de matrices normales, los cuales surgen naturalmente en el contexto
de la equivalencia unitaria, es importante en todo el analisis matricial y en general unitaria, simétrica

real y matrices hermitianas.

Definiciéon 1.9. Una matriz A € M, se dice ser normal si A*A = AA*, es decir, si A conmuta con
su adjunta Hermitiana.

Ejemplos inmediatos de matrices normales son:
1. Puesto que U*U =1 = UU" si U es unitaria, entonces toda matriz unitaria es normal.
2. 51 A* = A, entonces A*A = AA". Luego toda matriz hermitiana es normal.

3. i A eM, es tal que A* = —A, entonces A es llamada anti-hermitiana v es normal.
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En este caso A*A = —A? = A* luego toda matriz anti-hermitiana es normal.
: -1 : )
Observemos que la matriz A = 11 es normal, pero no cae en ninguna de las categorias

anteriores.

Definicién 1.10. Si A € M, es unitariamente equivalente a una matriz diagonal, A se dice ser
unitariamente diagonizable, con una definicién similar para ortogonalmente diagonizable.

Observemos que, unitariamente diagonalizable (u ortogonalmente), implica diagonalizable (pero

no es valida la reciproca).
Algunas equivalencias importantes en la caracterizacion de matrices normales es dado en el

siguiente teorema.
Teorema 1.11. Si A = [a;;] € M, tiene autovalores Ay, ..., A, los siguientes son equivalentes:
(1) A esnormal;

(2) A es unitariamente diagonalizable;

n

3) Z = |a;|* = Zn: A%y
-1

ij=1
(4) Existe un conjunto ortonormal de n autovectores de A.

Prueba. En lo que sigue supongamos que T = [t;;] € M,, es una matriz triangular superior el cual
es unitariamente equivalente a A, por el Teorema de Schur se tiene que T = U"AU para algtn
U € M, luego:

T"T = (UAU)(UAU)
= (UA™U)(UAU)
= (rA)UU)(AU)
= (UAHIAU)
=U'A'AU A es normal
=UAA'U
=UAUU AU
= (UAU)(UAU)
=TT

Por tanto T es normal.

Mostremos que (1) es equivalente a (2), (2) es equivalente a (3) y (2) es equivalente a (4).
Veamos (1) & (2). Si A es normal, entonces T es normal. Pero una matriz triangular normal
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debe ser diagonal, basta ver las entradas diagonales de T*T' y TT". El hecho que la entrada 1, 1 de
T"T es el mismo que TT" significa que

n n
tutn = tntn + Z tjtj = 1t + Z |11
j=2 j=2

Esto significa que 0 = Z?:z |11,
Luego la suma de términos no negativos, cada uno debe ser 0.
Por tanto concluimos
t1ij=0, j=23,...,n

El hecho que la entrada 2, 2 de T*T y TT" son los mismos, entonces significa que
n n
tatan = bty + Z bitaj = ltol* + Z [k
= j=3

y concluimos por la misma razén anterior que
ti=0, j=34 Kl
De la misma manera, asumiendo que se tiene verificado que
tl‘]‘:O, ]>l = 1,2,...,k—1

concluimos que
tl‘]‘:O, j>i, LEs 8
Procediendo de la misma manera sucesivamente en cada entrada de la diagonal, se concluye

finalmente que
tl‘]’ =0, j>i, i — 1,2,...,n

y como T es triangular superior tenemos
tl‘]’ = (0)] j<i, = 1,2,...,n

porque T es triangular superior, se tiene que T es diagonal y (2) es vélido. Puesto que matrices
diagonales son claramente normales y equivalencia unitaria preserva normalidad, (2) implica (1).
(2) & (3).
Como A es unitariamente diagonalizable y por el teorema de Schur tenemos que:

A=UTU

donde T contiene a los autovalores de A en su diagonal.
Luego

Zn: ag? = Z AP+ Y It

i,j=1 i=1 i<j
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—_
(o)

n
pero T debe ser D, por tanto Z It‘l-]-l2 = 0, es decir,

i<j

n n
Y el =) AP
i=1

i,j=1

Por tanto (2) implica (3).
Ademads, por Schur
A=UTU

es decir, A es equivalente a T, donde T es triangular superior.
n n
D 2 2
Y el =Y AR+ ) It
i i=1 i<j

Luego tomando la hipétesis

Z Fre =8

i<j

En consecuencia T debe ser diagonal y por tanto A es unitariamente diagonizable.

Luego (3) implica (2).

La equivalencia de (2) y (4) se sigue del hecho que T es triangular y si la i—ésima entrada en

la diagonal de T*T es la misma que de TT".

1.3. Matrices Hermitianas y Simétricas

¢

La clase de matrices complejas simétricas no tienen muchas propieclades importantes que la clase de

matrices simétricas reales. Estudiaremos matrices complejas hermitianas y simétricas e indicaremos

aspectos especiales de lo que sucede en el caso de matrices simétricas con entradas reales.

_T _
Definiciéon 1.11. Una matriz A = [4;;]] € M,, se dice Hermitianasi A = A", donde A" = A = [a;].

*

Este es anti-hermitiana si A = —A*.
Algunas observaciones para A, B € M, se resume en lo que sigue:

l. A+ A, AA*, y A*A son todas Hermitianas para todo A € M,,.

2. Si A es Hermitiana, entonces A* es Hermitiana para todo k = 1,2,...,. Si A es no singular,

entonces A~! es Hermitiana.

3. Si A, B son Hermitianas, entonces aA + bB es Hermitiana para todo a y b reales.

4. A — A* es anti-hermitiana para todo A € M,,.

5. Si A, B son anti—hermitianas, entonces aA + bB es anti-hermitiana para todo a yb escalar real.
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6. Si A es hermitiana, entonces iA es hermitiana.
7. 5i A es anti-hermitiana, entonces iA es anti-hermitiana.
8. Cualquier A € M, puede ser escrito
1 w1 .
A= E(A +A") + E(A_A ) =H(A) + S(A)

donde H(A) = %(A + A*) es la parte Hermitiana de A v S(A) = %(A — A%) es la parte anti-

hermitiana de A.
9. SiAes Hermitiana, las entradas en la diagonal principal de A son todos reales.

Teorema 1.12. Cada A € M, puede ser escrito tinicamente como A = S +iT, donde S y T son
Hermitianas. Este también puede ser escrito tinicamente como A = B + C, donde B es Hermitina
y C es anti-hermitiana.

Prueba. Escribiendo ] !
A=S(A+A)+ i(—%)(A _AY)

donde S = %(A +A)yT = —%)(A — A*) son matrices hermitianas. Para la unicidad, sea A = E +iF

con E y F hermitianas (ademads E # S, F # T), entonces
2S=A+A"=(E+iF)+ (E+iF) =E+iF+E —iF =2E

luego S = E. De forma similar, uno muestra que F = T. Para la afirmacion A = B + C esta se
prueba de manera similar. ¢

Debemos notar que si pensamos a M, como los nimeros complejos, entonces las matrices hermitianas
son anélogos a los ntmeros reales. La analogia de las operaciones de la conjugacion compleja es la
operacion * (adjunta) sobre M,,. Como un real es un namero complejo z tal que z = z; luego una

matriz hermitiana es una matriz A € M, tal que A = A*.
Teorema 1.13. Sea A € M,, una matriz hermitiana. Entonces
1. x"Ax es real para todo x € C”,
2. Todos los autovalores de A son reales,
3. §*AS es hermitiana para todo S € M,,.

Prueba. Veamos (1):

Calculando (x*Ax) = (x*Ax)" = x'A'x = x*Ax, luego x"Ax es igual a su conjugado complejo y
por tanto es real.

Para (2): 5i Ax = Ax y x'x = 1, entonces A = Ax"x = x"Ax = x"Ax es real por 1.

Para (3): (5'AS)* = S’A*S = S"AS luego S*AS es siempre hermitiana. ¢

Carrera de Matematica



1.3. MATRICES HERMITIANAS Y SIMETRICAS

Los resultados anteriores son de hecho (Casi) una caracterizacion de la matrices hermitianas.

Teorema 1.14. Sea A = [ai]-] € M, una matriz dada. Entonces A es hermitiana si y sélo si al menos
una de las siguientes afirmaciones:

1. x*Ax es real para todo x € C".
2. A esnormal y todos los autovalores de A son reales.

3. S"AS es hermitiana para todo S € M,,.

Prueba. Basta probar solo la suficiencia de cada condicién.

Veamos en 1.:

Para x, y € C" se cumple x"Ax y y*Ay son reales.

Y como x + y € C", entonces (x + y)*A(x + y) también debe ser real.

Ahora

(x+y)Alx+y) = (XAx + y'Ay) + (x"Ay + y Ax)

es real para todo x, y € C".

Como x"Ax y y*Ay son reales.

Luego

% Al S A% (1)

debe ser real.

Veamos este tltimo:

Sea x = ¢; e y = ¢j (donde ¢y, ¢; tienen en la posicion k—ésima y jésima el valor 1y en los demaés
0’s).

Y reemplazando en (1’) obtenemos

axj + aj es real

Por tanto: Im(ay;) = —Im(aj).
Ahora tomando x = ie, y = e;.
Similarmente al anterior caso implicamos que —iay; + ia; es real.
Por tanto Re(ax;) = Re(ay).

Finalmente de las relaciones
Re(axj = Re(jk)
Im(ay;) = Im(aj)
se tiene a;; = aj y como k, j son arbitrarias concluimos que A = A",
Por tanto A es hermitiana.

Veamos en 2.:

Si A es normal, este es unitariamente diagonalizable, lo cual implica que

A =UAU"
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=

Luego,
A" = (UAUYY
= UA'U"
= UAU"
Como A es diagonal, luego A = A.
Y por tanto A* = UAU".
Es decir, A = A*.
La tltima condicién implica que A es hermitiana, basta tomar S = 1. ¢

Puesto que una matriz hermitiana es obviamente normal (AA* = A2 = A*A), todos los re-
sultados acerca de matrices normales son validos para las hermitianas. Por ejemplo, autovectores
Correspondientes a distintos autovalores son ortogonales, existe un conjunto completo de autovec-
tores ortonormales; matrices hermitianas son unitariamente diagonalizable.

Puesto que los autovalores de una matriz hermitiana A € M,, son reales, siempre poclemos suponer

que estan ordenados en forma creciente.

/\min:AlSAZS"'SAn—ls/\n:/\max
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CAPITULO 2

Normas Matriciales

Considerando diferentes vectores en €" o varias matrices en M, (qué poclria signiﬁcar decir que
algunos son “pequetios” o cuales son mas “grandes’ [)Qué signiﬁca que dos vectores estan proximos
0 lejos”?

Una manera de responcler estas preguntas es el estudio de normas, o medidas de tamano, de
matrices y vectores. Las normas pueclen ser a través de una generalizaei(’)n de la longitucl Euclidiana,
sin embargo el estudio de normas es més que un ejercicio mateméatico de generalizaei(’)n. Es necesario
para un formulacion propia de nociones tal como series de potencias de matrices y es esencial en el

andlisis y la formulacion de algoritmos para computacion numeérica.

2.1. Normas Matriciales

En esta seccion estudiaremos el concepto de norma Matricial, para esto podemos realizar una in-
terpretacion de M, como un espacio vectorial de dimension n?, en este sentido podemos “medir el
tamafio de una matriz por considerar cualquier norma en C" .

Sin embargo, M, no es solo un espacio vectorial de dimension muy grande; este tiene definido
una operacion de multiplicacién muy natural, y es muy frecuentemente realizar estimaciones sobre
el tamafio de AB con respecto del los tamarios de A y B. Por esta razon es conveniente aumentar un

concepto adicional en la definicion de norma vectorial.

Definicién 2.1. Sea M, el espacio vectorial de las matrices de tamafio n X n.
La funcién ||| - ||| : M, — R es una norma matricial si para todo A, B € M, este satisface las
siguientes condiciones:

1. [lIA]ll = 0. (No negativa)

2. |||Alll = 0 siy sélosi A = 0. (Positiva)
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3. |llcAlll = Ic| |I|A]l], para cualquier c complejo. (Homogéneo)
4. [||A + Bll| < [[IAlll + [IIBlll. (Desigualdad Triangular)
5. [IABIIl < [IIAlI IB]|. (Sub multiplicativa)

Cabe notar que las cuatro primeras condiciones coinciden con la de normas Vectoriales, por lo cual
una norma matricial es una norma vectorial, la reciproca no es cierta, vale decir que las normas
vectoriales en general no satisfacen la dltima condicion de la definicion. Razon por la cual esta
norma es llamada Norma Matricial Generalizada. De forma similar al caso de las normas Vectoriales,
si se omite la seguncla condicion se obtiene el concepto de seminorma matricial.

Algunos hechos interesantes con respecto a la definicion de normas matriciales.

l. En principio, para cualquier norma matricial se tiene

A = AAI < IAIIAI = AP

2. Si A es una matriz no cero tal que A2 = A se tiene [[[A2]]| = |||All, entonces [|All < [IAIIZ, luego
0 < [IIAIIP = Al asi |||A|||(|||A||| v 1) > 0, por tanto

Al -1 =0
1Al = 1

3. De lo anterior si A = I la matriz identidad, se cumple 2 = I, entonces |||I]]| > 1.

4. Si A es una matriz invertible, de donde se cumple I = AA™!, entonces para cualquier norma

matricial se tiene [Tl = [IAAT| < IAIN A7, ast
r 1]
AT =
Al

5. En general se satisface [||A¥||| < Ak, para cualquier norma matricial y k € N y para toda
matriz A € M,,.

Enlo que sigue describiremos algunas normas sobre el espacio vectorial M,, algunas como extensiones

de las normas vectoriales.

Lanormal,. Para cualquier matriz A € M,,, se define como
n
Al = ) oy
ij=1

es una norma matricial.

Es claro que las primeras 4 condiciones de norma matricial se cumplen pues, es similar a la norma
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vectorial. Luego es suficiente verificar la condicion 9. de la definicion.

n n n
lAB|l; = Z Zaikbkj < Z |2 bl
=1 k=1 k=1
n n
< Y lawbyl = (Z |aik|] Y b
ijkm=1 k=1 jm=1
= [IAlhlIBlx

La primera desigualdad se sigue de la desigualdad triangular, mientras que la segunda es dada por

adicionar sumandos a la suma.

La norma /,. Esta norma también es conocida como la norma Euclidiana y es definida para

2
1Al = z a1

ij=1

cualquier matriz A € M,, por
2

es norma matricial.

Similar al ejemplo anterior solo falta verificar la condicion b.

n ifl 2 n n n
IABIE =Y ) aby| <) (Z |aik|2] (Z |bmj|2)
m=1

ij=1|k=1 i,j=1 \ k=1

= (Z |aik|2] Y Ibwif | = IAIZIIBIZ

ik=1 jm=1

Esta es justamente la desigualdad de Cauchy—Schwarz. Esta norma matricial es llamado la Norma
de Frobenius, o la Norma Schur, o la Norma de Hilbert-Schmidst.

Otra manera de construir nuevas normas es dado en el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Si || - || es una norma vectorial sobre C" y T € M, es no singular, entonces || - [|1
definido por [|x|lr = [|Tx||, x € C", es también una norma vectorial sobre C".

Demostracion. La prueba es inmediata puesto que Tx € C" y || - || es una norma, puesto que
L lxllr = [[Tx]| = 0.

2. x = 0, entonces |[x|lr = [|[Tx[| = ||0]| = 0. Si ||x]lr = 0, entonces ||Tx|| = 0, luego Tx = 0, como T
es invertible, entonces x = 0.

3. |lex|lr = IT(cx)|l = |lcTx|| = |c| |Tx|| = |c| ||x|lT, donde ¢ es un escalar.

4. |lx + yllr = ITCe + Il = ITx + Tyll < I Txll + ITyll = llxllz + [[yllr-

Carrera de Matematica



2.1. NORMAS MATRICIALES

Antes de continuar con los ejemplos, observemos quesiA = [a1 ay -+ an] € M, escrito en términos

de sus columnas, donde las columnas a; € €, entonces
AN = llaa I3 + llaall3 + - - + llaall3 -
Dado que la norma IS sobre € es unitariamente invariante, se tiene el hecho importante
IUAIS = U3 + IUazll; + - - + [[Uayl3 = llaal3 + llaal3 + - - + llaall3 = 1Al
donde U € M,, es unitaria. Puesto que ||B*|l> = ||B|l» para todo B € M,,, esto implica que
IUAVIL = [|AV]l2 = [[V'A'll2 = [|A7]l2 = [lAll2

donde U,V € M,, son unitarias. Luego, la norma I sobre M,, es una norma matricial unitariamente

invariante.

Lanormal,. Para A€ M, se define por
[Allo = max |ajl
1<i,j<n

es una norma sobre el espacio vectorial M,, pero no es una norma matricial.

Por ejemplo poclemos considerar las matrices
i 1 2 4 4
A= ; Bi= ’ AB =
. Wiy 4 4
Luego, [[Allo =1, |Bllo =2 v [|1AB|leo = 4. Por tanto no se cumple la condicion 5. de la definicion de

norma matricial.

Sin embargo con alguna modificacién se puede 1ograr una norma matricial la cual es dada por
Al = nllAlle, A€M,

entonces se tiene

n

n
IABI| = n méx |} awbg| < n max Y lauby
1<i,j>n 1<i,j<n p

n
< n méx Y [IAllellBlle = nllAllonl|Blle
1<i,j<n pcy

= llIAIIHIIBII

De forma similar a lo anterior, es posi]ole construir normas matriciales, las cuales son inducidas por

normas vectoriales como describiremos en adelante.

Definicién 2.2. Sea || - || una norma vectorial sobre C". Definimos la norma ||| - ||| sobre M,, por

IIAlll = max [|Ax]|

llxll=1
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Notemos que el “max” de la definicion (a veces se utiliza el supremo) es justificado puesto que ||Ax|
es una funcion continua en x y la bola unitaria B, es un conjunto compacto.

Otras equivalencias de la anterior definicion son resumidas en la siguiente lista:

Al = max [|Ax]|

llxl1=1

max ||Ax||

Il<1

. 1Ax]|
B x#0 W
_ o Axd
=1 ||

donde || - ||, es cualquier norma vectorial.

Teorema 2.2. La funcion [||-||| de la Definicién 2.2 es una norma matricial sobre M,,, ||Ax]|| < |||A]ll ||x]|
paratodo A € M, y todo x € C" y [|[I||| = 1.

Prueba. El primer axioma, se sigue de la definicién de [||Al|| pues el maximo de una funcién es
no negativa y el segundo axioma, se sigue del hecho que Ax = 0 para todo x, es precisamente
cuando A = 0.

El tercer axioma, se sigue del siguiente célculo,

lllcAlll = max [lcAx|| = max |c| [|Ax]| = |c[ méax [|Ax]| = |c] [[|A]ll
De forma similar, la desigualdad triangular es inherente a la propiedad del maximo, puesto que
A + Bl| = méax||(A + B)x||

= max ||Ax + Bx]||
max < (||Ax| + ||Bx]l)
< max ||Ax|| + max ||Bx||
= llIA[ll+ [1iBlI

El axioma sub-multiplicativo se sigue del hecho que

IABx|| _ . |lABx|| |IBx]] Ayl [|Bx||
ax|——<

=m < max max
[l Bxll x| 1yl [l

donde asumimos sin pérdida de generalidad, que el maximo es tomado solo sobre los x que no

z

IIABJ|| = max = 1A IBIN

estan en el espacio nulo de B. Para la préxima afirmacién, observemos que si x # 0, entonces
‘ Ax
[

Por homogeneidad de la norma vectorial, obtenemos ||Ax|| < [[|A[l| ||x]|, el cual también vale cuan-

< llAlll-

do x = 0. Finalmente,

]I = max ||[x]| = max|lx]| = 1
Jel=1 Jbl=1
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Definicién 2.3. Decimos que la norma matricial |||-||| definido anteriormente es la norma matricial
inducido por la norma vectorial || - ||. Este algunas veces es llamado el operador norma asociado
con la norma vectorial || - ||.

Notemos que el operaclor norma es una norma matricial como una consecuencia de las propieclades
de todas las normas vectoriales. Por tanto, una manera de probar que una cierta funcion sobre M,
es una norma matricial es mostrar que esta es inducida por alguna norma vectorial. Adoptamos esta
estrategia cuando estudiemos una norma matricial importante llamado la norma espectral.

A continuacion listaremos ejemplos de normas matriciales inducidos por normas vectoriales.

Norma matricial suma maxima de columnas. Definimos sobre M, por,

n
Al = max Y ja;
1<j<n 4

La norma anterior es inducido por la norma vectorial l; y por tanto debe ser una norma matricial.

Norma matricial suma maxima de filas. Se define sobre M, por,

n
llAlllec = méx z laij]
1<i<n 4 7
]:

La norma definida es inducida por la norma vectorial I, y por tanto debe ser norma matricial.

La norma espectral. Es definido sobre M,, por,

Al = méx{\/x : A es un autovalor de A*A}

Notemos que si A*Ax = Ax, x # 0, entonces

X el AR palic
(Ax)"Ax = Ax*x
|Ax]* = Allx]?

Por tanto A >0 y VA es real y no negativa.
Teorema 2.3. Si ||| - || es una norma matricial sobre M,, y si S € M,, es no singular, entonces
lAllls = IIST*AS]|| para todo A € M,

es una norma matricial.
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N
(@)

Prueba. Los axiomas 1., 2., 3., y 4. son verificados directamente para ||| - |||.
La sub-multiplicidad se obtiene del siguiente calculo,

IIABIlls = IS~ ABS]I|
= (IS AS)(STBI)II
< [ISTLAS)II IS BS)I
= [llATlIsIBIlls

¢

Una importante area de aplicaci(’)n de las normas matriciales esta en dar una cota para el espectro

de una matriz.

Definicién 2.4. El radio espectral p(A) de una matriz A € M,, es dado por
p(A) = méx{l)\l : A esun autovalor de A}

Observemos que si A es cualquier autovalor de A, entonces |A| < p(A); ademas, existe un autovalor
A para el cual |A'] = p(A). Si Ax = A'x, x 0, y si |A| = p(A), consideremos la matriz X € M, en la
cual todas la columnas son iguales al autovector oy observe que AX = I'X. Silll -1l es cualquier

norma matricial, se tiene
I = IA“XIN = [ITAXIE < AT 11X
y por tanto [A’] = p(A) < [[|A]ll. Esto muestra el siguiente teorema.
Teorema 2.4. Si ||| - ||| es cualquier norma matricial y si A € M,,, entonces p(A) < [||A]ll.

Un resultado que sera de mucha utilidad en la demostracion del teorema de perturbacién es dado

en el siguiente lema.

Lema 2.1. Sea A € M,, y € > 0 dados. Existe una norma matricial ||| - ||| tal que
p(A) < Al < p(A) + €.

Prueba. Por el teorema de Schur, existe una matriz unitaria U y una matriz triangular superior
Atal que A = U"AU.
Sea D; = diag(t, t*,£,...,t") y calculando

(A t7'dy t72dy oo T,
0 Ay, tldy -+ 724,
0 0 P .

DAD = | ] o
0 0 0 -ty
0 0 0 A,
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Luego, para t > 0 suficientemente grande, podemos afirmar que la suma de todos los valores

absolutos de las entradas en la diagonal de D;AD;" es menor que €. En particular podemos ase-

gurar que [|[D;AD;||l; < p(A) + € para un ¢ suficientemente grande.
Luego, si definimos la norma matricial ||| - [|| por

I1BIIl = Dt BUD; Il = I(UD; )™ BUD; )l

para cualquier B € M, y si escogemos t suficientemente grande, entonces tendremos construido

una norma matricial tal que [[|A]]| < p(A) + €. Puesto que |||Al|l > p(A) para cualquier norma

matricial, obtenemos el resultado.

¢

Estamos interesados en caracterizar matrices A tales que AF — 0 cuando k — 0. El siguiente

resultado es una buena herramienta para este cometido.

Lema 2.2. Sea A € M, una matriz dada. Si existe una norma matricial ||| - ||| tal que [||A[ll < 1,
entonces
%im A=)

esto es, todas las entradas de A* tienden a cero cuando k — co.

Prueba. Si |||Al|| < 1 entonces |||A]l]> < |l|A]|l. Por tanto |||A]||* < 1.
Siguiendo este proceso luego tenemos:

TN e e, o P g

pero sabemos que [||A¥]|| < [[|A]ll¥, por tanto tenemos 0 < [[|A¥]|| < 1.
Ahora aplicando limites:
0< ]}im NAMI < 1
=

Luego %im IIA¥|Il = 0 entonces %im AF

—00

Por tanto lim A = 0

koo

¢

Notemos que las matrices A € M, tales que I}im A* = 0 son llamados convergentes y son impor-

tantes en varias aplicaciones, por ejemplo en el analisis de procesos iterativos.

Teorema 2.5. Sea A € M,,. Entonces lim A* = 0si, y sélo si p(A) < 1.

k—o0

Prueba. Si ;im AF=0.

Sea Ax = Ax, con x # 0 y A su autovalor correspondiente.
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N
Qo

Luego
AAx = Alx
A%x = MAx
A%x = Ax
A%x = A\%x

Ay = Ay, kez?t

Como AF — 0, entonces Afx — 0x
Luego Afx — 0, entonces A*x — 0; s6lo si |A| < 1.
Ahora como A es cualquier autovalor, por tanto se tiene

p(A) <1.
Reciprocamente si p(A) < 1, luego existe una norma matricial ||| - ||| tal que p(A) < [||Alll < p(A) +e.
Por tanto [||A[|| < 1. Ahora por el lema 2.2 se tiene que }(irrol AF=0 ¢

Una consecuencia de este resultado es dado en el siguiente corolario.

Corolario 2.1. Sea ||| - ||| una norma matricial en M,,. Entonces
p(A) = ;im 114K
para todo A € M,,.

Prueba. Como p(A)F = p(A¥) < |||A¥||], se tiene que p(A) < [||A¥|||V* para todok = 1,2, ...

Si dado un e > 0, la matriz A = [p(A) + €]'A tiene radio espectral estrictamente menor que 1
y por tanto este converge. Luego |||;4ka| — 0 cuando k — oo y por tanto existe algin N = N(e, A)
tal que 1A < 1 para todo k > N.

Luego se establece que |[|A¥| < [p(A) + €]* para todo k > N, o que

A < p(A) + e

para todo k > N.
Puesto que p(A) < [||A¥||'/* para todo k y puesto que € > 0 es arbitrario, se concluye que

Iim [[J A
k—o0

existe y es igual a p(A). ¢
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CAPITULO 3

Teorema de Gershgorin

Este capitulo constituye la parte principal de la monografia, en la misma desarrollaremos los teore-
mas sobre localizacion de autovalores y el teorema de perturbacic’)n.

Para diversas matrices hallar autovalores es una tarea senciﬂa, tal es el caso de las matrices
chagonales, matrices triangulares (superior 0 inferior). Sin embargo en la mayoria de los casos no
es tan inmediato encontrar los autovalores, en estos casos es muy atil tener una aproximacion de
la region donde se ubican los autovalores. Describir resultados que especiﬁcan las regiones donde
se encuentran los autovalores de una matriz nos proporciona una buena estimativa. Por otra parte
estudiar el comportamiento de los autovalores en esta region cuando las matrices estan sujetas a
perturbaciones en sus entradas, también es de importancia en teoria matricial que permite determi-
nar si un sistema es robusto o no.

En términos matematicos, uno quiere localizar los autovalores de una matriz en un conjunto
acotado que son caracterizados facilmente. Se conoce que todos los autovalores de una matriz A son
localizados en un disco en el plano complejo centrado en el origen y que tiene radio Al donde
[l -] es cualquier norma matricial. [)Es posi]ole mejorar esta region donde se localizan los autoval-
ores?, estudiaremos un resultado que proporciona un técnica de realizar esta mejora. Finalmente,
si suponemos que se conocen exactamente los autovalores de la matriz A, pero se desea saber el
comportamiento de los autovalores cuando la matriz se somete a una perturbacién, es decir, (',Qué
ocurre con los autovalores de la matriz A + E?, 0 mas precisamente, si A > A+ E, [)C()mo cambian
los autovalores?

Como los autovalores son funciones continuas con respecto a las entradas de la matriz A, se
puede pensar que si la matriz perturbacién E es muy pequeno, entonces los autovalores no deberian
cambiar drasticamente. Pero necesitamos precisar cotas para saber cuan pequeno debe ser en cada

caso puesto que las soluciones de los sistemas son sensibles a pequenas perturbaciones.
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3.1. TEOREMA DE GERSHGORIN

3.1. Teorema de Gershgorin

Analizaremos uno de los primeros resultados que permite obtener regiones donde se encuentran los
autovalores de una matriz.

Consideremos una matriz A de tamaio 7 X 1 con entradas reales, esta matriz puede ser descom-
puesta como una suma de matrices en la forma A = D + B donde D = diag(au, e, ) €8 la matriz
diagonal formada por los elementos de A que se encuentran en la diagonal principal, y B es la matriz
que tiene ceros en su diagonal principal.

Sea la matriz A = D + eB para cualquier € real, entonces se tiene Ag = D y Ay = A. Es claro
que el calculo de autovalores de la matriz D es inmediato, a saber son sus elementos en la diagonal
principal, esto es dq1, ..., Ay, los cuales son localizados facilmente en el plano Complejo. De aqui, por
un argumento de continuidacl, para € suficientemente pequenos, los autovalores de la matriz Ac se
localizaran en alguna vecindad suficientemente pequena de centros los puntos a1, ..., an,.

Previamente al teorema central de esta seccion es necesario revisar la continuidad de los auto-

valores con respecto a las entradas de una matriz, estudiaremos un resultada general.

Dependencia continua de los ceros de un polinomio en su coeficientes. [ste es un aspecto
importante, la cual es probado usando analisis complejo. Es referido a que los 1 ceros de un polinomio
de graclo n>1 con coeficientes complejos dependen continuamente de los coeficientes.

Para x € C", sea f(x) = [fl(x),...,fm(x)]T, donde fileee C.i=1,..., m La funcion definida
por f:C" = C" es continua en x si cada fi es continua en x parai=1,...,m.

La funcion fi : €C" — C es continua en x si par cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que si |ly = x|| <0,
entonces | fily) - ﬁ(x)| <€, donde || - || es una norma vectorial en C".

La dependencia continua podria establecerse intuitivamente por suponer que f : C" = C", toma
los 1 coeficientes de un polinomio monico de grado n a los n ceros del polinomio, es continua. Existe
un problema, puesto que existe una manera no natural de definir el orden acerca de los n ceros. Para
establecer la clependencia continua en los coeficientes de los ceros de un polinomio, consideremos el

siguiente resultado.

Teorema 3.1. Seann > 1y

1

p(x) =ax" +a,.x"" +---+mx+ay, a,#0

un polinomio con coeficientes complejos. Entonces para cada € > 0, existe un 6 > 0 tal que para

cualquier polinomio
g(x) = byx" + by x™ 1+ -+ bix+ by, conb, #0 y gnéx la; — bi| < O
<i<n

se tiene

min max|A; — ;| < €
p 1Sj£n| j ,ur(z)l

donde Ay, Ay, ..., A, son los ceros de p(x) y ui, ta, ..., Un son los ceros de g(x) en algtin orden,
conteniendo multiplicidades, y el minimo es tomado sobre todas las permutaciones de 1, ..., n.
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Luego, cambios suficientemente pequenos en los coeficientes del polinomio pueden clejar solo en
cambios pequenos en cualquier cero. Este principio es de fundamental importancia en analisis ma-
tricial porque los coeficientes del polinomio caracteristico pa(t) de una matriz A € M, son funciones
continuas de las entradas de A (en efecto, son polinomios) y los ceros de pa(t) son los autovalores de
A. Puesto que la composicion de funciones continuas es continua, cambios suficientemente pequenos
en las entradas de A causarian solo cambios pequenos en los coeficientes de pa(t), lo cual resulta en
cambios pequenos en los autovalores. Luego, los autovalores de una matriz cuadrada real o compleja
depende continuamente de sus entradas.

El siguiente teorema hace esta observacion de manera precisa, este resultado es uno de los im-

portantes en la localizacion de autovalores que es conocido como Teorema de Gershgorin.

Teorema 3.2 (Gershgorin.). Sea la matriz A = [aij] una matriz de tamafion X ny

n
R/(A) = Z g, 1<i<n
=1
i
denota la suma de los valores absolutos de los elementos en la fila i—ésima eliminando el elemen-
to de la diagonal principal correspondiente de A.

Entonces todos los autovalores de A son localizados en la union de los n discos

n
| J{zeC:lz-ail < Ri()} = Ga).
i=1
Ademads, si la unién de k de estos 1 discos forma una regién conexa que es disjunta de los n — k
discos, entonces existen precisamente k autovalores de A en esta region.

Prueba. Previo a la demostracion realizaremos las siguientes observaciones: sea A un autovalor
de la matriz A, y supongamos que Ax = Ax, para x = (x1,x,...,x,) # 0. Existe un elemento en x
que tiene su valor absoluto mayor que todos los otros elementos, supongamos que ese elemento
es x, tal que |x,| > |x;| paratodoi=1,2,...,nyx, # 0.

Ahora, con la suposicién de que Ax = Ax tenemos que se cumple para el elemento x,:

n

Ax, = [Ax], = [Ax], = Zapjxj
j=1

n
/'\xp = AppXy + Z ApjX;
j=1

p#j
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Ahora

esta expresion es equivalente a

Aplicando el valor absoluto y por la desigualdad triangular obtenemos

n
AXp = Xy = Z ApjXi
=1
P#]j
n

(/\ - app)xp = Z ApjXj

=1
p#j

n

Xp(A = apy) = Z ApjXi

j=1
J#p

n

|x,,| |(A » ”PP)| = Z“pjxj

j=1
J#p
n

Z |”ij]'|

j=1
J#p

n

- Z |apf| |xj|
=1
J#p
n

= Z ] )
=l

J#p

n
= |yl Z |“Pj|
=

J#p
R,(A)

IA

= |xp

Como x, # 0 se tiene que |A — ayy| < R)(A) para algun p.

Lo cual muestra que A cae en un disco cerrado de centro 4,, y radio R} (A).

Puesto que no se conoce cual p es el apropiado para cada A (a menos que se conozca el vector

propio asociado, en cuyo caso se conoceria exactamente A y no estariamos interesados en dicha

localizacién), podemos concluir tan solo que A se encuentra en la unién de tales discos, el cual es

justamente la region del teorema, esto es G(A).

Para la segunda afirmacion del teorema, consideramos la descomposicién de Aen A = D + B

como en el andlisis previo, donde D es la matriz diagonal, ademdas sea Ac = D+eB para0 <e < 1.
Notemos de la hipétesis que R/(Ac) = Ri(eB) = €R/(A).
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Sin pérdida de generalidad, supongamos que los primeros k discos

O{ZEC:IZ—aﬁISRZ}

i=1
forma una region conexa que denotamos por G que es la disjunta de la regién complementaria

G{ que consiste de los n — k discos, esto es G; = G(A)\G.
La unioén de los primeros discos de la matriz A, es dado por

k
Gre) = | J{z € C: lz—ail < Ri(A) = eR}(A))

i=1

esta contenido en el conjunto conexo Gy = Gi(1) para todo 0 < € < 1, ademds se cumple
GrE)a Gy,
Veamos
z € Gi(e), entonces |z — a;| < eR}(A)

peroe <1y R/(A) > 0, luego eR!(A) < RI(A).
Ahora por transitividad se tiene
|zi=:a5] <IR:(A)

Por tanto z € G;.

Sin embargo Gi(€) puede no ser en si mismo un conjunto conexo para todo tal €.

Por otra parte, ninguna de las regiones complementarias G; = G,(€)\Gx(€) nunca interseca G.

Paracadai=1,2,...,k considere los autovalores A;(Ay) = a;; y Ai(A¢), € > 0.

Dado la continuidad de los autovalores considerados como funciones de las entradas de la
matriz A, y dado que todos los A;(A¢) € Gi(e) € Gy para todo 0 < € < 1, cada A;(Ap) es unido a
algtin A;(A;) = Ai(A) por la curva continua en G dado por {Ai(Ae) :0<e< 1}.

Para cada € € [0, 1] concluimos que existe al menos k autovalores de A. contenidos en Gi(e).
Sin embargo no existe mas que k, puesto que los n — k autovalores de Ay comienzan fuera del
conjunto conexo Gy y por la continuidad la curva debe continuar en la regién complementaria Gy;
dada la continuidad y conexidad (esto se sigue del teorema del valor intermedio para funciones
continuas), ellos no pueden pasar el vacio entre G; y Gy. ¢

Algunas observaciones al teorema anterior. La region G(A) es llamado region Gershgorin de A
por ﬁlas; el disco individual en G(A) son llamados discos de Gershgorin, y las cotas de estos discos
son llamados circulos de Gershgorin.

1 2 3
Ejemplo3.1. SeaA=1|3 4 9
111

Luego
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Centro del disco ‘ radios ‘ autovalor

ai r= 5 Al = 7,3
ax rn=12 | A, =-0,65+0,351
as3 T3 = 2 /\3 = —0,65 — 0,351

B
2

S

Puesto que A y su transpuesta AT tienen los mismos autovalores, uno puecle obtener un Teorema
de Gershgorin por columnas aplican&o el Teorema de Cershgorin a la matriz AT para obtener una
region que contenga a los autovalores de A y es especiﬁcado en términos de la suma de los valores
absolutos de los elementos en la respectiva columna sin el elemento de la diagonal de A, esto es

n

Ci(A) = Z lagl, 1<j<n.
7

El siguiente Corolario resume lo expuesto en el pérrafo anterior.

Corolario 3.1. Si A = [a;;] es una matriz de tamafio 1 X 11, entonces todos los autovalores de A son
localizados en la union de los discos

n
. ’ _ T
U (zeC:z-ajl < CjA)} = GAT)
=
Ademads, si una unién de k discos de estos forman una regién conexa que es disjunta de todos los
n — k discos restantes, entonces existen precisamente k autovalores de A en esta region.

Observacién 3.1. De los resultados anteriores se puede observar que los autovalores de una
matriz A se encuentran en la interseccién de las regiones descritas, esto es G(A) N G(AT).
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Puesto que los autovalores de A son localizados en las dos regiones descritas en el Teorema y
Corolario, el autovalor de mayor modulo de A esta localizada en ellas. El punto en el i—ésimo disco

en G(A) que esta mas lejos del origen tiene modulo

n
|ai| + R} = Z |ai;|
=

Luego el mayor de estos valores debe ser una cota superior para el modulo mas grande del autovalor
de A. De hecho, un argumento similar puecle realizarse para el valor absoluto de la suma en las

Columnas.

Corolario 3.2. Si A es una matriz de tamano #n X 1, entonces
n n
p(A) < min miéxZ lai;l, méxz |ai;|
=1 =

Este resultado no es ninguna sorpresa, puesto que afirma que p(A) < lAllo v Ao (Las normas
maximo de sumas de valores absolutos de elementos en las filas y maximo sumas de valores absolutos
de elementos en las columnas.) y estas desigualdades son validas para cualquier norma matricial.
Pero estamos interesados en obtener esencialmente consecuencias de la geometria de estos hechos.
Puesto que S71AS tiene los mismos autovalores que A, donde S es un matriz invertible, podemos
aplicar el Teorema de Gershgorin ala matriz S1AS; tal vez por eleccion de algl’m S las cotas obtenidas
pueden ser acentuadas. Una eleccion particular por conveniencia es S =D = diag(pl,pz, ..., Pu) con
pi > 0 para todo i = 1,2,...,n. Podemos calcular facilmente D'AD = [pjaii/pil. Aplicando el

Teorema de Gershgorin a D7'AD y a su transpuesta incorporamos lo siguiente.

_ P
r—p1>0

— * —t m

Figura 1. Figura 2.
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3.2. TEOREMA DE PERTURBACION

Corolario 3.3. Sean A una matriz de tamafio n X n 'y p1,p2, ..., P, SOn nimeros reales positivos.
entonces todos los autovalores de A se encuentran en la regién

n

U zeC:lz—ay < %ZP}"“U' = G(D_lAD)
i=1 L=l
i

Asi, como en la region

n

[ J1zecik-ay s,ojzl;miﬂ - G[(DADY']
=1 bl
j#i

1
La matriz [0 2} tiene autovalores 1 AL Una a,plicaci(’)n directa del Teorema de Gershgorin

otorga una estimacién muy burda para los autovalores ver ﬁgura 1, pero con un parametro extra en
el dltimo Corolario proporciona flexibilidad en la obtencion arbitraria de una buena estimacion de

los autovalores como se muestra en 1a ﬁgura v

3.2. Teorema de Perturbacion

En esta seccion estudiaremos el comportamiento de los autovalores de una matriz A € M, cuando
este es sometido a una perturbaci(’)n. Esto es, dada una matriz A en M, decimos que esta sometida
a una perturbacién si es sumada una matriz E € M,, tal que A > A+E.

Previamente, revisaremos algunos resultados sobre exponente de matrices con respecto a las
normas matriciales. Consideremos la matriz exponencial la cual es dada por la serie de potencias,

sea A una matriz en M, luego tenemos la definicion

AN o
k=0
donde A° =TI la matriz identidad.
Proposicién 3.1. Una matriz A € M, es invertible si existe una norma matricial ||| - ||| tal que

Il = Alll < 1. Si esta condicién es satisfecha se cumple

A7l = i([ — A).
k=0

Prueba. Si ||| — All| < 1, entonces la serie

i(l - A)f
k=0
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converge a alguna matriz C, puesto que el radio de convergencia de la serie Y, zF es 1, |z| < 1.
Por otra parte se tiene,

Ai(I—A)k = [I—(I—A)]i(I—A)k =I1-(I-AN"! 51
k=0 k=0

como N — oo, concluimos que C = A™%. ¢

Como una consecuencia inmediata de la anterior propiedad se sigue que, si ||| - ||| es una norma

matricial v si [||A]l| < 1, entonces I — A es invertible y

(I-A)" = iA".
k=0

Considerando la desigualdad triangular y las relaciones,
LI = A< ) AN,
k=0

1
2B 2
lIIBIll

Ademas Nl =1y |IlAlll <1 para la matriz A € M,, se obtiene

1 1

e < A <

1+ IAIl 1-1llAll
Para el resultado central de esta seccion, consideremos la matriz chagonal D = diag(/\l,Az, ce, An)
en M,, sea E = [ei]-] € M, y la matriz perturbada D+ E, por la seccion anterior, los autovalores D+ E

estan contenidos en el disco

zeC:lz-Ai—eil <R(E) = Y leyl ,
=1
(o

coni=1,2,...,n los cuales estan contenidos en el disco

n
{z €C:lz— Al <RI(E) = Z |el-j|} )
j=1
coni=1,2,...,n.
Luego, si A es un autovalor de la matriz D + E, entonces existe algl’m autovalor A; de D tal
que IX = Ail < llEl||co- Desafortunaclamente, esta simple estimativa no extiende al caso general (no
diagonal), pero se puede usar para dar una simple cota en el caso en el cual la matriz es diagonahzable.

Previamente, analicemos la siguiente afirmacion:
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3.2. TEOREMA DE PERTURBACION

Proposicién 3.2. Sea A € M,, una matriz diagonalizable con A = SAS™ y A = diag(A4, Ay, ..., Ay).
Sea E € M,,. S5i A es un autovalor de A + E, entonces existe algtin autovalor A; de A para el cual

1A = Al < ISHeollIS™ llsolllENeo = Keo(S)IIEllleo
donde x«(-) denota el ntimero de condicién con respecto a la norma matricial || - [[co-

Prueba. Puesto que A+ Ey STH(A +E)S = A+ S7'ES tienen los mismos autovalores y puesto que
A es diagonal, el argumento anterior muestra que existe algin A;, por tanto

A = Al < NISTESlllo = IS llIEol1SNes = 1S oISl 1Elleo = koo (S)IENL

Por tanto |1 — ;| < keo(S)IIIElles
Lo cual establece la desigualdad deseada, puesto que ||| - ||| €s una norma matricial. ¢

Realizando algunos cambios en esta técnica, se pue&e generalizar este resultado a otras normas
matriciales tales como, la norma maxima de sumas de filas de una matriz. La hip(’)tesis clave en la
norma matricial es satisfecha para todas las normas matriciales inducidas por un norma vectorial
monoétona o absoluta.

El siguiente teorema es la parte formal del comentario anterior.

Teorema 3.3 (Teorema de Perturbacion). Sea A una matriz en M, diagonalizable con A = SAS™!
donde A = diag{A;, Ay,...,A,}). Sea E una matriz de M, y ||| - ||| una norma matricial tal que
IID]]| = maxi<i<, |d;| para toda matriz diagonal D = diagid;, ..., d,}. si A es un autovalor de A + E,
entonces existe algtin autovalor A; de A para el cual

A = Adl < NISHEISTHITIEN = (SN
donde «(-) es la condicién numérica con respecto a la norma matricial ||| - [|.

Prueba. Como en la proposicion anterior, es suficiente considerar los autovalores de la matriz
SYA+E)S=A+SES.

Si A es un autovalor de A + S~ 'ES, entonces AL — (A+S 1ES) es singular (no invertible).
Si AI-A es singular, entonces por la hipétesis se tiene A=A para algtn i luego la desigualdad
del teorema se satisface trivialmente, es decir, el lado izquierdo es cero.
Luego, debemos suponer que Al — A es no singular (invertible). En este caso, la matriz es de
la forma
AI—=A)YAI = A—S'ES)=1- (AT- A)'ST'ES

es singular, y por tanto debe satisfacer

I[(A1 = A)'STES||| > 1.
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3.2. TEOREMA DE PERTURBACION

Luego, por la suposiciéon hecha acerca el comportamiento de la norma matricial ||| - ||| en matrices
diagonales, tenemos

1< |||(a1 - A)STES||

< [Is~Esllf flcaz - 7|
|S2ES||| méx [A - A

1<i<n
_ __lis”'Esl
ming <<y ﬁ — Al
Por tanto,
min A = Ad < WISTESIE< IS™'IINEN TSI = w(S)IEN]
De donde se sigue el resultado, puesto que para algtn i se tiene IX — Aj| = minj<i<, II — Al ¢

Un comentario sobre la condicion numérica x(), en este contexto es un error a la cota para la
solucion de una ecuacion asociada, se puede ver que ahora es una cota superior para el radio del

error

Vi
lIE]|

< xk(S)

en el calculo de autovalores de una matriz chagonaliza]ole. Si x(+) es pequeno (pr(’)ximo a 1), entonces
perturbaciones pequenas en el dato puec{en perturbar los autovalores, pero el cambio de autovalores
serfan acotados por un término del mismo orden como el cambio en el dato. Si x(S) es muy grande,
entonces pertur]oaciones pequenas en el dato puede resultar un cambio relativamente grandes en los

autovalores.
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APENDICE A

Matrices y Autovalores

En esta seccion daremos la definicion del concepto base del tra]oajo y desarrollaremos algunos ejem-

plos para ilustrar los mismos.

A.1. Matrices

El objeto fundamental de estudio puede ser realizado de dos maneras importantes, como un arreglo
rectangular de escalares y cOmo una transformacion lineal entre dos espacios vectoriales, dados dos

bases especiﬁcas para cada espacio.

Definicién A.1 (Arreglo rectangular.). Una matriz es un arreglo de mXxn de escalares de un campo
IF. Si m = n, la matriz es llamada cuadrada.

El conjunto de todas las matrices de mxmn sobre F es denotado por M, (F), y M, (FF) si m = n. En
nuestro estudio consideraremos F = C, lo nimeros complejos, luego My 1 (C) = My, 1, vy My (C) = M,,.

Las matrices seran denotadas por letras mayﬁsculas.

Ejemplo A.1. Consideremos el arreglo rectangular de 2 X 3 que denotamos por:

A:[z—o
-1 n 4

N1

luego A € My3.

Definicién A.2. Una submatriz de una matriz dada es un arreglo rectangular dejando de manera
especifica subconjuntos de filas y columnas de la matriz dada.

Ejemplo A.2. De la anterior matriz, B = [1t 4] es una submatriz (dejando la fila 2 y las columnas
2y3).

40



A.l. MATRICES

Recordemos que, dado U un espacio vectorial de dimension n, y V otro espacio vectorial de
dimension m sobre un mismo campo de escalares IF, existen bases By de U y By de V. Usando el
isomorfismo x [x]s, e v = [ylp, para representar vectores en U y en V como n—uplas y m—uplas
sobre F respectivamente.

Una transformacion lineal es una funcion T : U — V tal que T(ax; + bxy) = aT(xy) + bT(xy)
para todo a, b escalares, x1, x, vectores. Una matriz A € M, ,(FF) corresponde a una transformacion
lineal T : U — V en el siguiente sentido. Se tiene el vector y=T(x)si,y solo si [yls, = Alxlg,.
en este contexto la matriz A &epencle de la base escogida. En nuestro estudio la matriz A es la que
representa a una transformacion lineal respecto a una base particular ya escogida, por lo cual no es
necesario especiﬁcar exph’citamente las bases.

Existe sin pérchda de generaliclad una asociacion de un espacio vectorial sobre F de dimension
n con [F", y pensaremos a A € M, ,(IF) como una transformacion lineal desde F" a ™ (y también
como un arreglo). El dominio de la transformacion es F*, su rango es el conjunto {y € F" : y =
Ax para algin x € F}. El espacio nulo de A es {x € F* : Ax = 0}. El rango de A es un subespacio
de P y el espacio nulo de A es un subespacio de F,

Con esto se tiene la importante relacion llamada el Teorema de la dimensic')n,
n = dimension del espacio nulo de A+ dimension del rango de A.

OtI"OS Conceptos fundamentales €1 1&8 matrices se reﬁere a las OpGI‘&CiODGS que se pueden realizar

con eHas, las Cuales recordamos en 10 que sigue.

Operaciones con Matrices. La adicion de matrices se define entrada a entrada para arreglos de
la misma dimension y es denotado por A+ B = (al-j + bz-j) donde A = (aij) y B = (bij) son matrices
de m x n, es clecir, 1<i<m,1<j<m, de acuerdo a esta definicion que basicamente se define
en las entradas que son escalares, se puede ver inmediatamente que es conmutativa y asociativa. La
matriz cero (cuyas entradas todos son ceros) es la identidad bajo la adicion y M, »(IF) es un espacio
vectorial sobre F. La multiplicaei(’)n de matrices es definido de una manera usual, es denotado por
yuxtaposicion, AB y corresponcle ala composicion de transformaciones lineales. Esta multiplicaei(’)n

esta definida para matrices A € M,,,(IF), B € M, ,(IF) y p = n es asociativa, pero no es conmutativa,

| e

Existe una matriz identidad ]oajo la multiplicacién que es denotado por I € My, ,(F) de la forma

por ejemplo

01 -0
I={ . . .

esta matriz y todos los mflltiplos escales (Hamados matrices escalares) conmuta con todas las otras

matrices en M, (IF) y son las tnicas que lo hacen. La multiplicacién de matrices es distributiva
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A.l. MATRICES

respecto a la adicion.
Dada una matriz A = (aij) € M,, ,(FF), la transpuesta de A denotado por AT es una matriz en

M, ,(IF) cuyas entradas son aji, esto es, las filas son cambias por las columnas y vice-versa. Por

T
1 2 3
45 6|
De hecho, se cumple (AN = A. .
La Hermitiana adjunta A* de A € M, 1(C) es definido por A* = A", donde A es la conjugada de

cada entrada. Por ejemplo
1+i 2-i] [1-i -3
F DA~ Y

Las matrices anteriores cumplen las siguientes leyes de inversas, (AB)* = B*A* vy (AB)T = BTAT,

ejemplo

DN -
N Gl

asumiendo que las dimensiones estan definidas para el producto.
Algunos aspectos importantes con respecto a la definicion son que AB = AB. Si x,yeM,; =C",

entonces y'x es un escalar, su Hermitiana adjunta y conjugada Compleja son los mismos, 1uego

(r3) = =¥y = y'F

Determinantes. ['recuentemente en mateméaticas es ttil resumir un fenémeno multivariante con un
nico niimero, y el determinante es un ejemplo de esto. Este concepto esta definido solo para matrices
cuadradas A € M, (IF) y este puede ser presentado por dos importantes maneras aparentemente

distintas pero equivalentes. La notacion utilizada para el determinante de A € Mn(F) es det A.

Expansién de LaPlace. El determinante puede ser definido inductivamente por A = (al-]-) € M, (IF)
de la siguiente manera. Asumimos que el determinante esta definido sobre M,,—1(F) y denotemos
por A;j € M,,_1(IF) la submatriz de A € M, (F) resultando de la eliminacion de fila i y columna ]

Entonces
n n

Z(—l)i+jai]‘ detAl‘]‘ = Z(_l)i+inj detAl‘]‘
j:l l=1
para todo i < n, j <n,y este comin valor es el detA.
El lado izquierdo es la expansion de Laplace por menores a lo largo de la fila i, v el lado derecho
es la expansion de Laplace a lo largo de la columna ] Para cualquier eleccion de fila o columna,

la expansion otorga el determinante. Debemos notar que esta presentaciéon comienza por definir el
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determinante de una matriz de 1 x 1 para ser el valor de una entrada simple. Luego

det (011) =daq

d an dip|
et = a1y — A12d1

A1 A2
a1 dip 413

det|ax ax axs| = a114200a33 + 412423031 + 13021432

4z Az 0ds33]

y asi sucesivamente.

Es también claro que det AT = detA y que detA* = det A si A € M,,(C).

Sumas alternantes. Motivados por los ejemplos anteriores en baja dimensién, tenemos para la

matriz A = (al-]-) € M, (F) que
detA = Z SgIl(O‘) H Ajg (i)
o =1

donde la suma comienza sobre todas las n! permutaciones o de los n nimeros {1,2,...,n}y el signo
de la permutacion sgno es +1 o =1, que es el minimo de transposiciones o pares de intercambios,

necesarias para 1ograr que a partir de {1,2,...,1} sca par o impar. Luego cada producto

015(1)026(2) * * * Ona(n)

dentro el determinate con un signo + si la permutacion ¢ es par o un signo — si es impar.
La propieclad importante de la funcion determinante es referente a la multiplicacién de matrices,
si A, B € M,,(FF) se cumple
det AB = detAdetB

Matrices Particionadas. Anélogamente a la particion de conjuntos, una particion de una matriz
es una exhaustiva clescomposici(’)n de la matriz en submatrices exclusivos tal que cada entrada de la
matriz original en unay solo una submatriz de la particion. Particiones de matrices es frecuentemente

conveniente para un uso de estructura.

Definicién A.3. Sea A € M,,,(IF). Para un conjunto de indices o C {1,2,...,m}y g C {1,2,...,n},
denotemos la submatriz que deja en la fila de A indicado por a y la columna indicada por f

Ala, p).

Por €j emplo,

1
4

7 8 9
7

Q U1 N
O O W

= ([1,31,[1,2,3]) = [1 2 3]

Sim=n yp=a, la submatriz Ala, a) es llamada una submatriz principal de A y es abreviada
por A(a).
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La determinante de una submatriz cuadrada de la matriz A es llamada un menor de A. Si la
submatriz es una submatriz principal, entonces el menor es un menor principal. Un menor con
signo, tal como aparece en la expansion de Laplace [(—1)”7 detAij] es llamado un cofactor de A. Por

conveniencia el menor principal de vacio es 1, esto es det A(0) = 1.

La inversa de una matriz particionada. Es usado algunas veces para saber los correspondientes
bloques en la inversa de una particion de una matriz A no singular, esto es, para presentar la
inversa de una matriz particionacla en correspondiente forma particionacla. Esta puede ser dada
en diferentes formas, pero todas equivalentes. Asumiendo que ciertas submatrices de A € M, (F) y
A7 son también no singulares.

Por simplici&ad, sea A particionada como

i All A12
A21 A22

con A;j € M,(F),i=1,2y n +ny =n. Una expresion usada para la correspondiente presentacion

particionada de A1 es

(An — ApAy An)™! A A(AnALlAn — Ap)™
(AnA A — Ap) Ay Ajl (A — An A Ap)™

asumiendo que todas las inversas existen. O, en general en notacion de conjuntos de indices, podemos

escribir

A™@) = |Al@) - A, )A(@) A, a)]_l

Tipos de Matrices Especiales. Matrices de forma especial aparecen con frecuencia y con impor-

tantes propiedacles. Estudiamos algunos de estos para caracterizarlos y especiﬁcar su terminologia.

Matriz Diagonal. La matriz D = [dij] en M,, es llamada diagonal sidij =0 cuando j# 1 Denotamos
por D = diag(d1, ..., dum) o simplemente por D = diag(d), donde d es el vector de entradas en la
chagonal de D. Si todas la entradas en la diagonal de una matriz diagonal son nimeros reales positivos
(no negativos), la matriz es llamada matriz diagonal positiva (no negativa). La matriz identidad I
en M, es un ejemplo de una matriz diagonal positiva.

Una matriz chagonal D en M, es llamada una matriz escalar si las entradas en la diagonal de D
son todas iguales, esto es D = Al para algﬁn A € C. Observemos que la multiplicaei(’)n por izquierda
o derecha de una matriz por una matriz escalar tiene el mismo efecto que multiplicar la matriz por
el correspondiente escalar.

El determinante de una matriz diagonal es el proclucto de las entradas en su diagonal, esto es
det []., di Luego, una matriz chagonal es no singular siy solo si todas sus entradas en su chagonal
son distintos de cero.

Otra propie&ad es que bajo la multiplicacién, toda matriz diagonal conmuta con Cualquier otra

matriz.
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Matriz Diagonal en Bloques. Una matriz A € M, de la forma

An (@)

donde A;eM, i=1,...,ky Zle n; =mn,es llamada (:liagonal por laloques. Esta matriz es frecuente-
mente denotado por A =A110AR®- - - ®Ak, llamada la suma directa de las matrices A11, An, . .., A
Con respecto a las pro ieda(les, se tiene detA = []._, det A;, luego A es no singular si y solo si

p prop i=1 g g y

Aj; es no singular coni=1,...,k.

Matrices Triangulares. La matriz T = [i;lien MV es llamada triangular superior si ti=0 cuando
j<i. Si tij=0 cuando j < i, entonces T es llamada estrictamente triangular superior.
Analogamente, se define una matriz T triangular inferior ( o estrictamente triangular inferior) si
su transpuesta es triangular superior (0 estrictamente triangular superior).
Matrices triangulares tienen un comportamiento similar a las matrices (liagonales con respecto
al cleterrninante, es clecir, es el producto de los elementos en la (liagonal principal. Sin ernl)argo las

matrices triangulares no son conmutativos.

Matrices Triangulares en Bloques. Una matriz A € M, de la forma

donde AieM, i=1,...,k, Zle n=nyx denota cualquier entracla, es llamada triangular superior

en laloques y estrictamente triangular superior en bloques pue(le ser definido de forma similar. El

determinante de un matriz triangular en bloques es el producto de los determinantes de los bloques
g q p q

en la cliagonal.

Matriz Permutacién. Una matriz P € M, es llamado un matriz permutacion si exactamente tiene
una entrada en cada fila y columna igual al,y todas las otras entradas son (. La propiecla(l
importante es que la rnultiplicaci(’)n por tales matrices tiene un efecto de permutacion de las filas o

columnas del olajeto multiplicaclo. Por ejernplo,

e

Il
o ~ o
o o =
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5
(o)

es una permutacion, y

5=

N

I
o - o
N
_ o O

es la permutacion de las filas.

En general, la multiplicacién a la izquiercla a una matriz A € M,,,, por una matriz permutacion
P e M,, permuta las filas de A, mientras que la multiplicacién a la derecha de una matriz A € My 5
por una matriz permutacion P € M,, permuta las columnas de A.

El determinante de una matriz permutacion es +1, luego estas son no singulares. Ademas es claro
que esas no son conmutativas en general, la multiplicacién de dos matrices de permutaciéon es una
matriz permutacion, la matriz identidad I es una matriz permutacion y PT = P71 se Cumple para

cada matriz permutacion P, luego el conjunto de matrices permutacion forma un grupo.
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APENDICE B

Normas Vectoriales

Consideraremos normas en un espacio vectorial. Puesto que M,, es un espacio Vectorial, todo lo que

se realice se aplicaré también en matrices.

Definicién B.1. Sea V un espacio vectorial sobre el campo C. Una funcién || - || : V — R es una

norma vectorial si para todo x,y € V,
1. |Ix[| > 0. (No negativa)
la. ||Ix|| = 0 si, y s6lo si x = 0. (Positiva)
2. |lex]|| = || [|x|| para todo escalar ¢ € C. (Homogéneo)
3. |lx + yll < lIx[| + [lyll. (Desigualdad triangular)

Una funcion que satisface los axiomas 1., ” y o pero no necesariamente la. es llamada una
seminorma vectorial. Una seminorma generaliza la nocion de una norma en que algunos vectores

que no es el vector cero se le permite tener tamano cero.
Lema B.1. Si|| - || es una seminorma vectorial en V, entonces
|||x|| - ||y||| <|lx -yl paratodox,ye V.

Prueba. Puesto que y = x + (y — x), tenemos
Iyl < flxll + 11y = x| = [lx[] + [l = yli

de la desigualdad triangular y al ser homogéneo.

Se sigue que ||yl — [|Ix]| < [lx — yl|.

Analogamente x = y+ (x—y), y la desigualdad triangular se tiene ||x|| < ||y||+ |[x — y|| por tanto,
llx =1l = llyll < llx = yll.
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Luego, de ambos se tiene £(||x||—|yl|) < [lx—yl|, el cual es equivalente a la afirmacién del lema.
Dado el producto interior en C" definido por (x, y) = y'x, este puede ser utilizado para definir
una norma en C" por [|x|| = (x). Esta forma de definir una norma puede ser extendido a espacios
vectoriales V' con producto interior. ¢

Ejemplo B.1. Describimos algunos ejemplos de normas que son de uso frecuente,

La Norma Euclidiana. Consideremos un producto interior {x,y) = y'x definido para x,y en C",

entonces se deﬁne 1a una norma en C" por

lIxll = V{x, x) = \/xf T R

con x = (xq,X2,...,x,) en C", que satisface las condiciones de la definicion de norma llamada también

norma Iy.

La Norma Suma. Para x = (x1 " 8¥) en C", la norma definida por
xlly = s + lxa| + - - 438 |

que cumple las condiciones en la definicion llamada también norma [

La Norma Méaxima. Para x = (TR e e la norma definida por
elleo = max {lxa, ol .. ., |l

llamada también la norma I...

La norma /,. Para x = (x1,x2,...,x,) en C", se define la norma por

n 1/p
”x”p = [Z |X1‘|p) , p=>1L
=1
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APENDICE C

Propiedades de las Normas Vectoriales

En esta seccion presentaremos algunas propiedades de las normas, las cuales son usadas en diferentes

areas de la matematica.

C.1. Algebraicas

Una de las propiedacles interesantes e importantes en el estudio de las normas es la construccion
de nuevas normas, desde cualquier norma o normas. Por ejemplo, se puede mostrar que la suma de
dos normas vectoriales es una norma vectorial (respectivamente si son seminormas), y el mfﬂtiplo de
una norma es también una norma vectorial. Estos resultados se pueclen generalizar en el siguiente

teorema.

Teorema C.1. Sea || * [lay, Il * llags-- -/ Il * lla,, M NOrmas vectoriales dados sobre un espacio vectorial
V sobre el campo C y sea || - [|g una norma vectorial sobre R™ tal que [|yllg < ||y + zl|g para todo
vector y,z € R™ con entradas no negativas. Entonces la funcién || - || : V — R definido por

T
[|x|| = ||[||x||a1, e, ||x||am] ”ﬁ es una norma vectorial en V.

Prueba. Las condiciones 1., 1a. y 2. se siguen del hecho de que las componentes son normas en
V'y finalmente || - || es una norma.
Para la desigualdad triangular, sean x, y, € V, tenemos:

e+ yll = [[1he + Wl -l + e, I,
| T A 1
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C.2. Analiticas

Es interesante estudiar la relacion existente entre dos normas diferentes por ejemplo si estas son
equivalentes en algl’m senticlo, sin embargo en general no hay ninguna relacién entre normas pero en
espacios de dimension finita todas las normas son equivalentes en un sentido fuerte.

Una nocion en analisis es la de convergencia de sucesiones y normas vectoriales pueden ser usados

para medir convergencias de sucesiones de vectores.

Definicién C.1. Sea V un espacio vectorial sobre C y sea || - || una norma sobre V. Decimos que la
sucesion {x*} de vectores en V converge a un vector x € V con respecto a la norma || - || si, y sélo si
|lx* = x|| = 0 cuando k — oo.

Describiremos la relacion existente entre dos normas en dimension ﬁnita.

Lema C.1. Sea || - || una norma n un espacio V sobre el campo C, y sean x,x®,. .. x" e V
vectores dados. La funcién g : C" — IR definido por

Sz B B s Zm) = ||zlx(1) + xR - + zmx(’”)”
es una funcion uniformemente continua.

Prueba. Seau =Y. ux" yov=Y" vx9 calculando

|81, 82, -+ ) = 801,02y« ., 0| = [ltll = 110l] < Nl = ]

m

3 o

i=1

m
Y lui = o I
i=1

IA

IA

donde C = m max; <j<y, ||x?|].

La primera desigualdad es una propiedad de las normas. Notemos que la constante finita
C depende solo de la norma || - || y los m vectores xV,x®, ... x™ € V. Si los vectores x) son
todos el vector cero, no hay nada que mostrar, entonces C > 0. Para tener | g, up, ... Uy) —
(01,0, ..., vm)| < €, necesitamos escoger |u; — v;| < % ¢

Observemos que en el Lema no necesitamos que V sea de dimension ﬁnita, simplemente que los
vectores x® son finitos.

Para espacios vectoriales V de dimension ﬁnita, se cumple la siguiente propieclad:

Teorema C.2. Sea f; y f, dos funciones reales sobre un espacio vectorial V de dimension finita
sobre el campo C, y sea B = {x(l), e, x(”)} una base para V. Asumimos que f1 y f, son:

(a) Positiva: f; > 0 para todo x € V, fi(x) = 0si, y s6losi x = 0.
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=
—_

(b) Homogéneo: fi(ax) = |a|fi(x) paratodoa € Cy todox € V.

(c) Continua f;(x(z)) es continua sobre C, donde
T .
z = [zl,...,zn] €C y x(z) =z1x0 + - + z,x"

Entonces existen constantes positivas C,, y C,, tales que

Cunfi(x) < £2(2) < Cyfix)

paratodox € V.

Prueba. Consideremos la funcién definida por: h(x) = % sobre la esfera Euclidiana unitaria
S={zeC":|z|]l, = 1}, el cual es un conjunto compacto en C".

Notemos que el denominador de la funcién k(z) no se anula sobre S por la condicién (a), y
por tanto f(z) no es continua en S por la condicién (c). Por el Teorema de Weierstrass, la funcién
continua h alcanza un méximo positivo finito Cy; y un minimo positivo C,, sobre el compacto Sy

por tanto
Cnfi(x(2)) < fo(x(2)) < Cutfr(x(2))

para todo z € S.
Z
llzll2
es vdlida para todo z no cero en C"; es claro que es vélido trivialmente para z = 0 puesto que

Dado que = € S para cada z no cero en C", por la condicion (b) se tiene que esta desigualdad
£1(0) = 0. Pero cada x € V es de la forma x = x(z) para algtin z € C" puesto que B es una base,
luego la desigualdad es vélida para todo x € V. ¢

Definicién C.2. Sea V un espacio vectorial sobre los complejos. Una funcién f : V — R que
satisface las hipétesis de positividad, homogeniedad y la continuidad del anterior teorema es
llamado un Pre-norma.

El ejemplo mas importante de una clase de pre-norma es de hecho la norma vectorial. Es claro
que si una pre-norma satisface la desigualdad triangular es una norma vectorial.
Dada la importancia de esta clase, se establece el siguiente resultado importante como una

consecuencia natural del Teorema anterior.

Corolario C.1. Sean || - ||, y || - ||s cualesquiera dos normas vectoriales sobre un espacio vectorial
V complejo de dimensién finita. Entonces existen ntimeros positivos finitos C,, y Cy tales que

Cull - lla <1l llg < Cpall - lla

paratodox e V.
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C.3. Geomeétricas

Describiremos una caracterfstica geométrica importante de una norma vectorial que es dada como

una bola unitaria, a través de la cual se puede tener una idea muy cercana de este concepto.

Definicién C.3. Sea || - || una norma vectorial sobre un espacio vectorial V' complejo, sea x un
punto en V'y r > 0 dado. La bola de radio r al rededor de x es el conjunto

B||.||(1’,' X) = {y eV: ||y — XH < 7’}
La bola unitaria de || - || es el conjunto
Biy = Bi(1;0) = {y € V: llyll < 1}

Podemos observar inmediatamente de la definicion que si x € V y > 0, se tiene B(r; x) = x + B(r; 0).
La bola unidad es un resumen geométrico de una norma vectorial, que, debido a la propiedad de
homogeneidad, caracteriza a la norma <en realidad solo la frontera de B es necesaria).
Otra utilizacion de la norma vectorial en geometria, es sin duda las propiedades topol(’)gicas que

son de un profunclo estucho, lo cual no esta incluido en el presente trabajo.
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Conclusiones

Los aspectos fundamentales en este tra]oajo se puede resumir en tres, que son el Teorema de Schur,
el Teorema de Gershgorin y el Teorema de Perturbacion.

Previamente mencionemos que para matrices especiales, como la identidad que tiene sus auto-
valores iguales a la unidad, nilpotentes (A7 = 0) cuyos autovalores son Ceros, hermitianas y anti-
hermitianas en donde sus autovalores se encuentran en los ejes real e imaginario del plano complejo,
matrices triangulares superiores e inferiores donde sus autovalores se encuentran en la diagonal,
unitarias con autovalores en el circulo unitario, idempotentes (A2 = A) con ceros o unos, los cuales
sus autovalores se pueden hallar de forma inmediata.

El Teorema de Schur es un hecho fundamental en la teoria matricial, el cual enuncia que para
una matriz A de tamafio n X 1 ésta es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior
T, donde los autovalores de A se encuentran en la diagonal de T.

Sin embargo en muchos casos es muy atil saber una aproximacion, donde se encuentran dichos
autovalores; en el estudio del Algebra Linea,l, uno de los problemas de mayor importancia y apli—
cacion es el mencionado anteriormente, es decir, la localizacion de autovalores.

El Teorema de Gershgorin no encuentra los autovalores de forma explicita, pero nos proporciona
una buena estimativa para saber donde estan localizados.

En esencia el Teorema de Gershgorin localiza los autovalores de una matriz A = (aij) de tamaiio
nxmn, los cuales se encuentran en la union de los discos |z — a;| < Ri(A),i=1,2,...,n donde RI(A)
es la suma de los elementos de la i—ésima fila menos el elemento de la diagonal principal.

En este contexto, por ejemplo po&emos decir que si

2 1 0
A=|1 -4 1],
0 2

sin efectuar ningtin coémputo, se ve que A = 0 no esta contenido en ningin clisco, por tanto no puede

ser autovalor de A, de lo cual afirmamos que A es invertible; en general si ;| > RI(A) (ningfm disco
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contiene al Cero), entonces concluimos que A es invertible.

Es recomendable (posiblemente) que estos temas puedan ser introducidos en cursos de pre-grado,
los cuales pue&en ser de mucha utilidad.

Nuevos resultados sobre la localizacion de autovalores fueron obtenidos por 0. Rojo y R. Soto,
como por ejemplo que los autovalores A, oo, Ay de una matriz compleja A estéan contenidos en el
disco del plano complejo definido por:

1, 1) [” ! [Z A - |tr(A)|2H”2
ST B ! [ l n
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