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INTRODUCCIÓN

El estudio de las superficies mínimas en el espacio euclidiano R3 se remonta a los orígenes

del Cálculo Variacional y de la Geometría Diferencial clásica; se originó con Lagrange en 1762,

cuando este buscaba la solución al problema de encontrar superficies con área mínima para

un contorno prefijado. Dichas soluciones a este problema se denominan superficies mínimas.

Usando técnicas del cálculo de variaciones, Lagrange estudió las superficies mínimas descritas

localmente como la gráfica de una función, y no tuvo éxito en encontrar alguna solución nueva

aparte del plano y la catenoide.

En 1776 Meusnier mostró que el helicoide también es una solución de la ecuación de

superficies mínimas. Después Meusnier interpretó geométricamente "la semi suma de las

curvaturas principales de la superficie se anula en todos los puntos de la superficie", esta

cantidad se conoce actualmente, sugerida por Sophie Germain, como la curvatura media de la

superficie. Posteriormente Weierstrass y Enneper desarrollaron fórmulas de representación,

enlazando las superficies mínimas al análisis complejo y a las funciones armónicas.

En 1860 Weierstrass y en 1864 Enneper, de manera independiente, construyen una fórmu-

la de representación local de las superficies mínimas, en términos de dos funciones holomorfas

definidas en un dominio del plano complejo. A continuación describiremos dicho Teorema de

representación que desarrollaremos en el presente trabajo.

Un subconjunto M ⊂ R
3 es una superficie regular si, para cada punto p ∈ M , existe

una vecindad V de p en R3 y una aplicación ϕ : U −→ V ∩M de un abierto U de R2 sobre

V ∩M ⊂ R
3 con las siguientes propiedades

(1). ϕ : U ⊂ R2 −→ R3 es diferenciable;

(2). ϕ es un homeomorfismo sobre su imagen;

(3). ϕ es una inmersión, es decir, dϕq : R2 −→ R3 es inyectiva, para todo q ∈ U .
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CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN iv

Consideremos una superficie mínima M que localmente se puede expresar como la gráfica

de una función h : U ⊂ R2 −→ M diferenciable. Denotaremos las derivadas parciales por

hx, hy, hxx, hxy, hyy y curvatura media está definida por la expresión

H =
(1 + h2x)hyy − 2hxhyhxy + (1 + h2y)hxx

2(1 + h2x + h2y)
3/2

,

Se dice que la superficie es mínima si su curvatura media H es cero, es decir,

(1 + h2x)hyy − 2hxhyhxy + (1 + h2y)hxx = 0.

La cual, se conoce como la ecuación de las superficies mínimas.

El objetivo del proyecto de grado es comprender, redactar y explicar el Teorema de Re-

presentación de Weierstrass de una superficie mínima en el espacio euclidiano R3 y aplicar

dicha fórmula para obtener las superficies mínimas clásicas. (Las referencias principales para

este proyecto de grado son [1] y [7].)

Teorema de Representación de Weierstrass. Sean f, g : U ⊂ C → C funciones ho-

lomorfas definidas en un dominio U simplemente conexo y f nunca se anula. Entonces la

función X : U ⊂ C → R3, definida por

X(z) =

(

ℜe
∫ z

z0

1

2
(1− g2)fdz,ℜe

∫ z

z0

i

2
(1 + g2)fdz,ℜe

∫ z

z0

fgdz

)

,

define una superficie mínima en R3. Recíprocamente, dada una superficie mínima en R3,

entonces existen dos funciones holomorfas f y g de modo que la superficie se parametriza

por la función X.

Podemos encontrar el Teorema de representación de Weierstrass en J. Barbosa, A. Cora-

les [1], M. P. do Carmo [2], M. Spivak [7], Osserman, R. [8].

Usaremos Teoremas siguientes, que no los demostraremos por ser muy extensos, las prue-

bas de estas teoremas se encuentran en [7].

Teorema [Existencia de parámetros conformes] Sea U un conjunto abierto simplemen-

te conexo y sea ψ : U −→ R3 una inmersión de clase Ck. Entonces existe un difeomorfismo

ϕ : U −→ U de clase Ck tal que ψ̃ = ψ ◦ ϕ es una aplicación conforme.

Teorema [Jörgens] Si φ : R2 −→ R es una función en todo el plano que satisface

φxxφyy − (φxy)
2 = 1

entonces φ es un polinomio cuadrático en x e y.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 0. INTRODUCCIÓN v

Este proyecto de grado está estructurado en capítulos de la siguiente manera:

En el capítulo 1, daremos los preliminares necesarios para la comprensión del proyecto.

Empezamos con dos ejemplos fundamentales la catenoide y la helicoide que son superficies

que tienen la curvatura media nula en todos sus puntos, y definiendo la superficie mínima.

Luego veremos que las superficies mínimas se pueden estudiar mediante variaciones de pará-

metros, es decir, una superficie es mínima si su primera variación(funcional de área) es nula,

y concluimos con dos resultados de superficies mínimas.

En el capítulo 2, vamos a demostrar el Teorema de Representación de Weierstrass, es-

tudiando las superficies mínimas en R3 mediante las aplicaciones conformes y luego nos

enfocaremos en el estudio de la relación que existe entre las superficies mínimas y funciones

holomorfas, esta relación da como resultado la Representación de Weierstrass.

En el capítulo 3, aplicaremos el Teorema de Representación de Weierstrass para obtener

ejemplos concretos de superficies mínimas y daremos una explicación de como se generan las

imágenes de las superficies mostradas en este trabajo.

Para finalizar incluimos dos apéndices, en el primero se introduce algunos conceptos de

la teoría general de superficies en R3, que son útiles en este proyecto. En el segundo apéndice

describimos las formas diferenciales complejas.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1

SUPERFICIES MÍNIMAS EN R
3

1.1. La Catenoide y la Helicoide.

En esta sección estudiaremos dos ejemplos fundamentales de superficies que existen, a

saber, la catenoide y la helicoide que son superficies que tienen curvatura media nula en

todos sus puntos. Estos son los primeros ejemplos de superficies mínimas, es decir, aquellas

para las que la curvatura media es nula.

LA CATENOIDE

Previo a definir la catenoide vamos a recordar la noción de superficie de revolución, puesto

que algunas veces una superficie viene definida mediante el desplazamiento de cierta curva

regular de una forma especifica.

Una superficie de revolución es (intuitivamente) una superficie M ⊂ R3 que se obtiene

al rotar una curva regular plana γ alrededor de un eje en el plano de la curva.

v

X

Z

Y

M

g(u)

f(u)
b

b

P

γ
Q(g(u), f(u), 0)

Figura 1.1: Superficie de revolución.

Por simplicidad, supondremos en el espacio R3, el

plano-XY de la curva y el eje-X de rotación. Sea γ

una curva contenida en la mitad superior del plano-

XY que no corte al eje-X (Figura 1.1) y definimos las

funciones f, g : I ⊂ R −→ R, donde u 7→ g(u) = x

y u 7→ f(u) = y, con f(u) > 0, derivables en un

intervalo J ⊂ R, entonces definamos la curva

γ : I ⊂ R −→ R3

u 7→ γ(u) = (g(u), f(u), 0).

1



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 2

Al hacer rotar esta curva en torno al eje-X genera una superficie de revolución de modo

que cualquier punto P de la superficie se obtiene girando algún punto Q de la curva γ a

través de un ángulo θ = v. Obtenemos así una aplicación X : I× (0, 2π) −→ R3 definida por

X(u, v) = (g(u), f(u) cosv, f(u) sin v) (1.1)

que parametriza la superficie de revolución que denotamos por M ≡ X(I × (0, 2π)).

Para mostrar que X dada en (1.1) es una parametrización, verifiquemos las condiciones

de la Definición A.1 (apéndice A) de una superficie regular. En efecto,

(1) X es diferenciable, pues cada coordenada de X tienen derivadas parciales continuas de

todos los ordenes en su dominio.

(2) Por (1) X es continua y su inversa

X−1 : X(I × (0, 2π)) −→ R2

(x, y, z) 7→ X−1(x, y, z) = (x,
√

y2 + z2)

es continua. Por lo tanto X es un homeomorfismo.

(3) dXq : R
2 −→ R3, para todo q ∈ (I × (0, 2π)) esta dado por

dXq =







ġ 0

ḟ cos v −f sin v
ḟ sin v f cos v







al calcular jacobianos menores obtenemos

∂(x, y)

∂(u, v)
= −ġf sin v, ∂(x, z)

∂(u, v)
= ġf cos v,

∂(y, z)

∂(u, v)
= ḟ f.

De donde
(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

= (ḟ)2f 2 + (ġ)2f 2 cos2 v + (ġ)2f 2 sin2 v

= f 2[(ḟ)2 + (ġ)2] 6= 0.

Por el Lema A.1 (apéndice A). Como f(u) > 0, por lo tanto, dXq es inyectiva. ❏

Para determinar la curvatura gaussiana y curvatura media de la superficie de revolución, ne-

cesitamos obtener los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la superficie.

De la ecuación (1.1), como g y f son funciones de u, ponemos

Xu = (ġ, ḟ cos v, ḟ sin v),

Xv = (0,−f sin v, f cos v),

Xu ×Xv = (f ḟ ,−f ġ cos v,−f ġ sin v) con ‖Xu ×Xv‖ = f

√

(ḟ)2 + (ġ)2.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 3

Luego la normal unitaria de la superficie M está dada por

N =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
=

1
√

(ḟ)2 + (ġ)2

(

ḟ ,−ġ cos v,−ġ sin v
)

.

Además,

Xuu = (g̈, f̈ cos v, f̈ sin v), Xuv = (0,−ḟ sin v, ḟ cos v), Xvv = (0,−f cos v,−f sin v).

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de M , como

E = 〈Xu, Xu〉 = (ḟ)2 + (ġ)2 e = 〈Xuu, N〉 = ḟ g̈ − f̈ ġ
√

(ḟ)2 + (ġ)2

F = 〈Xu, Xv〉 = 0 f = 〈Xuv, N〉 = 0

G = 〈Xv, Xv〉 = f 2 g = 〈Xvv, N〉 = f ġ
√

(ḟ)2 + (ġ)2

es decir,

Ip =

[

(ḟ)2 + (ġ)2 0

0 f 2

]

IIp =





ḟ g̈−f̈ ġ√
(ḟ)2+(ġ)2

0

0 fġ√
(ḟ)2+(ġ)2



 .

Luego, usando la fórmula (A.3) y (A.4) (apéndice A), la curvatura gaussiana y la curvatura

media de la superficie de revolución M es

k =
ġ(ḟ g̈ − ġf̈)

f
[
(ḟ)2 + (ġ)2

]2 (1.2)

y

H =
1

2

{
f 2
(
ḟ g̈ − ġf̈

)
+ f ġ

[
(ḟ)2 + (ġ)2

]

f 2
[
(ḟ)2 + (ġ)2

]3/2

}

. (1.3)

Definición 1.1 Una superficie de revolución M , parametrizada por (1.1) es mínima si

f 2
(
ḟ g̈ − ġf̈

)
+ f ġ

[
(ḟ)2 + (ġ)2

]
= 0 para todo (u, v) en el dominio de su parametrización.

Un caso particular de una superficie de revolución muy importante en este trabajo, es la

catenoide, que veremos en el siguiente ejemplo también es una superficie mínima.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 4

Ejemplo 1.1 (La Catenoide)

Consideremos la curva y = cosh x, es una catenaria , que está en la mitad superior del

plano-XY (x > 0) con respectiva parametrización

γ : I ⊂ R −→ R3

u 7→ γ(u) = (u, cosh u, 0).

Al hacer rotar la curva catenaria entorno del eje-X coordenado en R
3, genera una superficie

de revolución M , llamada la catenoide. Se obtiene la función vectorial que parametriza la

catenoide de la siguiente manera:

v

X

Y

M

cosh u
b

b

P

γ
Q = (u, cosh u, 0)

Figura 1.2: La catenoide.

Z u

.

Z

b P

Q
b

Y0

v

A

co
sh
u

y

z

Cualquier punto P de la superficie se obtiene girando algún punto Q de la curva catenaria

γ (ver Figura 1.2) el cual recorre en su rotación un ángulo θ = v, que llega al punto

P = (x, y, z) con la misma coordenada x = u y las coordenadas nuevas y, z que se deduce

de la Figura 1.2 (derecha), del triangulo rectángulo OAP , recto en A, tenemos:

cos v =
y

cosh u
y sen v =

z

cosh u
.

De donde, obtenemos las coordenadas y = cosh u cos v y z = cosh u sen v. Así, definimos la

función X : I × (0, 2π) −→ R3 dada por

X(u, v) = (u, coshu cos v, cosh u sin v) (1.4)

es una parametrización de la catenoide. �

La catenoide es una superficie regular. En efecto,

(1) X es diferenciable, pues cada coordenada de X tiene derivadas parciales continuas de

todos los órdenes.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 5

(2) Por (1), X es continua y la inversa

X−1 : X(I × (0, 2π)) −→ R2

(x, y, z) 7→ X−1(x, y, z) =
(

x,
√

y2 + z2
)

es continua. Por tanto X es un homeomorfismo.

(3) X es una inmersión, es decir, dXq : R
2 −→ R3, para todo q ∈ I × (0, 2π) tenemos

dXq =







1 0

sinh u cos v − cosh u sin v

sinh u sin v cosh u cos v






,

calculando los jacobianos menores, obtenemos

∂(x, y)

∂(u, v)
= − cosh u sin v,

∂(x, z)

∂(u, v)
= cosh u cos v,

∂(y, z)

∂(u, v)
= cosh u sinh v

de donde (
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

= cosh4 u 6= 0.

Puesto que, cosh u > 0, por lo tanto, dXq es inyectiva. ❏

Ahora, usando (1.4) y calculando primeras y segundas derivadas parciales tenemos

Xu = (1, sinh u cos v, sinh u sin v),

Xv = (0,− coshu sin v, cosh u cos v),

Xu ×Xv = (cosh u sinh u,− coshu cos v,− cosh u sin v),

con ‖Xu×Xv‖ = cosh u
√

sinh2 u+ 1
︸ ︷︷ ︸

cosh u

= cosh2 u. Luego la normal unitaria de la superficie es

N =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
=

1

cosh u
(sinh u,− cos v,− sin v),

además,

Xuu = (0, coshu cos v, cosh u sin v),

Xuv = (0,− sinh u sin v, sinh u cos v),

Xvv = (0,− cosh u cos v,− cosh u sin v).

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 6

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de la catenoide:

E = 〈Xu, Xu〉 = cosh2 u e = 〈Xuu, N〉 = −1

F = 〈Xu, Xv〉 = 0 f = 〈Xuv, N〉 = 0

G = 〈Xv, Xv〉 = cosh2 u g = 〈Xvv, N〉 = 1.

Luego, por la fórmula (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la catenoide es

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

(−1) cosh2 u+ 1 · cosh2 u

cosh4 u
= 0.

�

LA HELICOIDE

Para definir la helicoide debemos recordar; que la superficie reglada es generada por una

recta que se mueve a lo largo de una curva.

Una superficie reglada, es una superficie generada por una recta que se mueve sobre

una curva β. Sea β una curva directriz (llamada curva base) en R3 y δ una curva curva

generatriz; considerando a δ como un campo vectorial sobre β, definimos la aplicación por

X : I × R −→ R
3

(u, v) 7→ X(u, v) = β(u) + vδ(u);
(1.5)

es parametrización de una superficie reglada generada por la familia uniparamétrica

de rectas {β(u), δ(u)}, donde β(u) es un punto en la base y δ(u) la dirección de la recta.

Figura 1.3: Superficie reglada.

Cualquier punto p de la superficie se encuentra en la recta (ver Figura 1.3), por ejemplo, si

β : R −→ R3 es una curva paramétrica con β(u) = q y si δ(u) es un vector director de la

recta L que pasa por β(u), entonces para algún v ∈ R obtenemos p = β(u) + vδ(u).

De (1.5), es claro que la función X(u, v) = β(u) + vδ(u) es diferenciable, entonces

Xu = β̇ + vδ̇, Xv = δ.

Nestor Monasterios



CAPÍTULO 1. SUPERFICIES MÍNIMAS EN R3 7

Asumimos que δ es un vector unitario, es decir, ‖δ‖ = 1, entonces ‖δ‖2 = 〈δ, δ〉 = 1.

Luego el producto vectorial de Xu y Xv es Xu × Xv = (β̇ + vδ̇) × δ 6= 0, por lo tanto, dX

es inyectiva. Si denotamos el módulo del producto vectorial por A := ‖Xu ×Xv‖ y luego la

normal de la superficie parametrizada por X es N = A−1(β̇ + vδ̇)× δ, además

Xuu = β̈ + vδ̈, Xuv = δ̇, Xvv = 0.

De donde determinamos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la

superficie reglada, como

E = 〈Xu, Xu〉 = ‖β̇ + vδ̇‖2 e = 〈Xuu, N〉 = A−1〈β̈ + vδ̈, (β̇ + vδ̇)× δ〉
F = 〈Xu, Xv〉 = 〈β̇ + vδ̇, δ〉 = 〈β̇, δ〉 f = 〈Xuv, N〉 = A−1〈δ̇, (β̇ + vδ̇)× δ〉
G = 〈Xv, Xv〉 = 〈δ, δ〉 = 1 g = 〈Xvv, N〉 = 〈0, N〉 = 0.

Por lo tanto, usando (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la superficie reglada es

H =
1

2

{〈β̈ + vδ̈, (β̇ + vδ̇)× δ〉 − 2〈δ̇, (β̇ + vδ̇)× δ〉〈β̇, δ〉
‖(β̇ + vδ̇)× δ‖

(
‖β̇ + vδ̇‖2 − 〈β̇, δ〉2

)

}

. (1.6)

Ejemplo 1.2 (La Helicoide)

Consideremos una curva llamada la hélice que viene dada por la función vectorial, como

Figura 1.4: Helicoide.

α : R −→ R3

u 7→ α(u) = (cosu, sin u, au), a 6= 0

En cada punto de la hélice, trazamos una recta L paralela

al plano-XY que corte al eje-Z. La superficie generada por

estas rectas es llamada helicoide es una superficie reglada

con parametrización X : (0, 2π)× R −→ R
3 dada por

X(u, v) = (v cosu, v sin u, au). (1.7)

Notemos que

X(u, v) = (0, 0, au) + v(cosu, sinu, 0)

= β(u) + vδ(u), v ∈ R

donde β(u) = (0, 0, au) es la curva directriz (eje-Z) y δ(u) = (cosu, sinu, 0) es el vector

dirección unitaria de cada recta L que pasa por β(u). Las rectas generatrices, dadas por

X(u0, v) = β(u0) + vδ(u0), v ∈ R. �
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La helicoide es una superficie regular. En efecto,

(1) X es diferenciable, pues β(u), δ(u) son diferenciables en u.

(2) Es claro que X es continua por (1) y la inversa X−1 : X(R× R) −→ R2 definida por

X−1(x, y, z) = (
√

x2 + y2, z/a) es continua. Por lo tanto, X es un homeomorfismo.

(3) dXq : R
2 −→ R3 es inyectiva, pues Xu ×Xv 6= 0. En efecto, de (1.7) como

Xu = (−v sin u, v cosu, a)
Xv = (cosu, sin u, 0)

Xu ×Xv = (−a sin u, a cosu,−v) 6= 0. Más aún, ‖Xu ×Xv‖2 = a2 + v2. Por lo tanto,

dXq es inyectiva. ❏

La normal unitaria determinada por el producto vectorial de Xu y Xv es

N =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
=

1√
a2 + v2

(−a sin u, a cosu,−v).

Además,

Xuu = (−v cosu,−v sin u, 0), Xuv = (− sin u, cosu, 0), Xvv = (0, 0, 0).

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de M como

E = 〈Xu, Xu〉 = a2 + v2 e = 〈Xuu, N〉 = 0

F = 〈Xu, Xv〉 = 0 f = 〈Xuv, N〉 = a√
a2 + v2

G = 〈Xv, Xv〉 = 1 g = 〈Xvv, N〉 = 0

es decir,

Ip =

[

a2 + v2 0

0 1

]

IIp =

[

0 a√
a2+v2

a√
a2+v2

0

]

.

Luego, usando la fórmula (A.4) (apéndice A), la curvatura media del helicoide en el punto

p es

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
=

1

2

0

b2 + u2
= 0.

�
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1.2. Superficies Mínimas como puntos críticos de área

En esta sección vamos a relacionar que, una superficie regular es mínima si su curvatura

media se anula en todos los puntos como punto crítico de la funcional de área de la superficie,

para lo cual necesitamos definir el método de variación de parámetros.

Sea X : U ⊂ R2 −→ R3 parametrización de una superficie regular M ⊂ R3. Escogemos

un dominio acotado D ⊂ U (abierto y conexo) y una función diferenciable h : D̄ −→ R,

donde D̄ es la clausura de D y un número real ǫ > 0. Una variación normal de M ≡ X(D̄),

determinada por h, es la aplicación diferenciable χ : D̄ × (−ε, ε) −→ R3 dado por

χ(u, v, t) = X(u, v) + th(u, v)N(u, v), (u, v) ∈ D̄, t ∈ (−ε, ε), (1.8)

donde h es una función diferenciable a lo largo de X y N es la aplicación de Gauss en M .

La ecuación (1.8), intuitivamente, corresponde

a sumar un múltiplo del vector normal N(u, v)

al punto X(u, v).

Observación: Una variación normal es la pa-

rametrización de una superficie, a la cual de-

notaremos por M t.

Ahora emplearemos la noción de variación nor-

mal para mostrar que una superficie mínima es

un punto crítico de la funcional de área.

N

hN

thN
0

−thN
(X + thN)(D̄)

X(D̄) (X − thN)(D̄)

Figura 1.5: Variación normal de X(D).

Fijemos para cada t ∈ (−ε, ε), la aplicación X t : D −→ R3 definida por la ecuación

X t(u, v) = χ(u, v, t),

es una parametrización de superficie regular M t. El cálculo de las derivadas parciales nos da

X t
u = Xu + thNu + thuN,

X t
v = Xv + thNv + thvN.

Entonces, si denotamos por Et, F t, Gt los coeficientes de la primera forma fundamental

de la superficie M t parametrizada por X t(D), obtenemos

Et = 〈X t
u, X

t
u〉 = 〈Xu + thNu + thuN,Xu + thNu + thuN〉

= 〈Xu, Xu〉+ th〈Xu, Nu〉+ thu〈Xu, N〉+ th〈Nu, Xu〉+ t2h2〈Nu, Nu〉+ t2hhu〈Nu, N〉
+ thu〈N,Xu〉+ t2huh〈N,Nu〉+ t2huhu〈N,N〉

= E + th(〈Xu, Nu〉+ 〈Xu, Nu〉) + t2h2〈Nu, Nu〉+ t2huhu,
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de la misma forma tenemos

F t = F + th(〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉) + t2h2〈Nu, Nv〉+ t2huhv,

Gt = G+ th(〈Xv, Nv〉+ 〈Xv, Nv〉) + t2h2〈Nv, Nv〉+ t2hvhv.

Donde t2h2〈Nu, Nu〉 + t2huhu, t
2h2〈Nu, Nv〉 + t2huhv y t2h2〈Nv, Nv〉 + t2hvhv denotamos

por R(t2) término cuadrático en la variable t y usando el hecho de que

〈Xu, Nu〉 = −e, 〈Xu, Nv〉+ 〈Xv, Nu〉 = −2f, 〈Xv, Nv〉 = −g.

Se tiene,

Et = E − 2the +R(t2),

F t = F − 2thf +R(t2),

Gt = G− 2thg +R(t2).

La curvatura media H de la superficie parametrizada por X, viene dada por la fórmula (A.4)

(apéndice A) es

H =
1

2
· eG− 2fF + gE

EG− F 2
.

Obtenemos que

EtGt − (F t)2 = EG− F 2 − 2th(eG− 2fF + gE) +R(t2)

= (EG− F 2)

(

1− 4th(eG− 2fF + gE)

2(EG− F 2)

)

+R(t2)

= (EG− F 2)(1− 4thH) +R(t2)

= (EG− F 2)(1− 4thH + R̄(t2)), R̄(t2) =
R(t2)

EG− F 2
.

Por lo tanto, tenemos

‖X t
u ×X t

v‖ =
√

EtGt − (F t)2 =
√
EG− F 2

√

1− 4thH + R̄(t2).

Entonces, para ε suficientemente pequeño, en el dominio de la variación normal. Así, el área

de una variación normal esta dada por

A(M t) =

∫∫

D̄

√

1− 4thH + R̄(t2)
√
EG− F 2dudv,
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es la funcional de área para una superficie M t parametrizada por X t. Observamos que su

primera variación está dada por

δA[h] =
d

dt

∫∫

D̄

√

1− 4thH + R̄(t2)
√
EG− F 2dudv

∣
∣
∣
t=0

=

∫∫

D̄

−4hH + ˙̄R(t2)

2
√

1− 4thH + R̄(t2)

√
EG− F 2dudv

∣
∣
∣
t=0
.

Si t = 0, se tiene la parametrización original X0 = X tiene el área más pequeña entre

todas las superficies. Por lo tanto, la primera variación de la funcional de área para una

superficie parametrizada, esta dada por

δA[h] = −
∫∫

D̄

2hH
√
EG− F 2dudv. (1.9)

Esto quiere decir, que la integral en (1.9) debe desaparecer para todas las funciones

dirivables h : D̄ −→ R esto ocurre cuando H = 0. Esto sugiere la siguiente definición.

Definición 1.2 Una superficie regular M ⊂ R3 es mínima si su primera variación es

δA[·] = 0 para toda variación normal.

En la definición, se observa que no es muy útil para determinar si una superficie es o

no mínima. La siguiente proposición justifica el uso de la palabra mínima con relación a

superficies con curvatura media nula.

Proposición 1.1 Sea X : U −→ R3 una parametrización de la superficie regular M y

D ⊂ U un dominio acotado en U . Entonces M es mínima, si y solo si, δA[h] = 0 dada por

(1.9).

Demostración: Como M es mínima, tenemos que H ≡ 0, luego en la fórmula de la primera

variación (1.9), resulta que δA[h] = 0.

Recíprocamente, supongamos que δA[h] = 0 y H 6= 0, entonces existe q ∈ D tal que

H(q) 6= 0, luego en particular para alguna función h0 : D̄ −→ R tal que h0(q) = H(q),

h0H > 0, donde h0 es idénticamente nula fuera de un pequeño entorno de q. Luego de la

ecuación (1.9) como

δA[h] = −
∫∫

D̄

2hH
√
EG− F 2dudv

se tiene que

δA[h] = −
∫∫

V̄

2(h0(q))
2
√
EG− F 2dudv < 0 =⇒ δA[h] < 0,
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para toda variación determinada por h en un entorno de q, luego M no es mínima, lo que

contradice a la hipótesis, por lo tanto H(q) = 0 para todo q en D. ❏

De esta forma, cualquier región acotada X(D̄) de una superficie mínima es un punto

crítico de la funcional de área para cualquier variación normal de X(D̄).

1.3. Resultados sobre superficies mínimas

La superficie mínima más simple, es por supuesto un plano, para el cual ambas curvaturas

principales son cero en todas partes. Aparte de esta, las primeras superficies mínimas son la

catenoide y la helicoide.

La catenoide es una superficie de revolución. De hecho, aparte del plano, son las únicas

superficies de revolución.

Teorema 1.1 Si una superficie de revolución M ⊂ R3 es mínima, entonces M es parte de

un plano o bien parte de una catenoide.

Demostración: Sea X una parametrización de la superficie de revolución M ⊂ R3 gene-

rada por la curva γ(u) = (g(u), f(u), 0) con f, g : I −→ R, como en la Sección 1.1 por la

ecuación (1.1) dada por

X(u, v) = (g(u), f(u) cosv, f(u) sin v),

donde f(u) > 0 y la función g : I −→ J esta dado por u 7→ g(u) = s.

CASO 1: Si g(u) = k con k-constante, entonces ġ(u) ≡ 0. Luego la curvatura de Gauss y

la curvatura media de la superficie M , de la Sección 1.1 en la ecuación (1.2) y (1.3) son

idénticamente nula, es decir, k ≡ 0 y H ≡ 0. De donde, se deduce que cualquier superficie

mínima de revolución en R3 es parte de un plano.

CASO 2: Si g(u) = s, entonces ġ(u) 6= 0 si y sólo si ġ(u) > 0 o bien ġ(u) < 0. Si ġ(u) > 0,

entonces g es creciente en un intervalo I para todo u ∈ I, por lo tanto, g es inyectiva y

además g(I) = J , es decir, g es sobreyectivo, entonces g es biyectiva. Luego definimos una

función inversa g−1 : J −→ I dada por s 7→ g−1(s) = u. Observe en el diagrama siguiente
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Ahora, reparametrizamos γ mediante cambio de parámetro u = g−1(s) y tomamos del dia-

grama anterior

β(s) = (γ ◦ g−1)(s) = γ(g−1(s)) =
(

g(g−1(s)), f(g−1(s)), 0
)

=
(

s, f(g−1(s)), 0
)

.

Haciendo ϕ(s) = f(g−1(s)) parametrizamos la superficie de revolución M generado por la

curva β(s) de la forma

X(s, t) = (s, ϕ(s) cos t, ϕ(s) sin t)

como vemos en la Sección 1.1 la curvatura media viene dada por la ecuación (1.3) como:

H =
1

2

{−ϕ(s)ϕ̈(s) + 1 + (ϕ̇(s))2

ϕ(s)[1 + (ϕ̇(s))2]3/2

}

.

Por la condición, la superficie M es mínima si, −ϕ(s)ϕ̈(s) + 1 + (ϕ̇(s))2 = 0, de donde

ϕ(s)ϕ̈(s) = 1 + (ϕ̇(s))2. (1)

La ecuación diferencial (1) se puede integrar una vez usando la transformación h = ϕ̇(s) = dϕ
ds

y notando que

ϕ̈ =
dh

ds
=
dh

dϕ
· dϕ
ds

= h · dh
dϕ

(1)
=⇒ ϕ · h · dh

dϕ
= 1 + h2,

integrando como
∫

h

1 + h2
dh =

∫
1

ϕ
dϕ, c.v. 1 + h2 = w −→ dh =

1

2h
dw

=⇒ 1

2
ln(1 + h2) = lnϕ− ln a; ln a = cte.

=⇒ 1 + h2 =
ϕ2

a2
,

de donde

h =
1

a

√

ϕ2 − a2. (2)

Luego, como h = dϕ
ds

y junto con (2) tenemos

dϕ

ds
=

1

a

√

ϕ2 − a2 =⇒
∫

1
√

ϕ2 − a2
dϕ =

∫
1

a
ds =⇒ cosh−1

(ϕ

a

)
=
s

a
+ b,

de donde, obtenemos

ϕ(s) = a cosh
(s

a
+ b

)
,

donde a > 0 y b ≥ 0 son constantes arbitrarios. Así obtenemos una curva catenaria

β(s) =
(

s, a cosh
(s

a
+ b

)
, 0
)

,

Por tanto, M forma parte de una catenoide. ❏

La helicoide es la única superficie mínima reglada, aparte del plano.
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Teorema 1.2 Cualquier superficie mínima reglada en R3 es, parte de un plano o parte de

un helicoide.

Demostración: Si M ⊂ R3 es una superficie reglada, entonces M puede parametrizarse

localmente por

X(s, t) = β(s) + tδ(s), s ∈ I ⊂ R, t ∈ J ⊂ R, (1)

donde β(s) es una curva perpendicular a las

líneas rectas de la superficie M (Figura 1.6), y

supondremos que δ(s) y β(s) están parametri-

zadas por longitud de arco, además son curvas

diferenciables. De donde tenemos δ̇‖β̇ y

〈δ̇, δ〉 = 0, 〈β̇, δ〉 = 0. (2)

La curvatura media de la superficie M esta

dada por la ecuación (1.6) de la Sección 1.1

como

M

δ β

δ̇ β̇

Figura 1.6: Superficie reglada.

H =
1

2

{〈β̈ + tδ̈, (β̇ + tδ̇)× δ〉 − 2〈δ̇, (β̇ + tδ̇)× δ〉〈β̇, δ〉
‖(β̇ + tδ̇)× δ‖

(
‖β̇ + tδ̇‖2 − 〈β̇, δ〉2

)

}

.

Por la condición de la superficie mínima, la superficie es mínima si 〈β̈ + tδ̈, (β̇ + tδ̇)× δ〉 −
2〈δ̇, (β̇ + tδ̇)× δ〉〈β̇, δ〉 = 0 y note que 〈β̇, δ〉 = 0 por (2), de donde, se obtiene

〈β̈ + tδ̈, (β̇ + tδ̇)× δ〉 = 0 ⇒ 〈β̈ + tδ̈, β̇ × δ + tδ̇ × δ〉 = 0

⇒ 〈β̈, β̇ × δ〉+ t〈β̈, δ̇ × δ〉+ t〈δ̈, β̇ × δ〉+ t2〈δ̈, δ̇ × δ〉 = 0

esta ecuación es un polinomio en la variable t, al igualar coeficientes de potencias de t da:

〈β̈, β̇ × δ〉 = 0, (3)

〈β̈, δ̇ × δ〉+ 〈δ̈, β̇ × δ〉 = 0, (4)

〈δ̈, δ̇ × δ〉 = 0. (5)

De la ecuación (5) se tiene que δ̈, δ̇ y δ son linealmente dependientes, pero tenemos que

〈δ, δ̇〉 = 0 y además δ es un vector de longitud unitaria y parametrizada por su longitud de

arco, es decir ‖δ̇‖ = 1, entonces 〈δ̈, δ̇〉 = 0. Por lo tanto, δ̈ y δ son paralelos, es decir,

δ̈‖δ ⇐⇒ ∃α ∈ R
+ tal que δ̈ = αδ.
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La curvatura de δ es k = α con normal principal n = δ, la binormal es b = δ̇ × n = δ̇ × δ,

entonces ḃ = δ̈ × δ + δ̇ × δ̇ = 0. Por lo tanto, la torsión de δ es τ ≡ 0.

Como τ ≡ 0 en cada punto de la curva si y sólo si la imagen δ(J) esta contenida en un plano,

entonces podemos parametrizar a δ como una circunferencia unitaria en el plano-XY como

δ(s) = (cos s, sin s, 0). (6)

Ahora, como δ̈ = αδ en (4) tenemos 〈β̈, δ̇ × δ〉+ 〈αδ, β̇ × δ〉 = 0, entonces 〈β̈, δ̇ × δ〉 = 0.

De donde β̈ es paralelo al plano-XY, podemos parametrizar β por

β(s) = (f(s), g(s), bs+ c) (7)

donde f, g : I −→ R son funciones diferenciables y b, c constantes.

Si b = 0 en (7) tenemos

β(s) = (f(s), g(s), c). (8)

Luego (8) y (6) en (1) tenemos X(s, t) = (t cos s+f(s), t sin s+g(s), c). Entonces la superficie

M descrita por X es parte del plano z = c.

Por otro lado, tenemos de (6) y (7) que δ(s) = (cos s, sin s, 0) y β(s) = (f(s), g(s), bs+c),

en la ecuación (2) tenemos,

0 = 〈β̇, δ〉 = 〈(ḟ(s), ġ(s), b), (cos s, sin s, 0)〉 =⇒ ḟ(s) cos s+ ġ(s) sin s = 0

=⇒ ḟ(s) = ġ(s) = 0,

pues cos s y sin s son linealmente independientes.

Por lo tanto, ḟ y ġ son constantes. Mediante una traslación de la superficie, podemos

suponer que f = g = c = 0 en (7) y de (8), luego en (1) tenemos

X(s, t) = β(s) + tδ(s)

= (0, 0, bs) + t(cos s, sin s, 0)

= (t cos s, t sin s, bs),

haciendo u = t y v = s, entonces X(u, v) = (u cos v, u sin v, bv). Por lo tanto, M es una pieza

de helicoide. ❏

Una superficie regular M que globalmente puede expresarse como gráfica de una función

diferenciable z = f(x, y), e introduce una nueva definición de superficie mínima.
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Proposición 1.2 Sea M una superficie regular en R3 que, localmente, se puede expresarse

como la gráfica de una función diferenciable f : R2 −→ R. Entonces M es mínima si y sólo

si, la función f verifica la ecuación de Euler-Lagrange

(1 + f 2
y )fxx − 2fxyfxfy + (1 + f 2

x)fyy = 0 (1.10)

Demostración: Supongamos que M es gráfico de una función f : U −→ R definida en un

abierto U ⊂ R2, de modo que M es la imagen de la aplicación X(u, v) = (u, v, f(u, v)). Sus

derivadas parciales son

ϕu = (1, 0, fu), ϕuu = (0, 0, fuu),

ϕv = (0, 1, fv), ϕuv = (0, 0, fuv),

ϕvv = (0, 0, fvv).

Además, ϕu × ϕv = (−fu,−fv, 1) con ‖ϕu × ϕv‖ =
√

1 + f 2
u + f 2

v . Luego la normal unitaria

de la superficie es

N =
ϕu × ϕv

‖ϕu × ϕv‖
=

1
√
1 + f 2

u + f 2
v

(−fu,−fv, 1).

Hallamos los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental:

E = 〈fu, fu〉 = 1 + f 2
u e = 〈fuu, N〉 = fuu

√

1 + f 2
u + f 2

v

F = 〈fu, fv〉 = fufv f = 〈fuv, N〉 = fuu
√

1 + f 2
u + f 2

v

G = 〈fv, fv〉 = 1 + f 2
v g = 〈fvv, N〉 = fvv

√

1 + f 2
u + f 2

v

.

Por lo tanto, usando (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la superficie M es

H =
1

2

(1 + f 2
v )fuu − 2fuvfufv + (1 + f 2

u)fvv
(1 + f 2

u + f 2
v )

3/2
. (1.11)

Luego H = 0 si y sólo si, (1 + f 2
v )fuu − 2fuvfufv + (1 + f 2

u)fvv = 0. ❏
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CAPÍTULO 2

LA REPRESENTACIÓN DE WEIERSTRASS

2.1. Parametrización conforme de una superficie mínima

Sea U ⊂ R
2 un conjunto abierto simplemente conexo y ψ : U −→ R

3 una inmersión de

clase Ck, k > 1. La aplicación ψ es una parametrización de una superficie M = ψ(U) en R3.

Si se satisfacen las relaciones:

‖ψu‖ = ‖ψv‖ y 〈ψu, ψv〉 = 0,

entonces ψ es llamada una aplicación conforme (es decir, ψu, ψv tienen la misma longitud

al cuadrado y son perpendiculares entre si).

Observación: Se dice que la parametrización ψ : U −→ R3 de una superficie M es conforme

si, existe una función diferenciable λ : U ⊂ R2 −→ R − {0}, tal que λ2 = E = G y F = 0,

es decir, la matriz de la primera forma fundamental tiene la forma

Ip =

[

E 0

0 G

]

con E = 〈ψu, ψu〉, G = 〈ψv, ψv〉 y F = 〈ψu, ψv〉.
Con respecto a parametrizaciones conformes, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Existencia de parámetros conformes) Sea U un conjunto abierto y sim-

plemente conexo y sea ψ : U −→ R3 una inmersión de clase Ck, k > 1. Entonces existe un

difeomorfismo ϕ : U −→ U de clase Ck tal que ψ̃ = ψ ◦ ϕ−1 es una aplicación conforme.
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Figura 2.1: Parámetros conformes.

A continuación, demostraremos una version débil del Teorema anterior que es muy útil en

el caso de superficies mínimas.

Proposición 2.1 Toda superficie mínima M ⊂ R3, admite una parametrización conforme

en todos sus puntos.

Demostración: Sea M una superficie mínima en R3 y supongamos sin pérdida de genera-

lidad que M es el gráfico de una función diferenciable f : U ⊂ R2 −→ R donde U ∋ (0, 0) es

abierto y simplemente conexo. Una parametrización global de M esta dada por ψ : U −→M

definida por

ψ(x, y) =
(
x, y, f(x, y)

)
. (1)

Sabemos de (1.11) del Capitulo 1, que M tiene curvatura media dada por

H =
(1 + f 2

x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2
y )fxx

2(1 + f 2
x + f 2

y )
3/2

;

por lo tanto, tenemos que M es mínima si y sólo si

(1 + f 2
x)fyy − 2fxfyfxy + (1 + f 2

y )fxx = 0;

si denotamos por p = fx, q = fy, r = fxx, s = fxy, t = fyy obtenemos

(1 + p2)t− 2pqs+ (1 + q2)r = 0 (2)

donde A =
√

1 + p2 + q2. Tomemos las 1-formas diferenciales (ver apéndice B)

µ1 =
1 + p2

A
dx+

pq

A
dy y µ2 =

pq

A
dx+

1 + q2

A
dy (3)

entonces de un cálculo directo

dµ1 =

[
∂

∂x

(1 + p2

A

)

dx+
∂

∂y

(1 + p2

A

)

dy

]

∧ dx+
[
∂

∂x

(pq

A

)

dx+
∂

∂y

(pq

A

)

dy

]

∧ dy

=

[
∂

∂x

(pq

A

)

− ∂

∂y

(1 + p2

A

)]

dx ∧ dy,
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y

dµ2 =

[
∂

∂x

(1 + q2

A

)

− ∂

∂y

(pq

A

)]

dx ∧ dy

Ahora, un cálculo sencillo verifica que

∂

∂y

(1 + p2

A

)

− ∂

∂x

(pq

A

)

= 0 y
∂

∂y

(pq

A

)

− ∂

∂x

(1 + q2

A

)

= 0

pues, derivando parcialmente y la otra es de la misma forma:

∂

∂y

(pq

A

)

− ∂

∂x

(1 + p2

A

)

=
1

A3

[
(pxq + pqx)(1 + p2 + q2)− pq(ppx + qqx)− 2ppy(1 + p2 + q2)

+ (1 + p2)(ppy + qqy)
]

=
1

A3

[
pxq(1 + p2) + pxqq

2 + pqx(1 + p2) + pqxq
2 − pxqp

2 − pqxq
2−

− 2ppy(1 + p2)− 2ppyq
2 + (1 + p2)ppy + (1 + p2)qqy

]

=
q

A3

[
(1 + p2 + q2 − p2)px − 2pqpy + (1 + p2)qy

]

=
q

A3

[
(1 + p2)t− 2pqs+ (1 + q2)r

] (2)
= 0;

por lo tanto µ1 y µ2 son 1-formas cerradas sobre la superficie, es decir, dµ1 = 0, dµ2 = 0 y

por el Lema de Poincaré (ver apéndice B) son exactas, así podemos encontrar dos funciones

reales α, β : U −→ R tales que, dα = µ1 y dβ = µ2, es decir, en (3) tenemos

∂α

∂x
=

1 + p2

A
,

∂α

∂y
=
pq

A
, y

∂β

∂x
=
pq

A
,

∂β

∂y
=

1 + q2

A
. (4)

Consideremos, la aplicación ϕ : U −→ Ũ ⊂ R2 definida por

ϕ(x, y) =
(
u(x, y), v(x, y)

)
=

(
x+ α(x, y), y + β(x, y)

)
;

El jacobiano de ϕ está dado por

Jϕ(x, y) =

[

ux uy

vx vy

]

=

[

1 + αx αy

βx 1 + βy

]

(4)
=

[

1 + 1+p2

A
pq
A

pq
A

1 + 1+q2

A

]

con determinante

det
[
Jϕ(x, y)

]
=

(

1 +
1 + p2

A

)(

1 +
1 + q2

A

)

− p2q2

A2
=

(1 + A)2

A
> 0;

entonces, ϕ tiene una inversa local ϕ−1(u, v) = (x(u, v), y(u, v)) (ϕ es un difeomorfismo local)

y

J(ϕ−1)(ϕ(x, y)) =
[
Jϕ(x, y)

]−1
=

1

det
[
Jϕ(x, y)

]

[

1 + 1+q2

A
−pq

A

−pq
A

1 + 1+p2

A

]

=
1

(1 + A)2

[

1 + A + q2 −pq
−pq 1 + A+ p2

]

.
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Afirmamos que ψ̃ = ψ ◦ ϕ−1 es una aplicación conforme, es decir, mostramos que

ψ̃(u, v) = ψ(ϕ−1(u, v)) = ψ(x(u, v), y(u, v))
(1)
= (x(u, v), y(u, v), f(x(u, v), y(u, v)))

es una parametrización conforme de la superficie M . Ahora, la matriz jacobiana de ψ̃ es:

Jψ̃(u, v) = J(ψ ◦ ϕ−1)(ϕ(x, y)) = J(ψ)(x, y) · J(ϕ−1)(ϕ(x, y))

=
1

(1 + A)2







1 0

0 1

fx fy







[

1 + A+ q2 −pq
−pq 1 + A+ p2

]

=
1

(1 + A)2







1 + A+ q2 −pq
−pq 1 + A + p2

p+ pA q + qA






=

[

ψ̃u | ψ̃v

]

.

Donde A =
√

1 + p2 + q2, por lo tanto,

〈ψ̃u, ψ̃u〉 =
1

(1 + A)4
[
(1 + A+ q2)2 + p2q2 + p2(1 + A)2

]

=
1

(1 + A)4
[
(1 + A)2 + 2(1 + A)q2 + q4 + p2q2 + p2(1 + A)2

]

=
1

(1 + A)4
[
(1 + A)2(1 + p2) + q2(2 + 2A+ p2 + q2

︸ ︷︷ ︸

(1+A)2

)
]

=
(1 + A)2

(1 + A)4
(1 + p2 + q2) =

A2

(1 + A)2
.

Cálculos similares muestran que

〈ψ̃v, ψ̃v〉 =
A2

(1 + A)2
, 〈ψ̃u, ψ̃v〉 = 0.

Es decir, que las dos columnas de vectores ψ̃u y ψ̃v son ortogonales y que tienen la misma

longitud al cuadrado, así ψ̃ = ψ ◦ ϕ−1 es conforme, como queríamos. ❏

¿Existirá alguna superficie mínima M tal que su dominio de parametrización sea todo el

plano?. Antes de responder la pregunta, necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Jörgens) Si φ : R2 −→ R es una función definida en todo el plano que

satisface

φxxφyy − (φxy)
2 = 1,

entonces φ es un polinomio cuadrático en x e y.
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Con este teorema podemos demostrar el siguiente resultado, el cual nos dará una respuesta

directa a la pregunta de cuántas superficies mínimas existen expresadas como la gráfica de

una función definida en todo el plano.

Teorema 2.3 (Teorema de Bernstein) Consideremos una superficie mínima dada como

la gráfica de una función f : R2 −→ R diferenciable. Entonces la superficie M es un plano.

Es decir, la única superficie mínima definida sobre todo el plano es una función afín de

dos variables.

Demostración: Supongamos que tenemos una función f : R2 −→ R diferenciable, de modo

que

M = Graf(f) = {(x, y, z) ∈ R
3 : z = f(x, y)}

es una superficie mínima regular, que satisface la ecuación (2) en la prueba anterior de la

Proposición 2.1. Entonces las funciones α y β de la ecuación (4) de la prueba de Proposición

2.1 se definen en todo R
2 (ya que R2 es simplemente conexo). De la ecuación (4) de la prueba

de Proposición 2.1 tenemos

∂α

∂x
=

1 + p2

A
,

∂α

∂y
=
pq

A
, y

∂β

∂x
=
pq

A
,

∂β

∂y
=

1 + q2

A
(∗)

Consideremos µ3 = αdx+ βdy entonces dµ3 = (βx − αy)dx ∧ dy
(∗)
= 0.

Así que µ3 es 1-forma cerrada, entonces existe una función φ : R2 −→ R tal que dφ = µ3, es

decir,

φxdx+ φydy = αdx+ βdy =⇒ φx = α, φy = β.

Entonces:

φxx = αx

φxy = αy

φyy = βy







(∗)
=⇒ φxx =

1 + p2

A
, φxy =

pq

A
, φyy =

1 + q2

A
;

esto implica de un cálculo directo

φxxφyy − (φxy)
2 = 1.

Por el Teorema de Jörgens, (1+ p2)/A, pq/A y (1+ q2)/A son constantes. Un cálculo simple

muestra que p y q son constantes, pues

1 + p2

A
+

1 + q2

A
= k ⇒ ∂

∂x

(
1 + p2

A
+

1 + q2

A

)

= 0 ∧ ∂

∂y

(
1 + p2

A
+

1 + q2

A

)

= 0

⇒ 1

2

∂

∂x
{p2 + q2} · (p2 + q2) = 0 ∧ 1

2

∂

∂y
{p2 + q2} · (p2 + q2) = 0;
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de donde, p2 + q2 = k(constate) ó p2 + q2 = 0 entonces p = q = 0. Así p = fx y q = fy son

constantes, es decir, ∂f
∂x

= a y ∂f
∂y

= b para a, b constantes, entonces

f(x, y) = ax+ h(y) (1)

derivando parcialmente en (1) tenemos ∂f
∂y

= 0 + h′(y) = b ya que ∂f/∂y = b, entonces

h(y) = by + c (2)

Luego la ecuación (2) en la ecuación (1) tenemos f(x, y) = ax+ by + c.

Así f(x, y) es una función afín. ❏

2.2. Superficies mínimas y funciones armónicas

Sea M una superficie regular. Decimos que una aplicación diferenciable X : M −→ R3

es una inmersión de M en R
3, cuando

X ◦ ϕ : U ⊂ R
2 −→ R

3

es una parametrización de la superficie M , para toda parametrización (V, ϕ) de M , y

(V, ϕ−1) es una carta para M (ver Figura: 2.2)

Figura 2.2: Inmersión.

En estos términos, podemos escribir la inmersión como X(u, v) ∈ R3 y decir que X(u, v) es

una parametrización de la superficie M .

El Laplaciano de una aplicación diferenciable X : U ⊂ C −→ R3 es definida por

∆X := Xuu +Xvv = (∆x1,∆x2,∆x3), (u, v) ∈ U.

Decimos que X es armónica en U si ∆X = (0, 0, 0), esto es cuando cada una de sus

componentes xk : U ⊂ C −→ R, k = 1, 2, 3 son armónicas, es decir, ∆xk = xkuu + xkvv = 0.

Si X es una parametrizacion conforme, el Laplaciano de la superficie M esta dada por

∆X =
1

λ2

(∂2X

∂u2
+
∂2X

∂v2

)

ó bien ∆X =
1

λ2
(Xuu +Xvv). (2.1)

Existe una relación entre el operador Laplaciano y la curvatura media de la superficie M .
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Proposición 2.2 Para una inmersión conforme X = (x1, x2, x3) : M −→ R3, definiendo

∆X = (∆x1,∆x2,∆x3) como una función vectorial, entonces

∆X = 2HN

donde H es la curvatura media de la inmersión y N : M −→ S2 es la aplicación de Gauss

de la superficie M .

Demostración: Como X es una parametrización conforme, tenemos 〈Xu, Xu〉 = 〈Xv, Xv〉
y 〈Xu, Xv〉 = 0. Derivando la primera igualdad respecto a u y la segunda respecto a v,

obtenemos

〈Xuu, Xu〉 = 〈Xuv, Xv〉 y 〈Xuv, Xv〉+ 〈Xu, Xvv〉 = 0

de donde tenemos 〈Xuu, Xu〉 + 〈Xvv, Xu〉 = 0, entonces 〈Xuu + Xvv, Xu〉 = 0, y usando la

ecuación (2.1) tenemos

〈∆X,Xu〉 = 0,

de manera similar, tenemos

〈∆X,Xv〉 = 0.

Por lo tanto, el vector ∆X = 1
λ2
(Xuu + Xvv) debe ser paralelo a la normal unitaria N =

Xu×Xv

|Xu×Xv| , es decir;

∆X ‖ N ⇐⇒ ∃c ∈ R : ∆X = cN.

Como N es la aplicación de Gauss de la superficie M y está parametrizada por X, se tiene

Nu = a11Xu + a12Xv,

Nv = a21Xu + a22Xv

La curvatura media es H = −1
2
(a11 + a22), luego

c = c〈N,N〉 = 〈cN,N〉 = 〈∆X,N〉 = 1

λ2
〈Xuu +Xvv, N〉 = 1

λ2
(
〈Xuu, N〉+ 〈Xvv, N〉

)

=
1

λ2
(
− 〈Xu, Nu〉 − 〈Xv, Nv〉

)
= − 1

λ2
(
a11〈Xu, Xu〉+ a22〈Xv, Xv〉

)

=
1

λ2
[
− (a11 + a22)

]
〈Xu, Xu〉 =

2H

λ2
λ2 = 2H.

por lo tanto, ∆X = 2HN. ❏

A partir de la Proposición 2.2, podemos deducir una caracterización para una superficie

mínima mediante el uso de la armonicidad de las funciones componentes de su parametriza-

ción conforme.
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Corolario 2.1 Sea X : M −→ R3 una inmersión conforme. Entonces, la superficie M ≃
X(M) es mínima si, y solo si, X es armónica (es decir, ∆xk = 0, k = 1, 2, 3).

Demostración: Si M es mínima, entonces H = 0 y por la Proposición 2.2, tenemos que

Xuu +Xvv = 0, es decir, ∆X = 0, así X es armónica.

Reciprocamente, supongamos que X es armónica, entonces ∆X = 0 y por la Proposición

2.2 tenemos 0 = 2HN , ya que N es distinto de cero, entonces H = 0. Por lo tanto, M es

una superficie mínima. ❏

Ejemplo 2.1 La catenoide, definida por

ϕ(u, v) = (u, cosh u cos v, cosh u sin v), −∞ < u <∞, 0 < v < 2π.

Se verifica fácilmente que E = cosh2 u = G, F = 0 y que ϕuu + ϕvv = 0. Por lo tanto, por el

Corolario 2.1 la catenoide es una superficie mínima.

Ejemplo 2.2 La helicoide, dada por

ϕ(u, v) = (a sinh v cos u, a sinh v sin u, au), 0 < u < 2π, −∞ < v <∞.

Se verifica fácilmente que E = a2 cosh2 u = G, F = 0 y que ϕuu + ϕvv = 0. Por lo tanto, por

el Corolario 2.1 la helicoide es una superficie mínima.

2.3. Superficies mínimas y funciones holomorfas

Sea X = (x1, x2, x3) : U −→ R3 una parametrización de una superficie regular M definida

en un abierto U ⊂ R2 ∼= C. Para cada par (u, v) ∈ U asociamos z = u + iv, z̄ = u − iv ∈ C

y definimos los operadores diferenciales complejos (ver apéndice B)

∂

∂z
=

1

2

( ∂

∂u
− i

∂

∂v

)

y
∂

∂z̄
=

1

2

( ∂

∂u
+ i

∂

∂v

)

. (2.2)

Ademas, podemos recuperar u, v por u = z+z̄
2

y v = z−z̄
2i

. Esto significa que X(u, v) puede

ser visto como una parametrización definida en un dominio complejo U ⊂ C como:

X(z, z̄) =
(

x1(z, z̄), x2(z, z̄), x3(z, z̄)
)

,

y la derivada de la k-ésima componente, por regla de la cadena:

∂xk
∂z

=
∂xk
∂u

∂u

∂z
+
∂xk
∂v

∂v

∂z
=

1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)

;

∂xk
∂z̄

=
∂xk
∂u

∂u

∂z̄
+
∂xk
∂v

∂v

∂z̄
=

1

2

(∂xk
∂u

+ i
∂xk
∂v

)

.
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Así,
∂xk
∂z

=
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)

, k = 1, 2, 3.

Definimos la función compleja φ : U ⊂ C −→ C3 dada por

φ(z) =
∂X

∂z
=

(∂x1
∂z

,
∂x2
∂z

,
∂x3
∂z

)

.

Así, φ = (φ1, φ2, φ3) es una función compleja con valores en C3, es decir, cada una de sus

componentes son funciones complejas φk : U −→ C definida por

φk(z) =
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)

(z), k = 1, 2, 3. (2.3)

donde xk, k = 1, 2, 3 son componentes de X.

Notemos que, como φ = ∂X
∂z

derivando respecto a z̄ y usando las ecuaciones (2.2) y (2.1)

obtenemos
∂φ

∂z̄
=

∂

∂z̄

(∂X

∂z

)

=
∂2X

∂z̄∂z
=
λ2

4
∆X ⇒ ∂φ

∂z̄
=
λ2

4
∆X.

Por lo tanto, φ es holomorfo si, y sólo si, X es armónico.

Recordemos que una función compleja definida por f(z) = u + iv, (u, v) ∈ U ⊂ C,

entonces f es holomorfa si, y sólo si, ∂f
∂z̄

= 0. (La prueba en apéndice B).

Ahora relacionamos las parametrizaciones conformes de superficies mínimas con las fun-

ciones complejas φk, k = 1, 2, 3, por el siguiente lema.

Lema 2.1 Sea X : U ⊂ C −→ R3 parametrización de una superficie M . Las funciones

φk : U −→ C definidas en (2.3) por φk =
1
2

(
∂xk
∂u

− i∂xk
∂v

)

, k = 1, 2, 3. Satisfacen:

(a) φk son holomorfas si, y sólo si, xk es armónica, k = 1, 2, 3;

(b) X es una parametrización conforme si, y sólo si,
3∑

k=1

φ2
k = 0;

(c) Si X es la parametrización conforme, entonces

X es una inmersión si, y sólo si,
3∑

k=1

|φk|2 > 0.

Demostración: (a). Se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann que la función compleja

φk =
1
2

(
∂xk
∂u

− i∂xk
∂v

)

, k = 1, 2, 3 es holomorfa si y sólo si

∂

∂u

(∂xk
∂u

)

=
∂

∂v

(

− ∂xk
∂v

)

y
∂

∂v

(∂xk
∂u

)

= − ∂

∂u

(

− ∂xk
∂v

)

o bien
∂2xk
∂u2

= −∂
2xk
∂v2

y
∂2xk
∂v∂u

=
∂2xk
∂u∂v

,
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observe que la segunda ecuación no impone ninguna condición a xk, el primero es equivalente

a xkuu + xkvv = 0, es decir, ∆xk = 0. Por lo tanto, φk es holomorfa si y solo si xk es armónica.

(b). Como φk = 1
2

(
∂xk
∂u

− i∂xk
∂v

)
, k = 1, 2, 3 tenemos que

φ2
k =

1

4

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)2

=
1

4

[(∂xk
∂u

)2 − 2i
∂xk
∂u

∂xk
∂v

+ i2
(∂xk
∂v

)2
]

.

Por tanto, se tiene

3∑

k=1

φ2
k =

1

4

[ 3∑

k=1

(∂xk
∂u

)2

−
3∑

k=1

(∂xk
∂v

)2

− 2i
3∑

k=1

∂xk
∂u

∂xk
∂v

]

=
1

4

[∣
∣
∣
∂X

∂u

∣
∣
∣

2

−
∣
∣
∣
∂X

∂v

∣
∣
∣

2

− 2i
∂X

∂u

∂X

∂v

]

=
1

4

[

〈Xu, Xu〉 − 〈Xv, Xv〉 − 2i〈Xu, Xv〉
]

=
1

4
[E −G− 2iF ] = 0,

puesto que por hipótesis E = G, F = 0, tenemos
3∑

k=1

φ2
k = 0.

Recíprocamente, como

3∑

k=1

φ2
k = 0 =⇒ 1

4
[E −G− 2iF ] = 0 =⇒ E = G, F = 0

de donde E = G y F = 0, así X es una parametrización conforme.

(c). Como X es conforme, tenemos que E = G, F = 0 y ádemas como X es una

inmersión, entonces Xu y Xv son independientes. Ya que Xu 6= 0, 〈Xu, Xu〉 = E > 0, luego,

como φk = 1
2

(
∂xk
∂u

− i∂xk
∂v

)
, k = 1, 2, 3 tenemos que

∣
∣φk

∣
∣2 =

1

4

[(∂xk
∂u

)2

+
(∂xk
∂v

)2
]

.

Luego

3∑

k=1

|φk|2 =
1

4

[ 3∑

k=1

(∂xk
∂u

)2

+

3∑

k=1

(∂xk
∂v

)2
]

=
1

4

[∣
∣
∣
∂X

∂u

∣
∣
∣

2

+
∣
∣
∣
∂X

∂v

∣
∣
∣

2
]

=
1

4

[

〈Xu, Xu〉+ 〈Xv, Xv〉
]

=
1

4
[E +G] =

1

4
(2E) =

E

2
> 0.

Recíprocamente, como
3∑

k=1

|φk|2 =
1

4
[E + G] > 0 y como X es conforme tenemos que E =

G > 0, luego Xu 6= 0 y Xv 6= 0 y como F = 0 es decir 〈Xu, Xv〉 = 0. Por lo tanto, Xu y Xv

son linealmente independientes. Así X es una inmersión. ❏
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La diferencial de una función compleja f :M −→ C es dfp : TpM −→ C, entonces

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv =

∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄,

es una 1-forma diferencial sobre la superficie M (ver apéndice B).

La función f es holomorfa si y solo si ∂f
∂z̄

= 0. Entonces

df =
∂f

∂z
dz

es una 1-forma holomorfa sobre la superficie M .

Observe que tenemos una aplicación φ definida en términos de parametros conformes, en

algún entorno de cada punto de M .

Proposición 2.3 Dada una inmersión conforme X :M −→ R3, las 1-formas αk = φk(z)dz

están bien definidas globalmente, donde φk(z) está dada por la ecuación (2.3).

Demostración: Para que las 1-formas φ(z)dz estén bien definidas globalmente, se debe

demostrar que el cambio de parámetros no altera el valor de la 1-forma φ(z)dz. Sea p ∈M ,

tomemos en una vecindad W de p y sean ψ : U −→ V y ψ̃ : Ũ −→ Ṽ dos parametrizaciones

de M . Si z ∈ U y w ∈ Ũ de manera que z = u + iv y w = ũ + iṽ son las coordenadas en

el dominio de la parametrización de algún punto de M , entonces el cambio de coordenadas

w = w(z) es holomorfa con ∂w
∂z

6= 0, de donde

dw =
∂w

∂z
dz. (1)

Figura 2.3: Cambio de coordenadas.

Como M es una superficie con parametrización conforme, entonces ψ̃−1 ◦ψ : U −→ Ũ es una

función holomorfa, denotamos el cambio de parametros por w(z) = (ψ̃−1 ◦ ψ)(z).
Ahora, definimos

φ =
∂ψ

∂z
y φ̃ =

∂ψ̃

∂w
. (2)
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Luego, tenemos que ψ = ψ̃ ◦w (Figura 2.3) derivando respecto a z y por regla de la cadena,

entonces ∂ψ
∂z

= ∂ψ̃
∂w

∂w
∂z

, y usando la ecuación (2) obtenemos

φ = φ̃
∂w

∂z
(3)

observe que φ̃ esta relacionado con φ, y al cambiar coordenadas φ no cambia. Por lo tanto,

si consideramos las 1-formas complejas α = φdz y α̃ = φ̃dw, tenemos

α = φdz
(3)
= φ̃

∂w

∂z
dz

(1)
= φ̃dw = α̃ =⇒ α = α̃.

Por lo tanto φ(z)dz = φ̃(w)dw. ❏

Hemos demostrado que φ(z)dz no cambia al cambiar las coordenadas, es decir, tenemos

un valor vectorial de formas diferenciales α definida globalmente en M que la podemos

expresar como α = (α1, α2, α3) con

αk = φk(z)dz, k = 1, 2, 3. (2.4)

Observación: La Proposición 2.3 vale para cualquier 1-forma en una superficie M definida

por medio de una parametrización conforme.

La ecuación (2.4) junto con Corolario 2.1 y Lema 2.1 demuestra lo siguiente.

Proposición 2.4 Sea X : M −→ R3 una inmersión. Entonces α = φdz es una 1-forma

holomorfa si, y sólo si, M ≡ X(M) es una superficie mínima. Además

X = ℜe
(∫ z

zo

α
)

, (2.5)

donde la integral se toma a lo largo de cualquier camino desde un punto fijo z0 hasta un

punto z en M .

Veremos la segunda parte de la Proposición 2.4. Si α = φdz es la 1-forma en M y γ : [a, b] −→
M una curva que conecta z0 = γ(a) con z = γ(b). Entonces la integral de α sobre γ dada

por t 7→ γ(t) = u(t) + iv(t) es

∫

γ

φdz =

∫ b

a

φ(γ(t))γ̇(t)dt, como φ =
∂X

∂z
⇒ φ(γ(t)) =

∂

∂z
X(γ(t)).

=

∫ b

a

∂

∂z
X(γ(t))γ̇(t)dt, haciendo γ(t) = z; X −→ z −→ t.

=

∫ b

a

∂

∂t
X(γ(t))dt,

∂

∂t
X(γ(t)) =

∂

∂z
X(γ(t))γ̇(t)

= X(γ(b))−X(γ(a)).
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De donde ℜe(X(z)−X(z0)) = ℜe
∫

γ
φdz, entonces

X = ℜe
∫

γ

φdz. �

El siguiente corolario muestra la manera en que podemos representar una superficie mínima

con parametrización conforme definida en C a través de funciones holomorfas.

Corolario 2.2 Sea X(z, z̄) parametrización de una superficie regular, entonces

xk(z) = 2ℜe
(∫ z

z0

φk(z)dz
)

+ ck, k = 1, 2, 3; ck ∈ C.

Donde φk es definida por φk(z) =
1
2

(
∂xk
∂u

− i∂xk
∂v

)
(z), k = 1, 2, 3; z ∈ U

Demostración: Sean z = u+iv entonces dz = du+idv y z̄ = u−iv entonces dz̄ = du−idv.
Por otra parte tenemos:

φk =
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)
y φ̄k =

1

2

(∂xk
∂u

+ i
∂xk
∂v

)
.

Así que

φkdz =
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)
(du+ idv) =

1

2

(∂xk
∂u

du+ i
∂xk
∂u

dv − i
∂xk
∂v

dv +
∂xk
∂v

dv
)

;

φ̄kdz̄ =
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)
(du− idv) =

1

2

(∂xk
∂u

du− i
∂xk
∂u

dv + i
∂xk
∂v

dv +
∂xk
∂v

dv
)

.

Como xk = xk(u, v) = xk(z, z̄), entonces

dxk =
∂xk
∂z

dz +
∂xk
∂z̄

dz̄

= φkdz + φ̄kdz̄

=
1

2

(∂xk
∂u

du+
∂xk
∂v

dv
)

+
1

2

(∂xk
∂u

du+
∂xk
∂v

dv
)

=
∂xk
∂u

du+
∂xk
∂v

dv

= 2ℜe(φkdz).

Por lo tanto,

xk = 2ℜe
(∫ z

z0

φk(z)dz
)

+ ck, k = 1, 2, 3; ck ∈ C. ❏

Antes de definir la Representación de Weierstrass vamos a probar un lema que relaciona las

1-formas holomorfas α = φk(z)dz con una 1-forma holomorfa f(z)dz y una función holomorfa

g(z), para ello vamos fijar las condiciones localmente sobre φk.
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Lema 2.2 Sea U ⊂ C un dominio abierto y sean f, g : U ⊂ C −→ C funciones holomorfas,

sobre U . Entonces, las funciones

φ1 =
1

2
(1− g2)f, φ2 =

i

2
(1 + g2)f, φ3 = gf (1)

definidas en U son holomorfas y satisface

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0. (2)

Recíprocamente, cada función holomorfas φk(z) en U , k = 1, 2, 3, que satisface la ecuación

(2), se pueden expresar como en (1) para ciertas funciones f y g holomorfas.

Demostración: Sean φ1, φ2 y φ3 son holomorfas en U . Entonces

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 =

(1

2
(1− g2)f

)2

+
( i

2
(1 + g2)f

)2

+ (gf)2

=
1

4
(1− 2g2 + g4)f 2 − 1

4
(1 + 2g2 + g4)f 2 + g2f 2

=
1

4
(−4g2)f 2 + g2f 2 =

−4g2f 2 + 4g2f 2

4
= 0.

Recíprocamente, supongamos que φk, k = 1, 2, 3 son funciones holomorfas que satisface la

ecuación φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0, que también podemos escribir en la forma

(φ1 − iφ2)(φ1 + iφ2) = −φ2
3. (3)

Supongamos que (φ1 − iφ2) 6= 0, por lo que podemos definir

f = φ1 − iφ2 y g =
φ3

φ1 − iφ2

, (4)

funciones holomorfas. Entonces, multiplicando f y g obtenemos

φ3 = gf. (5)

Deducimos de (4) y (3) que

φ1 + iφ2 = −fg2. (6)

Luego, de (4) y (6) tenemos






φ1 − iφ2 = f,

φ1 + iφ2 = −fg2

Entonces, resolviendo, y de (5) tenemos

φ1 =
1

2
f(1− g2), φ2 =

i

2
f(1 + g2), φ3 = gf.

Además, la ecuación (6) implica que fg2 es holomorfa, pues φ1 + iφ2 es holomorfa. ❏
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Enunciaremos el siguiente Teorema de Representación de Weierstrass en este trabajo.

Teorema 2.4 (Representación de Weierstrass) Sean f, g : U −→ C funciones holo-

morfas, definidas en un dominio simplemente conexo U ⊂ C y f nunca se anula. Entonces

la aplicación X : U ⊂ C −→ R3, definida por

X(z) =

(

ℜe
∫ z

z0

1

2
(1− g2)fdz,ℜe

∫ z

z0

i

2
(1 + g2)fdz,ℜe

∫ z

z0

gfdz

)

(2.6)

define una superficie mínima en R3. Recíprocamente, dada una superficie mínima en R3,

entonces existen dos funciones holomorfas f y g de modo que la superficie se parametriza

como en (2.6).

Demostración: Sea X : U ⊂ C −→ R3 parametrización conforme de una superficie mínima

dada por

X(z) = (x1(z), x2(z), z3(z)), z ∈ U (1)

donde las componentes xk : U ⊂ C −→ R están definidas por

xk(z) = ℜe
( ∫ z

z0

φk(z)dz
)

, k = 1, 2, 3. (2)

De la ecuación (2.3), donde, las funciones φk : U ⊂ C −→ C, son definidas localmente por

φk(z) =
1

2

(∂xk
∂u

− i
∂xk
∂v

)

(z), k = 1, 2, 3, ∀z ∈ U.

Como M ≃ X(U) es mínima con parametrización conforme X, entonces por el Corolario 2.1

sus componentes x1, x2, x3 son armónicas y por el Lema 2.1 donde las funciones φ1, φ2, φ3

son holomorfas y satisfacen
3∑

k=1

φ2
k(z) = 0 y

3∑

k=1

|φk(z)|2 > 0, z ∈ U.

Por lo tanto, usando el Lema 2.5 podemos garantizar la existencia de funciones f y g holo-

morfas tales que

φ1 =
1

2
(1− g2)f, φ2 =

1

2
(1 + g2)f, φ3 = gf.

Luego, en (2) tenemos

x1(z) = ℜe
(∫ z

z0

φ1(z)dz
)

= ℜe
∫ z

z0

1

2
(1− g2)fdz,

x2(z) = ℜe
(∫ z

z0

φ2(z)dz
)

= ℜe
∫ z

z0

i

2
(1 + g2)fdz,

x3(z) = ℜe
(∫ z

z0

φ3(z)dz
)

= ℜe
∫ z

z0

gfdz.
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Por lo tanto, en (1) la inmersión mínima X esta dada por

X(z) = ℜe
(∫ z

z0

1

2
(1− g2)fdz,

∫ z

z0

i

2
(1 + g2)fdz,

∫ z

z0

gfdz

)

que define una superficie mínima en R3.

Recíprocamente, si existen f y g funciones holomorfas en U ⊂ C dominio simplemente

conexo, entonces por Lema 2.2 las funciones definidas como

φ1 =
1

2
(1− g2)f, φ2 =

i

2
(1 + g2)f, φ3 = gf.

Son holomorfas y localmente satisfacen

3∑

k=1

φ2
k(z) = 0 y

3∑

k=1

|φk(z)|2 > 0, z ∈ U.

Entonces por la Proposición 2.4, existe una superficie mínima con inmersión conforme X

sobre su imagen, dada por

X(z) = ℜe
(∫ z

z0

1

2
(1− g2)fdz,

∫ z

z0

i

2
(1 + g2)fdz,

∫ z

z0

gfdz

)

.

❏
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CAPÍTULO 3

EJEMPLOS Y APLICACIONES DEL TEOREMA DE REPRESENTACIÓN

En este capítulo, presentaremos la construcción de superficies mínimas clásicas (catenoi-

de, helicoide, Enneper, Scherk y la superficie de Henneberg) utilizando los datos de repre-

sentación de Weierstrass, dados en el capítulo anterior.

3.1. La Catenoide

Tomemos U = C, g(z) = −ez y f(z) = −e−z donde z ∈ U . De la ecuación (1) del Lema

2.2, tenemos

φ1 =
1

2
(1− g2)f =

ez − e−z

2
= sinh(z),

φ2 =
i

2
(1 + g2)f = −ie

z + e−z

2
= −i cosh(z),

φ3 = gf = 1.

Como cosh(z), sinh(z) y la multiplicación por una constante son funciones holomorfas en

C, entonces
∫

γ
φkdz = 0, k = 1, 2, 3, para cada camino cerrado γ en C. Por el Teorema de

Representación de Weierstrass obtenemos

x1(z) = ℜe
∫ z

0

sinh(z)dz = ℜe(cosh(z)− 1) = cosh(u) cos(v)− 1,

x2(z) = ℜe
∫ z

0

−i cosh(z)dz = ℜe(−i sinh(z)) = cosh(u) sin(v),

x3(z) = ℜe
∫ z

0

dz = ℜe(z) = u.
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Por lo tanto,

X(u, v) =
(
cos(v) cosh(u), sin(v) cosh(u), u

)
− (1, 0, 0),

es la parametrización de la catenoide salvo una traslación, descrita en la Sección 1.1 del

Capítulo 1. �

4

2

0

-2

-4 -4

-2

-1

4

2

0

0

1

2

-2

Figura 3.1: La Catenoide.

3.2. La Helicoide

Tomamos U = C, g(z) = −iez y f(z) = e−z. Observe que g no tiene polos y f no tiene

ceros en C. Por la ecuación (1) del Lema 2.2, tenemos

φ1 =
1

2
(1− g2)f =

ez + e−z

2
= cosh(z),

φ2 =
i

2
(1 + g2)f = −ie

z − e−z

2
= −i sinh(z),

φ3 = gf = −i.

Como cosh(z), sinh(z) y la multiplicación por una constante son funciones holomorfas en C,

entonces
∫

γ
φkdz = 0, k = 1, 2, 3, para cada camino cerrado γ en C. Por lo tanto, por el

Teorema de Weierstrass obtenemos

x1(z) = ℜe
∫ z

0

cosh(z)dz = ℜe(sinh(z)) = cos(v) sinh(u),

x2(z) = ℜe
∫ z

0

−i sinh(z)dz = ℜe(−i cosh(z) + i) = sin(v) sinh(u),

x3(z) = ℜe
∫ z

0

−idz = ℜe(−iz) = v.
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Por lo tanto,

X(u, v) =
(
cos(v) sinh(u), sin(v) sinh(u), v

)
,

describe una una inmersión mínima llamada la helicoide. Si haciendo t = sinh(u), la para-

metrización X(t, v) es exactamente la Helicoide descrita en la Sección 2.1 del Capítulo 2.

�

-2

3

-1

2
3

21

0

1

0 1
0

2

-1
-1-2

-3
-2

-3

Figura 3.2: La Helicoide.

3.3. Superficie de Enneper

Consideremos las siguientes funciones g(z) = z y f(z) = para todo z ∈ U = C, mos-

traremos que f y g son las funciones de Weierstrass para la superficie de Enneper. Las

coordenadas de X esta dada por

x1(z) = ℜe
(∫ z

0

1

2

(
1− g2

)
fdz

)

=
1

2
ℜe

∫ z

0

(1− z2)dz =
1

2
ℜe

(
z − z3

3

)

=
1

2
ℜe

(

u+ iv − (u+ iv)3

3

)

=
1

6

(
3u− u3 − 3uv2

)
=

1

2

(

u− u3

3
+ uv2

)

,

x2(z) = ℜe
(∫ z

0

i

2

(
1 + g2

)
fdz

)

=
1

2
Im

(
z +

z3

3

)
=

−1

2
Im

(
u+ iv +

(u+ iv)3

3

)

=
−1

2

(
v + u2v − v3

3

)
,

x3(z) = ℜe
(∫ z

0

gfdz
)

= ℜe
∫ z

0

zdz = ℜe
(z2

2

)
=

1

2
(u2 − v2).

Por lo tanto, la inmersión mínima X : C −→ R3 dada por

X(u, v) =
1

2

(

u− u3

3
+ uv2,−v − u2v +

v3

3
, u2 − v2

)

es una parametrización de la superficie mínima M , que es conocida como la superficie de

Enneper. �
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Figura 3.3: Superficie de Enneper.

3.4. Superficie de Scherk

Considere el disco unitario D = {z ∈ C : |z| < 1}. Tomando U = D, g(z) = z y

f(z) = 4
1−z4 , y del Lema 2.2 obtenemos

φ1 =
1

2
(1− g2)f =

2

1 + z2
=

( i

z + i
− i

z − i

)

,

φ2 =
i

2
(1 + g2)f =

2i

1− z2
=

( i

z + 1
− i

z − 1

)

,

φ3 = gf =
4z

1− z4
=

( 2z

z2 + 1
− 2z

z2 − 1

)

.

Luego de la Representación de Weierstrass obtenemos

x1(z) = ℜe
(∫ z

0

φ1dz
)

= ℜe
(

i log
z + i

z − i

)

= −arg
(z + i

z − i

)

,

x2(z) = ℜe
(∫ z

0

φ2dz
)

= ℜe
(

i log
z + 1

z − 1

)

= −arg z + 1

z − 1
,

x3(z) = ℜe
(∫ z

0

φ3dz
)

= ℜe
(

log
z2 + 1

z2 − 1

)

= log
∣
∣
∣
z2 + 1

z2 − 1

∣
∣
∣.

Entonces la superficie mínima de Scherk , es la superficie dada por

X(u, v) =

(

− arg
(z + i

z − i

)

,−arg z + 1

z − 1
, log

∣
∣
∣
z2 + 1

z2 − 1

∣
∣
∣

)

, z 6= ±1, z 6= ±i,
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Donde z = u+ iv y arg z es el ángulo que forma z con el eje real. Calculamos fácilmente que

−arg
(z + i

z − i

)

= tan−1 2u

u2 + v2 − 1
,

−arg z + 1

z − 1
= tan−1 −2v

u2 + v2 − 1
,

log
∣
∣
∣
z2 + 1

z2 − 1

∣
∣
∣ =

1

2
log

(u2 − v2 + 1)2 + 4u2v2

(u2 − v2 − 1)2 + 4u2v2
;

de donde,

φ1 =
∂x1
∂u

− i
∂x1
∂v

= − 2

1 + z2
, φ2 = − 2i

1 − z2
, φ3 =

4z

1− z4
.

Como φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 ≡ 0 y φ1, φ2 y φ3 son holomorfas, X es una parametrización conforme

de una superficie mínima.

Figura 3.4: Superficie de Scherk.

Se tiene que,
z + i

z − i
=

|z|2 − 1

|z − i|2 + i
z − z̄

|z − i|2
y

z + 1

z − 1
=

|z|2 − 1

|z − 1|2 + i
z − z̄

|z − 1|2 ,

donde |z|2 − 1 < 1 en D, tenemos que −3π
2

≤ xj ≤ −π
2
, j = 1, 2, z = x1 + ix2. Y de las

expresiones anteriores es sencillo ver que cos x1 y cosx2. Tenemos que

cosx1 = cos
(

− arg
z + i

z − i

)

= cos
(

arg
z + i

z − i

)

= cos

(

arg
( |z − i|
z + i

· z + i

z − i

))

= ℜe
( |z − i|
z + i

· z + i

z − i

)

=
|z − i|

|z + i|ℜe
(
z+i
z−i

) =
|z − i|
|z + i| ·

|z|2 − i

|z − i|2

=
|z|2 − 1

z2 + 1
.
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Similarmente,

cosx2 = cos
(

− arg
z + 1

z − 1

)

=
|z − 1|
|z + 1| ·

|z|2 − 1

|z − 1|2

=
|z|2 − 1

z2 − 1
.

Esto implica que

x3 = log
(cosx2
cosx1

)

,

donde x1 ∈
(−3π

2
, −π

2

)
y x2 ∈

(−3π
2
, −π

2

)
, así la aplicación X : D −→ R3 definida por

X(x1, x2) =
(

x1, x2, log
(
cos x2
cos x1

))

describe una parametrización de una superficie mínima,

conocida como la superficie de Scherk . �

3.5. Superficie de Henneberg

Tomando U = C− {0}, g(z) = z y f(z) = 2
(
1− 1

z4

)
, y del Lema 2.2 obtenemos

φ1 =
1

2
(1− g2)f =

(1− z2)(z4 − 1)

z4
=

(

− 1

z4
+

1

z2
+ 1− z2

)

,

φ2 =
i

2
(1 + g2)f =

(1 + z2)(z4 − 1)

z4
= i

(

− 1

z4
− 1

z2
+ 1− z2

)

,

φ3 = gf = z · 2
(

1− 1

z4

)

dz = 2
(

z − 1

z3

)

.

Observe que, φ1, φ2 y φ3 no tienen periodos reales en U . Entonces, de la Representación de

Weierstrass obtenemos

x1 = ℜe
( ∫ z

1

φ1dz
)

= ℜe
((1− z2)3

3z3

)

= ℜe
(
(z̄ − |z|2z)3

3|z|6
)

,

x2 = ℜe
( ∫ z

1

φ2dz
)

= ℜe
(i(1 + z2)3

3z3
− 8i

3

)

= −Im
(
(z̄ + |z|2z)3

3|z|6
)

,

x3 = ℜe
( ∫ z

1

φ3dz
)

= ℜe
((z2 − 1)2

z2

)

= ℜe
(
(z|z|2 − z̄)2

|z|4
)

.

Y haciendo cálculos tenemos

x1 =
u3(1− u2 − v2)3 − 3uv2(1− u2 − v2)(1 + u2 + v2)2

3(u2 + v2)3
,

x2 =
3u2v(1 + u2 + v2)2(1− u2 − v − 2)− v3(1− u2 − v2)3

3(u2 + v2)3
,

x3 =
(1− u2 − v2)2u2 − (1 + u2 + v2)v2

(u2 + v2)2
.

Así, X = (x1, x2, x3) describe la superficie conocida como la superficie de Henneberg . �
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Figura 3.5: Superficie de Henneberg.
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CAPÍTULO 4

CONCLUSIONES

En este proyecto de grado se estudiaron algunos temas relacionados con la Teoría de las

superficies mínimas y su inter-relación con áreas como ecuaciones diferenciales ordinarias y

parciales y sobre todo con el análisis complejo. Se comenzó con el estudio de dos ejemplos

fundamentales de superficies mínimas, la catenoide y la helicoide que tienen la curvatura

media nula en todos sus puntos.

Luego, se estudio las superficies mínimas con parametrizaciones conformes, de manera

que la superficie se puede ver como el gráfico de una función diferenciable de R2 en R.

Encontramos además que la única solución que caracteriza a una superficie mínima definida

sobre todo el plano es una función afín, de aquí que la superficie es un plano.

Se hizo una caracterización, que describe las componentes de una parametrización de

una superficie mínima como funciones holomorfas. Por lo tanto, existe una relación entre

la Teoría de funciones de variable compleja y las superficies mínimas, relación explica en la

fórmula de Representación de Weierstrass de superficies mínimas en R3.

A partir de la Representación de Weierstrass, que toda superficie mínima puede ser repre-

sentada localmente y/o globalmente mediante una pareja de funciones holomorfas. Además

podemos construir diferentes ejemplos de superficies mínimas, recuperamos las superficies

mínimas clásicas como la catenoide y la helicoide y se puede describir nuevos ejemplos.
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APÉNDICE A

TEORÍA GENERAL DE SUPERFICIES EN R
3

1. Las Superficies en R
3

En este parte del apéndice, se da algunos conceptos importantes de superficies en R
3 del

texto de referencia [2], [5] y [9].

Definición A.1 Un subconjunto M ⊂ R
3 es una superficie regular si, para cada p ∈M ,

existe un entorno V en R3 y una aplicación ϕ : U ⊂ R2 −→ V ∩ M de un subconjunto

abierto U de R
2 sobre V ∩M ⊂ R

3 tal que

1). ϕ es diferenciable.

2). ϕ es un homeomorfismo sobre su imagen.

3). ϕ es una inmersión, es decir, la diferencial dϕq : R
2 −→ R3 es inyectiva, para todo

q ∈ U .

Figura A.1: Superficie regular M .

El entorno V ∩M se denomina un entorno coordenado y ϕ se una parametrización.
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Definición A.2 Una aplicación regular ϕ : U −→ R3 cuya imagen descansa en una super-

ficie M se llama parametrización de la región ϕ(U) en M .

Las superficies serán recubiertas por parametrizaciones que satisfacen las condiciones

de la definición A.1. En los casos favorables, la imagen ϕ(U) podrá ser la totalidad de

la superficie M . La condición 3), de la definición A.1 garantiza la existencia de un plano

tangente en todos los puntos de la superficie, para ello vamos a justificar del álgebra lineal

nos proporciona el siguiente resultado.

Lema A.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1). La aplicación lineal dϕq es inyectiva.

2). La matriz jacobiana Jdϕq tiene rango 2.

3). Algunos de los menores de Jdϕq es distinto de cero en q, es decir

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣

xu xv

yu yv

∣
∣
∣
∣
∣
,

∂(x, z)

∂(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣

xu xv

zu zv

∣
∣
∣
∣
∣
,

∂(y, z)

∂(u, v)
=

∣
∣
∣
∣
∣

yu yv

zu zv

∣
∣
∣
∣
∣
.

4). La expresión
(
∂(x, y)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(x, z)

∂(u, v)

)2

+

(
∂(y, z)

∂(u, v)

)2

6= 0.

5). El producto vectorial es distinto de cero en q, es decir

ϕu × ϕv =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,−∂(x, z)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)

6= 0.

6). Los vectores ϕu y ϕv son linealmente independientes.

Proposición A.1 Si f : U ⊂ R2 −→ R es una función diferenciable definida en un abierto

U de R2, entonces el gráfico

Graf(f) =
{
(x, y, z) ∈ R

3 : (x, y) ∈ U ∧ z = f(x, y)
}
⊂ R

3

es una superficie regular.

Se dice que una superficie regular M ⊂ R3 es conexa , si para cualquier par de puntos,

existe un camino en la superficie que une dichos puntos.
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Proposición A.2 (Cambio de parámetros) Sea M una superficie regular, p ∈M . Sean

ϕ : U ⊂ R2 −→ M y ϕ̃ : Ũ ⊂ R2 −→ M dos parametrizaciones de M tal que p ∈
ϕ(U) ∩ ϕ̃(Ũ) = W . Entonces el cambio de coodenadas ψ = ϕ̃−1 ◦ ϕ : ϕ−1(W ) −→ ϕ̃−1(W )

es un difeomorfismo; es decir, ψ es diferenciable y tiene inversa diferenciable.

Figura A.2: Cambio de parámetros.

Definición A.3 Sea M ⊂ R3 una superficie regular y p ∈ M . El conjunto de vectores

anclados en p dado por

TpM = {w ∈ R
3 / ∃α : (−ε, ε) −→ S tal que α(0) = p, α̇(0) = w}

es llamado el espacio tangente o plano tangente a la superficie M en p.

2. Formas fundamentales

La primera forma fundamental, para una superficie M . Geométricamente, nos permite

hacer mediciones en la superficie como la longitud de curva, ángulo entre vectores tangente

y área de una región.

El producto interior en R
3, induce un producto interno en TpM , que se denota por 〈, 〉p,

es decir, si w1, w2 ∈ TpM , entonces 〈w1, w2〉p = 〈w1, w2〉 es una forma bilineal simétrica, que

le corresponde una forma cuadrática, dado por

Ip : TpM −→ R

w 7→ Ip(w) := 〈w,w〉p = ‖w‖2.
Como un producto interno tiene asociado una matriz, veamos que ocurre con el producto

interno sobre una superficie M .

Sea ϕ : U ⊂ R2 −→ R3 una parametrización de la superficie regular M y una curva

diferenciable β : (−ε, ε) −→ U ⊂ R2 dado por β(t) = (u(t), v(t)) con β(0) = q entonces

definimos la curva en M como:

α = ϕ ◦ β : (−ε, ε) −→ M

t 7→ α(t) = (ϕ ◦ β)(t) = ϕ(β(t)) = ϕ(u(t), v(t)).
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Figura A.3: Curva en la superficie M .

En t = 0 tenemos, α(0) = ϕ(β(0)) = ϕ(q) = p entonces ⇒ α(0) = p.

Ahora α(t) = ϕ(u(t), v(t)) derivando respecto de t, aplicando regla de la cadena

α̇(t) =
d

dt

(
ϕ(u(t), v(t))

)
=
∂ϕ

∂u

du

dt
+
∂ϕ

∂v

dv

dt
⇒ α̇(t) = ϕuu̇(t) + ϕvv̇(t).

Tenemos en t = 0, w = α̇(0) = ϕuu̇(0) + ϕvv̇(0) y obtenemos

‖w‖2 = ‖ϕ̇(0)‖2 = 〈u̇ϕu + v̇ϕv, u̇ϕu + v̇ϕv〉, por bilinealidad

= u̇2〈ϕu, ϕu〉+ u̇v̇〈ϕu, ϕv〉+ v̇u̇〈ϕv, ϕu〉+ v̇2〈ϕv, ϕv〉
= u̇2〈ϕu, ϕu〉+ 2u̇v̇〈ϕu, ϕv〉+ v̇2〈ϕv, ϕv〉,

si denotamos E, F,G : U −→ R son funciones diferenciables dadas por

E = 〈ϕu, ϕu〉, F = 〈ϕu, ϕv〉, G = 〈ϕv, ϕv〉. (A.1)

Entonces, tenemos una forma cuadrática denotado por Ip, luego

Ip(w) = ‖w‖2 = Eu̇2 + 2F u̇v̇ +Gv̇2 =
[

u̇ v̇
]
[

E F

F G

][

u̇

v̇

]

= wT

[

E F

F G

]

w.

Definición A.4 La forma cuadrática definida por

Ip(w) = Eu̇2 + 2F u̇v̇ +Gv̇2, w ∈ TpM

es llamada la Primera Forma Fundamental definida en TpM .

La matriz simétrica dada por

Ip =

[

E F

F G

]

.

Se llama la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental de M .
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Dada una parametrización ϕ : U ⊂ R2 −→ R3 en una superficie M , si tenemos un

paralelogramo D ⊂ U abierto conexo, entonces podemos calcular el area de ϕ(U), de manera

que puede ser dividido el sector ϕ(D) en pequeños rectangulos infinitesimales. vamos a

escoger aquellos paralelogramos generados por ϕu∆u y ϕv∆v. El área de dicho paralelogramo

se ubica en TpM , con área

‖ϕu∆u× ϕv∆v‖ = ‖ϕu × ϕv‖∆u∆v = ‖ϕu‖‖ϕv‖∆u ·∆v · sin θ,

donde θ es el angulo entre ϕu y ϕv. Entonces, si tomamos una particion de n× n paralelo-

gramos, tenemos

A(ϕ(D)) ≈
n∑

j=1

n∑

i=1

‖ϕu × ϕv‖∆u∆v.

Tomando el límite entre todas las particiones, cuando n −→ ∞, obtenemos el área de ϕ(D):

A(ϕ(D)) =

∫∫

D

√
EG− F 2dudv. (A.2)

Observación: Si θ es el ángulo entre ϕu y ϕv, es decir cos θ = 〈ϕu, ϕv〉/|ϕu||ϕv| y usando

(A.1), obtenemos

‖ϕu × ϕv‖2 = ‖ϕu‖2‖ϕv‖2 sin2 θ = ‖ϕu‖2‖ϕv‖2(1− cos2 θ) = ‖ϕu‖2‖ϕv‖2 − 〈ϕu, ϕv〉2

= 〈ϕu, ϕu〉〈ϕv, ϕv〉 − 〈ϕu, ϕv〉2 = EG− F 2.

Por lo tanto, ‖ϕu × ϕv‖ =
√
EG− F 2.

Definición A.5 Una superficie regular M ⊂ R
3 es orientable si existe una familia de

parametrizaciones {(Vi, ϕi)} que cubre a M (M ⊂
⋃

i∈I Vi) tal que Vi ∩ Vj 6= 0, entonces el

cambio de coordenadas ϕ−1
i ◦ ϕj tiene jacobiano positivo en p.

Dada una parametrización ϕ : U ⊂ R2 −→ M de una superficie regular M en un punto

p ∈M , podemos eligir un vector unitario normal en cada punto de ϕ(U) mediante la regla

N(p) =
ϕu × ϕv
‖ϕu × ϕv‖

, p ∈ ϕ(U).

Así, tenemos una aplicación N : ϕ(U) −→ R3 que asocia a cada p ∈ ϕ(U) un vector normal

unitario N(p).

Definición A.6 Sea M ⊂ R
3 una superficie regular orientable, S2 la esfera unitaria cen-

trada en el origen de R3. Definimos la aplicación de Gauss de M , por

N : M −→ S2

p 7→ N(p) = ϕu×ϕv

‖ϕu×ϕv‖

donde N(p) es vector normal unitario al plano tangente a la superficie M en p.
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Observación: Es inmediato verificar que la aplicación de Gauss es diferenciable y además

notemos que los planos tangentes TpM y TN(p)S
2 son paralelos, pues tienen el mismo vector

normal. Esto implica que la aplicación lineal dNp : TpM −→ TN(p)S
2 es operador de la forma

dNp : TpM −→ TpM .

Sea ϕ : U ⊂ R2 −→M una parametrización en un punto p ∈M y sea α(t) = ϕ(u(t), v(t))

una curva parametrizada regular en M , con α(0) = p, consideremos la restricción de la apli-

cación de Gauss N sobre α(t), entonces localmente podemos escribir la curva parametrizada

N ◦α(t) = N(t) en la esfera S2. El vector tangente N ′(0) = dNp(α
′(0)) es un vector de TpM .

Figura A.4: La aplicación de Gauss.

El vector tangente a α(t) en p = α(0) y α′(0) = w, w ∈ TpM esta dado por

w = α′ = ϕuu
′ + ϕvv

′. (1)

Además, dNα(0)(α
′(0)) = dNp(w) = N ′(w)|t=0 = N ′(u(0), v(0)) = Nu(p)u

′(0) + Nv(p)v
′(0)

entonces

dN(w) = Nuu
′ +Nvv

′. (2)

Proposición A.3 La diferencial dNp : TpM −→ TpM de la aplicación de Gauss es autoad-

junta, es decir, para todo w, w̃ ∈ TpM se tiene 〈dNp(w), w̃〉 = 〈w, dNp(w̃)〉.

El hecho de que dNp : TpM −→ TpM es autoadjunta nos permite asociar a dNp una forma

cuadrática IIp en TpM , dada por IIp(w) = 〈dNp(w), w〉, w ∈ TpM .

Definición A.7 La forma cuadrática IIp(w) = −〈dNp(w), w〉, definida en TpM se denomi-

na segunda forma fundamental de M en p.

Calculando la segunda forma fundamental en la base {ϕu, ϕv}, de (2) y (1), tenemos

IIp(w) = −〈dNp(w), w〉 = −〈Nuu
′ +Nvv

′, ϕuu
′ + ϕvv

′〉
= −(〈Nuu

′, ϕuu
′〉+ 〈Nvv

′, ϕuu
′〉+ 〈Nuu

′, ϕvv
′〉+ 〈Nvv

′, ϕvv
′〉)

= −((u′)2〈〈Nu, ϕu〉+ u′v′〈Nv, ϕu〉+ u′v′〈Nu, ϕv〉+ (v′)2〈Nv, ϕv〉)
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Dado que ϕu y ϕv son vectores tangentes a la superficie M en p, 〈ϕu, N〉 = 〈ϕv, N〉 = 0

derivando respecto a u y v, y si denotamos por

e = −〈Nu, ϕu〉 = 〈N,ϕuu〉,
f = −〈Nv, ϕu〉 = −〈Nu, ϕv〉 = 〈N,ϕuv〉 = 〈N,ϕvu〉,
e = −〈Nv, ϕv〉 = 〈N,ϕvv〉.

Entonces

IIp(w) = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2 =
[

u′ v′
]
[

e f

f g

][

u′

v′

]

.

Donde la matriz simétrica dada por

IIp =

[

e f

f g

]

.

Se llama la matriz de coeficientes de la segunda forma fundamental de la superficie M .

El hecho de que dNp sea autoadjunta garantiza que es simétrica. Los autovalores de

−dNp(w) son valores reales y se denominan curvaturas principales k1 y k2. En la base de

autovectores la matriz de −dNp(w) es

[

k1 0

0 k2

]

.

Definición A.8 Sea p ∈ M y sea dNp : TpM −→ TpM la diferencial de aplicación de

Gauss. La curvatura gaussiana y la curvatura media de M en p, en términos de las

curvaturas principales k1 y k2 podemos escribir

K = det

[

k1 0

0 k2

]

= k1 · k2; H =
1

2
traza

[

k1 0

0 k2

]

=
1

2
(k1 + k2).

Como {ϕu, ϕv} es una base para TpM podemos escribir

Nu = a11ϕu + a21ϕv; Nv = a12ϕu + a22ϕv. (1)

Por lo tanto dN(α′) = (a11u
′ + a12v

′)ϕu + (a21u
′ + a22v

′)ϕv, o bien

dN

[

u′

v′

]

=

[

a11 a12

a21 a22

][

u′

v′

]

.

Es decir la dN en la base {ϕu, ϕv} esta dada por la matriz

A =

[

a11 a12

a21 a22

]

.
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Notemos que la matriz no es necesariamente simétrica, salvo que {ϕu, ϕv} sea una base

ortonormal. Nuestro interés es calcular los coeficientes aij en términos de e, f, g a partir de

la ecuación (1), esto es

−f = 〈Nu, ϕv〉 = a11〈ϕu, ϕv〉+ a21〈ϕv, ϕv〉 = a11F + a21G,

−f = 〈Nv, ϕu〉 = a12〈ϕu, ϕu〉+ a22〈ϕv, ϕu〉 = a12E + a22F,

−e = 〈Nu, ϕu〉 = a11〈ϕu, ϕv〉+ a21〈ϕv, ϕu〉 = a11E + a21F,

−g = 〈Nv, ϕv〉 = a12〈ϕu, ϕv〉+ a22〈ϕv, ϕv〉 = a12F + a22G.

Entonces tenemos la igualdad de matrices
[

−e −f
−f −g

]

=

[

a11 a12

a21 a22

][

E F

F G

]

.

Multiplicando por 1
EG−F 2

[

G −F
−F E

]

, nos queda

[

a11 a12

a21 a22

]

=
1

EG− F 2

[

−e −f
−f −g

][

G −F
−F E

]

.

Igualando coeficientes, obtenemos las, llamadas ecuaciones de Weingarten:

a11 =
fF − eG

EG− F 2
, a12 =

gF − fG

EG− F 2
,

a21 =
eF − fE

EG− F 2
, a22 =

fF − gE

EG− F 2
.

Con estas igualdades podemos expresar la curvatura de Gauss en términos de E, F,G, e, f y

g de formas fundamentales:

K = det(aij) =
eg − f 2

EG− F 2
. (A.3)

Para el cálculo de la curvatura media, recordemos que −k1,−k2 son autovalores de dN , es

decir, satisfacen dN(v) = −kv para algún v ∈ TpM , v 6= 0, de donde (dN + kI)v = 0; donde

I es la matriz inversible. Entonces la aplicación lineal (dN+kI) no es invertible. Por lo tanto

tiene determinante igual a cero; es decir:

det

[

a11 + k a12

a21 a22 + k

]

= 0 ⇔ (a11 + k)(a22 + k)− a12a21 = 0

⇔ k2 + k(a11 + a22) + a11a22 − a21a12 = 0.
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Como k1, k2 son las raíces de esta ecuación cuadrática, concluimos que

H =
1

2
(k1 + k2) = −1

2
(a11 + a22) =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
.

Así, la curvatura media de la superficie M , en términos de formas fundamentales es

H =
1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
. (A.4)

Resultados preliminares sobre parametrizaciones de una superficie:

Teorema A.1 (Existencia de parámetros conformes) Sea U un conjunto abierto sim-

plemente conexo y sea ψ : U −→ R3 una inmersión de clase Ck. Entonces existe un difeo-

morfismo ϕ : U −→ U de clase Ck tal que ψ̃ = ψ ◦ ϕ es una aplicación conforme.

Teorema A.2 (Jörgens) Si φ : R2 −→ R es una función en todo el plano que satisface

φxxφyy − (φxy)
2 = 1

entonces φ es un polinomio cuadrático en x e y.

La demostración de estas teoremas se encuentran en [7].
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APÉNDICE B

FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS

1. Repaso de funciones holomorfas

Sea D el conjunto de números complejo. Una función f : D −→ C definida sobre D ⊂ C

es conocida como función compleja de variable compleja o simplemente función compleja

es una regla que asigna a cada z de un conjunto D ⊂ C un numero complejo w ∈ C y que

se denota por f(z), es decir

f : D −→ C

z 7−→ w = f(z).

Sea f : D −→ C una función compleja, si z = x+ iy y w = u+ iv entonces

w = f(z) = f(x+ iy) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y) ⇒ w = u(x, y) + iv(x, y)

donde u(x, y) = Ref(z), v(x, y) = Imf(z), además u, v : R2 −→ R son funciones reales de

dos variables.

Definición B.1 Una función f definida en un dominio D (conjunto abierto y conexo) se

dice que es diferenciable en el punto z0 ∈ D si existe el limite siguiente

f ′(z0) = ĺım
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h

se llama la derivada compleja de f en el punto z0.

Definición B.2 Se dice que una función f de la variable compleja z es holomorfa en un

conjunto abierto D si tiene derivada en todo punto de ese abierto.

En particular, f es holomorfa en un punto z0 si es holomorfa en un entorno de z0.
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De esta definición se deduce inmediatamente:

(a) f es holomorfa en z0 ∈ D ⇔ f es diferenciable en cada punto z de una vecindad V ⊂ D

del punto z0.

(b) f es holomorfa en un dominio D ⇔ f es holomorfa en cada punto z0 de D.

Ahora daremos algunos conceptos de las funciones complejas cerca de aquellos puntos en

los que la función no es holomorfa, tales puntos se denominan singularidades que aparecen

al formar el cociente de dos funciones holomorfas, ya que los ceros del denominador van a

ser singularidades de la función.

Definición B.3 Se dice que una función f tiene una singularidad en z = z0 si f no es

holomorfa en z0, y en todo entorno de z0 existen puntos donde la función es holomorfa.

Definición B.4 Se dice que una función f tiene una singularidad aislada en z = z0 si f no

es holomorfa en z0, y existe un numero R > 0 tal que f es holomorfa en B′(z0, R) = {z : 0 <

|z − z0| < R}. Las singularidades aisladas se pueden clasificar en tres tipos: Singularidades

evitables, polos y singularidades esenciales.

El punto z = z0 es una singularidad evitable de f si existe una función holomorfa

g : D −→ C tal que g(z) = f(z) para todo z del conjunto B′(z0, R).

Sea D ⊂ C, z0 ∈ D y f : D − {z0} −→ C es una función holomorfa. Si existe una

función holomorfa g : D −→ C y n ∈ N tal que

f(z) =
g(z)

(z − z0)n

para toda z de D−{z0}, entonces llamamos a z0 polo de f . Un polo de orden 1 también

es llamado polo simple.

Equivalentemente, z0 es un polo de orden n ≥ 0 de una función f si existe un entorno

abierto D de z0 tal que f : D − {z0} −→ C es holomorfa y el limite ĺım
z→z0

(z − z0)
nf(z)

existe y es diferente de cero.

Se dice que una singularidad esencial si es una singularidad aislada que no es polo

ni evitable. Por lo tanto, f tiene una singularidad esencial en z = z0 si y sólo si en

C ∪∞ no existe el limite ĺım
z→z0

f(z).

Definición B.5 Una función meromorfa sobre un subconjunto abierto D del plano com-

plejo es una función que es holomorfa en todo D excepto en un conjunto de puntos aislados

de singularidades, en cada una de las cuales la función tiene un polo.
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Definición B.6 Una función entera es una función que es holomorfa en todos los puntos

del plano

Observación: Si dos funciones son holomorfas en un dominio D, su suma y su producto

son holomorfos ambos en D. Análogamente su cociente es holomorfo en D supuesto que la

función del denominador no se anule en ningún punto de D.

Condiciones de Cauchy-Riemann

Consideremos f : D −→ C con D abierto definida por f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es

holomorfa en z0 = x0 + iy0, entonces

∂u

∂x
=
∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

son llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann .

Además, f ′(z0) se puede expresar como f ′(z0) = ux + ivx donde las derivadas parciales

están evaluadas en (x0, y0).

Teorema B.1 Condición necesaria y suficiente para que una función f(z) = u(x, y) +

iv(x, y) sea holomorfa en un dominio D es que, en cada punto z = x + iy, las derivadas

parciales ∂u/∂x, ∂u/∂y, ∂v/∂x, ∂v/∂y existan, sean continuas y satisfacen las ecuaciones

de Cauchy-Riemann.

Teorema B.2 Sea f : D −→ C tal que f(z) = u(x, y) + iv(x, y) donde u, v son continuas

en D entonces f es holomorfa si y sólo si ∂f(z)
∂z̄

= 0.

Demostración: Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) donde (x, y) ∈ U , y u, u : R2 −→ R son

funciones reales. Haciendo un cambio de variable, escribimos u = z y su conjugada v = z̄, es

decir






u = x+ iy = z

v = x− iy = z̄
=⇒

x =
1

2
(u+ v)

y =
1

2i
(u− v).

(1)

Entonces, por la regla de la cadena tenemos

∂f(z)

∂u
=
∂f(z)

∂x
· ∂x
∂u

+
∂f(z)

∂y
· ∂y
∂u

(1)
=
∂f(z)

∂x
· 1
2
+
∂f(z)

∂y
· 1

2i
=

1

2

(∂f(z)

∂x
− i

∂f(z)

∂y

)

;

∂f(z)

∂v
=
∂f(z)

∂x
· ∂x
∂v

+
∂f(z)

∂y
· ∂y
∂v

(1)
=
∂f(z)

∂x
· 1
2
+
∂f(z)

∂y
· −1

2i
=

1

2

(∂f(z)

∂x
+ i

∂f(z)

∂y

)

.

Es decir, definimos los operadores diferenciales complejas

∂f(z)

∂z
=

1

2

(∂f(z)

∂x
− i

∂f(z)

∂y

)

y
∂f(z)

∂z̄
=

1

2

(∂f(z)

∂x
+ i

∂f(z)

∂y

)

. (B.1)
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Usando la descomposición en partes real e imaginaria:

∂f(z)

∂z̄
=

1

2

(∂f(z)

∂x
+ i

∂f(z)

∂y

)

=
1

2

(
∂

∂x

(
u(x, y) + iv(x, y)) + i

∂

∂y

(
u(x, y) + iv(x, y))

)

=
1

2

(
∂u(x, y)

∂x
+ i

∂v(x, y)

∂y
+ i

∂u(x, y)

∂x
− ∂v(x, y)

∂y

)

=
1

2

[(∂u(x, y)

∂x
− ∂v(x, y)

∂y

)
+ i

(∂v(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y

)]

.

Con lo que, si se verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

∂f(z)

∂z̄
=

1

2

[(∂u(x, y)

∂x
− ∂v(x, y)

∂y

)
+ i

(∂v(x, y)

∂x
+
∂u(x, y)

∂y

)]

= 0. (2)

Recíprocamente, si ∂f(z)
∂z̄

= 0, entonces se verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann, enton-

ces de (2) tenemos

∂u(x, y)

∂x
=
∂v(x, y)

∂y
y

∂v(x, y)

∂x
= −∂u(x, y)

∂y
. ❏

Definición B.7 Una función real φ : R2 −→ R de dos variables reales se dice armónica

en un dominio de R2 si sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y

segundo orden, y satisfacen la ecuación φxx(x, y)+φyy(x, y) = 0 conocida como la ecuación

de Laplace de la función φ o el laplaciano de φ y se denota por ∆φ. Ademas si ∆φ = 0

entonces φ es armónica.

Lema B.1 Si f : U −→ C, dada por f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa de clase C2,

entonces f es armónica.

Demostración: Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y) donde u(x, y) = ℜ(f), v(x, y) = Im(f), tienen

derivadas parciales continuas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,

∂u

∂x
=
∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
. (1)

En la primera ecuación de (1) derivamos respecto a x y luego respecto a y, obtenemos

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
=

∂

∂y

(∂v

∂x

)
(1)
= −∂

2u

∂y2

∂2v

∂y2
=

∂2u

∂y∂x
=

∂

∂x

(∂u

∂y

)
(1)
= −∂

2v

∂x2

=⇒

∂2u

∂x2
= −∂

2u

∂y2

∂2v

∂y2
= −∂

2v

∂x2
.

(2)

Luego

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ i

(∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2

)

(2)
=
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂x2
+ i

(∂2v

∂x2
− ∂2v

∂x2

)

≡ 0.

Por lo tanto, f es armónica. ❏
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Teorema B.3 Si una función f(z) = u(x, y) + iv(x, y) es holomorfa en un dominio D, sus

funciones componentes u y v son armónicas en D.

Teorema B.4 (Teorema de función inversa) Sea f : U −→ C diferenciable de clase

Ck, k ≥ 1, donde U ⊂ C es abierto. Supongamos que z0 ∈ U tal que Df(z0) : C −→ C es

invertible. Entonces existe una vecindad abierta V de z0 tal que g = f |V es un difeomorfismo.

Ademas, g−1 : f(V ) −→ V es de clase Ck. Caso f sea holomorfa, g también sera y

(g−1)′(w) =
1

f ′(g−1(w))
,

para todo w ∈ f(V ).

2. Formas diferenciales

Dada una superficie M en R3, consideremos una función f :M −→ R definida sobre M .

Figura B.1: Función diferenciable sobre M .

Diremos que f es diferenciable en p si y sólo si f ◦ ϕ es diferenciable en q = ϕ−1(p). La

derivada de una función f :M −→ R es d(f ◦ ϕ)q : R2 −→ R una transformación lineal.

Figura B.2: Una 1-forma diferencial sobre M .

dfp : TpM −→ R

Y 7−→ dfp(Y ) := d(f ◦ ϕ)q(X) = d(f ◦ ϕ)ϕ
−1
(dϕ−1(Y )).

(1)
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De donde, se tiene
[

dfp

]

{ϕu,ϕv}
=

[

d(f ◦ ϕ)ϕ
−1

]

{e1,e2}
.

Para una función real f : U ⊂ R2 −→ R definida sobre U , la diferencial es

dfp : R2 −→ R

(u′, v′) 7−→ dfp(u
′, v′) = 〈∇f(p), (u′, v′)〉

donde

du : R
2
p −→ R

(u′, v′) 7−→ du(u′, v′) = u′
y

dv : R
2
p −→ R

(u′, v′) 7−→ dv(u′, v′) = v′.

Entonces

dfp(u
′, v′) =

∂f

∂u
(p)u′ +

∂f

∂v
(p)v′ =

∂f

∂u
(p)du(u′, v′) +

∂f

∂v
(p)dv(u′, v′),

tenemos

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

es una 1-forma diferencial en R2.

Para una función f : M −→ R definida sobre M , su derivada es dfp : TpM −→ R.

Consideremos las 1-formas diferenciables

dup : TpM −→ R

u′ϕu(p) + v′ϕv(p) 7−→ dup
(
u′ϕu(p) + v′ϕv(p)

)
= u′

y
dvp : TpM −→ R

u′ϕu(p) + v′ϕv(p) 7−→ dvp
(
u′ϕu(p) + v′ϕv(p)

)
= v′.

De la ecuación (1), como

dfp(Y ) = d(f ◦ ϕ)ϕ
−1
(dϕ−1(Y )) = d(f ◦ ϕ)ϕ

−1

(

dϕ−1
(
dϕq(e1)

))

= d(f ◦ ϕ)ϕ
−1
(e1);

dfp(Y ) = d(f ◦ ϕ)ϕ
−1
(dϕ−1(Y )) = d(f ◦ ϕ)ϕ

−1

(

dϕ−1
(
dϕq(e2)

))

= d(f ◦ ϕ)ϕ
−1
(e2).

De donde, tenemos que

dfp
(
ϕu(p)

)
=

∂

∂u
(f ◦ ϕ)(ϕ−1(p)) y dfp

(
ϕv(p)

)
=

∂

∂v
(f ◦ ϕ)(ϕ−1(p)). (2)
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Si w = αϕu(p) + βϕv(p) ∈ TpM , entonces

df(w) = αdfp(ϕu(p)) + βdfp(ϕv(p))

= α
∂(f ◦ ϕ)
∂u

(ϕ−1(p)) + β
∂(f ◦ ϕ)
∂v

(ϕ−1(p))

=
∂(f ◦ ϕ)
∂u

(ϕ−1(p)) · dup(w) +
∂(f ◦ ϕ)
∂v

(ϕ−1(p)) · dvp(w)

luego

dfp =
∂(f ◦ ϕ)
∂u

(ϕ−1(p))dup +
∂(f ◦ ϕ)
∂v

(ϕ−1(p))dvp.

Así,

df =
∂f

∂u
du+

∂f

∂v
dv

es una 1-forma diferencial sobre la superficie M .

Una 1-forma diferencial compleja es una aplicación w : U ⊂ C −→ C definida

por w(z) = A(z)dx + B(z)dy donde A,B : U −→ C son funciones complejas. La función

w(z) : R2 −→ C se llama R− lineal que denotaremos por L(R2,C). El conjunto {dx, dy} es

una base de L(R2,C). Podemos también escribir 1-forma diferencial en términos de la base

{dz, dz̄} de L(R2,C), donde







dz = dx+ idy

dz̄ = dx− idy
=⇒

dx =
1

2
(dz + dz̄)

dy =
1

2i
(dz − dz̄)

En efecto, si w(z) = A(z)dx+B(z)dy, entonces

Adx+Bdy =
1

2
A(dz + dz̄) +

1

2i
B(dz + dz̄)

=
1

2
(A− iB)dz +

1

2
(A+ iB)dz̄

= Cdz +Ddz̄.

Diferencial de una función: Sea f : U −→ C una función de clase Cr, r ≥ 1, donde

U ⊂ C es abierto. La diferencial de f es por definición la 1-forma df en U , es decir,

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

En términos de la base {dz, dz̄} de L(R2,C) podemos escribir como:

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z̄
dz̄. (1)
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En el caso que f : U −→ C es holomorfa si ∂f/∂z̄ = 0 (Teorema B.2), entonces en (1)

tenemos

df =
∂f

∂z
dz + 0 =⇒ df = f ′(z)dz. (B.2)

Definición B.8 Una 1-forma w sobre la superficie M es cerrada si dw = 0 y se dice que

es exacta si existe una (r-1)-forma φ sobre M tal que dφ = w.

Lema B.2 Una 1-forma exacta w es cerrada.

Lema B.3 (Lema de Poincaré) Una 1-forma cerrada es localmente exacta.

3. Integración de formas diferenciales en caminos

Consideremos 1-forma diferencial w = A(z)dx + B(z)dy continua en un abierto U ⊂ C.

Sea γ : [a, b] −→ U un camino de clase C1. Si γ(t) = α(t) + iβ(t), donde α y β son las

componentes real e imaginaria de γ, entonces α y β son funciones de clase C1 en (a, b).

Definimos la integral de w en γ como el numero complejo

∫

γ

w =

∫ b

a

[
A(γ(t))α′(t) +B(γ(t))β ′(t)

]
dt.

Sea γ : [a, b] −→ C un camino diferenciable con z0 = γ(a), z = γ(b) y f : U ⊂ C −→ C

una función continua en |γ|. La integral compleja de f a lo largo de γ es dado por

∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ̇(t)dt. (B.3)

Si U es un abierto simplemente conexo y f es holomorfa, la integral es
∫

γ

f(z)dz =

∫ z

z0

f(ξ)dξ (B.4)

esta bien definida para todo camino γ con z0 = γ(a) y z = γ(b).

Sea φ : U ⊂ C −→ C, k = 1, 2, 3 una función holomorfa, U simplemente conexo y

γ : [a, b] −→ U una curva diferenciable cerrada. Entenderemos por periodo de función ψ,

como el valor de la integral
∫

γ
ψ(ξ)dξ. Definimos las funciones xk : U ⊂ C −→ R por

xk(z) = ℜe
( ∫ z

z0

φk(ξ)dξ
)

, k = 1, 2, 3

Nestor Monasterios



APÉNDICE B. FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS 58

donde z, z0 ∈ U , z0 fijo. En efecto, supongamos que el periodo de las funciones ψk sean

imaginarios puros. Consideremos z0, z ∈ U y α, β : [a, b] −→ U curvas diferenciales, entonces

ℜe
∫

α

ψ(ξ)dξ = ℜe
∫

β

ψ(ξ)dξ ⇔ 0 = ℜe
∫

α

ψ(ξ)dξ −ℜe
∫

β

ψ(ξ)dξ

= ℜe
(∫

α

ψ(ξ)dξ −
∫

β

ψ(ξ)dξ
)

= ℜe
(∫

α

ψ(ξ)dξ +

∫

−β
ψ(ξ)dξ

)

= ℜe
(∫

α∪(−β)
ψ(ξ)dξ

)

.

Como el periodo de ψk es imaginario puro y α∪ (−β) : [a, b] −→ U es una curva cerrada que

conecta de z0 a z, entonces el valor de integral
∫

α∪(−β) ψ(ξ)dξ es imaginario puro, luego

ℜe
(∫

α∪(−β)
ψ(ξ)dξ

)

= 0.

Por lo tanto, las funciones φ : U ⊂ C −→ C, k = 1, 2, 3 están bien definidas.

Corolario B.1 Sea w = A(z)dz una 1-forma continua en U ⊂ C. Sea f : Ω −→ U una

función holomorfa de clase C1. Entonces
∫

f◦γ
A(z)dz =

∫

γ

A(f(w))f ′(w)dw

para todo camino de clase C1 por partes γ : [a, b] −→ Ω.
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4. Gráficas del proyecto

En el presente proyecto utilizamos figuras para ilustrar algunos conceptos y ejemplos

de superficies, ahora con respecto al capitulo 4, daremos una explicación de como fueron

generados las superficies mínimas.

Veremos como se genera la gráfica de una superficie mínima, que podemos visualizar a

partir de sistemas computacionales en Matlab o como en Octave y GeoGebra, para el

caso de la superficie parametriza, utilizaremos la catenoide que tiene la parametrización de

la forma

X(u, v) =
(
cos(v) cosh(u), sin(v) cosh(u), u

)
,

así, tenemos que el código para generar a esta superficie esta dada por:

≫ u=linspace(-2,2,30);

≫ v=linspace(-2,2*pi,30);

≫ [u,v]=meshgrid(u,v);

≫ x=cos(v).*cosh(u);

≫ y=sin(v).*cosh(u);

≫ z=u;

≫ mesh(x,y,z)
4

2

0

-2

-4 -4

-2

-1

4

2

0

0

1

2

-2

Como se observa a la derecha, se muestra el resultado del código como genera la gráfica.

Una superficie de Scherk generada por
(

x, y, log
(
cos y
cos x

))

en GeoGebra es
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