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INTRODUCCION

El estudio de las superficies minimas en el espacio euclidiano R? se remonta a los origenes
del Calculo Variacional y de la Geometria Diferencial clasica; se originéd con Lagrange en 1762,
cuando este buscaba la soluciéon al problema de encontrar superficies con drea minima para
un contorno prefijado. Dichas soluciones a este problema se denominan superficies minimas.
Usando técnicas del célculo de variaciones, Lagrange estudio las superficies minimas descritas
localmente como la grafica de una funcién, y no tuvo éxito en encontrar alguna solucién nueva
aparte del plano y la catenoide.

En 1776 Meusnier mostré que el helicoide también es una soluciéon de la ecuacion de
superficies minimas. Después Meusnier interpreté geométricamente "la semi suma de las
curvaturas principales de la superficie se anula en todos los puntos de la superficie", esta
cantidad se conoce actualmente, sugerida por Sophie Germain, como la curvatura media de la
superficie. Posteriormente Weierstrass y Enneper desarrollaron férmulas de representacion,
enlazando las superficies minimas al analisis complejo y a las funciones armonicas.

En 1860 Weierstrass y en 1864 Enneper, de manera independiente, construyen una férmu-
la de representacion local de las superficies minimas, en términos de dos funciones holomorfas
definidas en un dominio del plano complejo. A continuaciéon describiremos dicho Teorema de
representacion que desarrollaremos en el presente trabajo.

Un subconjunto M C R3? es una superficie regular si, para cada punto p € M, existe
una vecindad V de p en R? y una aplicacion ¢ : U — V N M de un abierto U de R? sobre
V N M C R? con las siguientes propiedades

(1). ¢ : U C R? — R3 es diferenciable;
(2). ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen;

(3). ¢ es una inmersion, es decir, dyp, : R? — R3 es inyectiva, para todo ¢ € U.
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CAPITULO 0. INTRODUCCION v

Consideremos una superficie minima M que localmente se puede expresar como la grafica
de una funcion h : U € R? — M diferenciable. Denotaremos las derivadas parciales por

ha, by, Bag, hay, hyy y curvatura media esté definida por la expresion

(1+ h2)hy, — 2hghyhye, + (1 + hZ)hm
2(1 4 h2 + h2)3/2 ’

Se dice que la superficie es minima si su curvatura media H es cero, es decir,
(L4 h2)hyy — 2hahyhay + (1 + ) hey = 0.

La cual, se conoce como la ecuacion de las superficies minimas.

El objetivo del proyecto de grado es comprender, redactar y explicar el Teorema de Re-
presentacion de Weierstrass de una superficie minima en el espacio euclidiano R? y aplicar
dicha férmula para obtener las superficies minimas clésicas. (Las referencias principales para

este proyecto de grado son [1] y [7].)

Teorema de Representacion de Weierstrass. Sean f,g : U C C — C funciones ho-

lomorfas definidas en un dominio U simplemente conexo y f nunca se anula. Entonces la
funcion X : U € C — R3, definida por

X(z) = (%e/zé(l — ¢°) fdz, %e/z %(1 + ¢°) fdz, %e/z fgdz),

20 20

define una superficie minima en R3. Reciprocamente, dada una superficie minima en R3,
entonces existen dos funciones holomorfas f y g de modo que la superficie se parametriza
por la funcion X.

Podemos encontrar el Teorema de representacion de Weierstrass en J. Barbosa, A. Cora-
les [1], M. P. do Carmo [2], M. Spivak [7], Osserman, R. [8].

Usaremos Teoremas siguientes, que no los demostraremos por ser muy extensos, las prue-
bas de estas teoremas se encuentran en |7].
Teorema [Existencia de parametros conformes| Sea U un conjunto abierto simplemen-
te conexo y sea v : U — R3 una inmersién de clase C*. Entonces existe un difeomorfismo
@ : U — U de clase C* tal que b=1o © es una aplicacion conforme.

Teorema [J6rgens| Si ¢ : R? — R es una funcion en todo el plano que satisface

(b:m:(byy - (¢:vy)2 =1

entonces ¢ es un polinomio cuadratico en x e y.

Nestor Monasterios



CAPITULO 0. INTRODUCCION Vv

Este proyecto de grado esta estructurado en capitulos de la siguiente manera:

En el capitulo 1, daremos los preliminares necesarios para la comprension del proyecto.
Empezamos con dos ejemplos fundamentales la catenoide y la helicoide que son superficies
que tienen la curvatura media nula en todos sus puntos, y definiendo la superficie minima.
Luego veremos que las superficies minimas se pueden estudiar mediante variaciones de paré-
metros, es decir, una superficie es minima si su primera variacion(funcional de area) es nula,

y concluimos con dos resultados de superficies minimas.

En el capitulo 2, vamos a demostrar el Teorema de Representacion de Weierstrass, es-
tudiando las superficies minimas en R?® mediante las aplicaciones conformes y luego nos
enfocaremos en el estudio de la relacion que existe entre las superficies minimas y funciones

holomorfas, esta relaciéon da como resultado la Representacion de Weierstrass.

En el capitulo 3, aplicaremos el Teorema de Representacion de Weierstrass para obtener
ejemplos concretos de superficies minimas y daremos una explicaciéon de como se generan las

imagenes de las superficies mostradas en este trabajo.

Para finalizar incluimos dos apéndices, en el primero se introduce algunos conceptos de
la teorfa general de superficies en R?, que son Titiles en este proyecto. En el segundo apéndice

describimos las formas diferenciales complejas.

Nestor Monasterios



CAPITULO 1

SUPERFICIES MINIMAS EN R?

1.1. La Catenoide y la Helicoide.

En esta seccion estudiaremos dos ejemplos fundamentales de superficies que existen, a
saber, la catenoide y la helicoide que son superficies que tienen curvatura media nula en
todos sus puntos. Estos son los primeros ejemplos de superficies minimas, es decir, aquellas

para las que la curvatura media es nula.

LA CATENOIDE

Previo a definir la catenoide vamos a recordar la nocién de superficie de revolucion, puesto
que algunas veces una superficie viene definida mediante el desplazamiento de cierta curva
regular de una forma especifica.

Una superficie de revolucion es (intuitivamente) una superficie M C R? que se obtiene
al rotar una curva regular plana ~ alrededor de un eje en el plano de la curva.

Por simplicidad, supondremos en el espacio R3, el
plano-XY de la curva y el eje-X de rotaciéon. Sea =
una curva contenida en la mitad superior del plano-
XY que no corte al eje-X (Figura 1.1) y definimos las
funciones f,g : I C R — R, donde u — g(u) = x

y u — f(u) =y, con f(u) > 0, derivables en un

intervalo J C R, entonces definamos la curva

~: ICR — R3
Figura 1.1: Superficie de revolucion. U = (w) = (g(u), f(u),0).



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 2

Al hacer rotar esta curva en torno al eje-X genera una superficie de revolucién de modo
que cualquier punto P de la superficie se obtiene girando algin punto @) de la curva v a

través de un dngulo 6 = v. Obtenemos asf una aplicacion X : I x (0,27) — R? definida por

X(u,v) = (g(u), f(u) cosv, f(u)sinv) (1.1)

que parametriza la superficie de revolucion que denotamos por M = X (I x (0,2m7)).
Para mostrar que X dada en (1.1) es una parametrizacion, verifiquemos las condiciones

de la Definicion A.1 (apéndice A) de una superficie regular. En efecto,

(1) X es diferenciable, pues cada coordenada de X tienen derivadas parciales continuas de

todos los ordenes en su dominio.

(2) Por (1) X es continua y su inversa
X1 X(Ix(0,27)) — R?
(,y,2) = X Hzy2)=(z,Vy*+2?)
es continua. Por lo tanto X es un homeomorfismo.
(3) dX, : R? — R3, para todo q € (I x (0,27)) esta dado por
g 0
dX, = feosv —fsinv
fsinv  fcosv

al calcular jacobianos menores obtenemos

ox,y) ., . ow,z) . 9 _
o) —¢gfsinv, B, v) = gf cosw, =

De donde
Iy, z) ’ I(z, z) ’ Oz, y) 2_ 2 2 N2 2 2 N2 2 o2
<8(u,v)) + (8(u,v)) + (8 ) = ()24 (9)fcos®v+ (¢)°f sin®v
= Pl + @] #0.
Por el Lema A.1 (apéndice A). Como f(u) > 0, por lo tanto, dX, es inyectiva. O

Para determinar la curvatura gaussiana y curvatura media de la superficie de revoluciéon, ne-
cesitamos obtener los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la superficie.

De la ecuacion (1.1), como g y f son funciones de u, ponemos
X, = (g, f cosv, fsinv),
X, = (0,—fsinv, f cosv),

Xux X, = (ff.=fgeosv,—fgsinv) con ||X,x X, || = f/(f)?+ (9)%

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 3

Luego la normal unitaria de la superficie M esta dada por
Xy X Xy 1

X, x Xl : .
)

(f, —(J Ccosv, —gsinv>.
2
Ademés,

Xouuw = (g,fcosv,fsinv), Xuww = (0, —fsinv,fcosv), Xy = (0, —fcosv, —fsinwv).

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de M, como

= (X X) = ()2 + (3)° e = (X Ny = LI
() +(9)

F=(X,,X,)=0 f={(Xu, N) =0

G:<XU7XU>:f2 g:<vaaN>:,L
(f)?+(9)?

es decir,
: ‘ fi—1tg
. (f)*+(9)? 02 1L, — | Vo Z
0 / 0 (F)2+(9)?

Luego, usando la formula (A.3) y (A.4) (apéndice A), la curvatura gaussiana y la curvatura

media de la superficie de revolucion M es
9(fg—4f)
FION2+(9)7]

5 (1.2)

gL { F*(F5 = 9f) + £9l(f)* + (9)°] } (13)

: NSEE
2 PLD? + @)
Definicion 1.1 Una superficie de revolucion M, parametrizada por (1.1) es minima si

f? (fg — gf) + fg[(f)2 + (9)2] = 0 para todo (u,v) en el dominio de su parametrizacion.

Un caso particular de una superficie de revolucién muy importante en este trabajo, es la

catenoide, que veremos en el siguiente ejemplo también es una superficie minima.

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 4

Ejemplo 1.1 (La Catenoide)

Consideremos la curva y = coshx, es una catenaria, que estd en la mitad superior del

plano-XY (x > 0) con respectiva parametrizacion

~: ICR — R?
u  +—  ~(u) = (u,coshu,0).

Al hacer rotar la curva catenaria entorno del eje-X coordenado en R3, genera una superficie
de revolucion M, llamada la catenoide. Se obtiene la funciéon vectorial que parametriza la

catenoide de la siguiente manera:

- Y Q@ = (u, coshu, 0) Z
\ | ROV
\ P | X
! | v cosh u Ky 2 0
v
e e ‘ < T T 1 %
e
/ M

Figura 1.2: La catenoide.

Cualquier punto P de la superficie se obtiene girando algin punto () de la curva catenaria
~ (ver Figura 1.2) el cual recorre en su rotaciéon un angulo § = v, que llega al punto
P = (z,y, z) con la misma coordenada x = u y las coordenadas nuevas y, z que se deduce
de la Figura 1.2 (derecha), del triangulo rectangulo O AP, recto en A, tenemos:

Y z
y  senv = )
coshu cosh u

COSV =

De donde, obtenemos las coordenadas y = coshucosv y z = coshusenwv. Asi, definimos la

funcion X : I x (0,27) — R3 dada por
X (u,v) = (u, coshu cosv, cosh usinv) (1.4)

es una parametrizacion de la catenoide. O]

La catenoide es una superficie regular. En efecto,

(1) X es diferenciable, pues cada coordenada de X tiene derivadas parciales continuas de

todos los 6rdenes.

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 5

(2) Por (1), X es continua y la inversa

X1 X(Ix(0,21)) — R?

(,y,2) = XN (x,y,2) = (af VY + 22>
es continua. Por tanto X es un homeomorfismo.

(3) X es una inmersion, es decir, dX, : R* — R3, para todo ¢ € I x (0, 27) tenemos

1 0
dX, = |sinhucosv —coshusinv|,

sinhusinv  coshwcosv

calculando los jacobianos menores, obtenemos

o(,y) = — cosh usin v, Oz, 2) = cosh u cos v, 0y, 2) = cosh usinh v
O(u, v) O(u,v) O(u,v)
de donde ) ) )
a(y,z) 8(x, Z) 8(y,z) 4
= cosh .
(aeay) + (5e5) + (o) —eatero
Puesto que, coshu > 0, por lo tanto, dX, es inyectiva. a

Ahora, usando (1.4) y calculando primeras y segundas derivadas parciales tenemos

X, = (1,sinhu cosv, sinhusinv),
X, = (0, — cosh usinv, cosh u cos v),

X, x X, = (coshusinh u, — cosh u cos v, — cosh u sin v),

con || X, x X,|| = coshu V/sinh?u + 1 = cosh? u. Luego la normal unitaria de la superficie es
—— ——

cosh u

X, x X, 1

N = =
| Xy x X,||  coshu

(sinh u, — cos v, —sinv),
ademas,

Xuu = (0, coshu cosv, cosh u sinv),
Xuw = (0, — sinh u sin v, sinh u cos v),

Xy = (0, — coshu cosv, — coshusinv).

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 6

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de la catenoide:

E = (X,, X,) = cosh®u e = (Xu, N)=—1
F=(X,X,)=0 f=(Xuw,N)y=0
G = (X,, X,) = cosh®u g= (X, N)=1

Luego, por la formula (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la catenoide es

- leG —2fF +gE  1(—1)cosh®u+1-cosh’u _0
2 EG-F* 2 cosh® u T

O
LA HELICOIDE
Para definir la helicoide debemos recordar; que la superficie reglada es generada por una
recta que se mueve a lo largo de una curva.
Una superficie reglada, es una superficie generada por una recta que se mueve sobre
una curva 3. Sea 8 una curva directriz (llamada curva base) en R y § una curva curva

generatriz; considerando a § como un campo vectorial sobre (3, definimos la aplicaciéon por

X: IxR — RS

(1.5)
(u,v) —  X(u,v) = p(u)+ vd(u);

es parametrizacion de una superficie reglada generada por la familia uniparamétrica

de rectas {f(u),d(u)}, donde 5(u) es un punto en la base y d(u) la direccion de la recta.

Figura 1.3: Superficie reglada.

Cualquier punto p de la superficie se encuentra en la recta (ver Figura 1.3), por ejemplo, si
S : R — R? es una curva paramétrica con B(u) = ¢ y si §(u) es un vector director de la
recta £ que pasa por [5(u), entonces para algin v € R obtenemos p = 5(u) + vd(u).

De (1.5), es claro que la funcion X (u,v) = 5(u) + vé(u) es diferenciable, entonces

X, =+ vd, X, =6.

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 7

Asumimos que § es un vector unitario, es decir, ||§]| = 1, entonces ||d]]* = (§,0) =
Luego el producto vectorial de X, y X, es X, x X, = (6 + v5) x 0 # 0, por lo tanto, dX
es inyectiva. Si denotamos el modulo del producto vectorial por A := ||X, x X,|| y luego la

normal de la superficie parametrizada por X es N = A‘l(ﬁ + vé) X 0, ademas
=B+vd, Xup=0, X, =0.

De donde determinamos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental de la

superficie reglada, como

E = (X, X,) = || 8+ vo||? e = (X, N) = A7 (B + 00, (B + vd) x 0)
F={(Xy, X,) = (B+00,6) = (8,0)  f=(Xuw, N) = A0, (8 + vd) x 0)
G= (X, X,)=(5,0) =1 9= (Xu, N) = (0,N) = 0.

Por lo tanto, usando (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la superficie reglada es
{(ﬁ—i—vé (B4 vd) x 8) — 2(9, (B—i—vé) x 0)(83, 5)}
2 108 + vd) x 3] (|3 + vd]|> — (B,6)?)
Ejemplo 1.2 (La Helicoide)

(1.6)

Consideremos una curva llamada la hélice que viene dada por la funciéon vectorial, como

a: R — R3

u —  o(u) = (cosu,sinu,au), a0

En cada punto de la hélice, trazamos una recta £ paralela
al plano-XY que corte al eje-Z. La superficie generada por
estas rectas es llamada helicotde es una superficie reglada

con parametrizacion X : (0,27) x R — R3 dada por

X(u,v) = (vcosu,vsinu, au). (1.7)

»
(v cosu, vsinu, 0) Notemos que

Figura 1.4: Helicoide. X (u,v) = (0,0, au) + v(cosu,sinu, 0)
= fB(u) +vé(u), veR

donde S(u) = (0,0,au) es la curva directriz (eje-Z) y d(u) = (cosu,sinu,0) es el vector

direccion unitaria de cada recta £ que pasa por 5(u). Las rectas generatrices, dadas por

X (ug,v) = B(ug) + vé(ug), veR. O

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 8

La helicoide es una superficie regular. En efecto,
(1) X es diferenciable, pues f(u), d(u) son diferenciables en w.

(2) Es claro que X es continua por (1) y la inversa X! : X(R x R) — R? definida por
XYx,y,2) = (/22 + 9?2, 2/a) es continua. Por lo tanto, X es un homeomorfismo.

3) dX, : R?> — R3 es inyectiva, pues X, x X, # 0. En efecto, de (1.7) como
q

X, = (—vsinu,vcosu,a)

X, = (cosu,sinu,0)

X, X X, = (—asinu,acosu, —v) # 0. Mas atn, || X, x X,|*> = a® + v?. Por lo tanto,

dX, es inyectiva. Q

La normal unitaria determinada por el producto vectorial de X, y X, es

X, x X, 1

N: =
”Xu XXUH Va2 +v?

(—asinu,acosu, —v).
Ademés,
X = <_'U cosu, —v Sinu70)7 Xuw = <_ SiHU,COSU,O), Xop = <O’O’O)

Con estos resultados, obtenemos los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental

de M como

E=(X,,X,)=ad+* e=(Xuu, N)=0
a
F=(X,X,)=0 = (Xy, N) = —
W) R e
G=(X,X,) =1 g={(Xp,N)=0
es decir,
2 2 a
]p: a +v O] _[Ip: [ S \/a2+v2] )
0 1 Tare 0

Luego, usando la formula (A.4) (apéndice A), la curvatura media del helicoide en el punto

p es
_leG=2fF+gE 1 0

2 EG—-—F2 2 42

H = 0.

Nestor Monasterios



CAPITULO 1. SUPERFICIES MINIMAS EN R3 9

1.2. Superficies Minimas como puntos criticos de area

En esta seccién vamos a relacionar que, una superficie regular es minima si su curvatura
media se anula en todos los puntos como punto critico de la funcional de area de la superficie,
para lo cual necesitamos definir el método de variaciéon de pardmetros.

Sea X : U C R? — R? parametrizacion de una superficie regular M C R3. Escogemos
un dominio acotado D C U (abierto y conexo) y una funcién diferenciable h : D — R,
donde D es la clausura de D y un ntimero real € > 0. Una variacién normalde M = X (D),

determinada por h, es la aplicacion diferenciable y : D x (—¢,e) — R? dado por
\( v, ) = X (,0) + th(u, )N (w,v),  (w,0) € D, te(—e,2), (1.8)
donde h es una funciéon diferenciable a lo largo de X y N es la aplicacion de Gauss en M.

La ecuacion (1.8), intuitivamente, corresponde

a sumar un multiplo del vector normal N (u, v)

al punto X (u,v). hWN
Observacion: Una variacion normal es la pa-
rametrizacion de una superficie, a la cual de- th]g
notaremos por M?. —thN
Ahora emplearemos la nociéon de variaciéon nor- (X +th

X(D) (X —thN)(D)
Figura 1.5: Variacion normal de X (D).

mal para mostrar que una superficie minima es
un punto critico de la funcional de area.

Fijemos para cada t € (—¢,¢), la aplicacion X : D — R3 definida por la ecuacion
X'u,v) = x(u,v,t),
es una parametrizacion de superficie regular M°*. El calculo de las derivadas parciales nos da
X! = X, +thN, + th,N,
X! = X, + thN, + th,N.

Entonces, si denotamos por E, F'*, Gt los coeficientes de la primera forma fundamental

de la superficie M* parametrizada por X*(D), obtenemos
E'= (X! X!Y = (X, + thN, + th,N, X,, + thN, + th,N)
= (X, Xo) +th{X,, N,) + thy(Xy, N) + th(N,, X,) + t*h*(N,, N,) + t*hh,(N,, N)
+ thy (N, X)) 4 t2hyh(N, N,) + t*h,h, (N, N)
= B+ th({Xy, Nu) + (Xu, No)) + t2h*(Ny, N,) + t*hyhy,
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de la misma forma tenemos

F' = F +th({X., N,) + (X, N,)) + t2h*(N,, N,,) + t*hyh,,
G' = G+ th({X,, Ny) + (Xy, N)) + t2h*(Ny, N) + t*hyh,.

Donde t2h?(N,, N,) + t*h,h,, t?h*(N,, N,) + t*h,h, v t*h*(N,, N,) + t*h,h, denotamos

por R(t?) término cuadrético en la variable ¢ y usando el hecho de que
<Xu> Nu> = —€ <Xua Nv> + <XU7 Nu> = _2f7 <XU7 Nv> =g
Se tiene,

E' = E — 2the + R(t?),
F'=F —2thf + R(t?),
G' =G — 2thg + R(t?).

La curvatura media H de la superficie parametrizada por X, viene dada por la formula (A.4)

(apéndice A) es
- 1 eG—-2fF+gFE
2 EG-F?

Obtenemos que

E'G" — (F"? = EG — F? — 2th(eG — 2fF + gE) + R(t?)
4th(eG — 2fF + gE
:(EG—FQ)(l— ”;EGfF;;g ))+R(t2)

= (EG — F*)(1 — 4thH) + R(?)

— (EG — F?)(1 — 4thH + R(1?)), R(t*) =

Por lo tanto, tenemos

IX! % X1 = V/EGT — (F)2 = VEG — F2\/1 - dthH + R(#).

Entonces, para e suficientemente pequeno, en el dominio de la variacién normal. Asi, el area

de una variaciéon normal esta dada por

AUWU:iK/Vh—-MhH’#R@%v@i?:?§MMu
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es la funcional de drea para una superficie M* parametrizada por X*. Observamos que su

primera variacion esta dada por

SA[h] = %// \/1 — 4thH + R(*)VEG — F2dudv

D

= / / —4hH + R(ti) VEG — F2dudv
) 2y/1 — 4thH + R(12)
D

t=0

t=0

Si t = 0, se tiene la parametrizacion original X° = X tiene el area mas pequeiia entre
todas las superficies. Por lo tanto, la primera variacion de la funcional de area para una

superficie parametrizada, esta dada por

dA[R] = — // 2hHV EG — F?dudv. (1.9)

Esto quiere decir, que la integral en (1.9) debe desaparecer para todas las funciones

dirivables h : D — R esto ocurre cuando H = 0. Esto sugiere la siguiente definicién.

Definicion 1.2 Una superficie reqular M C R3 es minima si su primera variacion es

dA[-] = 0 para toda variacion normal.

En la definicién, se observa que no es muy tutil para determinar si una superficie es o
no minima. La siguiente proposicion justifica el uso de la palabra minima con relaciéon a

superficies con curvatura media nula.

Proposiciéon 1.1 Sea X : U — R3 una parametrizacion de la superficie reqular M y

D C U un dominio acotado en U. Entonces M es minima, si y solo si, 0Alh] = 0 dada por
(1.9).

Demostracion: Como M es minima, tenemos que H = 0, luego en la férmula de la primera
variacion (1.9), resulta que JA[h] = 0.

Reciprocamente, supongamos que 0A[h] = 0y H # 0, entonces existe ¢ € D tal que
H(q) # 0, luego en particular para alguna funcién hy : D — R tal que ho(q) = H(q),
hoH > 0, donde hg es idénticamente nula fuera de un pequeno entorno de ¢. Luego de la

ecuacion (1.9) como

SA[R] = — / / 2hHVEG — F2dudv
D

se tiene que

A = — //Q(ho(q))Q\/EG — F2dudv <0 = 0AJh| <0,

Nestor Monasterios
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para toda variacion determinada por h en un entorno de ¢, luego M no es minima, lo que
contradice a la hipdtesis, por lo tanto H(q) = 0 para todo ¢ en D. Q
De esta forma, cualquier regién acotada X (D) de una superficie minima es un punto

critico de la funcional de &rea para cualquier variacion normal de X (D).

1.3. Resultados sobre superficies minimas

La superficie minima més simple, es por supuesto un plano, para el cual ambas curvaturas
principales son cero en todas partes. Aparte de esta, las primeras superficies minimas son la
catenoide y la helicoide.

La catenoide es una superficie de revoluciéon. De hecho, aparte del plano, son las tnicas

superficies de revolucion.

Teorema 1.1 Si una superficie de revolucion M C R® es minima, entonces M es parte de

un plano o bien parte de una catenoide.

Demostracion: Sea X una parametrizacion de la superficie de revolucion M C R? gene-
rada por la curva y(u) = (g(u), f(u),0) con f,g : I — R, como en la Seccion 1.1 por la

ecuacion (1.1) dada por

X(u,v) = (g(u), f(u) cosv, f(u)sinv),

donde f(u) > 0y la funcién g : I — J esta dado por u — g(u) = s.

CASO 1: Si g(u) = k con k-constante, entonces ¢(u) = 0. Luego la curvatura de Gauss y
la curvatura media de la superficie M, de la Seccién 1.1 en la ecuacion (1.2) y (1.3) son
idénticamente nula, es decir, K = 0 y H = 0. De donde, se deduce que cualquier superficie

minima de revolucién en R? es parte de un plano.

CASO 2: Si g(u) = s, entonces g(u) # 0 si y solo si g(u) > 0 o bien g(u) < 0. Si g(u) > 0,
entonces g es creciente en un intervalo I para todo u € I, por lo tanto, g es inyectiva y
ademas ¢g(I) = J, es decir, g es sobreyectivo, entonces g es biyectiva. Luego definimos una

funcién inversa ¢! : J — I dada por s — g~!(s) = u. Observe en el diagrama siguiente

I R3
-1
9 T %091
J

Nestor Monasterios
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Ahora, reparametrizamos v mediante cambio de pardmetro u = g~!(s) y tomamos del dia-

grama anterior

Bls) = (v o.g7)(s) = g™ ()) = (997" (5)). S (g™ (),0) = (5. /(9 ()),0).
Haciendo ¢(s) = f(g!(s)) parametrizamos la superficie de revoluciéon M generado por la

curva f(s) de la forma
X (s,t) = (s,p(s) cost, p(s)sint)
como vemos en la Seccion 1.1 la curvatura media viene dada por la ecuacion (1.3) como:
_ }{ —o(8)(s) +1+ ($(5)* }
21 w91+ (@(s))272
Por la condicion, la superficie M es minima si, —p(s)@(s) + 1 + (4(s))? = 0, de donde
p(s)@(s) = 1+ (4(s))*. (1)

La ecuacion diferencial (1) se puede integrar una vez usando la transformacion h = ¢(s) = 42

y notando que

. dhdh dg o dh ,
L R L A
7T s dcp ds dp 7 dp i

integrando como

h 1 ,
/1+h2dh /;d% cv. 1+h —w—>dh_ﬁdw

1
— §ln(1—|—h2)zln<p—lna; Ina = cte.

= 1+h*=

)

a2

de donde

h= Ve 2)

Luego, como h = %2 y junto con (2) tenemos

de 1 5 / / 1P S
N2 — SN —d —-ds = h™ (=)=—-+0b
ds a phoa V2 — a2 I ’ - (a) '
de donde, obtenemos
©(s) = acosh ( +b),
donde a > 0 y b > 0 son constantes arbitrarios. A51 obtenemos una curva catenaria
s
= (s,acosh (2 +1),0),
B(s) <s a cos (a +b)

Por tanto, M forma parte de una catenoide. EI

La helicoide es la tinica superficie minima reglada, aparte del plano.
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Teorema 1.2 Cualquier superficie minima reglada en R? es, parte de un plano o parte de

un helicoide.

Demostracion: Si M C R? es una superficie reglada, entonces M puede parametrizarse

localmente por

X(s,t)=p(s)+td(s), s€lICR, teJCR, (1)

donde [(s) es una curva perpendicular a las

lineas rectas de la superficie M (Figura 1.6), y

supondremos que §(s) y 5(s) estan parametri- M
zadas por longitud de arco, ademés son curvas
diferenciables. De donde tenemos 4|3 y
(0,6) =0, (B,6)=0. (2)
La curvatura media de la superficie M esta N‘
dada por la ecuacion (1.6) de la Seccion 1.1
como Figura 1.6: Superficie reglada.

_H:;{@?+546+w)x@—2@45+ubx@01@}
2 13 + o) x 8| (1|3 + to]|2 = (B,4)?) '

Por la condicién de la superficie minima, la superficie es minima si (6 + 0, (ﬁ + té) X 0) —
2(5, (ﬁ + té) X 0) (6, 9) = 0 y note que <B, 9) = 0 por (2), de donde, se obtiene

(B+t5,(B+10)x8) =0 = (B+t5,8x5+10x6) =0
= (B, B X8+ (3,6 x 8 +1(5,8x8) + (5,6 x §) =0

esta ecuacion es un polinomio en la variable ¢, al igualar coeficientes de potencias de t da:

(8,8 x 6) =0, (3)
(8,0 x 8) + (5,8 x 6) =0, (4)
(6,6 x &) = 0. (5)

De la ecuacion (5) se tiene que 4,0 v & son linealmente dependientes, pero tenemos que
(0, 5> = 0 y ademés § es un vector de longitud unitaria y parametrizada por su longitud de

arco, es decir ||8]| = 1, entonces (8, 8) = 0. Por lo tanto, ¢ y d son paralelos, es decir,

0|6 < 3JaeR" talque & =ad

Nestor Monasterios
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La curvatura de & es k = « con normal principal n = 8, la binormal es b =6 x n = § x 4,
entonces b =6 x § + & x § = 0. Por lo tanto, la torsion de & es 7 = 0.
Como 7 = 0 en cada punto de la curva si y solo si la imagen §(J) esta contenida en un plano,

entonces podemos parametrizar a 6 como una circunferencia unitaria en el plano-XY como
d(s) = (cos s,sin s, 0). (6)

Ahora, como 0 = ad en (4) tenemos (3,9 x ) + (ad, § x 6) = 0, entonces (5,9 x &) = 0.

De donde 3 es paralelo al plano-XY, podemos parametrizar 3 por

PB(s) = (f(s), 9(s),bs + ) (7)

donde f,g: I — R son funciones diferenciables y b, ¢ constantes.

Sib=0en (7) tenemos

Bs) = (f(s),9(s), c)- (8)

Luego (8) y (6) en (1) tenemos X (s,t) = (t cos s+ f(s), tsin s+¢(s), c). Entonces la superficie
M descrita por X es parte del plano z = c.

Por otro lado, tenemos de (6) y (7) que §(s) = (cos s,sins,0) y B(s) = (f(s), g(s),bs+c¢),
en la ecuacion (2) tenemos,

0= (8,6) = ((f(5),9(5),), (cos s, sin'5,0)) = f(s)coss + g(s)sins =0
= f(s)=4(s) =0,
pues cos s y sin s son linealmente independientes.
Por lo tanto, f y ¢ son constantes. Mediante una traslaciéon de la superficie, podemos
suponer que f =g=c=0en (7) y de (8), luego en (1) tenemos
X(s,1) = B(s) + 3(s)
= (0,0,bs) + t(cos s,sin s, 0)
= (tcos s, tsin s, bs),

haciendo u =t y v = s, entonces X (u,v) = (ucosv,usinv, bv). Por lo tanto, M es una pieza
de helicoide. a

Una superficie regular M que globalmente puede expresarse como gréafica de una funcion

diferenciable z = f(z,y), e introduce una nueva definicién de superficie minima.
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Proposicién 1.2 Sea M una superficie reqular en R® que, localmente, se puede expresarse
como la grdfica de una funcion diferenciable f : R? — R. Entonces M es minima si y sélo

st, la funcion f verifica la ecuacion de Euler-Lagrange

<1+fy2>fmm_Qf:vyfmfy_'_(l—i_fﬁ)fyy:O (1'1())

Demostracion: Supongamos que M es grafico de una funcién f : U — R definida en un
abierto U C R?, de modo que M es la imagen de la aplicacion X (u,v) = (u,v, f(u,v)). Sus

derivadas parciales son

Gy = (1707 fu)7 Guu = (anafuu)a
Py = (07 lafv)a Puv = (anafuv)a
Pov = <O707fUU)'

Ademas, v, X @, = (= fu, —fo, 1) con ||, X @,|| = /1 + f2+ f2. Luego la normal unitaria

de la superficie es
N PuXPy 1

Clleux el /T 24P
Hallamos los coeficientes de la primera y la segunda forma fundamental:

fuu
V14 24 f2

fuu
V14 24 f2

fvv
VI+ 2+ 12

Por lo tanto, usando (A.4) (apéndice A), la curvatura media de la superficie M es

o= YO A ) fun = 2fwnfufo + (4 fD) Fon (1.11)

2 (L4 f2+ [0

Luego H = 0 siy s6lo si, (1 + f2) fuu — 2funfufo + (L4 f2) foo = 0. Q

(—fur = fo: 1)

F=(fu, Jo) = fufo f=fuw,N) =

G:<fvafv>:1+f3 g:<fvv7N>:
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CAPITULO 2

LA REPRESENTACION DE WEIERSTRASS

2.1. Parametrizaciéon conforme de una superficie minima

Sea U C R? un conjunto abierto simplemente conexo y 1 : U — R? una inmersion de
clase C*, k > 1. La aplicacion 1) es una parametrizacién de una superficie M = 1(U) en R?.

Si se satisfacen las relaciones:

[Yull =Nl vy Yy t0) =0,

entonces v es llamada una aplicacion conforme (es decir, ¥, ¥, tienen la misma longitud
al cuadrado y son perpendiculares entre si).

Observacion: Se dice que la parametrizacion ¢ : U — R3 de una superficie M es conforme
si, existe una funcion diferenciable A : U C R? — R — {0}, tal que > = E =Gy F =0,

es decir, la matriz de la primera forma fundamental tiene la forma

E 0
0 G

I =

p

con B = Wu,%), G = <1/}v71/}v> y F= (%ﬂ%)

Con respecto a parametrizaciones conformes, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Existencia de parametros conformes) Sea U un conjunto abierto y sim-
plemente conezo y sea 1 : U — R? una inmersion de clase C*, k > 1. Entonces existe un

difeomorfismo o : U — U de clase CF tal que 1/: =1 ot es una aplicacion conforme.

17
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w/@\

l\ ! E: _//V l
|\“"/ u/ l’

\
N_v QI

S

Figura 2.1: Pardmetros conformes.

A continuacion, demostraremos una version débil del Teorema anterior que es muy util en

el caso de superficies minimas.

Proposicién 2.1 Toda superficie minima M C R3, admite una parametrizacion conforme

en todos sus puntos.

Demostracion: Sea M una superficie minima en R? y supongamos sin pérdida de genera-
lidad que M es el grafico de una funcién diferenciable f : U C R? — R donde U > (0,0) es
abierto y simplemente conexo. Una parametrizacion global de M esta dada por ¢ : U — M

definida por

U(x,y) = (2,9, f(z,9)). (1)
Sabemos de (1.11) del Capitulo 1, que M tiene curvatura media dada por

(1 + f;g)fyy B 2fmfyf:vy + (1 + ny)fm
21+ 2+ 1P |

por lo tanto, tenemos que M es minima si y s6lo si

H =

(1 + fo)fyy - Qfxfyfxy + (1 + f;)fxm = 0;

si denotamos por p = f,, q=/fy,, 7= fiz, S= fuy, t= f,, Obtenemos

(14 p*)t —2pgs + (1 +¢*)r =0 (2)
donde A = /1+ p?+ ¢*>. Tomemos las 1-formas diferenciales (ver apéndice B)
1+p? Pq 1+ ¢
dy (3)

M1 = P dx + —

Ady y o opp=rdo Yl
entonces de un célculo directo
P G L 1 s L R P Oy LI 1 G L X

= [ () - g ()
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= 5 () = 5 ()|

Ahora, un célculo sencillo verifica que

228) -2 -0 5 2()-2(5)-0
pues, derivando parcialmente y la otra es de la misma forma:
5] <pq> 0 (1 + p?

dy S ox\ A

A

) = % [(P2q + =) (1 + P + ¢°) — pa(ppe + q4=) — 200, (1 + P> + ¢°)
+ (1+p°)(ppy + q4y)]
= % [p2q(1+9°) + p2qq” + pae(1+ P*) + P42q® — 2qp” — Pgeq’—
— 2ppy (1 + p°) = 2ppya® + (1 + p*)ppy + (1 + p°)aqy]

(149> +¢* — p*)pe — 2pgpy + (1 + p*)q,]

a4
=3
q
=5 [(1+p*)t — 2pgs + (1 + ¢°)r]
por lo tanto u; y pe son 1-formas cerradas sobre la superficie, es decir, du; = 0, dus =0y
por el Lema de Poincaré (ver apéndice B) son exactas, asi podemos encontrar dos funciones
reales o, f : U — R tales que, dav = p1 y d8 = ps, es decir, en (3) tenemos
ba _1+p* Do _pg o6 _pg OB _1+¢
dr . A oy A Y T A By A

Consideremos, la aplicacion ¢ : U — U c R? definida por

: (4)

p(x,y) = (ulz,y),v(x,y) = (z+alz,y),y+ Bz,9));

El jacobiano de ¢ esta dado por

2
ol y) = Up Uy | 1+ a, Qy @ 1+1+Tp % 2
wov) | B 146, Moy

con determinante
1 2 1 2 2.2 1 AQ
+p>(1+ +q)_pq ~(1+4) > 0;

det[Jo(z,y)] = <1 + T Yl = =1

entonces, ¢ tiene una inversa local ¢~ (u,v) = (z(u,v),y(u,v)) (¢ es un difeomorfismo local)

y
_ 1 1422 _m ]
T e y) = Jeay)] = - | & 1
| | det[Jop(z,y)] | -2 142
1 1+A+¢° —pq |
A+A2 | —pg 1+A+p]
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Afirmamos que ¥ = 1 o ¢! es una aplicacién conforme, es decir, mostramos que

Blu,v) = e 1, 0)) = o, v),y(u,0) 2 (@(u,0), y(u,v), f@(u,0),y(u,v)))

es una parametrizacion conforme de la superficie M. Ahora, la matriz jacobiana de v es:

J(u,v) = J( o o™ ) (p(x,y)) = J(@)(x,y) - J(¢™ )¢z, y))

1 1+A+q° —pq
(14 A)? 5y —pq 1+ A+p?
_:L' y
' 1+ A+¢? —pq
“Oyaz| ™ 1+ A+ p? :|:77Z)u | @/)v]-
| p+pA gt gA

Donde A = /1 + p? + ¢2, por lo tanto,

(P tha) = A+ A+ P2+ 7@ + (1 + A)]

(1+ A)
1
v [(1+A)? +2(1+ A)g® + ¢* + p*¢* + p*(1 + A)?]
1
i [(1+ A1+ %) + 2+ 24+ p* + ¢*)]
(1+4)2
AR, A
R DA R wrayyX
Calculos similares muestran que
o A2 .
<wmwv> = 7T 0 <77Z)u7wv> = 0.

(1+ A%’

Es decir, que las dos columnas de vectores 1/;“ y @ZJU son ortogonales y que tienen la misma

longitud al cuadrado, asi ¥ = 1 o =1 es conforme, como querfamos. Q

. Existira alguna superficie minima M tal que su dominio de parametrizacion sea todo el

plano?. Antes de responder la pregunta, necesitamos el siguiente teorema.

Teorema 2.2 (Jorgens) Si ¢ : R? — R es una funcion definida en todo el plano que

satisface
¢m¢yy - <¢:vy)2 =1,

entonces ¢ es un polinomio cuadrdtico en x e y.
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Con este teorema podemos demostrar el siguiente resultado, el cual nos dara una respuesta
directa a la pregunta de cuantas superficies minimas existen expresadas como la gréfica de

una funcién definida en todo el plano.

Teorema 2.3 (Teorema de Bernstein) Consideremos una superficie minima dada como
la grifica de una funcion f : R? — R diferenciable. Entonces la superficie M es un plano.
Es decir, la unica superficie minima definida sobre todo el plano es una funcion afin de

dos variables.

Demostracion: Supongamos que tenemos una funcién f : R?> —s R diferenciable, de modo
que

M =Graf(f) ={(z,y,2) €R*: 2 = f(z,y)}
es una superficie minima regular, que satisface la ecuaciéon (2) en la prueba anterior de la
Proposicion 2.1. Entonces las funciones o y 5 de la ecuacion (4) de la prueba de Proposicion

2.1 se definen en todo R? (ya que R? es simplemente conexo). De la ecuacion (4) de la prueba

de Proposiciéon 2.1 tenemos

da  1+p* 0da  pg ap _ g

Ja 9a _1q 08 _1+d (+)
ar . A oy A Y o A B8y A

Consideremos p3 = adx + [dy entonces dus = (8, — oy )dx A dy “o.

Asi que p3 es 1-forma cerrada, entonces existe una funcion ¢ : R? — R tal que d¢ = pus, es

decir,
Opdr + ¢ydy = adx + fdy = ¢, =0, ¢, =p.
Entonces:
Pre = Qz
P SN e A T R if
byy = By

esto implica de un calculo directo

¢xm¢yy - (gbxy)Q =1

Por el Teorema de Jorgens, (1+p?)/A, pg/Ay (1+¢?)/A son constantes. Un calculo simple

muestra que p y g son constantes, pues

1+p* 1+¢ O (1+p* 1+4+¢\ O (1+p* 1+¢\
A Ta T ag\ta tta )7 g\la )7
= 13{pgﬂf}-(p%q?) =0 A 1Q{IJQHJZ}-(ZDZHJZ) = 0;
2 O0x 20y ’
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de donde, p* + ¢*> = k(constate) 6 p* + ¢* = 0 entonces p = q=0. Asi p = f, y ¢ = f, son

of _

oy =AYy 5 8f = b para a, b constantes, entonces

f(z,y) = ax + h(y) (1)

derivando parcialmente en (1) tenemos g—g =0+ h'(y) = b ya que 0f/Jy = b, entonces

constantes, es decir,

h(y) =by +c (2)

Luego la ecuacion (2) en la ecuacion (1) tenemos — f(z,y) = ax + by + c.

Asi f(x,y) es una funcion afin. 0

2.2. Superficies minimas y funciones armoénicas

Sea M una superficie regular. Decimos que una aplicacién diferenciable X : M — R3

es una inmersion de M en R?, cuando
Xop:UCR* —R?

es una parametrizacion de la superficie M, para toda parametrizacion (V,p) de M, y

(V.7 !) es una carta para M (ver Figura: 2.2)

‘\z M C R?
\U

/ \\ /_/ >
\ |

Xoyp Yy

Figura 2.2: Inmersion.

En estos términos, podemos escribir la inmersion como X (u,v) € R? y decir que X (u,v) es
una parametrizacion de la superficie M.

El Laplaciano de una aplicacion diferenciable X : U € C — R? es definida por
AX = Xy + Xow = (Axy, Axy, Axg), (u,v) € U.
Decimos que X es armoénica en U si AX = (0,0,0), esto es cuando cada una de sus

componentes x3, : U C C — R, k = 1,2, 3 son arménicas, es decir, Az = 2F, + 2% = 0.

Si X es una parametrizacion conforme, el Laplaciano de la superficie M esta dada por

PX  PX 1
52 + For E(X““ + Xuw)- (2.1)

Existe una relacion entre el operador Laplaciano y la curvatura media de la superficie M.

AXz%( ) 6 bien AX =
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Proposiciéon 2.2 Para una inmersion conforme X = (xy,19,13) : M — R3, definiendo

AX = (Axy, Axy, Axz) como una funcion vectorial, entonces
AX =2HN

donde H es la curvatura media de la inmersion y N : M — S? es la aplicacion de Gauss

de la superficie M.

Demostracion: Como X es una parametrizacion conforme, tenemos (X,, X,,) = (X,, X,)
y (Xu, X,) = 0. Derivando la primera igualdad respecto a u y la segunda respecto a v,

obtenemos
<qu7 Xu> = <XU’U7XU> y <Xuva Xv> + <XU7XUU> =0

de donde tenemos (X, Xu) + (Xuw, Xu) = 0, entonces (X, + Xy, X)) = 0, y usando la

ecuacion (2.1) tenemos

(AX, X,) =0,
de manera similar, tenemos

(AX, X,)=0.
Por lo tanto, el vector AX = %(qu + X,,) debe ser paralelo a la normal unitaria N =
é?iﬁ’;' , es decir;

AX||N < dceR : AX =cN.
Como N es la aplicacion de Gauss de la superficie M y esta parametrizada por X, se tiene

Ny, = an X, + a12X,,
N, = an X, + aX,

La curvatura media es H = —%(an + ag), luego

¢ = e(N,N) = (eN, N) = {AX, N) = = (Xow + Xows N) = = ((Xuws N} + (Xows N))

A2 A2
= (= XN = (X0 ) = =55 (@11 X Xa) + 0 (X, X0)
_ %[_ (an; + a22)] (X, X,) = i—fv —2H.
por lo tanto, AX = 2HN. a

A partir de la Proposiciéon 2.2, podemos deducir una caracterizacioén para una superficie
minima mediante el uso de la armonicidad de las funciones componentes de su parametriza-

cion conforme.
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Corolario 2.1 Sea X : M — R? una inmersion conforme. Entonces, la superficie M ~

X(M) es minima si, y solo si, X es armdnica (es decir, Az, =0, k=1,2,3).

Demostracion: Si M es minima, entonces H = 0 y por la Proposiciéon 2.2, tenemos que
Xuuw + X =0, es decir, AX =0, asi X es armonica.

Reciprocamente, supongamos que X es armonica, entonces AX = 0y por la Proposicion
2.2 tenemos 0 = 2HN, ya que N es distinto de cero, entonces H = 0. Por lo tanto, M es

una superficie minima. a
Ejemplo 2.1 La catenoide, definida por

o(u,v) = (u,coshucosv,coshusinv), —oo<u<oo, 0<v<27.
Se verifica facilmente que E = cosh®>u = G, F =0y que ., + ©up = 0. Por lo tanto, por el
Corolario 2.1 la catenoide es una superficie minima.

Ejemplo 2.2 La helicoide, dada por

o(u,v) = (asinhwvcosu,asinhvsinu,au), 0<u<2m, —oc0 <v < 0.

Se verifica facilmente que E = a®cosh’u = G, F = 0 y que @uu + 0w = 0. Por lo tanto, por

el Corolario 2.1 la helicoide es una superficie minima.

2.3. Superficies minimas y funciones holomorfas

Sea X = (z1, %o, 73) : U — R3 una parametrizacion de una superficie regular M definida
en un abierto U C R? 2 C. Para cada par (u,v) € U asociamos z = u + v, 2 =u —iv € C

y definimos los operadores diferenciales complejos (ver apéndice B)

O _(2ily v 224l (2.2)
0z 2\ou ‘ow) 7 0z 2\ou o) '
Ademas, podemos recuperar u, v por u = % yu= Z;f. Esto significa que X (u,v) puede

ser visto como una parametrizacion definida en un dominio complejo U C C como:

X(Zv 2) = (l‘l(Z, 2)7 $’2(Z, 2)7 ZL‘3(Z, 2))7
y la derivada de la k-ésima componente, por regla de la cadena:

I

9. oud: owo: 2\auw  au

97 0udr owor 2

o0 "o
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Asi,

Ox, 1/0x, .Oxp
— == —i— k=1,2,3.
0z 2<8u Z@v)’ 2,3
Definimos la funcién compleja ¢ : U ¢ C — C? dada por
o 0X . 61’1 61’2 8373
MZ)‘E‘(&/ 0z’ 82)'
Asi, ¢ = (¢1, P2, ¢3) es una funciéon compleja con valores en C?, es decir, cada una de sus

componentes son funciones complejas ¢ : U — C definida por

donde zp, k= 1,2,3 son componentes de X.

Notemos que, como ¢ = ZX derivando respecto a z y usando las ecuaciones (2.2) y (2.1)

obtenemos 96 5 ox 2x 2 96 A
0z 62( 0z ) 0z0z 4 0z 4
Por lo tanto, ¢ es holomorfo si, y sélo si, X es armoénico.
Recordemos que una funcién compleja definida por f(z) = w + iv, (u,v) € U C C,
entonces f es holomorfa si, y sélo si, % = 0. (La prueba en apéndice B).

Ahora relacionamos las parametrizaciones conformes de superficies minimas con las fun-

ciones complejas ¢, k= 1,2,3, por el siguiente lema.

Lema 2.1 Sea X : U ¢ C — R3 parametrizacion de una superficie M. Las funciones

¢r : U — C definidas en (2.83) por ¢p = %(% — i%), k=1,2,3. Satisfacen:

(a) ¢ son holomorfas si, y sdlo si, xj es armdnica, k = 1,2,3;

3
(b) X es una parametrizacion conforme si, y sélo si, E ¢ = 0;
k=1
(c) Si X es la parametrizacion conforme, entonces
3
X es una inmersion si, y solo si, E |pr|* > 0.
k=1

Demostracion: (a). Se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann que la funcion compleja

O = %(% — ’i%}’“), k =1,2,3 es holomorfa si y sélo si

(o) w5 v G a5

an’k . 82$L’k 82$k . 62$k

ouz 2 Y ovou  Oudv’

o bien
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observe que la segunda ecuaciéon no impone ninguna condicioén a xy, el primero es equivalente
a :L‘k + xk = 0, es decir, Axy = 0. Por lo tanto, ¢;, es holomorfa si y solo si x; es armonica.
(b). Como ¢, = (% — z%) k=1,2,3 tenemos que

o2 = <8xk 8a:k) _ i[(ﬁasz’f)z 0; 0Tk Oxy, &Uk i (8xk) }

ko %_ En Ou Ov ov

Por tanto, se tiene

3
> o
k=1

TN

- 3 3 3
0\ 2 oxy, . Oz, Oy,
;(%) -3 (5) ”Zkla—uﬂ
) B )6)( 2 6X 8X}
8u ov
<Xu>Xu> - <XvaXv> - 2,L<XU7X’U>i| = i[E -G — 2ZF] =0,

»Jkl»—ﬂ »lkl>—* »lklb—‘

3
puesto que por hipotesis £ = G, F = 0, tenemos Z ¢ = 0.

k=1
Reciprocamente, como

3
1
d =0 = JBE-G-2iF=0 = E=G, F=0

de donde E =G y F' =0, asi X es una parametrizaciéon conforme.
(c). Como X es conforme, tenemos que F = G, F' = 0 y ademas como X es una
inmersion, entonces X, y X, son independientes. Ya que X, # 0, (X,, X,) = F > 0, luego,

como ¢, = %(% — iaﬂ), k=1,2,3 tenemos que

ou ov
ol = 3| (G2) + (5e)')

Luego
> 1~ 707602 o= /01\2]  1[10X 12 |9X 2
;‘@‘2:1{;(%) +;<%)}:1U% oy }
= e x) + (x| = HE e = te = s

1
Reciprocamente, como Z pr|* = Z[E + G| > 0y como X es conforme tenemos que £ =

k=1
G >0, luego X, #0y X, # 0y como F = 0 es decir (X, X,) = 0. Por lo tanto, X, y X,
son linealmente independientes. Asi X es una inmersion. a
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La diferencial de una funciéon compleja f : M — C es df, : T,M — C, entonces

8f Of g = 08 0 91 4z

d
T 8@ 8,2 8,2

df =

es una l-forma diferencial sobre la superficie M (ver apéndice B).

La funciéon f es holomorfa si y solo si 2L = 0. Entonces

2
of ;.

df = 82

es una 1-forma holomorfa sobre la superficie M.
Observe que tenemos una aplicacion ¢ definida en términos de parametros conformes, en

algiin entorno de cada punto de M.

Proposiciéon 2.3 Dada una inmersion conforme X : M — R3, las 1-formas oy, = ¢p(2)dz

estan bien definidas globalmente, donde ¢y (2) estd dada por la ecuacion (2.3).

Demostracion: Para que las 1-formas ¢(z)dz estén bien definidas globalmente, se debe
demostrar que el cambio de pardmetros no altera el valor de la 1-forma ¢(z)dz. Sea p € M,
tomemos en una vecindad W depysean ¢ : U — V' y lﬁ . U —» V dos parametrizaciones
de M.SizeUyweU de manera que z = u+iv y w = @ + i0 son las coordenadas en
el dominio de la parametrizacién de algiin punto de M, entonces el cambio de coordenadas

w = w(z) es holomorfa con 52 # 0, de donde

dw = —dz. (1)

\ inl

Figura 2.3: Cambio de coordenadas.

Como M es una superficie con parametrizacion conforme, entonces 1)t o) : U — U es una

funcion holomorfa, denotamos el cambio de parametros por w(z) = (! 0 ¥)(2).

Ahora, definimos

W
0z

s

¢ = (2)

HE
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Luego, tenemos que ¢ = ¢how (Figura 2.3) derivando respecto a z y por regla de la cadena,

entonces % = g—g%—f, y usando la ecuacion (2) obtenemos
~Ow
6= Q

observe que ¢ esta relacionado con ¢, y al cambiar coordenadas ¢ no cambia. Por lo tanto,

si consideramos las 1-formas complejas a = ¢dz 'y a = <;~5dw, tenemos

_9 s
a:¢dz@¢a—fdz@¢dw:a — a=a

Por lo tanto ¢(2)dz = ¢(w)dw. a
Hemos demostrado que ¢(z)dz no cambia al cambiar las coordenadas, es decir, tenemos
un valor vectorial de formas diferenciales o definida globalmente en M que la podemos

expresar como « = (a, g, a3) con
ar = ¢p(2)dz, k=1,2,3. (2.4)

Observacion: La Proposicion 2.3 vale para cualquier 1-forma en una superficie M definida
por medio de una parametrizaciéon conforme.

La ecuacion (2.4) junto con Corolario 2.1 y Lema 2.1 demuestra lo siguiente.

Proposicién 2.4 Sea X : M — R® una inmersion. Entonces o = ¢dz es una 1-forma

holomorfa si, y solo si, M = X (M) es una superficie minima. Ademds

X:é}%(/j@, (2.5)

donde la integral se toma a lo largo de cualquier camino desde un punto fijo zy hasta un

punto z en M.

Veremos la segunda parte de la Proposicion 2.4. Si a« = ¢dz es la 1-formaen M y 7 : [a,b] —
M una curva que conecta zg = y(a) con z = y(b). Entonces la integral de o sobre v dada

por t — y(t) = u(t) + iv(t) es
otz = [ otman como s =% 5 o210 = X010,
= /b %X(fy(t))‘y(t)dt, haciendo y(t) = z; X — z — t.
- [ gxeana SXG(0) = 5 X ()
= X (0

) — X(v(a))-

Nestor Monasterios



CAPITULO 2. LA REPRESENTACION DE WEIERSTRASS 29

De donde Re(X(z) — X(2)) = Re fy ¢dz, entonces

Xz?Re/¢dz. O
Y

El siguiente corolario muestra la manera en que podemos representar una superficie minima

con parametrizaciéon conforme definida en C a través de funciones holomorfas.

Corolario 2.2 Sea X(z,z) parametrizacion de una superficie reqular, entonces

xp(2) = 2%6(/ qbk(z)dz) +cx, k=1,2,3; ¢ €C.

Donde ¢y es definida por ¢p(z) = %(% — i%)(z), k=1,2,3; z€ U

Demostracion: Sean z = u+iv entonces dz = du+idv y Z = u—1iv entonces dz = du—idv.

Por otra parte tenemos:

‘b’f_§(a_u”%) Y k_2(8u +Zav)'
Asi que
1 Oox,  .Oxy . 1 oxy, Oz Oxk 0xy, '
Prdz = §(a—u —z%)(du+zdv) = 5( 50 du + i 5 dv —1i 5 dv + 5 dv),
Ppdz = 5(% — 8—)(du—zdv) 2<8u du — i o dv + i o dv + N dv).
Como zy, = xx(u,v) = x4(2, Z), entonces
. &rk 8l‘k _
d.’lfk = Edz + Edz
= ¢pdz + ¢pdz
o 1 /0x; oxy, 170z Oxy,
B 2<8u du+ ov dv) + 2(8u du+ ov dv)
. &rk 8l‘k
 Ou d v dv
= 2Re(prdz)
Por lo tanto,
T = 23‘36(/ qbk(z)dz) +c, k=1,2,3; ¢ €C. Qa

Antes de definir la Representacion de Weierstrass vamos a probar un lema que relaciona las
1-formas holomorfas o = ¢ (z)dz con una 1-forma holomorfa f(z)dz y una funciéon holomorfa

g(z), para ello vamos fijar las condiciones localmente sobre ¢y.
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Lema 2.2 Sea U C C un dominio abierto y sean f,g: U C C —> C funciones holomorfas,

sobre U. Entonces, las funciones

1

b= 30, =L+ by=of (1)

definidas en U son holomorfas y satisface
o1 + 3+ 05 =0. (2)

Reciprocamente, cada funcion holomorfas ¢p(z) en U, k = 1,2,3, que satisface la ecuacion

(2), se pueden expresar como en (1) para ciertas funciones f y g holomorfas.

Demostracion: Sean ¢y, ¢s v ¢3 son holomorfas en U. Entonces

G+ di=(50-f) + (50+)f) + (o)
= i(l —29" +g")f* - i(l +2¢° + 9"+ 4 f?
422 2 42
=)y = T

Reciprocamente, supongamos que ¢, k = 1,2,3 son funciones holomorfas que satisface la

ecuacion ¢? + ¢2 + ¢3 = 0, que también podemos escribir en la forma

(61— ig2) (1 + iha) = — 5. (3)
Supongamos que (¢ — i¢y) # 0, por lo que podemos definir
: 3
= — 1 = EEE——— 4
f=¢1—1id, y g b1 — iy (4)
funciones holomorfas. Entonces, multiplicando f y g obtenemos
3 =gf (5)
Deducimos de (4) y (3) que
P+ idy = —fg°. (6)
Luego, de (4) y (6) tenemos
¢1 —ig2 = [,
¢r+igy =—fg°

Entonces, resolviendo, y de (5) tenemos

b1 =311=g)), b= SfU+e), b =0f

Ademas, la ecuacion (6) implica que fg? es holomorfa, pues ¢; + i, es holomorfa. EI
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Enunciaremos el siguiente Teorema de Representacion de Weierstrass en este trabajo.

Teorema 2.4 (Representacion de Weierstrass) Sean f,g : U — C funciones holo-
morfas, definidas en un dominio simplemente conexo U C C y f nunca se anula. Entonces
la aplicacion X : U C C — R3, definida por

X(z) = (?Re /Z: %(1 — g% fdz, Re /z %(1 + g*) fdz, Re /2 gfdz) (2.6)

zZ0 20
define una superficie minima en R3. Reciprocamente, dada una superficie minima en R3,
entonces existen dos funciones holomorfas f y g de modo que la superficie se parametriza
como en (2.06).

Demostracion: Sea X : U C C — R3 parametrizacion conforme de una superficie minima

dada por

X(2) = (21(2), 22(2), 29(2)), 2 €U (1)

donde las componentes x : U C C — R estan definidas por
o(2) = §Re(/ gzﬁk(z)dz), k=123 2)
20

De la ecuacion (2.3), donde, las funciones ¢y, : U C C — C, son definidas localmente por

. 1 aZL‘k 81‘k .
(bk(Z)—i(%—Z%)(Z), k—1,2,3, Vz e U

Como M ~ X (U) es minima con parametrizacion conforme X, entonces por el Corolario 2.1
sus componentes xy, Ts, T3 son armonicas y por el Lema 2.1 donde las funciones ¢1, ¢o, ¢3

son holomorfas y satisfacen

3 3
S =0 v SIa()P>0, el
k=1 k=1

Por lo tanto, usando el Lema 2.5 podemos garantizar la existencia de funciones f y g holo-

morfas tales que . )
o1 = 5(1 -, b= 5(1 +90)f, ds=gf

Luego, en (2) tenemos
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Por lo tanto, en (1) la inmersién minima X esta dada por

X(2) :%e(/z%(l—g2)fdz,/z%(1+g2)fdz,/zgfdz)

que define una superficie minima en R3.
Reciprocamente, si existen f y ¢ funciones holomorfas en U C C dominio simplemente

conexo, entonces por Lema 2.2 las funciones definidas como

b =30, Gr= L1+ 6= of

Son holomorfas y localmente satisfacen

M)

3
Gi(z)=0 vy Y |o(2)P >0, z€U.
k=1

k=1

Entonces por la Proposicion 2.4, existe una superficie minima con inmersion conforme X

sobre su imagen, dada por

X(z):%e(/zé(l—g2)fdz,/zg(1+g2)fdz,/zgfdz>.
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CAPITULO 3

EJEMPLOS Y APLICACIONES DEL TEOREMA DE REPRESENTACION

En este capitulo, presentaremos la construccion de superficies minimas clésicas (catenoi-
de, helicoide, Enneper, Scherk y la superficie de Henneberg) utilizando los datos de repre-

sentacion de Weierstrass, dados en el capitulo anterior.

3.1. La Catenoide

Tomemos U = C, g(z) = —e* vy f(z) = —e * donde z € U. De la ecuacion (1) del Lema

2.2, tenemos

1 _
61 = 5(1 = ¢°)f = —5— = sinh(2),
P2 = %(1 +9*)f = —zez —|—2€ - —i cosh(z),
¢ps=gf =1

Como cosh(z),sinh(z) y la multiplicacién por una constante son funciones holomorfas en
C, entonces f7 ordz = 0, k = 1,2,3, para cada camino cerrado v en C. Por el Teorema de

Representacion de Weierstrass obtenemos
x1(2) = %e/ sinh(z)dz = Re(cosh(z) — 1) = cosh(u) cos(v) — 1,
0
Ta(z) = §Re/ —i cosh(z)dz = Re(—isinh(z)) = cosh(u) sin(v),
0

3(2) = Re /0 dz = Re(z) = u.

33
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Por lo tanto,

X(u,v) = (cos(v) cosh(u),sin(v) cosh(u), u) — (1,0,0),

es la parametrizacion de la catenoide salvo una traslacion, descrita en la Seccion 1.1 del
Capitulo 1. O

Figura 3.1: La Catenoide.

3.2. La Helicoide

Tomamos U = C, g(z) = —ie* y f(z) = e *. Observe que g no tiene polos y f no tiene

ceros en C. Por la ecuacion (1) del Lema 2.2, tenemos

B 1 B 9 B 62 + 6*2 B
o1 = 2(1 9)f = —y = cosh(z),
¢y = %(1 + ) f = —i% = —isinh(z),
b3 =gf = —i.

Como cosh(z),sinh(z) y la multiplicacién por una constante son funciones holomorfas en C,
entonces fw ordz = 0, k = 1,2,3, para cada camino cerrado v en C. Por lo tanto, por el

Teorema de Weierstrass obtenemos
x1(2) = 3?6/ cosh(z)dz = Re(sinh(z)) = cos(v) sinh(u),
0
Ta(z) = §Re/ —isinh(z)dz = Re(—icosh(z) + 1) = sin(v) sinh(u),
0

z3(2) = 3?6/ —idz = Re(—iz) = v.
0
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Por lo tanto,

X (u,v) = (cos(v) sinh(u),sin(v) sinh(u), v),
describe una una inmersiéon minima llamada la helicoide. Si haciendo ¢ = sinh(u), la para-
metrizacion X (¢,v) es exactamente la Helicoide descrita en la Seccion 2.1 del Capitulo 2.

4

Figura 3.2: La Helicoide.

3.3. Superficie de Enneper

Consideremos las siguientes funciones g(z) = z y f(z) = para todo z € U = C, mos-
traremos que f y ¢ son las funciones de Weierstrass para la superficie de Enneper. Las

coordenadas de X esta dada por

x1(z) = %e(/oz %(1 — gQ)fdz) = %?Re /Oz(l —22)dz = %%6(2 - %3)

1 , (u+iv)? 1 1 u
= §§Re<u+w— 7> = E(Su—u3—3uv2) = §(u— §+uv2>,
=i 1 23 -1  (u+iv)?
za(2) = %e(/o 5(1 +g2)fdz> = éfm(z—i— 3) = 7lm(u+w+ T)
-1 , v
—T(U—FUIU—?),

2 1 )

x3(2) = %e(/jgfdz) = §Re/oz zdz = %e(%) = i(u —v?).

Por lo tanto, la inmersién minima X : C — R? dada por

1 u? 2 2 vt 2
X(u,v)==(u— —+w’, —v—uv+—,u"—v
2 3 3
es una parametrizacion de la superficie minima M, que es conocida como la superficie de

Enneper. O]
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40

20

-20

Figura 3.3: Superficie de Enneper.

3.4. Superficie de Scherk

Considere el disco unitario D = {z € C : |z] < 1}. Tomando U = D, g(z) = z y
f(2) = =, v del Lema 2.2 obtenemos

1 2 i i
e e ()
=50 =15= 7o

i 2 i i
e
Gr=5(0+9)f =15 =77 71

4z 2z 2z
¢3_gf_1—z4_<22+1_22—1>'

Luego de la Representacion de Weierstrass obtenemos

r1(2) = %e(/oz gbldz) = %e(ilogijj) = —arg(z+li>,

z2—1

xo(2) = %e(/z ngde) = %e(ilogz+ 1) = —argii,
0 _ _

x3(2) :%e</oz¢3dz> :%e(log jzji) = log jzjﬂ

Entonces la superficie minima de Scherk, es la superficie dada por

] 1 241
X(u,v) = —arg<z+z,>,—argi,log‘i), z £ +1, z # +i,
z—1 z—1 22 -1

Nestor Monasterios



CcAPITULO 3. EJEMPLOS Y APLICACIONES DEL TEOREMA DE REPRESENTACION 37

Donde z = u+iv y arg z es el angulo que forma z con el eje real. Calculamos facilmente que

z 41 2u
—arg( ) = tan~! —_—,
1

z— u? 40?2 -1
z+1 tan- —2v
—ar =tan B —————

7.1 u?+ 02 —1

T (u? — 02 — 1)2 + 4uv?’

zz—i—l‘_l (u® —v* +1)* + 4uv®

de donde,
Oory .0n 2 24 4z
¢1_8u _282}__1+22’ ¢2__1—22’ ¢3_1—z4'

Como ¢? + ¢2 + ¢2 =0y ¢1, ¢2 y ¢3 son holomorfas, X es una parametrizaciéon conforme

\ N
%@W

<Al

de una superficie minima.

Figura 3.4: Superficie de Scherk.

Se tiene que,

z+i |z\2—1+i z—Z

z—1  |z—i]2 |z —i|?
y

z+1  |2P-1  z-2Z

c1 1P o

donde |2]> —1 < 1 en D, tenemos que —37” <z; < -5,7=12, 2=z +ivy. Y de las

expresiones anteriores es sencillo ver que cos x; y cos xy. Tenemos que

zZ+1 z 4+
COS T1 = COS ( —arg > = COS (a'r’g )
1

z— Z—1
( |z —1] 241 |z —1] z+1
= COS a'rg<7,~—,> :§Re<7,~—,)
z+1 z—1 zZ4+1 z—1
I N e RN
|z+i\§)‘ﬁe<z—j) |z +1i] |z —1i]?
_ Pt
2241
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Similarmente,

( z+1> |z —1] |2)*—1
COST9 = COS | — arg = :

=1/ |z4+1] |z—1
_ P11
o2 —1
Esto implica que
COS T
oo (2222)
COS 1
donde z; € (’TM,%’T) y Ty € (’T?”T,’T”), asi la aplicacion X : D — R? definida por
X(x1,m0) = (xl,xg,log (%)) describe una parametrizacion de una superficie minima,

conocida como la superficie de Scherk. U

3.5. Superficie de Henneberg

Tomando U = C — {0}, g(2) =z y f(z) =2(1 — %), y del Lema 2.2 obtenemos

)4
. 2\ 4
b=t =TT ZD (-2 L),

gb;»,zgfzz-Q(l—%)dz:Z(z—%).

Observe que, ¢1, 2 y ¢3 no tienen periodos reales en U. Entonces, de la Representacion de

Weierstrass obtenemos
el [ onte) = (L2 e (E
([ 00w (552 n ()
xzzﬁe(/ gbgdz) %G(M—&> :_]m<M)’
1

323 3 3|26
‘ (2 = 1) <(Z|Z\2 - 5)2)
x:%e/gbdz Re( ————) =Re| ————— |.
s =Re( [ dudz) = Re(=7)
Y haciendo calculos tenemos

-2 EE
(1 —u? —v?)? — 3uv?(1 — u? — v?) (1 + u? + v?)?
T = )

3(u? + v?)3
3utv(1+u? +v?)?(1 —u? —v —2) —v3(1 —u? —0?)3
Ty = P
3(u? 4+ v?)3
(1= u? — 02)22 — (1 + 2 + v2)0?
T3 = .
3 (u? 4 v2)2

Asi, X = (x1, 29, x3) describe la superficie conocida como la superficie de Henneberg. O
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Figura 3.5: Superficie de Henneberg.
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CAPITULO 4

CONCLUSIONES

En este proyecto de grado se estudiaron algunos temas relacionados con la Teoria de las
superficies minimas y su inter-relacién con areas como ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales y sobre todo con el analisis complejo. Se comenzo6 con el estudio de dos ejemplos
fundamentales de superficies minimas, la catenoide y la helicoide que tienen la curvatura
media nula en todos sus puntos.

Luego, se estudio las superficies minimas con parametrizaciones conformes, de manera
que la superficie se puede ver como el grafico de una funciéon diferenciable de R? en R.
Encontramos ademés que la tinica soluciéon que caracteriza a una superficie minima definida
sobre todo el plano es una funcién afin, de aqui que la superficie es un plano.

Se hizo una caracterizaciéon, que describe las componentes de una parametrizaciéon de
una superficie minima como funciones holomorfas. Por lo tanto, existe una relacién entre
la Teorfa de funciones de variable compleja y las superficies minimas, relaciéon explica en la
formula de Representacion de Weierstrass de superficies minimas en R3.

A partir de la Representacion de Weierstrass, que toda superficie minima puede ser repre-
sentada localmente y/o globalmente mediante una pareja de funciones holomorfas. Ademas
podemos construir diferentes ejemplos de superficies minimas, recuperamos las superficies

minimas clésicas como la catenoide y la helicoide y se puede describir nuevos ejemplos.
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APENDICE A

TEORIA GENERAL DE SUPERFICIES EN R?

1. Las Superficies en R?

En este parte del apéndice, se da algunos conceptos importantes de superficies en R? del
texto de referencia [2], [5] y [9].

Definicion A.1 Un subconjunto M C R3? es una superficie regular si, para cada p € M,
emiste un entorno V. en R3 y una aplicacion ¢ : U C R? — VN M de un subconjunto
abierto U de R? sobre V N M C R? tal que

1). ¢ es diferenciable.
2). ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen.

3). ¢ es una inmersion, es decir, la diferencial dp, : R*> — R? es inyectiva, para todo

qeU.

Figura A.1: Superficie regular M.

El entorno V N M se denomina un entorno coordenado y ¢ se una parametrizacion.
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Definicion A.2 Una aplicacion reqular ¢ : U — R3 cuya imagen descansa en una super-

ficie M se llama parametrizaciéon de la region p(U) en M.

Las superficies seran recubiertas por parametrizaciones que satisfacen las condiciones
de la definicion A.1. En los casos favorables, la imagen ¢(U) podréa ser la totalidad de
la superficie M. La condicion 3), de la definicion A.1 garantiza la existencia de un plano
tangente en todos los puntos de la superficie, para ello vamos a justificar del algebra lineal

nos proporciona el siguiente resultado.
Lema A.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1). La aplicacion lineal dp, es inyectiva.
2). La matriz jacobiana Jdy, tiene rango 2.
3). Algunos de los menores de Jdy, es distinto de cero en q, es decir

Ty Ty Ly Ty

Yu Yo 2y Ry

() () () o

5). El producto vectorial es distinto de cero en q, es decir

_ (9O, z) Oz, z) Iz,y)
Pu X Po = (8(u,v)’ O(u,v)’ 8(u,v)) 7 0.

4). La expresion

6). Los vectores @, y p, son linealmente independientes.

Proposicién A.1 Si f: U C R? — R es una funcion diferenciable definida en un abierto

U de R?, entonces el grafico
Graf(f) ={(z,y.2) €R® : (z,y) €U A z= f(z,y)} CR’
es una superficie reqular.

Se dice que una superficie regular M C R3 es conezxa, si para cualquier par de puntos,

existe un camino en la superficie que une dichos puntos.
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Proposicion A.2 (Cambio de parametros) Sea M una superficie reqular, p € M. Sean
o :UCR — Myop: U c R2 — M dos parametrizaciones de M tal que p €

o(U)N@(U) = W. Entonces el cambio de coodenadas v = ¢~ o : oY (W) — o1 (W)

es un difeomorfismo; es decir, Y es diferenciable y tiene inversa diferenciable.

Figura A.2: Cambio de parametros.

Definicién A.3 Sea M C R? una superficie reqular v p € M. El conjunto de vectores

anclados en p dado por
T,M={weR®/3Ja:(—c) — S ta que «0)=p,a(0)=w}

es llamado el espacio tangente o plano tangente a la superficie M en p.

2. Formas fundamentales

La primera forma fundamental, para una superficie M. Geométricamente, nos permite
hacer mediciones en la superficie como la longitud de curva, angulo entre vectores tangente
y area de una region.

El producto interior en R?, induce un producto interno en T, M, que se denota por (,),,
es decir, si wy, wy € T,M, entonces (wy, ws), = (wy, ws) es una forma bilineal simétrica, que

le corresponde una forma cuadratica, dado por

I

p: LM — R

w o= Lw) = (w,w), = w]?.
Como un producto interno tiene asociado una matriz, veamos que ocurre con el producto
interno sobre una superficie M.

Sea ¢ : U C R? — R3 una parametrizacion de la superficie regular M y una curva
diferenciable 3 : (—¢,¢) — U C R? dado por S(t) = (u(t),v(t)) con 3(0) = ¢ entonces
definimos la curva en M como:

a=ypof: (—e¢e) — M

toe alt) = (po B)(Y) = w(B(1) = w(u(t),v(t)).
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Figura A.3: Curva en la superficie M.

En ¢t = 0 tenemos, a(0) = ¢(8(0)) = ¢(q) = p entonces =  «(0) = p.
Ahora a(t) = ¢(u(t),v(t)) derivando respecto de ¢, aplicando regla de la cadena

(1) = (plult), o) = D28 L 9Py < i) + i)

Tenemos en t = 0, w = &(0) = ¢,u(0) + »,0(0) y obtenemos

Jwl]? = |¢(0)||? = (tpy + Dy, ipy + Dp,), por bilinealidad
= u2<901u QOU> + 7'“']<90u7 901}) + i]iL((pv, 90u> + ®2<90v7 Wv)
= U (P, Pu) + 200{Pu, Pu) + V> (0, o),

si denotamos F, F, G : U — R son funciones diferenciables dadas por

E = (0w, 0u), F={(pupu), G=/{puv,Pv). (A1)

Entonces, tenemos una forma cuadratica denotado por I, luego

E F| |« E F
L(w) = |[w|)? = Bd® + 2Fab + Gi® = [u v] i w.
F G| |v F G
Definicion A.4 La forma cuadrdtica definida por
L(w) = EW* + 2Fuv + Gv*, w € T,M

es llamada la Primera Forma Fundamental definida en T,,M .

La matriz simétrica dada por
E F

F G

Se llama la matriz de coeficientes de la primera forma fundamental de M.

p =
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Dada una parametrizacion ¢ : U C R? — R3 en una superficie M, si tenemos un
paralelogramo D C U abierto conexo, entonces podemos calcular el area de ¢(U), de manera
que puede ser dividido el sector ¢(D) en pequenos rectangulos infinitesimales. vamos a
escoger aquellos paralelogramos generados por ¢, Au 'y ¢, Av. El area de dicho paralelogramo

se ubica en 7,M, con éarea
loulu x 9, A0] = llpu x @ullAudo = [gullllgullAu - Av - sin,

donde @ es el angulo entre ¢, v ,. Entonces, si tomamos una particion de n x n paralelo-
gramos, tenemos
Alp(D) = Y Y llpu x @l Audro.
j=1 i=1

Tomando el limite entre todas las particiones, cuando n — 0o, obtenemos el area de ¢(D):

A(p(D)) = / / VEG — F2dudv. (A.2)

Observacion: Si 0 es el angulo entre ¢, y ¢, es decir cos@ = (pu, vu)/|¢ul|s] v usando
(A.1), obtenemos

I I

lew x @ull” = llpul*leull® sin® @ = lloull*ll@ull*(1 — cos®0) = [ pull*lleull* = (pu, 0u)®

= <§0u7 (pu><§0v>§0v> - <§0u7§0v>2 = FG — F2.
Por lo tanto, [¢, X @] = VEG — F2.

Definicion A.5 Una superficie reqular M C R3 es orientable si existe una familia de
parametrizaciones {(Vi, i)} que cubre a M (M C U, Vi) tal que V; NV # 0, entonces el

cambio de coordenadas ;' o @; tiene jacobiano positivo en p.

Dada una parametrizacion ¢ : U C R? — M de una superficie regular M en un punto
p € M, podemos eligir un vector unitario normal en cada punto de ¢(U) mediante la regla
Pu X Py
N(p) = ———
[ X @0l

Asi, tenemos una aplicacion N : o(U) — R3 que asocia a cada p € p(U) un vector normal

p € ).

unitario N(p).

Definicion A.6 Sea M C R3 una superficie reqular orientable, S* la esfera unitaria cen-

trada en el origen de R®. Definimos la aplicacién de Gauss de M, por

N: M — §?

p = Np)=siy

donde N(p) es vector normal unitario al plano tangente a la superficie M en p.

Nestor Monasterios



APENDICE A. TEORIA GENERAL DE SUPERFICIES EN R3 46

Observacion: Es inmediato verificar que la aplicacion de Gauss es diferenciable y ademés
notemos que los planos tangentes T,M y T, S* son paralelos, pues tienen el mismo vector
normal. Esto implica que la aplicacion lineal dN,, : T,M — T, S? es operador de la forma
dN, : T,M — T,M.

Sea ¢ : U C R? — M una parametrizacion en un punto p € M y sea a(t) = ¢(u(t), v(t))
una curva parametrizada regular en M, con «(0) = p, consideremos la restriccion de la apli-
cacion de Gauss N sobre «(t), entonces localmente podemos escribir la curva parametrizada
Noa(t) = N(t) en la esfera S?. El vector tangente N'(0) = dN,(a/(0)) es un vector de T, M.

Figura A.4: La aplicacion de Gauss.

El vector tangente a «(t) en p = a(0) y &/(0) = w, w € T,M esta dado por

w=a = @ + . (1)
Ademas, dNy)(a/(0)) = dNy(w) = N'(w)|s=0 = N'(u(0),v(0)) = Ny(p)u'(0) + N,(p)v'(0)
entonces

dN(w) = N,u' + Nyv'. (2)
Proposiciéon A.3 La diferencial AN, : T,M — T,M de la aplicacion de Gauss es autoad-
junta, es decir, para todo w,w € T,M se tiene (dN,(w), ) = (w, dN,(0)).

El hecho de que dN, : T,M — T,M es autoadjunta nos permite asociar a d/N, una forma
cuadratica 11, en T,,M, dada por I1,(w) = (dN,(w),w), w € T,M.
Definicion A.7 La forma cuadrdatica 11,(w) = —(dN,y(w), w), definida en T,M se denomi-

na segunda forma fundamental de M en p.

Calculando la segunda forma fundamental en la base {¢,, ¢, }, de (2) y (1), tenemos

IL,(w) = —(dN,(w),w) = —(Nyu' + N, p,u’ + @, 0")
= —((Nut', p ) + (N, oty + (N, 0" + (N, o,0"))

= _((u,)2<<NU> Pu) + UV (Ny, pu) + 'V (Ny, o) + (v,)2<Nva ©v))
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Dado que ¢, v ¢, son vectores tangentes a la superficie M en p, (p,, N) = (p,, N) =0

derivando respecto a u y v, y si denotamos por

e = —<Nu7§0u> = <N7 @uu)v
f = _<Nv>S0u> = _<Nu>§0v> = <N> quv> = <N7 (pvu>a
€= _<Nv>§0v> - <N7 vav>'

Entonces

I, (w) = e(u)? + 2fu'v + g(v')?* = [u’ z/} [6 f] [u:] .

[[:[e f].
ToAf oy

Se llama la matriz de coeficientes de la segunda forma fundamental de la superficie M.

Donde la matriz simétrica dada por

El hecho de que dN, sea autoadjunta garantiza que es simétrica. Los autovalores de

—dN,(w) son valores reales y se denominan curvaturas principales k; y k2. En la base de

: ki 0
autovectores la matriz de —dN,(w) es 0wl
2

Definiciéon A.8 Sea p € M y sea dN, : T,M — T,M la diferencial de aplicacion de
Gauss. La curvatura gaussiana y la curvatura media de M en p, en términos de las

curvaturas principales kv y ko podemos escribir

ki 0

K = det
0 ky

1 ki O
= ki - ko; H = ~traza | ' = —(ky + ko).
2 0 ko

Como {¢y, ¢y} es una base para T, M podemos escribir

Ny = a1y + a2100; Ny = @120y + 2205 (1)
Por lo tanto dN(a/) = (a1t + a120" )@y + (ag1u’ + asv’)@,, o bien
u ajlr Q12 u
dN = )
’U/ o1 a929 ’U/
Es decir la dN en la base {p,, ¢, } esta dada por la matriz

ail aig
ag1 A2

A:

Nestor Monasterios



APENDICE A. TEORIA GENERAL DE SUPERFICIES EN R3 48

Notemos que la matriz no es necesariamente simétrica, salvo que {¢., v,} sea una base
ortonormal. Nuestro interés es calcular los coeficientes a,; en términos de e, f, g a partir de

la ecuacion (1), esto es

—f = (Nu, o) = a11(Pu; Pv) + a21{Pu, Pv) = an1 F' + a2 G,
—f = (Nu,u) = a12(Pu, pu) + a22{pv, u) = a12E + az k|
—e = (Nu, Pu) = a11{Pu; Po) + a21(Pv, Pu) = a1 B + ag F,
—g = (N, 0) = a12(Pu; Pu) + a22(Pu; o) = a12F + a2G

—e —f ay ap| | F
- -9 an axn| |F G
e 1 G —F
Multiplicando por 5= P , nos queda
ailr a9 . 1 —e —f G —F
a1 Qoo EG-F*|_-f —g||-F E

Igualando coeficientes, obtenemos las, llamadas ecuaciones de Weingarten:

L _JF—cG . _gF-JG
T EG - FY YT EG - F?

el'— fE fF —gE
Q21 =

TEG-F T EG-F*
Con estas igualdades podemos expresar la curvatura de Gauss en términos de E, F,G e, f v
g de formas fundamentales:
2

K = det(a;;) = %. (A.3)
Para el calculo de la curvatura media, recordemos que —ky, —ko son autovalores de d/N, es
decir, satisfacen dN(v) = —kv para algin v € T,M, v # 0, de donde (dN + kI)v = 0; donde
I es la matriz inversible. Entonces la aplicacion lineal (dN + k1) no es invertible. Por lo tanto

tiene determinante igual a cero; es decir:

an + k a12

det =0 < (0,11 + k’)(a22 + k’) — 12001 =0

asq 99 + k

& K+ k(an + ag) + aj1az — azas = 0.
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Como ki, ko son las raices de esta ecuacion cuadratica, concluimos que

leG —2fF +gE
2 EG-F?

1 1
H = 5(191 + ko) = —§(a11 +agx) =

Asi, la curvatura media de la superficie M, en términos de formas fundamentales es

_leG-=2fF+gE

" 2 FEG-F?

(A4)

Resultados preliminares sobre parametrizaciones de una superficie:

Teorema A.1 (Existencia de parametros conformes) Sea U un conjunto abierto sim-
plemente conexo y sea v : U — R? una inmersion de clase C*. Entonces existe un difeo-

morfismo ¢ : U — U de clase C* tal que ¥ = o ¢ es una aplicacion conforme.

Teorema A.2 (Jorgens) Si¢:R? — R es una funcion en todo el plano que satisface

¢m¢yy - (gbxy)Q =1

entonces ¢ es un polinomio cuadrdtico en x e y.

La demostracion de estas teoremas se encuentran en |[7].
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APENDICE B

FORMAS DIFERENCIALES COMPLEJAS

1. Repaso de funciones holomorfas

Sea D el conjunto de niimeros complejo. Una funcién f : D — C definida sobre D C C
es conocida como funcion compleja de variable compleja o simplemente funcién compleja
es una regla que asigna a cada z de un conjunto D C C un numero complejo w € C y que
se denota por f(z), es decir

f+ D — C
z — w= f(z).

Sea f: D — C una funciéon compleja, si z = x + iy y w = u + v entonces

w= f(z) = f(zx+iy) = f(v,y) = ulz,y) +iv(r,y) = w=u(r,y)+iv(r,y)

donde u(z,y) = Ref(z), v(z,y) = Imf(z), ademas u,v : R* — R son funciones reales de

dos variables.

Definicion B.1 Una funcion f definida en un dominio D (conjunto abierto y conexo) se

dice que es diferenciable en el punto zy € D si existe el limite siguiente

f(z0+h) = f(=0)
h

f/<20> = lim

h—0

se llama la derivada compleja de f en el punto z.

Definicion B.2 Se dice que una funcion f de la variable compleja z es holomorfa en un
conjunto abierto D si tiene derivada en todo punto de ese abierto.

En particular, f es holomorfa en un punto zy si es holomorfa en un entorno de z.
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De esta definicion se deduce inmediatamente:

(a) f es holomorfa en zg € D < f es diferenciable en cada punto z de una vecindad V' C D

del punto z.

(b) f es holomorfa en un dominio D < f es holomorfa en cada punto zy de D.

Ahora daremos algunos conceptos de las funciones complejas cerca de aquellos puntos en
los que la funcién no es holomorfa, tales puntos se denominan singularidades que aparecen
al formar el cociente de dos funciones holomorfas, ya que los ceros del denominador van a

ser singularidades de la funcion.

Definicion B.3 Se dice que una funcion f tiene una singularidad en z = 2y si f no es

holomorfa en zy, y en todo entorno de zy existen puntos donde la funcion es holomorfa.

Definicion B.4 Se dice que una funcion f tiene una singularidad aislada en z = zy st f no
es holomorfa en zy, y existe un numero R > 0 tal que f es holomorfa en B'(zy, R) = {z : 0 <
|z — 20| < R}. Las singularidades aisladas se pueden clasificar en tres tipos: Singularidades

evitables, polos y singularidades esenciales.

» Fl punto z = zy es una singularidad evitable de f si existe una funcion holomorfa

g: D — C tal que g(z) = f(2) para todo z del conjunto B'(zo, R).

m Sea DCC,z2e Dy f:D—{z}— C esuna funcion holomorfa. Si existe una
funcion holomorfa g : D — C yn € N tal que
9(2)
f(z) = o= 20"
para toda z de D—{zy}, entonces llamamos a zy polo de f. Un polo de orden 1 también
es llamado polo simple.
FEquivalentemente, zy es un polo de orden n > 0 de una funcion f si existe un entorno
abierto D de zy tal que f: D —{z} — C es holomorfa y el limite ;LIEO(Z —29)" f(2)

existe y es diferente de cero.

» Se dice que una singularidad esencial si es una singularidad aislada que no es polo
ni evitable. Por lo tanto, f tiene una singularidad esencial en z = zy si y solo si en

CU oo no existe el limite lim f(z).
Z—Z20

Definicion B.5 Una funcion meromorfa sobre un subconjunto abierto D del plano com-

plejo es una funcion que es holomorfa en todo D excepto en un conjunto de puntos aislados

de singularidades, en cada una de las cuales la funcion tiene un polo.
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Definicion B.6 Una funcidon entera es una funcion que es holomorfa en todos los puntos

del plano

Observacion: Si dos funciones son holomorfas en un dominio D, su suma y su producto
son holomorfos ambos en D. Anédlogamente su cociente es holomorfo en D supuesto que la

funcién del denominador no se anule en ningiin punto de D.

Condiciones de Cauchy-Riemann
Consideremos f : D — C con D abierto definida por f(z) = u(z,y) + w(z,y) es
holomorfa en zy = ¢ + iyp, entonces
ou  Ov ou ov
or oy oy o
son llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Ademas, f’(z9) se puede expresar como f’(z9) = u, + iv, donde las derivadas parciales

estan evaluadas en (xg, yo).

Teorema B.1 Condicidn necesaria y suficiente para que una funcion f(z) = u(z,y) +
iv(z,y) sea holomorfa en un dominio D es que, en cada punto z = x + iy, las derivadas
parciales Ou/Ox, Ou/dy, dv/Ox, Ov/dy existan, sean continuas y satisfacen las ecuaciones

de Cauchy-Riemann.

Teorema B.2 Sea f : D — C tal que f(z) = u(z,y) + iv(z,y) donde u,v son continuas

en D entonces f es holomorfa si y sdlo si %(,Z) =
z

Demostracion: Sea f(z) = u(x,y) + iv(z,y) donde (z,y) € U, y u,u : R* — R son

funciones reales. Haciendo un cambio de variable, escribimos u = z y su conjugada v = Z, es

decir
~ r = ! (u+0v)
= «I» = — 5
U x z.y z . 21 )
v o =r—iy=2=2 y:Q—i(u—v).
Entonces, por la regla de la cadena tenemos
) _256) 0n 01 dywsle) 1 OM) L _L@f) _ o)y
ou oxr  Ou dy  Ou or 2 dy 20 2\ Ox oy /'
0f(z) _ 0f(z) Oz  O0f(z) Oy wodf(x) 1 0f(x) —L_ }(81‘(2) H.@f(Z))
ov oxr  Ov dy v oxr 2 dy 20 2\ Ox oy

Es decir, definimos los operadores diferenciales complejas

Of(2) 1<8f(z)_l.8f(z)> , 8f_<2)_1(5’f(2)+¢6f(2)), (B.1)

9z 2\ oz oy ox y

0z 2
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Usando la descomposicion en partes real e imaginaria:

0f(2) _ 1(&]0(2) +Z,5f(2)> _ 1 (Q(U(Ly) +iv(z,y)) +z’g(u(:c,y) +iv($ay)))

0z 2\ Oz oy ) 2\ 0z dy
1/ 0u(z,y)  .Ov(z,y)  .Odu(z,y) Ov(z,y)
2 ( Ox o Jy o Ox Jy
_ L 0u(x,y)  Ov(x,y)y | .Ov(x,y) | Ou(z,y)
_QK Oz oy )+Z< ox * oy ) '

Con lo que, si se verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann,

9f(z) 1 [(au«c,y) R G 8u<w7y>)} —o.

(2)

0z 2 ox dy Ox y
Reciprocamente, si ag(;) = 0, entonces se verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann, enton-

ces de (2) tenemos

ou(x,y)  Ov(z,y) ov(z,y) _ _8u(:c,y).

or Oy Y Ox y

Definiciéon B.7 Una funcion real ¢ : R> — R de dos variables reales se dice arménica

a

en un dominio de R? si sobre ese dominio tiene derivadas parciales continuas de primer y
sequndo orden, y satisfacen la ecuacion ¢, (x,y) + ¢yy(x,y) = 0 conocida como la ecuacion
de Laplace de la funcion ¢ o el laplaciano de ¢ y se denota por A¢. Ademas si A¢p = 0

entonces ¢ es armonica.

Lema B.1 Si f : U — C, dada por f(z) = u(z,y) + iv(z,y) es holomorfa de clase C?,

entonces [ es armonica.

Demostracion: Si f(z) = u(z,y) + iv(z,y) donde u(x,y) = R(f), v(x,y) = Im(f), tienen

derivadas parciales continuas que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, es decir,

ou Ov ou v
or 8_y y 8_y = o (1)
En la primera ecuacion de (1) derivamos respecto a = y luego respecto a y, obtenemos
Fu_ Fu 0 oy o Pu_ o
Or? Oxdy Oy \Ox oy? . ox? 0y? (@)
@:6‘%:2(8_@6)@_@ Pv_ O
oy?  Oydr  Ox \dy Ox? oy ox?’
Luego
Pf  Pf Pu Pu v O
022 "o 02 oy “(0552 + a_;,?)
@ Pu  0*u 0% 0%
T 92 Oa? Z(8:162 B axZ) =0
Por lo tanto, f es armonica. a
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Teorema B.3 Si una funcion f(z) = u(x,y)+w(x,y) es holomorfa en un dominio D, sus

funciones componentes u y v son armonicas en D.

Teorema B.4 (Teorema de funcién inversa) Sea f : U — C diferenciable de clase
C* k> 1, donde U C C es abierto. Supongamos que 2z € U tal que Df(z) : C — C es
invertible. Entonces existe una vecindad abierta V' de zy tal que g = f|v es un difeomorfismo.

Ademas, g7t 1 f(V) — V es de clase C*. Caso f sea holomorfa, g también sera y

1

)= Py

para todo w € f(V).

2. Formas diferenciales

Dada una superficie M en R3, consideremos una funcién f : M — R definida sobre M.

Figura B.1: Funcién diferenciable sobre M.

Diremos que f es diferenciable en p si y s6lo si f o ¢ es diferenciable en ¢ = ¢~ 1(p). La

derivada de una funcion f: M — Res d(f o ), : R — R una transformacion lineal.

T,M
; oY =dey(X)
2 e
. //“\/A\W) R
M
,/E;L;(\\ f(p)
So q" eT ’// u‘
o d(f o ¢)(X)

Figura B.2: Una 1-forma diferencial sobre M.

df,: T,M — R
Y o dfy(Y) = d(f 0 9)y(X) = d(f 0 0), (dp™ (V).
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De donde, se tiene

] = aFee).]

{<Pu780v} {61762}.

Para una funcion real f : U C R? — R definida sobre U, la diferencial es
df,: R — R
(W', 0") = dfy (v, V') = (V[(p), («,0))

donde
du: R — R dv: R — R
W) — duld,o)=d (W) — v, o)) = .
Entonces
Al ) = Syt + I ot = W phautee, vy + 3L vt ),
tenemos
df = %du + %dv

es una 1-forma diferencial en R2.

Para una funciéon f : M — R definida sobre M, su derivada es df, : T,M — R.

Counsideremos las 1-formas diferenciables

dup : T,M — R
W' (p) +V'pu(p) > duy(uou(p) +v'eu(p)) =u

/

dv, : T,M — R
wpu(p) +0'pu(p) > dup(Wpu(p) +v'0u(p)) =0,
De la ecuacion (1), como
(fop)ei(er);

Af(Y) = d(f 0 )y, (de™ (V) = d(f 0 9)y, (dp™ (dipglen)) ) =
( (f 0 @)eus(ea)

d
Afy (V) = d(f 0 9)p_ (dp™ (V) = d(f 0 @)y, (d™ (dpyle2)) ) = d
De donde, tenemos que

df,(¢u(p)) = 8%(f o) M p) v dfy(eu(p)) = %(f o )¢ (p)). (2)
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Si w = apy(p) + Bew(p) € T,M, entonces

dfw) = adfy(eu(p)) + Bdfp(u(p))

= o228 (1)) 4 2L 2D) (1)
= A28 (1)) dup<w>+8(gj“0)<w<p>> oy (w)
luego
4, = 2228 (o gy, + AL20 (o ya,
Asi, o7 6f
df = 8ud +%

es una 1-forma diferencial sobre la superficie M.

Una 1-forma diferencial compleja es una aplicacion w : U C C — C definida

por w(z) = A(z)dx + B(z)dy donde A, B : U — C son funciones complejas. La funcion

w(z) : R? — C se llama R — lineal que denotaremos por £(R? C). El conjunto {dz, dy} es

una base de £(R?, C). Podemos también escribir 1-forma diferencial en términos de la base

{dz,dz} de L(R?* C), donde

1 _
1
dz =dxr —idy dy = Q—i(dz—dz)

En efecto, si w(z) = A(z)dz + B(z)dy, entonces
1 1
Adz + Bdy = §A(dz +dz) + 2—B(dz + dz)

1
= §(A —iB)dz + - (A +iB)dz

= Cdz + Ddz.

Diferencial de una funcion: Sea f : U — C una funciéon de clase C", r > 1, donde

U C C es abierto. La diferencial de f es por definicion la 1-forma df en U, es decir,

f of ,

S+ =y

df = 3y

En términos de la base {dz,dz} de L(R? C) podemos escribir como:

fd 1Oy

0
df = 0z

(1)
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En el caso que f : U — C es holomorfa si 0f/0z = 0 (Teorema B.2), entonces en (1)

tenemos

df = %dz +0 — df = f'(2)d=. (B.2)

Definicion B.8 Una 1-forma w sobre la superficie M es cerrada si dw = 0 y se dice que

es exacta si existe una (r-1)-forma ¢ sobre M tal que do = w.
Lema B.2 Una 1-forma ezxacta w es cerrada.

Lema B.3 (Lema de Poincaré) Una 1-forma cerrada es localmente ezacta.

3. Integraciéon de formas diferenciales en caminos

Consideremos 1-forma diferencial w = A(z)dx + B(z)dy continua en un abierto U C C.
Sea 7 : [a,b] — U un camino de clase C1. Si y(t) = a(t) + i3(t), donde o y 3 son las
componentes real e imaginaria de «y, entonces o y 3 son funciones de clase C! en (a,b).

Definimos la integral de w en ~ como el numero complejo

Juw= [ Taaoe® + Bows o]

Sea 7y : [a,b] — C un camino diferenciable con zg = vy(a), z=~v(b)y f: U CcC — C

una funcion continua en |y|. La integral compleja de f a lo largo de vy es dado por

b
[t = [ rawyon (B.3)
Si U es un abierto simplemente conexo y f es holomorfa, la integral es
[z = [ s (B.4)
v 20

esta bien definida para todo camino v con zy = y(a) y z = ~(b).
Sea ¢ : U C C — C, k = 1,2,3 una funcién holomorfa, U simplemente conexo y
v : [a,b] — U una curva diferenciable cerrada. Entenderemos por periodo de funciéon 1),

como el valor de la integral f,y ¥ (&)d¢. Definimos las funciones z : U € C — R por

o (2) :%e(/:qsk(g)dg), k=123
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donde z,2y € U, zy fijo. En efecto, supongamos que el periodo de las funciones 1, sean

imaginarios puros. Consideremos 2g,z € U y o, 3 : [a,b] — U curvas diferenciales, entonces
R ¢ =R d 0="%" d¢ — R d
o [ vt =e [wie o 0=ne [vieas—re [ v
=R ¢ — d
o [ wieras— [ wierac)
R d¢ + d
o [ v+ [ o)
3

%e(/au(ﬁ) W(€)d )

Como el periodo de v, es imaginario puroy aU(—p) : [a,b] — U es una curva cerrada que

conecta de zy a z, entonces el valor de integral faU(f 8) ¥ (€)d€ es imaginario puro, luego

§Re< /a U(B)w(g)dg) — 0.

Por lo tanto, las funciones ¢ : U C C — C, k =1, 2, 3 estan bien definidas.

Corolario B.1 Sea w = A(z)dz una 1-forma continua en U C C. Sea f : Q — U una

funcion holomorfa de clase C'. Entonces
| @i = [ At wite
Joy v

para todo camino de clase C1 por partes v : [a, b] — Q.
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4. Graficas del proyecto

En el presente proyecto utilizamos figuras para ilustrar algunos conceptos y ejemplos
de superficies, ahora con respecto al capitulo 4, daremos una explicaciéon de como fueron
generados las superficies minimas.

Veremos como se genera la grafica de una superficie minima, que podemos visualizar a
partir de sistemas computacionales en Matlab o como en Octave y GeoGebra, para el
caso de la superficie parametriza, utilizaremos la catenoide que tiene la parametrizacion de
la forma

X (u,v) = (cos(v) cosh(u),sin(v) cosh(u), u),

asi, tenemos que el coédigo para generar a esta superficie esta dada por:

> u=linspace(-2,2,30);

> v=linspace(-2,2*pi,30); 2
> [u,v|=meshgrid(u,v); :
> x=cos(v).*cosh(u); 0
> y=sin(v).*cosh(u); 1
> z=u; 2
> mesh(x,y,z) 2~

Como se observa a la derecha, se muestra el resultado del c6digo como genera la grafica.

Cos T

- i\p
|

Una superficie de Scherk generada por <ZL‘, y, log ( Cosy)) en GeoGebra es
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