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Resumen

La teoria general de estabilidad de soluciones de la ecuacién diferencial 2’ = A(t)z, = € R,
estd todavia, increiblemente, incompleta. Sélo para una cierta clase de funciones A : R — gi(n,R)
se ha tenido satisfactoriamente éxito para el estudio cualitativo de las soluciones. Histéricamente
el primero en completar la teorfa para una cierta clase de funciones, A : R — gl(n,R), fue el

matematico francés Gaston Floquet en 1883, para el caso periddico.

En este trabajo se estudia en detalle el criterio de estabilidad asintética exponencial de las solu-

ciones de las ecuaciones diferenciales de la forma

¥ =At)x, xeR"

cuando A : R — gl(n,R) es una funcién matricial continua y periédica; y, todo esto a través del

estudio del espectro de Floquet del sistema.
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Introduccion

Este trabajo se enmarca dentro de la teoria de los sistemas dindmicos, la cual es una area muy
moderna, aunque se remonta a Newton con sus estudios de Mecanica Celeste y a Henri Poincaré,
quién inicio el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales, pues en esos tiempos no todos

los problemas de ecuaciones diferenciales se podian resolver de forma explicita.

Poincaré indica que podemos establecer el comportamiento y propiedades de las soluciones de
una ecuacion diferencial sin conocerla explicitamente. Fue hace apenas unos 40 anos que los
sistemas dinamicos se establecieron como un area propiamente dicha, gracias al trabajo destacado

de matematicos e ingenieros como: S. Smale, V. Arnold, Lyapunov, etc.

Si intentamos dar un concepto de sistema dindmico, podriamos decir burdamente que se trata
del estudio de sistemas deterministas, es decir, consideramos situaciones que dependen de algin
parametro dado, que frecuentemente suponemos es el tiempo, y que varian de acuerdo a leyes
establecidas. De manera que el conocimiento de la situacion en un momento dado, nos permite
reconstruir el pasado y predecir el futuro. Varias son las formas de estudiar el comportamiento de
estos sistemas dindmicos, podemos destacar entre ellas: el estudio de la estabilidad, estabilidad

asintotica, estabilidad exponencial, etc.

El objetivo central de este trabajo es desarrollar en detalle el estudio de estabilidad de las soluciones
de la ecuacidén diferencial 2’ = A(t)x, + € R™, cuando A(t) es una funcién matricial continua y
periddica. En el caso particular en que A(f) = A es una matriz constante ya se ha estudiado en

detalle el estudio de la estabilidad de las soluciones.



Estableceremos criterios de estabilidad a través del Espectro de Floquet, mas conocida como la

Teoria de Floquet.

En el primer capitulo revisaremos los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales; en

particular, los de coeficientes constantes. De ellas enfatizaremos la forma de sus soluciones.

Para este estudio se requiere usar Algebra Lineal incluyendo autovalores y autovectores propios y
la forma candnica de Jordan, la primera seccion revisa algo de este material. Ademéds mostraremos
algunos de los criterios para el estudio de la Estabilidad de las soluciones alrededor de puntos de
equilibrio. Algunos resultados resuelven, inclusive, el caso en que los coeficientes dependen del

tiempo.

En el capitulo II esté destinado, exclusivamente, al estudio general de los sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias lineales con coeficientes periddicos, es decir, consideramos sistemas de la

forma

o= At)r, A@t+T)=A(t), xR AcO(R,qgl(n,R)).

El matemaético francés Gaston Floquet (1883), fue el primero en desarrollar la teoria general de
estos sistemas lineales peridédicos y dié un estudio sistematico de ellos. En general, las soluciones de
sistemas lineales periddicos no pueden ser expresadas en términos de funciones elementales, pero la
linealidad y periodicidad de A(t) permiten que el comportamiento de una solucién para todos los
tiempos puede ser deducida de la solucién general en un intervalo de longitud 7. Esta propiedad
inusual hace que el comportamiento de las soluciones cuando ¢ — +oo pueda ser frecuentemente

deducida de aproximaciones analiticas o de soluciones numéricas.

En el Capitulo III, discutimos las propiedades més importantes de la ecuacion diferencial con
coeficientes periddicos. Se presenta el resultado central de este capitulo, en la cual estudiamos
la estabilidad asintdtica exponencial de las soluciones en torno al punto de equilibrio x = 0 a
través del Espectro de Floquet; en particular, se realiza el estudio del caso importante en que
los Multiplicadores de Floquet son reales e idénticos, la ecuacién de Hill (caso particular, en
dimensién dos, en que el producto de los multiplicadores de Floquet es 1). Luego aplicamos todos
estos resultados para estudiar la estabilidad local de soluciones periddicas de la ecuacion diferencial

de la forma & = f(z), z € R™.

VI



Finalmente, en el capitulo IV se desarrolla una introduccion al estudio de la estabilidad de las

soluciones para el caso general, es decir cuando consideremos el sistema

¥ =At)x, xeR"

con A : R — gl(n,R) es continua y acotada, no necesariamente periddica. Lamentablemente, en
este caso no se puede dar una expresiéon explicita de la soluciones de esta ecuacion diferencial en
términos de la exponencial de matrices. Sin embargo, se puede estudiar el crecimiento exponencial

de las soluciones a través de los Exponentes de Lyapunov.

VII



CAPITULO 1

Preliminares

En la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales, mas que obtener la solucion explicita in-
teresa entender el comportamiento de las mismas. La Teoria de Estabilidad va en esa direccién. En
este trabajo, planteamos una introduccion a esta teoria, con énfasis en la estabilidad de ecuaciones
diferenciales definidas por campos lineales. En consecuencia, en este caso, se presenta una carac-

terizacion completa de la estabilidad por medio de conceptos: topoldgico, algebraico y analitico.

El estudio de las ecuaciones diferenciales definidas por campos lineales es muy importante ya que

nos permiten establecer soluciones en términos de la funcion exponencial.

Por ejemplo, dada la ecuacién diferencial autonoma
¥ =Azx, xeR" (I.1)

donde A € gl(n,R) (el conjunto de matrices de tamano n X n con entradas reales) y la condicién

inicial 2(0) = xo, la solucién esta dada por

x(t) = eag. (1.2)



En consecuencia, si conocemos la exponencial de matrices constantes la solucion es simple. Esta

solucién también nos permite resolver la ecuacién diferencial
¥ =Ax+g(t), xeR" (1.3)

cuando g : R — R™ es continua. En efecto, pues si consideramos la funcién y(t) = e~*4x(t) tenemos

y(0) = 2(0) = ¢ y, derivando y con respecto a t

De esto obtenemos,

es decir
t
) =it gt etA/ e *4g(s)ds. (1.4)
0

Todos estos resultados dependen de las propiedades elementales de la exponencial de una matriz.

La ecuacién 1.1 es un caso particular de la ecuacion diferencial lineal
= A(t)z, ze€R" (L5)

Una simple propiedad de las ecuaciones diferenciales lineales es que si x1(t) y z3(t) son soluciones
de L5, entonces auy (t) + Bx2(t) es también solucién. Esta propiedad, en principio, no se cumple en
general para sistemas no lineales pero tiene importantes consecuencias para sistemas lineales. Si
podemos encontrar n soluciones linealmente independientes para la ecuaciéon diferencial 1.5, se tiene
que cualquier otra solucién se puede expresar como una combinacién lineal de estas soluciones. En
otras palabras, si z1(t),...,x,(t) son soluciones linealmente independientes, entonces la solucién

general de 1.5 se puede expresar como

z(t) = X(t)c, (1.6)

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS

donde ¢ € R™ es constante y X(¢) es una matriz de n x n donde sus columnas son las soluciones
x;(t), es decir X(t) = [x1(¢), ..., x,(t)]. La matriz X(¢) es llamada Matriz Fundamental del sistema
L5y, e es simplemente una natural eleccion de matriz fundamental para el sistema x' = Ax.
De la solucidn en términos de la matriz fundamental, se tiene que x(0) = xo = X(0)c, es decir
c=X"10)zg yz(t) = X(t)X"1(0)x. Comparando esto con 1.2 podemos ver que si X(t) es matriz

fundamental para el problema auténomo, 1.1, entonces
A (0). (1.7)

La idea de Matriz Fundamental, como veremos en el siguiente capitulo, es muy util particularmente
si consideramos el sistema con coeficientes periddicos, ¥’ = A(t)x con A(t+T) = A(t) para algin
T > 0. Pues, nos ayudaran a estudiar a detalle la estabilidad de las soluciones en torno a puntos de
equilibrio. Enfatizamos, que la razon principal para estudiar sistemas lineales es que los resultados

obtenidos se pueden aplicar a sistemas no lineales.

I.1. Sistemas lineales autéonomos

En esta seccion veremos que efectivamente la exponencial e es matriz fundamental para la ecua-
cion diferencial ¥’ = Az, donde x € R™ y A es un operador lineal de R" (podemos identificar
también a A como una matriz de tamano n X n con entradas reales, es decir A € gl(n,R)). Ini-
cialmente como se conoce gl(n,R) es un espacio vectorial real de dimension nxXmn, y como en todo
espacio vectorial, en gl(n,R) tenemos muchas normas a nuestra disposicion, pero para nuestros

propositos, la norma mds conveniente es la norma del Operador

Ax
41 = sup 22 = sup e,
0 |T] ez
para A € gl(n,R), y|-| es la norma euclidiana en R". Es conveniente esta norma, dado que ella
ademds satisface:
IAB| < [[AlllBIl, VA, B € gl(n,R), (L.8)

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS

ademds, por induccion resulta
|A™] < [JA|I"™*, para cada m €N,

y para todo A € gl(n,R).

Ahora podemos definir la exponencial de una matriz y establecer algunas de sus propiedades.

Definicién I.1. Definimos la Exponencial de la matriz A € gl(n,R), e?, por

et = TAJ, A’ =1, Acgl(n,R).
=0 "

También escribimos exp(A) = exp A = e?t. La exponencial de una matriz tiene propiedades muy

similares a la exponencial de un numero real.

La primera prequnta que podemos hacernos es que si la serie que define la exponencial de la matriz

converge ¢ no en el espacio normado gl(n,R); es decir, deseamos saber si este concepto estd bien

definido. En el caso n = 1 tenemos e* = Z;io %aj, que es la serie convergente de Taylor de la
exponencial escalar.
En el caso general, tomando || - || la norma del operador de gl(n,R), obtenemos
Ll = S Ly ain < S Lyap = o
> 4 :ZﬁnA IISZﬁHAII = e, (L.9)
=0 j=0 j=0

donde usamos, de manera esencial, la propiedad 1.8. La serie que define la exponencial es, por
tanto, absolutamente convergente, y como el espacio gl(n,R) es un espacio vectorial normado,
entonces la serie que define la exponencial es convergente. Esto muestra que la exponencial de una

matriz esta bien definida.

La razon principal para considerar la norma || - || en gl(n,R) es exactamente esa, poder usar la
propiedad 1.8 en 1.9 para probar fdacilmente la convergencia de la exponencial. Note que, la serie
de la exponencial de una matriz también converge en la norma euclidiana (6 en cualquier otra

norma) pués gl(n,R) = R"

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS

Ejemplo 1.2. Claramente ¢° = I, la matriz identidad de gl(n,R). Mds generalmente, podemos

calcular la exponencial de una matriz diagonal

A O 0
| 0 A 0

D = diag(\i, A, ..., \y) = y
0 0 An

pués es facil de constatar que DI = diag(N, N}, ..., M), para cada j €N, y

o A | n j
oD — Z =D = Z ﬁdiag(ki,)\%, s A

i =0
<= AV EATN 1
7=0 7=0 7=0
S B dledis clz. b el ! (1.10)
En particular, ¢! = diag(e,e, ..., e) = el.

Ejemplo 1.3. Calculemos ahora la exponencial de una matriz de la forma

Ul 0 W O
0 0 c --- 00
Nry=1:: : . |[eglrR).
B, <
000 -+ 00

FEstas matrices son nilpotentes, y N(r)" = 0. Asi, podemos calcular directamente

L e 3_2; (ﬁr:;‘)z (i:l)!

0 1 ¢ (:r—i;)! (57— 22)'
N0

0 0 O 1 c

0 0 O 0 1

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS 6]

0 b
Ejemplo I.4. Calculemos la exponencial de la matriz
—b 0
Podemos deducir (por induccion) que
2j .
0 b (¥ 0
— (1)
—-b 0 0 b¥
para potencias pares y
2j+1
0 b ] 0 bt
i ,
—b 0 —pHtl 0
para potencias impares. Recordando las series de Taylor
_ r [ AL _m(_l)jzj
7=0
. . ¥ 3 | 5 1 7 | - <_1)j 2j+1
j=0
obtenemos que
(805 cosb sinb
exp =
-b 0 —sinb cosb

La propiedad fundamental de las exponenciales es la de ofrecer las soluciones de la ecuacion dife-

rencial ¥’ = Ax, como sigue.

Fijando una matriz A € gl(n,R) y dado t € R, tenemos

1 . .
et =>" ﬁtJAJ e gl(n,R).
=0
Ejemplo 1.5. Fijando b € R, tenemos
0 b cosbt sinbt
exp | ¢ =
-b 0 —sinbt cosbt

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS

por lo tanto, podemos derivar cada componente para obtener

d 0 b —bsinbt bcosbt
—exp | ¢ =
dt b 0 —bcosbt —bsin bt
0 b cosbt sinbt
-b 0 —sinbt cosbt
0 b 0 b
= exp | t ; (1.12)
-5 0 —-b 0

es decir, para esa matriz tenemos %em = Ae'?. En particular, cada columna de la matriz expo-

nencial es una solucion de la ecuacion diferencial ¥’ = Ax.

Proposicién 1.6. Dados una matriz A € gl(n,R) y 2o € R?, los caminos t — e en gl(n,R) y

A

t— etz en R™ son derivables v,

d d
Eem — Aok %etAato = Aetx,.

Demostracion. Dado t € R, tenemos |[tA|| = ||| A||, de modo que

1
1
= [t A2l < Je]]| A e, (L13)

[[£A] el

H%(em 1) - AH B |71|||et‘4 I tA| <

para |t| < 1. Escribiendo X (t) = e, tenemos X (0) = I y, de la desigualdad anterior, se deduce,

por definicién, que X'(0) = A. Afirmamos que
X(t+u)=Xt)X(u) € gl(n,R),

para cualesquiera t,u € R. Por definicién de derivada, de eso se deduce que X (t) es derivable en

R, valiendo

X'(t)=X'"(0)X(t) = AX(t),

para cada t € R. Ademas, dado zy € R™, podemos aplicar todas esas matrices en xy para concluir

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS B

que z(t) = X (t)xg = ez es derivable en R con z'(t) = Ax(t), para todo t € Ry, 2(0) = ez =

]l'() = 2.

Resta probar la afirmacion. Fijemos t,u € R. Dado j € N tenemos,

por lo tanto,

1

.'(tA+uA)j = %(t%—u)jAj 5 <Z t_u_) Al = —A’"u—'AS.
j! j! 7l 8] = !

Asi, para cada n € N,

> %(tA +udf =30 > i—:Ar%As ~ (Z %(MO (Z é(ums> '

j=0 7" L o

Pasando al limite, con n — oo, resulta que e/4*"4 = ¢4 por lo tanto, X (¢t + u) = )4 =

etA-l—uA — etAeuA — X(t)X(u) O
Fijados una matriz A € gl(n,R) y también un vector xo € R", el camino derivable

t— etAxo

desempena un papel prominente, como resumimos en el resultado principal:

Teorema 1.7. Si A € gl(n,R) y o € R™, entonces el camino
z(t) = ey,

define una unica solucion de ¥’ = Ax con la condicion inicial x(0) = zg.

A

Demostracién. Por la proposiciéon anterior el camino z(t) = e, es efectivamente solucién de

x’ = Az con la condicién inicial z(0) = . O

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS El

Ahora podemos establecer algunas propiedades elementales de la exponencial de matrices.

Teorema 1.8. Dadas las matrices A y B en gl(n,R) , tenemos:
1.8iA=QBQ™!, donde Q € GL(n,R) = {A € gl(n,R)/A es invertible}, entonces e = QePQ~1,
2. AB = BA si, y sdlo si, edeP = A8 = eBed y

A

3. La matriz e? es invertible, para cada A € gl(n,R) con (e?)™! =e™4

Demostracion. 1. Como AQ = QB, se sigue por induccién que A7Q = QB’, para j € N. Asi,

o e
j=0 J=4
4 (ZO %QAJ‘) NS (ZO j—l!AJ) _ Qe (L14)

2. Si A, B son tales que AB = BA, entonces (tA)B = B(tA), y por la parte 1 del teorema,

obtenemos que e B = Be'A. Fijemos xy € R™. Definiendo z(t) = e'e'Pxy, derivando obtenemos

T (t) = AetetBry + e BetBrg = AetdetPry + BetdetPa,

= (A+ B)eePzy = (A + B)xz(t), (I.15)

esto muestra que x(t) es solucién de 2’ = (A + B)x con condicién inicial z(0) = x. Méds como

el camino t — ez es la tnica solucién de 2’ = (A + B)z con condicién inicial 2(0) = w;

obtenemos z(t) = /By, v asi eATBxy = etePry. Como esto es cierto para cada o € R”, las
A+B y oACB

matrices e resultan iguales. El reciproco es inmediato.

3. En particular, como A—A = 0y e = I, entonces ee™ = e™4e? = I, es decir () =e 4. O

Ejemplo 1.9. Calculemos la exponencial de la matriz

U.M.S.A. F.C.P.N.



L1. SISTEMAS LINEALES AUTONOMOS

a 0 0 b
Como las matrices Y conmutan, entonces por el teorema anterior obtenemos
0 a —b 0
a b a 0 0 b a 0 0 b
exp = exp + = exp exp
—-b a 0 a -b 0 0 a -b 0
e’ 0 cosb sinb cosb sinb
= =e : (1.16)
0 e —sinb cosb —sinb cosb
Ejemplo 1.10. Ahora bien, si tomamos
o1l0 0.0 D I, 0 --- 0 0
A 0 0
Lt 0 0 0O D I, --- 0 0
0 X 0
A = s A = 5 0 A - )
0 0O A 0 0 O D I
0 0 An
0 00 0 A 0 0 O 0 D
a b
donde D = ; tenemos que la solucion de la ecuacion diferencial x' = Ax con la condicion
—b a
inicial ©(0) = xy estd dada por:
z(t) = eag = diag(e™, ™2, . .., ™)y,
2 n—2 n—1
Lt té_' (2—2)! (2—1)!
n—3 n—2
0 1 ¢ (2—3)! (2—2)!
a(t) =etog=eM| 11 : : To, O
00 O 1 t
00 O 0 1

U.M.S.A. F.C.P.N.



L2. FLUJO DE UNA ECUACION LINEAL

i i 2 A n—2 ~ n—1 ~

D tD t2_1D (2_2)1D (i—l)!D

- -~ n—3 A n—2 A

0 tD (i-s)!D (i—z)!D

a tn—4 tn—3 7~

x(t):eat o 0 D - (n—4)! (n—3)!D Zo,

0 0 0 D tD
0 0 0 0 D

, A cosbt sinbt
respectivamente, donde D =

—sin bt cos bt

En conclusion, por lo que vimos en esta seccion, si quisiéramos resolver la ecuacion diferencial

v’ = Az con la condicidn inicial x(0) = x, debemos estudiar en detalle e, pués la solucion

estd dada explicitamente por x(t) = ettxy.

I.2. Flujo de una ecuacién lineal

Ya vimos que la solucion general de la ecuacion diferencial ¥’ = Ax con la condicion inicial

z(0) = z¢ estd dada por x(t) = eAxy.

Para calcular et basta saber calcular e, para alguna matriz P linealmente conjugada a la matriz

A€ gl(n,R).
Lema I.11. Si P,Q € gl(n,R) y Q € GL(n,R), entonces
etQPQ’1 — QetPQ_l.
Demostracién. La afirmacién se deduce inmediatamente del hecho t(QPQ™!) = Q(tP)Q~t. O

Como la forma candénica de Jordan J es linealmente conjugada a la matriz dada A € gl(n,R)
(ver apéndice A), entonces et es linealmente conjugada a la matriz e’ y con la misma matriz de

conJugacion.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ahora bién, siy(t) = eyq es solucion de la ecuacion diferencial y' = Jy con y(0) = yo, entonces
2(t) = Qeyo = Qe Q7' Quo = €479 Qyo = ¢

es solucién de la ecuacién x’' = Ax con la condicién inicial z(0) = Qyo = z¢, donde A = QJQ™".

Vamos a para un instante y observar de cerca los elementos de las matrices que constituyen los

it eldt) de una matriz

bloques de la exponencial de la forma candnica de Jordan e’t = diag(e
A€ gl(n,R).

J

Podemos garantizar que cada elemento de la matriz €’ es cero o de una de las formas

& t
e cosbt o —ehsiib, (I1.17)
J! J!

para algin 0 < j <n—1ya, b €R tales que A = a + ib es un autovalor complejo de A; si b= 0

tJ

y a = X, los dos tipos de arriba se reducen a la forma 76”. Estas observaciones nos permiten

demostrar el siguiente resultado.

Teorema 1.12. Sea A € gl(n,R). Cada coordenada de cualquier solucion de ' = Ax es una

combinacion lineal de las funciones
t—tle™cosbt y t— t’e™sinbt,

con0<j7<n—1yabeR tales que A = a + b es un autovalor de A.

Demostracién. Dada A € gl(n, R), tomamos una matriz Q € GL(n,R) tal que Q *AQ = J, donde
J = diag(Jy,...,J,) es la forma canénica de Jordan real para A. Luego z(t) = Qe Q™ 'x(0) es la
solucién general de 2’ = Ax y, por lo visto arriba, tenemos que cada entrada de cada una de las
matrices e/t de los bloques de la diagonal de €'’ es cero 6 esta dada por 1.17. Al multiplicar e*’

por Q, Q7! y el vector columna z(0), se producen combinaciones lineales de esas funciones. [

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo 1.13. Considere la ecuacion diferencial x' = Ax, donde

—2 -3 1 4 —4
-3 -9 1 5 -1
A=|0 -1 -1 1 —-1|€Aegl5R).
—5 —14 2
-3 -9 0 T —4

Ne)
|
W

La forma candnica de Jordan real, J, de A estd dada por

a0 o 0
o AR T

J=RONO0 -1 0 0 =), J)),
o [0 ey N
O il b e

donde,
=1 ()
-2 1
Ji=l0 -1 1|, =
-1 =2
Oy =i
Luego, como en el teorema anterior obtenemos que
2
e tet & 0 0
el tel 0 0

6tA — QetJQ—l — 6—2tQ

o o o o

0
0 O cost sint
0

0 —sint cost

y podemos ver que la solucion general x(t) = e x(0) de la ecuacion ' = Ax es una combinacion

. . _ _ 2 _ _ . .
lineal de funciones e™*, te™", Se™", e cost y e *'sint, como garantiza el teorema I.12.

En el ejemplo anterior, podemos ver que todas las soluciones tienden al origen cuando t — +00.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Desde el punto de vista cualitativo, mds tmportante que hacer explicita la solucion de una ecua-
cion diferencial es, entender el comportamiento asintotico de las soluciones. En este objetivo,

introducimos algunas definiciones.

Un difeomorfismo en R™ es una aplicacion g : R™ — R" biyectiva, diferenciable y tal que su inversa
g~ también es diferenciable. El conjunto de los difeomorfismos en R™ es denotado por Dif(n).

Observe que Dif(n) es un grupo con la composicion de aplicaciones.

Un Sistema Dindmico actuando en R™ es un homomorfismo de grupos ¢ : R — Dif(n), es decir
ot +5) =o(t) o #(s), Vi, seR.

Decimos que la familia {¢(t) }ier €s un grupo a un pardmetro de difeomorfismos.

En nuestro caso, dada una matriz A € gl(n,R) y fijando t, la matriz e define un operador lineal

z — etz de R™ que es claramente diferenciable, y con inversa et lineal, por tanto diferenciable,

A

en resumen, e es un difeomorfismo.

Afirmamos que ¢(t) = e define un sistema dindmico, ¢ : R — Dif(n). En efecto, como

(tA)(sA) = (ts)A? = (sA)(tA), tenemos

6(t—i—s)A e €tA€SA.

Desde el punto de vista de isomorfismos de R"™, la multiplicacion matricial es la composicion, por

tanto tenemos eF)4 = et o €34y asi concluimos que t — 4 € gl(n,R) es un homomorfismo

del grupo R sobre el grupo de las matrices inversibles GL(n,R) de gl(n,R) y, de ese modo, e*4
define un sistema dindmico en R".

A

Desde el punto de vista de los sistemas dindmicos, la aplicacién e es conocida como el Flujo del

campo lineal A o entonces, de la ecuacion diferencial x' = Ax. Mds precisamente, el flujo de A es

la aplicacion

¢ :RxR"—R"

(t,x) — e (I.18)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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El origen 0 € R" es siempre una singularidad del campo lineal A; es decir, AO = 0. En particular,
el flujo de A es siempre constante en la singularidad: 20 = 0 para cada t € R. El retrato fase
del flujo e se puede ver como un esbozo de algunas curvas parametrizadas t — e*Ax para algunos

puntos x elegidos; es decir, de algunas soluciones representativas de la ecuacion diferencial.

1.3. Atractores lineales

Recordemos que, usando la regla de L’Hospital, tenemos que la exponencial crece mas rdpido que
la polinomial; es decir,

lim e =0
t——+o0

para cada j € N y cualquier A < 0. Lo mismo para las combinaciones lineales de esas expresiones.

En el ejemplo 1.13, sin calcular explicitamente las soluciones de la ecuacion ¥’ = Ax dada, ob-
servamos que, cuando t — 400, todas las soluciones convergen al origen, ya que la parte real de
todos sus autovalores son negativos. FEsto no es casual, y podemos generalizar este resultado en el

siguiente teorema.

Teorema 1.14. Si todos los autovalores de la matriz A € gl(n,R) tienen parte real negativa,
entonces cualquier solucion de x' = Az tiende a 0 € R™, cuando t — oo. Reciprocamente, si cada
solucion de x' = Ax tiende al origen, cuando t — oo, entonces Re(\) < 0, para cada autovalor A

de la matriz A.

Demostracion. Del teorema 1.12 se desprende, que si Re(\) < 0, para cada autovalor A de la

matriz A, entonces cualquier solucién de 2’ = Ax tiende al origen, cuando t — oo.

Reciprocamente, supongamos que existe A autovalor de A tal que Re(\) > 0, tomamos un auto-

Av es una solucién de 2/ = Azx. De donde

vector v asociado a A\ y entonces z(t) = ¢!
1. Si Re(\) > 0, entonces |z(t)| = |e?v| = ef**W|y| — oo, cuando t — oo,

2. Si Re()\) = 0, entonces |z(t)| = |e*v| = |v] # 0, no tiene limite cero cuando t — oo,

Luego, en ningtn caso estas soluciones tienden a cero cuando ¢t — oo. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ahora, introducimos alguna terminologia importada de los sistemas dindmicos.

Definicién 1.15. Decimos que la singularidad 0 € R™ del campo lineal A es un Pozo para A si,
para cada x € R™, vale

lim ez = 0.

t—o00

4 = 0 cuando t — oo. Por otro lado decimos que A es un

En este caso, incluso tenemos que e
Atractor (hiperbdlico) cuando todos los autovalores de A tienen parte real negativa. Por lo tanto,

por lo visto antes puede ser resumido como Sigue:

Teorema 1.16. El origen de un campo lineal A € gl(n,R) es un pozo si, y sdlo si, el campo A es

un atractor.

Para algin propdsito, pasamos a demostrar el siguiente resultado.

Corolario 1.17. Para cada matriz A € gl(n,R), existe A > 0 suficientemente grande tal que

lim 4= M)z —
t—+o00

Demostracion. Basta mostrar que para cada A € gl(n,R), existe A > 0 suficientemente grande tal
que A — Al es un atractor. En el espacio gl(n, R) tenemos que limg_o(sA— 1) = —1I y es claro que
el inico autovalor de —I es —1. Es posible mostrar que los autovalores dependen continuamente
de las entradas de la matriz, de modo que podemos escoger sg > 0 tal que la matriz sA — I tiene
todos los autovalores con parte real < —% para cada 0 < s < sg. Observe que 7 es un autovalor de
sA—1Tsi, y sblo si, \y es un autovalor de A(sA—1). Asi, para cada \ > % tenemos 0 < % =s5< s
y concluimos que todos los autovalores de

A—)\I:)\(%A—I):)\(sA—I)

tiene parte real menor que —%O y, por lo tanto, A — A\l es un atractor. O

Ast, el conocimiento del signo (de la parte real) de los autovalores de A da la informacidn sobre
el comportamiento de las soluciones de x' = Ax a largo plazo. Si fuera mdas facil calcular los

autovalores de A que las soluciones, eso seria bastante wutil.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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La equivalencia del concepto topolégico de pozo con el concepto algebraico de atractor conduce a

una version analitica del comportamiento de un campo lineal.

Definicién 1.18. Decimos que el flujo et de A es Contractivo si, existen constantes C > 0 y

7> 0 tales que
etz < Ce x|, (1.19)
para todo t > 0 y todo x € R".

El concepto de flujo de un campo lineal, congrega en una sola aplicacion todas las soluciones de
la ecuacidn diferencial definida por el campo. Vemos asi, que el flujo de ' = Ax es contractivo
si todas las soluciones convergen al origen uniforme y exponencialmente. Estas observaciones

permiten estudiar el resultado central de este capitulo.

Teorema 1.19. Sea A € gl(n,R) un campo lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. El origen es un pozo para A.
2. A es un atractor.

3. El flujo de A es contractivo.

Demostracion. Si A es un atractor, podemos escoger una constante 7 > 0 tal que la parte real de
cada autovalor de A es menor que — (ver apéndice B). Luego es posible probar que existe C' > 1

tal que

||6tA|| S Ce_Tt,

para cada t > 0, donde || - || es la norma del operador de la matriz. Por lo tanto,
x| < fle|z] < Ce™™"a],

para cada x € R" y t > 0. Esto muestra que el flujo de A es contractivo y, por tanto, vale que

(2) = (3).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Si el flujo de A es contractivo, entonces
lim |e'z| < lim Ce x| = Cx| lim ™™ = 0,
t—o0 t—o0 t—o0

de modo que el origen es un pozo. Asi, vale que (3) = (1). El teorema .16 afirma que (1) < (2). O

Ejemplo 1.20. El flujo asociado al campo lineal

. —1 O
o =Ar, zeR A=|1 —2 0 | €43 R).
OilOm —3

es contractivo, pues los autovalores de A son —3,—2 + 1.

El teorema anterior afirma que, todas las soluciones convergen al origen si, y solo si, convergen
al origen uniforme y exponencialmente. A partir de ese resultado es posible demostrar que todos
los atractores en gl(n,R) son topoldgicamente conjugados, un concepto a estudiar en la préorima

seccion.

I.4. Conjugacion topolégica de sistemas lineales

Consideremos dos flujos que tienen las mismas propiedades cualitativas, luego son topoldgicamen-
te similares, si podemos iqualar las trayectorias de uno con las trayectorias del otro. Existen dos
formas de hacer esta dependencia en si exigimos que la conjugacion iguale el tiempo de parame-
trizacion de los dos flujos o permita una reparametrizacion. La condicion fuerte requiere que los

flujos se igualen con una reparametrizacion.

Definicién 1.21. Decimos que dos flujos ¢, y ¥y en un espacio M (M puede ser R™ o alguna
variedad) son Topoldgicamente Conjugados si, existe un homeomorfismo h : M — M tal que h
lleva trayectorias de ; a trayectorias de iy mientras preserva su orientacion. Mds precisamente,
¢ Yy Wy son topolégicamente equivalentes si existe un homeomorfismo h : M — M y una (repara-

metrizacion) funcién o : R x M — R tal que ho ¢, (x) = 1 o h(z) para todo x € M y para

U.M.S.A. F.C.P.N.
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todo t € R, donde suponemos que para cada x fijado «(t,x) es mondtona creciente en t y sobre

todo R.

Usamos estos conceptos repetidamente en nuestro estudio de flujos. En general, no es posible
preservar la parametrizacion cuando hacemos perturbaciones. El siguiente teorema prueba que dos
flujos lineales con el mismo espacio contraccion dimensional y los mismos espacios de expansion

son realmente conjugados; es decir, es posible preservar la parametrizacion para este caso.

Teorema 1.22. Sean A y B € gl(n,R).

1. Supongamos que todos los autovalores de A y B tienen parte real negativa. Entonces los dos

flujos lineales et y P son topoldgicamente conjugados.

2. Suponiendo que todos los autovalores de A y B tienen parte real no cero y la dimension de la
suma directa de todos los auto-espacios generalizados con parte real negativa son los mismos para
Ay B. (Asila dimension de la suma directa de todos los auto-espacios generalizados con parte real

tB

positiva es el mismo para A y B.) Entonces los dos flujos lineales e y e'® son topoldgicamente

conjugados.

3. En particular, si todos los autovalores de A tienen parte real no cero y B estd bastante cerca

de A, entonces los dos flujos lineales e y et® son topoldgicamente conjugados.

En contraste al resultado anterior que demuestra que muchas contracciones lineales diferentes son
topologicamente conjugados, existe el siquiente resultado estandar a cerca de conjugacion lineal

que tmplica que muy pocas ecuaciones diferenciales lineales son linealmente conjugados.

Teorema 1.23. Sean A y B € gl(n,R), y suponer que los dos flujos et y ' son linealmente
conjugados; es decir, existe una matriz M € GL(n,R) con e'B = MeAM~'. Entonces, A y B

tienen los mismos autovalores.

Demostracion. Derivando la igualdad e*® = Me!AM~' con respecto a t en t = 0, obtenemos que
B = MAM~!. Es decir, A y B son similares y luego es claro que tienen los mismos polinomios

caracteristicos, esto implica que tienen los mismos autovalores. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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En el caso en que h sea un difeomorfismo de clase C”, (1 < r < o0), entonces decimos que los

flujos et y !B, de A y B respectivamente, son C™ conjugados y h es llamado conjugacion C".

El siguiente resultado nos dice esencialmente que gl(n,R) sdlo admite dos clasificaciones: la to-

pologica y la lineal.

Teorema 1.24. Sean A, B € gl(n,R). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. Los flujos et* y B, de A y B respectivamente, son C' conjugados;

2. existe P € GL(n,R) tal que PA = BP;

tB

3. los flujos et y e'B son linealmente conjugados.

Demostracién. (1 = 2) Por hipdtesis existe h € Dif(n) de clase C* tal que
rEiadll — ePhiz);” Ve Rl < R™.

Consideremos dos casos:

Caso 1. h(0) = 0. Derivando con respecto a t la expresién anterior, tenemos
B (ex)Aetdx = Be'Ph(z), VteR, VzeRY
evaluando en t = 0, obtenemos
h'(z)Az = Bh(x), Yz e R™
Dado A € R, A # 0; de la expresion anterior tenemos
h'(Ax)A(A\x) = Bh(\x), VzeR",

es decir

h(\z) — h(0)

W(\t)Az = B [ N

} , VxeR"™ (1.20)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Por otro lado, como h : R — R" es diferenciable en 0, tenemos
h(p) = h(0) + K (0)p +r(p), VpeR",

donde lim,_ % = 0. Haciendo p = Az, donde z € R" y A € R — {0}, tenemos

h(A\z) — h(0)
A

r(Az)
A

= h'(0)x +

Luego tomando limite en 1.20 cuando A — 0

lfim 1/ (\z) Az = lim (B {MD , VzeR"
A—0 A—0 A

h'(0)Az = B (0)x, Ve R". (I.21)

Tenemos que h'(0)A = Bh'(0), donde h'(0) € GL(n,R).

Caso 2. h(0) = ¢ # 0. Consideremos la funcién H : R" — R” definida por H(z) = h(z) — c. Es
claro que H € Dif(R') y H(0) = 0. Ademés,

H(ez) = h(ez) — c = ePh(z) —c=e!B(H(z) + ¢) — ¢

=ePH(z) + ePc—c. (1.22)

Por otro lado

e'Be = ePh(0) = h(e0) = h(0) = ¢,

reemplazando lo anterior en 1.22, obtenemos
H(ez) = ePH(z), VteR, VYrecR"

De esta manera la funcién H cumple todas las condiciones para poder aplicar el caso 1.

(2 = 3) Consideremos h : R" — R" la transformacién lineal asociada a la matriz P, es decir

U.M.S.A. F.C.P.N.
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h(z) = Pz, para todo = € R". Como P € GL(n,R), tenemos que h € GL(n,R), luego

h(ez) = Pety = PetPT'BP g — peP Tl B)P
= PP PPy =P Py

=e'Bh(z), VteR, VzeR" (1.23)

es decir, los flujos e y e'Z son linealmente conjugados.

(3 = 1) No hay nada que probar puesto que GL(n,R) C Dif(n). O

Remarca 1.25. 1. De la demostracion del teorema anterior, se desprende que toda h € Dif(n)

conjugacion C' entre e y e induce una conjugacion lineal entre et

por I'(0) € GL(n,R).

Ay e'B | la cual viene dada

2. En dlgebra lineal se dice que dos matrices A, B € gl(n,R) son similares si, y solamente si,
eziste P € GL(n,R) tal que PA = BP. La equivalencia 2 < 3 nos dice que los flujos e y e'P

son linealmente conjugados si, y solo si, A y B son similares.

3. Sabemos que toda matriz A € gl(n,R) es similar a su forma canénica de Jordan J € gl(n,R)
(ver Apéndice A). Luego cada clase de equivalencia lineal admite un representante simple en el
sentido que su exponencial (y por tanto su regla de correspondencia) queda explicitamente deter-

minada.

U.M.S.A. F.C.P.N.



CAPITULO II

Teoria de Floquet

I1.1. Introduccion

La fascinacion humana con fendmenos periédicos gobernados por ecuaciones diferenciales como
la luna creciente y la luna menguante, se remonta a la prehistoria. Aqui consideraremos los siste-
mas de ecuaciones diferenciales lineales cuyos coeficientes son funciones periodicas. Esta clase de
ecuaciones diferenciales es tan grande como los sistemas con coeficientes constantes, y en general
la descripcion explicita de las soluciones no serd obtenida. Sin embargo, la periodicidad impone
algun tipo de estructura en las soluciones, una estructura que puede ser descrita usando un poco

de dlgebra lineal.

Consideremos la ecuacion diferencial

¥ =A(t)r, xR

donde A : R — gl(n,R) es continua y periddica; es decir, cuando la aplicacion matricial A es

continua y existe T > 0 (periodo) tal que A(t+T) = A(t) para todot € R. Esta ecuacion diferencial

23
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recibe el nombre de ecuacion diferencial con coeficientes periodicos.

El matemdtico francés Gaston Floquet (1883), primero desarrolld la teoria general de sistemas
lineales periodicos y dio un estudio sistemdtico de tales sistemas. En general, las soluciones de
sistemas lineales periodicos no pueden ser expresadas en términos de funciones elementales, pero
la linealidad y periodicidad de A(t) permiten que el comportamiento de todas las soluciones para

todos los tiempos puede ser deducida de la solucion general en un intervalo de longitud T

Como motivacion a los resultados centrales de este capitulo analizaremos, primero, el caso de las

ecuaciones diferenciales con coeficientes periodicos en R.

En este contexto el sistema con coeficientes peridodicos ' = A(t)x, A(t+T) = A(t), t € R, toma
la forma

r=a(t)r, at+T)=a(t), Vt€R, zeR,

cuya solucion general estd dada por
W
L= S {/ a(s)ds} xg, %o € R.
0

La funcion p(t) = exp [f(f a(s)ds] juega un rol primordial para el problema, pues la solucion

general toma la forma x(t) = ¢(t)zy.

/0t+T a(s)ds = /OT a(s)ds + /THT a(s)ds,

usando la periodicidad de a(s), a(s +T) = a(s), tenemos

[ atas= [ atss

Por otro lado, como

de donde

en particular,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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ol

El nimero o(T) = e°" serd llamado Multiplicador de Floquet, mientras que o serd llamado Ex-

ponente de Floquet. Como o(T) # 0, entonces

QO(T) — 6loggp(T) _ eO’T

Y

de donde o estd determinado por la constante

2k

ke Z.
T "€

1
0= log p(T) +

Para determinar el comportamiento de las soluciones entorno al origen, punto de equilibrio de la

ecuacion diferencial, definimos la aplicacion v(t) = p(t)e= %, y tenemos
vt +T) =t +T)e @D = p(t)e % = v(t), teR,

es decir, v(t) es periddica y acotada.

Por lo tanto, la solucion general toma la forma
z(t) = p(t)zo = v(t)e™ z0;

de donde, si Reo < 0 las soluciones tienden a cero, mientras que si Reo > 0 las soluciones no

estan acotadas cuando t — co. De modo que, las decisiones se basan en el valor o.

Ejemplo II.1. Consideremos la ecuacion diferencial
¥ =(d+cost)r, z€R.
En este caso, a(t) = 6 + cost, es periddica con periodo T = 2mw. Ademds,

2m 27
/ a(s)ds = / (6 + cost)ds = 02,
0 0

y luego el exponente de Floquet es 0 = 0 y las soluciones tienden al origen cuandot — oo st 6 < 0,

y no estdan acotadas cuando § > 0.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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II.2. Teorema de Floquet
Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria en C"
X' =AH)X, XeC" (I1.1)

donde A : R — gl(n,C) es continua y periddica; es decir, cuando la funcion matricial A es

continua y eziste T' > 0 (periodo) tal que A(t +T) = A(t) para todo t € R.

Una observacion bdsica acerca de esta ecuacion diferencial es que, si X(t) satisface el sistema

1.1, entonces también Y (t) = X(t +T) satisface I1.1, ya que
Y(t)=X'(t+T)=At+T)X{t+T)=A@t)Y(t), teR.

Ast, si X es una base de soluciones (matriz fundamental) para el sistema II.1, entonces también
lo es Y, donde Y(t) = X(t +T). En efecto, det Y (t) = det X(t + T') # 0, para todo t € R vy,
ademads

Yt)=X(t+T)=At+T)X({t+T)=At)Y(¢).
Este hecho conduce a un resultado fundamental para la representacion de una base X de soluciones
para el sistema 11.1.

Teorema I1.2 (Teorema de Floquet). Cada base X de soluciones de I1.1 puede ser representado

como
X(t) = P(t)ef™, para todo t€ R, (I1.2)

donde P : R — gl(n,C) es una aplicacién de clase C* tal que P(t) es invertible y P(t+T) = P(t),
para todot € R con T > 0, y ademds R € gl(n,C).

Demostracion. Como Y (t) = X(t+7T) también es base de soluciones de I1.1, entonces X(t+7') =
X(t)C para algin C' € GL(n,C). En la siguiente seccién se estudiara el teorema que muestra que,

para cada C' € GL(n,C), existe una matriz R € gl(n, C) tal que T = C.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Con este hecho, resulta que
X(t+T)=X(t)e T, teR.
Consideremos la aplicacion

P:R — gl(n,C)

t i X(t)e

entonces

Pt +T)=X(t+T)e B = X(1)efle B = X (t)e # = P(¢),

para todo t € R.

(I1.3)

(IL.4)

Por otro lado, como X(t) y e % son inversibles, lo es también P(t) y ademds por la definicién de

P tenemos que P € C'(R, gl(n,C)).

Ejemplo I1.3. Consideremos la ecuacion diferencial

/ 9 —2sin?(t) 1 —2sintcost
¥ =A(t)x, zeR* At)=

—1 —sintcost —2cos?t

donde A(t) es periddica de periodo T = 2.

Una base X de soluciones para este sistema estd dada por

cost e ?sint

X(t) =

—sint e * cost

O

Se debe hallar la matriz R € gl(2,C) tal que ™ = X"1(0)X(27) = IX(27) = X(27) = C, con

X(27) =

U.M.S.A.

F.C.P.N.
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Tomando

0 O
R = € gl(2,C)

obtenemos que '™ = X (27).

Luego, por el teorema de Floquet, la base X se representa como

cost sint 1 0
X(t) - 9
B Lo 0 e 2
donde,
cost sint 1 0
P(t) = , oy =
—sint cost 0 e 2

En la siguiente seccion se dardn técnicas para construir la matriz R € gl(n,C).

Por otra parte, el Teorema de Floquet nos lleva a un resultado muy importante que relaciona

sistemas con coeficientes periodicos y sistemas con coeficientes constantes.

Teorema I1.4 (Teorema de Floquet y Lyapunov). El sistema I1.1 es reducible a un sistema con

coeficientes constantes.

Demostracion. Como una base X de soluciones para II.1 satisface X' = A(t)X, la sustitucién de
X(t) = P(t)e® conduce a

P'(t)ef + P(t)Ref = A(t)P(t)e™,
6P +PR=AP.

Si hacemos X = PY, reemplazando en II.1, obtenemos P'Y + PY' = AX = APY = P'Y + PRY,
de donde obtenemos el sistema

Y' = RY. (IL5)

Asi, la sustitucion X = PY transforma el sistema II.1 al sistema con coeficientes constantes 11.5.
En efecto, la aplicaciéon Y +— X = PY es un isomorfismo entre el conjunto de soluciones de I1.5 y

el conjunto S = {X € C"/ tales que X es solucion de I11.1 }. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo I1.5. El sistema con coeficientes constantes correspondiente al ejemplo I1.3 es

, 0 0
Y'=RY, R= . € gl(2,R).

I1.3. El logaritmo de una matriz invertible

En esta seccion estudiaremos el logaritmo de una matriz invertible y posteriormente demostraremos

el teorema que usamos en la demostracion del teorema de Floquet.

Definicién I1.6. Decimos que la matriz B € gl(n,C) es el logaritmo de C si e® = C.

El teorema de Floquet hace uso del hecho de que cada matriz C € GL(n,C) tiene un logaritmo,

que es el siguiente resultado. La prueba hace uso de algunas técnicas de series potenciales.

Teorema I1.7. Dado C € GL(n,C), existe B € gl(n,C) tal que e? = C.

Demostracion. Sea J la forma candnica de Jordan de C| luego existe ) € GL(n,C) tal que
J = Q7'CQ. Si existiese un K tal que e = J, entonces se sigue que C = QJQ ' = Qe Q! =
eQEQ™ — ¢B donde B = QK Q™. Por lo tanto, basta hallar una matriz K tal que ¢X = J.

Luego, una mayor reduccion es posible gracias que a la matriz J tiene la forma diagonal de bloques,
J =diag(Jy,...,J,). Si K; satisface e®i = J;, j = 1,...,¢q, entonces con K = diag(Ky, ..., K,),
tenemos

ef = diag(e, ..., e") = diag(Jy, . . ., Jy) =J.

Como C' es invertible, ninguno de sus autovalores p; es 0. Por lo tanto, es suficiente hallar un K&

tal que e = J cuando J es una matriz de 1 x 1

J=(n), n#0 (11.6)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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6 cuando J es una matriz de r x r

u1l0 0 0
0 u 1 0 0
J=\: - ot il =ul,+N, r>1, p#0. (I1.7)
00 0 0ol
000 - 0 p

En el caso IL.6, elegimos K como cualquier valor de log(y). Por ejemplo, p = |ul|e?, —m < 0 <=

entonces elegimos log(u) = log || + 76, el valor principal de log(u).

N
Jz,u([r+—>,
1

Encontremos una matriz [ <%) tal que

ew|t(3)] =+, (ILs)

En el caso I1.7, escribimos

y notamos que (%) = L N" &

y luego la matriz

K = log(u)I, +1 (%)

seré tal que e = J. La determinacién de ( (%) esta basado en la serie potencial

A2 A3 Al L e A
(A) =log(I+ A) = A=+ o -+ _;(—1) =

que es absolutamente convergente para ||A|| < 1, A € gl(n,C). Ademds, como
I+ A =expl[l(A)] = expllog(I + A)], (IL.9)

para todo A € gl(n,C) con ||A| < 1,(ver apéndice B).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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T
Como <%> = 0, por lo tanto la suma

()-()-30) Q) 6 e Q)

es una suma finita, por tanto es convergente. Ahora calculamos exp [l (%)} como en I1.9, con
la misma reordenacién de los términos. Como los coeficientes después de reordenar coinciden con

aquellas en I1.9 y luego I1.8 se obtiene. O

Ejemplo I1.8. Encuentre el logaritmo de la matriz invertible

—2 S
C=1]10 -1 1
A RN

De acuerdo a la construccion hecha en la demostracion del anterior teorema es suficiente tomar

log(—2) 0 0
B= 0. log(-1) -1 |€4i(30),
0 0 log(—1)

Sin dificultad vemos que e = C; es decir, B € gl(3,C) es el logaritmo de la matriz invertible C.
Por otro lado, la ecuacion I1.3 muestra que
C =M =X"10)X(T), (11.10)

asi R puede ser calculado una vez que conozcamos X en 0 y T'. También, por la periodicidad de
P este es determinado de modo iunico por su valor en [0,T]. Asi, una base X estd determinado

sobre todo R por I1.2 una vez que esta es conocida sobre [0,T].

U.M.S.A. F.C.P.N.
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II.4. Multiplicadores de Floquet

Las matrices C' y R determinados en el teorema de Floquet y I1.10 dependen de la base X. Si Xy

es otra base para S (el conjunto de soluciones de 11.1), tenemos que X1 = XT para alguna matriz
T € GL(n,C). Si
Xl(t + T) = Xl(t)C'l, t e R,

se tiene que

C) = XH0)X(T) = T X H0)X(T)T = T~'CT,

luego Cy es similar a C'. Asi los autovalores de C', junto con sus multiplicidades, dependen solo de

A(t) y son independientes de la base escogida.

RT

Definicién 11.9. Los autovalores p de C' = e son llamados, frecuentemente, multiplicadores de

Floquet del sistema I1.1.

Este nombre es sugerido por la siguiente propiedad.

Teorema I1.10. Sea X solucion no trivial de II.1. Entonces X satisface
X(t+T)=pX(t), teR, (I1.11)

si, y solo si, u es un multiplicador de Floquet para I1.1.

En particular, 1.1 posee solucion no trivial periodica, de periodo T si, y solo si, p = 1 es un

multiplicador para I1.1.

Demostracion. Si X es una base para II.1, tenemos que la soluciéon no trivial X = Xv, v # 0,

satisface I1.11 si, y s6lo si,
Xt+T)=X(t+T)v=X(t)Cv=pX(t)=puX(t)v=X(t)(uw),

donde C'v = pw. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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La importancia de este teorema radica en que el multiplicador de Floquet p, adquiera un valor

especifico que implique la existencia de soluciones periodicas de periodo T

Ejemplo I1.11. Consideremos el sistema periédico
v =A(t)z, x¢cR?

donde

1 It i
A(t) _ 7 h(t) b COS't +sint
0 h(t) 2+ sint — cost

Es claro que A(t) es periddica de periodo 27, pues h(t) lo es.

Una base X, para el sistema estd dada por

=9 RSt et
X(t) =
2+4+sint —cost 0
Ademds, para todo t € R
0 hi(t
S 7
€_t h2(t>
donde
1 2+4+sint
hq(t) y ho(t) =

" 2+ sint — cost ~ el(2+sint — cost)

Por otro lado, como C' = X71(0)X(27), entonces
0 1
C = =

Puede constatarse que, los autovalores de C son =1y p = e**, y estos son los Multiplicadores

de Floquet del sistema.

Por el teorema anterior, tenemos que p = 1 es el multiplicador para el cual x(t+2m) = x(t), t € R;

es decir, estd solucion es periodica de periodo 2w. Ademds, esta solucion estd dada, explicitamente,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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por
—2 —sint

2 +sint — cost

Si bién estd solucion es efectivamente periodica, no estd del todo claro que se obtenga directamente
de considerar que . = 1. Para ello requerimos introducir otros conceptos, los cuales veremos mds

adelante.

Si X es una base para S satisfaciendo X(0) = I,,. Se tiene que, C' = ™ = X(T), y los multipli-

cadores de Floquet para I1.1 son los autovalores de X(T).

Sea S(u) el conjunto de todos los X € S satisfaciendo I1.11; es decir

S(p) ={XeS/Xt+T)=puX(t),t R}

La estructura de S(p) estd dada en el siguiente teorema.

Teorema I1.12. Para cada pn € C multiplicador del sistema I1.1, tenemos
1. S(p) es un subespacio vectorial de S,

2. dimS(p) =dimE(X(T), n) = dim Ker(X(T') — ul,); donde E(X(T'), i) es el auto-espacio de
X(T) inducido por p.

Demostracion. Sea pu € C fijo, multiplicador de II.1.

1.  Esclaro que, S(u) # 0 pues X =0 € S(u), ademés si X, Y € S(u) y o, f € C, se tiene

(X +BY)(t +T) = aX(t+T) + BY(t+T)
= apX(t) + BuY (1)
=plaX +pY)(t), teR. (I1.12)

es decir, aX + Y € S(u).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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2. Consideremos la aplicacion

¥ EX(T), p) — S(u)
v— X = Xo. (I1.13)

Afirmamos que v es un isomorfismo del auto-espacio de X(7T') para p sobre S(u). En efecto; ¥ es

lineal, pues si a, 3 € C, y u,v € E(X(T), p),
Y(au + fv) = X(au + fv) = aXu + Xv = ap(u) + G(v),

ademds, como X es invertible se tiene que ¥ es uno a uno; pues ¥ (u) = P (v), 6 Xu = Xwv si,
y sblo si, u = v. Por otro lado, ¥ es sobreyectiva; pues si X € S(u), X = Xv, v # 0, entonces
por el teorema I1.10, se tiene que v es autovector de C' = X(7') con autovalor y; luego tomamos
ve EX(T),u) tal que ¥(v) = X. Por tanto, ¢ es un isomorfismo; ademds, como E(X(T), ) y
S(p) son espacios vectoriales de dimensién finita, estos espacios son isomorfos si, y sélo si, tienen

la misma dimension. O

I1.5. El comportamiento de las soluciones

En estd seccion, consideremos la base X para II.1 satisfaciendo X(0) = I,,. Los autovalores de
la matriz R € gl(n,C) tal que X(T) = ef'T son llamados Exponentes de Floquet (exponentes
caracteristicos) para el sistema I1.1. Sea J la forma candnica de Jordan para R, esto es J = Q7' RQ

para alguna matriz Q@ € GL(n,C) y J = diag(Jy, ..., J,), donde J; es matriz de r; X r;; con

Ji:()\i) siri=1,y

A1 0 - 0 0
0 AN 1 0 0

=1 .0 ], som>1
0o 0 0 - Ao 1

e
o]
o]
[a]
{?/

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Se tiene X(T) = el = exp(QJQ™'T) = Qexp(JT)Q™', y como
exp(JT') = diag(exp(iT, ..., exp(J,T)),

entonces, los autovalores de X(T'), que son los multiplicadores de Floquet para I1.1, coinciden con

los autovalores de exp(JT), los cuales estin dados por exp(A\;T).

Por lo tanto, obtenemos

L =€&Xp(AT), Sg=1,...,n.

Por otro lado, si Ry es otra matriz tal que exp(RyT") = X(T'), con autovalores v;, tenemos

:uj:eXp(VjT)’ 7= W,

Y Se sigue que
2mik

e
prms I

)\j:Vj+

Ast, los exponentes caracteristicos no estan determinados de manera tunica para I1.1. Pero de

pj =exp(N\T), j=1,...,n, se obtiene

1 .
|| = exp(Re(A\;)T), Re())) = T log|pil, j=1,...,n.

Por la representacion (Teorema de Flogquet) para X y la forma candnica de Jordan J = Q' RQ

para R € gl(n,C), podemos obtener otra base Xy, dada por
Xi(t) =X(t)Q = Py(t)e’, donde Pi(t)=P1)Q, y Pi(t+T)=Pit), tecR.
De la estructura explicita de e’t, podemos ver que las columnas X1, ..., X,, de X, tienen la forma
X;(t) = M P(t),

donde X\ es un autovalor de R y P(t) es un vector polinomial con coeficientes que son funciones

periddicas de periodo T > 0. Por ejemplo, cuando Py = (Py,...,P,) y el primer bloque de J es

U.M.S.A. F.C.P.N.
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una matriz de r1 X rq

A1 0 0
0 N 0 0
J = , 11> 1.
0 0 A1
0 0 0 M\
Ademds, recordemos que
t2 t7‘172 t'r‘lfl
2! (r1=2)!  (ri—1)!
t $r1—3 $r1—2
(ri=3)!  (r1—2)!
Jit . .
e’t" = exp(A\it)
0F FUAND 1 t
00~ 0 0 1
Luego, las primeras r1 columnas de X1(t) se obtienen de
t2 tr -2 tr -1
TR Gl Al (7«11_2)! (7«11_1)!
0 1 t A t7‘173 t7‘172

de donde

(ri=3)!  (r1—2)!

(P, ..., P, exp(Ait)

X1 (t) = exp(A(t)) Pi(t),

Xo(t) = exp(M(2))[LP1(2) + Pa(t)],

2

Xa(t) = expOu(0) [0+ 0Pa0) + R0

U.M.S.A.

F.C.P.N.
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De la representacion de Xy(t) = P1(t)e’t tenemos un resultado central andlogo a los sistemas de

ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

El siguiente resultado nos ayuda a determinar el comportamiento cualitativo de las soluciones del
sistema 11.1 respecto al origen (punto de equilibrio del sistema), cuya demostracion estd basada

en la relacion fundamental, |p;| = exp(Re();)T).

Teorema 11.13. Sean pq, ..., up los distintos multiplicadores de Floquet para I1.1, con multipli-
cidades my, . .., my respectivamente. Entonces
1. Las soluciones de II.1 estdn acotadas en [0,00) si, y sélo si, |uj| <1, paraj=1,....k; y para

aquellos pi; tales que |p;| =1, tenemos que m; = dim E(X(T), p;).

2. Las soluciones de 11.1 tienden a cero cuando t — oo si, y sélo si, |u;| <1, j=1,... k.

Demostracion. 1. (<=) La expresién |p;| <1, =1,...,k, es equivalente a Re\; <0,j=1,... k.
Por otro lado, se vi6 que las columnas de X;(¢) son de la forma X} (t) = e} P(t), por lo tanto:
(i) si ReA; < 0, entonces | Xy (t)| = [e¥!P(t)| = eBe)t| P(t)| — 0, cuando t — oo.

(ii) si Re\; = 0, entonces | Xy (¢)| = [eN'P(t)| = |Pe(t)] < M, con M > 0,y t € [0,00); pues Py(t)
es la k-ésima columna de la matriz P; = (P, ..., P,), la cual es una matriz periédica de periodo

T > 0.

Por tanto, en ambos casos las soluciones X}, son acotadas en [0, 00). Es decir, existe una constante
N > 0 tal que |X;y(t)| < N, para todo t € [0,00). Esto implica que cada soluciéon X (t) de II.1
estd acotada en [0, 00); pues X (t) = X;(¢t)C, para algin C' € C", de donde

(X (1) = [Xa()C] < [[Xa(@)][|C] < N|C,  para todo T € [0, 00).

(=) Si existe algtin A; tal que Re\; > 0, tomamos la solucién correspondiente X;(t) = e*!P(t),

de donde | X;(t)| = |eMtP(t)| = eBeX)| P(t)| — oo, cuando t — oo.

Por otro lado, para aquellos \; tales que Re\; = 0. Si dim E(X(T'), ;) < m;, entonces los bloques

de Jordan J; correspondientes a \; son matrices de r; X r;, con r; > 1. Luego obtenemos soluciones

U.M.S.A. F.C.P.N.
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de la forma

X(t) = N'[tPy(t) + Py(t)],

donde P;(t) y Py(t) son funciones vectoriales con coeficientes periédicos.

Para t > 0, tenemos

Pt Pyt
X (8)] = [tPi(t) + Pu(t)] = t| P (t) + Zt( )| > t(|Py(t)] — | Zt( ”) — 00, cuando t — oo.
Esto prueba la primera parte del teorema.
2. (&) Si|p) <1,5=1,...,k esdecir ReA; <0, j=1,...,k, entonces con el mismo argumento

de la primera parte del teorema se tiene que las columnas X(t) de X;(¢) son tales que | X (t)| — 0,

cuando t — oo; y por tanto |X;(t)| — 0, cuando ¢ — oo. Esto implica que cualquier solucién

X(t) = X4(t)C, C € C" satisface | X (t)| — 0, cuando t — oo.

(=) Si existe algin A; tal que Re); > 0, tomamos la correspondiente solucién X la cual estd dada
por

X](t) = e)‘jtP(t).
Tenemos que, si ReA; > 0 entonces
1 X;(t)| = "N P(t)] — 00, cuando t — oo,
y si ReX; = 0 se tiene | X;(t)| = |P(t)| # 0. En cualquier caso |X;(¢)| no tiene limite cero cuando

t — 00. ]

Ejemplo I1.14. Consideremos el sistema con coeficientes periodicos
v =At)z, x¢cR?

donde

Bcos’t —sin?t 1 —(1+p3)sintcost
At - Lo  feR
—1—(1+p)sintcost —1+ (14 )sin’t

es periodica de periodo T = 27.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Puede constatarse que la matriz fundamental satisfaciendo X(0) = Iy, estd dada por

ePtcost e tsint

X(t) =
—ePtsint e tcost
Por otro lado,
el 0
X(27m) =
0 e—27r

Por lo tanto, los autovalores de X(2m), que son los multiplicadores de Floquet del sistema, son
w1 = €™ y uy = e, Entonces, il <1, j=1,2 si, y solo si, 3 < 0. En consecuencia, por el

teorema I11.13, las soluciones del sistema tienden al origen cuando t — oo si, y sélo si, 5 < 0.

Por otro lado, si py, ..., pu, son los multiplicadores de Floquet para I1.1, incluyendo sus multipli-
cidades; y como p; = eNT j=1,...,n, donde los Aj son exponentes de Floquet para 11.1 se tiene

el siguiente resultado.

Teorema I1.15. Si uq, ..., 4, son los multiplicadores de Floquet del sistema I1.1, incluyendo sus

multiplicidades, y X es una base para S satisfaciendo X(0) = I,,. Entonces,

H
f1 -y = €XD (/ trA(s)ds) :
0

En consecuencia, ningin p; es cero, y si conocemos (n—1) multiplicadores, el restante es obtenido

con la formula.

Equivalentemente,

1 /7 2k
)\1+)\2+"'+)\n:—/ tTA(S)dS—I——W'i, k € Z.
T J, T

Demostracion. Por el teorema de Abel Lioville, tenemos

det X (£) = det X(0) exp ( /0 t trA(s)ds) |

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ademés, como X(0) = I,, entonces
T
det X(7T') = exp (/ trA(s)ds) :
0

Por otro lado, recordemos que p - - -y, = det X(7'); en consecuencia, obtenemos

T
f1 - fby = €XD (/ trA(s)ds) :
0

Esto prueba la primera parte del teorema.

AT

Para probar la segunda parte, por la primera parte del teorema y p; = e%*, j = 1,...,n, tenemos

n n T
[y = H eNT = exp (Z )\jT> = exp (/ trA(s)ds) :
j=1 j=1 0

de donde

n

T
S = / trA(s)ds + 2kmi, ke Z.
j=1 *

Finalmente, obtenemos

18 2k
)\1+)\2+---+)\n:—/ trA(s)d$+—7Ti, k € Z.
o) o T
Ejemplo I1.16. Todas las soluciones de sistema periodico son periodicas.

, cost sint )
r=Alt)r, At)= , v eR
—sint cost

En efecto, como A(t) es periddica de periodo T = 27, y satisface A(t)A(s) = A(s)A(t), para todo

t,s € R, en este caso se puede ver que la matriz fundamental satisfaciendo X(0) = I estd dada

X(#) = exp ( /0 tA(s)ds) |

U.M.S.A. F.C.P.N.

por
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y que evaluada en el periodo 21 es X (2m) = I5.

Por tanto todos los multiplicadores de Floquet son iguales a uno. Luego por el teorema I11.10 el
sistema admite soluciones periodicas. Por otro lado, sabemos que la solucion del problema de
valor inicial estd dado por X (t) = X(t)xg, 1o € R?, donde X(t) = exp(fot A(s)ds). De modo que
X(t+2m) = X(t + 2m)xy, y se cumple que

X(t 4 27) = exp ( /O MA(s)ds) ~exp ( /O " A(s)ds + /t t+2ﬂA(s)ds) |

y por la forma de A(t) es facil ver que ftt+27r A(s)ds = 0. Por lo que se concluye

X(t+ 27) = exp( /0 i A(s)ds) = X(t),

es decir, X (t) = X (t + 2m) para todo t € R.

De modo que efectivamente: “Todas las soluciones del sistema son periodicas”.

I1.6. Sistemas periédicos no homogéneos
Consideremos el sistema no-homogéneo
X'=At)X + B(t), X eC", (I1.14)

donde A: R — gl(n,C), y B:R — C", son aplicaciones continuas y periddicas de periodo T > 0;
es decir

A(t+T) = At), B{t+T)=B(t), VteR.

Es interesante determinar cuando el sistema I1.14 posee soluciones periodicas de periodo T > 0,
y la estructura del conjunto de esas soluciones. Sean S, el conjunto de soluciones de X' = A(t)X
que son aplicaciones periddicas de periodo T, y S,(B) el conjunto de soluciones de II.14 que son

periodicas de periodo T'.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Teorema I1.17. El conjunto S,(B) es un espacio afin, es decir

S,(B)=V+S,={X/X=V+UUEeS,},

donde V' es una solucion particular en S,(B).

Demostracion. SiV € S,(B) y U € S, se tiene que X =V + U es una solucién de I1.14 que es
periddica de periodo 7', entonces X € S,(B). Esto muestra que V + S, C S,(B). Reciprocamente,
si X yV eS,(B), se tiene que U = X — V satisface X’ = A(t) X y es periédica de periodo T, de
donde U € §,. Esto muestra que S,(B) C V + S,. O

Ejemplo I1.18. Consideremos la ecuacion diferencial periodica de periodo T = 2m,

2’ = (—cost)x + cost,

para n = 1; donde A(t) = —cost y B(t) = cost.

La solucion x satisfaciendo x(0) = xy estd dada por

z(t) =1 — exp(—sint) + exp(—sint)zy, o € C,

que es solucion periodica de periodo 2w para cada xo € C. En este caso v = v + u, donde

v(t) =1—exp(—sint), u(t) = exp(—sint)x.

En contraste al ejemplo anterior tenemos.

Ejemplo I1.19. Consideremos la ecuacion diferencial de periodo T = 27,

' = (—cost)r + 1,

donde A(t) = —cost, B(t) = 1.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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La solucion x satisfaciendo x(0) = xy estd dada por
¢
x(t) = exp(—sin t)/ exp(sin s)ds + exp(—sint)xg, x¢ € C,
0

y ademds

z(27) —x(0) = /0 ’ exp(sin s)ds > 0.

Concluimos que la ecuacion no posee solucion periodica de periodo 27, para cada xy € C.

El problema central es determinar cuando S,(B) es no vacio. De manera andloga al caso ho-

mogéneo, si X es una solucion de II.14 lo propio ocurre con Y (t) = X (t +T), pues

Y(t)=X'(t+T)=At+T)Xt+T)+B{t+T)=A@t)Y(t)+ B(t), VteR.

Ademds, la solucion X de I1.14 es periddica de periodo T si, y sdlo si, X(t) =Y (t) = X(t+T)
para cada t € R, y esto es verdadero si, y sélo si, X(0) = X(T).

Por otro lado, si X es una base para las soluciones de X' = A(t)X satisfaciendo X(0) = I,
entonces por la Formula de Variacion de Pardmetros, la solucion X de I1.14 satisfaciendo X (0) =

xg estda dada por

X (t) = X(t)zo + X(1) /t X (s)B(s)ds, teR.

Asi X(0) = X(T), es decir X € S,(B) si, y sélo si,
[I, — X(T)]zo = X(T) /OT X 1(s)B(s)ds (I1.15)
Si I, — X(T) € GL(n,C), estd claro que
0= [0, = X(NX(7) | "X () B(s)ds

es el unico xg = X (0) que produce una solucion periodica X de I1.14 de periodo T .

Por otro lado, I, — X(T) € GL(n,C) si, y sdlo si, p = 1 no es un multiplicador de Floquet para

X'= A(t)X; es decir, cuando el sistema homogéneo no posee soluciones periddicas no triviales de

U.M.S.A. F.C.P.N.
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periodo T'. Este andlisis lo resumimos en el siguiente teorema.

Teorema I1.20. Eziste algin X € S,(B) si, y solo si, existe xop € C" satisfaciendo 11.15.

Ademds, si dim(S,) = 0, entonces existe un inico X € S,(B) para cada B € C(R,C"), periddico
de periodo T'.

El andlisis del caso dim(S,) > 0 depende del estudio de la ecuacion lineal
Txg=mn, donde T € gl(n,C), xy,neC"
Note que I1.15 tiene esta forma, donde
3
T =BRLE(T), 7= X(T)/ X~!(s)B(s)ds.
0

Se estudiard bajo que condiciones resolver la ecuacion lineal Txy = n, es equivalente a encontrar
soluciones ¢ de la ecuacion homogénea adjunta T*( = 0. Recordamos que la adjunta T* de T es

la conjugada transpuesta de T = (t;;); es decir, T* = (;;).

El producto interno (xq,n) de xo,n € C" estd dado por (zo,n) = n*xy. Si S C C", el complemento

ortogonal S* es el conjunto
St ={neC"/(xy,n) = n*zy = 0,Vzo € S}.
El conjunto S+ es un subespacio vectorial de C", y si S es un subespacio vectorial de C", se tiene
C"=Sq@S+,

en suma directa; es decir cualquier elemento ¢ € C™ se escribe de manera unica como ( = xg+n,
donde xy € S, n € S*. Por definicion, claramente se tiene que (St)* = S. Como consecuencia

de C" =S @ S*, si S es un subespacio de C", se tiene

dim(S) + dim(S*+) = n.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Teorema I1.21. Si T € gl(n,C), se tiene

Ran(T) = (N(T%))",
dim(N(T)) = dim(N(T*)), (IL.16)

donde N(T*) = {z € C"/T*x = 0}.

Demostracion. Para cada g, € C" se tiene
(T, ¢) = ("Txo = (T¢) 7o = (20, T().

Para la primera parte del teorema es suficiente mostrar que (Ran(T))* = N(T*). Veamos esto,
si ¢ € (Ran(T))t, esto es (Tag, ) = 0 para todo zy € C" si, y sélo si, (xg, T*¢) = 0 para todo
19 € C", luego T*C = 0, esto es ¢ € N(T*). Esto muestra que (Ran(T))* = N(T*), y luego
obtenemos que

Ran(T) = ((Ran(T))")* = (N(T*)*,

esto prueba la primera parte del teorema.

Por otro lado, por la primera parte del teorema y como dim(S) + dim(S+) = n, con S = N(T*),
obtenemos

dim(N(T*)) + dim(Ran(T)) = n.

Pero conocemos que

dim(N(T)) + dim(Ran(T)) = n,

y entonces, dim(N(T)) = dim(N(T*)). O

Apelando al Teorema I1.21, para T = I,, — X(T') en I1.15; entonces existe un X € S,(B) si, y solo

St,

C*X(T) /0 ' X~!(s)B(s)ds = 0, (IL.17)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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para todo ¢ € C™ tal que
[In - X*(T)]C = 0.

Esta condicion puede ser interpretada en términos del conjunto de soluciones 8* de la ecuacion

diferencial homogénea adjunta
Y = —A*(t)Y. (I1.18)

La base Y para S8* tal que Y(0) = I, es justamente Y = (X*)7!, donde X es la base para el
conjunto de soluciones S de X' = A(t)X satisfaciendo X(0) = I,,. Esto se sigue de,

Y = —(X*)7HXH) (X)L = (X)X AN(XH) 7 = —AY,

Y(0) = (X*)7(0) = L.

Sea Sy el congunto de soluciones Y € §* que son periddicas de periodo T' > 0. La ecuacion
I, - X*(T)=-X*(T)[I, — Y(T)], (I1.19)
muestra que ¢ € C" satisface [I,, — X*(T)]¢ = 0 si, y sélo si,
[In = Y(T)I¢ =0,

y esto es cierto si, y sélo si, Y =Y( € S;.

Ahora X*(T)¢ = ¢ implica que (*X(T) = C*, y por I1.17 se tiene

c* /OT X~1(s)B(s)ds = /OT Y*(s)B(s)ds =0,

para cada Y =Y( €S,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Por otro lado, la ecuacién I1.19 y aplicando el teorema I11.21 a T = I,, — X(T'), implica que

dim(S?) = dim(N (I, — Y(T))) = dim(N(I, — X*(T)))
= dim(N(I, — X(T))) = dim(S,). (I1.20)

Con el andlisis anterior hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema I1.22. Para cada B € C(R,C") periddica de periodo T, existe X € S,(B) si, y sdlo si,

N
/ Y *(s) B W5 S0,
0
para cada Y € S.

Ademds, dim(S;) = dim(S,), entonces, existe un tinico X € Sp(B) si, y solo si, dim(S,) = 0.

Como aplicacion inmediata del teorema I11.22 presentamos el siguiente teorema, que caracteriza

bajo que condiciones el sistema II.14 tiene soluciones periodicas, de periodo T'.

Teorema I1.23. Eziste X € S,(B) si, y solo si, eziste alguna solucion X de X' = A(t)X + B(t)
que estd acotada en [0, 00). Equivalentemente, o S,(B) es no vacio, ¢ cualquier solucion de X' =

A(t)X + B(t) no estd acotada en [0,00).

Demostracion. Es claro que, si X € S,(B), se tiene que X estd acotado en R, y desde luego
en [0,00). Reciprocamente, suponemos que existe una soluciéon X de X’ = A(t)X + B(t) que

estd acotada por M > 0, esto es
| X(t)| <M, Vte|0,00).
La férmula de variacion de parametros implica

X(t) = X)X (0) +X(t) /t X~!(s)B(s)ds, teR,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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donde X es la base para X' = A(t)X tal que X(0) = I,,. De donde
T
X(T) = X(T)X(0) + 1, 1= X(T) / X~1(5)B(s)ds.
0
Como Y (t) = X(t +T) es también solucién de X' = A(t)X + B(t), entonces se tiene
Y(T) = X(T)Y(0) +7, 6

X2T) = X(T)X(T) +n = X*(T)X(0) + [L, + X(T)]n.

Por induccién se puede ver que para cada k =1,2,.. .,
X(kT) = XMT)X(0) + [I, + X(T) + - - - + X*1(T)]n. (I1.21)

Si suponemos que S,(B) = (). Entonces existe un ( € C" satisfaciendo [I, — X*(w)]¢ = 0,
¢ = X*(w)( tal que I1.17 no es vélido, esto es, (*n # 0. Esto es equivalente a la existencia de algin

Y € §; tal que
3
/ Y*(s)B(s)ds # 0.
0

Ahora ¢ = X*(T')¢ implica
C=CX(T) =X = =CXNT), k=1,2,...,
y multiplicando II.21 por (* resulta que
CX(KT)=¢"X(0)+kC'n, k=1,2,...
Ahora como | X (t)| < M, para todo t € [0, 00), entonces
kICn| = [CX(KT) = ¢ X(0)| <2M|¢|, k=1,2,...,

pero esto es absurdo ya que (*n # 0. Por tanto S,(B) es no vacio. O

U.M.S.A. F.C.P.N.



CAPITULO III

Estabilidad de Floquet

El objetivo central de este capitulo es estudiar en detalle la estabilidad de las soluciones de la

ecuacion diferencial

¥ =A(t)x, ze€R" (IT1.1)

cuando A : R — gl(n,R) es una aplicacion matricial continua y periddica; es decir, cuando A(-)
es continua y existe T > 0 (periodo) tal que A(t +T) = A(t), para todo t € R, en términos de
los sistemas dindmicos. St bién se conoce que la estabilidad estd caracterizado por el andlisis de la
respuesta del sistema dindmico a pequenas perturbaciones en el sistema de estados. Intuitivamente,
un punto de equilibrio de un sistema dindmico es estable si, para perturbaciones suficientemente
pequenos de valores iniciales, el movimiento perturbado permanece en una region arbitrariamente

prescrita en el espacio de estados.

Para este propésito, notemos que la aplicacion x(t) = 0, para cada t € R, es solucion trivial de la

ecuacion diferencial x' = A(t)zx, a esta solucion la llamaremos solucion cero de I11.1.

Se conoce que Aleksandr Lyapunov (1857-1918) introdujo por primera vez métodos que permiten
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determinar la estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales sin necesidad de calcular explici-

tamente las soluciones, los cuales nos seran de mucha utilidad para realizar nuestro objetivo.

Definicién II1.1 (Estabilidad de Lyapunov). La solucion cero x(t) =0 de 2’ = A(t)z es:

(1) Estable si, para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que si |x(0)| < 0, entonces |x(t)| < €, para todo

t>0.

(2) Asintdticamente estable si, es estable y existe 6 > 0 tal que si |z(0)| < J, entonces

L =0

t—o0

(3) Ezponencialmente estable si, existen o, 3,5 € R tales que si |z(0)| < §, entonces
lz(t)| < alz(0)]e™P, t>o0.

Definicién I11.2. La solucion cero x(t) =0 de 2’ = A(t)x es:
(4) Asintoticamente estable global si, es estable y para todo x(0) € R", limy_, (t) = 0.

(5) Exponencialmente estable global si, existen a, 3 € R tales que |z(t)| < a|z(0)e P, t > 0,

para todo x(0) € R™.

U.M.S.A. F.C.P.N.



Notemos que en la definicion de estabilidad, en el sentido de Lyapunov, del sistema II1.1 se cumple,

claramente, que (3) = (2) = (1).

Ejemplo II1.3. Consideremos la ecuacion diferencial

0 —1 I
1 0 T3

La solucion general estd dada por
z1(t) = 21(0) cost — x2(0) sint,

xa(t) = x1(0) sint + x5(0) cost.

Observemos que x3(t) +z3(t) = 22(0)+23(0), para cadat € R. Dado € > 0, tomamos § = §(€) = e.

Ahora cuando 0 < 23(0) + 22(0) < 6, se tiene que
2 2 =
zi(t) + z5(t) < d =€
Esto muestra que la solucion cero del sistema es estable, pero no es asintoticamente estable ya que
lim (21 (t) + 25(t)) = 27(0) + 23(0) # 0.

X(t)

Con estas definiciones estamos en condiciones de abordar el objetivo trazado para estudiar la
estabilidad de las soluciones de la ecuacion diferencial ¥’ = A(t)x, cuando A : R — gl(n,R) es

una aplicacion continua y periddica.

Primero, estudiaremos el caso particular en que A(t) = A; es decir, A es una matriz constante.

En este caso la ecuacion diferencial lineal x' = A(t)x toma la forma 2’ = Az, donde A € gl(n,R).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Recordemos que el primer capitulo ya se ha estudiado de manera implicita la estabilidad de las
soluciones en torno al punto de equilibrio x = 0 (solucién cero de x' = Ax), luego todos los resulta-
dos ya obtenidos en el capitulo I seran estudiados desde el punto de vista de los sistema dindmicos.
Previamente, introduciremos otro concepto muy importante para el estudio de la estabilidad de los

sistemas con coeficientes constantes.

II1.1. Espectro de Lyapunov

El espectro de una matriz constante A € gl(n,R), denotado por X(A), es el conjunto todos sus

autovalores; es decir, X(A) = {p; € C/ p; es autovalor de A, i =1,...,n}.

Ejemplo II1.4. Consideremos la matriz

o Sp 520,518
PN
as € gl(4,R).
A6 —s 20 e
b Wl — Sl

El espectro de la matriz A € gl(4,R) estd dada por ¥(A) = {—1,-2 + i,—2 — i}, siendo la

multiplicidad algebraica ma(p, = —1) =2, ma(us = —2+1i) =1, y ma(pus = -2 —1i) = 1.

Definicién IIL.5. El Espectro de Lyapunov X, (A) de una matriz A € gl(n,R) es el conjunto de

las partes reales de los autovalores; es decir,

Ejemplo II1.6. Del ejemplo anterior tenemos que

p,(A) = {—1,-2}.

Sean pj = N\j +1ifBj, j =1,...,r < n, los distintos autovalores de A € gl(n,R). Ordenando las

partes reales de los autovalores como A\ < Ao < -+ < A\, con 1 <1 <r <n.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Definicién II1.7. El espacio de Lyapunov de A; se define por L(\;) = @Ey, donde la suma directa
estd tomada sobre todos los auto-espacios reales (generalizados) asociados a los autovalores con
parte real \j. Notemos que contamos con valores espectrales de acuerdo a su multiplicidad. Es

decir,
l
PBLo)=r".
j=1

Los subespacios de Lyapunov Estable, Centro, é Inestable asociados a la matriz A € gl(n,R) estan
definidas como L~ = @{L(\;)/\; < 0}, L? := &{L()\;)/\; = 0}, y LT := &{L(\;)/)\; > 0}

respectivamente.

El espectro de Lyapunov X, (A) describe el comportamiento de estabilidad de las soluciones de la
ecuacion diferencial x' = Ax. Ademds, sobre sus subespacios L~ (espacio de Lyapunov estable),

LY (espacio de Lyapunov centro), y L™ (espacio de Lyapunov inestable).

Teorema III.8. Si A € gl(n,R), entonces la solucion cero x(t) =0 (de ' = Ax) es exponencial-

mente estable si, y solo si, A < 0 para todo A € X, (A).

Demostracion. Notemos que esto ya lo demostramos en el teorema 1.19. O

Ejemplo II1.9. Si consideramos la ecuacion diferencial ©' = Az, v € R™, donde

L18 SER0
A=|-5 -1 0 | €gl(3,R).
RN

Es claro que X(A) = {—1 £ 15,2}, y luego el espectro de Lyapunov es X, (A) = {—1,-2}.

Ademds, los auto-espacios generalizados de Lyapunov estin dados, en este caso, por

0

>:R2x{0}, y L()\2:—2):< 0 >
1

h
~—~
>
flrt
|
|
—_
S~—

I
—
—_

_ o O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Luego, es claro que

@L()\j) =R% esdecir, L~ =R

Asi, A < 0 para cada N € X, (A), entonces la solucion cero del sistema es ewxponencialmente

estable.

I11.2. Espectro de Floquet

Para aplicaciones matriciales periédicas A : R — gl(n,R) con periodo T > 0; es decir, A(t) =
A(t+T) para todo t € R. La teoria de Floguet nos da una similar caracterizacion: sea ®(t) matriz
fundamental para la ecuacion diferencial ' = A(t)x, con A(t) = A(t+T), satisfaciendo ®(0) = I;
entonces, por el Teorema de Floquet, ® se puede representar como ®(t) = P(t)exp(Rt), donde
P : R — gl(n,C) es una aplicacién matricial de clase C*, invertible para todo t € R, periddica de

periodo T, y ademds R € gl(n,C).

Los autovalores p; de ®(T') = exp(RT) son llamados Multiplicadores de Floquet (multiplicadores
caracteristicos) de A(t), y los nimeros o = % log ;, p1; € S(P(T)) son llamados Exponentes de

Floquet (exponentes caracteristicos) de A(t).

Definicién II1.10. El Espectro de Floquet Xpi(A) de una aplicacion matricial A : R — gl(n,R)

periodica estda formado por las partes reales de los exponentes de Floquet; es decir,

ZF[(A) = {)\z & R/)\Z = RGOQ',O[Z' € Z(R)}

En particular, si A(t) = A es una matriz constante entonces tenemos que Y (A) = X, (A).

Notemos que los exponentes caracteristicos estan solo determinados por los miltiplos enteros de

2mi
T 7

pero el espectro de Floquet depende sdlo de A(t).
Por otro lado de manera similar al de coeficientes constantes podemos definir el espacio de Floquet
para el multiplicador ;. Sean p; = v;+iBj, j =1,...,r < n, los distintos multiplicadores de A(t).

Ordenando las partes reales de los multiplicadores como v; < vp < --- <y, con1 <l <r <n.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Definicién III.11. El auto-espacio de Floquet para v; lo definimos por L(v;) = @Ey, donde
la suma directa estd tomada sobre todos los auto-espacios reales (generalizados) asociados a los
multiplicadores con parte real vj. Notemos que contamos con valores espectrales de acuerdo a su

multiplicidad. Es decir,
1

P L) =r"

j=1
Los subespacios de Floquet Estable, Centro, é Inestable asociados a la aplicacion matricial pe-
riddica A(t) estdn definidas como F~ = &{L(v;)/v; < 0}, F' := &{L(v;)/v; = 0}, y F* :=
®{L(v;)/v; > 0} respectivamente.

El espectro de Floquet X (A) describe el comportamiento de estabilidad de las soluciones de la
ecuacion diferencial @' = A(t)x. Ademds, sobre los subespacios F'~ (espacio de Floquet estable),
F° (espacio de Floquet centro), y F* (espacio de Floquet inestable); con componente T periddica

e invariantes por el flujo (es decir, con respecto a la matriz fundamental ®) se tiene
®(t)FF(0) = P(H)F*(0) = F*(t), WteR, k=—,0,+.

El resultado central de esta seccion lo estudiamos en el siguiente teorema.

Teorema I11.12. Todas las soluciones de &' = A(t)x tienden (exponencialmente) a cero cuando

t — 00 si, y sdlo si, X\ < 0 para todo X € X (A).

Demostracion. Sisuponemos que todas las soluciones de la ecuacién diferencial 2’ = A(t)x tienden
a cero, entonces por el teorema I1.13 (2da.parte) concluimos que |p;| < 1, para j =1,...,n, esto
implica que

1
)\j:Reaj:Tlog\,uﬂ <0, j=1,...,n.

Es decir, A\; < 0 para todo \; € Xp(A).

Reciprocamente, si suponemos que A < 0 para todo A € ¥g(A), podemos escoger una constante
7 > 0 tal que A\ = Rea; es menor que —7, para todo i = 1,...,n, (ver apéndice B). Con este

hecho probamos la existencia de C' > 1 tal que

||6Rt|| S C’e_”,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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para cada t > 0. Por lo tanto,
lefa] < e |[|a] < Ce™™a],

para cada z € R™ y t > 0. Por otro lado, la solucién general de 2’ = A(t)x satisfaciendo z(0) =

esta dada por

z(t) = ®(t)xg = P(t)efzy, x0 € R,

entonces, se concluye que la solucién trivial de ' = A(¢)z es exponencialmente estable, ya que

|2 (t)] = | P(t)e™zo| < [|P(t)]|e™ ol
< MCe™ ™ |xzg|

= Ne ™|zo|, VYzp€R", con N =MC>0. (I11.2)

Esto implica que cada solucién de ' = A(t)z tiende (exponencialmente) a cero cuando t — co. [

Ejemplo II1.13. Consideremos el sistema de lineal periodico
a Az, ‘TER?,

donde

—1 —acos?(t) 1— asintcost
A(t) =
—1 —asintcost -1+ asin®(t)

FEs claro, que A(t) es periddica de periodo 2m. Puede constatarse que la matriz fundamental ®,

para el sistema, satisfaciendo ®(0) = Iy estd dada por

B(t) = exp[(a — 1)t]cost  exp(—t)sint
—expl(a — 1)t]sint exp(—t)cost

En consecuencia, se tiene

exp|(a — 1)27] 0

0 exp(—2m)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Entonces, los multiplicadores de Floquet para el sistema son p; = exp[(a—1)27| y ps = exp(—27).
Luego, |pj| <1, j=1,2 si, y solo si, « < 1. Con, \y = a— 1, Ay = —1, tenemos, \; <0, j =1,2
para cada \; € Xp(A) si, y solo si, « < 1. Entonces, por el teorema I11.12, la solucion cero del

sistema lineal periodico tiende a cero exponencialmente si, y solo si, o < 1.

I1I.3. La matriz fundamental de Cauchy
Consideremos la ecuacion diferencial
It'= A(t)z, =& (I11.3)

donde la aplicacion A : I — gl(n,R) es continua y I C R es un intervalo abierto de los nime-
ros reales. Sea X(t) matriz fundamental para el sistema II1.3. Entonces la matriz fundamental
D(t,ty) = X(t)X (tg), satisfaciendo ®(tg,ty) = I, recibe el nombre de matriz fundamental de

Cauchy para el sistema I11.3. Notemos que se cumple la propiedad de transicion; es decir
@(tz,to) = (I)<t2,t1>q)(t1,t0>, para to S tl S t2.

En particular, tenemos ®(t,ty) ™" = ®(tg, ).

Por otro lado, la solucion general del sistema II1.3 estd dada por

(t) = B¢, to)a(to), (to) € R™.

Desafortunadamente, para este caso general no existe una expresion explicita para la matriz funda-
mental de Cauchy ®(t,ty). Sin embargo, presentamos a continuacion resultados para la expresion
de la matriz de Cauchy ®(t,to) cuando la aplicacion matricial A(t) satisface ciertas condiciones,

y con esto obtenemos un criterio algebraico para el estudio de la estabilidad de las soluciones.

Teorema I11.14. Si se verifican las siguientes condiciones:

(1) A(t) € C(1, gl(n, R)),

U.M.S.A. F.C.P.N.
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(2) A(t f A(ty)dty = f A(ty)dt  A(t), para cada 7,t € [tg,0), ¥y
(3) A:i=1m;_ o+ : ft (t1)dt; existe y Rel; < 0 para cada \; € L(A), i =1,...,n.
Entonces,

(1) La matriz fundamental de Cauchy se puede expresar como

B(t, 1) = eho A

(2) La solucion cero del sistema ' = A(t)x es exponencialmente estable.
Demostracion. (1) La condicién (2) implica que:
A( ) ]tO t1 dtl b 6‘[:0 A(tl)dtlA(t).

Sea Q(t) := exp(fti A(ty)dty). Claramente, Q(ty) = I,,, y ademds se tiene que

TN = 0r(d) = el M0 A1) = A = ADO),

entonces (2(t) es matriz fundamental de Cauchy para el sistema, luego por la unicidad de las

soluciones se tiene que

B(t,tg) = Qt) = e AW

(2) Con la condicién

A(t) / t A(t))dt, = / t A(t)dt At), (II1.4)

derivando II1.4 con respecto a la variable s, obtenemos que A(t)A(s) = A(s)A(t), para cada

U.M.S.A. F.C.P.N.
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s,t € [tg,0). De esto, se obtiene que

t S t s
/ Alty)dt, X / Alta)dty = © / Aty)dt, / Alty)dt
to S Jtg S
1
g/oztl/A Alts)dts
1
—/dtlfA At))dts
S
= é / Alts)dts / Alty) . (I1L.5)
t, to

o

Haciendo s — 400, y luego por la propiedad (3) se tiene que

/t A(ty)dt A = Z/t A(ty)dt;.

to to

Suponemos que %ftz A(ty)dt; = A+ B(t), donde B(t) — 0 cuando t — +o00.

Pero observemos que,

AB(t) = A E /tA(tl)dtl / z} _ Bi)A.

to
Por otro lado, sabemos que la solucién general de 2’ = A(t)x se expresa como z(t) = ®(t, to)x(to),

l’(to) e R™.

Entonces por la parte (1) del teorema tenemos

o(t) = elio AU (1)

N etZ-l—tB(t) .T(to)

= B0 g (ty). (I11.6)

Llamemos

méax Relj =a <0, )\ €X(4).

1<j<n

Escogemos € > 0 tal que o + 2¢ < 0, y como sabemos existe un 7" > 0 tal que si t > T', entonces

U.M.S.A. F.C.P.N.
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| B(t)]] < e. Pero usando la relacién II1.6 se concluye que existe una constante M > 0 tal que

[ (t)] = e e O (to)
SM\etB ( )‘e(a-i-e
< [|e PO to) et
< MelBON g (£y) [elatet
< Me'é|z(t)] et

= M|z(to)|e @+, t>T. (I11.7)

Como a+2¢ < 0, entonces la solucion cero del sistema 2/ = A(t)x es exponencialmente estable. [

Teorema II1.15. Si el sistema I11.3 satisface las siguientes condiciones:

(1) At ft (t1)dt, — ft (t1)dt1 A(t) := KM (t) £ 0, pero

KW (1) /tA(tl)dtl . /tA(tl)dth(“(t) = K®(t) = 0;

to to

(2) limy_ 4 oo 1 ft (t1)dt; == A : eziste y Re)\; < 0 para cada \; € X(A), i =1,...,n;
(3) KM(t) — 0 cuando t — +oc.

Entonces, la solucion cero de I11.3 es exponencialmente estable.

Demostracion. Si la condicion (1) es satisfecha, entonces la matriz fundamental de Cauchy del

sistema II1.3 estd dada por
X(t) = eho AWy (), (I11.8)

donde Y (t) es matriz fundamental de Cauchy de la ecuacion diferencial

Por la condicién (2), sea fti A(t))dt, = At +tB(t), donde B(t) — 0 cuando t — +00. Se tiene de

U.M.S.A. F.C.P.N.
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I11.8 que la matriz fundamental se puede expresar como X(t) = eMeBOY (¢).
Supongamos que
max R€)\j =a <0, )‘j S Z(Z)

1<j<n

Escogemos € > 0 tal que a + 3¢ < 0. Por otro lado como K (#) — 0 (cuando t — +00), esto

implica que
t (1)
(1) = [Y (£)y(to)] < o KOGy < Myet My = constante,

y como B(t) — 0 cuando t — 400, esto implica que existe un 7" > 0 tal que si t > T', entonces

IBO < e

Asi, para t > T obtenemos

IX@) < Myt IEON Y (2))]
< Mle(a+25)tM265t

— Vie\gt3 (I11.9)

donde M = M;M,. Luego la relacién obtenida en II1.9 implica que la soluciéon cero de II1.3 es

exponencialmente estable. 0

En particular, si consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales con coeficientes periodicos,
¥ =At)x, zeR", Alt+T)=A(t), VteR. (II1.10)

Usando los resultados obtenidos en la teoria de Floquet se pueden realizar caracterizaciones si-
milares al caso general para el estudio de la estabilidad de las soluciones de II1.10, para algunos

casos particulares.

Teorema II1.16. Si se verifican las siguientes condiciones:

(1) A(t) [} A(t)dt = [, A(t)dtA(t), y

(2) B(T) — B(0) := fOT A(t)dt satisface Re\; < 0, para cada \; € X[B(T) — B(0)].

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Entonces, la solucion cero de I11.10 es exponencialmente estable.

Demostracion. Sea X(t) matriz fundamental de Cauchy del sistema II1.10. Por el teorema II11.14

esta matriz fundamental la podemos expresar como

X(t) = exp ( /0 tA(s)ds) .

Sea t € [kT, (k + 1)T1], es decir t = kT + t; donde 0 < t; < T. Como X(t) satisface X(0) = I,,,
entonces X(t +71") = X(¢)X(T).

De donde

X(t)

X(T +t) =Xt +(k—1)T+T)

X(t; + (k= VD)X (Th==-
X(t)XH(T). (ITL.11)

Por otro lado, como t; € [0, 7] entonces X(¢;) estd acotado, ya que existe una constante M; > 0

tal que [|X(t)]] < My, para todo t € [0,T]. Ademas, se tiene que
X(t) = X (t)XF(T) = X (t;)eF Jo A — X (1,)kBEO)-BO)], (I11.12)
Entonces, por la condicién (2) y I11.12, existe M > 0y « > 0 tal que

l2(t)] = [X()z(0)] = [X(t)e POl (0)]
< [IX(t) || =E O (0)]

_ akT

7 = M, Mo|z(0)|e T e 7

S MlMg\x(O)\e
= N|z(0)[e"#, N = M;Mye™, z(0) € R™. (IIL.13)

Esto prueba que la solucion cero de II1.10 es exponencialmente estable. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ejemplo II1.17. Analicemos la estabilidad del sistema con coeficientes periodicos,

a + cos bt —3 )
T = x, xR
: a + cos bt

Podemos ver facilmente que, la matriz de coeficientes A(t) satisface la primera condicion del

teorema anterior; es decir,

to to

2 s
a_ —_—
19| 10|

/b A(t))dt, = B (2—”> _BNG
0 |b‘ ﬁ a%

2 0 si, y sélo si, a < 0. Entonces,

27 o gr _
- i Y luego Rel = aig

Ademds, los autovalores son \ = aig
la solucion cero del sistema es exponencialmente estable si, y solo si, a < 0; y es estable si, y solo

si, a = 0.
Multiplicadores reales e idénticos

I11.4.

Consideremos la ecuacion diferencial con coeficientes T-periodicos,

d*z dx
ﬁ + al(t)a + ag(t)$ 5 0, ak(t o T) = ak(t), k= 1, 2. (11114)
o equivalentemente la ecuacion diferencial matricial con coeficientes periodicos
d [z 0 1 x d
< _ Cy= d_”’ (I11.15)
t —az(t) —ai(t) ) \y t

Y

Sea ®(t) matriz fundamental para el sistema II1.15. Estamos interesados solo en el caso especial

donde la matriz C = e = ®(T)®1(0) (teorema de Floquet), tiene dos multiplicadores reales e
idénticos, y por tanto Tr(C)* = 4 det(C).

F.C.P.N.

U.M.S.A.
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Si u es este multiplicador, entonces existe una solucion para I11.15, que satisface
r(t+T) = pay(t), VieR. (II1.16)

Sea xo(t) cualquier solucion de II1.14 linealmente independiente de x1(t). Ya que xo(t + T) es

también una solucion de I11.14, entonces existen constantes ¢ y ¢y tales que
2o(t + 1) = c1x1(t) + coxa(t). (I11.17)
El valor de ¢y se encuentra evaluando el Wronskiano de las dos soluciones,
W (1) = det ®(t) = 2 (1)h(t) — @) (1)z2(0).

Si sustituimos las ecuaciones II1.16 y I11.17 en la expresion equivalente para W (t+T) obtenemos

W(t+T) = pucsWi(t). Pero, la formula de Lioville nos da

W(t+T) = W) exp ( /0 3 T'rA(t)dt) — W(t) exp (— /0 ' al(t)dt) |

y por tanto

jics = exp (— /0 § al(t)dt) . (II1.18)

Ahora construimos la matriz C' usando las dos soluciones linealmente independientes con las con-

diciones iniciales

por lo tanto

C = (111.19)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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y el multiplicador v satisface la ecuacion

12 — (21(T) + 2y(T))p + exp (- /0 ' al(t)dt) —0. (TI1.20)

Pero habiamos supuesto que los multiplicadores son idénticos, por tanto esta ecuacion tiene una

1 = exp (— /OT al(t)dt) ,

y entonces co = . Asi la ecuacion II1.17 se convierte en

raiz doble, y por tanto

l’g(t + T) = clxl(t) e ,Ul’g(t),

y existen dos casos a considerar:
Caso 1. Si ¢y =0 tenemos que xo(t + 1) = pxo(t).

(1) Sip =1, (det(C) =1 y Tr(C) = 2), ambas soluciones linealmente independientes son T'-

periodicas.

(2) Sip=—1, (det(C) =1 y Tr(C) = —=2), ambas soluciones linealmente independientes son
2T -periodicas.

Esta situacion ocurre solo si la matriz C' tiene dos autovectores linealmente independientes, esto

es st

21 (T) = 22(T) =0, y a1(T) = 25(T).

pi(t) =eMzi(t), p=e"; po(t) = e Muo(t) — —Tpl(t)'
1

Vemos que p1(t) es T-periddica. Ahora probaremos que ps(t) es también T-pericdica. En efecto,

C1 (t + T)

pa(t +T) = e (cray (t) + paa(t)) — T pi(t)
L
— e May(t) — %pl(t) — po(h). (IT1.21)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Ahora tenemos

aalt) = alt) + 1)

Vemos que la amplitud de z5(t) crece linealmente con t. Esta situacién ocurre si la matriz C' tiene

solo un autovector.

Si det(C) = 1, la raiz doble de la ecuacion caracteristica es 1 y -1; entonces, en ambos casos, el

periodo de las soluciones periodicas es T sipu =1, (Tr(C)=2); yes2T sip=—1, (Tr(C) = —2).

I11.5. Ecuacion de Hill

La ecuacion de Hill puede ser escrita en la forma

d2

d—; 4 (a+ p(t)z) =0, (I11.22)

donde a es una constante y p(t) es una funcion periédica de periodo T. Un caso especial de esta

ecuacion es cuando p(t) = 2qcos(2t) y T = m, esta ecuacion es la ecuacion de Mathieu.

Definiendo Z—f = 2/ =y podemos escribir la ecuacion de Hill en la forma matricial estandar

dX T 0 1
o= X' =At)X, X= , At = . (111.23)

Ya que TrA(t) = 0, la ecuacion det ®(t) = W(t) = W (ty)exp (ftz TrA(s)ds) muestra que el
det ® =constante y por tanto det(C) = 1 y el producto de los multiplicadores es igual a uno. Los

multiplicadores de C' estdn dados por

W =Tr(C)u+1=0, = 2u=Tr(C)++\/Tr(C)?—4. (I11.24)

Por tanto el comportamiento a largo plazo de las soluciones es determinado principalmente por el

unico nimero real Tr(C).

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Consideremos dos soluciones independientes de I11.22 que satisfacen las condiciones iniciales
z1(0) =1, 27(0)=0, 22(0)=0, z5(0)=1, (II1.25)
por lo tanto ®(0) = I y
Tr(C) = x(T) + 24(T). (T11.26)

Ezisten cinco casos diferentes segin los valores de la Tr(C).

(1) Tr(C) > 2. Los multiplicadores son positivos, diferentes, no iguales a 1 y satisfacen la relacion

0 < py <1< pg. Los exponentes caracteristicos son £\, donde
AT = log ps > 0,
y dos soluciones linealmente independientes son

2= Xp (1) () e, (1), (I11.27)

donde pi(t) son funciones periddicas con periodo T

(2) Tr(C) = 2. Los multiplicadores son idénticos e iguales a 1, por tanto X\ = 0. Ahora el compor-

tamiento de las soluciones depende del nimero de autovectores de C independientes:

(2a) la matriz C tiene dos autovectores linealmente independientes: luego existen dos soluciones

con periodo T" y como en I11.27,

z(t) = pi(t), y(t) = palt),

donde py(t) son funciones T-periddicas.

(2b) la matriz C tiene un autovector linealmente independiente: las dos soluciones independientes

U.M.S.A. F.C.P.N.
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de I11.22 son

a(t) =pi(t), y(t) =tpi(t) + pa(t), (I11.28)

donde py(t) son funciones T-periddicas. La primera solucion es acotada. La amplitud de la sequnda

solucion crece linealmente con t, por tanto existe una solucion estable y una solucion inestable.

(3) |Tr(C)| < 2. Los multiplicadores de C' son complejos y pueden escribirse en la forma p = e*%,

0 < 6 < =, con exponentes caracteristicos N\T' = +cos™(Tr(C)/2). Ahora las dos soluciones

independientes son

F s c*p, (1), y(e) ELMp- (1), (I11.29)

donde py(t) son funciones T-periddicas. En este caso todas las soluciones son acotadas para todo

tiempo t.

(4) Tr(C) = —2. Los multiplicadores son idénticos e iguales a -1. De nuevo el comportamiento de

las soluciones dependen de el niumero de autovectores independientes de C':

(4a) la matriz C tiene dos autovectores linealmente independientes: luego existen dos soluciones

con periodo 2T ya que XT =i, y las dos soluciones independientes son

z(t) =p(t), y(t) =pa(t),
y ademas se cumplen las condiciones de periodicidad

ZL’l(t + T) = —l’l(t), l’g(t + T) = —l’g(t).

(4b) la matriz C tiene solo un autovector linealmente independiente: las dos soluciones indepen-

dientes de 111.22 son

z(t) =pu(t),  y(t) =1tpi(t) + pa(t), (I1.30)

U.M.S.A. F.C.P.N.
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donde pi(t) son dos funciones de 2T -periddicas. La primera solucion es acotada. La amplitud de
la sequnda solucion crece linealmente con t, por tanto existe una solucion estable y una solucion

inestable.

(5) Tr(C) < —2. Los multiplicadores son reales, negativos, diferentes y no iguales a -1 y satisfacen

la relacion py < —1 < py < 0. Los exponentes caracteristicos son
AT = +log(—puz) + i,
y las dos soluciones linealmente independientes son
2(t) = e Mpi(t), y(t) = Mpa(t),

con z(t) decreciente y y(t) creciente cuando t — oco.

Esta clasificacion de estabilidad nos da la impresion de que existe una fuerte distincion entre
soluciones estables e inestables. Esto es wverdad, pero sdlo para tiempos largos, o formalmente
cuando t — 0o. St observamos una solucion en un tiempo finito, la distincion no es tan clara, ya
que las soluciones son generalmente funciones diferenciables, suaves, continuas que dependen de los
pardmetros del sistema. Por ejemplo, si Tr(C) = —2, la amplitud de una solucidn crece linealmente
cont: si Tr(C) = —2+¢%, la amplitud de esta solucion también inicialmente crecerd con t y puede

(si € es suficientemente pequeno) alcanzar un valor relativamente grande antes de decrecer.

I11.6. Estabilidad local de 6rbitas periddicas
Consideremos la ecuacion diferencial auténoma
&= f(z), zeR" (IIL.31)

donde f : R™ — R™ es un campo vectorial de clase C*.

Supongamos que p(x,t) es una orbita periddica de I11.31, de periodo T > 0, y consideremos

xg € R"™ sobre esta orbita periddica, esto es p(xo,T) = xq.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Sea I' = {z € R"/x = p(xg,t), para algin 0 < t < T'}. Entonces podemos definir una vecindad
abierta N(I',€) de T" en la forma: N(I',e) = {x € R"/ eziste y € I tal que |x — y| < €}.

Notemos que

N(T,e) =By, o).

yel’
Definicién II1.18. La drbita periodica, I, es una orbita Lyapunov Estable si, para cada € > 0

existe § > 0 tal que si x € N(I',9), entonces p(z,t) € N(I',€) para todo t > 0.

Es posible definir cuando una orbita es Lyapunov asintoticamente estable de manera similar. Con

estd definicion podemos realizar el estudio acerca de la estabilidad local de orbitas periddicas.

II1.6.1. Aplicaciones

Consideramos la ecuacion diferencial autonoma & = f(z), * € R". Supongamos que I' es una

orbita periddica y xg € I'; es decir, p(xg,T) = xg, donde T es el periodo de la orbita.

Para el andlisis de estabilidad de la érbita periddica p(xg,t) se analiza la evolucion en el tiempo
de una pequena perturbacion de la orbita peridodica, la cual dard origen a un sistema lineal con
coeficientes periodicos, la cual ya fue estudiado a detalle en los capitulos precedentes. La estabilidad
de una solucion periodica se determinard mediante el cdlculo de sus multiplicadores caracteristicos

o multiplicadores de Floquet.

Sea x(t) = @(xo,t) + v(t), donde |v(0)| <K 1, una pequeria perturbacion de la drbita periddica. La
ecuacion diferencial que describe la evolucion de v(t) en el tiempo se obtiene aplicando la definicion

de la derivada de f en el punto p(xo,t). Entonces, se tiene

&= f(x) = fp(x0, 1) +v) = f(@(0, 1)) + Df (p(w0,))v +7(v),

donde,

lim @ =0.
ol

Es decir, r(v) = o(|v]). Por otro lado, como & = ¢(xo,t) + 0; y asi obtenemos, finalmente, la
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ecuacion diferencial para la perturbacion

v = Df(p(xo,t))v+ o(|v]),

donde D f(p(zo,t)) es la matriz Jacobiana de f evaluada en ¢(xo,t), esto es

D (plao. 1) = G2 (ol ).

El sistema lineal © = D f(p(zo,t))v es llamado la linealizacion de & = f(x) en p(xo,t), y donde

los términos en r(v) son despreciables.

Sabiendo que p(xo,t) es solucion de & = f(x), obtenemos para la perturbacion v(t) la ecuacion

diferencial
v = Df(p(x,t))v (111.32)
Ejemplo II1.19. En coordenadas polares la orbita periodica del sistema
AR N0 =

estd dada, explicitamente, por ¢(xo,t) = (1,t). Consideremos v = (p, 1) en coordenadas polares
yx = (1+ p,t+ 1) encontramos, sustituyendo esta perturbacion en la ecuacion diferencial e

ignoramos los términos de orden dos,

p=-2p, =0

Asi obtenemos que, la linealizacion del sistema posee un autovalor en el semiplano izquierdo
(correspondiente a la direccion estable) y el otro en la direccion neutral (correspondiente a la

posibilidad de desplazarse rodeando la orbita periodica.

En general, obviamente, la matriz Jacobiana D f(p(xg,t)) no es independiente del tiempo, pero

como p(xg,t) = p(xo,t + 1), luego Df(p(xo,t)) = A(t) es una matriz de n X n con coeficientes
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periddicos; es decir A(t +T) = A(t). Esto nos lleva a considerar la ecuacion diferencial lineal
o(t) = A(t)v, A(t)=A(lt+1T), VteR. (II1.33)

Esta es justamente la ecuacion diferencial lineal con coeficientes periodicos estudiada en detalle en
los capitulos precedentes. Consideremos la matriz fundamental ®(t) satisfaciendo ®(0) = I, y se
tiene que ®(t + 1) = ®(t)C, con C € GL(n,R). Sit =0, la matriz C = ®(T') es llamada matriz
de monodromia. Los autovalores de ®(T) son los multiplicadores de Floquet, u(T) y si u(T) = e

se tiene que los coeficientes A son los exponentes de Floquet de ®(T).

Por otro lado, la definicion de la matriz fundamental implica que la solucion general para la

perturbacion estd dada por
v(t) = ®(t)vg, wvo € R™. (111.34)

La drbita periddica serd locdlmente Lyapunov estable si, para t — oo la perturbacion |v(t)| — 0;
es decir, el flujo del sistema vuelve, después un tiempo transitorio, sobre el ciclo limite.

Re\)T

A partir del médulo de los multiplicadores de Floquet |pu(T)| = e , podemos hacer una clasifi-

cacion de los tipos de soluciones periddicas en funcion de su estabilidad:
e CENTRO: Todos los multiplicadores tienen modulo igual a uno.

La perturbacion ni ateniia ni aumenta. Siendo la perturbacion de pequena amplitud, la solucion,

representado en el espacio de fases, se mantiene entorno al ciclo limite no perturbado.

e NODO — ESTABLE: Todos los multiplicadores tienen una magnitud menor que uno o uno.
La perturbacion se atenta y cuando t — oo el flujo del sistema se aproxima al ciclo limite. La

solucion periodica es estable y fisicamente observable.

e NODO—-INESTABLE: Todos los multiplicadores tienen una magnitud mayor que uno o uno.
La perturbacion se aumenta para t — oo y la solucion del sistema se aleja del ciclo limite. La

solucion periodica es inestable y fisicamente inobservable.

o SILLA: Algunos multiplicadores tienen una magnitud mayor que uno y otros menor que uno.

La perturbacion se aumenta tanto para t — oo como para t — —oo. La solucion es inestable y
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II1.6. ESTABILIDAD LOCAL DE ORBITAS PERIODICAS

fisicamente inobservable.

I11.6.2. Aplicacién de Retorno (Poincaré)

Consideremos el flujo p(x,t) definido por la ecuacion diferencial & = f(x), x € R", y suponemos
que existe una orbita periddica I'. Entonces podemos definir un corte transversal local 3 C R™ de
dimension n — 1 que es transversal al flujo y que consecuentemente interseca I' en un unico punto

z. Ahora para algin conjunto abierto U C X tal que z € U definimos la aplicacion:

R:U—X

x — p(z,7(x)) (I11.35)

donde o(x,7(x)) € ¥ y p(x,t) no estd en X para 0 < t < 7(x). Note que si el periodo de I' es T
entonces 7(z) = T y que la estabilidad de la érbita periddica es reflejado en la estabilidad de z,
que es un punto fijo para la aplicacion R. La aplicacion R es llamado una Aplicacion de Retorno
(Poincaré), y en una vecindad de un punto sobre una orbita periddica aislada es siempre posible

construir una aplicacion que es suave y semejante al flujo original.

Ejemplo IT1.20. Consideremos el sistema no lineal
i=2—1—z(@ +y)

y=z+y—y@®+y°)

o en coordenadas polares

F=r(1—7%), =1

Escogemos ¥ = {(r,0)/r > 0,0 = 0}. Resolviendo la ecuacion diferencial obtenemos las soluciones:

[NIES

r(t) = {1 + (% - 1) e—ﬂ : , 0t =6y +t,

7o

ahora, si escogemos la condicion inicial (rg,00) = (x,0) en X podemos ver inmediatamente que
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7(x) = 27 para todo x > 0 y luego

R(z) = [1 + (% — 1) e“”] E

Tenemos el punto fijo, v = R(x), cuando x = 1; asi el punto (r,0) = (1,0) estd sobre una drbita

o= )] (55

Evaluando esto cuando x = 1, tenemos que DR(1) = e™*™ < 1, luego la érbita periddica es

periodica del flujo, y

Lyapunov estable.

Esto podria, ser deducido directamente de las soluciones; el importante aspecto de esta seccion es

que la orbita periodica puede ser estudiada en general.

Para orbitas periodicas en dimension dos existe una manera mucho mds simple de estudiar los
multiplicadores de Floquet. Bdsicamente, la idea es para usar la divergencia del campo vectorial f

cerca de la orbita periddica.

Suponemos que la orbita periddica es u(t); es decir, u(t) = u(t +T) para todo t € R. Entonces la

matriz periddica, A(t) en la ecuacion I11.33, es

A(t) = Df(u(t)). (I11.36)

Como u es una solucion de la ecuacion diferencial, tenemos

i = f(u): (111.37)

deriwando II1.37 con respecto a t, obtenemos

d

= Zf(u(t)) = Df(u)i = A(t)i.

ii

Asi u satisface la ecuacion diferencial de la pequenia perturbacion, I11.33, y como u es periddica,
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se tiene que Uu(t) = u(t +T). Pero, usando II1.534, esto implica que
w(T) = u(0) = &(T)u(0) (TI1.38)

y asi un multiplicador de Floquet del problema necesariamente es igual a uno. Este resultado es
cierto en dimension arbitraria, pero mosotros consideramos el caso de la ecuacion diferencial en

el plano.

Sea ®(t) la matriz fundamental satisfaciendo ®(0) = I,. Entonces los multiplicadores de Floquet
son los autovalores de ®(T'). Pero como el producto de los autovalores es el determinante de la
matriz y ademds como ya se ha establecido que uno de los multiplicadores es igual a uno. De ahi,

obtenemos que el otro multiplicador, p esta dado por,
= det ®(7T) (I11.39)

y, es claro, que p es el multiplicador de Floquet que, en general, es dificil de calcular. Esta manera,
no simplifica para nada el problema, pero podriamos estudiar y ver esto dado que la evolucion de

det ®(t), con respecto al tiempo, es particularmente simple.

Primeros notemos que como ® = A®, luego podemos escribir en la usual notacion

iy = APy + Apdyy,  y (I1.40)

det (I)(t) = (I)H(I)QQ — @12(1)21. (11141)
Deriwando I11.41 y usando I11.40 obtenemos

d
o det (t) = (A11 P11 + A12Po1)Pog + Dy (A1 Pro + A Poo)

— (A1 P12 + A1aPo2) Doy — P1o(Aa Pry + Aoy ). (I11.42)
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Consecuentemente, obtenemos

% det (I)(t) = (AH + Agg) det (I)(t)

Pero, como A(t) = Df(u(t)), entonces tenemos

0
Ay + Agp = 8—£1<u<t>) +
1

ofs

G (ul0) = div f (u(1) (I11.43)

luego, se obtiene

d :
. det ®(t) = divf(u(t)) det d(t).

Integrando esta ltima ecuacion escalar, con la condicion inicial det ®(0) = 1, obtenemos

det ®(t) = exp ( /O ) f(u(T))dT) ,

y ast, finalmente, obtenemos

jt = exp ( /O R f(u(f»df) (I11.44)

y para que it < 1, la condicion para la estabilidad de la orbita, es que

/ i Fu(r))dr < 0. (I11.45)

Afortunadamente, en muchas situaciones esto es fdcil de calcular.
Ejemplo II1.21. Con el ejemplo 111.20 de esta seccion tenemos,

divf = %%(r[r(l — ) =2 — 47,

y sobre la orbita periddica r = 1, tenemos que divf = —2. Finalmente, con T = 271, se obtiene

que p1 = exp(—4m) < 1. Asi, la drbita periddica es una drbita Lyapunov estable.
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Ejemplo II1.22. Considere el oscilador no lineal,
Z+ h(x)i + g(z) = 0.
En coordenadas de Liénard con H(z) = [ h(£)dE, la ecuacion diferencial se convierte en

0

y como divf(z,y) = —h(x). De ahi, si p(xo,t) es la drbita periddica para el sistema con periodo

T > 0, entonces la orbita periddica es Lyapunov estable si, y solo st,

/T h(¢(xg,t))dt > 0.

U.M.S.A. F.C.P.N.



CAPITULO IV

Conclusiones y recomendaciones

Una de las caracteristicas del trabajo en su transversalidad a varias ramas de la matemdtica,
como ser la teoria de las Ecuaciones Diferenciales, Sistemas Dindmicos, Sistemas de Control.
Este trabajo ademas de ser una incursion en una rama relativamente moderna la matemdatica,
como es la Teoria de los Sistemas Dindmicos, constituye un ejemplo de la interrelacion de los

elementos de la Matemdtica, un fenomeno muy propio de los ultimos tiempos.

Desde un principio, el objetivo central fue estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecuaciones

diferenciales de la forma

¥ =A(t)z, ze€R"

cuando A : R — gl(n,R) es una aplicacion continua y periddica; razon por lo cual pasamos por
muchos topicos que eran preponderantes para el estudio de la ecuacion diferencial periédica. Cada
capitulo nos deja una ensenanza en particular; por ejemplo, citemos el capitulo uno, nosotros
vimos gracias al estudio de los sistemas lineales autonomos como estudiar el capitulo 11 lo cual
nos ayudo a comprender como se llego a deducir el Teorema de Floquet, y por ende el estudio de

la Teoria de Floquet.

Uno de los capitulos mas fructferos fue el capitulo III , ya que en este capitulo se desarrolla el
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resultado central en la teoria de estabilidad para las ecuaciones diferenciales periodicas.

Afirmamos que en este trabajo se lograron las metas que nos propusimos desde el principio, se
abarco gran parte del tema y sus aplicaciones; por lo tanto se vio con alegria el resultado de todos
los problemas que servirdan para investigaciones futuras y aplicaciones de los conocimientos recién
adquiridos, ya que en verdad algunos problemas fuerdon muy complicados de realizar, logramos todo

lo que nos propusimos y llegando a un final plenamente satisfactorio.

Por otra parte, si consideramos la aplicacion matricial A : R — gl(n,R), continua y acotada,
no necesariamente periodica. En este caso, el estudio de la estabilidad de las soluciones de las

ecuaciones diferenciales de la forma
z =Alt)z, zeWRg (IV.1)

lo realizamos estudiando los indices de crecimiento exponencial de las soluciones de ' = A(t)x.

Sea @(t,x) una solucion de IV.1 satisfaciendo ¢(0,x) = x para cada x € R".

Definimos la exponente de Lyapunov, para x € R", como

1
A(z) = limsup = log |o(t,z)|, =€ R™ (IV.2)

t—oo t

La aplicacion matricial A(-) tiene una base normal; es decir, un sistema fundamental

90('7x1)7 peoy ¥ (P(,l’n)

de soluciones con limite \; = \(x;) para todo i, tal que cualquier solucion ¢(-,y) = > i a;p(-, ;)
tiene como su exponente de Lyapunov \(y) exactamente uno de los A\;s. Por tanto sdlo existen n
posibles exponentes de Lyapunov; y definimos el espectro de Lyapunov de la aplicacion matricial

A(+) como:

Y, (A) = {\i/\i es una exponente de Lyapunov de una solucion ¢(-,y) de ' = A(t)r}, para todo

1=1,...,n.

En particular, si A(t) = A € gl(n,R) el espectro de Lyapunov se reduce a la parte real de los
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autovalores de la matriz constante A; si A(t) es periddica, entonces el espectro de Lyapunov se

reduce al espectro de Floquet, es decir ¥y, (A) = Xpi(A).

Los resultados centrales respecto al estudio de la estabilidad exponencial de las soluciones para los
casos de coeficientes constantes y coeficientes periodicos, respectivamente, pueden ser generalizados

a través del estudio del espectro de Lyapunov, para el caso que consideramos.

U.M.S.A. F.C.P.N.



APENDICE A

Forma Canonica de Jordan

A.1. Teorema de la Descomposicion de Jordan

Para resolver el caso general de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias x' = Az, con
A € gl(n,R), necesitamos la descomposicion de la matriz en forma canénica dada por el teorema

de la Descomposicion de Jordan.

Si consideremos el cambio de coordenadas ¥ = Py donde P € GL(n,R). Entonces, ' = Ax,
implica que y = P72’ = P7'Ax = P 'APy = Ay, donde A = P7'AP vy el valor inicial
z(0) = z¢ es transformado en y(0) = P~'zy = yo. En estas nuevas coordenadas la solucidn es

y(t) = eMyo, y en las coordenadas iniciales tenemos
z(t) = Py(t) = Pe'yy = P P~ 'x,.

Esto implica que, et = Pe»P~1. El objetivo de esta seccion es que la eleccion de P implique que

A

el cdlculo de e sea sencillo, y asi obtener e con el menor esfuerzo posible.

Si suponemos que la matriz A tiene n autovalores reales distintos, A1, ..., \,, con autovectores
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asociados e;, esto es Ae; = \ie;, 1 < i < n. Sea P =ley,...,e,|, la matriz con los autovectores de

A como columnas.

FEs claro, por la forma de la eleccion de la matriz P, que P € Gl(n,R) y

AP = [A61, ey A6n] = [)\161, ceey )\nen]
= le1,...,exldiag( A, ..., \y) = Pdiag(A, ..., \n), (A.1)

y luego si A = diag(\i, ..., \,) tenemos A = P=YAP. Luego, por ejemplo 1.2, tenemos

et = jP@IP~! = Pdiag(Si I, )P L.

Podemos extender estas ideas y considerar la forma candnica sobre los niumeros complejos, en
el caso donde ezista una base de autovectores complejos, vy, ..., v,. Poniendo P = [vy,...,v,],

tenemos AP = PA, donde A = diag(\y, ..., \,). Asi, P7*AP = A es una matriz diagonal.

Si un autovalor \; = a; + ib; es complejo, entonces su autovector propio correspondiente: v; =
uj +iwj, debe ser también complejo. Si A es real, el conjugado complejo \; = a; — ib; es también

autovalor y tiene autovector correspondiente: v; = uj — tw;. Como
Av; = A(u; +iw;) = (au; — bjw;) + i(bju; + a;w;),
wgualando las partes real e imaginaria se tiene
AUj = a;U; — bjwj, Yy ij = bjuj + a;Wj.

Usando los vectores Rev; = u; y I'mv; = w; como parte de una base, produce una matriz sub

bloque, en términos de esta base, de la forma

a; b;
i Y
Dj -
—bj aj
Asi, si A tiene una base de autovectores complejos, entonces existe una base real {z1,...,2z,}, en
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términos del cual A ~ diag(Jy, ..., J,), donde cada uno de los bloques J; es, un bloqgue 1 x 1 con

entradas reales A\, o bién, J; es de la forma D;, dado arriba.

Teorema A.1. Sea A € gl(n,R) con k autovalores reales distintos M1, ..., A, ym = 3(n—k) pares
de autovalores complejos conjugados distintos ay£iby, . .., ay, £iby,. Entonces existe P € GL(n,R)
tal que

P_IAP = diag()\l, ey )\k, Dl, e oy Dm);

b.
donde los D;, 1 < j < m, son bloques de 2 x 2, D; = 7
bj a;
Ademds, et = PetAP~1 y
6tA 3 diag(eAlta 76)\kta tD17 ) etDm)7

donde,

- cosb;jt  sinb;t

sy |y

<=5 TRORN 60 (Y

Demostracion. Sean (e;), 1 < i < k, los autovectores reales asociados a los autovalores reales \; y
(zj), 1 <j < m, los autovectores (complejos) asociados a los autovalores a;+ib;. Si P es la matriz
en donde las primeras k columnas son los autovectores ey, ..., e, v las restantes n — k columnas

son las partes reales e imaginarias de los autovectores z;, esto es

P=le,...,ex, Rezy, Imzy, ..., Rezy, Imzy,).

Como los autovalores son distintos, entonces los autovectores son linealmente independientes, y
luego P € GL(n,R) y por el andlisis ya hecho anteriormente, se tiene AP = PA. El resto del

teorema es inmediato. ]

Ahora, estudiamos el caso de autovalores repetidos, donde los autovectores no generan a todo el
espacio. Si la matriz A tiene polinomio caracteristico Pa(\), entonces Pa(A)v = 0 para todo vector

v. (Este es llamado el Teorema de Cayley-Hamilton). En particular, si Ay, ..., \g, Son autovalores
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distintos con multiplicidades mq, ..., my,, respectivamente, entonces

E, = {’U c (Cn/(A — )\kf)mk’u = 0}

es un espacio vectorial de dimension my. Los vectores en Ej son llamados autovectores generali-
zados. Ahora, fijando un autovalor X = X\, suponer que existe un bloque de Jordan. Esto significa
que existen vectores vy, ...,y tal que (A —X)v; =0 y (A — X)v; = vj_1 para 2 < j < m. En

términos de esta base (parcial), la (sub) matriz de m x m tiene la forma

el RO 0 0
I il o+
i 408 () i
000 - 07 B

Esto da lugar a la Forma Candnica de Jordan sobre los niumeros complejos.

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado central de esta seccion, la cual es herra-
mienta fundamental para el estudio cualitativo de las soluciones de la ecuacion diferencial ¥’ = Ax,

xz € R".

Teorema A.2 (Forma Canénica de Jordan Compleja). Si A € gl(n,R), entonces existe una
matriz no singular P tal que J = P"'AP donde J = diag(Jy, ..., J,). Ademds, cada bloque J; de
tamano r; X r;, es de la forma

Ji=NI+N;, 1<i<gq,

donde \; es autovalor de A y N; es matriz nilpotente de orden r;, esto es N" = 0.

El bloque J; de r; x r; tiene la forma

Ji = Aily, + N,

y por el ejemplo 1.3, en particular, se tiene NY =0, para p > r;. Dado que t\;I,, conmuta con tN;

U.M.S.A. F.C.P.N.
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entonces
6Jit — eAitI"i 6Nit — 6)‘it6Nit.
Pero
2
1t 5
01 ¢
t2 ri—1
Nt =1, +tN;+ N2 +---+ —N! =
0 0 O
0 0 0

Esto lo resumimos en el siguiente teorema.

tri—2
(ri—2)!

{ri—3
(ri—3)!

Teorema A.3. Sea A € gl(n,R) tal que A = QJQ™', donde J = diag(Jy, ..

candnica de Jordan para A, con J; de r; X vy, J; = (N;) sir; =1,

oy 0

U=l 0
=

[} =0 3 y

U8 50 0

st r; > 1. Entonces

eAt — Qe‘]tQ_l, 6Jt 3 diag(e"lt

Y
Lt t2_2' (Zi:;)!
01 t - 5
eJZ-t _ e>"it .
00 0 1
00 0 0

Estamos interesados ahora en revisar la forma candnica de

RN

tri—1
(ri—1)!

tri—2
(ri—2)!

Jordan

repetidos. Como motivacion revisamos primero los posibles casos

th)

tri—l
ri—2
(ri—2)!

. Jg) es la forma

real en el caso de autovalores

para ecuaciones diferenciales

U.M.S.A.
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lineales en R? y R3, respectivamente.

Consideremos primero el caso en que A € gl(2,R) tiene autovalor real A repetido, asi el polinomio
caracteristico de A es Po(\) = (x — \)?. Como A satisface la ecuacion caracteristica, esto implica
que

(A= AD%v =0

para todo x € R2. Ahora, o (A — X)v = 0 para todo v € R?, o existe ey tal que (A — N )ey # 0
y es # 0. En el primer caso A = diag(\, \) para cada eleccion de vectores bdsicos ey y es,

como Av = \v para cada v € R%. En el sequndo caso definimos e, = (A — M )ey. Tenemos

(A= MX)%ey =0=(A— ey y luego Ae; = Xey, ademds Aes = e1 + \ey. De ahi

Al
0 A

A[ﬁ’l, 62] = [)\61, €1 + )\62] = [61, 62]

En otras palabras, si A es un autovalor doble de A tenemos que existe un cambio de coordenadas

tal que la matriz A es similar a alguno de los dos casos

N A
et

0 A 0 A

El caso de tres autovalores reales repetidos en R?® es similar, pero existen ahora tres casos posibles
a analizar. Primero note que el polinomio caracteristico es Py(\) = (x — \)3 y asi (A= X)3v =0

para todo v € R3. Los tres casos que debemos analizar son
(1) existe e3 # 0 tal que (A — X )?e3 # 0;
(2) (A — XI)*>v =0 para cada v € R3, pero existe e3 # 0 tal que (A — Xl )eg # 0; y

(3) (A — X )v =0 para todo v € R?.

U.M.S.A. F.C.P.N.
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FEstos tres casos llevan (respectivamente) a las formas candnicas

A1 0 A1 0 A0 0
0 X 11, 0O XN O, ¥ 0 A0
0 0 A 0 0 A 0 0 A

El ltimo de estas tres posibilidades es el mds sencillo como la diagonal en el caso de R? y no nos

detendremos a analizar esto. En el caso (1) definimos

€1 = (A = )\1)263, U NEY = (A — )\1)63.

Claramente Aey = ey y Aeg = Aeg + es (por la definicion de e3). Ademds, la definicion de e;
implica que ey = (A— X )ey y asi Aes = Aeg+e;1. Con estas tres relaciones considerando la matriz

le1, €2, €3] tenemos

Aley, ea, e3] = [Aeq, e1 + Aeg, €2 + Aes)

M 0
= [617 €2, 63] 0 A1l ) (AQ)
0 0 A

El segundo caso es el mds dificultoso de establecer. Nosotros tenemos que (A — X )?*v = 0 para
cada v € R3, y que existe ey # 0 tal que (A — X)ey # 0. Como en el caso de dimensién dos
definimos e; = (A — X )ey, luego Aey = Aey y Aes = Xes + e1. Podemos escoger otro vector vs que
es independiente de e, y ey que también satisface Aes = ez (dado que dimNuc(A — X\I)* = 2).

La matriz P = |ey, es, e3] € GL(3,R) produce la forma candnica esperada.

En el caso autovectores complejos repetidos de manera similar obtenemos la forma candnica

a b 1 0
—b a 0 1
0 0 a b
0 0 =b a

U.M.S.A. F.C.P.N.
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En general, si usamos las partes real e imaginaria de los autovectores, de los autovalores complejos,
para formar una base de vectores reales, obtenemos la Forma Cancnica de Jordan Real para A,

J = diag(By, ..., B,) donde B; es uno de los siguientes cuatro tipos:

1. B; = (\g) para algin autovalor real Ay,

2.
A1 0O - 0 0
Qepamel - 0 0
Bj —
WA (0, Al
0. 0 ges 0 A
para algin autovalor real A = A,
e73 k , . . p
3. B; = Dy, donde Dy, = , para algun autovalor complejo A\, = oy + 10k, 0
—Be
4.
i (] 0 0
U, Ty 0 0
Bj -
0O 0 0 -+ D I,
0O 0 0 --- 0 Dy

donde Dy, es como fue dado arriba para algun autovalor complejo Ay = ag + 10k e, Iz es la matriz

identidad de 2 x 2.
Esto lo resumimos en el siguiente teorema.

Teorema A.4 (Forma Canodnica de Jordan Real). Si A € gl(n,R), entonces A es linealmente

conjugada a la matriz real

J = diag(By, Bs, ..., B,) € gl(n,R),

donde cada B; es un blogue de alguna de las cuatro formas dadas arriba. La matriz J es inica,

salvo el orden de los bloques en la diagonal.

U.M.S.A. F.C.P.N.



APENDICE B

Normas Adaptadas a Matrices

B.1. Normas y productos Adaptados a Matrices

En esta seccion final presentamos la prueba de algunos lemas técnicos que utilizamos en la teoria
de estabilidad en los capitulos precedentes. Para probar estos lemas partimos del conocimiento de
la descomposicion de una matriz en su forma canonica de Jordan real, presentada anteriormente.
El primer resultado que estudiamos fue utilizado en la caracterizacion de flujos lineales atractores

(Teorema 1.14).

Lema B.1. Sean A € gl(n,R) y 5 € R. Si la parte real de cada autovalor de A es menor que 3,

entonces existe C' > 1 tal que

le ]| < Ce™,

para cada t > 0.

Demostracion. Inicialmente observamos que el lema es independiente de la norma escogida en
gl(n,R); de hecho, si el lema es verdadero para una norma [-]; de gl(n,R) y [-]2 es otra norma en

gl(n,R) entonces, por la equivalencia de todas las normas en gl(n,R), obtenemos a > 0 tal que
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[B]2 < a[B]; para todo B € gl(n,R), de modo que
[etA]Q S a[etA]l S CLC@Bt S Cgeﬁt,

para cada t > 0, con Cy = 1 4 aC, es decir, el cambio de normas en gl(n,R) sélo afecta a la

constante C.

Anélogamente, observamos que el lema es independiente de la matriz en la clase de semejanza de
A; de hecho, si el lema vale para Ay B € gl(n,R) es similar a A, entonces B = Q1 AQ para
algin @ € GL(n,R), de modo que

le?ll = Q7" e Qll < IRl [lllQll < Cre™,

para cada t > 0, con C1 = [Q7Y[|QIIC = C, ya que 1 = [[I] = [Q7'QIl < Q7 IQ], es decir,

cambio dentro de la clase de conjugacién de A también sélo afecta a la constante C'.

Estas observaciones muestran que basta probar el lema para A = J € gl(n,R) en la forma candnica

de Jordan y con la norma
1Cloe = lleij)lloe = méx{ley;|/1 < i,j < n}

de gl(n,R). Mds por .15 (ver p. 8), para cualquier ¢ > 0 tenemos que ¢/ = C(t) = (¢;;(t)) con

s
tat

|cij(t)| < S

para algiun autovalor A =a+ib de Ay algin 0 < s <k —1.

Sea, ahora, 7 < 3 tal que la parte real de cada autovalor de A es menor que 7. Si 0 <t <1, se

tiene que |c;;(t)] < e < ety sit > 1, tenemos que

|C (t)| < tsert < tseTt < tk_l 6ﬁt < k'
R “ et T (B—T)k 7

donde la tltima desigualdad se sigue de que o*t*=! < kle®, para cualesquiera k > 1, ¢t > 1, ,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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a > 0. En efecto, recordemos que Y ;7 | (at)F = e, entonces se tiene

aktk—l aktk
kK = k!

< eat

Finalmente, para obtener la afirmacién del lema, basta tomar C' = max{1, k!/(3 — 7)}. O

Para los demdas resultados es conveniente introducir la siguiente notacion que unifica los casos de

la forma canonica de Jordan real. Dados A\, a,b,c € R yl € N, escribimos

™ e 0 0
B ¢ -~ 0%
JO =l o o SR R), v

0 0 0 - ARG

070" -~ gu

UL el () 0 0

o N 0 0

=+ i i i | egl(2R),

OVEREE 0 =y -/

0 G,

donde, en el sequndo caso, como antes, 0,1, J,p € gl(2,R) estan dadas por

00 1 0 a b
0= s I= 5 Ja,b =
0 0 0 1 b a

Por la notacion introducida en el Teorema de la Descomposicion de Jordan real, tenemos que

diag(\, ..., \) = JY), 1) = Ji(1), diag(Jup, -, Jap) = ngb(l), Y Jap(l) = Jib(l).

Lema B.2. 5i A € gl(n,R), entonces A es linealmente conjugada a una matriz real
J =diag(Jy,...,J.) € gl(n,R),

donde cada J; es una matriz de uno de los cuatro tipos JY(1), J5(1), J2,(1), y J¢,(1), para ciertos

U.M.S.A. F.C.P.N.
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I, \,;a yb.

Demostracion. Por el teorema de la Descomposicién de Jordan real, basta mostrar que las matrices

J)\(l), y Ja,b(l)

son conjugadas de las matrices

S,y Jap(d),

para cualquier € > 0, A\,a,b € R y I € N, respectivamente. Veamos el caso de autovalor real.
Fijamos A € Ry [l € N y denotando J; = Jy(1), tenemos Jie; = Ae; +e;_1 para 2 < i < [y
Jier = Xeq, donde los e; son los vectores de la base canénica de R. Tomando «; # 0 y escribiendo

v; = qge; para 1 < i <[, obtenemos

Jl’Ui = Jlaiei = Oéi)\€i + o;ei1

a.
= e + ——a; 161
Q1
a.
= )\Ui aF —ZUZ'_l, (Bl)
Qi1
si 2 <4 <[y también Jiv; = Jiaieg = Aage; = Avg. Asi es claro que queremos aajl = € para
2 <4 <, pues de esto obtenemos que la matriz J; = J} (1) en la base {vy,..., v} es precisamente
J5 (1) y por tanto ambas matrices son conjugadas. Ahora, basta tomar
@yl a1 1
=1 o UGS STVOEEE —— = —,..., ¥
€ € € €
1
Al—j+1 = g1
para 2 < i < [. Andlogamente, si J; = J¢,(I) € gl(2[,R), entonces construimos la base
1 1 1 1
B = {61, €2, 263, g€4, cey El——162l—1’ F@gl},

y obtenemos [Ji]g = J;,(1), es decir, la matriz de J; en la base B es precisamente .J; (1) y por

tanto ambas matrices son conjugadas. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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Lema B.3. Sea A € gl(k,R) una matriz cualesquiera y suponga que cada autovalor u de A

satisface || < 7. Entonces existe una base B de R* tal que la norma asociada a B satisface
|Az|g < T|z|5,

para cada x € R¥. En particular, usando la norma asociada a B para definir la norma || - || del

operador en R¥, se cumple

Bt S,
Demostracion. Notemos, primeramente, que
(ax + by)* + (—bz + ay)? = a’2* + a®y® + b*2® + b*y* = (a® + V) (2° + ¢°)

es cierta para cualesquiera a, b, x,y € R, de modo que, en la norma euclidiana (asociada a la base

canonica), tenemos

T x ar + by _
|[Jap(@,y)| = = = la+bf|(z,y)|
—-b a y —bx + ay
Por otro lado, es evidente que |Az| = |A||z|, y por tanto no es dificil constatar que

[RXDz] = All2], v

[ Tos (@, y)] = la+bl|(z,)].

son validas para cualesquiera x,y € R!. Ahora fijamos r € Ny \;, a;+ib; tales que |\;|, |a;+ib;| < T
para 1 < j < r y escribimos J(t) = diag(Ji(¢t),...,J.(t)) € gl(k,R), donde cada una de las
matrices cuadradas Jy(t), ..., J.(t) es alguno de los cuatro tipos J3(1), J5(1), J3,(1) o J. (1), para

ciertos [ € N. Por lo que vimos arriba, podemos deducir que
|[J(0)x] < max{[X;], |a; + ibs|}|2|,

esto es, ||J(0)|| < max{|\;|,|a;+ib;|}. Como t — || J(¢)|| es una funcién real continuay ||J(0)| < 7,

U.M.S.A. F.C.P.N.
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existe ¢y > 0 tal que ||J(e)|| < 7 para cada 0 < € < ¢. Observe que ¢, es determinado solamente

por los nimeros \; y a; + ib;.

Sea, ahora, A € gl(k,R) y 7 tales que |u| < 7 para cada autovalor de A y tomemos ¢ > 0
determinado por los autovalores de A, como ya vimos. Por el lema B.2, existe una base B de R*
tal que J(€) es la matriz de A en la base B, es decir, dado » € R¥, las coordenadas de Az en la
base B son las coordenadas canonicas del vector columna obtenido por la multiplicaciéon de J(e)

por el vector columna [z]z de las coordenadas de x en la base B. Asi,
|Az|g = |J(€)[z]s] < 7[z]s] = 7[2]s,

para cada € R*, demostrando el lema. O

B.2. Logaritmo y Exponencial de Matrices

Motivados por la serie infinita cldsica

. -

PN 7y A
og(l+z)==x 2+3 4+ ,

vdlida para todo x € R con |x| < 1, definimos el Logaritmo de la matriz I + A, con ||A|| < 1, por

A2 A3 A4 - i-i-l1 7
log(I+A)—A—7+?—I+...—;(—1) ~A (B.2)

Proposicién B.4. Para cada A € gl(n,C) con ||A|| < 1, la serie B.2 converge.

Demostracion. Afirmamos que la serie B.2 es absolutamente convergente. En efecto,

o

D

i=1

[e.e]

=S A< Y Al < YAl
i=1 =1

1=1

(_1)i+1lAi
1

y por comparacién con la serie geométrica, para || A|| < 1, tenemos que la serie B.2 es absolutamente

convergente. Como gl(n,C) es un espacio de Banach, entonces la serie B.2 converge para cada

U.M.S.A. F.C.P.N.
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A € gl(n,C) con || Al < 1. O

La propiedad fundamental del logaritmo de una matriz es la misma que la del logaritmo ordinario,

es decir, es la inversa de la funcion exponencial.

Proposicién B.5. En el espacio gl(n,C). Sea U una vecindad de I en donde log estd definida y
sea V' una vecindad de 0 tal que exp(V) C U. Entonces

(1) para X € U, 8% = X ;

(2) para A €V, loget = A,

A

Demostracion. Mostremos (2) primero. Note que, para A € V tenemos e € U, luego loge”

estd definida (es decir, la serie converge). Por otro lado, como

. 2 48
e :I+A—|—§+§—|—...
entonces,
A2 A3 1 A2 A3 1 A2 A3
A _ ™y S Z o4
loge —(A+§+§—|—...> 2<A+2!+3!+...)+3(A+ o +3!+...)+...
A2 A2 A3 A
+(2! 2)*(3! 2+3)+ (B:3)

(1) Es similar, teniendo en cuenta que,

1

log X = (X —1) 5

(X—I)2+%(X—I)3—...

elogX:I+{(X—I)—%(X—IYJF..}+%[(X—I)—%(X—I)%..TJF...

X — B(X—I)Z — %(X—I)Z] + E(X—I)?’— %(X—])?’Jr%(X—I)?’} +...
X.

(B.4)

Estos célculos estan justificados ya que la serie de la exponencial y logaritmo de matrices es

U.M.S.A. F.C.P.N.
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absolutamente convergente. O

Proposicién B.6. Si AB = BA, ylog A, log B y log(AB) estdn bien definidas, entonces
log(AB) = log A + log B.

Demostracién. Suponemos que logA = X y logB = Y, es decir, e¥ = Ay e¥ = B por la

proposiciéon anterior. Notemos que XY = Y X. En efecto,
1 2 1 3
X =log[l+(A-1I)] = (A—[)—§(A—]) +§(A—]) — .,

Y = logll + (B~ 1I)] = (B —I) (B—I)2+%(B—I)3—...,

1
9
y las series conmutan ya que A y B lo hacen. Luego usando propiedades conocidas de la exponencial

de matrices, tenemos

AB =eXeX =X s

Esto es equivalente, por la proposicién anterior, a
log(AB) = X +Y =log A + log B.

Esto concluye la prueba de la proposicion. O

Proposicion B.7. Como la serie B.2 es absolutamente convergente, entonces

%log([ + At) = A(I + At)™h

Demostracion. Notemos, primeramente, que

1 1 1
log(I + At) = At — 5A2t2 + §A3t3 — 1A‘*t‘* + ...

U.M.S.A. F.C.P.N.
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De donde,

d
—log(I + At) = A — A% + A% — AY% — ..

dt
= A[l — At + A% — A% + ). (B.5)
Por otro lado, observemos que
(I+A)[I—At+ A% — A3+ | = T+ At — At — A2+ A2+ A33 — 33— AW+ A+ =1,
es decir,
[I — AFSgA% — A% + W] BT + At~ (B.6)
Sustituyendo B.6 en B.5, obtenemos la afirmaciéon de la proposicion. O

U.M.S.A. F.C.P.N.
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