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ANEXO 1

EL EQUILIBRIO EN EL ANALISIS DEL INGRESO NACIONAL

Aunque en el estudio del andlisis estético, visto en el Capitulo II, el modelo de
mercado de varios tipos (lineales y no hneales, de un articulo o de muchos,
especificos y generales) tiene aplicacion también en otros campos de la economia.

Vrg. el conocido modelo Keynesiano del Ingreso Nacional.

Y=C+Io+Go (1)

C=a+bY @)

Donde Y y C representan las vartables endégenas del ingreso nacional y gastos de
consumo, respectivamente, ¢ o y Go representan las inversiones y gastos en las que
incurre el gobiemo, determinados exdgenamente. La primera ecuacién es una
condicion de equilibrio (Ingreso Nacional = Gasto Total). La segunda, que es la
funcién consumo, es de comportamiento.

Esta muy claro que estas dos ecuaciones con dos varables enddgenas o son
funcionalmente dependientes ni reciprocamente incompatibles. Asi podemos hallar
los valores de equilibrio de ingreso y gastos de consumo, Y’ y C°, en términos de los

datos dados:

“a” y “b” son parametros dados.

Io v Go son las variables exdgenas.

Al sustituir la segunda ecuacion en la primera, reduciremos a una Uinica ecuacion en

una variable, Y:

Y=a+bY +Io+Go
{(l1-b)Y=a+Io+ Go



Y asi, el valor de solucién de Y (Ingreso Nacional de Equilibrio) es:

yro 9t To+Go &)

1-b
Se advierte que esto se expresa enteramente en términos de los parametros y
variables exdgenas que esta en los datos del modelo.
Si ponemos (*) en la ecuacién (2), entonces obtendremos el nivel de equilibrio de

gastos de consumo, de la siguiente manera:

C:a+bF=a+b[ .

1-b 1-b 9

1-5

Tanto Y’ como C’ tienen la expresion (1-b) en el denominador; lo que hace necesaria
la restriccion b # 1. Ademds, b representa la Propensién Marginal a Consumir, que
por io general es upa fraccion positiva (0<b<1), esta restriccion queda
automaticamente satisfecha. Para que Y’ y C’ sean positivas, ademas, los
numeradores de (*) y (**) deben ser positivos.

Puesto que los gastos exogenas lo y Go son normalmente positivos, como lo es el
parimetro “a” (la inferseccion vertical de la funcién consumo —se dira, consumo
auténomo-), también correspondera el signo de las expresiones del numerador.

Como prueba de nuestros cilculos podemos sumar la expresion C* en “aflo+Goj” y
comprobar si la suma es igual a la expresion Y' en (*). Si asi fuere, C' y Y’
satisfarian la condicién de equilibrio y la solucién es valida, como se queria

demostrar.



ANEXO 2

“Curso De Fisica” Traduccion de 1a 8va. Ed. Inglesa. Editorial LABOR 1939, W, Waison,

i. P S:

La palanca es una barra rigida que puede girar alrededor de un punto
fijo o eje, cuando se le aplica una fuerza para vencer la resistencia.
Es usada para vencer la mayor resistencia con el esfuerzo aplicado.
Las palancas se clasifican en 12,22 y 32 clase, esto se hace segun la
ubicacion del punto de apoyo A(llamado fulcro), de la fuerza motora F
y de la resistencia. Haremos también una distincion de la “palanca
matematica” {(en la que no se considera el peso de la palanca) vy la
“palanca fisica” (en la que si se considera el peso de la palanca).

Esta maquina es una aplicacion directa del principio de momentos
donde una de las fuerzas (la resistencia R) hace girar la palanca en
un sentido. Es decir, constituye un momento Rxrrespecto de A;
mientras que la otra fuerza (motriz F), en el sentido contrario, tiene
un momento de inercia determinado por Fxd (d y r son los brazos
respectivos).

La condicidn para que una palanca se mantenga en equilibrio es que
la suma de los momentos de fuerza motriz y de la resistencia sean
nulas.

Estoes: Xz, =0

O sea: ["'xd = Rxrlo cual representa la ley
de la palanca.

d — Su valor debe estar en Metros
+ —Su valor debe estar en Metros

"El producto de la fuerza por su brazo es igual al producto de la
resistencia por su brazo”

Palancas de Primerg clase:

Como dijimos al principio, son aquellas en la cuales su punto de
apoyo esta entre la resistencia vy la fuerza motriz.

El equilibrio se da porque la fuerza F da un momento positivo
M+ — /"< d que se anula con el momento negativo de la resistencia R
M- - Rxr. Al producirse esta estabilizacion de momentos, la
ecuacidén de equilibrio es la mencionada anteriormente. (Fxd — Rxr)



De esta ecuacion podemoes calcular el valor de F necesario para poder

- . . . . Rxr
equilibrar una, a traves de la siguiente: /' - j'
[
Con la ecuacion mostrada anterior- CARGA s L CONTRARESD fpotoncis)
mente para obtener ef valor de F se ] Preodrenmem g proose o

puede concluir que para obtener una
mayor economia de fuerza conviene
que ef brazo de la fuerza motora sea
grande y el de la resistencia pequefio.

BUNYS OE AP

Cuando el punto de apoyo esta en la mitad, la longitud entre el
punto medio v F, es igual a la longitud entre el punto medic v R, por
lo que para que se mantenga en equilibrioc las fuerzas deben ser
iguates.

CONTRAPESS (potencial Cuando el punto de
apoyo estd descentrado, se da
el caso en gue se necesita una
fuerza menor para poder
equilibrar la balanza, con esto
la ventaja mecanica es ahorro
de fuerza (contrapesc}. En la
siguiente figura se mMmuestra
que la distancia entre el apovyo
v F es el doble que la distancia
entre el apoyo vy R, por lo que
d = 2r, con esto si lo llevamos a la ecuacion obtenemos F=2R,
es decir necesitamos la mitad de la fuerza que ejerce la carga para
mantener en equilibrio ia palanca.

pesc de Uun mueble
CARGE {resistencia)

peso e S oe reonas

PUNTO BE AROYD

Ejemplo:

e Se tiene una palanca de 4m de largo en la que hay una carga de
20kg, que esta a 2,7m del eje. éCudl sera el valor de la fuerza
motora si esta fuerza se encuentra a 1.3 m del eje?. Ef peso de la
barra es despreciable.

Datos : - . .

Aplicamos ia formuia dicha anteriormente:
F=e _ 200N x2.7m _
o — 1.3 Fxd—Repr = F ”T_ J15.3846i0 340
R = 200N

¢ 2.7 m



Eiempio de palanca fisica de 13 clase. (Considerando ei pesoc de la
palanca).

Consideraremos la barra como un material grueso y uniforme, es
decir que su centro de gravedad ‘G’ esta en el centro de ella donde

actda su peso P= mg con un brazo

LY 1

v,
Habiamos quedado en que la
4 Resistencia producia un momento
""" negativo igual a Rfrrque era
— A ! equilibrado por el momento positivo
- J: de Fod, pero ahora le
F agregaremos el pesc de la patanca
T,,;‘;J i (P = mg), con lo queda la siguiente

expresion: Fod+mg<y— Rxr
En la figura se puede ver que el

2
peso esta a favor de la fuerza
Ejemplo:
« Para mover una piedra (Q) que hace una fuerza de 20kg(en la
barra hace una fuerza resistente de 200N} se usa una barra de 1.6
m de largo vy de 1 kg (osea hace una fuerza de 10N) de peso, como
se muestra en la figura. éDo6nde debe situarse el punto de apovyo si en
el extremo de la barra una persona hace una fuerza de 6kqg.?

Desarrclio:

r = x = el brazo de |la resistencia

v = 80 — x = el brazo del peso (va que G es el punto medio de la
barra)

d = 160 - x = el brazo de la fuerza

Ahora realizamos la ecuacién igualando los momentos positivos con
los negativos y queda:

60 * (160 - x) + 10 * (80 — x) = 200x

Resolviendo la ecuacion nos queda x = 38.5cm - 0.385 cm

Prare este @jercicio y para algunos de mas
adelante, se considerara lo siguiente:

Siun cuerpo pesa 10Kg, serd tomado como
una fuerza de 100N, ya qgue le
multipticaremos la aceleracion que
experimenta (g — 10m/752)

Ahora mostraremos unos ejemplos de palancas de primera clase.



carretilla para poder transportar una pesada carga con un pequefio
esfuerzo.

Palancas de Seqgunda _ciase:

En este tipo de palancas el punto de apoyo estad en un extremo
de ella, la potencia o fuerza motriz {(F} en el otro extremo y la
resistencia (R} en algdn punto intermedio. Si vemos el dibujo,
podemos llegar a las siguientes conclusiones:

M+ — /-, Ia resistencia R da un momento positivo.
M- - £-r, I8 fuerza motriz produce un momento nNnegativo.

Luego para que se quede en equilibrio tenemos que Frod — R - r.

Podemos ver como ia formula obtenida es exactamente la misma que
para una palanca de primer género. Asi si tenemos un brazo
suficientemente grande se puede vencer una resistencia grande
aplicando una potencia pequeia.

Erempio:

« Suponga una carretilia de masa despreciable que mide 1m, que
esta cargando un libro de fisica que pesa 2 kg. Determine la distancia
que hay entre el punto de apovo y la carga, si la fuerza aplicada
sobre el estudiante es de 101V,

Datos:
e

' : > cenacion: - — K= b § Ty NI e —
I —10A e o couacion o — Koo ohwenemos: r 7 2 >
o — L
R— 20N r=":= > r=03m
S
i P

Ejemplo de palanca fisica de 22 Clase.

Anteriormente habiamos quedado que la Resistencia producia un
maomento positivo (que ahora se le suma el peso de la barra), que era
equilibrado por el momento negativo de la fuerza motora.

Entonces quedamos con la siguiente ecuacioéon:

F*d = R*r + mg *v

——— o F()




Punto de anovo

Purrta
L ADONAY

resistencia

Hargsmtatiy i

Podemos ver que el cuerpo humano esta
lleno de palancas de distintas clases, por ejemplo, la cabeza, donde
su peso es contrarrestado por la accién de la musculatura de la nuca,
tomando la columna vertebral como punto de apoyo.

También la ‘tipica’ balanza que se
encarga de pesar la carga, ésta debe
reunir por lo menos tres condiciones que
son: — T
Ser sensible (que cuando en uno de sus 2., = = a5
platillos le coloque un peso debe perder su
equilibrio, por muy pequefa que sea la carga), también debe ser
exacta (que al colocar pesos iguales en los platillos debe recuperar su
posicion de equilibrio) vy finalmente debe ser estable (debe volver a
la posicion de equilibrio)

| sacacravos

Este instrumento, suele estar en los
martillos, aqui la fuerza la realiza la persona
que intenta sacar el clavo. La carga es la
resistencia del clavo al ser extraido.

Un material de uso diario, las tijeras. Son dos
palancas combinadas de primer grado. Estas
realizan un fuerte accion de corte cerca del
punto de apoyo. La carga es la resistencia del
material a la accidn de corte de las hojas de

TIERAS

las tijeras.

Finalmente “la carretilla de dos ruedas”,

usada para trasladar los balones de gas,
entre otros. Basta inclinar las varas de la




Como se muestra en la imagen el peso ahora juega en contra
de la fuerza

« Se tiene una piedra de 20kg(Q), gue se encuentra a 20cm del
punto de apoyo, si se usa una barra de 1m de largo, de 1kg de peso,
como palanca de 2° grado, <{Cual debe ser el valor de la fuerza para
equilibrar la balanza?

Datos:

F=¢7? Desamollo:

d = 1m F*d = R¥rtmg*y =2 F=(R*"r ime* v)
R = 200N , ] o

mg = 10N 2> = (40 - 3% = I = 45N,

v = 0.5m '

r = 0.2m

Ejemplo de palancas de 29 clase

resisieneia

luerza

Puanta de anova

_ Cuando caminamos,
nuestro pie se apoya en los dedos al caminar: La fuerza motora la
hace el musculo de la pantorrilla vy la resistencia es el peso del
cuerpo.

Punto de aposvo

I patcncia |

FeRISIeNTIA




_—

ABEINL L T ELEAS

Ultimamente hemos visto la utilidad semanal de este instrumento, el
“abridor de botellas”, al levantar el mango, se supera la fuerte

resistencia de la tapa.

Finalmente, 1a carretilla, Al levantarla de las
varas es posible levantar una pesada carga
aue se halla mas cerca del punto de apoyo,
la rueda.

CARRETILL A DE LINA BUETIA



ANEXO 3

Notas de clase sobre Equilibrio General.
Nota 2: Repaso de Teoria del Congurnidor

Andrés Carvajal
Universidad del Rosario, Departamento de Economia. acarvaes@banrep.gov.co

September 4, 2003

Abstract

Se presenta agui una revisién breve de teoria del consumidor. Esta revisién estd lejos de ser compren-~
siva. De hecho, s6lo se abordan aquf aspectos que van a sernos ttiles posteriormente en el curso.

Un consumidor es un caso particular de un agente que toma decisiones. En general, un tomador de
decisiones se modela como tres elementos (X, -, B}, donde X representa el espacio en el que el agente puede
tomar decisiones, >~ es una relacién binaria en X, segiin la cual el agente toma sus decisiones y B es una
familia de subconjuntos de X, que es la familia de problemas que el agente enfrenta.

Mis explicitamente:

o X # @& es el espacio de eleccién del agente: el conjuntoe de todas las alternativas que el agente podria,
concebiblemente, elegir, mads alld de retricciones de factibilidad o de sus gustos.

¢ > es una relacién binaria en X (es decir un subconjunto de X x X}): si #,2' € X, z 7 =’ quiere decir
que el agente encuentra a = al menos tan bueno como .

» Si B ¢ B, quiere decir que el ageute puede enfrentar el problema de escoger x € B C X.

Ft supuesto de comportamiento es que cuando el agente tiene que escober en B € B, escoge un elemento
que es m#ximo con respecto a = el agente escoge = € B si no existe ¥’ € B tal que 2 ¥ z sin que z 7 &'}
Para que este problema esté bien definide, es necesarie bacer algunos supuestos sobre estos tres objetos.
Dado que nuestro objetivo es estudiar consumidores, log ue baremos a continuacién es hacer estos supuestos
para el caso concreto de problemas de eleccién del consumidor.

Vamos a suponer aqui que existen L > 1 bienes. Por bien entendemos cualquier objeto, tangible o
mtangible que es sujeto de intercambic. Implicitamente, estamos suponiende que nuestros agentes conocen
los bienes con mucha precisién y que son capaces de medirlos. Asi, definimos X = Ri, es decir, suponemos
que el espacio de eleccién es el espacio de canastas de los L bienes, consumidos en cantidades no negativas.
Suponemos ademds que:

7 es racional:

"

Supuesto 1

- E.

o

1. Es completa: Vr,z' e RY, s m 2’ 62

8. Es transitiva: ¥z,z', 2", stz -1’ yo' = 2", entonces z > x".
k] k] 2 i~ y ~ ~~

11a siguiente notacién serd utilizada: T ~ =’ querrd decir que £ = o' v &' =~ o3 = = =’ querrd decir que x *7 x° pero que no
g 1 o ¥ ~ q A~ P q
es clerto gque =’ 7 2.



Esto hace que - sea un preorden total, Completitud es relativamente razonable: si los agentes conocen
bien los bienes como hemos supuesto, entonces ellos deberfan saber qué les gusta mds y qué menos. El
supuesto de transitivaidad es mas controversial pues hay evidencia experimental de que los seres humanos
habitvalmente lo violamos, pero resulta fundamental para que la teorfa tenga piso: a un consumidor no
transitivo se le pueden extraer rentas infinitas.

Ejercicio 1 Demuestre lo siguiente: st 7 es ractonal entonces:
1. = es irrefleriva: ¥z € R%, no es cierto que T > .
2. = es lmnsitiva.
3. ~ es reflexiva: Yz € RE, es cierto que © ~ z.
4. ~ es lransitiva.
5. ~ es simétrica: six ~ %', entonces T’ ~ x.

Ahora, en economia estamos acostumbrados a trabajar sobre la base de curvas de indiferencia en el espacio
de consuinos que tienen una forma muy habitual:

Bien 2
A

Mejor

i

x

L

Bien 1

En el lenguaje que estamos utilizando ahora, la curva de indiferencia que hemos dibujado es
{2’ € X|2' ~ z}

Entonces, la forma que habitualmente supenemos tienen las curvas de indiferencia debe traducirse en supuestos
acerca de la relacidén 7.

Estos supuestos son de dos clases: los de la forma misma y los de la direccidn de mejora. Los de la
forma son postulados que dices que los agentes prefiers canastas “balanceadas™ a canastas “desbalanceadas.”
mientras que los de direccién de mejora dicen que los agentes prefieren mds a menos. En términos de &,
estos supuestos se pueden hacer de diferentes formas. Sobre la primera propiedad, hay dos versiones:
Definicidén 1 - es conveza siVz,z' € ]Ri tales quez = 2 yv8 € 0,1], 6z + (1 - &)z’ = x'.

o



Definicion 2 75 es estriciamente conveza si Vz,5" € R% tales que x 5 o yx # o y V8 € (0,1), 8z +

.

(1—-a' 2.

Convexidad le da a las curvas de indiferencia su forma habitual, pero permite que haya trozos rectos en
ellas. Convexidad estricta elimina esta posibilidad.

Ejercicio 2 Demuesire que si = es estriclamente convera, entonces es convera.

Ahora, para poder estudiar la propiedad de que mds es mejor (no saciabilidad), necesitamos definir qué
quiere decir “ma#s” en RY, lo cual puede no ser obvio cuando L > 1.

Notacion 1 Para z = (1,...,@5),& = (%}, ...,a}) € RY, decimos que:
ez sivie {3,..,L} o > x].
s o>3 sizpa yr#E.
e x>z aivlie{l,., L}z >z
Con esto,
Definicidn 3 > es mondiona si Vx,z' € RY, = > ' implica que x » z'.

Definicion 4 = es estrictamente mondtona siVz,x' € Rﬁ, x> ' implica que x = x’.

v

Monotonicidad implica que en cualquier punto, el ortante abierte superior a & estd estrictamente por
encima de la curva de indiferencia. Monotonicidad estricta implica que esto mismo ocurra para el ortante
cerrado.

Ejercicio 3 Demuesire que si 2] es estrictamente mondtona, enfonces es monetons.

Ahora, los economistas solemos utilizar un objeto artificial que denominamos la funcién de utilidad.
Aungue este artificio no es para nada necesario en la construccién de nuestra teorfa del equilibrio general,
i1 uso se ha popularizado pues permite una notacién mds compacta v porque suele ser util al momento de
aplicar la teorfa, asf sea en efemplos simples. Vamos a seguir aquf esa convencién aunque, hay que decirlo,
a] hacerlo perdemos algo de generalidad. Por simplicidad, vamos a suponer que:

Supuesto 2 7 es representable: existe una funcidn continua v RY — R tal que u(x) 2 u (') si, y sélo
s, z 7= ©’. En este caso, se dice que u representa a I;.

En realidad, lo mejor que uno podria hacer es un supuesto en 7, que sea suficiente para implicar que - es
representable. Este supuesto es conocido en la literatura como continuidad: que la relacién - sea preservada
en limites {0 lo que es igual, que los conjuntos en y por encima de las curvas de indiferencia sean cerrados)

Ejercicio 4 Demuestre lo siguiente: si u representa a =, enfonces

1.z -2 si, ysolosi, u(z) > ulz')
2.z~ st ysolo si, ulx) = wu(s).

Ejercicic 5 Demuestre lo siguiente: st u representa a =, enfonces

ot

1. 8i = es convexs, entonces w es cuasiconcava.



. 8¢ 7 es estrictamente conveza, enfonces u es estrictamente cuasiconcava.

. 517 es mondtona, entonces u es mondiona creciente.

~ e

Si 7 es estriciamente monéiona, entonces u es estrictamente mondtona creciente.

A

. 81 f 1R -~ R es estriciamente creciente, enlonces v : f ou representa a ¥, (Muestre ademds que es
necesario que f seq estrictamente creciente, )

Nos queda, por supuesto, estudiar el objeto B. Como es habitual, definimos, para todo p € RY_ y todo
m € B el conjunto presupuestal:

B(p,m)={z eRi|p-z <m}
Con esto, la familia B se define como el conjunto de todos los posibles conjuntos presupuestales:
B={BCR*3I(p,m) e R}, xR, :B(p,m)=B}

Suponemos que cuando el agente enfrenta un conjunto presupuestal definido por precios p e imgreso
m, escoge un elemento que es mdximo con respecio a sus preferencias ». Cuando las preferencias son
representables, este dltimo hecho es muy fdcil de representar: decimos que el agente resuelve el siguiente
problema:

mxa.xu(s:) s.a. x € B(p,m)

Teorema 1 Cuando las preferencias son representables, existe una solucidn al anterior problema,

Prueba. Por definicién, la funcién u que representa las preferencias es contfnua. Comom > 0y p > (0,...,0)
el conjunto B (p,m} es compacto. Esto es suficiente para la existencia de un maximizador. =

Cualquier  que solucione el anterior problema es una demanda ¢éptima para el consumidor. Como
la demanda es un elemento fundamental de nuestra teorfa, en adelante siempre supondremos que > es
representable, y trabajaremos directamente con una funcién de utilidad continua .

Dependiendo de qué otros supuestos hiciéramos en 77, tendrfamos diferentes propiedades en u y, por ende,
diferentes propiedades en la demanda;

B

Teorema 2 Siu es cuasicncava y x,@° € RY son soluciones ol problema de mazimizacion o precios p e
ingreso m, entonces V8 € [0, 1], la canasta 8z + (1 —~ 8) 2’ también es solucidn ol problema.

1

Prueba. Queda como ejercicio. =

Teorema 3 S5iu es estriclamente cuasiconceva, entonces para tode p y iodo m, la solicidn al problema de
marimizacion es dnica.

Prueba. Queda como ejercicio. m

Dado el anterior teorema, queda claro que ciando las preferencias son estrictamente convexas, uno puede
definir una funcién de demanda ¢ : Ry, x Ry — R%. Cuando esta condicién es violada, lo méximo que
uno puede es establecer una correspondencia de demanda. El teorema 2 implica que tal correspondencia es
de valores convexos.

Abora, el segundo tipe de propiedad implica la siguiente propiedad fundamental:

Teorema 4 (La ley de Walras) Siu es monstona y x resuelve el problema de optimizacion a precios p e
mngreso m, enionces p-x = m.



Prueba. Queda como ejercicio. =
Y otro resultado que es de gran utilidad es que:

Teorema 5 Dada u es estrictamente cuasiconcava, la funcidn de demanda x - Ri T xRy — Ri es continua.

Prueba. La prueba es algo complicada: es una aplicacién del teorema del maximo. w

En realidad, la cuasiconcavidad estricta sdlo se utiliza para garantizar que la funcién de demanda esté
definida. Sin ese supuesto, la correspondencia de demanda atin mantiene una propiedad de continuidad que
es muy util.

En adelante, mantendremos fos supuestos de que las funciones de utilidad son estrictamente cuasicéncavas
y estrictamente mondtonas.

Bajo estas propiedades, el siguiente resuliado es intuitivo:

Teorema 6 La demanda satisface el avioma debil de las preferencias reveladas: sip- f(p/,m') < m y

f(p,m) # f(p',m"), entonces p’ - f (p,m) >m'.

Prueba. Suponga que nio: 7' f (p,m) < m’. Como p- f (p, m') < m, se sigue que u (f (p,m)) = u (f (p',m')).
Como o' - f{p,m) < ¥/, se sigue que p' - (3f {p,m) + 1f (¥, m')} < ™', pero por cuasiconcavidad estricta,
u{if(p,m)+ i (¢, m')}) > u(f (¢/,m')), contradiciendo el hecho de que f(p/,m’) es la demanda dptima
dado (p,m’). w



Notas de clase sobre Equilibrio General.
Nota 3: Fconomias de Intercambio.

Andrés Carvajal
Universidad del Rosario, Departamento de Economia. acarvaes@banrep.gov.co

October 14, 2003

Abstract

En el trabajo que se ha hecho en los dos cursos anteriores de la secuencia de micro, el anilisis se ha
enfocado o bien en €l problema de un agente individualmente considerade, o bien en el mercado de un bien,
individualmente considerado. Este enfoque puede ser conveniente en algunos casos, pero ignora fendmenos
de gran importancia, en particular el de ¢émo lo que ocurre en un mercado afecta el comportamiento,
deseado o posible, de los individuos en los demds mercados. No me refiero al efecto obvio que se presenta
cuando los mercados en cuestidn son los de bienes substitutos o complementarios: dichos efectos deben
haber sido estudiados en cursos previos. El punto central es gue ahora permitamos que el presupuesto
que los agentes pueden gastar no sea independiente de los precios.

Lo que vamos a intentar hacer por medio de la teoria del EG es ambicioso desde tres puntos de vista:

+ Vamos a tratar de analizar simultdneamente la totalidad de mercados de bienes y la determinacion de
sus precios de equilibrio.

¢ Vamos, para ello, a endogenizar variables que hasta ahora han sido consideradas como exégenas, en
particular el ingreso de los agentes.

¢ Vamos a intentar tode esto sin utilizar nuevos supuestos, m4s alld de los que se han utilizado hasta
ahora en los curses de microeconormia:

— Cada agente es descrito por sus preferencias.
— Cada firma es descrita por su tecnologfa.

— Institucionalmente, para cada bien existe un precio que aplica para todos los consumideres y firmas
de la economia.

— Cada consumidor maximiza su bienestar por medio de su demanda, tomando los precios como
dados y sujeto finicamente a no gastar mds que el valor de su rigueza.

— Cada firma maximiza sus ganancias tomandoe los precios como dados ¥ sujeto vinicamente a su
teconologia.

En este contexto, el concepto de equilibrio que vamos a utilizar es precisamente el de Walras: la economia
se encuentra en equilibrio cuande les precios son tales que la suma de las demandas individuales éptimas es
igual a la suma de las ofertas individuales y los bienes pre-existentes,

JPor qué es esto equilibrio? Porque los agentes encuentran una situacion en la que todos pueden hacer lo
que consideran més conveniente para ellos mismos.



Como dije con anterioridad, las complicaciones que tenemos que resolver son principalmente generadas
por los ingresos. Los efectos ingreso, como es bien sabido, son un problema de feorfa del comsumidor, ¥ no
de teorfa del productor. Lo que quiero decir es gue el problema fundamental de EG contiene los elementos
m#s interesantes atn si nos abstraemos de aspectos de produccion y consideramos solamente una economia
de intercambio v de consumo. Esto es precisamente lo gue vamos a hacer,

1 Una economia de 2 x 2
A manera introductoria suponga gue hay una economia en la que sélo existen dos consumidores y dos bienes,
¥ en la gue los supuestos de competencia perfecta son satisfechos.

Denominaremos a los agentes 1 y 2. En general, nos referiremos a los agentes con el super-indice 4.

Denominaremos a los bienes 1 v 2. En general, nos referiremos a los bienes por el sub-fndice {. Supongamos
que los mapas de indiferencia que caracterizan a cada agente son como a continuacidn:

Bien 2 Bien 2

fzjor

Mejor

Apente 1 Sien f Agcnte 2 Bien 1

Supondremos que estas curvas de indiferencia estdn respectivamente asociadas a funciones de utilidad ul
y u%, cada una de las cuales tiene como dominio el cuadrante no negativo de R? y como codominio a R.

Ahors, como estamos suponiendo que ésta es una economia en la que los bienes no se producen sino que
solamente se intercamhian, vamos a suponer que cada agente posee una cantidad no negativa de cada uno de
los bienes.

Denotaremos por wj la cantidad que el agente i posee del bien j. Por ejemplo, w? = 5 quiere decir que
el agente 2 posee 5 unidades del bien L.

La dotacién del agente  es el par {(w}, w}) el cual denotaremos por w'. (Asf, w? = (3,5) significa que el
agente 2 tiene, respectivamente, 3 y 5 unidades de los bienes 1 y 2.) Con esto, un segundo componente de la
caracterizacion de cada agente es su dotacion:



Bien 2 Bicn 2

"

Biea 1 Bien |
Agente | Apente 2

De igual forma, dado que los agentes no pueden obtener mds bien que su dotacién, la cantidad que la
economia posee de cada bien estd determinada por el agregado de las dotaciones individuales,

1.1 La caja de Edgeworth:

Consideremos inicialmente el bien 1. Sobre la linea real, la dotacién del agente 1 v la dotacién agregada son

respectivamente los puntos w} y (w} + w}). La distancia entre estos dos puntos equivale a la dotacién del
agente 2, w?. Gréficamente:

1 ] 2
0 Wi Wy EW Bien 1

Sobre esta tltima gréfica, hagamos el mismo andlisis para el bien 2:



Bien 2

M
2ol 2
WatWs
2 - v I3
W2 Nadie en esta economia podria
aspicar a un consumo por fuera de
esta caja; los bienes simplemente
no estan disponibles.
I
- Wz
L]
! ! 2
] W w4 wh Bien 1
f 2 !
W

Asi, completando los lados de la caja obtenemos el conjunto total de valores de los bienes que la economnia
puede factiblemente distribuir.

Ejemplo 1 8 w' = (6,2) y w* = (3,5), entonces el total disponible del bien 1 es 9 y del bien 2 es 7.
Grificamente:

Bien 2
A
ng—i-w?'z:?
W22=5
]
L Wy =2
L} \/L
1] W!1 =6 Wll+w21 =9

T
wy =3

Denotaremos por z} el consumo del bien { por el agente ¢ (es decir, z} = 1 quiere decir que el agente 1
consumis 1 unidades del bien 2).

Denotaremos por z° el consumo del agente . Es decir: 2% = (2%,28). Asi, 2! = (1,6) quiere decir que el
agente 1 consumid, respectivamente, 1 ¥ 6 unidades de los bienes 1 y 2.

Podemos utilizar los lados superior y derecho de la caja para medir los consumos del agente 2, midiendo
en el iado superior {y hacia la izquierda) el consumo del bien 1 y en el lado derecho (v hacia abajo) su
consumo del bien 2.



Bien 2, agente |

| 2
Bien 1, agente 2 Wit W 0

bl
w11+w'3

1 2

Wt W

o — 3 Bien 1, agente |
Wit W
Bien 2, zpente 2

Con esta convencitn, dados consumos ! = {z1,23) y 2? = (¢2, %) podemos estudiar los excesos de
oferta/demanda simultineamente:

Bian 2 agents 1

2
X5 v}
Eien [, agente 2
I]'!
Exceso de demanda
por ¢ bien 2.
xlz
B i
x5 Bien 1, agepts |
E_.._._....._.
L Exceso
de oftrta Bicn 2, agente 2
por i
bien 1.

Ejemplo 2 Supongamos nuevamente que w' = (6,2) y w? = (3,5). Supongamos que z' = (1,6) y 2° =
(5,3). En este caso, la demanda total por el bien 1 es 7 y por el bien 2 es 9. Esto crea un exceso de oferta



de bien 1 por 3 unidades y un exeeso de dernanda por bien 2 de 2 unidades. Gréficamente:

Hien 2. agents 1

xS
Bien |, agente 2 9 0
i2=6
Exceso de deinanda
por 2 unidades
Fr=3-Le
! Bier 1 ]
[+ “ Ben 1, agente
xh=1 9
Exgeso 4

de ofenta Bien 2, agente 2

pot 3

unidades.

S, alternativamente, suponemos que z* = (4,1) y 2° = (5,3), entonces la oferta y la demanda por bier
1 son iguales, pere hay chora un exceso de oferta de bien 2 por 3 unidades. Esto es:

Bier 2, agente 1

2
9 x5 =3 0
7
X =3
Exceso de oferta
por 3 unidades
xa=1
! Bien 1 fe 1
4] - Bien 1, agenfe
x'1 =4 9
/ W
Equilibrio Bien 2, agente 2

Ejercicio 1 Con las mismas dotaciones del efemplo anterior, determine algebrdica y graficamente los exceso:
de oferta/demanda eorrespondientes a los siguientes pares de consumos:

1.z =(2,5) y® = (4,3)
2zt ={4,1) ya? =(6,5)
3zt =(1,1) yz% =(3,3)



4o =(5,5) yt = (5,4)
5 21 =(0,7) y2? =(1,1)
6. ! = (0,7) y % = (9,0)
7.
8.

' = (4,4) yx? = (5,3)
2t — ! yg? = u?

Por supuesto, existen pares de consumos ante los cuales no se generan excesos de oferta o demanda:

Bien 2, apents 1
. 1 2 x4
Bien 1, agente 2 Wit W 9
le + sz
X' x*s *— Bauilibrio.
L H
ve's + W ,
3 Bien 1, agente [
] 1 1 2
X W +w
Equilibrio. Bien 2, apente 2

Este tipo de pares de consumos que no generan excesos de oferta o demanda se denominan factibles. Un caso
particular de este tipo de factibilidad ocurre cuando x! = w? y 22 = w?:

Bien 2, agentc 1
, 1 2 W
Bicn 1, agente 2 Wi+ w5 Q
hd
le + W
W
Wii = sz
wlz -iv“-’)z.\
0 wh Witwh Biem 1, agente t
L
Bicn 2, agenic 2



Este dltimo hecho, que es algebraicamente obvio, lo hubieramos podide encontrar per otre método alge
mas mecanieco:

1. Tomemos las grificas de las dotaciones de cada uno de los agentes:

Hicn 2 Bice 2
\
wh W
1 !
wh ¥
3 —
¢ Wi
¢ W Bien 1 ¢ Bien |
Apgents: | Agente 2
2. Rotemos 180 grados la gréfica correspondiente al agente 2:
Agente 2
Bien 1 wh
Bien 2 0
2
W'
w!
1
w' d
o W Bicn 2
t

Bign |
Agenie |



3. Y ahora empalmemos las dos graficas de forma tal que los puntos w' v w? coincidan:

Bien 2. agente |
1 H 2
Bien 1, apente 2 IW|+W ! we ]
W13+W31

1 w

W1 My
wjz+}t;z\
1o ¥
0 Wy WA Bicn 1, agente |
Bicn 2, agente 2

Fste mecanismo de rotar el espacio de bienes del agente 2 es muy importante por la siguiente razon:
recuerde que asociade al espacio de consumo viene el mapa de indiferencia; entonces, al rotar el plano para
el agente 2, al mismo tiempo estamos rotande su mapa de indiferencias, de forma tal que, implicito en €l
segundo paso tenemos:

Agente 2
Bien 1 z
W
Bien 2 0
W
——m\
5 Wzi‘,
Mazjor W
1
"-—-.____'________
—_ N
o
0 wh . Bien 2
Bien 1
Apente 1



Y por lo tanto, al empalmar las dog graficas:

Bien 2, agente 1
A

< | 0

o

Bien I, agente 2

e
-

]

i
0 W \ Bien 1, agente 1
N

Bien 2, agente 2

Esta wltima grifica se conoce como la Caja de Edgeworth de la economia y es el instrumento bésico para el
andlisis grafice del equilibrio general de una economia de intercambio 2 x 2.

1.2 El analisis de Walras:
1.2.1 Los precios y las restricciones presupuestales:

Como hemos dicho antes, Walras centrd su andlisis en el intercambio de bienes por medio de mercados en log
que para todos los bienes estd definido un precio al cual todos los agentes pueden comprar o vender el bien.

Denotaremos €l precio del bien { por p;. Asi, el par de precios p es (py,p2). Supondremos que los precios
son estrictamente positivos.

Comeo en teoria del consumidor, en la economia competitiva suponemos que cada consumidor toma los
precios como dados y determina su demanda de forma tal que maximice su bienestar sujeto Unicamente a
la restriccién de que el valor de sy consume a los precios del mercado no supere el valor de su dotacién (su
ingreso) a esos mismos precios.
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Graficamente, a precios p:

pw'i+ pw's]

b,

Hien 2

N\

W+ pow'
2

W’l
P
Agente 1

S
pw' + g

Bien 1

Biea 2

AN

Bien }

p,wzn + p2W22

Agente 2

B

Dande el area con lineas verticales en el panel de la izquierda muestra el conjunto presupuestal {demandas
factibles) a precios p para el consumidor 1 y el area con lfneas horizontales en el panel de la derecha muestra
lo correspondiente al consumidor 2. Comeo con las curvas de indiferencia, cuando rotamos el espacio de bienes
del agente 2, su conjunto presupuestal debe también rotarse:

P+ pyw'd]

Bien 2

W2

T

2
Agente [

; ¥ b
1 WL +pw

Bien 1

11

Bicn |

pwh+p,w:  Ageniel

4

z

Wz

I Wit P W
2,

Bicn 2



Con esto, al empalmar las gréficas como en la caja de Edgeworth obtenemos:

Bien 2, agente 1

M
s

Bien 1, agente 2 < \

N\

W2

A

Agente |

Y

> Bien 1, agente |

€n 2, agente 2

donde, nuevamente, el arca con lineas verticales es el conjunto presupuestal para el consumidor 1 (inclufdo el
tridngulo que sale ea la esquina superior izquierda de la caja) y el area con lineas horizontales es el conjunto

presupuestal del consumidor 2.

1.2.2 El Equilibrio Walrasiano:

Consideremos tres casos diferentes:

12



Caso 1 Fl vector de precios es P y las demandas son 1 y T2, como en la siguiente grifica:
P g g

Bien 2, agente 1

A
p
& \ﬁ s W2] 221 0
T
Bien 1, agente 2
1
21‘, \ x
le wzz
\ xzz
£’ \ ——
o
0 2 wh \ Bien 1, agente 1
W

Bien 2, agente 2

En este caso, a los precios § la canasta ' maximiza el bienestar del agente 1, sujeto a que el valor de su
consumo no supere el valos de su dotacion. Similarmente, la canasta % maximiza el bienestar del agente 2,
sujeto a que el valor de su consumo no sobrepase et de su dotacién. Esta situacién, sin embargo, no es de
equilibrio: hay exceso de oferta del bien 1 y de demanda del bien 2 (es decir, la situacién no es factible).

13



Caso 2 El vector de precios es b y las demandas son T y T°, como en la siguiente grifica:
g

Bien 2, agente 1

Bien 1, agente |

P
2 2
P Xf 1 W 0
< i
Bien 1, apente 2
N
x
7' %%
wlg W22
: o
5511 Wll l
W

Bien 2, agente 2

En esta situacién, las canastas 7' y T% no generan excesos de oferta o demanda en los mercados. Sin

embargo, la situacidn no es de equilibrio, pues a los precios P la canasta ' no maximiza el bienestar del
agente 1 sujeto a la restriccidn de que el valor de su consumo no supere al de su dotacién, ni la canasta T2

lo hace con el bienestar del agente 2.
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Caso 3 El vector de precios es p y las demandas son ' y 22, como en la siguiente grifica:
P

Bien 2, agente |

A
2 b
X1 Wi
& 1]
Bien 1, agente 2 P
i : X 2
X2 B X2
W
1 2
W Wz
y
I ~
! ~ -
0 X1y Bien 1, agente 1
¥

Bien 2, agente 2

En este caso, la canasta r! maximiza el bienestar del agente 1 sujeto a que el valor de su consumo no
supere al de su dotacién. La canasta z? hace Jo mismo con el bienestar del agente 2. Adicionalmente, los
mercados se equilibran, pues no se generan excesos de oferta o demanda.

Esta es una situacién de equilibrio general como la concibié Walras: cada agente (tomande los precios
como dados) se encuentra feliz con el resultado del intercambio (pues a esos precios y con su dotacién inicial
el agente no podria estar mejor} v ademads el intercambio puede realizarse (pues nadie est4 tratando de vender
o comprar sin poder hacerlo).

Formalmente, en nuestra economia de 2 X 2 ;

Definicidén 1 Dadas las preferencias de los agentes (u' yu?) y sus dotaciones (w* yw?) un equilibrio general
es un par compuesto por unos precios p y unas demandas individuales ' y z? tales que:

1. Para cada agente, su demanda marimiza su bienestar sujeto a su restriccicn presupuestal:
Para el agente 1:

u! (z],z3) = maxu' (1,22) sujete a: p1z1 + paza < prw] + pawj
Para el agente 2;

w? (z2,23) = maxu’® (21,22) sujeto a: pixy + poms € prw? + porwd

15



2, Los mercados estdn en equilibrio:

Para € bien 1:
1 2 1 2
ry + 7 = wy +w)

Para el bien 2:
1 2 1 2
Iy + x5 = wy +wy

Ejemplo 3 Supongames que

u(z1,22) = EE2

u2(£1132) = W ELER
w' o= (1,1
w = (1,1)

Dados estos datos, el problema para el consumidor 1 es:
max./Tixp sujeto a: iz +pazas L p1+ P

cuya solucidn es

1 +
Houp = PR

Ly +
m%(‘?hpz) = Elsz

Dade que el problema de 2 es idéntico:

1p+po
33%(101,?2) = ) -

1p1+p
z%(phPQ) = iipg

Ahore busquemos precios py y pa tales que los mercados se eguilibren con estas demandas:

21 {pr,pa) + 25 (p1p2) = wi 4wl
@3 (prp2) + 25 (p1,p2) = wi+wh
Substituyendo:

1 : 1
_P1+Pz+_P1+P2 - 141
2 pm 2 p

1 1

imtp Ipte

2 pa 2 p

Este sisterma tiene infinitas seluciones. Cualquier par de py y pa que satisfaga que p) > 0 ¥ p) = pr soluciona
el sistema. Por tanto, p = (1,1}, 8 = &' (1,1} = (1,1} y 2* = 2? (L, 1) = (1, 1) es un equilibrio general.
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Grificamente:

Bien 2, agenie 1

. 2 | ¢ o
Bien L, agente 2
p={(L1}
1 1
2 Bien |, agente |
0 ! 2
Bien 2, agente 2

Nota técnica 1 Cuando la restriccidn presupuestal de un agente estd dada por el valor de una dotacidn,su
demanda no cambia st uno multiplica todos los precios por una constante positiva. Por esta razon, en cualquier
ecconomie hay un nimero infinito de vectores de precios de equilibrio: si p = (py, p2) es un vector de precios
de equitibrio, también lo son (2p1,2p2), (§p1,§p2), (500p1,500ps) ¥, en gemeral, cualquier producto de p
por un nimero positwo. Por esta razdn, uno suele “normalizar” los precios fijando, por ejemplo, p1 =1 o
requiriendo que py + ps = 1.

Ejercicio 2 Bncuentre los equilibrios de las siguientes economias:

L wl (@1, 32) = VE1Ta, 0¥ (31, 92) = /F1@2, v = (2,1) yw? = (1,1) .
2. u! (-"L'],.’BQ) = :E?.ﬁmgﬁ, ?"'2 (331:1:2) = Iol“;zg"i: wh = (2! 2) ¥ w? = (O} O) .

3. (Mas dificil) Pars 0 < @ < 1 30 < b < 1, uli{zy,z) = 2237, w? (z1,3) = =82% wl y

w? arbitrarios.

1.2.3 La ley de Walras:

Retomemos el ejemplo 3. Supongamos que sélo huhiéramos buscado los precios que ajustan la oferta y la

demanda del bienl:

_’i‘,‘% (P],P2) -!—33‘% (p11p2) = w% +w%

Es decir que,

1
_P1+P2+-1_P1+P2:1+1
2 m 2 m

o, lo que es igual:
Ltp2 9
D1
S5i normalizamos p1; = 1, es claro que p; = 1 soluciona el problema.
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Lo impeortante que tenemos que observar es que isélo considerando el bien 1, obtenemos los mismos
precios de equilibrio que cuandoe consideratnos ambos bienes! Es obvio que estos precios también equilibran
el mercado del bien 2.

El punto es que en esta economia en la que los agentes toman sus decisiones maximizando su propio
bienestar, st uno de los mercados se ha ajustado, también el otro, de manera automidtica debe haberlo hecho.
Es facil ver esto graficamente, dados unos precios

Bien 2, agente |

4
\(p
Wzl
Bien |, agente 2 - [H
q e i)
x2 t t xh
W
wjz wzz
L
[T} wh \ Bien I, agente 1
Bien 2, agents 2

En este caso, el mercado del bien 2 se ba ajustado. Como ya sabemos, para que el mercado del bien 1 no se
encuentre en equilibrio, tendria que ocurrir que los puntos ! ¥ z? no coincidan en la gréfica. Pero como el
mercado del bien 2 se ha ajustado, tiene que ser que ' y 22 se encuentran en la linea borizontal continua que
pasa por el punto e, pero siendo {al menos uno de ellos) diferente de e (por ejemplo, si z! = ¢ y x% = b, hay
exceso de oferta del bien 1; si, por el contrario, 2* = b v % = a, entonces el exceso es de demanda). Pero como
estamos suponiendo que los agentes prefieren consumir més que consumir menos, entonces estos puntos, que
estin estrictamente por debajo de las restricciones presupuestales, no pueden ser éptimos individualmente.
Puesto de otra forma, dados x3 v z2, el hecho de que los agentes escojan sus demandas de manera éptima
implica que, graficamente, ' = e y £2 = e y que, por tanto, el bien 1 también se ajuste.

Otra forma de ver este hecho es la siguiente. Dados precios p, supongamos que z' y 2 son como en el
grafico a continuacion:
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Bien 2, agents 1

14
Bien 1, agente 2 X1 0
1 xl
X2
q; \
2

a
X2

&

w

[\ x \ Bien I, agente |

Bien 2, agente 2

En este caso, ¢; es exceso de oferta de bien 1 y g es exceso de demanda por hien 2. Ahora, dado que todos
los puntos sobre la linea presupuestal del agente 1 cuestan lo mismo a precios p, debe ser que ta suma de los
valores de estos excesos es cero: adoptando la convencion g1 < 0 y g2 > 0, tenemos que p1q1 + pzgz = {. De
este resultado se sigue que, dado que py ¥ po son positives, si uno de los dos excesos se redujera a cero, lo
mismo tendria que pasar con el otro.

Nota técnica 2 Ndtese que pare que nuesiros argumentos sean vdlidos necesitarmos suponer que cada agente,
al escoger dptimamente sy canasta de consumo, siempre escoge un punto en lo linea presupuestal. Pure esto
es suficiente suponer monofonicidaed.

Lo que hemos hecho es argumentar lo siguiente:

Teorema 1 Si los agentes de una economia 2 X 2 escogen sus demandas dptimamente, el equilibrio entre
oferta y demanda en uno de los mercados tmplica el mismo equilibrio en el otro mercado.

1.3 El analisis de Pareto:
1.3.1 Eficiencia:

Recordemos que Pareto tenfa una concepcién de lo que debia entenderse como equilibric diferente a ia que
habfa propuesto Walras. Para ¢, los resultados del intercambic en los cuales la economia no encontraria
impulsos para abandomarlos eran aquellos en los cuales la tensién entre lo que es posible y lo que es deseable
es maxima en el sentido de que, dados los recursos de que dispone la economia, mejorar el bienestar de uno
de los agentes implica empeorar el de algin otro.

Utilizando nuevamente la caja de Edgeworth, consideremos los siguientes casos:
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Caso 4 Considere la asignacion 2:

Hica 2, agemite |
b

&l
L3 a

Bien b, agente 2

X'z

Bien 1, agente 1

Bien 2, agente 2

La asignacion % no es socialmente eficiente. Si la economia se moviera a Ia asignacion z', la cual es factible,
ambos agentes experimentarian una mejora en su bienestar. Nétese, sin embargo, que para argumentar que %
es ineficiente no bace falta que los dos agentes mejoren: en una asignacion como 7, que también es factible,
el agente 1 estd estrictamente mejor y el agente 2 no ha empeorado, lo cual es suficiente para decir que  no
era eficiente.

Caso & Considere la asignacion x:

Bicn 2. agente |
x5 o
Bien L, agente 2
e )
X >
L x5z
1 Mgjor
Mejar
1 .
[t} X Bien |, ageote |
A
Bian 2, agente 2

Manteniendo constante el tamafio de la caja, mejorar el bienestar del agente 1 implicaria lograr una
asignacién arriba/a la derecha de su curva de indiferencia, lo cual implicarfa deteriorar el bienestar del
agente 2. De la misma forma, mejorar la situacion del agente 2 equivale a lograr una asignacién abajo/a la
izquierda de su curva de indiferencia, lo cual dejarfa al agente 1 en una situacion estrictamente peor. Esta
es la situacion de eficiencia social que Pareto visualizaba: es imposible lograr una mejora para algiin agente
de la economia sin al misme tiempo imponer a algin otre agente un deterioro en su bienestar. Asi:
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Definicion 2 Une esignacion (factible) (z',2%) es eficiente en el sentido de Parets (5 es un punto de Pareto)
si mo existe otra esignecion (F,%2) que sea factible, que d¢ a uno de los agentes mds bienestar y dé al otro
agente al menos el mismo bienestar.

Nota técnica 3 Ndtese que para la definicidn de eficiencia de Paveto las dotaciones individuales no son
tmportantes mds olld de que ellas determinan el tamafio de lo caja de Fdgeworth (y deberta ser obuvio que,
en general, para una cojo deda hay infinidad de posibles pares de dotaciones que lo generan come Caja de
Edgeworth).

1.3.2 La curva de contrato:

Es facil ver gue en una economia pueden existir muchas asignaciones diferentes que son eficientes en el sentido
de Pareto. Por ejemplo: dar todo al agente 1 y nada al agente 2, 0 nada al 1 y todo al 2 son ambas asignaciones
eficientes. Es mas, con las curvas de indiferencia habituales también se suele encontrar otras masignaciones
de Pareio:

Bien B, apente 1

Bien [, apente 2

_ ]

Bien I, agente |

Bien 2, apente 2
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En este caso, lo puntos e, b, ¢, d y e son todos eficientes. El conjunto de todos los puntos de Pareto de una
economia es conocido como su curva de contrato:

Bien [, agente 1

ol

Bien |, agentc 2 # Curva de contrato

—_—

Bicn 1, agente 1

W

Bien 2, agente 2

La razén para este nombre es que es de presumir que todos los contratos de intercambio entre agentes
de esta economfa arrojardn asignaciones que se encuentran en esta curva; de lo contrario, al menos uno de
los agentes estarfa desaprovechando una oportunidad, aceptable por el otro agente, de intercambiar y lograr
para s{ una mejora).

Metodoldgicamente, es claro que en ¢l interior de la caja de Edgeworth los puntod de Pareto son aquellos
en los que las curvas de indiferencia de los agentes son tangentes. Cuando las preferencias tienen asociadas
funciones de utilidad para las cuales uno puede encontrar derivadas, esta tangencia se traduce en igualdad
entre las tasas marginales de sustitucién:

Ejemplo 4 Supongamos gue

u (91,%2) = Iy
wi {zy,29) = NI
wl = (1,1)
w? = (1,1)
Es claro que en el borde de la Cajo de Edgeworth los unicos puntos de pareto son (z* = (2,2),2% = (0,0))
y (z' = (0,0),2* = (2,2)). Ahora, consideremos el interior de lo cajo. Dado que podemos diferencias las
funciones de utilidad:

Sul ( 1 1)
— |X;, T
1,1 .1y Bz V12
TMS (z1,23) = S2——2
du ( 1 1)
Fza \F1: T2

1
%2
.1
Ty

y, similormente:

TMS? (3,23) = &
($1!$2) =5
1
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Consideremos la caja de esta economia:

Bisn i, agente |

Bien |, apenre 2

[

TMS' =1, TMS* =1
TMS' =1, TMS? <1

La curva de contraty

TMS <1, TMS' =1

~y Bien |, agente |

o 2

Bien 2, apents 2

Ejercicio 3 Encuentre la curva de contrato de los siguientes economias:

1. ut (2, 29) = /2132, 2 (21, 32) = EZ2, w' = (2, 1) ywi = (L, 1).
2 ul (21, 22) = 3(1]%2 » u’ (ml,mz) _-”304 04 wh = (2,2} yw2 ={0,0) .

3. (Mas dificil) w* (1,2) = 223 + @2, v (T1,22) = m1 + 2o, w' = (1, 1) yw? = (1, 1)

1.3.3 El analisis de Edgeworth:

Como hemos visto con anterioridad, la definicién de los puntes de Pareto de una economia sélo depende
de las dotaciones de los agentes en cuanto éstas definen el tamaifio de la caja de Edgeworth. Sin embargo,
una vez lds dotaciones han sido establecidas, hay puntos de Pareto que uno no encontraria razonables como
resultado de intercambio voluntario. Por ejemplo, si hay un agente que tiene dotacién positiva de ambos
bienes, no parece razonable que el intercambio lo lleve a no consumir nada de ninguno de ellos. A pesar
de que la asignacidén en la que este individuo no consume nada es punto de Pareto, el agente no tiene por
qué aceptarla: simplemente retirdndose del intercambio v consumiendo su dotacién, el ageate lograriz para.
si una mejora en bienestar. Bajo esta légica, se concluye que ningtin agente deberfa aceptar como resultado
de intercambio voluntario una asignacidén en la que su consumo le otorga menor bienestar que su dotacién
Inicial.

En el siguiente grifico, el agente 1, por simples consideraciones individuales, se opondria a una amgnacwn
como z’, mientras que el agente 2, por su simple racionalidad, se opondrfa a una asignacién como z . Por
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1y

consideraciones individuales, sin embargo, ninguno de los dos se opondria a una asignacién como .

Bien I, apente 1

Bicn 1. agente 2

0 Bien 1, agente 1

Bicn 2, agente 2

Este simple hecho no quiere decir, sin embargo, que la canastaz  no sea objetada por nadie. Si pensamos
en el par de agentes como una sociedad que se preocupa por su bienestar conjunto y, como en el préximo
grifico, resulta que 2" no estd sobre la curva de contrato, sabemos que la sociedad {1,2} se opondria a la
asignacidén z

Bien 2, agemte 1

0

Bien 1, apeate 2 —— Curva dc contrato

4] Bicrn 1, agente 1

Bien 2, agente 2
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Ahora, consideremos la asignacién x del siguiente grafico:

Bien Z, agente 1
A

Bien 1, agente 2

L] Bien |, agente 1

Bien 2, agentc 2

Respecto a x, ninguno de los agentes en forma individual, ni la coalicién {1, 2} presentarfan una objecion.
El conjunto de asignaciones de esta economia que satisfacen esta propiedad se denomina el Nicleo de la
Economfa. Grificamente:

Bien 2. apente |

Bicn 1, agente 2

El Nicley |

i Bien I, agente 1

Bicn 2, agente 2
Formalmente;

Definicién 3 En una economia de intercambio de 2 x 2, el Nicleo es el conjunto de asignaciones factibles

que son eficientes en el sentido de Pareto, y que cada agente encuenira superiores o indiferentes a su propia
dotacion.

Ejemplo 5 Supongames que:

ul (zy, 25} = VE1T2
Wz, m) = Eim:2
w! = (1,1)
w? = (1,1)
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Busquemos las canastas de consumo a las que el agente 1 no tendria una objecidn. Estas son, (z1,73) tal
que
u(zy, 73) > vl (wi, wj)
es decir,
(z,75) : 313 > 1
Y similarmente para el agente 2:
(},23) 2723 > 1
{(evidentemente, esto descaria cualguier punto en los bordes de la Caja).

Ahora, sabemos por el efemple 4 que las asignaciones eficientes (a las que la coalicidn {1,2} no se
opondria) satisfacen:

T3 _ %5
i 22
mientras que por factibilidad:
zi+x = 2
:z,% + a:% = 2
Esto ltimo implico:
izl > 1
(2-z)(2-23) 2 1
75 2= z3
z}  2-g!

Despejandoe de lo iiltima de estas ecuaciones:

22 —ziad = 22 —zlzl = 2l = xl

De donde se concluye que!

(1)? =
2 o> 1
¥ que’
2—-zh? > 1
2—z1 >
Es decir:
1<zt <

Por tanto, el nicleo de esta economic es el conjunte {z} con x = (z',3%) = ((1,1), (1,1))

Nota técnica 4 Note gue el micleo depende de las dotaciones de los agentes, mds alld del tamofio de la
Caja de Fdgeworth.

!Por no negatividad, sabemos que z1 = 0.
?Por factibilidad y no negatividad sabemos que z} < 2
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Nota técnica 5 Considere los efemplos 3, {4 y 5. Note que, como es obwio, el punto que constituye el
nicleo de la economia es un punte de Pareto. Note, ademds, gue la asignacidn que resulta como equilibrio
Whalrasiano es también punio de Poreto. Avin mds, jesta asignacion perfenece al niicleo de la economial.

Bjercicio 4 Encuentre el nicleo de las siguientes economias:

1 vl (z, %) = /Ty, v’ (21, %2) = /T122, w' = (2,1) yw? = (1,1) .
2. ul (z1,m2) = 238235, v® (21, 29) = 24204, w! = (2,2) yw? = (0,0) .

5wl (z1,79) = 231 + T2, w2 (F1,22) = @1 + 220, w' = (1, 1) yw? = (1,1)

1.4 Un ejemplo:

El ejemplo que hemos venido trabajando es didédctico en el sentido de que todo es muy sencillo, pero tiene
el probelma de que puede dar impresiones erréneas. A continuacién trabajamos un ejemplo en el que las
cosas no funcionan tan bien. Debe notarse que en este caso, aunque las preferencias no son estrictamente
mondtonas ni estrictamente cuasicéncavas, sf son mondtonas v cuasicdncavas:

Supenemos que

ul (z1,72) = min{zy, 22}
Hg (271,272) = mjll{?.’u"],.'lig}
wt = (3,1)
w® = (1,3)

Nuestro objetivo es encontrar el equilibrio general, la curva de contrato y el micleo, y verificar las relaciones
existentes entre ellos:

1.4.1 Lns mapas de indiferencia v la caja de Edgeworth:

Los mapas de indiferencia de los agentes son:

Bien 2 Bien 2
b A
2y =x,
X =2x,
>
0 n
Agente | Bien | Agente 2 Bien 1
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Y por lo tanto la Caja de Edgeworth es:

Bimm 2, agemte 1
A

Bien ¢, agenic 2 \4

/ 4 > Bical.agente

il
0 2 4
Bicn 2, apenic 2

1.4.2 El equilibrio general:
Existen infinitos equilibrios generales: ((1? 1}, (%, %) ) (%, %)), ((1, 0}, (3, mé) , (1, 4 — .’n‘é)) con x} € [-%, 2] 0
((0,1),{1,z}), (3,4 — z})) con =} € [2,§].

Nota técnica 6 Notese que hubiera sido mejor normalizar los precios apy +p3 = 1.

1.4.3 Curva de Contratos:

De las preferencias de los agentes es obvio que la curva de contratos es el drea sombreada en el siguiente
grafico:
Bien 2, apente 1
A

Bicn 1, agente 2

4

\
\\\\\\/

~ Bicn L, 2gente

\\
AY \\\\\: 4

0 4\

Bien 2, 2genie 2
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1.4.4 El Nucleo:

Dadas las dotaciones iniciales, se tiene que el nicleo es el drea sombreada en el siguiente grafico:

Bien 2, agente 1

A
4 0

e

4

=

4 * Bien L, agente 1

P

0 2 A\

Bien 2, agente 2

2 El problema General

Nuestro anélisis gréfico de la economia 2 X 2 ilustra muchos conceptos, pero estd muy lejos de ser realista (en
particular, porque si es cierto que en una economia hay sélo dos agentes, entonces no parece muy razorahle
que elfos tomen los precios come dados). En esta seccién vamos a generalizar nuestro modelo tanto en mimero
de agentes como en mimero de bienes, y vamos a estudiar las propiedades que &f implica. Por supuesto, para el
modelo general {a herramienta grafica es inaplicable y tendremos que recurrir al andlisis matemstico. Cuando
hacer esto sea razonable en términos de su complicacién, lo haremos. Cuando las complicaciones del analisis
formal sean demasiadas, reciariremos a la simplificacién que nos brinda el an4lisis gréfico 2 x 2.

Supondremos ahora que existen I > 1 jugadores, que denotaremos por i = 1,2, ...,]. Supondremos que
hay L > 1 hienes, que denotaremos por { = 1,2, ..., L. Como antes, supondremos que los bienes no pueden
ser consumidos en cantidades negativas, de forma tal que el espacio de consumo de los agentes de Ri.

Por simplicidad de notacién, supondremos que cada agente ¢ posee una funcién de utifidad u* que repre-
senta sus preferencias (recordemos que lo que es verdaderamente importante es el mapa de indiferencia que
estas preferencias tienen asociado, més que el valor exacto que tomen estas funciones).

Denotaremos por z} el consumo del agente ¢ del bien /. Como hemos supuesto, z! > 0. Denoctaremos z*
la canasta de consumo del agente i, es decir (23,23, ...,z% ). Lo que queremos decir cuando afirmamos que o'
representa las preferencias del agente i, es que si tenemos dos canastas = y 2/, %' (z) > u*(z') ocurre si y s6lo
si la canasta x es juzgada por ¢ como indiferente o superior a la canasta z'.

Supondremos que las preferencias de los agentes satisfacen propiedades habituales:tienen funciones de
utilidad continuas, estrictamente cuasicéncavas y estrictamente monétonas.
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Como nos mantendremos bajo el paradigma de ia economia de intercambio, supondremos que los agentes
poseen dotaciones no negativas de los bienes. Asf, w} serd la dotacién que el agente ¢ posee del bien [
Nuestro supuesto es que w; > 0. Denotaremos por w' la canasta de bienes que el agente ¢ posee. Como
antes, w' = (w!,wh, ..., w ).

2.1 El Analisis Walrasiano:

Denotaremos el precio del bien I por p;. Dado el primero de los supuestos que introdujimos en la seccién
anterior, sélo necesitamos considerar precios estrictamente positivos, de forma que p; > 0. Denotaremos por
p el vector de precios p = (p1,p2, ..., pL )

Nuevamente, supondremos que los agentes toman los precios como dados ¥ que la unica restriccidn que
consideran es que el valor de su consumo no supere el valor de su riqueza a los precios dados. Asi, para
precios p el agente ¢ considerars como factible cualquier canasta x = (xy,xs,...,z;) tal que

L L
Z‘ps&‘z < Zpewf
i=1 =1

Una vez mads, una asignacién es ua vector z = (z', 2%, ..., z7) que especifica para cada agente 7 una canasta
de consumo z* {en la que todos ios bienes aparecen en cantidades no negativas: x* € R%}. Una asignacién es
factible si no requiere mds o menos que la cantidad total que hay disponible de los bienes: x = (2!, ..., x!} es
factible si

I I
Y=y
i=1 =1

La intuicién de lo que Walras definié como equilibrio general es la misma que antes. Equilibrio es un
vector de precios y una asignacion tales que, (i} para cada agente, su canasta correspondiente en la asignacion
es optima desde el punto de vista de sus preferencias y su restriccién presupuestal a los precios dados, v (ii}
para cada bien la oferta y la demanda totales son iguales.

Aguf no podeinos intentar un andlisis gréfico, v debemos pasar directamente a la definicién formal.

Definicién 4 Un equilibrio general pare una economia come la descrita es un par compuesto por un veclor
de precios p y una osignacion x = (x*, ..., z!) tal que:
(i} Cada agente mazimice su wilided a los precios dados: para tode 4,

I3 3
u*(z") = maxvi(z) s.0. Zp;:cg < Zpgwf
=1 =1

(it} Todos los mercados se afusten:

Bajo este concepto mds general, una generalizacién de la ley de Walras también aplica. Si la canasta
x* es 6ptima para el agente ¢ a los precios p (es decir, si satisface la condicién (1) de ia definicién anterior),

entonces debe satisfacer que
L L
ZP@? = Z.‘Pe’w?
=1 i=1
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Sumando para todos los agentes, obtenemos

lo que podemos reescribir como
L I
> (3 et -ut)) -0
=1 =]
Ahora, supongamos que para los L — 1 primeros bienes el mercado se ha equilibrado, de forma tal que para

todo!{=1,2,..,L -1
i

Z (zi —wi} =0
i=1

Esto implica que

I
pr Y (zf —wi) =0
i=1

¥ como, bajo muestros supuestos, py > 0, se sigue que el L-ésimo mercado tamhién debe estar en equilibrio:

I
> (@ —wi) =0
i=1

Lo que hemos argumentado es entonces lo siguiente:

Teorema 2 (La ley de Walras) Bajo nuestros supuestos, en una economia de intercambio con L bienes, si
los agentes escogen sus demandas dptimamente, el equilibric entre oferta y demanda en L — 1 de los mercados
implica el mismo equilibrio en el mercado restante.

2.2 El Ana4lisis de Pareto

Fl tipo de eficiencia que Pareto tenia en mente también es facil de generalizar & cualquier mimero de hienes
¥ consumidores. Recuerde que en andlisis paretiano no nos ocupamos por precios, pero mantenemos que los
agentes estdn caracterizados por preferencias y dotaciones. Con estos elementos, el concepto de eficiencia
paretiana es nuevamente aquella situacion en la que dada la dotacién de bienes de la economifa, es imposihle
mejorar la situacién de algin agente, sin empeorar la de algiin otro.

Nuevamente, no podemos en el caso general aspirar a representar graficamente el concepto de Punto dc
Pareto o a obtener la curva de contratos. Pasamos por tanto directamente a la definicidn formal:

Definicion 5 En una economia como la descrita, una asignacion factible x = (z',22,...,27) es eficiente en
el sentido de Pareto (o es un punto de Pareto] si no existe otra asginacion factible 7 = (*,%7%, ..., &7} tal que
pare todo agente i, w*(F*) > ul(x') y pare ol menos un agente *, u® () > u* (2¥).

2.3 El AnAlisis de Edgeworth

Generalizar los conceptos de equilibrio Walrasiano y eficiencia Paretiana fué relativamente sencillo. En el
caso del micleo, las cosas ya no son tan sencillas. Ya no es suficiente que las asignaciones sean eficientes
de Pareto y sean consideradas por cada agente al menos tan deseahles como su propia dotacién. Recuerde
que lo que Edgeworth tenfa en mente con su concepto era definir aquellas situaciones ante las que ningin
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agente ni grupo de agentes tendrian una objecidn, en el sentido de que simplemente aisldndose del intercambio
podria lograr para si mismo o para sus miembros una mejora. Cuando séle tenfamos dos agentes, definir este
concepto era ficil, pues séle tenfamos que considerar a los agentes individualmente y a la sociedad come un
tado. jCuande hay més de dos agentes tenemos que considerar "coaliciones” que tienen mds de un agente,
pero que ne son la sociedad completal

Para incorporar esta dificultad, introduciremos un conecepto que no habiamos definide anteriormente:

Definicion 6 La coalicion de agentes {iy,142,...,1;} tiene una objecion a la asignacidn x = (z*,2?, ..., 2') si
existe para cada uno de esos agentes ung canaste T tales que
(1) Las canastes son foctibles desde el punto de vista de la coalicion:

Fragt e 43wt w1 wt

(1) Todos los miembros de la coalicidn encuentran a % al menos tan deseable como x% :

uil(aﬁ} > 2t (xil}‘uiz (E‘z} > a2 (,’1:‘-2}, . P (E”} > ot (wid}

(#ii) Al menos un miembro de la coalicidn i; prefiere estrictamente T o x%
u' () > uh{z%)

El punto del concepto de objecién es que la "coalicién" de agentes se retirarfa de cualquier intercambio
que encuentre cbjetable:
(i) el agente ¢} convencerfa a sus compadieros, pues él ganarfa y los demds no perderfan;
(ii} por otra parte, ellos pueden lograr esa mejor situacién por si mismos: ne necesitan las dotaciones
de los demds para logrario.
Con esta definicién, es muy Ficil definir el nitcleo de una economia:

Definicidn 7 El niclee de una economic como la descrita es aquel conjunto de asignaciones factibles ¢ las
cuales ninguna coglicidn de agentes tiene una objecion.

Ejercicio 5 Demuestre que en una econemia con sélo dos agentes lo definicién de Nicleo (definicién 6) es
equivalente a la definicién 3.

Ejercicio 6 Demuestre que en cualquier economia de intercambio, el nicleo es un subconjunio del conjunto
de puntos de Pareto.

3 Andlisis Positivo del Equilibrio Walrasiano:

Como hemos dicho con anterioridad, el estdndar que Arrow y Debreu impusieron en economia implica que
cuando quiera que una definicién de equilibric sea propuesta, esta se acompafie de un profundo estudic de
sus propiedades positivas. En un munde ideal, nuestro equilibric habria de satisfacer o siguiente: (i) siempre
existir; (ii) ser tinico; (iii} ser siempre estable bajo algin mecanismo natural de ajuste; {iv) permitirle a uno
refutar la bipdtesis de equilibrio con base en evidencia empirica. En esta seccién nos vamos a dedicar a
estudiar estos aspectos, en la medida en la que la complejidad técnica nos lo permita.

32



3.1 Existencia:
3.1.1 Una introduccién a los Teoremas de Punto Fijo:

Considere el siguiente problema: dado el siguiente grdfico,

14

45"

intentemos trazar una grafica continua que conecte el tramo A con el tramo B y no cruce la diagonal de 45°.
Esto es evidentemente imposible. Como eu el siguiente grafico,

R

AN

45°

cualquier grafica continue tendrd por io menos un punto en el cual la coordenada horizontal serd igual a la
coordenada vertical. Esto es:

Teorema 8 Pere cualquier funcidn f ¢ {0,1] — [0,1] que sea continua, existe * € [0, 1] tal que f(x*) = z*.

Este ejemplo ha sido didictico, pero no tiene ia generalidad que uno quisiera. En general, f no tiene
que ser upa funcién que relacione [0, 1] con si mismo. Lo que necesitamos requerir es io siguiente: (i) que
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la funcién sea continua; {ii) que el dominio y el codominio sean el mismo conjunto; {iii) que este conjunto
tenga un principio y un fin, es decir, que no vaya hasta infinito o hasta menos infinito {acotado); (iv) que
el conjunto contenga sus puntos limite, o su borde {cerrado); (v} que uno pueda trazar una lfnea entre dos
puntos cualesquiera de este conjunto, sin que ésta se salga del conjunto (convexo). Con estas propiedades,
ulo siemnpre encontrara un punto en el dominio que sea igual a su imagen bajo f.

Por ejemplo, si tomamos el siguiente conjunto:

P? = {(p,p2) €RY | p1 +p2 = 1}

que tiene la siguiente forma

14

AN

AN

¢ 1

¥ es por tanto, acotado, cerrado y convexo, y trazamos una funcién cualguiera,
f:P% -~ p?

que sea continua, siempre existird {p},p3) tal que
Fo,p3) = (91, 93)
Esto lo podemos hacer para cualquier dimensién: si tenemos L > 1 bienes, y definimos
L
PL = {(pl:\pz':’"rp-{:) € R—% i ZPE = 1}

i=1
entonces,
Tecrema 4 Paru cualguier funcion f : PL — PL que sea continua, eriste un punio p* = (P} 05, - PL) tal
que

fo)y=p"

3.1.2 El Subastador Walrasiano:

Walras tenia en mente un proceso de ajuste de precios que corresponderia a lo intuitivamente obvio: si un
mercado muestra exceso de demanda, su precio {relativo) debe subir, y si un mercado muestra exceso de
oferta, su precio debe bajar.
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Nétese, sin embargo, un gran problema que tiene el modelo de equilibric general: en fisica, uno comienza
el andlisis son un proceso dindmico {por ejemplo, la mocién de un péndulo) y el equilibrio aparece, de manera.
natural, como la situacidn en la que las fuerzas dindmicas se cancelan. En equilibrio general, como en muchas
otras teorias econémicas, {formulamos conceptos de equilibrio que no provienen de una dindmica previal.
Puesto en otras palabras: Equilibrio General nos describe precios ante los cuales no parecerfamos tener por
qué movernos, pero no nos dice ¢émo llegamos a ellos.

Lo mais cercano que tenemos a un proceso dindmico de ajuste fué un artefacto que Walras denominé el
Tatonador (subastador) y que hacfa exactamente lo que hemos dicho previamente: mover los precios en la
direccidn indicada. por los excesos de demanda.

Asf, supongamos una ecouomia como la descrita en la seccién anterior. Denotemos, para precios nor-
malizados p € PL, la demanda del agente ¢ por z*(p). La demanda agregada a precios p se denotard por

z(p):

I
#A(p) = ) (r)

¥ la funcion de exceso de demanda a precios p:

I
Z(‘p) = (zl(p): '3‘2(}7)3 wesy zﬂ(p)) = xﬂ(p) - Zwi
=
Lo que el subastador va a hacer es suhir los precios de aquellos bienes ! para los cuales z(p) > 0 y bajar
los precios de aquellos para los cuales zi(p) < 0 (exceso de oferta).
La forma mds sencilla de lograr esto seria la siguiente: ante los precios p el subastador reaccionarfa
definiendo los nuevos precios:

¥ =p+z(p)

Aqui, sin embargo, el subastador encuentra un problema, para un bien con un "gran" exceso de oferta, ¢l
precio p; que él definirfa seria negativo. Esto no puede ser, y por lo tanto &l decide lo sigujente: si el precio
P, que resulta con la regla anterior es no negativo, entonces él deja ese p). Si llega a ser negativo, entonces e
nuevo precio serd cero. Esto es, ante precios p, él reacciona con los siguientes precios: para el bien ,

v, = Maz{p + z(p), 0}

Abora, el subastador enfrenta un nuevo problema: estos precios p no necesariamente estaran normalizados
{como si Jo estard por supuesto p). Esto lo soluciona el subastador de manera muy facil. Definamos pata
cada ! una funcién:

@i(p) = Maz{p; + 2:1(p), 0}
entonces, ante precios ¢ ¢l subastador reacciona con

(),
e )

Nota téeniea 7 Paro poder hacer esto, necesitamos tener garantia de que Ef’zl @, (p) > 0. Deberia ser claro
que la ley de Walras tiene esta implicacion.

35



Por construccion, st p* = (p4, p%, ..., p) es obtenido a partir de la anterior ecuacién, tenemos que p' € PL.
Por tanto, podemos hacer explicita la notacién, definiendo una funcién f : P¥ — P, donde,

li

f(@) (f1(p) f2(p)s s (D))
- p1(p) pa(p) pr(p) )

Sre® T e T e

3.1.3 Existencia del Equilibrio General:

Utilizando la definicion anterior del subastador Walrasiano, es relativamente sencillo demostrar que, bajo
los supuestos habituales, el equilibric Walrasiano siempre existe.

El puato es el siguiente: bajo los supuestos habituales, cada funcién de demanda x* es continua (es
suficiente que las preferencias de i tengan asociada una funcién de utilidad contfnua). Esto implica que z4,
¥ por tanto z, son funciones contfnuas, lo cual implica. que la funcién f del subastador es también continus.

Por el teorema 4, entonces sabemos que existe p € P tal que

p=f(p)
Ignorenos por simplicidad el denominador de la definicion de f, lo cual no es un problema, por la
homogeneidad de las demandas. Lo que hemos encontrado es que para cada [,

pr = max{p; + z(p), 0}
8i p; > 0, tiene que ser porque

p=pr+ z(p)
lo cual implica que z(p) = 9.
51, por otra parte, p = {, entonces,

=0y z(p) <40

Bajo nuestros supuestos esto no tiene légica: un bien que es gratis estaria en excesn de oferta. Descartando
esta posibilidad, hemos encontrado que a los precios de p, 2z(p} = 0. jEstos snn precios de equilibrio general!

Nota técnica 8 Nuestra prueba fiene un peguefio problema cuando alguno de los precios se hace cero (la
demanda puede ne estar definida). Uno puede evitar este problema, pero esto es un argumento fundamental-
mente técnico que no hace falta estudiar aqui, Ademdas, aqu? hemos implicitamente que las demandas de los
agentes a precios dados estdn definida de manera tnica. Con teoremas de punto fijo mds poterdes se puede
tratar el problema cuando las preferencias simplemente son cuasiconaves, dedo que la demanda en este caso
serd de velores converos y hemicontinua supertor..

3.2 Otros aspectos positivos del modelo de Equilibrioc General:

Como acabamos de ver, el resultado positivo més importante que puede demandarse de un concepto de
equilibrio, sin existencia, es obtenido bajo los supuestos habituales. La siguiente pregunta que uno suele
formularse en términos de andlisis positivo es la de unicidad, y luego algo que suele ser relacionado, la de
estabilidad. Infortunadamente, las técnicas que necesitarfamos utilizar para el tratamiento profundoe de estos
temas estdn muy por encima del mivel de este curso, y nns contentaremos con un recuento simple de estos
resultados. '

Antes de analizar estos aspectos positivos, introduciremos el siguiente resultado:
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3.2.1 El Teorema SMD:

De manera independiente, tres economistas muy famosos, Hugo Sonnenschein, Rolf Mantel y el ya conocido
Gerard Debreu, estudiaron las propiedades que la estructura habitual del modelo de equilibrio general imponse
en la funcidn de exceso de demanda agregada, Z, que introdujimos previamente.
El resultade fué negativo, en el sentido de qye pricticamente ninguna propiedad es impuesta.
Supongamos que definimos el conjunto de precios normalizados P como antes. Deberia ser obvio que para
todo p € P,

L
D mZi(p) =0
t=1
{es decir, la Ley de Walras),
El resultado que Sonnenschein, Mantel yDebreu obtuvieron puede resumirse como gue esa es la 1inica
propiedad que una funcién de exceso de demanda tiene gue satisfacer.
En particular, ellos demostraron que si a uno le dan una funcién z : P — R™ tal que satisfaga la ley de
Walras: para todop € P,

L
> malp) =0

Uno siempre puede encontrar una economia {es decir, unos consumidores descritos por unas preferencias y
unas dotaciones) tal que z es la funcion de exceso de demanda apregada de esa economia (esto ocurre en
todo P salvo cuande uno estd muy cerca de precios que se hacen cero). La nica condicidn es que uno pueda
construir al menos tantos consumidores como bienes,

Este resultado se conoce como el teorema SMD (o SDM). A continuacién vamos a utilizar este resultado
para estudiar las otras propiedades positivas del modelo de Equilibrio General.

3.2.2 Unicidad:

Lo primero gue se concluye del SMD es gue no hay por qué esperar que el Equilibric General sea {inico: no
hay ninguna razén por la cual la funcién Z de una economfa sélo deba tener un punto p en P en el cual

Z(p) = 0.

Por ejemplo, ignorando la dimensionalidad del problema, uno podria tener que Z luce como en el siguiente
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erafico:
R{,

N

En cuityo caso tendriamos tres precios (normalizados) de equilibrio. Esto no deberia resultar sorprendente:
por una parte, nosotros yva hemos obtenido multiplicidad de equilibrios en algunos de nuestros ejemplos; por
otTa, los feoremas de punto fijo, como el que utilizamos para demostrar existencia, aseguran que un punto
fijo existe pero no que es nico.

Como hemos dicho con anterioridad, Arrow demostré que lag condiciones para que el equilibrio sea
inico son extremas (basicamente, que todos los agentes sean Cobb-Douglas). Debreu, sin embargo, estaba
prcocupado por un problema més complicado: nada garantiza que la funcién Z no luzca como a continuacién:

RL

S\,
VR

En cuyo caso uno tendrfa un numero infinito de equilibrios, y lo que es més grave, no encontraria todo
un "contfnuo™ de equilibrios, como A. E} problema seria que en una situacién como esta los equilibrios ni
siquiera som 1inicos en un sentido local: jse encuentran infinitamente cercal Debreu demostrs, sin embargo,
que esto "casi nunca® pasa. Lo siguiente sobre-simplifice el andlisis, pero supongamos que las dotaciones de
la economia no hubieran sido las que generaron el grafico Z anterior, sino otras levemente diferentes. Uno

38



entonces, esperaria una funcién Z° como a continuacién:

L
R™ A

L 4

donde sélo un mimero finito de equilibrios (todos ellos aislados) se presenta. Necesitarfa uno una tremenda
coincidencia para gue fuera Z y no Z° la funcidn de demanda agregada de la economfa.

En sintesis, no hay razén para esperar que el Equilibrio General sea inico, pero casi siempre uno encuentra
que e5 localmente tnico.

3.2.3 Estabilidad:

Como ya hemos dicho, la definicion de Equilibrio General carece de un mecarnismo natural que explique
cdmo la economia se desenvuelve cuando uno se encuentra por fuera de equilibrio. Hemos propuesto un
mecanismo de Subastador Walrasiano, que, sin ser natural, parece aceptahle. Nétese, sin embargo, que bajo
este mecanismo ¢l equilibrio general no tiene por qué ser estable (adn localmente). Como vimos anteriormente,
del SMD se sigue que Z puede ser como a coniinuacién:

R*

P

\
p\/ﬁ 2

4

P”, ain siendo equilibrio general, jno es estable bajo el subastador Walrasiano!
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3.2.4 Refutabilidad:

Note cémo hemos utilizado hasta ahora el SMD: hemos aprovechado el resultado para argumentar que no
podemos descartar funciones de exceso de demanda agregada, a pesar de lo "mal comportadas® que éstas
puedan resultar. Pareciera comeo si cualquier cosa fuera compatible con el equilibrio general, como si uno

nunca pudiera refutar la hipdtesis de equilibrio general.

Esto resultaria problemdtice, pues segin una importante corriente epistemeldgica conocida comeo "falsifi-

cacionismo”, sélo las ideas que son refutables son conocimiento cientifico.

En efecto, durante mucho tiempo los economistas crefamos que del SMD se desprendia que la hipdtesis
de equilibrio general no era refutable.
Muy recienterente se ha demostrado que esto no es asi. Cuando uno utiliza el SMD estd4 manteniendo
las dotaciones fijas y permitiendo sélo a los precios variar. Donald Brown y Rosa Matzkin han demostrado

que si uno permite que las dotaciones varien, uno puede refutar la hipétesis de EG.

Por ejemiplo, tomemos una economia 2 x 2 en la que se han observado las siguientes dotaciones y precios:

Bicn 2, agente 1

Bicn 1, ageate X

]

o

.

Bien 1, agente |

Bicno 2, ageatc 2

Bien 2, agente |

Bient I, agente 2

-

Bien 1, agcnte |

Sobreponiendo los dos graficos, obtenemos las asignaciones que serfan factibles en cada caso como equi-
libric general (las partes mas gruesas de cada gréfico).
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Bien 2, agente |
I\

0

\ Fid

o
Bient 1, agente 1

Claramente, no es posible que el agente 1 satisfaga el axioma débil de las preferencias reveladas. Esto
implica que es imposible que dadas las observaciones de dotaciones y precios, al mismo tiempo los agentes
maximicen su bienestar y los mercados se vacien: jes posible refutar la hipdtesis de Equilibrio Generall.

4 Andlisis Normativo del Equilibrio Walrasiano:

4.1 Los Teoremas Fundamentales de Economia del Bienestar:

Hemos visto que un concepto de bienstar social relativarnente poco controversial desde el punto de vista ético
¢s el de eficiencia de Pareto: lo minimo que una asignacién tendria que satisfacer para ser caeptable por una
sociedad es ser eficiente de Pareto. En esta seccidn analizamos las relaciones existentes entre las asignaciones
de equilibrio Walrasiano y la eficiencia de Pareto.

4.1.1 FEl primer teorema:

Recordemos los ejemplas 3 v 4 ¥ los ejercicios que les siguieron. Allf observamos que las asignaciones de
equilibrio competitive eran todas eficientes de Pareto. Nuestro primer resultado es que esto no es una
coincidencia:

Teorema 5 El primer teorema fundamental de economfa del bienestar: Dada una economita como la que
hemos descrito, si (p, (z',2%, .., 27)) es un equilibrio general, entonces (z',a%,..,3") es eficiente en el
sentido de Pareto.

Muchos de los resultados de la teorfa del equilibrio general requieren métodos matemsticos muy complejos
para su demostracion formal. Este teorema, a pesar de su importancia, es una notable excepcion, razén por
Ia cual a continuacion presentamos su prueba completa. El método de prueba que vamos a utilizar se conoce
como “prueba por contradiccion.”

Prueba. Supongamos que (p, (z*,2?, ..., 2')) es un equilibrio general, pero (2, 22,...,z') no es eficiente en
el sentido de Pareto. Entonces, existe (2,27, ..., 2') tal que:

I I :
Ly, =) uw
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2. Para todo 4, u* (&) > o' (2f)
3. Para algiin ¢, «* () > u® (2%)

Por definicion de equilibrio, se sigue de la condicién 3 que p- " > p- 2%, mientras que la 2 implica que
para todo i, p-T° > p-a'. Sumando para todos los agentes, obtencmos que

de donde se deduce que

lo cual contradice la condicién 1. =

El punto de la demostracion es simple: asignaciones que serfan preferibles para los consumidores deben
costar mds y, por tanto no pueden ser factibles si nos encontramos en equilibrio general.

El teorems es de fundamental importancia para las autoridades de politica econémica: st una economia.
satisface los supuestos del modelo de equilibric Walrasiano y se encuentra en equilibrio, tas medidas de
politica econdmica que pretendan mejorar el bienestar de algiin individuo, manteniendo las dotaciones fijas,
necesariamente irdn en detrimento del bienestar de alguien mas. Esta idea no es para nada nueva: jes lo que
Adam Smith lamaba la “Mano Invisible”!

Nota técnica 9 En la demostracidn hemos utilizado el supuesto de que cualquier cantidad positiva, por
pequenia que sea, de cualquier bien mejora el bienestar de cualquier agenie. Esto lo hemos hecho para descontar
le posibilidad de que los agentes tengan curvas de indiferencia gruesas. Un ejercicio interesante serde mostrar
que, atn en una economin 2 X 2, s un agente tiene curvas de indiferencia gruesas la conclusidn del teorema
no se cumple.

4.1.2 El segundo teorema:

En el primer teorema la pregunta es si una asighacion de equilibrio es eficiente. El segundo teorema se plantea
de zlguna manera la pregunta inversa: si tomamos una asignacion eficiente, ;jpodemos garantizar que esta
sez de equilibrio competitivo?

La respnesta a la pregunta asi planteada es obviamente negativa: dadas unas dotaciones, ya sabemos que
hay asignaciones que, aun siendo eficientes, ne podrian resultar de intercambios voluntarios. Ei punto est4 en
si mantenemos las dotacicones iniciales fijas o permitimos redistribnciones de ellas (que no alteren la dotacién
agregada). El segundo teorema fundamental de economfa del bienestar resuelve este problema: bajo nuestros
supuestos, si permitimos redistribucién de las dotaciones iniciales, entonces cualquier asignacién eficiente
puede ser sostenide en un equilibrio general. Formalmente:

Teorema 6 El segundo tecrema fundamental de economia del bienestar: Dade una economia constituida
por preferencias (u',v?,..,u’) y dotaciones (w*,w?, .., w?), si (z},2%, .., z1) es una asignacidn eficiente
entonces existe una redistribucidn de las dotaciones (@', @2, ..., %) y unos precios p = (py,ps, ..., py) tales

que:

I g I
LYW= Ee‘=1w£

2. (p, (a",22,...,2")) es un equilibrio Walrasiano de lo economia constitutde por preferencias (ul, 22, ..., uf)

y dotaciones (W', ®%, ., B1).
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La implicacién del teorema es que si una autoridad de politica econémica desea imponer una asignacisn
eficiente, no necesita cerrar los mercados. Por el contrario, puede limitarse a redistribuir las dotaciones
{politica fiscal) de manera adecuada y luego permitirle a los mercados actuar, pues éstos deberian llevar a la
economia a la asignacién deseada.

Infortunadamente, y en contraste con el caso de primer teorema, la prueba de este segundo tcorema es
muy compbeada y nos vamos a limitar a una ilustracién grafica en el caso 2 x 2. El argumento es simple.
Considere la siguiente grifica:

Bien 2, agewie |

Bies 1, agents 2 ————— Curva de contrato

_— ]

Bicu 1, agents 1

Bien 2, agente 2

La asignacién , aunque eficiente, no puede ser de equilibrio con las dotaciones iniciales w {;por qué no?). Sin
embargo, si trazamos la tangente a ambas curvas de indiferencia en el punto z, es claro que simplemente con
redistribuir las dotaciones a un punto sobre esta recta, como por ejemplo @, o ¢l mismo punto x, obtenemos
que los precios p, que estdn implicitos en la pendiente de esta tangente, y la asignacién = son equilibrio bajo
las nuevas dotaciones.

Bien 2, agents 1

\\(P

Bien 1, agente 2 # Curva de contrata

—— ]

Bien 1, agenic 1

Bien 2, apente 2
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Este teorema tampoco estd libre de supuestos. En este caso, la forma de las curvas de indiferencia es
clave, Si, contrario a nuestros supuestos, las curvas de indiferencia del agente 1 fueran como a continuacién,

Bicn 2, agente 1

mEjor

Biery 1, agents 1

entonces la conclusién del teorema no aplicaria, como podemos ver en el siguiente grafico:

Bien 2, agemie |
vl

Bien 1, agente 2 W Curva de

—_— ]

Bicn 1, agenic

Bicn 2, ageate 2

Aqui, la asignacién z = (z',2?) es punto de Pareto. Para “convencer” al agente 2 de demandar z?, necesi-
tariamos unas dotaciones como 0 y los precios p. Sin embargo, el agente 1 no querria demandar 2! bajo su
restriccién presupuestal correspondiente, pues una canasta como a = (43, as) le resultaria superior y factible,

4.2 El Equilibrio General y el Nucleo:
4.2.1 Pertenencia:

Otra observacion casual de los ejemplos 3 y 5 (y los ejercicios que les siguieron) fue que, aparentemente, las
asignaciones de equilibrio pertenecen al nicleo de la economia. Esto es efectivamente asi:

Teorema 7 Dade una economia como la que hemos descrite, si (p, (#1,2%, ..., z7)) es un equilibrio general,
entonces (z',z%,...,z7) pertenece al micleo de la economda.

44



Prueba. Si uno entiende la prueba del teorema 35, le debe resultar sencillo demostrar este resultado. Esta
prueba queda, por tanto, como ejercicio.

Teorema 8 Dada una economia de intercambio constitutda por preferencias (ul,u?,...,u’) y dotactones
(wh,w?, .. w'), sila asignacion (z',2%, ..,2") estd en el nicleo de la economia, entonces existe una redis-

tribucion de las dotaciones (@', %%, ..., @) y unos precios p = (p1,ps, -, p1) tales que:

PR I ;
Ly @ =30, w

2. (p, (¢',2%,..., £7)) es un equilibrio Walrasiano de la economtfa constituida por preferencias (w!, u?, ..., ul)
y dotaciones (@!, &%, ..., @) .

Prueba. Queda como ejercicio. m

Lo que el teorema quuiere decir es que ningtn individuo ni grupo de individuos puede obtener para si o
para sus miembros una mejora, simplemente con aistarse del intercambio de equilibrio, Puesto de otra forma,
el resultado es que si, estando en una situacién de equilibrio, uno cerrara los mercados y les propusiera a los
agentes que hicieran trueques para mejorar sus situaciones, no habrfa ningtin incentivo para estos trueques:
en el equilibrio, las posibles ganancias del intercambio se han agotado.

4.2.2 Convergencia:

Hemos encontrado que las asignaciones de equilibirio pertenecen al micleo, pero también habiamos visto
en nuestros gjemplos que hay asignaciones en el nucleo que no son de equilibrio competitivo para unas
asignaciones dadas.

Lo que vamos a intentar ahora, sin embargo, va en otra direccién. Nétese que de la misma definicién
de niicleo uno intuye que al aumentar el mimero de agentes de la economia el niicleo de ésta se “reduce,”
pues al entrar muevos agentes hay mds coaliciones que pueden presentar objeciones.? Debreu v Herbert Scarf
se plantearon este preciso problema: (i} jes cierto que el micleo se “reduce” cuando aumeata el nimero de
agentes? y (ii} si llevamos a infinito el mimero de agentes, jquedardn en el nicleo asignaciones que no son
de equilibrio?

Para una forma muy particular de aumentar el nimero de agentes, las respuestas a las anteriores preguntas
fueron, respectivamente, afirmativa v negativa.

El aumento de agentes que ellos consideraron fue simplemente la replicacién de los agentes existentes. Su
resultado es muy dificil de explicar formalmente, pero a continuacion voy a dar un argumento intuitivo que

#Utilizamos la palabra “redice” en un sentide intuitivo, pues al entrar mds agentes cambia la dimensidn del espacio en el
cnal ests definido el niicleo.
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estd muy lejos de ser perfecto. Consideremos una economia de 2 x 2, como la hahitual:

Bt 2, dgente 1

Bien |, agente 2

Biea 1, 2gente |

Bien 2, agente 2

El punto @ ests en el micleo. Sin embargo, los agentes prefeririau una situacién en: la que el agente 1 consume
en ¢ y el agente 2 en . ;Por qué no tienen ellos estos consumes? Porque no es posible: habria exceso de
demanda por el bien 1 y exceso de oferta del 2.

Ahora, st a esta economia llegara una réplica del agente 1, quien tiene “mucho” del bien 1 ¥ “poco” del
bien 2, en el sentido de que cuando &l consume en ¢ es oferente neto de 1 y demandante neto de 2, entonces
una asignacién como {¢, ¢, b) seria factible para la coalicion {1, réplica de 1,2} y seria més deseable que la que
estd implicita en e punto a. La existencia de la réplica del agente 1 “eliminaria™ Ia asignacién a del niicieo.

4.3 La paradoja de las transferencias:

Finalmente, nos ocupames de un resultado que muestra coémo las politicas econdmicas pueden arrojar resul-
tados diferentes a su propdésito, si no se acompailan de un buen entendimiento de la economia, Este tipo de
resultados fue iniciaimente propuesto por Edgeworth, pero tuvo muy poca aceptacién, pues iba en contra de
fa intuicién comin de la época. Hoy sabemos que las ideas de Edgeworth eran correctas.
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Consideremos una situacion de equilibrio en una economia 2 x 2 como a continuacion.

Fien 2. agente |
4

Bien L, agente 2

o S Bien I, apeate |

Bien 2, ageniz 2

Donde se nota que en equilibrio el agente 1 es ofereute neto del bien 1 y demandante neto del bien 2.

Supongamos que, por alguna razon, la autoridad de politica econémica decide que debe mejorar el bien-
estar del agente 1. Por supuesto, la autoridad no puede aumentar la dotacién agregada inicial de la economia
{es decir, no puede agrandar la Caja de Edgeworth). La (nica herramienta de politica disponible a la autori-
dad es Ia redistribucidén de las dotaciones iniciales. Supongamos que ia autoridad realiza una politica que, al
menos inicialmente, parece adecuada: va a tomar de la dotacion inicial del agente 2 cierta cantidad de cada
bien y la va a transferir al agente 1. Al ser mds rico, la autoridad espera que la situacién del agente 1 sea
mejor después de esta redistribucidn.

Wassily Leontief fue el primero en llamar ia atencidén acerca de los riesgos de este razonamiento. El
resultado file posteriormente demostrado, en foda formalidad, por Marie-Pauie Donsimoni y Herakles Pole-
marchakis. El argumento es el siguiente: supongamos que para el agente 1 el bien 1 e inferior y para el
agente 2 este mismo bien es normal. Cuando se produce la transferencia de dotaciones, es decir a los precios
p, la riqueza del agente I aumenta y la del agente 2 disminuye. Dado esto ¥y nuestros supuestos acerca
de las preferencias de los agentes, ia demanda agregada por el bien 1 debe disminuir y, con eilo, su precio
relativo debe caer. El problema es que el precio relativo del bien que el agente I ofrece a la economia est4
cayendo mientras que el de el bien que él demanda estd aumentando! No hay ninguna razén para descartar
la posibilidad de que a jos nuevos precios la riqueza del agente 1 no sea suficiente para comprar la canasta
que &l demandaba en el equiiibrio anterior a la implementacién de la politica.

En la gréfica, lo que estamos diciendo es que con las dotaciones ', podria ocurrir que el nuevo equilibrio
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sea (7, ') en cuyo caso el agente | se encuentra peor gue son el equilibrio de las dotaciones

Hien 3, wiente

4

ien L, ugane 2

o > Hien 1, ageme 1

Bieu 2, suents 2
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ANEXO 4

FISICA CUANTICA
Atomos, Moléculas, Sélidos, Nicleos y Particulas. Editorial Limusa 1ra Edic. 1993
Robert Eisberg - Robert Resnick

Radiacién térmica y el
postulado de Planck

1.1 Introduecion

Ln una reanién de la Socicdad Alemana de Fisica, el 14 de diciembre de 1900, Max Planck leys
un trabajo intitalado “La teoria de daley de distribucién de cnergias del espectro normal ™. Este
Urabajo gue en wn prineipio seyo poea aleneién, [ue el precursor de una revolucién en la fisica,
La fecha de su presentacion se considera came el nacimiento de ls fisiep cudntica, a pesar de fjue
fue bagte un cuarig de siglo despds, cunodo Schrodinger y otroa dosarrollarnn In mocinics
cudntica moderna, base del conocimicniesctual. Fueron suuehos los caminus que convergieron
en este conocimicnto, cada uno de lus cuales inostrd distinlos aspectos de las [allas de )a fisica
cldsica. Eu éste y los siguientes eapitulns se examinarda los logros mas jmportantes de la que
hoy se llama teorin cudntica antigue y que dio origen.a la mecdnica eudnlies moderna. Los
lendimenus experimentales que se analizardn en relacién con la tcoria cudnlica antigua,
r:ompre"ndcri ludas lus disciplinas de Ja fisica cldsica: mecénica, termodindmica. mecinica
estadistica y eleelrpinagieliamo, La necestdad de una mechnoics cudnlica, se manilestard por la

- contradiccidn sislematica de lus leyes clisicas vespeciv a diehios fenémenus y la soluctdn a esos
conllictos ca base a ideas cudnlicas. El estudio de la teorfa cudiztica antigua permitird oblener,
mds (Acilmente, un conociwiento més profundo de la mecdnica cvautica cuando se inicie su
consideracidu en ol quinte capitulo.

Cosno en el case de la relatividad (quese iratubrevemente en ¢l uandzLe A),la mea cufintica
represeina una generalizacidn de la [isiea cldsica, que incluye a lus leyes cldsicas como casos
particulares. Asf como la relatividad exticnde el campa de aplicacion de las leyes delafisicaala
regibn de altas velocidades, la Misica cudnticalo exticutle ala region de dimensiones pequefias; y
asi como la relatividud se caracluriza por unaconstanie universal de significado fuadamental, Ia
velocidad de fa luz ¢, asf mismo ks {isica enditica se cameteriza por nna constante universal de
significado fundamenial, que oy se ama constante de Planck A. En su trabajo de 1900, Planck
tntrodujo csia constante para tratar de explicar las propiedales observadas ent la radiacién
térmica. De esta manera sc cinpezari el estudio de la radiaciin érmica, que canducird a la

“conslante de Planck vy, relacionada con ésta, al coneepin cudntico de energia discreia. También
se verd quc la radiscio Lérmica en 8f, es de gran imporlancia y actualidad, ya que, por ejeraplo,
este [endmenn ba ayudadn recizntemente a los astroffsicos a decidir entre varias tegrias acerca
del oeigen del nniversa, .

1.2 Rauadiaciéir 1érmien

Se Hama radiaciin térmica, a la radiacidn emitida por un euerpe’ como eonsecuencia de su
temperajura. ‘Fodas los cuerpus emiten esta radiacion a su derredor, y la absorben de €l 51, en

19
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un prineipio, e Cll.tt:['}){) esrd mas caliente que su alvededor seanfriaed, yu .'{uei;: rapidez congue
einire energis excciberd o rapidez convgue Ju abserbe, Cranda se adeanuced equililiria térmico la
rupidez de cn_lisif'm ¥ la de absorcidn e chiergia serin nales. La maleria en un estado
condensado (es deir, sélido o Hgnido) emite wenspuetro de radiacion continue, Los detalles ded
CEPELIre S0N CaS) independientes del material partenfar deb enal se compone el cuerpo, pero
depcr;den fuertemenie de la tempecatorva. A tethparaloras ordinarias, la mavyoria de los tuerpos
son visibles no por taluz gue emiten sino por ta bue qoe reflejan, ya que sino se bace insidir fue
snhire ellos no es posilile verlos, Sin embargo, o muy ahas temperatoras, los cuerpog son
huminosos por si mismos. Fitun cuarto ohssiro se fes puwmbe ver brillar, peraain a femperaturas
de varios miles de grados Kelvin, nias del 00% de la radiacidn térmica emitida vs invisible pary
nosotras, empecando por la parte correspondiente al infrarrojo del espectro cleetromagnético.
Por lo tante, los cuerpos luminosos por st mismos estdn moy calicnies.

Por ejemplo, considere ef calenamicnta en el forga, de una barrade hivrro a tomperaturas
cada ver mas alias, retiranda en Torma periddica la barra del fuego, el tenipo sufltciente para
ohservar sus propiedadts_ Cuando la barre atin esid a feiperaluras relativaaicite bajas, radia
calor pero no estd visiblemente cabiente; conforme anmesa linyemperatura, fa eapiidad de
radiacion enitida par fa birrg auments woy rdpidamente y cinplezan a notarse elecios visiiles,
La barra empieza o verse de un caloe rgjo opaco, despieés odguiere un coloe caju britlante v, a
miry allas remperaturas, A inteasa cofor blanco azaloso, Fs decir, o medida qas wmenta L
temperatura, &l coerpo emite mids radiaciéa téowion v Ta frecaenca de o poliactone iwds trriasa
se ovaelve sarda vex mayor.

Lo valacidn que existe entre ba temperatura de nn coerpo v et espeairn de lrecacnnias de la
radtacidre emitida, se viihza eq un dispositive Harenda pirdsnelra aptico. Ksie dispasiinve es
esencislimerde an espectidmetra rudimentariosue permite al operador estimar Ja yemperayura
de un cuerpn caliente; como nna estrella, ohservando el color o la camposicionile Trecuuncias
de fa rudiacion 18rmiea que emile. Kxiste un especiro cominne de radiaeidaanitida, pero el ofo
bumana ve priccipaiaente o color correspowtionte o la emisidn was intensa en la repién
vizstide, Bl solfos filamentos de focos ¥ carbones abienies, soo vl comtes e tidetos
que eniiten radiacion visihic,

Ean términos generales, b forma deraltada del espeetro de radiaeidn rmse endtida o un
cuerpo caliemie, depende de L composicion del imsreo. Sin enduorgo, expedamentabmente se '
encuentra que solo hay vna elase de cuerpos que viniten espectros 1érmicas de caraciesisticas
universales. Fatos sau las Hanwdos cverpns negros, vs dieir, coerpas cuyassuperficies absachen
toda fa radisemdn térmics gue tndide sobre cllus, Einombre resulia aproprada puesto gue dichos
eaerpos no reflejan lur y, pac tamo, se ven negros, Ho ejeamto de un (cas) CHIGTTO) QOETE, SeT i
caaliuier olijeto cubiterto con una capa difvsa de pi;{_:m::m; negro, con degt o-hismnto o negro-
B, Mas adelante s describid oire ejeniplo bastame diferonte. dependientemene de os
derndles e sn composicidn, edes los CHET]IOs Dugros a Lonmssa eanperalura conten radisardo
térmica ron el mismo sspeavo. Este becln genera! se pusde eotender en hase o argnicidos
elasicos que imiplican € equibibrio termodiodmico. Sin embargo, la Torma esperifica del
especire no puede oblenerse solamente de argumentes terinodinimivos. Las propiedades
pnlversales de la radiacidn emitida par euerpos negens fos hacen ofjeto de no interés tesrieo
especiat y los [isieas sicmpre srataron de encontrar pna explicacion a las caracteristicas
especilteas de su espectro.

La disteibueiin espeetral de la radinetdn de va coerpo negrn se espenitica por 1 cantidad
R, () Hamala reatimnela expectral, defasida tat que Ropr) dves igaal a la earrgia emdida en
foems de radieeidn can lrecucocias en el intecvato enive # y ¥ 4 dicde un dren unitara de la
superfivie a teroparatura absaluia Ty pac unidad de yiempo. En 1899, Lunemer y Pringshicin
rsbizaron sn e L primseas snedictones precisas de entd caneidimd Eilizaron oo bistromnento
esencidbmueare sinnbie o los espectsdniatros de priesnca alilizados pacs amiedir espectyos dpticos,

exceplo e para los prismas, ledres, 216, s¢ wiibizaron maicrisles especiales, de inaners gue
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FIGURA 1-1

Radiaucian espertral de un cuerpo negro radiante como funeidn de la recuencia de
radiactia, para terperaturas de 1000°K y 20009K del cuerpo radianie. Obsérvese que
fa frevnencin a fa que oeurre fa indxina radiaccia {linea punteeda), swmenta lineal-
meme conforme la 1emperaira aumenta y que la poiencia 1otal emitida, por metro
enadrade del cuerpo radiante (drea bajo la eurva), sumenta rmuy ripidamente con la

temperanra,

fueran transparentes & la radiacide érmica de frecuencia refativaivente baja. En la ligura 1-1 se
indica la depemdencia de Rp{v) con Ty v que se nbserva ep los experimentos.

Las funciones de distribucidn, de las cuales vs on cjemplo, i radianeia espeetral son muy cumunes en
fisica. Asf por gjeasplo, ta luncita de disiriburién de velocidades de Maxwell (que se parece a una delas
eorves de o figeea L) nos dice pdio se distribuyra fas woléenlos de wao gas a presidn y temperatura fijas,
de acuerdo eon suvelecidad, Otra funcidn de distribyeide, yue grobnbleimente ol esiudiante ba visio, esls
que especifies ol tiempa de decanmivnio de niees radiactivos (yve tiene Ja forma de una expo nencial
decrecicnte} et una ravestra que contiene nicievs de una especie dada, y desde fuego habri visto la
funcifin de disiribuzidn eorcespomiientn a las calilicaeinnes obtenidas en un examen de (isica.

fa funeide de disweiliacian gars la radianeia espectral de wn cuerpo acgeo de drea dada y 2 una
vesnqeeratuca pashicabar, sea L0 b fa Ggrere 11, muscestea que: (1) la potencia emitida por un inlervalo
de Tresuencias prguelo di, oy peguefia siose fntervalo se encuenirz a una (recuencia v muy pequedia
comparala orn [0 2, La poleacia es erro para pigual a vera. (2} La potencia radiada un el intervalo dy
aurmemia ripidamenie a medida e v awnenta, ganiendo de valores wmuy penquedios. (3) Alcanza vn
miaxime para e valor de p o L X10Y Ha Esddecir, la potencia radiada con mayor intensidad, acurre a
uaa Mrecwencis, (1 Poracetlade =~ 11X 10 fie, La poleseria mdiads Jisminuye lera peeo eoniinuamente
conlorme ¥ avmeata. Se vuelve cern soa vez mds, cuando v tende o valures inficilatsente grandes,

Las dos Tunsipars de distribucida, correspurddientes a las 1emperaluras de 15000K y 20009K, gue
aparcenn en by e, mestraee ques {5 Ja [recueneis pora la enal is potencia radiada acurre eon mayor
witensibal, mpnewta, runlirme @ wmoperatera asmenia, Par inspescidn de e figura se puede verificar gue
gsla frernensia anmenia lineabuente can fa tewnperatuea, (0) La porenvia wital rodineda, en todns las
freewencias, awetenta canlorme Ta emperabura aunenias, pero mis ripidainente que en forma lineal. La
porctiein tatal cadimde o wos tenerars ueticular, se ohtiene seacillamente del drva bxjo Is curva
rarrespelivae sy wemperalur, Lr:’ R (0} dhe vy sque R;..(r}a‘» s fx porencia raftada eo of Duervaio de

frivteieis :'::uqu':'m“tlu epHer ¢ Yo + (."T',
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Lz integral de la radisncie especiral Rpiv) sobre toda v, es 1z energls total emitida de un
cuerpo negro a emperatura 7, por unidad de tiempo y por unidad de drea. Se le lama la
radiencie Ry, es decir,

Ry = J”R}-(r) dn . (1-1)

f

Como se menciond en &l estudio relacionado con la figura 1.1, Ry aumeniaria rapidamente a
medida que la températura aumenta. El resultado se conoce como ley de Siefan, y fue enuncisds
por primerz vez en 1879, en forma de una ecuscibn empirica:

Rp=ol* . (1-2)
donde

o= 5.67 x 10~ W/m-"K*
es Uamada constante de Stefon-Boltzmann. En la figura 1-1 también se muestra que ¢l espectro
se desplaze hacia frecuenciss mayores s medida que T sumenta, Esie resuliado se conoce como
ley del despluzamiento de Wien:

Vende & T (1-32)

donde Ymix es lo {recuencie para 18 cual R, (»)alcanzo su valor méximo paru une T particular. A
medida que T aumenta, v/, se desplaza hacia frecuencias mayores. Todos estos resultados con-
cuerdan con las expériencias ya conocides que se analizaron anteriormente, a saber: que lara-
diacién térmica emitida aumenta rapidamente con la temperatura, {la barrs de flerro radia
muchs méis energie 1érmica a temperaturas mac altas), y Ja frecuencia principal de la radiacion
también aumenta, conforme la temperatura sumenia (la barra camhia de color, de rojo opacoa
blanco azuloso}. +"

Otro ejemplo de vn cuerpo nepro, que come se verd resulla pariicularmente impertante,
consisie en un ohjeto que contiene una cavidad ¥ que se comunica con ol exterior por medio de
un pequefia agniero como se muestra enla figura 1.2, L radiseidn.de) exterior gue inaide solire
el agujero, peneira en la cavidad y se refleju liacia todos sentidus en las paredes de Ja cavidad, de
modo que eventualmente se absarbe en estas puredes. Si el 4rea del agnjero es imuy peqgueda,
comparads con el drea de la superficie interna de la cavidad, la radiacidn reflejada luacia €l

cxlerior g través del agujero serd desurecinble. Esencialimente, 10da fa radiaciéy que ineide

sobre el agujero serd zlisorlnda, por la tanito, el agujero tendra todas las prapiedades de to
superficie de un cuerpo negro. La meyorfa de los cuerpos negros yue se utilizan en lug
experimentos de laboratorie, se cotsiruyen 2 jo largo de’ eslas lineas.

Supéngase que las naredes de la cavidad s calicaran a vna temperatura T, de modo gue

FIGLRA |-2

Cavidad en un cuerpo comunicads coo cl
exterior por medio de un pequefio agnjero. Lo
radiacién incidente sobre ¢l agujero e: absor-
bida cpmpleiamente después de rellexivaes
sucesivas en las paredss internas de 1o covidad,
El agujero absorbe radiaeién coma un cuerpo
negro. Ea el proceso inverso, por medio del
cual la radiacién gue sale por Bl agujera se
consiiluye poc conlribuciones emirides de ty
superficis interna, el agujero emite radiacion
cono ui"{ CUHETPO TIEZTD,




cmi_lir:’m radiacifin térmica que llenacd la cavidad. Uaa pequefia fraccidu de esta radiscién
E:cxda eln el ‘ng,ujero, pasard por &, y asf el agujera actuars como emisor de radiacin térr:'u?::
c:::z icgiulj;:zrd:}lz:;::lrrlazzr:::gfizl:;zdl:;cla sxfpt‘:rﬁcie deun cuerpo negro, la ra_diaciﬁn que

ner ¢l elre gro; sin embarge, come e] agujero simplemente
muesirea la radiacidt térmica dentro de la cavidad, resulla evidente que la radiacién en la
cavidad tanthiéa debie tener un espeetro de cuerpo negro. De liccho, debe tener un especiro de
cuerpe negro caracieristicn de la temperatura T en Jas paredes, ya que ésta es la tnica
temperatura que se define en ¢l sistema. El especiro emitido por ¢ agujero en la cavided, se
especifica eni t&rininos del lujo de energia Rp(v). Sin embargo, resulte mas atil especi{ica;‘ el
cspectro de la radiacidn deniro de 1a cavidad, Hlamada radiaeidn de le cavidad, en términos de
una densidad de energia, p1(¥), que se define camo la energia contenida ¢n una unidad de
voluinen de la cavidad a temperatura T, en el intervaio de frecuencia entre » y v+ dv. Es
evidente que cstas cantidades deben ser proporcionales entre si, es decir,

p2(?) o« Rp(v) ( 1-4)

Por lo 1anio, la radiacién dentro de una cavidnd cuyas psredes estéin a temperatura T tiene el
nisma caricter que la radiseidn emitids por fa superficic de un cucrpa negra a temperatura 7.,
Experimeuialinente, resulta convenienie producir un especire de cuerpo negro, por medio de
una cavidal en un cuerpe eolizole con un sgujeru hacin ol exterior, y tedricamonnts también co
corveniente estudiar fa radincion de v cuerpo negro, anndizando la rdiacién de uan cavidad,
ya que cs posible aplicar argumenios muy gencrales para predecir las propiedadas de laradiacién
de wna cavidad. .

Ejemplo 1-1. (a) Yo que ¥ =c, la velacidad cansiante de la Juz, la ley del desplazamienta de Wien
(1-3a), 1ambidn se puede esctibir come:

A

]
ninx

T = conslanie : . {1-3b})
donde A4 es la loagitud de onda para la eual, a una remperatura T particular, la radiancia espectral
aleanza su valar maximo. E valor determinndo experimeniainente para la caaatante de Wien es 2.898 X
10~ m-"K_. 5i sc supune que lus superfieies de las estreilas se compartan camo cuerpss negras, se pueda
abtener una buenn estimaeién de su temperansra, midiendo Apise Pora el sol, 4,4,=5100 A, mientras
fjuc para la estrella polac’d v = 3580 A Fainuemire [a temparatura de la superficie de estas estrelias. (Un
angstrom = | A= 10710
- Para ¢! sol, T=2.898 X ((2m AK%S5 100 X 10-18 m = 5700°K. Parals esireila polar, T=2.898 X 10> m-
m-9K 3500 X 10.9 5 = B30C°K. :
A S5T009K, la superlicie del sul estfi s una tesnperatura muy cercana a la nocesariz para quela mayar parie
de su radiaciéu esté cn ln regifin visible del espectra, Lo anteriar sugiere que durante las etapas de la
evaluciin humany, rwesty os ajas se hao sdapiada al sal, haciéndase mis sensibles aaquellas longitudea de

anda que emite con mayor iatensidad. ) .
b) Uridizaado fa ey de Sicfan, {1-2), y las empesnturas reeién olitenidas; determinar la patencia rediada

por [ em? de superlicie estelar.
Pasa ¢l sol. 1
Ry = aT' =567 x 1079 WnE-"K 4 x (STOOK)
= 3590 x 10° W/in? = 6000 Wfcm?

Pava fa estrella polar.

Ry = aT4 = 5.67 x 1073 Wfm?-"K? x (8300°K)*
=271 x 108 W/m* = 27,000 W/jcm?®
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cjemplo 1-2. Suponga que se tenen dos cuerpos apaens, saparidos por una disancia gramdy y
valgados de hitos finos en ooa choures seaconda cuyas parediss se mirnticoen o remperatura consanie. Kn
tulus covdicinnes, los cuerpos y las paredtes imrercanstian calor s6la por medio de radiacida. Sea e b razan
de crrtsion e spergin padinnte de anererpe y sed alicrazdo de asorcid de energin radinnte del cuerpo,

[atunestie que en equiilivia

.- (1-5)
a,  ay . :

Esta refacida, (1-5), se canoce como ey de radiectdn de Kirchhoff. En todo ol sistema denieo de lu cdmaru y
en tal estada, la razén de emisién necesariamente es igual a la razdn de absorcidn para cada cuerpo.
fEninners:

& =4 Yy &fu=uaq
Por lo o,
& &,
1 z
oy ==
oy iy

Si uno de lus cnerpos, por ejemplo el cucepn 2, oo uic cunrpo tegro, cRIONCEs gy > &), Y8 I U Cuers
negro es mis absorbente que uno goe ro es curcpet aegro. Por o oo, di (1251 se sigue e e, o0, Asi
pues, ¢l hecle observada de que cuerpos que son mas absorbentes también sor Laennas ernisores, s¢
wrediva e ln ley de Kireldyof(, <

1.3  Teoria clasicn de la cavidad radiante

A prineipius deb presente siglo, Rayleigh v tambitn Jeans, hiveron cdlculns de la denstdad de

energia Je la radia

160 por una cavidad (o cuerpenepro), que sefiedaban bucds un serio vnathiero
entve bu Hisica eldsica vias resulindos experimengales. Ksre caleabnes similar ados que resuliron
de vconsiderar muchos oiros foadnenas (es decir, el ealor capreifico de fos sélsles) que serdn
frwados mis wlelunte, Tos detalles serdn presenmdos aqui, pero primers se aleserilardn los
procedimientos geoertes qua serviriu como gada oo los cdlontos,

Considérese que a wua cavidud coa puredes nierilicas se Ju calienta aniformenente nouna

temperatura £ Las perades sminea radiaeidn clearomagodiica o el intervale térnden de

froencnetns. Se sabe que esta ocurre, Disicamenle, por ol movinienio weeleradu de tos

slectrones en das pargdes, que resulln de b agitacidn i (véase o apéndice B Sie
aadsurge, 1o es necesario estudiar en detalle sl comporinicnng do bas oudas cleviromagnéicas
en el tnterior de fa cavidad, Rayleigle y Jeans procediernn endalonma siguimte, Fo proaes busy,
il
cavidhiel debe existir en forma de emiss concivnaras con modus e s superficies mealise,

se usiliea b tearia electromagnéricn clasien pura demosivar gios la radiseidn sn el inienord

PR cor Sl v s “ . . .. N . .
Hhiizando argumentos geom@irbos, se cuenra ol nigero de dichas endas estacianarias ol
nrkervalo de I

cuencins entre v vy o, concel liode deremanar edin depende ese sdmerade
v Después, se utilizn on resulialo dedaosoria eindoen prra cadunlar Tvenergin o] promedio de
estas ondas cuando ol sistenn estd en espuilibirin vérmico, P s reorin oldsica, o ewrrgia noial
promedio shlo depende de ta temperaivrn T G arera de endis estacicnarias en el onervala de
freeveneins, moliplicade pov T cnergio proveedio do das crnles y divblide crire el velunmen de
ba cavidad, proporciona cheontenido de wnergla pramedio por noidad de velsnen en chintervaly
du fvecauneris cutreaoy o el y esta es bo cantidad qac s Tmealuclnboasidind de energiingg (),
Abara, haga tado esio.

Por simpdreidad, supadogase e i ciovidad o l!{!!'r"llt':& seieens Heva ceas radiaadn elaciva-

snagntiig Ueste b Tavma de v cubo de Bieda o, comg se mestra en la Figasrae F-30 0 ese ciso i

rachiaecis e so celejaode Lis purcdes poede ser anadizeda v teonos de tres vomponentes a o



Sec, 1,3

z

FICURA 1.3

Cavided con paredes metdlicas llena can rodia-
‘tidn’ éleetrivnagnética, mostrandn las tres
campancutes dé la radizcién sin interlericse,
yue rebatan de las paredes y que formien andas
'c'st."lciar?arias'c:m rnlos cn eada paredl,

x

_ . R
largo de las tres dircccioncs mutuamente perpendiculares que delinen los iadosldela.cévida&i .
Como las paredes opuestas soi paralclas entre si, las tres componentes de la radiacién 'r;c.)’se
iezclan y se pueden tratur por separado. Considérese a componente x eu la parex.'] mei_éiical :'en-_
x = (. Tora la radiacién que incide sobrt esta pared es rellejada y las oras iilé.identesl“;(;
Feﬂejadas se combinun para {ovmur una onda esiacionaria. Ahora bien, ceme iairhdiac;én';

electromagnétiva es una vibracién trusversal con el vector de campo eléctrico B pcrpcndici.liar_-a .
la direccién de propagacién, y como a direccién de propagacién para estc componéh'{éﬂ_ég ‘
perpendicular a la pared eu cuestitn, ¢f vector de campo eléctrico E es paraleloala parel. Sin
enbargo, una pared wetélica no es compatible con v canpo elictrico paralelo u su superf e,
va que siempre se puede estublecer wu flujo de cargas de modo tal que se neutealice 2l campo.
‘Par lo ranlo pars esta vomponente, I sicinpre s cero od lapared. Es devir, laonda ustusionaria
asociada coo la compenente x de la rudiacién, debe tener un noido {wnplitud cero) enx=0. La
ondu cstacionaria lambitn deberd tener un nodo en & = gy yu.que no puede haber un campo
eléctrico paraielo enla parcd carrspendicate. Ademds, se aplican, condigiones sirilares a las
oteas dos componenies; n onda eslacionarin asociads con la compoaenle y debierst tenernodos
ény =0y y=a,ylaondaestacionare asoriada con la compunente z, deberd lencr nodosenz =
0 yz =n. Fsms copdiciones trmponen limitaciooes eu lus joagitudes de.onda posibles.y porlo
tauto, en las Trevuencias posibles de la radiacion dectromagnética en la cavidad.

i Abora se eousiderard ol prolifema de coatar el ndniero de owdas eslacionarias con nodos en
tas superticies de ta cavidad, cuyas longitindes de onda se encucntran en el intervalo eatre. ?l ¥
A4 dh, correspondiente al hidurvalo de frecy enias eutre » y » +dv Prisuero s¢ tratard la
.F_E.gn;;puuf:_u'll[;'i" s_ofa'flgucz'tl_e para ﬁ}ar Ia at.cnciéu e iaslideé:s gootéhidas ed 85'.[":5__-55{_?:‘-"}0;';9'5- )
dedir, se tiatard el caso simplificado, aundjue artificial, de una “cavidad unidimensional” de
lb'r':gift'ﬁclila, Al dui:-“-il:r(-olllarl este caso, s verd que la generalizacién al cass real Lriéifﬁg‘héiﬁﬁél eis.
I‘l;l;vio. o . .' L . ' - ' ' , h."-}‘“-!‘[".’;
! [',:il:l_ll{m_ eléotricd para una otda estacionaria unidime:i:;ioinal 'p_ila:edf; describirse maleméti-

IR fhdet St i 3¢ Talemal
camenie por la [uncién M

Flw 1) = £y sen(2mzfA) sen (2mrt) o

rl.‘-‘( I-._s)

v ST .
[T el

. DI

. . . - . .- - Lo . - . ot .
doode A es la longitud de ouda, ¥ la frecuensia y £, la amplitud wéxima de la ondd. Las dos

B N : . . R . S, [ T
primeras canbidades se relacionan eatre st por wetha de Iz ecuscidn
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FIGURA 1-4
Patrones de smplitud psra undas estacionerizs en una cevided unidimensional con
paredes en x = 0 y x = a, pars los 1res primeres valores de! indice a.

donde ¢ es la velocidad de propagacién de lss ondas electromagnéticas. Ls ecuacion (1-6)
representa uns ondst cuys amplitud varis en el espacio como sen 272/ 4} y que oscila en el
tiempo con frecuencia » comn un oscilador arménico simple. Puesio que obyiamente, la
amplitud seré igual @ cero en todo tieinpo parn las posiciones que saiisfagan la relacién

Qe =0,1,2,3,... (1-8)
la onda tendra nodos fijos en ellas, esto eg, ¢s uns onds estacionaris. Pare poder satisfacer el
‘requisito de que 1as ondas 1engan nodos en los extremos de la cavidad unidimensional se escoge
e} origen del ejex en uno de Jos extremos de la cavided {x = 0) y seexige que en el otro extremo
{x =0 '

. 2fl=n - paraz = a {1-9)
:d‘.ur:(l_é

- Esta condicién determina el conjunto de valores permitidoz dela jongirud de onda. Para estos
valores permitides, lns amplitudes de las ondag cstacionarias siguen un pairdn cuys aparicucia
se muestra en la figura 1-4. Esto¢ patrones se pueden reconocer como los correspondientes a

ondas esiacionaries producidas por Jus vibraciones de una cuerda sujela e s extremaos, |
sistema [isico real que también savislace (1-6}. En nuestra casc, el pairén representa ondas !

electromagnéticas estacionarias.

Por conveniencia, la discusion se continia en términos de [resuencias permitidas en lugar de

fongitudes de onda permitidas. Esias frecuencias son v = ¢f1, donds 2a{2 = n. Ls decir,-

v = onfla - n= 1,2 34,... (110}

Esios valores permitidos de la frecuencia pueden represeniarse por un diagrama que consisic de
un &je sohre ¢} cual se sefialan punios correspondientes a eada valor entero de n. En dicho
diagrama, ¢} valor permitidn de la frecuencia », correspondiente a un valor pariicular de n, de
acuerdo con (1-10), esigual a ¢/ 2a vecesla distancia d del origen al puntorespectivo, o también,
Ja distancia d es 2a/c veces la frecuencia », Estas relaeiones se muesiran en la figura 1-5. Dichos
diagramas resulian fiiles en el caleula del nimero de valores permitidosde la frecuentia ven ol
intervalo de » a v+ ofv, que se denoia por V¥ {s) dv. Para cvaluar esia cantidad, simplemente se
cuenta el nimero de puntos sobre el ¢je aque se encountray enire dos Hinires que se congiruyen
dewanera lal que correspondan alas frennenciss vy » 4= do, respeciivamienie, comolos punios
se distribuyen uniformemente en € gje u, aparentemente ¢ nimero du puntas comprendidos
entre estos dos [imites serd proporcional o dv perono dependerd de v Ea realidad, facibmenicse
ve que N (#) v = (2a/¢) ohv. Sin embargo, lo anterior debe muliiplicarse por un factor de 2, va
que, para cada [recuercia permitida, exisien en realidad dos ondas Independientes correspan:
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= ed = Rafep (v 4 dp) oo
e el ={Qafe) e e

i.....,.,,.. .

01234 - -

L —

FIGUKA 1.5

Valores permitidos del dndice o, yuedetermina los valores permitidos de la frecueneia
. . . . . . i '
sioana eavidind wnidinensiouna! de longitud g

dicntes a lus dos estadus de polarizacion posibles de las ondas elestrnmagndiicas, Par o tanta
L

s e

: 4a o '
Ni)dv=—d
¥) iy c S -1D

D¢ esta manera se completa el edlealo del ndmere de ondas estacionarias permitidas parac caso
artilicial de wna eavidad uniliuepsional. ’
El cdicule anterior hace evidente los proeedicaientos para extender vl cdleulu ul caso real de
una cavidad tridimensional. Esta extension se indica en la figura 1-6. En este caso, ¢ conjunto
de puntos unifooaements distriboidos en valores enteros o lo largo del eje i, se sustituye par un
arreglo tridimensional unifurme de puatos cuyas tres coordenadas correspoaden a valores ente-
rosalulargodetresejesnmutuamente perpendiculares. Cadapunto del arreglo correspondéaunna
onda estaciunaria tridimensioaal particular permitida. El admero de riodos de las componentes
x, ¥, zde la onda estacionaria, se obtiencn de los valoresenteros  rg, ¥ 4y, equivaleaanalizar
una oada tridimensional (es deeir, que se propaga en una dirceciin arbitracia) en tres
componeates tridimeasionades, i este caso, ef namero de (recuencias permitidas en el
imervalo de frecuencia de » a ¢ = ov es ignal al ndmero de pnntos contenidos entre dos
eascarones osféricos cop radivs correspnudientes a las freevencias » y » + v respectivamente.

12

r={2ajcty

dr={2afcidy

FMGCURA -6

" Los valoces permitidos de la frenucavin ea ung
cavidad eidimeensional enbiea de uda o, se
determiomn par tees fdeees s, 1yl e

' . . LI,
wilu puettea bonar vilures eoteres i*ara
maynr clacidad, se muesiran ailn nuos RIS \
ot e los prachos paodes correspumdinates 2 . \‘

coujrnas de esios lons tedices. o,
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Lo amerier serd proporcional al volumen enire esios dos cascarones esléricos, yu que los punjos
se distribuyen uniformemeniz~Por le tanta, se puede ver que V(3 dy serd proporeionatar? gy,
ya que el factor »* es proporcional al drea de los cusearones y el seguuda fanior de, es
proporcional a la distancia entre ellos. En of ejemnplo siguiente, se analizaran los detalies y se
enconirard gue '

Bnl

NGy dy = v da {1-12)

donde 1= ¢, el volumen de o cavidad.

Ejemplo 1-3. Derivar (1:02), que dd el nomere de ondus clectromngnélicas sstucionzrias perini.

Y y . . . e . ay -
itidas;en cada intervalo de {reciencins, para el caso de uns cavidnd tridimensional cilica de parcedes

rietAlieas de lada o,

___Culnsi_r!é_rcsu:r:tdi:ncién d‘f fangitmd de ondi 4y Treaneneia » = ¢f 3 que se propags en vos direceién
definida '['m'r ios Angulos o, f, ¥, coma se amesie o a ﬁgur;; 17, La radiacion debe sey nna nnda
es1Acionaria yn que s (Tes componentes son ondas esiacionaries. la pééi(;ién de algunos de los nodos
fijoi de esia onda esiacionaria, se indica por un conjuatn de planes perpendirnlares a la dircecién de
pripagacién &, f, v.. Lo distancia enire estos planos nodates de la radiaeifon, vs justantenie & /2, donde
2 es su'langiud de onda. Se indica también la pusictdn de los tres ¢jes de los nodes de lat rres
COMPOneH s,

Pra glictanrins 2101 potps nodps e
Ada = Af2eoiu

. (13
A fd = Ao B (]3]

= ;‘.,‘Ecn:,r

FIGURA §.7

1y, . X . . A . . -y,
Plantos podides de gny wada estasanafis prapagindose en deternnada dineccian o
uns envadiad wobiea.
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Las expresionns para las umgnitndes de los crapos eldctricos de las trns ¢ Hatoponeates G los !rt.s [.JLS se
pueeden uerildr coua,

L, 1Y = E‘oxscu(?.rr:x:ﬂr) ser{2wef)
£y, 1} = Eﬂv sen (2epfA) sen(3ear)
£z, 1) = By seniZmsfd.) sun(2avr)

La expeesicn para la companeniae € representa wua omla con aoplitul mdsioma f,n o ana vactaciin en el
espacto sun{ZwrfAd )y qur vseila con una (recuencinr Como nl sen{2wwfd )es cero para 2xfi,=0, |, 2,
Noowy It guda en estacionoria con longitml do andse 4 ya que ticne nodos fijos separados una d;sluncm .
A=A f2. Las uxpresiones pars las componentes y y 2z representan ondus estxcienarias de oniplitudes
mdxinas E[E' Iy y longitudes de onda 2, y A, pero lus tres ondas cstocionarias componentes oseilast con
la Mrecuenen v de b radiaciin. Qbsérvese quedas tres expresinaes sansfacen antoniaticamente ol requisito
e e it sonrponente x tenga i aobo ee x =0 la counponente ytenga un nodo en =0, y la componente z
tengn v vado en 2 =0, Para qua satislagan el rnpuisio der quelaromponentex eugaun nodoenx = a,la

l:{i!llil(ll!{:l]!l: )’ ![.'IIK-'l LIt ‘I{Hl“ oD .}' = t, y 1“ ;‘.[I"‘I}“I“:”ii: L I{'.I'If_‘;:l tard I!U{J(} [ T TH "ﬂce:
2wfd, = g parax = a
Ly, = n, paray = a
22”13 = JIZ

para z =a
doprde e = 1, 2 3= 1203 00 = 203,00 Usueadny (1-13), estas coudinioies se trans(orman en:
(2afl)cose = n,  (2uafdfcesfl =,  {InfA)cosy = u,

. . . . i
Elevam!n al custlrado ambos mimmbres di asins ecuaciones y sumano, se obtinne

Caf(cost a4 o g cos®y) = PP LR

pero los dngulos &, f, p tieoen T propimbul
costo b cos? A costy =1

Pur lo tabgay,

2k = Jnd ol ¥t

danide 1., nv, ne, toman todus los valores enteros posibles, esta ecuacion describe a ltmtactés en las
longitinles de amda posibles e la radincion clectromagnética comsenida en fu eavidad.
Una ver mas, la discusion se continia en 16rminos de las (rerurncias peemitilas, en lugar de Ins

IlJll};l!“dU.‘i Kil.: llli(lﬂ }}('.l'l!”!ldﬂ"i. lil": 1371}

N
€ € jem——
B N I i ' : (1-14a2)
A 2a .

po==

Fnsegerda, sc contardn el nimery de (recueneins pesmilidas en ua intervalo de (recucicias dado
construyendo una red evibica wnilorme en un uetanle de un sisiema de courdenadas recla:aguiarcs de
awdo ial, guc tas tees roordenadas e cmda uinto de la red son iguales a ui conjunto posible de lus trés
enlerns nr. v ¥ ns, (ver Ia figura 1-6). Por construccion, cada punto delared correspondea uoa (recuencia
pvra:utnia Ademis, of namern de (recueneias permitidas enge v y » B v, N (r} dv, es igual ndinero de
puntos conlenidus entre cascaranes esféricus eonnéniricos de vadies r y ¢ 4= dr, M (1) dr, donde. .

r \/;;, + ar 4ot
De (1-1a), esto es

2u

—— | "(1-14b)
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Como NV (1} dr es igual al volumen comprendido entré Ins casearones por ts densidad de puntos dels red, y
como, por construccidn, la densidsd es uno, N 1) droes simplemente,

" . ‘nrz(?lf’
dnrtdr =

N{r)y rfr =

{1-15)

Cﬂl-——-
b

Yguzlande lo amerior a ¥ (3) dv, y evaluande /# dr de (1.140), se fiene
w {24 3
Niydv = 30T v e

Para cotuspletar el chiculo, estos resubindos se deben muhtiplicar por un factor de 2, yo que, pera cada unade
las [recvrencias permitidas gue se ban enumersdo, existen en realidad dos endas independientes
correspendientes & 1os dos estedos de polarizecidn positdes de 1o radiscin electiromugnética. Porlotunio,.

se hia derivado (1-12). Se poede demosirar gue & () es independiente de la forma de 1o eavidad y sélo
depende de su vohomen, -4

Obsérvese que existe uns diferencia significativa entre los resultzdos eblenidos pars ¢l caso
rea! de una cavidad tridimensions! y los resultados obtenidos snies pare ¢l caso artifieial de una
cavidad unidimensienal. El factor #* que se encuencra en (1-12) pero ne en (1-)1), Jugard un
papel muy imperiante, como se verd, en los argumentos siguientes. Bésicamente, este facior
resulia del hecho dequie vivimos en un munde tridinmensinnal siendo la perencia de vuno menos
que la dimensionalidad. Aungue Planck, al reselver finalmienie las serias diserepancias entrela
teoria clasica y el experimente, puso en tela de juicio algunos puntos que habian sido
ennsiderades obviamente ciertos, nj &l ni otros trabajando sobre el problema dndaron de (1-12).
Existié y atn persiste un zcwerdo general de que (J-12) es vilida,

Ahors ya se puede comar el niimero de ondas esiactonarias. £} paso siguiente en la reoria
clisica de Rayleigh-Jeans para Ja radiacion de un tuerpe negre, vs el calcule de la vnergia fotal
promedio centenida en cada onda estacianaria de frecuencia ». De acuerdo con fa fisica clésica,
la esrergla de algena onda particuiar puede tener enalquier valor enire cere cinfiniio y suvalor
real debe ser preporcional al coadrado de su amplitud consiante L5 Sin embargo, pura un
sisiema que comlenga un nimero grande de enles fisicns del mismo tipo, fus cuales estdn en
equilibrio 1é&rmico a una temperatura 7, la fisica cdisica haee una prediccién bastanie definitiva
acerca de los valores promedio de las energias de los entes. Esto puede aplicar en este caso,
puesio que la multitud de ondas estacionarias, que constituyen la radiacién térmica dentrodela
cavidad, son entes del mismo tipo que estdn en cquilibrio térmico entre 57,2 ka temperatura Tde
las paredes de la cavidad. Bl equilibrio 1érmico se asegura por el hecho de que las paredes de una
cavidad real sicmpre absorberan y rerradiaran, con diferentes frecuencias y direcciones, una
pequedia parie de la radiacion gue ineide sobre ellas, y cansecuentemente, lus diferentes andas
estacionarias eo forma gradoal, podran intercambiar encrga €OMG s¢ requicre para maniener ¢l
equilibrio, X

La prediceidn viene de la teeris ciadiiea Llab:ca y es Namada ley de equipartician de lo energia.
Esta bey. afirma que para un sistema de moléeulus de vn gas, en cquilibrio térmico a vne
iemperatura, T e energia cnénon promedio de una moléeula, por grade de libertad, e:,}.f/iZ
donde k = 138 X 102 Joule®K se le Hama constante de Bolizmann. Esta ley se aplicaa cualquier
sistema cldsico que contetiga, en equilibriy, un nomero grande e enies del mismo tipo. Para el
La50 que nos ocupa, Jos entes sun ondas estaciongrias que tienen como onica grade delibertud,
fas amplitndes de sus cumpur eléctricas, Por o anto, sus energias cinéucas, en promedio,
tendridn el wmistg valor, £'1/2. Sin embargo, cuda onda estucianaria oseilante senoidal tiene una
ertergia foted que es ol Joble de so wnergia viedriea promedin, Fsta es una propiedad comin a
tedos lus sisiemas que tienen un soly grade de Yiberiad y que Jlevan a cabo oscilaciones

anndnicas simples en el Ut vasos eenocidos son un pénduls o v resorte. Por lo tanio, de
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acuerlo cote la oy clisica de ta euipanicitn,

cada onda estaciouaria en la cavidad tiene una
caergia total prowedio :

&=4iT {1-16)

El punto mids importanie que delbic uotarse, es que se predice In misina energia total promedio
&, para todas las viedas estacionarias en I cavidad, independientemente de sus [recuencias,
La crergia por voidad de veluoren en el intervalo de frecuendias entre » y v+ v del edpectro

e euerpo negro de una cavidad o temperatura T, es simplemente el producto de la energis

promedio de cada onda estagionaria, por el ndimero de ondas estacionarias en el intervalo de

fréenencias ividido entre of volumen de Ja cavidad. Fivalmente, de (1-15) y (1-16) se obtienc el
resaltado,

8k T : :
pa{r) dv = ’”ca dy (1-17)

Esta es la fdronuda de Royluigh-Jeans, para lu radiacion de un clierpa negro.

Fa la figara 1-8 se comparan las prediceiones de esta {6rmula con los resultados experimen-
tales. La discrepancia es evidente. En el limite de frecuencias bajas, el esp'eulro cldsico se
aproximna a los resultados experimcatales, pero, a medida que la freeucacia crece, la prediceion
tedrica hieadi a tafinito. Los experimentos demuestran que la densidad de energia siempre
permancee finita, como ohivianente debe ser, y de hoclo, la densidad de energia tiende a cero
pura lrecuencias moy altas. Kste comportamivnto lan grotescamente irreal de la teoria clésliclaa
altas recacneiss es conocido en Tisicn caho lr “eatdstrole uliraviolen'”. Este érmine cs
sugestivo de la importaancia de fa falla de la (eoria.

1.4 Teoria de Planck de la cavidad radiante

+
Trataodo de resolver la diserepaneia eatre teeria y experimento, Planck legd a coasiderar la
posibilidad de que se violara la ley de cquiparticion de laenerpgia en que se basabals teoria. Dels

T | | _
3= i .
f Taarla
— ] clésice
7 !
xI
MI ll‘
Ea { 7
3 ! T= 1500°K
8 .
L !’ Rasultadas
5 axparimantales
&y
=
a
0 |
1 2 k! 4
¥ (10" Hz)

FICURA 1-8

Prediceidn de Rayleigh-Jeans {Hineu puinenda) eomparada can los resultados experi-
werntes (Huea canlinua) para b densidod de corrgha pe non eavidud-cuerpa aegro

(e smuestea e seria diseremuein lumndn enedstrofe ultraviolcta.
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figura 1-8 resulta evidente que la ley proporciona resuliados satisfacterios a bajas frecuencia
Por lo 1anio se puede suponern. ... .

.%“T:;f kT (-1

Es decir, la energia tota) promedio ticnde a T a medida que la frecuencia tiende a cero. 1
discrepancia a frecuencias aliay se climina si, por alguns razéo, exisie un corte, de mods qu

v 0 (1-1
[

es deeir, si la energia total promédio tiende a cero cuando la frecuencia tiende a infinito. }
‘otras palabras, Planck pensé que, dadas las circunsiancias que prevalecen en el caso de
radiacién del cuerpn negro, la envrgia promedio de una onda estacionaria es funcién de
frecuencia & (v} con las praoiedades indicadas por (1-18) y (1-19).Estocontrasta con la ley .
equiparticién de la energia que asigna o la energia promedio & un valor independiente de
frecuencia. '

~ Veamos ¢} origen de la'ley de equiparticién. Basicamente surge de un resultado mucho m
ﬁtmmpleio de s 1eoria cinétive cldsica llamadn distribucién de Boltzmann. (En el apéndice C
dan los argumenios que conducen a ta disiribucion de Boltzmann, para aguellos estudianies g
no estén familiarizados con ella.}) Aqui se utilizard una forma especial de la disiribucién -
Bulhizinann

e~4’f&-7‘ .
P(é"}-_-_———- : (I';
kT

en la que PIE) dE es la prolabilidud de enconirar un entedado de un sistemta, con energa en
intervalo emire & y & + d &, cuendo ' nomere de estados de energia para el ente en ¢
iniervalo, es independiente de & . Se supone que el sistemnz contiene un namero grande de en
del raismae tipo, en equilibrio érmico a2 temperatura T, y * representa lu cnnsiante
Boltzmann. La ecuacién (1-20) gohierna lus energias de 1os entes del sistema que se el
considerando, a saber, un conjunte de ondas estacionarias que oscilan de medo armani
simple.

La funcién de distribucion de Boltzmann esta intimaniente relacionada con la funcion
distribucién de Maxwell para 1a energin de una molécula en un sistema de moléculas
equilibrio térmico. De hecho, Ia exponencial ea 1z funcidn de distribucién de Boltzmann
responsable por el factor exponencial en 1 distribucién de Maxwell. Algunos estudian
sabran yue existe un factor &% presente en la disiribucidn de Maxwell, que resulia por
eircunstancia de que el namero de estados de energia para una moléenla en ¢ intervaloentre
y & + d & noes independienic de € | sino que awmenta en proporeidn a €77

La funcién de disirtbucion de Boltzmann proporcions una iafermacion complea acerca
las energias de los entes del sistema, incluyendo desde buego, et valor promedio de las energ
& . Esta Gltima cantidad puede obtenerse usando (1-20) para P(&') y evaluando las integra’
en &l cogiente: '

[-=]

f EP(EY dd
Fov (1-

u
F

J PEYdE

o
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El integrando en el numerador es la energia 4, pesada por la probabilidad de que'el.é[ill
cnconrralrﬁ con esta encrgia. La energla promedio se abtiene iniegrando sabre 1ados los vala¥ _
posibles de la energia. & denominador es la prebabilidad de enconirar al enle con ru'r‘zfr,r.r.-f;*r
energio y por lo tanlo deberd lener el valor unot quelo tiene, La tnlegral en el numerador pueds
evaluarse, y el resultado es justamente 1a ley de equiparticién de la energia S

& = kT (1-22
. ) . .

En lugar de levar a caho la cvaluaci6n, resuliard még conveniente, por los argumanios
siguientes, examinar la representacidn grifica de P(4°) Y& qué se muestran en la parte
_superiorde la figura 1.9 Segrafica P{4£') como Tuneidn de &, Su valor méximo, 1/4T, veurreen
& = (y el valar de P{ §)decrece suavemente a medida que  aumenta y tiende a cerd cuanda
& — co. Es decir, el valor que es inas probable que se encantrars en una medida de & , serd
cero. Pero el promedia & de los resuliados que se encontrarfan en cierla nimero de medidas de
& es mayor que cera. La evaluacidn de & a partir de P(4"), se indica en la mitad inferiaf dela

figura 1-9. ] - : : L T
La gran contribucidén de Planck surgi6é cuando puda darse euenta que padfa lograr cl earie
reqnerido, indicada en {1-19}, si modificaba e} cdlculo que conduce a & a partir de P’ (&},
tratando la energia & coma si [uera una variable discreta en lugar de la variahle continua que
definitivamentc es desde el punte de visia de la [{sica clisica. Esta puede hacerse, cuaniitotiva-
mente, si se vuelve a escribir {1-21) en Lérininos de sumasen lugar de integrales. Pronto se vert

ITLY

P@E) —

FPE)—

FIGURA 1.9 _ .
drsiba: Grafica de la distribucidn de prababilidad de Balizmann P(£) = e~ T T,
£l valar promedia de la energia & para esta distribucin cs & = kT, que carres,
ponde a la ley clisica dela eyuiparticid dela energln. Para eoleilar cste valor de o, s
integra §P(4) de cero a infinita. Esta cs justamente ln cantidad que se osta,
pramediando, &, multiplicada parla prababilidad reluiva P(¢} deqoecl valorile &,
sea encantradd cn unn medida de la encrgia, Abojo: GréficadesP(4). K drea bajo osla

curva praparciana el valor de &
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que eslG no &5 diffet} de hacer, pero es mis instructivo estudiar primero, la represeniacién
grifica en la figura 1-10 . .. ...

Planck supuso que lu energla & podia tomar sélo cierios valores discretos, en lugar de
cunlquier valor, y que los valores discretos de lu energia estaban uniformemente distribuidos; es

decir, tomd

& = 0, A&, 288, 3AL, 4AE, . (1-23)

1/e

EP(E) ——>

EPIE) —

e

FIGURA 1-10

Arciba: Sila energia & noes una variable continua, sino queestd resrringida a valores
0, A, 208 3A&, ..., comoseindica portas divisioneseneleje & delafigurs, se
debe cambiar lu integral usads pars culeular el velor promedio & por ung suma. El
valor promedio es la sums G¢ las dreas de los rectdngulos, de amaphitud A&, y eon
alrures dadas por los valores permitidos de & por P{4)sl principizr cada intervalo. Ea
lafigura A& « k7, yporianta, las energiss permitidas estin muy priximazenire iy,
consecuentemente, ef area de los recringulos difiere muy pocadel drea bajo la curva
continua. Por 1o 1anto, &) valor promedin & es cas: iguela 4T, el valor encontradoen bs
figura 1.9, Céntro: A& o= 4T, y & ticne unvalormenor yue el que tiene en el cuso de
arriba, dbojor A& D KT, ¥ £ gs aun mences. Ea las tres figuras, las recthugulns
riuestrss Ja comribucin de FP(S) al Area total, para cada energis perinivida. I
rectinglo para & = 0 5, desde hiego, siempre de altera cero. Esto praduce un gran
electu en ol drea ttal, si des amplitudes de los rectangulos son grandes.
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como_el conjunio de valores permitidos de ia energia. El intervalo uniforme eatre valores
sucesivos de la cncrgin,.cs enestecaso A4 Enlapartesuperiordela figura 1-10, se Hlusira una
evaluacmr‘a de & a paclir de P(#*), para un caso en el que A& < kT. Enestecaso el resultado
que se obtiene es & = kT Es deeir, el valor que aqui se obtiene es csencialmente el mismo que
el resullado clisico, ya que, los valores discreios A& son muy pequeiios comparados con el
intervalo de cniergias &7, en el cual P{&) cawnbia significativamente; esencialmente, en este
caso es indiferente si la energia & es disereta o continua. En la parte media de la figura 1-10, se
tlustra el caso para AF =T Aqui se encuentra que & < kT, ya que I mayoria de los entes
tienen energia &7 = 0, puesto que F( &) tiene un valor pequefio para ol primer valor permitido
de Af diferenie de cerp, de modo gue el valor & = 0 es dominante en el céleuio del valor
promedio de & y el resuliado que se obtiene es més pequelio. Sin einbargo, en la parte inferior
dela figura 1-10, donde se muestra el casp para A& > kT, scaprecia mas claramente ol efecto
de tomar valores discretos. Para este case, la probabilidad de encontrar un ente con una de las
energlas pecmitidas mayores que cero es despreciable, ya que, P{&) es extremadamente
pequefia para todwos estos valares, v cl resultado que se obtiene es & & £T.

Resumiendo, Planck descubrié que podfa obtener & =2 &7 cuando la diferencia entre
encrgias adyacentes, Ad”, cs pequefia y &= 0, cuando A& es grande. Como requeria el
primer resultado para valores pequeitos de v, y el segundo resultado para valores grandes dev,
ubvigmenic era necesario que & fuese wna funcién creciente de v. Por trabajn numécicn,
enconird que pedia tomar la relacién mas simple prosible entre A& ¥ ¥, (que tuviera esta
propiedad. Es decir, supuse que estas cantidades fueran proporcionales

AL o v (1-24)
Escrila como uma couacitun en lugarde wod proporetonalidad, se licne:

A = fiv (1-25)
" L}
donde h es la consiante de proporcionalidad.
Mediante trabajo numérice, Planck determing el valor de esia constante, e modo que se
abtuvicra el mejor ajuste entre su teoria y los valores experimentales. El valor que obtuvo fue

muy cercano al que es aceptatdo en la actualidad:

Bo=6.63 % 107 joule-seg

Fsta constante famosa, ahora se {lama constante de Planck.

La formula que obtuvo Planck para & . evaluando la suma andloga a la integral en (1-21), ¥

quc< se obtendr en el ejemplo -4, s

B hv .

Ya que T | B[k Tpara Tl T — 0, se tisne que EL]) — kT en esie limite, como se
predice cn (1-18). En el timite Inf T — 0, M s oo,y &(») — 0, cn concordancia con la
prediccién de (1-19).

La formula que se obticne inmediataniente para la deasidad de energia en el esp-eclro del
cuerpo negro, utilizandn el resubtado para & (») o lugar del valor clisico & = IT,es:

8mvt '
pop(v) dv = —L—al W dr {1-27)

ctro ded caerpo negro de Planck. £ota figura i-11, se comparan los resuliadosdela

Esto cs, e espe : : :
com respliadns pxperimentales

teoria de Planek {expresados e térniaos de langitwdes e onda)
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para una temperstura 7= 1595°K. Lus resuliados experimentales concuerdan con la férmula de
Manck, pars tods temperainrad. _

Debe recordarse que Planck no alierd Jo distribucidn de Bultzrann, ™odo™ fo que hize Tue
considerar la ensrgia de las ondas eleciromagnénicas estacionarias, oscilando sencidaimente en
el viempo, como una cantidad disereta en logar de una cantidad continua,

Ejéﬁ;ph‘n 1-4. Derivarla f..xpresibn de Planck para la energia promedio & y su espectro del cuerpo,
negre. . " o : . .
.. Lo eantida £ st ealculz de la razédn de las sumas

> ey

= Te=(
&=

2 P&

LY

“anélogas » be razén de tntegrales en 1-27). Debida al posiulude de Planek, ja energla & se convierteenina
varisble disereta que toma s4lo los valures & = O, b, 2k 34y, ... v por lo tenie, se deben utilizar
sumas, Ee decir, & = adv, donde n = 15,1, 2, 3, . . Evelosnde '3 distribueién de Beltemann PIE) =
e RTIET, se liene '

= nin o
z‘ ~nkvlE ‘S‘ Hae ™®
o n=g kT Pyl . fivs
& = A = kT —— donde o« = T
S‘ JERNRRSTY L N e
— » # e &
sa 'I‘ T =]
I snterior, & su ver, poude evaluarse mas fiolmente si se obiserva que,
Pow o f o ’
£ £
g — S g -5 a—e® Y naemte
o 2 da =y ize dn n=g
—-u;’-—fnzg";—. b = = &
da WS ‘; e v S" et T )
. ) ) ey h::i] =i
de wanera gue,
o @ o @
— . N _ ARl
E=kTl—a—1In T e™ =-—f‘n»-—~lnzde”'
ila ) ' (LA -]
Abors bien. : . '
w)
2 e—-un = 1 o ¢t + e——,‘in < E—-aa o
ne=u
. =1 4 A+ A X4 - dande A = 7"
perg
(- A =1 4+ 4+ X4 x4 -

de modo gue:

i

—hv = In (] — ety
du

—frae (o e
== -—{—i--—::—;—;)—: = )(} . J -4

frog=? - he I

] — e™* ¢ — | - AT

Se ha derivade {126} para Iz cuergla premedio de une unda clentrnmagnéiics esiacionaria du frecuencis .
Muhiplicando o antesior por {1:12), 2 saber, el ndmero ¥ (v} ¢ du ondas que Lenen Trecueneia v, que se
derivé eq e ejemplo 13, imediatamente se obiiene ef esovctro de Planek dei cuergn negry, (1-27).

Al analirar resnhsdos exporinentales, come en Ja Tignra 111, resulta conveniente
expresar ol especito de Planek del cuerpo negro, on {uncidn de o Jougitud de onds 4, en lugar de s

Ejemplo }-5.
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{ T T T T

= 1555°K

o (A (107 joule/m-m)
2
|

o
o
=

[

025 —

FIGURA 1.1l

Prediecitn de Planck de la densitlad de energia (lineu continua} compnrazlu can los
resudladas experisnentules (efrculos) paca la densilad de energla de un cuerps negra.
Los dalos fueron reportados pae Cablentz en 1916, carrespandientes a una tempera-
tura de 1595°K. [l antor sefiala en su articula que después de dibujar las curvas de las
capectros de enecgia que resultarnn de sus experimentas, “debido a fatiga de lma ojos,
fue imposible durante los ineses subsiguientes, dedicar atencitn a la redueeidn de los
datoa”. Una vez que tas dalos {fueran redueidos, ae obtuvo un valor de la constante de
Planck de 6.57 X 10 * joule-seg.

frecuencia ¥ .Obtencr py(2), el cspestre de Planck en términas de la longitud de onda, a partir depyp(v).la
forran dcl espectro en 1érminos de v, La cantidad pp.(A)3e define por luigualdad pp(A) dd = — p,dv} dv.
El signo meaus indica que awnquc py.(A)y pp(r}san pasilivas mabas (2 y ¥ tenen signas opuestos. (Un
aumento ea la frecuencia corresponde a waa disminucién en la longitud de onda).

D la refacién v = ¢f4 se ticne que di = --{c/3) di, a bica, dvfdd = —{(c/2%), de manera que

] dy c
pp(A) = —pplr} 7 = rrle) 35

Si ahora se sustituye v = cfd en la uxp:'csiﬁnﬁﬂru prbr) (1-27), se obiiene

Bultc . dA
BT hell

-"T(A] il = (1"28)

En la figura 1-12 se mucsira pp(a}conira A para diferentes tomperatuas. Al esl udiar la distribucién de
encrgia radiante eomo fuacién de la longitud de onda, a medida que avmenta la teraperatura, se puede
observar, clararacnte, una wendencia en lo radiaeitn del roja ul blanco y al azul. «

A partir de la formulade Planck, se pueden derivarlaley de Stelan ylaley del desplazamiento
de Wien; i se las ujusta a os resuliados experitnentales, se pueden determinar valores para las
constantes & y k. La ley de Stelan sc obticne iutegrondo laley de Planck en todo el espectro de
tongilndes de onda. Se encucutra gue la radiancia es proporcional a la cuarta potencia de la
temperatiea, identificando la constante de proporcionatidad 275k 1 5ct¥con la constante de
Siefan, ¢,euyo valor, deternminada uxpei‘inxculahnct:lc, es 5.67 X 107° W/m?0K4: La ley del
desplazatnicnlo de Wina, se abtienc haciendo dp(A)/rdd = 0. y se cneuealra que Ao, 77 =
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FIGURA 1-12

Densidad de energia de Planck de la radiacién de un cuerpo negra, a varigs sernperatu-
ras, como funciér de la Inngitud de onda. Obsérvese que la langitud de onda paraia
cual la curva tiene un méxima, decrese a medida que la tempersturs aumenta.

0.2014Ahe/k; idemificdndose al miernbro a la derecha de la ecuacidn con la constante, 2.898 X
107" mYK, determinada experime:talmente por Wien. Utilizando estos valores medidos y
suponiendo un valor para la velocidad de la luz ¢, se pueden caleular los velores de 4 y k. De

*hechao, és1o lo realizé Planck y sus valores concverdan muy bien con los obtenidos posterior-
mente por otros métodos.

1.5 Aplicacién de iz ley de radiacién de Planek en termometria
. 3
La radiacidn emitida por un cuerpo caliente puede uiilizarse para medir su Lemperatura, Silo’
que se uliliza es la radiacién (otal, entonces, de la ley de Stefan-Bohizmann, se sabe gue las
energias emitidas por dos (uentes estén en razén de la cearta potencia de la temperaiura. Sin
embarge, es dificil medir la radiacién total de la mayoria de las fuentes v realmente, lo que se
smide es la radiancia en una banda (inita de longitudes de onda. En este case se utiliza la ley de
radiacién de Planck que proporciona ta radiancia como funcién dela temperatura y longitud de
onda, Pararudiacién monocromitica defongitud de onda 1 la razén de intensidades espectrales
_emibidas por fuentes a T,°K y 71K, esta dada por la ley de Planck came:

e}{:f}.k?, —1
ehc,.fﬁsz -1

En esia expresién, si se toma T),camo temperatiira tle relerencia estdndar, se puede determinar
T celativa a la esthndar, midiendo csu razén en forma exprrimental. Este es el procedimiento
_.é‘mplﬁﬁd‘ﬁ en o Escala Internncionsl de Tanpernturas Practicns, donde se utilian ol punio de
::fu?ién del ora, 1068°C, como punto fijo de referencia. Es decir, el pirdmetro dutico esténdar
- Primario, est diseffado de modo 1al, que compara la radiacién de un cuerpo negro, 8
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Lanta Lémporo Microscopio
objstive Piroméirico .
F e & N
uente de . —

radiacién

FIGURA 1-13

Disgrama esguematicg de un pivGmeteo Sptico.

temperatuea desconovida T > J10GB*C con un cuerpo negro a la lemperaura de fusidn del oro.
Dadas las circunstancias practicas, Ia mayuria delas (usnttes no soa cuerpos negros y en lugar de
la radbiaciton monaerpmaliva se ntiliza voa banda [inits de Jongitudes Je onda, de modo que los
procedimientos de molida deben ser adeonaldos y fa tearia desarrollada, para lomar <n
consideractdn las cireunstaneias anleriores, _

La mayoria delos pirémetros pticos, ulilizawel ojo kumane come detector y requicren de un
ancha de handa espertral suficientemente amplio, de wodo que se tenga la energia que el ojo
puede ver. I tipo de iustrumento mas simple y mds preeiso utilizado por encima del punto de
(usidn del oo, es el pirdmera <dptice con filanicnio desvanesesnte, (ver figurs 1-13 ). La
fueite o mcdicse se enfloca en el iamero de laJamparadel pirénetro, ajustindnss 1a corriente
de laldmpara hasta que of lilamenia tenda a desapacecer en ol fondo de la imagen de fa (uente.
Calibrando cuidadusmmnente wmndiante putenciometeos de precision, se garantizan med;das
precisas de Ja temperatura, .

En ln década 1900, Dicke, Penzias y Wilser desculirieron un taleresanie casu particular del
canpo general de fa termometria por wedio de radiacién de cuerpo negro. Utilizando un radio
tetescopto que operala en el intervalode longiturdes de onda eatre varios milimelros y varigs
conlfietras, cireomraren ue an espeatro de cuerpa negro, Gon temperaiuea caracteristica de
39K, mende sobre [ tierravatodas divecciones conigaal irnensidad. La uniflormialad ea diceceidn
indica e ba radiacign Hena eniformenente el nuiverso. Los asteofisicos consideraron eslas
medidas camo evideneia Tuerte en favur de fa lumada tearia de la gran explosion, ex Ya cual, el
universo causistia de una bola de fuego may densa y muy ealiente de cadiacién y part{culas,
sproximadanene have 10 apws. Debida s ana expansion posterior y el consecwenle eorri-
miento Doppler, os de esperarse gue kb lemperatura de furadiacién disminuyeraa un valor muy
aervana el oluervada de 30K, ' ' '

1.6 El postubsdo de Planck y sus implicaciones

Lo poateibucian de Planck se puede suaeciar en lora de postulado, como sigue:

Cuatiuier ende fisiva con wa graddo de liliortad, ruyn “coordenada” ¢s una funcidn senoidal del
ticmpo (a5 decte realiza oseiluciones armonico-sinples) sélo pucde poseer cnergias tatales &, que
setisfacen o relaciin ' '

& = nhe n==0,1,2,3,...
donde v es b frevaeacie de leoseilacion v I es uan canstairie universal

La palshra coordenada se nriliza e se smnido s geaeral, para denatar enalquier cantidad
que deseriba lu condicidn mstamgaca del eate, por ejenplo, fa Joagitud de un resorte, ta
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FIGURA 1-14

fzqueierda: Energins permitidas en un sislema } T

clésico, pscilando senoidabmente cod (recuen- { .

ein », disiribuidas en furms continin. Derechar ’ L
Energias permitidas distribuidas en forma dis é:i o
creta de aeuerdo con el postulado de Planck, ﬁt 43:;1»
ya que sélo pueden 1ener los valores nhi, Se 2; .,‘,::
dice que la energia estd Clmmizada,. siendo n el &= ;w
nimero cudntico del estado de enesgia per- . £=0 E=0
mitido, i Clésico Planck '

posicién angular de Ja masa de un péndulo y la amplitud de una onda. Todos estos ejemplos
también son funciones senaidales del tiempao. .

Un mado conveniente de ilusirar el comportamienio de un ente golernado pnr este
postulado, es mediante un diagrama de niveles de encrgia, como se muestra en la figura 1-14,
gue también puede utilizarse para contrasiar esls comporiamiento con el que se esperaria en
base a la (isica ¢lasica. En ese diagrama se indican cada uno de los esrados de energla posibles de!
ente, por una linea horizontal. La distancia de vwna linea determinada, ala lincs de energla cern,
es proporcions] a la energia watal que le corresponde. Como de acnerdo eon la fisica elésica, el
ente puede tener cualquier ensrgia entre cero e infiniin, el diagrama clasico de niveles de
:gnergias ennsiste de un continvo de lineas yue empiezan en cero y s¢ extiende a valores
‘mayores. Sin embargo, e ente que vealiza oseilaciones del tipo oscilador arménica s:mple s4ln
" puede tener encrgias totales diserstas, & =0,hv, 2h s, 3h.., st obedece el pnstulado de Planck,
En su diagrama de niveles de energia, esto se indica eon un conjunte discreto de lineas. Sila
ertergia del ente obedece el postulede de Planck, se dice que estd cuantizada, 1os niveles de
energia permitidos se Haman estados cudntivos y el nomero entero 2 se lama el mimere cudntico,

El estudiante podria pensar que existen sistemas fisicns coyo comportamiento esté en ohvio
desacuerdo eon el postuiado de Plunck. Por ejemplofun péndulo ordinaria realiza nseilaciones
de tipo oscilador arménico simple'y sin embiargu, aparentemente es capaz e poseer valores
continuos de a energin. Pern anies de aceplar este argumento, se Latan algunos caizulos
rivmeéricos en relacion con dicho sistema, B

Ejemple 1-6.  Un pénduls que consiste de uni mass Jde .01 Kg. suspandida de ung cuerda de @1 m,
de Inngitud. Sea la amplitud de su oseilacidn 1al, anela cuerdy en sus pusicinies extrenas fovma un ingulo
de 0.1 rad. con la vertiesl. La energin del pénadalo decrece, por ejemyple, por efectos de {ricridn, ;Se
obiservard que esle dreremenit de n energia es continue o diseaminug?

La frecuencia de oscitucidn del pénduoto s

. 9. 8 !Tl,frbt__[_‘ . .
—_\/— N/ 0.4m = 1ijeeg

L2 energia de! péndolo s su energia pateneial mixima

i

mgh = mphl - cos ) = 00i kp x 9.8 mjseg® x 0.1 m x {1 — cas 0.1)

5 % 107% joule

il

La energin del péadulo egvd cuantivada, desnodo que fos cumhios en cuergic ocurren en pasoes de magnitud
discontinuns AE = hr, pery

AE = he = 663 x 107 ¥ joule-seg x 1.6fseg = 107 jouic

‘mientras que £ = 5 x 1078 joule. Por lo tanto, AE[E = 2 % 107, Asi pues, para poder medir que ¢

decremento du la energio es disereio, se neeesits poder saedic la eergia con una precisién de 2 en 10%,
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Evidemicmente adi o equi rine A i
5 cumetiee tiu el equipo exjerimenial mas seasible, resulla tolulmente incapaz para obtener dicha

b |

resolueida en fa erergia.

En conclusion, aquellns expesimentos que involieren péndulos ordinarios, no podedn
determinac si el postulado de Planck es valido o no. La pequeilezde, hacequelagranularidad de
L’..i erergia sea tan fina yire 1o pueda distinguirse de un econtinpo de energias. Mas ain, parm
sistemas elasicos, fa & podria considerarse igual a cero y, de hecho, un mode de redtxf;ir las
fc’urnml:‘ls cudaricas a sus linites elsicos, es dejandoh —» O en estas férmulas. Solamente cnando
se consideren sisteinas en los cuales » sca tan grande y/o & (an pelpuedia que Ad = Ar sea del
orden de &, se estard en condiciones de probar el postulado de Plasck. Un vjesuplo es, desde
luego, la radiacién de ondas esacionarias de alta Crecuemein del euerpo negro. En lossiguientes
eapitulos se eonsiderardn muchos atros vjemplos.

1.7 Un poco de In hisloria del quantum

Ei png[ulado de Plauck, en sy farma original, no tenia ¢l alcarnce que ticnie en la forma cono aqul ae ha
presentada. En su trabajo unginal, Plaack traté ea detalle, ol comporiamienia de los aleetrones en lng
predes do wn cuerpo negro y su acoplamicnto o ln radiaci6u cicetromagnétiza dentro de lu cavidad. Este
acoplamiento conduee af mismo fhctor »? que se obituvo en {1-12) de srgumentos mis geaecales debidas a
Rayleigh y Jeana. A través de este veoplamuente, Planck relocionuba fe energfa en una componente
particufar de fas {recucuncias de radiacion del cuerpo negro, con la energia de un electrén en lu pared,
aseilanila senuidalmente a lu misma freeucncia y pastuld que dricamente la encrgis de [a particula
oscitante ¢sté cuantizuda. No (ve sine hasta witempa después, que, Planck azept6 ln idea de quetas ondus
eleciromagaéticas asuilairies egtuvieran asl mismo cuantizadas y ef postulado se amplié para ineluir
cualjuier emre euya inies ceurdenadn oseile sengidalmente.

En un principiv, Planck o esioba seguro sisu introdueeion de fa constante A nt era miés que us reevrsy
malematico 8 un asunla cay sigeificado fsics muy profunds. B vua carta dicigidaa R.W. Waod, Planck
famd a su pastuisdo linitado, “un acte de desesperocidn’. “Sabia”, cscribié, “que ¢l probtemn (dei
equilibeio de lu materia con la radiacién) tiene una tmpartanciu fundamental paca la fisica; conoeia la
{6eisuta que reproduee lo distribueion de cnerglas ea el especirs novianl; una inlecpretacidn tedriea lenta
que enconiracse o cualquier preniv, sin bupurtar qué tan alte”™. Por wbs de vou décata, Planck tratd de
ajustar Jus ideus eufizciions & lnreurin elfeice. Conenda intento aparentaba retroceder de s osadin ariginal,
peru sieenpre genersha nuevas ileas y téoniens yue pasterivrinente ndiptd o tearin enfoticn, Lo que parcee
ser que [iealmente o conveneio dé que su hipbiesis eofintiea era correcta y de signilicade protundo, fue
su apoyo a la definitividad del eoucepto estadistico de lu eatropla ¥ ula terecra ley de la wrinodingmica.

Fue durante este periedo de (lut_Jus_ que Plauck era editor delarevista de investigacidn alemana Annalea
der Physik. En 1905 recibis el priner artivulo de Finstein sobre relatividad, y valioaemente defendid el
trabajo de Einstein. A partir de entonees se convirtio en una de los defensores del joven Einstein en los
elreulos cientilicos, pero resistié durante akgdn tiempa, preciswnenie agquellas ideas de Einsteia, sobre la
learia eudntica de la radiacidn, que contrilieyeron a confirmar y exieader el prapio irabaju de Planck. La
prafunda visidn que Einstein tenia del electromaguetisiao y 12 mecinica estalistica, que pasiblemente no
fue tgualada par sus canteinporincos, le permitia predeeir, como resultada gel trabajo de Planck, la
aecesidad de un cambiv general ex ba mechinea estadistica y ¢l elcetromaguetismo. Muchos fendmecas
fisicos Tueron predichus ¢ interpretados anticipadamente 1as cuales pasieriormente fueron dramdtiea-

msate coalismmdus experimentaliceate. Ku ef siguicate copltido se tratard nno de estos lenbnienos y ve

sepuich atro cuatinu rumbo a lu weclnica culiatiea.

PREGUNTAS
L. ;YUn euerpa negru siempee se ve negru? Pxplique ol téemina cuerpa aegro.

2. Ed wa luzgo hechu con cacbéin, los huecos gue quedan entre carbuties se ven aids brillantes que lus
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carbenos misnros, jSeré Ja temperatura de dichos huecos, eprecisblemente mayor gque la correspon-
diemte a la superficie exterior clc_: un carhén incandescenie? :

3.' ‘Ji i Ohst SIVE dentro de tina cuvnlm.. Luyus purult,e se¢ mantienen a LG I(-'mpe.ralurn constante, el
visible algin detalle del inrerior? Expliquesc,

4. La relacién Ry = o7% es txacla Pars Cuerpos negros y se mantiene a 1oda temperatura. jPor qué na
se utiliza vsia relacibn coma base para una delinieitn de Lemperatura, por ejempla, 100°C?
5. Un pedazo de metal se pone incandescente con un color rojo brillante a 1100%K. Sin embargs, a esta

i -misma temperatura, un pedezo de cuarza simplemente na brilla. Expligue. {Sugerencia: e} cuarzs es
. transparente a Ja luz visible).

6. Haga una lista de las funciones de distribucién que més camGinmente se usan ¢o las ciencias sociales
(es decir, distribucitn de familias respecta de sus ingresas), En cada casa, especifique si la variable de
la distribucifn descrita es discreta o continua, :

~

En (1-4) se relacionan radianeis espucital ¥ densidad de energia, ;qué unidades deherd tener Ia
. canstante de proporcionalidad?

8. ;Cusl es ! origen de la catdstrole vltravioleia?

5. Laley de equipanirion de la energis requiere qun =l calor especilico de los gases sea indepemliente de
" la tempefatura, en desacuerde con I experimentarién. Aqui se la viste que o nducc 8l ley de

" radincion de Naylegh-lesns, que también cstf cn desacuerde can la experimentneidn, jse pueden

A
relecionny estas dos fallas de fa ley de eyuiparticién?

1, Comperar s Jefiniciones y dimensinves de radinncie espeetral, Rp00), radiancia, Ry, y densidad de
aaergin pa(i).
T3, ;Par quése utiliza la piroineteis Gpiica porarciba del punto de {usitn del oro y no por abajo de éY ;En

‘qué ohjetos se mide tipicamente Ja temperatura de este modo?
) 4
12, ;Lxisten tantidades ruantizadas en fisica clasica® ;Fsid cuantizada la energin en Msicu cldsica?
13, jTienc sentidn bablar en fisies de cuantizacidn de cargn? ;En gué scntido difiere delu cuantizaeién de
© s energia?

i4. Las parriculas eleaeniales parecen eoer un conjunio disercio de masas en repnso. ;Se puede fsto
- considerar puma cuantizacién de masa?

15

© R .o . - . R .
En muchos sistemus clasicos las frecuencias permitidas estdn cuantizadas. Mencione algunos de
dickos sistemus. ;También se cuantiza la energla?

16. Demucstre que la constamie de Planck tiene dimensinnes de impulso angolar.  Sugiere ésio,
necesartamente, que el impulso sngular es una cantidad cuanizads?

17

iCudl debord ser el orden de mgnitad minima de &, parg que lus electos cudnticas sean efectios
condianos’

Y. Laradiacién universal de cuerpo negro a 32K, squé puede decie, si acaso, de b femperatora del espacio
exterior?

19. La teorfs de Manck ssugiere estadas de energia ulénuens cuantizados?

20

Discutir el heeho sarprendente de que ba diseresidn de la energia se descubrié, pur primera ves, al
analizar el espectro contiouo emitido por Atemas intgenctuanies e o sélide, en lugay de sncomrarlo

en el nnflisis de e espectvo disersio (ol como el emilile par un dromo sishule on un pas,
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PROBLEMAS

6

9.

1.

12,

éA qué longitud e omla, una cavidad a 600PK rediarf mis por wnilad de fongited de onda?

Demuestre gue la constante di praporciunalidad cu (3-4) es 4/C. Es decir, denuestre quelavelncion

cutre la radinncia espeetral R,.07) y la densidad de cnergin pp(v) es Rp(r) do = (cf4)pplv) dv.

Considere dos cavidades de furma y matorial arbitrarias, cada una & la misma temiperatura T,
ronectadas por un tubv aegusta o el que se pueder colacar fitiraa de calores {(suprecstandle idanles)
que penpnirin el paso de rodianiGi de wna sola freenencia >, (n) Suponga que para cicrta frecuencia
v, Py (") jrarn Ja cavidud 1 cesulia mayur que py(v') oy pars la cavided 2. Se zalaca un filien en el
tubo bterennector, que s6lo deja pasie b lreonencon Analice qué sucederd en términes de (lujude
envrgio. {&) Gué pasars cou sus cemperaruras respentivas. (&) Demuestre que esla violarfa lasegunds
ley de la termodindiniza; pur lo tanioe, pruche que tudos lus caerpos negros a la misma temperatura
ewitivan radiocin 1érmica con ¢l misno esprciro, indepeadientomunte de su composiciin.

Un rubiador de cavildad, Ueae un agujero de 10.0 mm. de didietro qae se perlact en una pared.
Enexentre In petencia rudinda o través del agujeru, en sl intervalo entre 5300 - 5510 A. (Sugerencia:
ver el problema 2},

(a) Suponiends sue la temperawra en ta superlicie del sol es S700°K, utilice ln ley de Stefaa, (1-2),
para delenminar by imasa en repuse fue se pierde por segundo cn la radiacién del sal. Tame el didnrerra
el sol coma 14 XC10% . () ;Qut fraccidn de Inanesa e repaso del sul, se prerde cada afiu on
rodiacitn clectrmmagnbiiea? Supouga gue la asa en reposn del sol es 2.0 X 10%kg,

En wna explosiein termunuclear, o tomperatern en [a bola de luego es, minentaneamente, 107 °K.
tneventre la loagitud de onda prra la eunl la radiacién emitida es mixima.
sila

A wna verperaturs dada . 4 = 6500 A pera wnn cavidad de cuerpo negro. jCudl scri d

4 T
mnyx nnx

temperatura Je las paredes de la cavidad auaienta de modo e la vazén de endisida de radiacidn
aspectral se duplica? : '

oA qué luagiind de ondda emite ef cuerpo hisoana su radiacidn t&rmica mixima? Haga naalista de las

Lipoiesis gue se hogan para Hogar s voa respeesta,

Suponicuds que 4, g estd en ol infrarvoje carcane para ealor rojo, y en ol ulivaviclela cercanu para
calor azul. Eo L ey del desplaranmiento de Wier aproximadamente, jgué temperaturn corresponderd
al ealor rojo? ;A6 calor azul?

La razén promedre de radiacion solar que incide subre latierra, por unidad de drea es 0.485 cal/cm?-
min {0 355 W/m?). (a) Explijue lo consistescia de esie ndmare con la constanic salar (enevgia
safnr que Hega o baticrra por vuaind de ticagio tncidicado nagmal a vas unilad de gres de lasuperlicic
tervestre) evyo vator es 194 eal/eanZmice (o 1340 W/in?). (b) Considere la ticira como un cuerpo
vegry que radin eorrgia 8l cspanio e esta winag ezt gCull serl o temperatura de le super-

ficie de la ticvra baju ostas vircunstaneias?

Demnestre que la ley de radiacién i Rayleigh-Jeans. (1-17), no es consistenie con la ley del

desplaznmicnio de Wien o o0 7 (I3n). o 4, . T = const, {1-3h).

A pactir de! espectru del cwerpe vegra, v, se puede oblener de dppvifdv =0y A, de
dop(DdA = 0. Paryquéapartic de £ 2, T = const © v q = const X T noesposible obiener-
tas si se utiliza simplemaite 4, = efr o 7 Ea deciv, jpor qué es ecrénen suphaer quey, Ao o

= ¢, donde ¢ es ln velocidad de la luz?

Cansidere los atmueros siguienies: 2, 1, 3,04, 1, 2,2, 1, 0, como representapdo el adasro de
cuadrangulares, lograde por cada wiewbro de los Origles de Baltimore en un jucgo reciente. (a)
Calenlar divenimnenie el ulaiero promudic de evadrangulares por hombre. (b} Sea x una variableque
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especifica ef nimera de cuudrangulares obtenidos par un hombre, y sea f{x} ¢l nimero de veces que €l
nimero x aparece. Demuesire gue ¢l nimero promedio de cvadrangulares por hombre se puede
eseribir como

4
3 #f (@)

) > )

Hr

{e} Sea pix) la probabilided de ohlener &l ndmera x. Demuestre que x estd dado por

[
(s { =z
v
14. Cﬁnsidere s funeién

{
f(_::?):*}-ﬁ{]ﬁ—-:r:]z < <10

[y =0 para cualguier olra x
{a) A partiv de

73}

j () d

—-w:

J._[(z) d

encuentre ¢f valor pramedio de x. {b) Supongs nue la vartable x ¢s discreta en lugar de eontitua.
Ademas, Ax = |, de modo gue x 53l toma valores enteros 0, 1, 2., J0. Caloule x y compirulo con
el resultado de la parte {a). (Sugerencia: puede ser mis (405! ealenlar ta suma wpropiuda directamente,
. en lugar de trahajur con (drmulas generales de sumas). (¢} Culeule x parafe = 5, es decir x = 0.5,
10. Compérelo con ef resvhado de lo parie {a). (b) Oliuenga analogias entre los resultining oh:enidos
en eate proldesia y el ondlisis de fo seceiin 14, Asegiivese de entendder lee papales que joegen &) AL,

S ¥ P

15. Usando la relacion P(&) = e~ 04T kT I3 PUEYdE = 1, evaluar la integrat de {121}, para
deducir (122), & = &7, -

16, Utilizando la refacion R0 dv = (¢/Dpp () et entve b radiancia especiral v ta. deasidad de
energin jurio con la ley de radioeion de Dlanck, derivar fa ley de S1efan. By Jecir, duevestee que:

2ak vy

—— e o ﬁ_T“"

Mg - ——
E ol T

Il
c(_...___.‘a a

donde ¢ = 2=k 15300

{.{:I oy =
( Superengia; = —
o s —-1 15
V]

17. Derive la ey del desplazamiento de Wien,

Ity T = 0.2014 hiefk,, resolviendo la ecuucidn
dp(A)fefh = 0, (Sugerencia: haga befikT = x y demuestre que la eeuacidn citada ccmduct: a
e + xf5 = ). Después, demuestre que x = 4965 es ba solucidn).

18. Para vecificar exprese mentadmente que la recientemente desenbieria ratiacidn vniversal de 39K, se
ajusta precisamente w un aspectro de cuerpo uegro, se decide medir () desde una 4 debajo de
Amax - donde su valor es 0.2Rp(A,, Msta una 2 por cacimade 4, dbnde su volor cs otra vez
0.2R.p(4

e BN qué intervale de & deberdn hacerse los predidas?
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Fotones-Propiedades
corpusculares de la
radiacién

2.1 Introduccion

En este capilule se examinariu los procesos en los cuales la radiacién interacciona eon la
materia. Los proeesos que tmpliean la dispersién o ubsorci6n de radiaci6én por maleriasop tres, a
sabier: ¢l efeeto foloddéetrico, ¢l electo Compton y la produceién de pares. Mientras que la
produccién de radiacion se debe af hremssirablung o a lu aniquilaeién de pares. En cada caso se
obtendrd evidencia expecimental de que la radiacion es de cardeler eorpuscular en su
inleraccion con la mareriu a diferenciu de su naturaleza ondulatoria euando se propaga. En el
capitulo siguiente se estudiard una generalizacibn de este resultado debide u de Broglie, y que
conduce directamente u lu mechaica eudntica, Parte ded material de eslos dos eapflulos serd una
ruusmn de t8picos que el estudianle conoce de sus eursos de fisica elemental.

2.2 El efcéto foloeléeirico

Los experimenlos que coalivmaron por vez primerada existencia de las ondas electromaguéticas

y lu teoria eleelroragnélica de Maxwell acerea de la propagaeién de la tuz [ueron realizados por |
Heincich [lertz en 1886 y 1887, Es uno de aquellos hechos fascinantes y paradéjicos en la -

Listoria de Ja ciencin es e} que Hertz observé en el curso de sus experimentos, este efeetn o
usarfa Einslein después para conlradeeir otros aspeetos de la leoria eleelromagnética clasica.

Ilertz descubrié que una descarga eléctrica entre dos cleetrodos ocurre mis facilmenle euando

sobre wno de.ellus incide Juz wllruviolen. Lenard, eantinuando-algunos experimentos de
Hallwachs demustré ex sepuida que la luz ultzavioleln facilita la desearga debido a que ocusiona

a ennision de electrones desde la superfeie del cdtods, u esta enisién de electrones desde una ¢

superficie por ln aecién de la luz se le desomina efecto fotoeléctrico. -

En la figura 2-1 se muestra un aparaw utilizade para estudiar el eleeto foloeleunco Una
onvoltura de videie coeierra al aparaio en un espacio al vaedo, la luz ineidente que es
monocromdlica penelra a lravés de una venlana de euarzo, ineide sobre la placa de metal A ¥
libera eleetrones, (Ilanadus fotoelecirones). Los pusles si es que son atraidos ala copa de metal B
mediante una diferznein de potencial ¥ aglicada entre 4 y I} se podran deteetar como una
corsiente. El amperimetro G sirve para medir esta corriente fotocléctrical

La curva a de la figura 2-2 es ona grifica de la eorrienie foloeiéetrica como funeidén de la
diferesrcia de powencial ¥ pars un aparato como el-de fa figura 2- L. Si I se hace jo sufi-

eienlemente grande, la vorrienle fotoeléetriea aleanza cierto valor Tfmite (valor de satura-”

cion), paca zl cual Lodos los [olueleclrones emilidos desde 4 son eoleelados por fa eopa 4.

47
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Cubierta de vidris

/ Ventono de

¥ - / tuarzae
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tniscruplor pars invertir le poloridad

i

FIGURA 2-1

Apuraio utilizada para estediar el efecto Votoeléctrico. EY voltnje I se puede variar en
magnitud de manera continea y también es posible, mediante el interruptor, invertir &
signo. :

Si se invierte € signo de ¥, la corriente {otoelécirica nu cae inmedialamente a cero, lo cual
sugiere que los electrones son emitidos desde 4 con energia cinélica; algunos alcanzardn el
punto B sin impertar que el campo eléctrico se oponga a su movimiento. Sin embargo, si esta
diferencia de potencial se hace lo suficientemente grande se alcanzard un valor 7 para el cualla
corriente foloeléotrica se bace igual a cero, a este yalor se le Hama potencial de frenamiento. Esta
diferencia de porencial ¥, multiplicada por la carga del electrén es una medida de la energia
cinética K, 4 de los (utoelectrones mds rdpidos. Es decir

Kmlix = Vﬂ (2“ i)

Experimentalmente resulta que la cantidad K, ¢, es independiente de la intensidad de la luz tal
como la muesira la curva b de la figura 2.2 en la cual la intensidad de la buz se ha reducido a la
mitad del valor utibzado para obtener la curva a. !

La figura 2-3 muestra el potencial de frenamiento Vg como funcién de Ja (recuencia de la Juz
que incide sobre el sodio. Obsérvese que existe una frecuencia de corte {3) bien deflinida, por

FIGURA 2-2

Grificas de la corriente § como Tuncién del £
voltaje ¥ segitn los dotos tomados con el
zparato de la figura 2-1. La diferencia de
paiencisl V se considera positiva cuandu la
copa 8 de fa figura 21 cs pasitiva con res-
pects a la superiicie lotoeléetrica. En la
curva b la intensidad de 1a luz incidente se ha
reducido 2 la mitad de la de la curva a. El
" potencial de lrenamienio Fjes independicine
dela intensidad de la Juz pero las carrientes de

saturacidn [y ¢ Iy sun directamente proporeio it o .y
nales g &l ersncio de potencia

Yy oplicado V
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cuencia e corte vy ca 4.39 X 100 jly, Fracuencia (10 ¥/1eq)

debajo de fa cual no acurre ef efecto lotocléctrico. Estos datos fueren tomados en 1914 pur
Millikan, quien por su esmeradu tralaja sobre el efecto fotneléctricu se hiza acreedar al preniio
Nobel de 1923. Debida n que ¢l electo [atoctéetrico para luz en el visible, o en el visible cereanc
cs un fendmeno [undamentalmente de superlicic, es necesario evitar en los experimentos eap'asl
de 6xito, grasa o cualquier otro contaminante de ia superficie. ‘

Existen tres hechos [undamentales del efecto fotoeléctrico que 1o pueden explicarse en
términas de la teoria eldsica oudulatoria de la duz: » :

1. La teoria ondulatoria exige que el vector elbetrico oscilante E de la onida huminusa
aumenle en araplited conforme npmeotsn la intensidad del haz haninoso. Puesio que la fuerzs
aplicada a} electrén cs ¢E, se sugiere que la energia cintica de los fotoelectrones lambién
deberia aumentar de acuerdo coa el ausnento en intensidad del huz luminoso. Sin embargo, la
Ggura 2-2 muestra que K, ., que esigual a eV gesindependiente de la intensidad de la fuz. Estolia
sido probuda sobre wi intervalo de intensidades de 107, o o

2. Segin la 1corfa ondulatoring el cleeto fotocléetrico deberin ocurvie para euslquier
frecuencia de la luz tomando en cuenta solamente que la intensidad de la luz sea lo
suficientemente inlcasn coma para dar la energia neeesaria para emitir los [o1oelectrones. Sin
embargu, s figurn 2.3 muesits que para cada superlicie existe uma frecuencia de:corte
caracterfsticy vy, Para frevuenctas menores de vy, ol efecto foloctécirico no oeurre, sin importar qué
tan intensa sea lo duninacidn. : . .

3. Si Ja energia adquirida por un lotoelectrén es absorbida de la onda que incide sobre la placa
de metal,rel "area elecuiva del blauco” para v electrén en un melal esié limitada y
probablemente uo sea mucho maysr que un eireulo de un didmetro atémico. En la teorfa clésien,
la energia luminosa se encuentea unilormeaienie distribuida sobre el (rente de onda. Entonces,
si.la luz cs suficientemente déhil existird un ticrupo de retraso mensurable entre el instante en
que la luz empieza a ineidir sobve la superficie y la expulsidn del fotoelectrén, que se estimacien
el ejemplo 2-1. Duraute este intervalo el electron deberi absorber energia del haz hasta
acumular la suliciente para escapar. “Sin embargo, nunca se ha medido un tempo de rqtmsq,'
mensurable. Lste desacuerdo es partieularmente hiteresante cuando la substancia fotoeléctrica
es un gas, hajo estas circunstaucias pueden aparecer mecanismos de absorcion eolectiva y la
enargia del fotoclectrén emsitido deberd ser exiraida del haz luminoso por un sojo 4temo o,
oialéeula, : '

Ejermplo 2-1. A una distaneia de un metro de uou lueste Juminosa cuya poieneia es | W =1
jmule/seg se colocu v placa e puiasio. Supéugnse qure un fatoelecirdn emitida pucile recibir su energia
de un drea circulnr de ls placn euyo radia res, por gjemplo, wimdia sldmien: ¢ ~ | % 1Q-in na. La energia
aeeesaria para sxtraer ui sleetron sle L superficie kel porssio e npraximadameme 2.1 eV = 3.4 X 10780
joule {un clectronvali == § eV = 1.60 X 1D ' joules es bs coergln gunsda por v cleetr6n de casga 1.6 X
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10-%7 conlombs. que cae & través de una diferencia de potencial de 1 V). jCuénia {iempa le tomaris s este
blanco absorber esta cantidad de ennrgin de Ia fuente luminoan? Supdngase que la energia luminosa esid
espareida uniformemente sobre el Irente de onda.

El 4res del blanco es mr? = 7 x }{~2* m? El frea de una esfera de un metr8 con centra en la fuente es
47(1 m)® = 4» m* Entonces, si la fuente radin unifarmemente en todas direeciones {es decir, si la energla
estd uniformemente distribuida sobre {rentes de onda esférieos que emergen desde la fuente, segim 1d
teorfa zlisica) la razén R & la cual la energia cae sobre ¢l blanco estd dada par

x % 10738 m?

=1 joulcfsegx W

=25 x J07% joule/seg

Suponiendo que iada esta polencia ze absorbe, se puede ealcular el tiempo necesaria para que los
electranes adquieran energfa suficienie para escapar; por lo tanto

34 % 107 joule 14 x 102 5 mi
T 75 % 1078 jeulefseg L ceTEems ._

Por supuesto, se podria modificar la descripcidn anterior eon objeta de redueir el tiempa caleulada
supéniends una mayor brea clectiva del blanca. La supasicién mfs favorable, que Iz energla se transﬁere:
dre la onda luminasa e} electrén mediante un proceso resonante, canduce a una dres del blanca de 2%,
dande 2 &5 la longitud de anda de la luz, pero =¢ podria ahtener un tiempo de retrasa {inita que t:smna
dentra dc nuestra habilidad experimental pars medir, por ejempla A = 100 A ,segundos. (Para Tuz
ultraviolela de ¢ 22107 seg Sin embarga, no se ha defectado ningin tiempo de retraso bajo ninguna
circunstincia y los prlmems experimentos fijacon un limite superiar de 1™ segundos sobre cualguier

retraso pasible, 7 ¢ : «¢

5

2.3 Teoria cufintica de Einstein del efecto fotoeléctrico

" En 1905 Einstéin puso en duda la teorfa elfsicade la luz, propuse uno nusva teorfa ycité el
efecto fotoeléetrico’ como una de Jas aplicaciones que podria probar cusl teoria erales correcta.?
Esto fue enunciado muchaos aflos antes al trabajo de Millikan, pero Einstein estaba influenciado
por el experimenta de Leoard. Coma ya se Iz mencionada, ariginalmente Planck restringié su
concepta de cuantizacién de la energia al elecirén radiante en las paredes de una cavidad de
cuerpo negre; Planck pensaba que e energia electramagnétien una vez radiada se esparcia en el
espacié’ de la misioa manera qué las ondas de agua se esparcen en ella. En vez de esto, Einstein

: propusa que la energia ‘radiante estaba cuantizada en pequeres conecentrados a’'los cuales
posteriormente se les llamé folones. : ‘

~ *Einstein argumentabs que log experimentos Gpticos tan bien conacidos sobreinterferencia y’
difraceién de radiacidn electromagnética solamente se habian efectuado en situaciones en lus
cuales el nimera de fotones era muy grande. Estos experimentos dan resultadas que son-
prom=dios de los comportamientos de los fatones individuales. Fn estas experimentos la-
presencia de las fatanes no se manifiesta, coma tampoeo o hacen las gotas de agna individuales
en'un rocio fino proveoiente de uoa manguers de jardio si el nimera de gotas es muy grande:
Par. supuesto que los experimentos sobre interferencia y difraceién muestran de manera
delinitiva que las fotones no viajan desde doode san emitidos hasta doode son absorbidos en la-
{orma simple en que lo hacen las partienlas clisicas tales camo las gotas de agua. Viajao coma
ondas cldsieas en el sentida de que los cdlculas que se hasanen la farma en la gue se propagan las
andas {y en particular Ja forma en que dos ondas se refuerzan a nulifican entre sf dependienda

~ de sus [ases relativas) explican correctamente Jus medidas del modo en el que vro}an los fotones
promcd:o ' : - -

"Einstein no enfocé su steneién en ta larma andulatoria de propagacitn de la radiacién, sino

que primere pensé en la forma en la eual se emiten y absorben los corpisculos. Peosé que el

requisito de Planck acerca de que la energia contenida en las ondas electromagnétieas de
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frecucncia ¥ es una fuente radiante (por cjemplo una fucnte de luz witravioleta en un

@ : : i
g0 bl 2t i gt e
gia (# — 1} &7 la fuente deberir amitir
pulsl,.c‘.is dz? energia clectromagnética discretos eon contenida encrgético fiv,
-"Lu}stcm supuso gue dicha paquete de energla estd localizado inicialmente en un volumen de
espacio pequeita y que se mantiene localizads mientras se mueve apartdndose de la fuente can

velocidlud ©. Su pusa gie la cantidad de eneigla £ del puquete n Jousn estd relacionada con su
frecuencia v mediante he ecuucién

L= hy (2_2)

Fombién :su puso que en el pracesu fomeféctriw un forén es completamente absorbido por un electron
del fotocdtodo.
Cuanda se emile un cleetrén desde la superflicie del metal, su caergia cinéliea es

K =hy — (2-3)
donde /v es la energlu del fo16n incidente absorbido y w es el trabajo necesario puara sacar al
elecirén del metal. Este irabajo es ef necesario para superar tanto los campos atractivas de los
alomos en la superficie, cnmo las pérdidas de energla cinéiicas debidas a las colisiones internas
del eleetrén, Algunos de los electrones estdn ligados mis fuertemente fque airos y algunos
picriden energia en colisiones durante el trayecto: en el easo en ef que el enface sea el mas débil y
no existan pérdidas internas, el fotaclectrén emergerd con la encrgia cinéiica maxima K, oo
Por la tanio, . . .

Klnux = /iy — iy . (2"4)

donde #g que es una coergia caracleristica ded metal denaminadala funcion trabajo es la encrgia
winkma necesnrin para que ol cleetedn pase & través de o superlicie del metal y escape a lus
(uerzas alractivas que normalinente fijan ol electrin of metal.

Alora se comesnplord la manera en la que la hip6iesis de Eiustein accrea del{otén encara las
tres objeciones wanifestadas en contra de la interpretacidn que Ja teorfa ondulatoria hace del
efeclo fotocléetrico. Respecto ada primera alijecion (Ia fulin de dependencia de K, eon fa
intensidad de uminucida}, existe cowmpleta cancortdaneia cntre la teuria del lotbén y el
cxperimentao, puesto que duplicando la tnzensidad de la luz simplemnute se duplica el nimero de
fotones y por ende fa corriente fotoeléetrica; esto no cambia ln energia fiv de los folones
individuales o Ia naturaleza del proceso fotoeléeicico individual deserite por (2-3).

Segiin fa couacion (2-4) la objecion 2 (la existencia de una frecuencia de corte) desapareee. 5i
max €5 igual a cero se ticoe

K

monx

= hog = wy _ (2-5)

lo cual asevera que un foldn de frecuencia vy ticne justamente la encrgia suficiente para extraer
Ivs fotoelectrones y nada extra que aparezea como encrgia cinética: 5ila [cecuencia se reduce
por debajo de 1, las [stoelectrones individuales, sin imporiar cufntos haya, (esto es, sin
.Emporlar Ja intessidad de L ilinminacion) no tendrin individualmente energia suliciente para
extraer fotoclectrones. - . o
En iatcoria del fotdu se huee a un lado lu objectén 3 (I ausencia de un tiempo de retraso},
debido a que la energin necesaria se suministra en pagueles concentrados y 1o se esparce
unilormemente subre vn decn graade como se supusa en el ejeinplo 2-1, e cual estd basado en la
suposicinn de quu la trorie omdularerie clasica es cievla. Si existe cualquier fluntinacién
incidierda solire ef cdledn, prrorees 2ostird cuands menos un lolén que colinda con & y este
fntdu serd shsorbblo iodidaonentte por algdn tomo resnhando de impedintoe en ta emisifinile

wn {utaclectrart,
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S volverd a escribir I2 ecuzcién de Einstein para el efecto fotoeléctrico, (2-4), substituyendo
el’y por Kae de la ecuacién~(2-1): Se tiene

o e
0= - T

e [

Por lo 1anto la teoria de Einstein predice una relacién Jineal enire el potencial de {renamiento Vy
y la frecuencia v en complela concordancia con losresultados experimentalesque se muesiranen
la figura 2-3. La pendiente de la curva experimental en ia figura debe ser h/e;o

B 220V — 065V

e 10.0 x 10" seg — 6.0 x 10" g,

=39 x 107" V-seg

Multiplicando esta relacién por ls carga electrénica e es posible determinar A, resultando £=3.9
10715 V-seg x 1.6 x 1072 coul = 6.2 % 10~ joule seg.De un analisis mis cuidadoso y de
estos y otros datosincluyendo algunostomados con superficiesdelitio, Milliken eneonlrédel valor
A= 6.57 X 107 joules-seg ron una precisibn de aproximadamente 0.5%. Este resuliado se
ajusta con el valor de i derivado a partir delaférmuladelaradiaciéndePlanck. Elacuerdo numé-
rico en dos determinaciones de & usando fenémencs y teorias completarnente dilerentes es sor-
prendente. Un valor de h obienido recienlemente partiendo de diversns experimentos e:

ko= 66262 x 10" joule-seg

Citando & Millikan: “El efecto fotoeléctrico... constituye yna pruebs que es tolalmenie independientr
de los hechos de lu radiacibn def cuerpo negro, de la validez de fn suposieidn Tundamental da la teorfs
cudntica, a saber la suposicién de una emisidn discontinua v explosiva de la energia absorbida por Ins
constituyentes eleciténicos de los atomos de las. . . ondss. Materializa, por asi decirlo, la cantidad X
descubicrta por Planck mediante el estudio de Ja radiacién det cuerpo negro y nos proporcinna una
confianza de que la concepeidn fisica fundamental que sustenta el trabajo de Planck corresponde a ju
reatidad, conlianza que no nos inspira ningin otre lipo de [enémeno™.

Ejemplo 2-2. A parir de la figura 2-3 deducir la luncion trabajo del sodio.
La interseccién de la recta con el eje horizontal es la freevencis de corie vy = 4.39 X 1014/seg que
substituido en (2-5) ?esuha en :
wy = Jvg = €63 x 107 joule-seg x 4.39 x 10" [sep

1 eV
1.60 x 107 joule

292 x (07 joule x

i

1.82eV

Delaligura 2-3 se obtiene cste misma valor si se observa fs interseecién de fa prolongacién de la recta con
el cje vertical. Sin embargo, los experimentos medernos dan un valor ligerameate mayor, 227 eV,

Para ta mayoria de fos metates conductores el volor de la funcién trabajo es del orden de unos cuantis
electrénvolts; valor que es ¢ misma que el de Ju Tunci6n trabajo pora emisién termoiénica de estos

metales. . <

Ejemplo 2-3.  ;Cuél es ka razén por unidad de drea con la cual Ins electrones inciden sobre la placa e
mezal del ejemplo 2.17 Suponga que Ja luz es menocromities de fongited de onda 5890 A flezamarilla).
- Larazéin por unidad de érea con la cual caen [os eleciranes sabre uny placa de metal que dista l mdeuna
fueate luminosa de wa 1.W, es {ver ¢jemplo 2-1)

R = ljou!c{f“g
- An(l m)-

= B.0 x 107% joule/m®-seg

= 5.0 x 107 eV/m?i-seg
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Cada lotén tiene una enerpia

P :‘:i _ 6463 x (738 joule-seg x 3.00 x 107 mf seg
’l 5.8% x 10~ m

It

34 x 107 joule

=2 1eV

Por lu tauio, la razén R con la eual los fulones inciden sobre u &rea unduria de la plaea es

t oo og
R =50 x 107 eV/nioseg x — i o 3.4 x (o1 LTS

2.0 eV ’ m?-seg

. La razda por la cual se prescuia la posibilidad de que acurra el efecio lotoeléiiriea os que la enecgla del
fotdn es justaiente 2.1 ¢V, que coincide can lu (uncidén de wabajo para la superlicie del potasio {ver
ejemplo 2-1.. Obsérvese, que si se increniena ligeramiente la longitud de anda {es decir si ¥se disminuye
ligeramernte) uo se presentard efecto fotaeléetrica, sin impartar endu gravde sea la razén R

Esie ejerplo sugicre que la intensidad de lu luz £ se puede considerar como el praducio de NV, ef nimero

de faoutes par unidad de drea por unidad de tiempa, y fiv la energia de un solo fo16n. Se ve fue atin a
wrensidades relativamente bajag( ==t W/m?lel nitmero ¥ cs extremadamente grande (== 10V fo-
naes/mbsep) de mancradue la energia para uno eualquieru de os foranes os oty pequedia, Esta da cuenta
de la (ineza cxiremada de fa granulacidad de la sadiacitn y sugiere el por qué ordinuriamente es tan diffeil el
deteciarla. Esco cs andloge a detectar la estrvetura atdwrica de b waceria, fa cual para fa mayorin de fos
prapdsiios se poede considerar como contfnua; su caréeter discreio se pone de mauifiesto solamenae bajo
circunstancias especiales. 4

Ee 102} Einstein recibig ef premio Nobel por la prediceitn tefrica que hizo de la Tey dol efecio
[oiockéerrico. Antes de que Millikan eompletars la conlivmacion experimental de esialey (1914) Finstein
lur reeamendado por Planck y otyos pagaingresar camo mienibra en la Academia de Ciencias de Prusin, Sn
actiac negativa inicial acerea de la hipéiesis del foibn se patentiza en su declaracién firmada en elogio de
Einstein, en ta cual ellas escriben: “resumiendo, podemos deeir que dificilmente existe entre los grandes
probiemas, cn los que la fisica moderaa es fan riea, uno al que Etnsiein ro haya hechn una coniribseién
imporianie. £l que slgunas veces aya perdido vl ojetiva co sus espeeulaciones, eoma por ejemplo en su
hipéiesis sabre Jos queanta de oz {fotones), realmenie no dies mueho &0 SU contra porque no es posible
intraducir ideas lendamentalmenie nuevas sun en lo mas execto de fzs clencias sin correr ocasionalmente
un riesgo”. -

Eala actualidad 1a hip&lesis del [o16u sc usa en lodo el especteo clecisomagnético y no sélo en
la region luminosa (véase figura 2-4). Por ejemplo, se puede decir que una cavidad de
microondas comiene fotones. fara 1 = 10 em, una longitud de onda tipica de mricroondas, se
puede caleular rpue la energia del fotin es 120 X 10-5 eV, Esta energia es demasiado pequefia
para exiraerfoloelecirones de superficics metblicas. Para rayos X o para rayos 4 eresgéticos
tales como Jos crnitidos por nileleps radiactivos lu eacrgia del (0160 puede ser de k0% eV o més.
Esos fotones pueden cxtraer clectiones interaos ligados a dlomos pesados con energias del
arden de 105 V. Los [otones en la regifin visible del espectro eleciromagnético no son lo
suliclentemente energéticos come para hucer esto, los foloelectrones que ellos extraen
provienea de los llumados electrones de conduccidn los cuales estin l_ig,?‘.i}??_“l,;‘_f’e,'ﬂl con
energiug de uaos cuaatos etecirénvolis, A o _ S w

Obsérvese que en el proceso [oloeléctrico los fotones son absorbidos, lo cual ,el:);dge que, tos
clectcones estén ligados a los dtomos o en sélitos, ya que un electrén realtmente libre no puede.
absorber un {ot6n y conscrvac ea el pracesa, 1anto su energla re!nlivj;_.l_a migl coma $o if,‘f"P.”iS.{"-.
Por Intanto, se deberd tener un elerieén ligado de nanera que las f@erzas deligadura sir van para
Imasnditic el timpulso aul &romo o al sélido. Debido adn ‘grnl}'inhaa de ua ftomo d un gf{lidn‘
compurnda con hodel eleetrbn, ol sistema puede absorber una gran cnnlidad_ldc stupulso sia
sdquiric una apreciabile eantidud de eacrgla. La ecuacion de energia en el efecto foracléetrico
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FIGURA 2.4

El espectre electromagnérico mostrando le longitud de onda, la frecuencia y la energia
por fa16n sobre una escala logaritmica,

mgue siendo valida, el efecto sigue siendo pomh]e s6lo porque existe una particula pesada que
retrocede ademds de un electron emitido. El efecto fotoeléctrico es una forma importanie en la
cual los (otones, de energias comparables con las de los rayos X o superiores, son absorbidas por
la matena A energias mayores resullan mas importanies otros procesos de absoreién de fotén
12l como se verd posteriormente,

F’or &ltimo, se debe hacer énfasis que en el modelo de Einstein un futén delrecuencia tiene
exactamenle la energia fiy y no tiene energias quc seun miiltiplos enteros de Ar. Por supuesto
que puede haber n fot ones de [I'!?.i ut‘n(.:a v de lal manera que la oo ergm a tal frecuencia puede
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FIGURA 2.5
Fuenie de

Arreglu experimental utilizado por Complon.  ropay X

Los rayos X aonocromdiicas de longitud de Haz

onda A inciden sobre un thispersar de grafito. incidente

La distribucién de inenisidades reepecto a la

longitud de anda se inide medinate los rayus X 1 , r

dispersados paca cualguier fngulo de disper- Disparsar A \i\ L,
\\’
~
S

Hax
dispersadae

Cristal

8161 ¢ . Las longitudes de onda dispersadas se
miden ebscrunado las reflexiones de lrogg del ?
Randijas \Z

cristal (ver fig. 3.3). Sus intensidades se 0

siden mediante un detector tal como una calimadaras D
o slactar
camara de jonizacign. de plama

ser nftv. En el tratumiesia de la radiacién de la cavidad de euerpo negro segan el madela de
Linstein se irabaja con un “gas de fatones”. Debido a que Ja energia radiante cstf localizada en
el espacio en paquetes en vex de estar extendida a través de espacio en sndas estacionariss.
Ailos después de la deducei6n de Planck de la férmula para la radiacion de ba cavidad, Bose ¥
Einstein derivaron la misma férmula trabajando eon un gas de folones.

2.4 El efecto Complon

En el afio de 1923 la naturaleza corpuscular de la radiacién recibié una confirmacién deamética
praveniente de los experhinentos de Compton. Coma se muestea en la figura 2.5, Campton
permitfa que un haz de rayos X de Jongiiud de anda 1 perfectamente definida incidiera sobre
en blanco de grafito. Para varios dngules de disperai6n, medfa la intenaidad de Jos royas X
dispersados como uaa funcitn de su longitud de onda y sus resultadas experimentales ae
muestran en a figura 2-6. Se abserva que no obstante que ¢l haz incidente consiste csencial-
mente de una sala longitud de onda 1, loa rayos X dispersndos tienen picos de intensidad para
dos langitudes de onds; una de Jas cuales eala misma jongitud de onda incidente yla otra, 1’ es.
mayar par una cantidad AX. Este carrimiento, Hamado corrimiento Compton, AL =1’ ~ 1 varia
ean el dnguta al que se abservan las rayas X dispersadas.

La presencia de una longitud de omda dispersada 1’ no s pasible entenderla si se considera a
la radiacién x ineidente eoms unia onda electromagnétien clisica. En el modelo elasico, el vectar
sscilante de campa eléetrica en la onda incideate de frecuencin v actdia sebre los electrones
libres de! llaaca y los pone a oscilar a lainisnia frecuencia. Estos electranes oscilantes, como las
Cargas que van ¥ viencen en una pequeiin antena transinisora de vadia, radfan andas slectromag-
nélieas que licnen nuevamenic esta misiua [recuencia », Pay 1o tanto, en ef madelo clfsica la
anda dispc'rsmla deberd tener Ja mismn frecuencia v y ln nrisma longitud de onda 1 quelaonda
incidente.

Compton {y Debye en forma independiente) interpretd su resultade experimental postu-
lando que el haz de rayas X incidente na era una ondu de {recueneia » sino una coleccién de
“falones cada unn de los cuales con energin £ = v y que estos folones chocaban con los
electranes libres del blanca dispersor de manera similar a is colisitn entre bolas de billar, Segin
esle punlo de vista, las [utones de ""relrogesa’ que emergen del blance constituyenla radiacién
dispersada. Puesto gue el [0téa incidente traasfiere ulgo de su cnergia al elecirdn can el cual
choea, el fotan dispersadu deberd rener una encrgia menaorE'; y par lo lante deberf 1ener una
fricuencia meaor ' = E'ff lo cualimplica una lungitud de ends mayar X' = ¢fv’. Esto vienc
o dur cuenta de manera cunalitativa del corrimiento cn Jangitud de anda AR = 1" — A
Obséevese que e lu bnteraccion se consitderaalosrayus X enmio purticulas y no commo ondas y que
a diferencin de su compartamiciio en ¢l proceso fotocléetrico los folones de rayos X son
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Resultades experimentales de Compion. La

linea continua vertical de la izquierda corres-
ponde ala lonbuud de ouda X, v la de la
derechaa 2. Se'muesitan los resultados para
cuatro distintes dagulos de dispersién { ¢ )
Ohsérvese que el corrimiento Compron 42
= cAf. ) para §-= 90°, concuerda con 05300 0.750
la prediccién tefrica. 0.0243 A, - -  (h) —>

dispersedos en ver de ser obsorhidos. Analicemos ahora cuarmtauvnmtmc una sola enlisin
fotén-eleetrdn.

Para una radiscién x de {reenencia v la energia de un fotén en el haz incidente es

E=hn

el

Tomando l:teralmeme la idea de un fotén como un paquete de encrgia locahzado habra qne
considérarlo como iina partfeuln de energla E e impulso p; sin ewmbargo, tal particula dcbuz’\
tener propiedades muy especiales. Considérese la ecuacin {ver apéndice A) que da la energia
:e!anwsla m:a! de una partieula en 1ermanos de su masa en reposd ma Y 5u \doc:ddd v,

-
H

= f\fi — vie

Pucs!o que la vciomdad de un forén es zgual a ¢ y puestd que su contentdo energélice £= fres
finito, resulta evidente que la masaen reposo de un fotén deberd ser cero, Porlotante, sepuede
considerar al {o16n comn una partieula de masa en reppso cero y de energia total relativista £ la
cual es por complelo energia cinético. El impulso de un fo16m se puede evaluar de la relacién.
general entre la energia relativistz 1otal E, el impulso p y In masa en repaso my. Es deetr,

Er = *pt 4 (m B (2-6)
Para un fo[cm e.I 5cgund0 término del segundo miembro es igual a cero y enmn(cs se tisne

p = Efe = Infe (2- 7)
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= ;"I'I/]t (2-8)

donde A = cfr esla longitud de onde de la radiacién electromagnéticanue constituye alfotén.
Resulta tuleresanie ohservar que la (eorfa onduluioria cldsica de Maxwell para la radiacion
electromagnética conduce también a una ecuacibn p = £/c,en la que p represeuta el tmpulso de
la radiacién pur unidad de voluwien y £ represenia su energia por unidad de volumen.
* Se observa que la frecuencia v de 1a radiacisn dispersa es independiente del material bluneo,
lo cual implica yue la dispersién na involuers fiamos cumpletos. Conipton supuso que la
dispersion era debida a las colisiones entre el fotén y un eleetrdn individual en el blanco,
lambién supuso yue los electroncs Gue parlieijan en este proceso de dispersién son electrones
libres ¢ inicialmente estacionarios. Se puetlen enconirar justificacianes a  priori a cslas
suposicionies considerando el hiecha de gue Ja encrgia de un foton de rayos X es mayor que la
energia de un fotén ultravioleia en varios érdenes de magnitud y de la discusién del efecto
fotocléctrico resulta evidente que la energia de ui fotén nliravioleta es comparable ala energia
minima con la cual un elecirdn esta ligado en un metal. : )

Constdérese, camo en la figura 2.7, una eolisién eatre un foton y un cleetrén libre
estacionario. En el diagrama de la tznuicrda se muestra un fotén de encrgia relativista Ey ¢
impulso py que tncide sobire un eleetrdn estacionario de encrgia en reposo moc?. En el diagrama
de laderecha el fot6n ha sido dispersailo a un dngulo ¢y se mueve con encrgiarelativista total
Ly e impulsa p; mientras que el electron retrocede a wn dngulo @ con energia cinética K ¢
impulsu p. Compion aplicd la conservaeién del impulse y de la encrgia relntivista total a oste
prablema de ealisiones. Y ulilizi ecuacianes relativisias ya que el [ot6n siempre sc mueve con
veloetdades relativistas y el electron que retrocede también se nrueve, cn la mayorta de los
easos, bajo estas circuirslaneias.

La conservacién del impulsa exige

Po=preusl 4+ peosp

py sendf) = P oseng

¥y Y
Fotdn
v Kiom
Fotan
Eo.po - Flactren 13 A
O —1{-/—_—— ————— x N x
h \\ ’}\9
*
\
\
Elactrén
K.p !
Anlas Daspuds

FIGURA 2-7
Inerpretavidn de Comptese, Lo Toida de longiiod de onda A ineide qtll\rc un electrdn
libre en reposa. Ei facolisidn o {oidn »s dispiersado a un dngule £ con unalongiwd de

anda mayar A mieniras sue el eleorran emerge a un angulo ¢
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Elevando al cuadrado estas dos ecuaciones se obticne

Tpy — pycos ) = pPeost g
y .
pisen® 0 = pPsen® g

¥ sumando
pt + pt — 2p,p, cDs 0 = p? (2-9)
La conservqcién.de ia en;‘;rgia re!ativi.sla total requiere
o | Eg 4+ mget = E 4 K4 mye
enfonees '
- E,—E =K
.Y de acuerdo con (2-7), se licne
| po—p) =K (210
_S‘i. en 'lnlc‘cuacién (2_-6}'._58 escribe K 4 mye! en vez de E se obiliene |
(K + mpc®) = ept + (HIOC:1}2
Que se simplifica a
| K+ 2Kmye? = ¢*p?
K¥er + 2Kmy = p*
Evalvandn p? de (2.9) y K de (2-10) sc obticne
(Po — ) 4 2myclpe ~ p)) = pi + p? — 2pup, cos 0
que se reduee a

mye(py = mY = pyp il — cos 0}

—1-—-1—=—-I—-(I—c050]

Py Pu Hc
Multiplicande por & y utilizando (2-8), se obtiene ln ecuacion de Compton

A=A, — A, = A} —cos ) (2-11)
dende

A= hlmge = 243 x 10-2 m = 0.0243 A : (2-12)

es la lumada longitud de onda de Compton.

Obsérvese que el corrimiento Compton A, s6lo depende del dngulo de d}spersmn { ynodela
longitud de onda inietal A La ecunrién (2-11) predice los corrimientos Comptnn de la figura 2.
6 observados experintentalinenic deniro de los imites de la precistén uxnerimentul. Segin (2-
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1) A‘A varia destle ceto (para 0 = 0 que corresponde a una colision “rasante” en fa que ¢l
{otén incidente apenas si se deflecta) hasta 2h/mye=0.049 A (para .0 = 180° que corresponde
8 una colisién de “frente’ enla que el fot6n incidente regresa por la misma direccién por donde
vino). La figura 2-8 cs una gréfica de A2 conlra 0. .

En experimentos subsccuentes (realizados por Compton, Simon, Wilson, DBolhe, Geiger y
Blass) se delects el electrén de retroceso resaltante, masirando que ésie nparece simultinea-
mente con los rayos X ilispersadas y confirmando cuantitativamente la prediccién de laenergia
y direceién del clectrén dispersa. .

Adn deberd explicarse la presencia de un pico en la figura 2-6 para ¢l cual fa longitud deonda
del fotén so cambia eu la dispersifin. FHasta aqqui se ha supuesto que el eleetrén con el cual ¢l
fo1én choea es un elestrén libre. Esta suposicidn es justificable aun cuando el electrén esté
ligado inicialimente, sila energia cinética que adquiere éste durants la colisién es mueho mayor
que su energia de enlace. Si el elecirén estd (vertemente ligado a un 4tomo del blaneo o si la
energia del folén incidente es muy pequefin, existe alguna posibilidad de que el eleetrén no sea
expulsado del dlomo; en tal caso se poerle considerar oe la eolision tiene Jugar entreel fotén y
el ftoma eompleto. La corsza iénica 8 tn cual estd ligado el eleetrén en el dispersor blaneo
retrocede como un tado duracte la colisién, entonces la masa M del ftomo es la masa
carseierfstica del proceso y deberfi sobstituirse por ta masa del electrén my en lus ecusciones de
corrimiento de Complon. Puesto que M3 My (M =< 22 000 mg para el carhén, por ejemplo) el
corrimiento Compton para colisiones con elecirones fuertemente ligndos es, como se puede ver
de (2-11) y (2-12) inconmensurablemente pequefio (una millonésina de Angstrom para el
carbibn) de 1al maners que el (otén dispersado no modifica su longited de onda esencialmente.
En resumen, algunos fotones son dispersados por clectrones que a su vez son fiherados por la
colisién: estos fotones madifican su langitud de onda, por pga parte, hiay otros fotones que son
dispersados por eleetrones que permanccen ligados durantgla colisién; en cstos fotones no se
modilica su longitud de onda, - ' '

Al proceso de [otones dispersodos sin eambio en su loagitud de onda se le llama dispersidon
Thomson en honor del fisico que desarroll la leoria clisiea de la dispersién de rayos X por
stomos, por el afio 1900. Thomson considers los rayos X como un baz de ondas eleclro.magué—
licas cuyo campo eléctrico oscilante interactuaba con las cargas de los eleclrones atoniicos del
blance. Esta interaccién protluce fuerzas sobre los clectrones gque ocusionan aceleraciones

24

ey

0 T nyz r

§—-

FIGURA 2-8
Resultado Je Compton, 84 = (#fmyc)lt — cos U}
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oscilantes; ecomo resultado de las aceleraciones, los electrones radiarén ondas electromagné-
ticas de-la misma Trecuencia y-en‘fase con las ondas incidentes, por lo tanto los é}ectronés
atoémicos.absorben energfa del haz incidente de rayos X y lo dispersan en todas direcciones sin
modificar la Jongitud de onda. No ohstante que ‘esta explicacién clasica de la dlsper516n es
diferente a la exp];camén cubntica presentada en el parrafo anterior, ambas explican los mismos
hechos ohservadas en las mediciones. Por lo tanto, la d:sperstén de Thnmsan €5 un caso en e,l
quié concuerdan Ins'resultados elésico' y cudntico.

Es interesante el preguntar en qué regién del espectro electromagnélico’ scré dommanie el
prucese de'dispersién Thomson y en cudl el proceso Compton. Sila radiacion incidente estd en
el -espectro “visible;“microondas o radio, 2 es extremadamente grande comparada con. el
corrimiento Compton ‘Al e independientemente, segin la ecuacién {2-12), de sf se usa un

electrén 'o-una’ masa atémica para evaluar la longitud de onda Compton. Por con51gmente ta
radiacién dlspersada en esta regidn del espectro rendré en todas las ¢ircunstancias una longrtud
‘deonda que es 15 misma que 1a longitud de onda de Ia radiacién incidente dentro de la precision
e:iyf‘e;'ri}r'\emal As{,cuando A~ @ los resultados cuéntico y clésico coinciden y la dispersisn
Thormson es la dommante En la region del espectro que correspondealos rayos X fa dlspersxén
Compmn empieza & ‘ser importante particularmente para blancos’ dispersores de nimero
atémico bajo donde tos electrones aldmicos no estin muy fuertemente ligados y ¢l corrimiento
de longitud de onda en la dispersi¢n por un electrén gue es hberado en el proceso empieza a ser
fieilmente mensurable. En laregién derayos y enlague 1 — 0, Ia energia del fotén se hace
ten-grande, que duranle la cehsmn s:empre hay un electrén laherado ¥ domma Ia dlspersaon
Compmn S

" Los resultados cldsicos {allan al explicar la dispersién de radiacién en la region de ]0[]611{]'.165
de onda corias, como en la catéstfofe ultravioleta de la fisica clisica donde las predicciones
~ acerca de la radiacién en una cavldifd divergen radicalmente con los resultados e:rper\mema!es
para longitudes de onda cortas. Esto es debide al tamafio de la constante de Planck h. Para
jungitudes de onda iargds la frecuencia v es muy pequefia y como / 1ambién es pequefia Ja
granularidad en la energ:a ‘eléctrnmagnética, hy,es tan pequefiz como para goe sea virtualmente
indistinguible del continuo de la fisica clésica. Pero s longitudes de onda sulicientemente cortas

donde ¥ es la suflclenlcmente grande, & ya no es lan pequefla eomo para lf:,norar los Pff_'CIDS
cudnticos. : “

Ej(:mp](} 2-4.. Considérese un haz de ravos X con2=1.000A y 1ambién un haz de rayps y provensen-
tes de una moesira Cs'¥ con A = 1.88 x 10°* A_Si la radiacién dispersada pnr los eleeirones libres sc
ohserva a 909 del haz ineidenie: (a) ;Cudl es el corrinnento en lengitud de onda Compion en cada casa?
{b) ;Qoé energla cinética se le comunica al electrén de retroceso en cada caso? (o) ;Qué poreentaic de la
=nergia del fotén incidente se pierde en 2 colision en cada caso?

fa) E} corrimiento Compion can § = 90°, es

Az k o0 6.63 x 107 joule-seg
h moc“ T T AT 1077 kg % 3.00 x 10° myseq

243 x 1078 m = 00243 A

x' (1 — cos 90°%)

]

Este resoltado es independiente de ta longitod de onda jveidente y por la tanto ¢l misme pararayosy y para
rayos X,
{b) La ecuvacién (2-10) se pucde escribir como
hefi = hefd + K

Entonces, puesio que 4" = 1 + &4, s¢ tiene

hofd = hefld 4+ A 4 K&



Sec. 2.5 NATURALEZA DUAL DE LA RADIACION ELECTROMAGNETICA 3]

de made que K = he AMMA + ad),

Para el haz de rayes X con 4 = § 00 A, se tiere

K = 6.63 % 107% joule-seg x 3.00 x 10 mjseg x 2.43 x 10712 ¢ :
10D x 10731 % (1.00 4. 0.024) x 109 m =473 X 107 joule
295 eV = 0.295 keV '

Paru el haz de rayus 3 con & = 1.88 x 1072 A, ge tiene

6.63 x 107 joule-seg x 3.00 x 108 mfseg 5 2.43 x J012 4y o
1.88 x 172 x (0.0188 + 0.0243) x 10-9 m = 598 > 107 joule
2378 keV.

K =

(e} La criergla de! fotan de rayos X {ncidente es

he  6.63 x 107 joule-seg % 3.00 x 10" mfseg.

} = = =35 .
R 100 x 1079 m 1.99 = 107 joule

£

[

= 124 keV

ta energia pereida par o fotén es igual a la energin ganada por el electrén, 0.295 keV, de mods que e
pérdida poreentual en energia es )

0.295 keV N
__________ ®» 100 = 245

La energia del Toion del raya 3 ifacidenie es

he o 6.63 % 107 jaule-sep x 300 % 10% mfseg

by x= —— e e = I. 10713
" LE8 % 1D 2 m 106 x joute

f

£

GO0 keV

La energia perdida por ol ot es fgual o fo groada poc el electréa, 378 keV, de mzde que la pérdida
purcemiual ra ruergin es

378 keV
-------- % 100 = 57%

.
B encseenencia, los futones con mids contenitdo cuergético (lus cuales tienen langinudes de snde perjueiias)
experimentan uan mayer péclids porceninal do energia en ta dispersidn Ceraplen. Esto evrresponde sl
hecho de que los fu.’)mm.-s de lungitud de eada menor experimentan un inereinenta porcentual mayor en su
longitud de omba al ser dispersadus, Bty cesuba evideste de bn expersiGo para fa péodida (raceivnal en

caergia, dida sin:pl(tnn'ul:- por

K hedfi(a + 42) AR
E hefa T+ Al
De esw se purde demuostrar qure para 2 = 5500 A, que rorcesponde a fotancs visibles, la pérdide

pereentuaf {para @ = 90" s sraor iRe W ceritésimn el 1% micetras quepara A = 1.25% 192 A,quﬁ
' feal s de rayos fer 1r V¥ da pérdik : b (para @ = 90%)es 67%
carrespunde a fotoaes de rayos 3 de | Mo a pérdity porceatual (paraf) = 907)es 2. e |

2.5 La naturaleza dual de In radincién eleetromagnélien

Eu su articubo "'teorin cudalica de b dispersidn de rayos X pnr elenientos ligeros™ Compton
esenbig: la presenle teoria [I(:i:('.}]ill‘. esencialiante de fa supesicidn de que cada eleclydn que
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es efeclivo en la dispersién, dispersa un quanium completo {fo16n). También involuera la
hipétesis de que un quantum de radiacién se recibe desde direeciones definidas y sedispersaen
direeciones definidas. El soporte experimental de la teoria indica de manera muy convincente
que un quanium de radiacién lleva consigo su impulso y su energia”. '

Es alwia la necesidad de interpretaciédn en procesos que tratan de la interaccién entre la
radiacién y la materta para un fotén o particula localizada; pero al mismo Yempo es necesario
una teorfs ondulatoria de la radiacién para entender los fenémenos de interferencia y-
difraccién. Por consiguiente debe lamarse en serio la idea de que la radiacién no es un
fenémeno puramente ondulateric ni ¢s nada'mds un chorre de particulas. Sea lo que fuerela
radineién, §stu se comporta como ondulatoris bsjo algunas circunstancias y como corpuscular
bajo otras. Efectivamente, esta situacién se revela muy claramente en el trabajo experimental
de Camptan en ¢} que; (a) se usa un espectrémetro de cristal para medir las longiludes de onda
delosrayos X y las medidas s¢ interpratan mediante una teorfa ondulatoria de la difraccién y (b}
las dispersiones afectan lalongitud de onds de una manera que s6lo puede entendersesi se trata
a los rayos X como particulas. Es en las expresiones £E=#v y p = h}2 donde se combinan los
atributos de las ondas (v YA} ¥ los atributos de las particulas (E'y p).

Sin embargo, muchos fisicos se sintieron muy inc6modos cuando contemplaron el “"desdo-
biamiento de personalidsd” de la radiaci6n electromagnélica, el punto de visla amplio que se ha
propércioniadn por e dessrrnllo’ de la mecénica cufintica ha ocasionado que la actitud
contemporines sea muy diferente. La evidente dualidad en la naturaleza onda-particula de la
radiacién ya nn se eonsidera tan desusual debido a que ahora se conoce que es una caragteristica
general de todos las entes fisicos. Se vers por ejemplo que los clectrones y los protones tienen
exactamente la misma naluralezs dual que los fntones. También se verd que es posible
reconciliar ia existencia de aspecios ondulatorios con la existencia de aspecios corpusculares
para cualesquiera de estos entes con la ayude de la mecdnica cudntica.

2.6 Fotones y emisién de rayos X

Los rayos X, llamados asf por su descubridor Roentgen debido a que entonces su naturaleza era
desconocida, son radiaciones en el espectrn clectrnmagnético de longitudes de onda ﬂiga;
menores que 1.0 A, Muestran el comportamienlo tipice de una onds transversal, como’
polarizacidn, interferencia y difraceion que se encuentran en la luz y en todas las otras;
radiaciones electromagnélicas. Los rayos X se producen en el blanco de un tubo de rayos X
como-el mostrado en la figura 2.9, cuando un haz de electrones de alis enerpia, acelerados a
través de una diferencia de potencial de miles de volts se frenan al chocar con el blanco. Segun la
fisica clésica {ver apéndice B) lu desaceleracion de los electrones hastn aleanzar el punto de’

Rayos X

FIGURA 2.9

Tubo de rayos X. Los clecirones son eraindos
1érmicamenie desde el catodo calentado Cy se
aceleran hacia el dnodo A madiante el poren-

cial aplicada ¥ Lus ruyos X secmiten desde 4

cuando los electrones son detenidos por &,
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reposo en el material blaneo resulta en la emisisn de nn espectro continuo de radiacifn
cfec:romagnética.

La figura 2-10 muestra, para cuatro valares distinloy de In energia del electrén ineidente,
coma s¢ distribuyen en longisd de onda los reyos X emitidos desde el blanco de tungsteno.
(Ademds del espectro continuo de rayos X también san emitidas lineas de reyos X caracteris-
ticas del material blanen. Estas lineas sersn anslizadas ¢n el eapitulo 9). La coracteristica mas
nutable de estas curvas ca que para unu energla determinada del cleetrén existe una langitud de
anda minima bien definida A,,,,,; por ¢jemplo, pare cleetvanes de 40 keV, A, ¢s 0.311 A. No
obstante que la forme de la distribucién del eapectro continue de rayos X depende ligeramenta
de} maierial blaneo escogido aai como de} polencial ¥ gue acelera los electrones, el valor de
Auin depiende sélo de ¥ y es el mismno pars todos loa materiales blaneas. La teorfa electromag-
nétiea clfsica no puede dar cuenta de este hecha ya que no existe ruzén por la cual andes cuya
langiiud de onda es menor que cierta valor critieo na deban salic del blenco. T

Sin embergo, existe una explicacién si se conaidera & los rayos X como fatones. La figure 2-11
muesira el proceso elementsl que desde el punto de vista del [otén, es responsabie del espeetro
continuo de rayos X que muestra la figura 2-10. Un electrén de energia cinética inicial K es
desueclerado durante una eolisién con un nicleo pesado, Ja encrgla que Este picrde apurece en
forma de radiacién como un [otén de ruyos X. El electrSn interactiis con el niielea eargedo
mediante ¢f eampo de Coulomb y transficre inspulso al niieleo. La dessceleracitn del eleetrén
produce ta emisién del fotén. Ef niicleo blanco es tan masivo, que la cnergfa que adquiere
durante }a ‘colisién se pucde ignorar sin ningén problemas. Si K’ es Ia encrgia cinética del
edectron después del chiogue, la energia del {ntén e enionces

I

hy = K — K’
y fa longitud de onda para ¢l fo16n se sigue de
hefd = K~ K (2-13

Los electrones deb haz incidente pueden perder diferentes cantidudes de energia en las
ca]isim\.cs.y un delerminado elecirén podrd aleanzar ¢f punto de repose solumente después de
muehas de ellas. Emonces los rayos X producidos por muchios electrones son los que
conslituyen el especiro cominuo de la figura 2.10 y son awchos los fotones discretos cuyss

o
x6
£ or
®
3
R
c
L2
z
FIGURA 2.10 -2
El espectro contiovo de rayos X emitidos per
un blanco de tungstens para cuatro ditereaics a
valores de 1o euergls del elextréa inchlenne G 6.2 Y 0.6 0.8 10

(e . Lonaitud ds endo {.!\)
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longitudes de onda varfan desde A, hssis 1 — 0, correspondisuda o las difere -os
pérdidas de energia en los choques, individuales. El fotdn de longitud de onda més corta dei..

emitirse cuando un electrén pierde toda su energie cintica en un proceso de desaceleracidn;
entonces XK' = 0demodo que X = he/ Amin- Ya que K esigual a eV le energiaadquirida por el
clectrfm al'acelerarse mediante la'diferencia de potencial V aplicada el tubo de rayos X, se tiene

o - L == hc[lm.n .
A = heleV .(.2-14).._

Entonees el mmimo de 1a longz:ud de onds de eorte representa la conversién compluta de la
energia cmetlca del clectrén en radiacion X. La ecuacién 214 muestra claramente que si
h-—+0 enton ces Amiy — 0, la cual es la prediceibn de ls teoria clasica. Esto muestra que la
exisiencia de una longitud de onda minima es un fendmeno eufntico. B
- Al espectro continuo de radiacién X de la figura 2.10 se le Hlama frecuentemente brems-
stra}xlung, del a!em&n bremss (igual a frenar, es decir, desacelerar) més strahlung (iguel a
radmmén) E proceso de bremsslrnhhmg oeurre no solamenia en tubos de rayos X sino en
cualquter parta en que los electrones choquen con la materia, como en los rayos césmmos en
las cinturones de radiacién de ven Allen que cireundan la tierra y en el frenamnenm de
eleczroncs que emergen delos acelersdores o ndcleos radiactivos, El proceso de hremsstrahiung
se puede conmder:}ar como un efecto fotoeléetrico inversnien of efecto fo!c-eléc!r:ca se ahsorbe
un fotén raya energ[a e impulsa van al electrén y al nicleo que retrocede; en el proceso de
bremsstrahlung se cres un fotdn cuya energfa ¢ impulso vienen de ls colisién de un electrén yun

niicleo. En el proceso hremsstrahlung se trata de la creacidn de fotones en vez de su absorcibn o
dispersién por la materia.

Ejemplo 2-5. Determinar la consianie de Planck A a partir del hecho de que la Jongilud de onda

minima de rayos X producida por electrones de 40 keV es 3.11 X 109, m.
Pe 2.14, se tiene

eViAgin
£ - .
1.60 x 107 ¥ coul % 4.00 x 10*V x 3.1} x 107 m

3.00 x 10° mfseg
= 6.64 x 107 joule-seg

Esto estd en concordancia con el valor de b deducido del electo Totosléctrico y del efecto Compton.
Mediciones de ¥, 4, ¥ cproporcionan uno de los métodns mis precisas pare evaluar larelacitn h/e.
En 1951 Bearden, Johnson y Wans en la Universided Jobns Hopkins encontraron usando este
procedimiento Afe = 1.37028 X 1099 joule-seg/coul. Esta relacién se combina con muchas otras medidos
combinades de constantes {isicas, el conjunty de datos se onaliza mediante métodos estadisticos elaboredos
para encentrar el “mejor” valor para las diferentes constantes fisicas, Los mejores valores cambian (pera
vsuslmente s6la dentro de una precisién estimads a prior} y se hacen més precisos conforme se tienen
mejores datos experimentales. <

Fetén da
bramulrabiung

F!GUR,\ 2.11 Electirdn

El proceso de bremsstrahlung responsable de Nideo
la emisigo de rayos X en el espectra cantinue,
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2.7  Produccion y aniquilacién de pares

l\‘dqm:"s de los efectos fotoeléctrico y Campton existe olro proceso mediante ef cual los forones
pierden su eoergin ¢ inlevaceifin cou la maleria, este proceso es cf lamado prodiuccion de pares.
La produccién de pares tumbién es un ejemplo excelente de la cnnversién de energfuradiante en
energfa de musa en reposo y energfa cinética. En este proceso que se ifusira esquemdaticamen te
env la figurn 2-12 unfotén de alta energia picstle tnda su enprgia b en una colisitn con un nacleo
crenndo v elentrda y wir positréu {ef par) y proporcionindoles cnargin cinéticn. Un positrdn ca
una particula yue es idéntica en todas sus propiedades s un clectrén, exeepto en el signo de su
carga {y en su monento magnético} que s opucsta a la del electrén; un positrén es un electrén
cargado positivamente. En la produccién de pares la energia que toma el retrocese del ndcleo es
despreciable dchido a que es muy masivo y por o tantn el balance de Ia energin relativista tolal
en el proceso es simplemenic

hy = E_ 4+ E = (mge* + K) + (e - K)) = K. 4 K, -+ 2mge? (2-15)

Fu esta expresion £_ y £, son las cnergtas relatevistas totales y Ky K son las energias
cinfiticas del electedn y positrén, respectivamente, Ambas partizulas licnen la migma energia de
niasa et reposo nige?. El positron se produce now una energla einélica ligeramente mayor ala del
electson debido a que la interaccian de Coulemb def par pon el niveleo cargado positivamente
produce una aceleracién en el positrén y wna disaceleracion en el electrén.

Al analizar ecste proeeso se ignoran los detalies de la interaccién misma, considerando
solamente la sihacion antes y después de fa interaceion. Los principios gue nos guian,son la
conscrvacidn de la energia relativista total, la conservaeién del impulso y la eonservacion dela
carga. De estas leyes de conservacién no es dilicil demostrar que un fotén no pucde
simplemente desapareser v ol espacio vacio creando un par sl momento que desaparece. La
presencia de un nocles wasivo (el cual puede absorber impulso sin alectar apreciablemente el
halance de energia) esnecesaria para permitiv que tana la siergia como elimpulso se conserven
enn ¢l procesv. La carga se conserva automiticamente ya que cl{otbn ne ticne carga y el par de
particulas creadas no tiencn carga ueta. De la couacidn 2-15 se ve que la enerpgla minima, o
winbral, necesaria phru yue un fotdn cree v pur 65 Zige® o 1.02 MeV (| MeV =10%eV}, lo éual
es ona longitud de onda 0.012 A. St ta longitod de onda esmenor gue ésta, correspondiendo a
una energia mayor que el valor wabral, ¢l lotén crea el par con energia cinélica y con energiaen
reposo. £ fendmeno de praduscion de pares es un [wnémeno de alta energia, tos fotones
pertenecen a las regiones de rayos X cortos o rayes y en el espectra electromagnético {ver
figura 2-4), regién en la paral las energias son iguales o mayores que 2mge?. Comn se verd en la
siguienie seccion, los resultados experimantales demuestran que la absorsidn de fotones en ta
tnleraceion con la materin beurce principaluente wediante ef proceso {otoeléctrico para
energias bajas, por vl electo Compton para energiasmedias y mediante prodoeciin de pares para
eicrglas altus. * ) '

Los pares elcctrbn-positron se producen en fanaturaleza por fotones delosrayosclsmicos yen
el taboratorio por [orones del bremsstrahlung provenientes de los aceleradores dg particulas.

.K+

+ &

FICURA 2-12 | -

Proceso de Ilf(]lllll'.lfllt')ll che pures, e
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Tambign se pueden praducis otros parcs de particulas tnles como ¢l protén y amiproién siel
foidm inicial riene la energia suliziente. Debido a que ¢l eleetron y el positrén tienen la masa en
reposo mas pequena entre las particulas cunocidas, la energia umbral de su produccion es la
menor. Los experimentos demuestran la deseripeién cudntica del proceso de produccidn de
pares, inientras que ne existe explicacién satisfacinria de este fenamena eo la teoria clasuca

Ejemplo 2-6. Elanilisis de unafotogralie de una cdmara de burbujasrevels la creacién de un par elee-
trérpositrén cuando las [otones passna través de lamateria Lasirazas del elecirony del positrén tienen cur:
vaturss opuesias en ¢l eampo magnétieo unifarme B de 0.20 weber /m? y sus radios rson de 2.5 X 10 m
¢Cubi ers ld energia y longitud de onda del fotén productor del par? '

E] 1mpu1<op del electrén ests dada par

il

eBr = 1.6 x 107¥ coul x 2.0 x 10~} weber/m® x 2.5 x 107*m
8.0 » 107 kg-m/fseg

P

I

Su energin relativista 101s] estd dada por

EY = ¢t + (me?)?

BFreseitey o0

Proieeciie b nn priv b sl levnes wishun oo cwnaos de Lo bagjire bas Tenens el
seluea-la ks v bt |:nul|| Vi g bas o ;-ulah--l.-u aute i o s v el oo Bl pue Tene
Tugas bt prosdeceifn eacel Hynido gque lena la camara, 12 estudisnme piede deteomiaar
cud! de lus dos espirales perteneer &l posiivdn sabiende gue lis trazas Targas son
micindmente devterones curgidos positivmaenie y gure fncoben desdi T quierdn,
{Cortesia de C. K. Sun, Universidad Estwal de Nuevi York en Albuny}.
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Puesto que neye? = 0.5] MeV ype=B8.0x 10 ? kg-m/seg ¥ 303108 m/seg = 2.4 X 10-Yjoule =1.5Me
V.ose riene £7 = (1.5 MeV)? + (0.51 MeV) y =16 Me¥.

La energia reladvisia total del positrdn tenfa of mismo valor pueslo que su traza tenia el mismo radio, de
todo que la energla del futdn era

he = E_ 4+ E, =132 MeV
la iungi:ud de onda del Tidn se sigue de

E =Jiy = hefid

e 6.6 x 107 jonie-sec x 3.0 % 10" mfsec

A=— = —19 -13 . e A
F T 33 X 1070V x 16 % 100 joutiey. = 00 X 107 = 00039 4«

.
Intimamente rebecionado con lx produccidn de pares estd el pruceso inverso Hamado aniquila-
eion de pares. Un electeén y un positran los cuales estdn suicialnieste en reposo y cerca entre sf,
sc unen y se aniquilan. La materia desaparece y en su fugar se tienc energia radiante. Puesto que
el inpulse mtctal ded sistema es cero y e impuolso se debe conservar en el proceso, no es posible
tener un solo fotdu ereado ya que vn solo (0160 no puede tener impulso cero. El proceso més.
probalde cs ls ereactdn de dos Intones moviéndose con inpulsos iguales pero en direccion
opuesta. Menos probable, pero posibie, es fa erencién de tres lotones.

En e procese de dos [otoaes Hustrado por a figeea 2-14, {a conseevacton del impulso da 0=
P Poa Py = - Py de nwdo que tos iepadsos de los fotones son opuestos ca direeeion pero
iguales en aragnitud. Entooyes p, = p, o bvy/oy v = v =2, Poc {o taoto, {a conservaeién dela
preergin relativista 1ot cequiver que mge? - et =hv -+ fiv el positrén y e electrén no tienen
(,m‘rbm cinétice iniciad y las vnergias de lus fotones son las inismas. Bo consecuencia, iy =
moe? = 0.51 MeV, correspandizndo a un fotan e longitud de onda de 0.024 A.Siel par inteial
tuvicra alguna encrgia cinética, entonces la eaergia del fotdn excederia los 0.51 MeV y su
loagitud de onda deberia ser meoor que 0.024 A

Ex el proceso de produccion de pares se ercan los positrones, los cualesal pasar a travésdela
nateria pierden euergia en culisiones sucesivas hasta yoe se combinan con un electrdn para
forevar va ststena ligado Hewado pasttrondo. K1 “dtame”™ positronio s de vida corta deeayendo
g Totonees a los 1D-1 segas de su foemactda. Supurstomente, el electran y el positrén se
wnceven alredalar de su ceaten de masa rongdn e una especie de danza de lamuerie antes de su

atiguilacidn mutua,

l‘,J 1'm|)]u 2.7, () Supongase que la fgara 2254 representa el procesn de aniquilacifio en un sistewna
de reflerencis S en ool cual el |:,1r cloctron positran vsli en reposo y los dos {oiones de la aniquilacian
muvicml:;q{- a Yo luege alel e oo Eacoutray la ii)llhilllil e (md‘l 17 de estus iomnes en lcrmmos dc o, la
Misi G Lepnso el st rlectran u pusitron. . - . R
“Se b vislu guo gy oes g ala v e igaal i ey, Cadiano de los futenes tiene la misima Li!crgiu la misma
feeruencia v s Llongitnt e ::mL: Por o tanto se pueden suprinie 1!1.55{1[)!!1[!!(‘1_5 y de las rpiauom,q

e = m“{? v p= fff et oliticne

J o= Efc = hrfe = mycPfe = mge

FIGUHA 2-11

Aniquilacian do e par aue produee dos

§
:

ftyg vy

{otunes. . Antes Daipuds
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Pere tambnén se tiene la relacién
= hfA
de modo que

A=hip = hlmye

Por lo tanto, ¢n el sistema en el cual el 4lomo positronic esié en reposa eada uno de los fotanes tiene la
misma langitud de onde 1 = hfmige.

{b} Considérese ahata i mismo evento de aniquilacién observado en el sistema 5',que se mueve en
relacién g § eon une velocided v y hacis la zquierda. ;Qué longitud de snds asignarh este observador
{mévil) a los fotones de aniquilacitin?

> Aqui, inicialmente ef par tiene la energin rotal refutivista 2me?, donde m cs la masa rela!:vts!a en vezde
tener solamente la energin can masa en reposa 2myc?, asi que la eonservacién dela energia en el proceso de
aniquilacién conduce a

2met = pic + pic
Al mismo tiempo, zhora ef par se mueve con velecidad v a o largo de a dirceeidn positiva del eje =' de

modo que su impulso inigial es 2my en vez de ser eera eomo antes. Ahora la eonservacién del impulso
produee

Imp = py — pi

y las lotones se mueven en direccianes opuestas a lo largo del eje @' . Combinando estas dos expresiones,
multiplicando f2 segunda por ¢ y sumindola & la primera se obtiene,

myle + 1) c+v
pi=mc +v) = ——==——= = m¢
NI ¢ -v

Considerundo que pi = KfA], asi q.ut:

ﬂ’-ﬁﬁ =2 £=c 2-16
Co LT ¢+ v : (-l.a)

De manera similar, restanda la segunda eeuacién de la primera, se abliene

/ \/ ¢ty (2-16b)
,"Ha(.' _

Los fotanes no tienen la misma logitud de onda, pero se corren por efecto Doppler de una tongitud de onda
A que tenfarm en el sisternc en reposs de la fuente (el Atama pasitrania}. Siun abservador eatd situa-
da en el eje x de manera que la fuenie se mueve kacia &, recibird el folén ! eon una [recuencia mayer qu
la frecuencia en 'repaso”. Si un abservodor esté situado en eleje &' de tol moda que la fuentese mueve
alejindose de &, recibirs el fotén 2 can ans frecuencia menorque lafrecueneio en reposo. En reclidad, este
jerpla es una derivocidn de la formula del corrimiento Doppler longitudingl de 1a learia de la relatividad,
-

La primeru evidencia experimental del proceso de produccifin de pares y de la existencia de los
positrones lue obtenida por Anderson en 1933 ntientras investigaba la radiacion cosmics. Esta radiacinn
consiste en up flujo de fotones con gran contenido energético y particulas cargadas que inciden solire ia
Vierra provenientes de fluentes extraterrestres. Anderson miilizo una cimara de niebla qoe contenia una
placa delgada de plenio, encontrindese todo el aparata en un campo magnético. Al exponer esteaparaioa

lI

ia radincifin efismics se encontro que de una manera irregular salian desde algin punto dela placa de plamo
un par e particulas cargadas, Se supust que esios eventos eran el resuliade de la interaecién de ua flotdn
con el plomo ya que no se habia visto que una particula vargada incidiera en el punto de expulsidn,
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wientras que un {nlén por 1o poseer cargs podria haber ineidido en ¢l punie deic)tpulsién sin ser vislo. Las
dos particulns cargulas expalsiilas en pstos evenias eran desvindos payr el cnnipit magiiélica en direceiones
opuestas, de tal manera que sis eargus eran de sigiw apuesta. Deatras consideraciases sepuede mastrar que
las mngnitudes de estus curgns son igual & uua cargs electrénien y que lus masas de s pasiiculos son
aproximadumente jpual a una muss cleelrénica.

E} deseuliriniento del proceso de ls produceidn Je pares vino s explicar ellurigcn de una diserepancia
entre la, entonrces usuol, tearfu de la atenvocién de los rayos X y las miedides de los caclicientes da
atennacibn parz los royas X de 2.6 MeV (rayvos cbtenidos de una fuente radinetiva) por diversos
wateriales. Camo originulmsnte la tearfu no inclufa la producceién de pares, la atenuacién predicha era
wtay pequedla; car da frelusidn del proceso de la produecibn de pares el zeuerdo que e eblicae entre la
teoria y el experimente es buean, Sirc embargo, la importaneia real del deseubrinmienco de Andersan radien
et In precivss corfirmeci@n que Gsteé ving « dar # 13 teorfa relotiviste mmecdnico-cudntica del cf‘cctr{ni de
Dirae. .

La teorin de Dirac eanduee o ta prudiceion de que los vulores peratitidas de la encrgin relativisto tainl £
para ut electrin libre son

E= wJe?p? + (me?)? 2-17)

donde m, e5 ta masa eq reposa del electrén. Estos valores sun simpleiente las saluciaces pora Ede la
ecuncién (2-6), pern la salucida con el sigaa menas correaponde a una coergia lotal relntivista negativa,
coneepta tae advenedizo para i incednica relalivistn coma lo es la vuergia totel negativa para la meednica
clasica. L vez de desechar la parte negative sobre ba base de su falta de veulidad fisice, Dirar eseudrifiélas
consecucacias de In ceuncidn cnmpleta y al hacerla Hegd a nlgunas eonclusicpes muy inleéresaules,
Cansidrese tn igura 215 fue es un dingrama de uiveles de ertergin que repeeseala la ecuaciba (2:17). 5
existe ¢l espeetro continuo de niveles Je energls que se iudien, todoa las electrnnes lilres de energls po-
sitiva estarfan disponibles pava cealizar trnnsicinnes entic estas niveles, ransieiones acampafadas por la
emisidn de fotoncs con las cuerglas aprupiadas: esto abviameniono concuerdn eon ¢l oxperiments, debido
a que por la general na sc alserva nue cleetrones libres emitan espantineamente [otones de _energ?
Ay 2 Zmac?. Sin enbarge, Dirac sefald que se pucde superar esta dilicultad si se supone que lodos los’
niveles de energia negative esfin llenns aarnabmente en tndoslos puntas det espacio. De acuerdo can esla
supnsiciba, un vaclo consiste de ur mor de electrones cn niveles de energta negativa, Esto s ca acuerda cn.n‘el
expermenta, Pos ejempla, la carga negativa na podria ser deteetada si sc la supane umf‘.:m.nememe dis:
tribuida y por lo tanto no cjereccio fucrza sobre un cuerpn cargado. Consideractanes sinilares demos-
trasan que tudas las propiedaides “usuales™ de un war de clectiones de eneigia acgativa son tales que su -
presencia no seria aparente en ninguna de los experimentos usuales. Empero, b tearia de Dirac del vacio

Hiveles postivas més altos, carrespondientes a p >0

Mival pasitive mas baja, corraspandiente o p = 0

Nivel negative més alte, correrpandiente a p = 0

Mivsles nogativas més bajes, cartaspondientts o p =5 ©

FIGURA 2-15

Niveles de enprpgin denre eleetrdn dibre segin la teorta de Dirac.
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no es eompletamente vacia ya que 'prcdice ciertuy propmedades nuevas que pueden comprobarsé por el
t:xpenmsmn, —e et

El diagrama de niveles de energia para van eleatran lilee sugiere la posibilidad de excitar un eleetrfin que
se encuenira en un nivel de energia negativa mediante lu absorcion de un fntén. Puesto que todos los
niveles de energia negativa se consideran totalmente oeupados, el electrin deberdser excitade a uno de los’
niveles de energie positiva desocupados. Obvizmente, la energia minima necesaria para esie proceso es
By =2myc?y el resultado del proceso es la produceion de un elecirén en un nivel de energia positiva mis un
agujero enun nivel de energia negativa. Se puede demosirar gue un agujerp en un n ivel de energin negnlwa
tiene 1odas las prupaedades meednicas y 6pticas de un positron de energia posiliva. Por ejemplo, existe una
earga posiliva +¢ asociada cnn la ausencia de un eleetrdn con eargs negaliva—e. Consceuemcmenle este
es'el proceso de produ eciéin de pares observado experimentalmenie por Andersan tres aos después de que

fuera predichu 1céricamente por Dirac.

2.8 Secciones transversales para absorcién y dispersion de fotones

Considérese, como en lafigura 2-16 un haz paralelo de forones que se pasan através deuna placa
material. Los fotones pueden inteructuar con los dtomos de fa placa mediante cuatro procesos
d;feremes fotoeléctrico, produccién de pares, Thomsen y Compton. En {os dos primeros los
fotones se absorben completanenie, mientras que en lus dos Glimos s6lo son dispersados, pero
en lodos los procesos ocurre ln climinacion de fotones del haz. La pregunta de qué tan probable
25 que eslos Processs ocurran, pare un 2onjunto de circunstancias dadas, es una de las
preguntas de gran importancis tanio ledricas como practicas. Por ejemple, para un fisico
médieo es muy importante disefiar el blindaje para una maquina derayos X, 0 paraun ingeniero
nucicar disefiar el blinduje para un reacror. La respuesia a esta pregunta se expresa en términos’
de'las cantidades amadas secciones transversales. En este libro las secciones transversales
aparecén primera en conexion con los folones pero posteriormente aparecerin en conexién con
olras cosas. :

Laprobabn!:dad de que unfoténdeuna energsa dada sea, por ejemplo, absorbldo enun proceso
fotoeléctrico al pasar por un élomo de la placa gueds especificada por el valor de la seceidn
transversal fotoeléetrica 0., Estamedidu de la probabitidad de ocurrencia del proeeso fotoeléc-
trico se defme de- modo que el nimero N, ,.de absorciones {oroeléetricas que ocurren es

Npgp=a0,,tn (2 18)

cuando un huz que contiene / fotones ineide sobre una placa cortada que contiene n dtomos por
unidad de drea. Aqui se supone que la placa es lo suficientemente delgada como para que la

1em?__[7 ::\

1) S )

FIGURA 2-16

Haz de fownes atravezando voa Ydmina,
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prababilidad de que un fotdn datle sew absorbido al pasar por la pl

. #ea sea arucho menar que la
uuidad.

La defimcion de (2-18), (que es un prototipo de las delintciones de tudas las seceiones
transversales, es sulicientemente impaortanle para garantizar una interpretacidn [isica pruden-
te. Qbsérvese primera que of nimeru Ny de absurc it en elect o deberia incrementarse en pro-
porcién al inbnicro £ de fotones que inriden sobre la placa. Ademas, st Ia placa es delgada en ¢l
sentido en el que se especilied anteriormenie, os Atemns en la placa no se “cnsombreceran”
emre si, per lo que teca a los fotones incidentes. Entonees, el nimern &, de absorciones

wmbitn se tscrementard en propurcise al nimera n de atomos Glanca por unidad de drea de 1a
placa; por lo que se 1emdrd

Npgpoin

Siesta peoporeionalidad se escribe comm wna iguahidad ercla que a la constante de pruporciona-
bdad seladenotapor g, seobtiene laecuncidn que define la seccion transversal. Por Jo tanto
se ve yue la secettn transversal cuyo valor depende tanto de fa energia del [otén enmo del tipo
de dtoma, es una medida de cudn efectivos san csas dlomos para absorber los fatones median-
te ¢l electo fotoeléctrico. Pucsiu que las cantidades Ny ¢ [ en la couacién 2-18 son
adimensionales micutras que # tene dimensiones de (drea)™t, es claro que 0.z deberd tener
dimmensiones de (drca). Por lo tanto, resulia razonakle usar ef nombre de seccién transversal
para @ pg. Casi es posible dar vua inlerpretacidns geoméirica si se imagina un efreulo de drea
Opp centrado en cada dtumo en la placa con la propiedad de que cualquier [otén que enlre a
esta placa circular es absarbido por el d10ma mediante el efecto [otocléctrieo. Esta injerprela-
cibn geoméirica resulta conveniente para lu visualizacién y adn para los caleulos peru
deltattivamente vo deberd copsiderarse literalmente cisrta. En realidad una seecion transversal
¢s simplemente una farma de expresar numéricamente la probabilidad de que cierto tpo de
alomos origine un futin de via energia dada para que realice un proceso particulur. Las
deliniciones ¢ interpretaciones Jde las secciancs transversales para los otros peacesos de
absorcidn o dispersion son completancente andlogas a las que se hao considerado en este
ejemplo. _ e
La figur;a 2.17 muiestra lus secciusas ransversalis de dispersion (o), pmdnéuién de pares

(gpn), fotoeléetrica {opp)» y total (o) medidas para un dtome de plomo eomo una funcién
de la cneegin by del Tot0n. La seccida transversal de dispersion especificala prababilidad de que
la dispersién ocurra por cualquicra de lus procesos Thomson y Campton. Para ¢l plomoe que
tene ure nero atémico grande y por lo tante electrones atémicos luertementr ligados la
dispersion Thomsoeo dominn sobre la dispersion Compproo cuando la energia del [utdn estd por
debajo de v = 105 eV, Ll rompiinientn brasco en la sceeion transversal [otoelécetrics ocurce,
par& las energlos de erdace de los diferentes electrones eo el dtomo de plomo; cuando ;"w_(;ac por
debajo de 1o energia de ealace de on eleciréo particular yn no es posible encrgéticamente un
proceso [otocléztrico en ¢l que & intervenga. La seccidn transversal para produccion de pares
ceece may rapidamente desde cero cunade fov excede la energin wnbral Zmge? = 106 eV
neeesaria para waterializar el par. Enla ligura 2.17 la seceidn transversal 1otal @ eslasumade
las secetones transversales de dispersitn, lotoeléetrica y de pmducci}&n te jrares; esta cuntidnd -
especifica la probabilidad de que an Totén tenga cualquizr tipo de injeraccién con el alomo:De .
la figura s pueden ver los intecvalos de valnres de la energia’en los cuales cada uno de Jos tres
procesos hace su contvibucion inds impurlam;, para rl caso del plomao:

Elecre fotoetéetricn:  Ar <5 x 107 eV

Dispersion: 5 x 10%eV </ <5 x 108cY

Prodoecién de pares: 3 X 100 eV </
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Seccionns rronsversaies por dtomo [cm’)
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]
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CFIGURA 2-17

Seceiones transversales de dispersién, lotockéctrica, de produccibn de pares y total
para un @omo de plomo.

Nebido a que estos proeesos tienen probabilidades diferentes dependiendo del ndmero atémico,
los intervalos de energia en los cuales ellos dominan son muy distinlos para itomos eon
nidmere atdmico hajo. Para el aluminio, los intervalos de energia son aproximadamente:

Efectn fotoelécirico: fv < § x 104 eV
Dispersion. 5 x 10teV < hr <1 x 107eV
Produceidn de pares: 1 x [07eV < Ay

chmplo 2-8.

Evaluar la atenvacion de un haz de rayos X paralelosal pasaratrovésdeunaplacagruesa
de materia en términos de la seccién transvesal 1otal.

Con relerencia a la figura 2-16, cuando el haz incide sobre la cara fromal de la placa de espesnr £ ¢
mimerc de folones en el haz es J(0) y la seccidn cortada contiene p dtomos por em?. Supdngase, por
simplicidad, que el &rea de 1s seccibn cortada es de 1 em?. Debido zlos procesos de dispersién y absorcidn,
el haz paralels contiene un nitmers pequedic /{x) de fotones después de haber penetrado en fa seccién
cortada x cm. Considérese uma lamina delgada de la placa de espesor dx y localizada en x. EI nomero de

alomas por em? en la ldmina es p veces su volumen dr o pdx. En ura definicion snélnga a (2-18), &
namero de fotones del haz que serda dispersados 0 absorbidos en 1a limina est & especificado por a seczién
transversal total 7y esn /{o}p dr. De esta manera, el nimero de forones del haz que salen de la lamina,

fle + de), que es igual al ndmero incidente menos e nimero que s ha perdido, es

Tl 4 de) = J(2) — o H)p de

af(e) = He + do) — ey = —af{0)p de
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Para encoutrar el nitmera {{8) de fatones quee salen por la cara posterior de la placa se despeja df(x) /1(x) y
se ntegra sobre x

I (x)
—]—(Ti— = —uapdr
¢ difx) tt
L ';E;‘j‘ = —rp J“ dfa:
In I(:L'}]f, = —apt
i(r}
I“f_((ﬁ = —opi
"_(L! = g—at
H{%)
1) = 1(0)e==! C@219)

Lz imtensidad del haz, miedida por el ntmery 1 de fstoacs que contiene, decrece exponencislmente
epolorme ¢l espesor 1 de lo placa avmenta, La cantidad wp, lamada coeficienie de atenaacitn’ tiene
dimensiones de (e~ y e el reciproce del espesor de ba placa necesaris para stenuar 1a inteasidad del haz
por uu faciar e A este cspesor se le flama la dongimd de atenuncide Ay es

N=lfap _ L @20

Por supucsto, ¢f cocliciente de ateauacion tiene la misma dependencia con fo energla def futén que la
seccifin transversal (otal. La figura 2-18 muoesira medidas de los coclicientes de atenuaciéa para el plomo,
ol estaiter y ¢l alumicio para lotones de encegia redaivamente alta.

Esta seccion resume muchos de los aspectos praclicos de los fendmenos de emisién y
absorcién de radiacion clectromagnétita gue se han eswudiado en este capiivla. Pero los
aspectos fundamentales de estos [eadmenos se resumen mejor alirmando que demuestrai que
la radiacién eleetromagnética st cuantizada en parlivulas energfiicas lamadas fotornes.
También deberd darse éulasis al hecho de que los fenémenos de interferencia y difraceién
demuestran que los [otunes nu viajan deside un sistema ca el que son emitidos hasla donde son
absorbitas en fa fonma siaple en a fue fu hacen las particulas eldsicas: sine que los fotones
actdan como st [ueran guiados por ondas clésicas debido a que al viajar a través de un sistema,
tal como un aparato de difraceién, guedan mejor deseritos por ondas cldsicas que se propagan en
dicho aparato. '

FIGURA 2.18

Coclivientes dis atenwacion paca distintas dro-

fiv (eY)

mos parg un intervifo e cirevgin del {otd.
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En los experimentos de elccta [otoeléctrico, la corriente (nomero de electrones emitidos por unided
de ticrupo) es proporcianal a fa intensidad de a luz. ;Se puede usar solamente este resuliada para
distinguir entre las teorfas cldsica y cugntica?

jPor qué en la figura 2-2 s corrienie fatoelécirica no sumenta verticalmente hacie su midximo valor
{saturacién) cuando la diferencia de polencisl aplicada es ligeramente més pasitiva que — V,?

JPor qué, nun connds In radiacidn incidente cs monocromitica los faloclcctranes son emitidus con
una gama de velocidudes?

+A la existencis de unu (recuencin de carte en el efcera [atoelécirico se e considera can frecuencs
como s nbjecién més luerte & la teoria ondulataria. Explique,

N " [} .
;Por gué tas mediciones en el eleciv fuioelécirico sos inny sensibles o lu superfivic Totockéetrica?

" ;Llos resellados de los experimentos lotaeléctricos invalidan e experimento de interferencia de
Young?

" ;8e puede vtilizar of artificio de hacer £ — O para aliener los resuliados clasicos a partir de los
cudnticos en el caso del efecio foroeléctrico? Explique,

Supanga que la emision de fotones desde una foente de radineion es cadtica en direccion. ;Podria

ponga q I
esperar que fa intensidad (o Ia densidad de energia} variare inversamente al cuadrado de la distancia
de la fuente en s teoria de las fotones como acurre en o feorin ondulatoria?

;Ticne mase un forédn de energia £7 5i o5 psf, evalibela.

LPor qué en la dispersidn de Complon padrise Ud. esperar que A3 fuera independiente de los
.materiales que enmponen al dispersor?

. ¢Cudndo espersrin Ud. shservar més Macilmente el efecto Compton con blancas dispersores cumpues-

tos por dtomos con nlmera atdmico grande o con #lomos con ndmere atémico bajo? Explique.

:5e ohscrva el efectn Compion con iz visible? ;Par qué?

De la teorfa electramngnética clisica, gesperarie un minima definida en'la langitud de onda de tn
radizcién emitida enando el valor dela energia de un electrén incidente snlire un blanco de un tuho de’
rayos X estd dado?

Un titha de televisin, ;einite rayos X? Explique,

Qué electofs) produce, sobre el especiro de rayos X resullante, el decremento del vohaje del tubo?

Analizar el proceso de bremsstrahlung como el inversa del proceso Compton y como &l inverso del
praceso fotoetécetrico.

Describir varias métodos que se pueden utiizar para determioar experimentahnente ¢l valor de lu
constarne de Planck (A},

iDequé factores esperaria Ud. juzgar st un lotén pierde su energia en la interacci6n con la materia por
preceso fotosléctrice, por procesn Compion o por proceso de produceian de puires?

Puede Ud. dar evidenciu expertmental que contradiga Ja idea de que el vacio es wn aiar de electrones
en estados de cuergia negativa?

¢Puede ocurrir wna aniguilucion electrdn-positrén con la creacisn de un fotan, si existe un nicleo
cercano disponible para compensar el impulso?



Postulado de de Broglie
Propiedades ondulatorias
de las partic’ulas
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3.1 ©Ondas de materias”

Maurice de Broglic era m/ré} franecés quien, desde un pr mu[no apOyé el punto de vista de
Compton sobre ta natnraldza corpuscular de la radineién. Sus experimentos y estudios sobre los
problemas (ilossfieos de 1a fisina de ese liempo, impresionaron 1anto a su hermano Louis, que
éste cambit su currera de historia a fisica. En 1924, Louis de Broglie propuso la existencia de
gudas de mnateria en la Lesis docloral que present6 ala Facollad de Clencias de la Universidad de
Pacts, Lo 0}_1511\;& y congienzudo de su tesis fue reconocido inmedialamenie, sin embargo, sus
tdeas fueron [:()ﬂ&!sluqddh comn careates de realidad (isica por su apurente fulta de evidencias
experimentales. Fue Albert Binsiein quien reconotid su importaneia y validez y atvajo hacta ella
la aleacibn de otroy lisicos. Cinen afios despuss, de Broglie oltuvo ¢l premio Nobel en [isicu,
cuando sus ideas (seran experimentalmenie conlirmadas ¢a forma draumatics.

La hipotesis de de Broglie consisifa zo queel campurmrmmtu dual de fa cadiacion, es decir,
onda-particula, deberia ser guatmente aplicalde o la materia, Asi como el {0160 fiene asociado
una onda de luz que gobierna su movimiento, una particula de materia (por ejcmpio, un
electron) tiene asocinda wna onda de materia que gnbierna su movimiento. Ahora bien, como el
universo consisle en general, de radiacifn y malecia, la sugerencia de de Broglie es esencial-
wente una alirmacion acerea de ana gran simetria de la n;.ltumlczu En electo, propubo que los
aspectos ondubaterios Je la materia estan relacionados con los 2spectos corpusculares en la
misma forma cuuntitativa que en el caso de la radiactin, De acuerda con de Broglie, 1anto para la
tmaterta comd para lo radiacidn, la energin 1otal E'de un entese relaciona conla (recuencia v de
fa onda asociada a su movimiento pur mediv de la ecuacién

= hvy ’ (3-1a)

\

y ¢bimpulso pdel ente se relaciona can lalangitud deonda 2 de lo onda asaciada por 1a céuacién
= hf2 : (3-1b)

tn o snterior, los conecplos eorpuscutares enargln £, ¢ irmpulse P, se relacionan con los
coneeptos omlulatorios [recuencia v y longiiud de onda 1 a través de la constanie de Planick /.
Ala esuneibn (3-1h) escrun en la forma siguiente se le denomira relacién de de Broglie.

= hfp (3-2)

yue predice la longiiud dle onda de de Broglie e una onda de materia asaciada con eb muvzm\emo
de una partienta material de impulso p,
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Ejemplo 3-1.  (a) ;Cudlserd b longhad-de ouda de de Broghie de uaa pelata de héis-bol que se mueve'a
via vetocidsud 0 = J0m/fseg?
Supmngu m = 1.0 kg, De (3-2)

J h 6.6 x 1073 joule-se ]
LA LU S8 66 % 10~ m = 6.6 x 105 A
poomu 1.0kg x 10 mfseg

{h) ;Cua! serd la longitud de onda de un electrén cuys cnergla cinética es 100 eV?
En este caso; '

h h 6.6 x 1073 joule-seg

4 Tp T Jomk T @x 90 x 107V kg x 100V X 1.6 x 107 joule/cV):

. il -
86 x0T joule-seg s o0 m =12 A «
54 x 107% kg-m/seg

En los experimenios de Opiica geoméirica, vo se manifiesta Ja naturaleza ondulatoria de la
propagacién de la huz, ya qtmes importantes de lus aparatos utilizados sop muy
grandes comparadas con la longitud de onda de la tuz. 5i se representa por a una dimensién
caracieristica de un aparato dptico (esdecir, laamplitud de unalente; espejo o rendija) y 2 esla
Jongitud de onda de la huz que pasa por el aparato, se estd en el dominio de la dpuica geoméirica
siempre Gue Afa — 0. La razén es que los elecios de difraccifin en cualquier aparato siempre
ocurren para ingulos de aproximadamente f = ifa, de modo quelosefectns de difraccian sun
completamente despreciables cuando  Afa — 0. Ohsérvesc quela 6ptica geoméirica imphies la
propagacifin de rayos, que son similaresa lastrayectorias del movimicnio de pariiculas clisicas.

Sin emcharge, cuando la dimensién caracteristica de un aparato éptico a se vuelve compa-

rable con, o menor que, la longitud de onda A de la luz que pasa por él, se estden el daminia de
la dptica {igiga. En este case Afa > |, y el dngulo de difraccién ¢ = Afa essuficicoremente
grande como para que los efectos de difraccidn sean (dcilmente observables y la naturaleza
ondulatoria de luz resulta aparente. Por fo tanto, para obiservar caracteristicas ondolatorias, co
¢! movimientn de maleria, se requieren sistemas con aperturas u obstdculos adecuadamente
pequelios. Los sistemas de aperturas, on fa eseala mas fina, de que disponfan los experimen-
tadores contemporéneos de de Broglie, los ennsiituirian los espacias enire planes de dromes
adyacentes en un sélido, donde @~ 1 A. (En la actnalidad se dispnne de sistemas que
involucran dimensiones nucleares de =107* A). Considerandou los resultados del ejemplo 3.1,
se ve que no se puede esperar poder detectar ningdn comporiazmiento andulatario en’ el
mavimiento de una pelota de béis-bol, donde Afa =~ 10" para g~} A . Sin embargo, para
una particula material con wira masa mucho menor quela de una pelotade béis-bol, el impulsn p
sereduce y ba longitud de onda de de Broglie 3 =h/perecelosuliciente comapara que puedan
observarse efectos de difraceién. Utilizando aparatos con dimensiones caracteristicas @ = | A
fns aspectos ondulatorios en el movimiento del clectrén con 1= 1.2 A del ejemplo 31,
resubtarian evidemes.

En 1926, Elsasser propuso que fa naturale2a ondulatoria de la materia podia ser probada del
mismo modo como iaicialmente se probé la naturaleza ondulatnria de los rayos X, a saber,
haciendn ineidir un haz de electrones, con la energia apropisda, solire un sélido eristalino. Los
dtomos del eristal son utilizados como un arreglo (ridimensional de centros dispersores para la
onda electrénica y, por tn tanto, deberdn dispersar (uertemente a los electrones en ciertas
direcciones caracteristicas, de igual lorma que en la difraceion de rayos X. Esta idea fue
corflirmada experinentalinente por Davisson y Germer en Ustadas Unidos y pnr Thomson en
Kseocia.

I3t aparato de Davisson y Gernter se muestra esquemfticamente en fa figura 3-1. Los
clectrones producidos por un (ilamento ealiente son acelerados a través de una diferencia de
potencial ¥y emergen del “cafidn elecirénieo” € con una energia cinética ¢V, Este haz de
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FIGUIRA 3-1

Aparato de Davisson y Germer. Los clectrones

de un lHamento # son acelerados por una e

dilerencia de poteheiul variable F. Después de Moz

dispersarse en el eristal £, san coleetados por dispanada

el dorector £

electrones incide perpendicularmente sobre un monocristal de nickel en C. El detector D se
soleca & un dngulo O determinado y se realizan medidas de la mlensldad del hazdispersado para
varins valores del potencial de aceleracidn V. Por gjemplo, en la figura 3-2, se muestra queun
haz [nertewnente dispersado es detectado a 0 =50% para V=54V, La (f;_xislencia de este “pico”
en el patrdn de electrones dispersados demuesira coalitativamenie la validez del posiulado de de
Broglie, ya que, sélo puede explicarse como une interferencia consiuctiva de ondas dispersarlas por
el arreglo periddico de los dtomos hacia los planos del eristal. EY Tenémeno es andlogo a las bien
conocidas “'rellexiones de Bragg” que ocurren en la dispersién de rayes X por !os p]ano‘
atémicus de un eristal y 1o puede enlenderse en base al movimientode una parncu]a cldsica am(
sblo en base al movitniento de ondas. Las particulas cldsicas no pueden mostear mfr:rferencna
mientras yue fas ondas si la haeen. La injerferentia que aqui se :mphca. nql ocurre engre’ fa:
ondus asociadas von wi electrén y las andas asoeiadas con otro, sino. qq -se reflere,a 1é
mterlerencia que orurre entre diferentes partes de la omila asoviada coq u;n f:]ec FO - y que hav
sido dispersadas ror varias regiones del eristal. Esto se puedt demostrar, 3 éa‘gu[;{aza ‘n haz de
electrones eon una intensidad tan baja que tos electranes pasan pgr un apara}o yno Por uno 3
mostrando que el patrgn de electrones dispersados permanece invariante. | '
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Energla cindtico (&) f .

FiGuna 3-2

frguicnta: W corrieatded colector eneblutector delatigara 3.1, como fum tondela
coergla cingétizp de los cleetrones incidentes, mmostraado v maximo de difraceisn, B
angulo 0 ea b figura 3- 1, se ajosea a 50° S8 se vliliza un valor apreciablemente mayor
o enor, o) makime de s!il'rau:ci()lf desaparecs, Derecha: da corriento coma Teneianwdel

dngedo del detearor gara e valae fHo de L energia cisétion electrdmiva, 54 ey
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El erigen de una reflexién de Broge-se muestra en la figora 3-3 y la relacion de Bragg, » que
estd sujela, se deriva en e} pie de figura.

nh = 2dseng {3-3)

Para las coadiciones mosiradas en ;Iﬂlfiguré 3-3, 1a distancia interplinar efectiva d se puede '
medir por dispersién de rayos X del mismo cristal y resultaser0.91 A.Como §=50° entonces
¢ = 90° — 50°/2 = 65°.1a longilud de onda calculada de (3-3), suponiendo n = 1, resulia

= 2dseng =2 x 0.9/ A X sen65° = 1.65A

Para elecirones dé 54 eV, la longitud de onda de de Broglie calculada de {3-2), es

A= hlp = 6.6 % 10 joule-seg4.0 x 10 kg-m/seg = }.65 A

Esta impresionante concordancia proporciona una confirmacién cuantitativa de la relacién de
de Broglie entre 4, p y h. _

La amplitud de! pico ohiservado en la figura 3-2, también se puede entender ficiimente, ya
gue, los electrones de baja energia mo pueden penetrar profundamente en el cristal, de medo que
s6lo un nlmero pequeno de planos alémicos contribuyen a la cnda difractada. Por lo tanio, el
méximo correspondiente a la difraccion no es esirecho. Sin bugar a dudas, todos los resultados
experimentales estuvieron en excelente concordaneia tanto cualitaliva como cuanliativa-

Haz
incidents
e
LT T T e Haz .

FIG URA=3:8 o000, dhporsado
Arriba: el hazfuertemenie difraciado afl = 50°
y ¥ = 54V resulta de la dispersidn de tipo Crivtal
ondulataria por la familia de planas alémicos

que se¢ muestran, los cuales Lienen una distan-
cia de separacién d = 0.9} A. El angulo de
Bragg es- ¢ = 65°% La refraccién del haz
dispersade al atravezar la superficie del cristal,
no se indica por simplicidad. Abejo: deriva-
cion de Ja relacion de Bragg, mostrands sélo
dos planos atémicos y dos rayos correspon-
dientes a los haces incidente y difractado. Si el
nimero de longitudes de onda que caben en la
distancia 2! entre los frentes de onda incidente \
v dispersado, es un entero dado por 1, me-

ilida sobre el rayo inferior, entonces, las con-

. d =091A
.

/;‘10 nos

aidmicos

Frenta da
ondao incidante

Frente de ondo

tribuciones de ambos rayos al frente de onia dispersado

. !
(fispejrsa(!a, estardn en fase y se obtendra un \g .
miximo de difroerién en el fngulo ¢ Como g
17d = cos (90°- @) =senp, setiene 20 = 2d sen 0t -

¢ ¥ por lo 1anta se obtiene la relacién de Bragp
wl = 2d sen . El miximn de dilraceidn de

“wprimer arden™, (n = 1), por lo general el mis \
srthense. .
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mente con la prediceién de de Broglie, aportando evidencias convincentes de que tns particulas
maféfiales se maeven de acuerdo con las leyes del movimiento de ondas.

En 1927, C.I'". Thomsen demosiré la difraccién de haces clectrénicos que pasan a través de
peliculas delgadas, confirmando independientemente y en detalls, la relacién de de Broglie
A= hip . Asicomo el experimentn de Davisson-Germer es andlogo alde Lave endifraccién de
rayos X {reflexién del arreglo regular de planos ai6micos en un monocristal grande), el
exgrerimento de Thomson es andlogo ul métado de Debye-Hull-Scherrer de difraceitn de rayos
X por un polve {transmisién a través de un agregade de cristales pequefios orientados
alearoriamente, ‘Thomsen utilizé clectrones de mayor energia, que son mucho méa penetran-
tes, de maduo gue son variss cientos de planosatémieos los que contribuyen a la onda difractada,
El patrén de difraccién resultante tiene una estructura muy precisa. A nianera de comparacion,
en la figura 3-4 se muestira un patrén de difraccisn de rayos X y un patrén de difraceién de
cleetrones de substancia pelicrisyalina (substancia en la que se tiens un gran ndmera de
crisiales nuicroseépicos orienlados alealorinmente). - C _

Resuhin interesanie bacer natar que ). Thamsan en 1897 descubrié el elecirdn (caraclerizéndala como
una partieula con una relaciédn carga-masa bien definida) y quien rezibis el premio Nobel en 1906; (e el

Placa
foteg réfica

- b
e pamrte 00
- I;i-!'rvn.,::',.‘-

Hez incidente .
—_—

de rayoa-x

o alactrena

f

Pallcule
cristoling

FIGURA 3.1

Arriba: arregle experimeatal para la difvsecion de Debye-Scherrer de ruyns X o
slecteones por un material policristaling, Abajo o fn irquiceda: patrdn Debyve-Seherrer
de difraceidn the rayos X por cristales de dxido de Zirconio, Abafaa o rfcn:-t‘fm: patron
Debye Schareer di alilraceidn Jdo electrpnes por eristales e oro. -
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FIGURA 3-5

Areiba: patrén de Laue de la difraccidn de rayos X por un monoerisial de clorure de
sodio. dbejo: patrén de Lave de difraceidn de nevtrones de une reartor nuelear pur i

monccristal de clorure de sodin.
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padre do G T howson, quict e 1927 descubrid experinenialeniela difvaceidn declectrones y recibidel
peemio Nolwl (zon Davisson) en 1937, Averca de honterior eseribid Max Jumaner; “lino seinelineria par
decic qiie a Thomsan, el padre, le fue otorgado el premio Naobel por haber demost rado que el electrén esuna
pacticula y a Thenson, il llijl’.l‘lll(ll' haber demosteado gue e electréa es una onda™

Tunlos lus objetos materiales, vargados n descargados, no solo los electrones, muestran
caracleristicas omwlulatorias en su mavimienio, bajo las coondiciones de la dptica fisica. Por
ejenplo, Estermann, Stera y Frisch, realizaron experimenitos countilativos acerca de la difeac-
cidn de haces molecalares de Widvdgeno y baces atindess de helio, pacun cristal de Mluorurode
litie; asimisma, Fermi, Marshall y Ziso demosiraron b dlifraceitn ¢ nuerferencia de nedrones
tentos. Jon la Tigara 3-5 se muestea un patrin de difraceidn de neulrones en un crislal de cloru’ro
de sodio. Inclusive se lta consiraido un wuterfecbnielro que opera con haces de elecirones. La
existenria de omdas e muberia estd hen estableeida ‘ - C

Ruesulea fstrantivo haser notar que pace poder encontrar evidencias expecimentales de la
natwralezs ondulateria de la materia, se tuvo que reeurrir a longitudes de onda de de Broglie
relutivamente grandes. Ly materia y lu radiaeidu, amchas preseatan, propiedudes de s particula y
oads, tunto para lopguudes de onda gratudes coino pequedtas, Los aspertos corpusculares se
acenlian, cuande se estudia su emisiin o absorcifin, micatras que los aspecios ondulalorios se
acentian, cuanda se estwdia s compnrlamiento al woverse a través de un sislemu. Sin
smlmrge, los aspestos ondidutnnios de su mavimiento son mds dificiles de ohiservar a medida que
su lnagitud de oo s mas pequedia. Una vez ads se puede apreciar ¢l papel lan imporlante que
juega da constaate de Planck £ Si & [wera cere, ca A= fi/p se oblendria 2= 0 en 10dos los
casos. Par lo tamun, 1odas las purticalas materiales tendrian una longitud de onda menor gue
cualquier dimensidn caracteristica y nunei seria posible ohservar efectos de difraccian. _
Aunque et valor de & definitivamente no es cero, es pequediol Esta peyuefez de h es lo que
obscureer bt existsacia de omlas materiaies en el mundo maccoscdpico, yu que, se deberdn tener
npulsos muy pequeiios para poder abtener longiudes de ouda mensurables. Para particoias.
mucroscdpicas ordinariag, su masa es jan grande gae el inpulso es siempre to suficientemente
grande camo pars que la fongitud de onda de de Hroghie sea suficientemente pequetia y se
encuentre [uera del alesnee de la deteccinn experimental, y asi lu meeidnica clasica reina
suprenta, Ea el inondo microsedpice, las particulus materisdes tienen masas tan pequefias que
sus bapulses son pequefos aun cuandn sus volacidades son.bastante altas, Por lo lanto, sus
fangitedes de oada de de Broglie san o solicieniemente geandes cowo para ser comparables eon
ias dimensiones caracteristicas de los sistenius de interés, tales cormo dlomos, y sus prupwdades
undulatorias son experimentaimente ubservables en su movimienio, Sin cmbargo, no debe
olvidarse que en sus mreracciones, por cjemplo tuando son Jetectadas, sus propiedades
carpuscuinres 300 dominantes adn ceando sus lungitudes de onida sean grandes.

Ejeraplo 3-2. Enlos experinmntus con dtomos de helio alosqueanieriormente se hizo reflerencia, se
produee i faz de dromos con velowidid casi vndforaw de 1635 3 105 em/seg, permiliendo el e5capie de:
hebio en Tornie e gas, o través de wi peipuefio agojero ea el recipiente que lo conete, pasando ¢ ann-
chmara ovacnmle y luege o iravés de rendijas muy angosias subre diseos giratorios puralelos de cora
sepacacion {i selecior mecinico de velocidades). Los dlomos ineiden sobre la superlicie de un eristal de
fluorsro de Biio y se ahserva wn haz de dtomos e hebio fuertamente difractado queemerge del erisial. El haz
difcactady se deteerd can un medidors de presion de abta sendibibidad, Bl aodlisis usual de los resultados
experinmeatales de la bilaceidn ew el erisial indicascvna I_uugiltmi de onda de 0.600 X 108 em. ;Comoesla
souterdancia de &sio con el valor cadeolado de o toagitod de anda de de Broglic?
La orsa de i Atwmo de hoeliv es:

M 4.00 gfmut 665 % 10-77 k
= i = 6.65 x 1 kp
TN T 602 x 1 manmel b
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De acnerdo eon la ecnacién de de Broglie, in longitud de onda es:
’ b = n1

1

1M N
2 ﬁ_}l ___i _ 6.63 x 107 joule-seg  0.605 X 10-1 m

0.609 x 1078 cm

Este resuitado es 1.5% mayor gue el valor medida por difraccién en un eristal, pero estd dentro de 1as
limites de error del experiments. |

Experimentos como el cansiderads en e ejemplo 3-2 son muy dificiles de realizar, ya que las
iniensidades gue se obtienen en haces atémicss san muy pequefias. Los experimentos de difraccién de
neutranes, utilizando cristales con distancia interatémica conocida, proporcionan una eonlirmacién
precisa de la cruaeién de de Broglie y de tn existencia de ondas de materia. La precisi6o se dehe s que la
luente de neutrnnes enreaciores nucleares es muy sbundante y, efectivamente, ta difraccion de neutrones
es hny dia un mérodo importanje para el esludio de esiructuras cristalinas. Clertos eristales, como los
orgénicos hidrogenados, son particularmente adecuados para andlisis eon difraccién de neutrones, ya que
los neutrones son fuertemente dispersados por los dlomos de hidrégeno, mientras que los rayos X snn
dispersados muy débilmente por dichos dtomes. Principalmente, los rayos X interaettan con los efecirones
en el dlomo y los eleetrones interaetiian con la earga nuclear asi como eon los electrones atémicos por
fuerzas electrumagnéticas, de modo que su interaecién eon Atomos de hidrégeno es débil, ya que su carga
es pequefia. Los neutrones, sin embargo, interaclan con el niicleo de los &1omos por medio de Muerzas
nueleares y la inreraccin es fuerte.

3.2  Ladunalidad onda-particula

En la fisica clésica, la enerpia es transportada por pariiculas 6 por ondas. El fisico clasico
observiha Jus ondas de sgua transportando energia sobre la superflicic de! agua o balas transpar-
lando energia de! cafidn al blanco. De tales experiencias, construyeron un modelo ondulatorio
de ciertos [endmenos macroscépicos y un modelo corpuscular para otros fenémenios macroscd-
picos, extrapolando naturalmente estos modelas a regiones menos accesiblesal ojo humano. Asi
por ejempln, se explic la propagacidn del sonido en base al modelo ondulatorio y la presién de
los gases en base al modelo corpuscular (teoria cinética). El éxito obtenido los condicions a
esperar que fodo ente debiera ser o particula v onda. De hecho, estos éxitos liegarnn a los
primeros afios del siglo veinte, con las aplicaciones de la teorfa ondulatoria de Maxwell a la
radiacidn y el descubrimiento de particulas elemeniales de materia, tales como el neutrén y el
posttrin,

Asi pues, el [isico eldsico no estaba preparado para desculbirir que para poder entender la
radiacin, en algunas situaciones era necesario invecar un modelo corpuscular, como en el
efecto Compton, mientras gque en otras situaciones, un madelo ondulatorio, como cn la
difraccién de rayos X. Pero quizds, sca mis sorprendente e} hecho de que esta doalidad anda-
particula se aplique, tanto a la materia, como a la radiacién. La relacisn carga-masa del clectran
y su rastro de jonizaci6n en a mareria (secuencia de colisiones localizadas) sugieren un modelo
corpuscular, sin embargo, la difraccidn de elecirones sugiere un modelo corpuscuiar. £l fisico
actual sabe que, a un ente dado, delie aplicarle ambos modelos. Sin embargo, es importanie
hacer notar que, en una medicion dada, se debe apiicar un sclo modelo, ya qre nn se juiede
utihizar amhos modelos bajo las mismas circnastancias. Cuando nuna purticula es detectada,
mediante algin tipo de interaccifn, actGa como particula, en el sentido de que estd localizada;
cuando estd en moviraiento, aclaa como onda, en ol sentido de que se observan fenémenos de
inlerferencia y, desde hiega, una unda se extiende y no estd loralizads,

Netls Bnlie resumié esta sitwacion en su principio de complementaridad. Los mudelog
corpuscutar y sadulatnrin son complementarias; si una medida prueba el cardeter ondulatorin
e b endincidn v la msterin, entonces es nnrostble probur lonnturadess corpuseilar en el misma
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xpernnento y viceversa. It modelo que se utitive lo determing I naturaleza del experimento.
demids) ¢! conocimiento de la radiacién o la materia serd mcompleto, a  menos que se
wsidecen medidas que revelen tanto los aspectos ondulatorios como los corpusculares. Asi
e, b radiacién y la materia na son ni simplemenle andey ni simplemente parifculas. Para
cseribir este comportamiento, se requiere un modelo mas general, y desde el punto de vista
dsico, mas complicado, a pesar de que en casas extremos sea aplieable un modelo ondulstorio
mple 0 un madela corpuseadar simple.

La couexidn entre los modelos corpuseular y andulatorio, se encuentra en unainterprelaeion
rohabilistica de la dualidad onda-particuls, Ein el cass de la radiacibn, fue Einstein quien
nifies las teorias sndulatorio y corpusealar; subsecuentementeMax Bornaplied un ar,!,nmento
wilar para unificar las teorias ondulatoria y corpuseunlar de la materia. : P

Desde el punto de vista ondulatorio, ta intensidad de radiacibo, [, es proporcionsl a &,
ande € es el prumedio sobre un ciclo del euadrado delu intensidad de campo eléctrico de fa
ida. {1 es ¢} vdor promedio del llamado veetor de Poynting y se utiliza el simbolo ¢ colugar
: E, para el campa eléctrico, paca evitar se conlunda con la enevgla total £}, Desde el punio de
sia de los fotanes o corpusenlar, laintensidad e fa radiacién se eseribe como /= Nhv, donde N
- ¢l ndmero prumedio de falones que eruzan una unidad de drea, peependicular a la direccién
s propagacidn, per unidad de tiempo. Fue Binstein quien sugirid que &%, que en la eoria
ectromagnélica es proporeional a la euergia radiante en una unidad de volumen, podria
terprelarse cono una medida del ndmers promedio de fotones por unided de vulumen

Recuérdese que Einstern mitrodujo ta idea de granalaridad en la radiacién, abandonando la
lerpretacion continua de Maxwoll, Esto conduce a una interpretacidn estadistica de la
tensidad. Desde este punto de vista, una fuente puntual emite fotones al azar en todas
recciunes. El ndmern promedio de fo1ones que cracen una unilad de Area, decrecerd a medida
w aumenie la distancia entre la fuente y el drea. Esto se debe a que los [o1ones se dispersan
bre una eslera euya frea es mayar o medida que estdo mis alejados de laluente. Como el drea

uira eslera es properciunal al cuadrade de su sadio, en promedio, se obticne una Jey
versapienie preporcional ai cuadrado para la intensidad, de igoal modo que en el caso
idulatoria. Desde el punto de vista ondulatorio, peede imaginarse que, desde una fuente, se
neran ondas esféeicas cuya intensidad disminuye en forma i invergamente proporeional a la
staneia de fa fuente. i este easo, estus undas se pueden considerar como ondas gufa para | Ios :
tons, cnya intensidad puede medirse por &% lasundas por simismas, N0 piseen energli —»3010

pero son vna gonslrnceiés arnlmai cuya inteasidad mide e} ntmero pmmcdla
fotones por unidad de vohouven,

Se ha wtilizadu fa palabra "promedio”, porque los procesos de emision son de najurateza™”
tadistica. No se espeeilica cudntos lutones crozan una unidad de srea por unidad de tempo,
lo se atniero promuedio; su ninero exacto piede Toetor en el espacio y en el tiempo, del
smio wado zomd enla teoria sinéticr de los gases existen fluctuseiones de muchas cantidadey
specto a nn valor promesdio. Sin eatbargo, se puede afirmar categéricamente, que la
obabilidad de gue wn fo1dn cruve wna unidad de drea o 3 n1 de la fuente, es exactamente un
wveno de B probabilidad de que v fotdic erues una anidad de drea a 1 m de la fuente. Por lo
1o, en la fdrmuta 1= Niv, N es an valer promedio que es wna medida de 1a probabilidad de

corttrar ¢ un foton eruzando woa unidad de drea en una unidad Jde hempu Sise 15ualan las
presiones vidulatoris y eorpuseolar, se tiene;
(‘_:-} A 'k{“ C\J\
= (l;‘;tuc]_"“ = hwN
5 letlody o

modo que &2 os praporciondd a A E nhmu- 5.1 nmr‘p:uHum: de Kinstein de &7, como
lidu probubilisticicde ba densiliad de folones, se vasrclarandes. Se esperaque, como en la teoria
wtien, das Huetunsiones respeero aoon promedio sean mis notarias a bajas intensidades quea
as intonsidites, demode e, en ese casa, Jos lepdorenas granulares endnticus contradicen
olcundticamente ) punta de viste dol sspeeteo continue clisico.
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En analogia al puntode vista de Ei}}_S_l_@_i_ﬂ delaradiacion, Max. Born propuso una usnién similar
e la dualidad onda-particuls de fa materia. Esio sucwlid varios afios después de que Schrd-
dinger desarrolld su generabizacidn del postulade de de Broglie, thimada mecaniea coantica. La
teoria de Schrodinger serd examinada cuantitativaniente en capitulos posteriores. Aqui sdlo se
tratard de usar la idea de Born, en forma cunlitativa para conceplualmente preparar el escenario
para un andlisis detallado subseovente,

Se asueiard o las ondas de materia alyo mas que una tongitud de onda y una [recuencia, Esto se
hard introduciendo una funeidn querepresentca la onda de de Broglie, Hamada funcidn de onda.
Por ejemplo, para particulas movidnidose en la dirnceién x cnn un valor preciso de su impulso
linesl y suenergia, ja funcién de onda se puede escribir simplemente como una funcién senoidal
de amplitud 4, 1wl comno:

Yiix,) = A suan(i; - 14) . {3-da)

Esio es analogo a

&lr1) = Asen 217(;‘1—; — 1»:) (3-4b)

1

para el campa elécirico de una onda eleciromagnétics senoidal con langitud de onds £, y
(reevencia », mnviéndose en la dirercidn x. s cantidad Y™ para 1ndss de materis, se

comportard de manera sndloga al de & pars andus de radiceidn, Fsaeantidid, ol pramedio del
cuadrado de la (uncién de onda de ondas de mmarerin, es una medida de la prohabilidad de
encontrar a wna particula por unidad de volumen, en determinado Liegar a on tiemypa dado. Asi
como & esuna luncion del tiempo y del espacio, también lnes Y7 | y como se verd después, asi
como & satisface una ecuacién de onda, asi tamlnén 4" (la ccunacidn de Sehrdinger). La
cantidud & es una onda (de radiacién} asociada con un fotén, mirntras que ¥’ es una onda (dé
maleria) asociada con una particula.

Como dice Born: "De acuerdo con este punto de vista, el curso completo de eventos es_léhw
gabernado por las leyes de la probahilidad, a un estade en of espacto, le mrr:zspom!e ula
probabilidad delinitiva, la cual es dada por la ouda de de Broglie asaciada con el estado. Por lo }
tanto, un proceso mecinico es acompahado por un proceso amdulatorio, la anda-guia, deserita :
pov la ecuacién de Sehridinger, euya iimpartancia csta en dor la prohabilidad de un coerss ™
definitivo del proceso meciuico. Si por ejemplo, Ia amplitud de ta onda-guia es cero en cicrio
punito del espacis, esto qmcrc deetr rque ta probabilidad de encantrar al edertrén en ese puntoes
despreciablemente pequefia’ /(E) - 0 ) -

Ast como desde el punto de vista de Einstein de la radiacion, no se especilica la posicién
exacta de un foldn, sino que en su Jugar se especifica £ ,1a probabilidad de encontrar un foran
en cierta posieidn a un tiempo dado; asi tamhién, desde el punio de vista de Baru, uo se
esrn.c:ﬂca la posicion exacta de una particula a un ticmpo determinado, sinn que se especilica
l]"2 fa probabilidad de encontrar a la particula en cierta posicidn a un tiempo dada. Adermn s, usi
camo se acostumbra a sumar funciones de nnda (&, 4+ &, = &) para dos oudas electromag-
néticas superpuestas, cuya intensidad resultante s¢ obtiene de £, as también se poilian sumar
las funcinnes de onda de dos ondas de materia superpuestas (M7 41, =) cuyaintensidad
resultante serd dada por Y g decir, un principio de supeposietdn es aplivable tanto s andas de
materia enmo a radiacidn. Esta concuerds con ef sorprendente hecho experimental, de que la
materia presenta propiedades de interferencia y difraccibn, hecho que simplemente na puede
explicarse en base a las ideas de ta mecdnica clasica. Dos ondas siempre se pueden combinar de
modo tal que resulte una onda dr intensidad grande 0 que se cancelen, ya que pueden
superponerse constructivamente (en fase} o destructivamente (fuera de fase), pero dos
particulas clisicas no se pueden combinar Je niodo tal que se cancelen.
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Posiblewente, o estudiame aceptard lo 16gico de ta fusidn de los canceplos de onda y de
articula y, st crabargo, se pregontard st wia nferpretacidn probabilistica o estadistica es
necesaria. En 1927, Heisenberg y Bolir fueron los primeros en demostrar que en launién de las
deseripeiones ondulatorin y verpiscolnr do lo materia y le rndineibn, es esencial el concepto de
prohabilidad. ksitas wemas serdn nvestigados en bis siguientes seceiones.

3. El principio de inecertidumhre

It uso de considerasiones prolshilisticas, no esajeno a la lisica eldsica. Por ejemplo, la meedniea
gstatlistica cldsica utiliza b reoria de la probubilidad. Sin cmbarpo, tas leyes basicas de la fisiea
clasica {tales coma las leyes de Newton} son determinisias, y el andbisis estadistico el
staiplemente un straeols que sz utiliza en el iratamiento de sistemas muy compliesdos. Por
orvo hado, de asuerdic caa Hesenbeeg y Holir, el punto de vista probabilistieo e fundumental en
fu fisiea cudntica y el duterroinismo debe ser deseartadn, A centinnacién se vera comasellegaa
esta cotiefusion, o
En msednica elasiea, punden resolverse las eenucinnes de movimiento de un sisterna con
[ngrzas dadus, paru ahensr ks posician y el impudso de waa particola para 1odo valor del tiempo.

- Todt o que st tecesila conoeer es la posicion ¢ impudso de la particuila pura algin valor del’
ticmpo, £ =0 (as spadiziones inlciales), y chmovimiento futuro serddeterminado exactamente.
Vata mccanien ha sido wilizada eon gran éxite en el manrda muerasedpico, en astronomia por
gjentplo, para predecir las smavimienios subsecuenies de objetos en base a sus movinientos
inelales. Sin cmbargo, nélese, que en el proceso de hacer observaciones, el observador
interactia con o} sistema. Un ejemplo de ka asironomia moderna, es la medicidn preeisy de la
posicion de la hina, haciemto rebutar ondas de radar en ella, EY wovinnenie de la Juna es—
perinrbado porda medicibn, pero su mase ey lmlgwpertmm

mia escaln mds pequelia, coma un expertmento macrescopco bien diseriada sebre la terra,

dichas pertorlnciones son tmnhidn generalmente muy pequeias o al menos, controlables y se .
puslen tomar en enenta de antemano por calenlos adecuados. Por lo 1ante, ¢ [isico clasico
suponfa, de modo wamral, que gn el canpo de los sistenmas m%f:;‘usuép'n:us‘-la posicidn y ol
mopulso de un abjeto, voma an electrdor, podeian deteomnarse exactamente por medio de
observacimes sinvlares. Hetsenberg y Bobr pusieron enovebs de jnicio esin snin)'si(:iéi'i'.l _‘
La sitnacidn es muy stnilar o beoque existia ol navimitento de la teorfa de la reladvidad, Los
lisicos hablabur de intervalos de tiempe y longitud, es deeir, espaciv y tempo, sin pregumtarse
ceitieamente coars son medidos en realidad. Por gjemplo, se hahilaly de lasimshianeidad de dos
evenlos separmius, sin siquicra pregantarse como se podria estableeer dicha simuliancidad,
Einstein demestrs que la simeltaneidud no era un eoncepro absoluty, eomo se habiu supuesto,
anles, sino qué dos eventos gque son simultdneas para un obserwadar, verrren a tiempos
diferentes para otro observadar gug se soreve respeeto alpeimero. L stondtaneidad es un
eoncepto relativo, Ast pues, de modo soetlar, debe preguniarse céino se mide cealmente la
pusicién y el impulso. :
Lo un expecimento veal, jse puede determinar ta posicion y of impulso de la materia o la
rinlianidn, en el misma instanic? La respuesta gue se phiticae Je ba teoria sudnticn, es: no més

exactamente que lo permstido poe el prineipio de tncercdumbre de Heiseaberg, Existen dos purtes

de este principio, 1mbién Hlamade prineipio de indeterminacisn. La primery parte impliea bt
wedicidn simulddnes sie I posicifn y el impulsy. Afirma que en un experimento wo se pueds
dewerminar simuoltdneamente el valor exacta de uaa corapanene del hnpulse, es deeir, Iu;"-i.lé
wna particetla y twabién el valor exacto de e coordenadi correspomliente 1. Por wtro lade, la
precisidn en lwonedicida estard inherentemenge ladtada por ol pracesade mgditln en st de modo
tal que
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donde el impulso p, se conoce hastauna iveertidumbre de Ap, y al mismo tiempo, la
posicién z hasta una incertidumbre de Ax . Aqui, A (Léasc A-barra) es una notacién
simplificada en lugar de Af2w , donde k es la constante de Planck. Es decir;

b= hjrw

Existen las relaciones correspondientes para las otras conponentes del impulso, a saber,
Ap, Ay > A2 yhp DOz > Kf2y asimismo para el impulso angular. Es impertante hacer notar
que esie principio nada tiene que ver con los adelantos en la instrumentacién que conduzcan a
mejores determinaciones simultdneas de:p, y x. Lo que el principio alirma es que aan con
instrumentos ideales, nunca se puede superar Ap Az > /if2 . Ohsérvese también que se
implica un producto de incertidumbres, de modo que, por ejemplo, entre mis se modifique un
experimento para mejorat P, més se sacrifica la habilidad de poder determinar x con
precisién, Si pu se conoiera exactamente, se ignoraria totalmente la x {es deeir, si Ap, =0,
Ax = o0). Por lo tanio, la restriccion no estd en la precision con la gue se pueda medirx o p,
sino ¢n ef producto Ap,Ax en una medida simultinea de ambas,

La segunda parte del principio de incertidumbre estd relacionada con medidas deluenergia E,
y el riempo f necesarios para medir, por ejémplo, el intervalo Ar durente el cusl un {ot6n es
emitido de un Atomo enn una varineién un su epurgia AE . En este enso

AEAL > B2 (2 (3-6)

donde AE es la incertidumbre en el conocimiento de la energia £ del sistema y Ar el
miervalo caracteristico de la rapidez de cambia del sistema
Mis adelante se demostrari que lus relaciones de Heisenberg se pucden derivar del postulado

de de Broglie ¥ de propiedades sencillas comunes a toda onda. Dado que ¢l pnstulado de de

Broglie se puede verificar por los experimentos deseritos anicriormente, se puede alirmar que el

‘principio de ineertidumbre se basa en el experimento. Asimisnio, pronio se verd que este

principio es consistente con'olros experimentos. Sin emlargo, primero se debe hacer notar g,

1MMW{$ strve |ra tiislmmgcuﬁmicm delas casicus,

Si kb B, fuera cero en {3-5) y {3-6], no habria ninguna limita(:tmm

como es el caso en el punto de vista clisico. Una vez mids, l_g_p_cqu_gﬁez de &, es lo que pongal

pringipio {uera de Jas experigncias ordinacias. Lo anterior es andlogaa la pequefiez de {a relacién

v/c en situaciones maerosébpicas, que pone a la relatividad fuern de aleance en experiencias

ordinarias. Por lo tanto, ea principio, la Msica eldsica tiene yoa validez limitada y, en el daminia
microscdpico, conducird a contradiecionas con log resultados experimentales, yagquesi Xy pno
pueden determinarse simuftdneamente, entonces las condiciones iniciales del movimiento no
se pueden especificar exactamente y consecugnicaiente no se podrd determinar con precision el
compertamiento futtra de un sistema. En lugar de haeer predicciones determinisias sélo se”
puedun enunciar los resultados mas probables de una observacién, damdo las probabilidades
relativas de que ocurran. b efeeto, como el bocho de observar uin sislema lo perturha de modu
ne.completamente predecible, ls observacion cambia o movimicnto anterior del sistema a up

estade de movimicnto nueve que oo puede ser conoeiln completanmmie,

Er In siguiente se mostrard vl avigen fisico del principio de incertidumbre, y en este proceso
se obtendrd una visidn més clara que ayudacd @ apreciar mejor una demostracién mds formal
que se da en la seceidn subsccuente, Frimeramente, se ntihza un experimente de pizsrrdn
debido a Bohr, para verilicar (3-5). Se propone medir, wan exactamente como sea posihle, ls
posicién de una particata “puntaal”, como un clewirdn. Para mayor precisién, se wliliz un
microscopio para ohservar al clectrdn, como el que se thusira en la lgura 3-6. Para poder ver al
etectron, es necesario iluminarlo, va que lo que ve el observador, son los fotones de L e
dispersados por el vlectrdn. b este punto, ada sin hacer of

cula éit;;mm, sS4 puﬁ:lu ver ot
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apareee el prineipio de nee rtidumbred l_l pr(l[no aclo dt._ui)f:m var u_f clectron io Perlllf_b; En el
montento de iluminar al clectrén, éste retrocede a conscenencia del efecto Compion, de modo
wl yue, cown se verd, no se puede determinar complelamente, Sin embargo, si el elecirdn no
estd iluminade, no puede ser observado (detectado). Por lo tante, ¢l prineipio de incertidumbre
se relicre al procesn muismo de medicidn y expresa el hecho de que siempre exisie una
interuceida indeterminada entre el shservador y lo gbservado; no existe nada que pueda hacerse
pard evilar esta interacetdn o para compensarta por adelantado. En el caso q

se esld
Lun:mlvmmln st pnt.dv- eyar i ILIINCIF 1‘1 pcrlurlm_t:lérl al electron 1o mas [_)DbiblL
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forén es p = hjil Pero el fotin pugde ser dispersado en rualguier direceion dentro del dnguln
28" que subliende la Jente objetivo en ol electrén. Por esta razén, no es posible considerar la

I A T

interaccion. Porlo 1anto, se encuentrs que la componente x del impulso del fotén puede variar
desde +p sen 8" hasta —p sen 0 ysuincertidumbre después dela interaccion estd dada
_.-—“"—"'"'_'—_‘--_—--“

por: ’

Ap, = 2psentl = (24f2) sen § ‘

Por la conservacién del impulso, se requiere que el electrén reciba impulso de retroceso en la
direccién x que serf igual en magnitud al cambio enla magnitud dela componente xdel impulso
del fo16n y, pov Jo tante, e componunte x dul ivpulse dol electrén, tendrf una ineertidumbre
dada por la misma cantidad. Obsérvese que para reducir Ap, |, se puede utilizar luz de mayor
lengitud de onda o utilizar un mieroscopio cuya tente objetivo subtiends vn dngulo menor.

;Qué hay de laposicion del electrdn ale largo de x? Recuérdese que la imagen de un punto, en
un microscepio, NG €s un punic, sino un patvén de diltaceion; la imagen del elecirén es
“horrosa”. El poder de resolucion del microscnpio determina ta exaetitud Gitima a la cual se
puede localizar el electrén, Si como medida de la incertidumbre en x se toma Ja amplitud del
maximo de difracein central, una expresion bien conocida para el pader de resolueidn de un
microscopio da:

Ax = }fsentl’

{néiese que como sen o B, este ex un ejemplo de fa relacién general, 0 o2 A0 entre la
dimension caracteristica de un aparsio de dilraceién, la longitud de onda de las ondas
difractadas y el dngulo de dilraceion). Entonces, el {unco fotén disponible debié oniginarse en
algiin hugar dentro de esta regiso del eje del microscopic, de manera tal gueta incertidumbre cu
la pasicion es Ax. (No se puede asegurar exactamente en dénde se origina un fotén dado, a
pesar de que un nimero grande de repeticiones del experimeatn, los fotones que forman ta
imagen fotal, produciran el patrén de difraceidon que se muestra en la ligura), Obsérvese que
para reducir Az se puede analizar luz de Jengitud de onda maés corta o una lente objcllivo que
subtienda un dnguloe mayor,
Tomando el producto de las incertidumbres, se encuentra

2 AR .
Ap Az = [~ sent ( =25 (1-7)
A sen {

en concordancia razonable con el limite Glume 42 que fija ef principio de incertidumbree. No
es posible bacer Ap, y Az simultdneamente, 1an pequefias coma se quiera, ya gque el
procedimiento que reduce una de ellas incrementa la otra. Por ejemplo, st se utiliza luz de
longitud de onda corta (por ejemplo rayos ¥) para reducir Ax obteniendo una mejor
resolucién, se anmenta el retroceso de Campton y amuents Ap,, einversamente. De hiecho, ba
longitud de onda, A y el angulo 0" subtendido por fa lente objetive, ni siquicra aparecen en ¢l
resultado. En la prdctica, los resultados experimentales serén peores que lo que se sugiere en
(3-7), ya que dicho resultado representa el caso mas ideal posible. Sin embargo, se llega a ese
resuliado a partir de fendmenos fisicos genuinamente mensurables, « saber, el efecto Complon
y el poder de resolucion de una lente.

En realidad, €l estudiante no debe pensar quc hay algn de misterinse en esteresubtado. Ks i
resuttado directo de la enantizacién de la radiaciin. Fue necesario tener al menos un fotén
Huminando al electrén, o de otra forma no babria thoninacion; y ain un solo fotén leva up
unpulso de magnitud p = 8l Es este Grico fotén el que provee la interaccion entre el
microscopio y el eleetrén. Esta interacuinn perturba la particula de modo tal, que no se puede
predecirni controlar y e resultado s que ni fas conrdenadas ni ¢l impulso pueden canocerse

completamente despuds de yna medicidn. Silas feyes deda Gsica elasiza (uesen validas cntonees
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fa radiaeion serin eonsiderada cama enatinna en lugar de gramalar y la fluminamén se podria
veduric a niveles arbitraritente pequedios al mismo tiempo que se ptilizarfan longitutdes de
onda arhitravias para ohlensr ai resalueinn “perfleeta™. En principio no babria un ]imite
inferior simultdneamente pard la resnlucién y el impulso de retraceso y no habria prmu[nﬂ de
incestidumbre. Pera esto no s puede hacor, un fotdn es indivisible, Una vez més se puede ver de
Ap Qs > hi2, e la constante de Planck es una medida de la minima pecturhaeidn sncontro.
lable que distingue a la lisica codnticn de la [isiea eldsiea. .

M\Dm se consilerard {3-6) que relaciona laincertidumbre ¢n la t:m,rgm y en ¢l tu,mpa Pura cl
cuse de una pariicula tibiee, (3-0) prede nhtenerse de (3-5), que relaciona la posicidén ¥ el
impniso en la forma signiente. Cansidérese un clecienn que se mueve a [0 largo del eje x y cuya
egnergia se paede escribir como F = pi,l’?m. Sila incertidumbre en p, estd dada porAp,, enton-
ces la incertidumbre en K estard dada por AE = (pfm)dp, = v, Ap, . En este caso v, puede in-
CIPretirsy como a velocidad de retroceso a lo largu de x, del eleetrdn que es 1lummado para
needir su posicion o st el tiempo requerido parawnanedida es Af, entnnces, o incertidumbre en
su posieion xes Az = v A CombinandoAf=Axfo, yAE = v, Ap,, seobtiene AEAr = Ap Az
Pero Ap Ax > Af2 Por In tano:

AEAE > hf?

Fjemplo 3-3.  Lavelocidad de una tabla (m = 50g) y la velocidad de un dectedn, (o =9.1 X 10=2
g) se widen y resultan guales, n 300 m/sep, con una incertidumbre de 0.04%. ;Cudl serd la exaciitud
fundamental ton que se podra determiaar e posieién Jde cada una, si la posicidn y la velocidad se miten
simultdneamenie en ¢l mismo experimenta?

P*ara el eleciran

po=mw =91 x 10"Mkg x 300 mfseg = 2.7 x [07*# kg-mfseg
y
Ap = mdw = 0.000) x 2.7 x 10" ¥ kgamfscg = 2.7 x 107 kg-mfsep

de modo que;

!

Ax > h 6.6 x 107 joule-sep , - :
T = = Ty _ : b
TArdp  dr x 27 x 10 kpanfsep - X J07m =02 em

Para tu bala

# = mp =005 kg x 300 mjseg = 15 kg-m{sey

Ap = 0.0D0t x 15 kg-nifsep =15 x 1l)""kg-mfscg
de mudo que;

b 6.6 x 107* joule-seg

Ax > = =
41:3}) 4n x 1.5 x 107 kg-m/seg

w107 ¥

' . e P A et : : .

Por lo taiita, para abjetos vranrosedpices, tades como batas, el principio de incertidinbre no impone
limbies practicos en el procedimienio de medicion, ya que Ar  en esie caso resulia uproximadaments
0 veces ef didmeetro de aa nneleos pecn para oljetos microsedpicos, como cleelrones, existen limites

practieos, yi que et esle cjemple A resulta 107 veces o] didmetro de un atomo. >

3.4 Propiedndes de ondas de materin

La ssta seceidn se durivard el principio de ineertdumbre eomlinando lus reluciones de de

Hroplie-Finstin, p = W2 y

E = by, con propiedades matemdlicas simples que son univer-
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sales g todas las ondas. Se empezarf-el-desarrnllo de estas propiedades liamando 1a alencién a
una paradoja apnrente.

. La velocidad de propagacién w' pars una onda con longitud de onda 1 y frecuencia », esté
dada por la relacién familiar, gue més adelante se verificard

W= Aw (3-8)

Evaluando w para unaondadede Braglie asnciada con una particula de impulsn p y energia total
E se obtiene;

| T

w=ly= E_
h

s
=

En seguida se supone que la particula se mueve auna velocidad vnn relativisia en una regién de
energia potencial cern. (La validez de las concelusinnes no sera limilada por estas suposiciones).
Evaluando p y Fen términos de v y de la masa m de la particula se encuentra

W o=

= = - 3-9
my 2 (9

E_mo¥2 o

P

Este resultado es, en apariencia preocupante, pues parecis que fa onda de materia no viajaala
misma velncidad que la particula que representa, pero en realidad no existe dificultad alguna
como se demostrard en la discusidn que sigue.

Imaginese a Ia partfcula moviéndose a lo largo del eje x, sin la accién de fuerzas ya gue su
energia potencial tiene el valor constanye cero. También moviéndose a lo largo del eje x se tiene
a su onda de materia asociada. Supdnguse también, en este experimeato de pizarcdn, que a lo
largn dul ¢je x se han distribuide un conjunto (hipoiético) de inslrumentos capaces de medir la
amplitud de la onda de materia. Para cierto tiempo ¢ = 0, se registran las lecturas en estos
instrumentos. Los resultados del experimento pueden presentarse en una grafica de los valores
instantaneos de la onda, gine se designan por W(x, 1}, comu Muncién dela distaneia x, al tiempo
fijo t = 0. En este momento no se necesita saber mucho acerca de oadas de materia para darse
cuenta que cualitativamente la grifica debe asemejarse a la que se muesira en la figura 3-7. La
amplitud de la anda de materia, debers estar medulada de modo tal, que s valor serd diferente
de cero s6lo en una regién finits del espacio en la vecindad de la parifcuia. Esto es necesarto
porque ia onda de materia, de algin mado, debe estar espacialmente asociada con la particula
cuyo movimiento conirola. La onda de maieria tendré laformade un grupo de ondas y a medida

que transcurra el tiempo, €l grupo seguramentz deberd moverse alo largo del gje x con la misma
velocidad que la particula.

Wia, b t=0

FIGURA 3-7

Utia onda de de Hroplie para una pariicula.
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L} estudiante podra recurdar, de su estudio del movimiento de ondas clasicas, gue para el
mnovintiento de un grupo de ondas es necesario distinguir entre la velocidad g del grupo y la
velocidad w, muoy diferente, de las oscilaciones de las ondas individuales. Desde luego esio
resulta alentador, pere debe demostrarse que g es igual a la velocidad de la particela. Para esio,
se desareollard o relaciin entre gy lus camtidades v y A | comparalle eon la relacién 13.8)
entre w y estis cantidades. :

Se emperard cousideranda el caso inds simple desaovimiento ondulatorio, unavnda senaidal
de Irecunneia » ¥ |mlgilmi e wida A, que ticne mn[llilml vonstande y unitarie desds ~ oo
hasta 4= 00, pero que se mueve con veloeidad unilorme en la diveceidn en qie x avmenta, Una
onda tal, punde representarse matemdticamente por fa Tuneién:

a,t) = sen 217(:—; — vt) {3-10a)
ooen una forma mas convenrente

Wx,t) = sen 2n(xx — i) dende x = 1/4 (3-10b)

. b

Que o snterior representa In onda deserita, puede verse de las consideraciones siguientes;

Lo Fjanda la x, en cualquier valor, se abserva que la funeifn oscila senoidalmeate con

frecuenein » y wnplitud wno. . : oo

2. Tijanto ¢, se observa que la funcidn tiene una dependencia senoidal con x, con longitud de

ouda A o lengiud de oada reciproca . - ) _

3. Los ceros de la funcidn, que corresponden a los nodos de la onda que represcnia, se

encitentran en las posiciones x, para las cuales '

Qu(nz, — »t) = wn n=0 41, 42, ...
0
= = + = !
2)( M +
R I

N .
Porluiante, estus nodos y de hecho todos los punios sobre la onda se mueven en ladireccién en

que x crece, con veloeidad
i

w o= b fedt
que es igual a

w o= v i

Nétese que lo anterior es idéntico n (3-8, ya que = /1

En seguida se naalizard ol caso en que se modula la amplitud de Jas ondas para formar un
grupo. Matematicameate se puede obtener un geipo de ondas moviéndose en 1a direccidn en
que x crece, simitar al grapo de endas de materia fue sestustiea en la fipura 327, sumando un
nimero infinilamente grande de ondas de la forma (3-10b), cada una con frecuencia » ¥
langitud de onda reciproca x infinitamente diferentes. (Pronto se explieard edmo sucede lo
anterior). Sin embargo, las téenicas matemilicas se complican y para el propésite presente, seré
suficieate considerar qué sucede si se suman séo dos de esas ondas. Por le tanio, se toma

WG t) = W, (@,0) 4+ Wyl (3-11)

donde

Wilx,1) = sen 2rjn — vi)
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Vlx,t) =rgen2n{(x + di)x — (v + dvyr)
Ahora I)it:_n‘
send + senB = 2cos [{4 — B){2] sen[({A + B){2]

Aplicando lo anterior al caso que nos ocupa, se tiene

. F}'
‘{f(x’;) = 2 cos 211'[ff—'-( X - Er_v. r} sen 2,”[(2'( + d’() o — 2y + d;a) f}
P i 2 5

como dv  2» y dr 4 Li, esto ec:

W{z,1) = 2cos 217(42—)( T — -? r) sen 2a(xkx — wt) (3-12)

En {a figura 3-8 se muestra una grafics de W (1,1} como funcion de x para el valor {ijo 2 = 0.
Ll segundo término de ¥ {x, 1) es una onda de la misma forma que (3-10b), pero modulada por
el primeriérmino, de modo que las oscilaciones de Y (x, 1) caen dentro de la envolvente cuys
amplitud varia periédicamente. Dos ondas cuyas longitudes de onda reciproca y [recuencia
difieren ligeramente, se interfieren y se refuerzan alternativamente de modo tal que se
producen grupos sucesivos. Estos grupos y las ondas individuales que enntienen, se mueven e
la direccién en que x crece. La velocidad w de las ondas individuales se pueden evaluar
considerando el segundo término de Y (x, 1) y la velocidad g de los prupo- se puede evaluar
del primer término. Una vez mis, procediendo como en |a consideracidn 3, se abtiene

W

W= — {3-13a)
LY
y también el resultado nuevo
dvf2  d»
g o S _ dv (3-13b)
del2  dx

Pard un nimero infinito de ondas que se combinen para formar un grupa er movimiento, se
! - . -
puede demostrar que la dependencia de 1a velocidad de onda i y \a velacided de grupo g conv, sy

Wix, 1)

FIGURA 3-8

Suma de Jos ondas senaidales de frecuencas y Jongiiudes de onde reciproca x,
geramente diferiates,
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dvfdx es exactamente la misma que para ¢l caso sencillo que se lia considerado. Las ecuaciones
(3 134}y (3-13b) tienen vulidez general.

Finalmente, se tieuen lag condiciones para poder culeularlu velocidad deg brupogdel grupo de
ondus asociada con la particuls en movimiento. De Jas relaciores de Einstein y de de Braglie se
tiene

= Efh ¥ k=11 = plh

de modo que
v = dE[h y e = dpfh
Por lo tanto, fu veloeidad de grups es:
g = dvjde = dEfdp

Iguafando
y p=my

56 olMiene

de donde se obticne el resultado satsfactorio de
g=v

La velocidad del grupo de prdas de materia es justamente iguafl a fa velocidad de la particula que
gobiernan, y el postulado de de Broglie es internamente consistente. Utilizando cxpresiones
relarivistas para £y p, pars evaluar dF/dp, se obtiene In misma conclusién, .

A esnlinvacidn se derivardn las reluciones de incertidumbre, coyubinando fas relaciones de
de Broghie-Einstein, p = A/ 1 y E = hv, con lus propiedades de grhpns de ondus. Primero se
cansiderard on casn Hmite simple. Sea 4 Ia longilud de onda de de Brog]u, asoeiada con bina
particula. Se puede representar. wna longitud de onda determinada (manDmeélicn) en

términos de wnu andu senoidal simple que se extiende a todos los valores de x, es decir, una onda
gin modulacidn infinitumente ega como

W= Asen2o(kz — vt}

V' = A cos 2r{ky — »1)

Sila longited de endu ticne definilivamente el valor 4, no existe la incertidumbre AZ 7y el
impulso asoeiado a Ja particola p = Af1 serd 1ambién delinilivo, de modo que Ap, = 0. En
una anda tul, la umplitod tiene an valor eansiante A en todas partes; es la misma para toda la
gama infinita de x. Por 1o tanto, fu probabilidad de encontrarala particula, que segin Born eatd
refectonada con fa amplitud de ke ondu, no estd concentrada en un intervalo pacticular de
valores de x. En aleus pulabras, la posicin de la particula se desconoce totalmente. La particula
puede eslar en cualquier parte, de modo que Ax = co, Analogamenle se puede aficmar que
camo £ = /v y cona fa frecueneia ticne un valor definido, entonces AE = 0. Pero, para
usegurny que by oanplitad e 1a andn es perfectamenie conslante en ¢l tiempo, sta debe ser
ebservada durnsie wn iiempo infinito, de modo que Ar = co. Para este casa sencillo, se

satlsfuu: que Ap Az > A2,y AEAL > hf2, en los Hites &pm ={, Ax = o/ y &E 0,
Ar =



TO0  EL POSTULADO DE DE BROGUE—PROMIEDADES OMDULATORIAS DE (A5 PARTICULAS Cap. 3

Para poder 1ener una onda euya amplitwd varie con x o4, sc dehen superponer varias ondas
nonocromaticas eon longitudes 8 8nda o frecuencias diferentes. Cuando se superponen dos
ondas de ese lipo, se obtione el fendmena (amiliar de pulsos, eomo se vio anteriormente en esta
seccidn, con la amphitud modulada de modo regular a todo tiempo y en todo el espacio, Si se
desea construir una onda con extensidn determinada en el espacio (un solo grupo con un
principio y un fin espeeilicn), entonees se deberdn superponer ondas senoidales que poseanun
especiro continuo de longitudes de onda en el intervalo A4, La amplitud de un grupo tal, serd
cero fuera de la regidn de tamafio Az

Para visualizar mejor lo anierior, considérese un nimero finiro de ondas senoidales con
longitudes de onda 1, o longitudes de onda reciprocax, ligeramente diferentes. En la figura 3-9
se muestran siete ondas senoidales componentes ", = A4, cos 2n(kx — 3t), a tiempo + = 0.
Las longitudesde onda reciprocas, k= 1/ 1oman sblo los valores enteros desde x= G hasta =
15.La amplitud de cads onda estddadapar A, con A,y = 1, A,y = A\ = 12 A= A= 13,
y Ay = Ao = 1/4, tal como se muestra en la figura. Bl esquema se centra en x =0, donde todas
las ondas estan en fase (por esta razén se utilizan cosenos),pero ocurren desfasamientos entre
ellas, a medida que se despiazan de esa posicidn, en coalquier direceidi. Consecuentemente, su
suma ‘=Y, 4 -+ - 4 ¥, oscila con maxima amplitnd en x =0, pero las oscilaciones decaen
al aumentar o disminuir 8 medide que las relaciones de fuse entre Jes ondas componentes se
complican. Se se adopla la convencién usual de definir la extensién del grupo entre el punto de
méxima amplitud y aquel cuya amphiud es la mitad de la méxima, entonees ta superposicién
contiene un grupo cuya extension espacial Az puede obiererse de la figura y es ligeramente
mayor que 29/12. Con vna convencidn andloga, el intervalo de longitudes de onda reciprocas
que comprenden el grupo de ondas, Ax tiene el valor 1. Obsérvese que el valor aproximado del
producto Azxfix es w6 =2 1]2. En el extremo derceho de la [igiira se indica la presencia de un
grupo avxiliar, de {a misma {orma que el grupo eentral. Listos grupes auxiliares se forinan en
intervalos uniformemente espaciades a lo largo de las partes positiva y negativa del gje x y
ocurren debido a que si se tiene un namero finito de ondas componentes, existen puntos en el
eje, separados de x = 0 por Jistaneias iguales a un nGmero entero diferente de longitudes de
onda, para cada componene. £n estos puntos ins compnnentes estén de nuevo on lse y el grupo
se repite. Sten nn intervalo Hjo de longhondes de onda ceciprocs Aw se duplica ¢l ndmero de
ondas componentes, la anchura del gropo central permanecera esencialmenie invariante, pero
fas distancias que [o separan de los grupos avxilares se duplicars.

Si se combina un nimero inlinito de ondas senoidales componentes, cada vna con una
langitud de oada reciproca infimitesimalmenie diferente pero conrtenidas en el intervalox = Qa
K = 15, se ohtiene vn grupo central muy similar al gue se mnestra en la fipura 3-9, pero los
grupos auxiliares no estardn presentes. La razdn es que en tales casos no existeuna longiiud en
el eje x en la cual encajen ua nimero entero exacto de langitudes de onda para cada una del
inlinito nimero de componentes. Tudas lus componentes estén cn (ase, en y cercadex =0y por
lo tanto se combinan constructivamente para {ormar el grupo. Alejandose de este punto en
cuaiquier direccién, las ondas componenies empiezan o desfasarse entre si, porque sus
longitudes de onda o longitudes de onda reciproca son diferentes. Mas alis de ciertos punios, las
{ases de! niimero infinito de compenentes sc vuelven alealortas, y por Jo tanto, la sumade las
ondas componentes serd cero. Ademds, nunca mas volverd a estar en fase. Por {o tanto, las
componentes formaa un grupo de extension restringida Az, Resulta obvio que entre mayor sea
el intervalo de longitudes de onrda reciproea Ax de donde se oblienen las componentes que
forman el grupo, menor serd la extensién del grupo Ax, la razén es simplemente que st las
. longitudes de_ondu cubren un intervido méas amplio, Jas fases se volverdn aleatorias en una
distantcia muy corta. De hecho, Axes justamente inversamente proporcional a Ax. El valor
exaelo de la constante de proporcionalidad y la forma del grupo de ondas, dependen de las
amplitudes relativas de las ondas componentes.
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=6 -5 —4 -3 -2 -1 0 | 2 3 4 5 & 7 B 9 10 1 12
% {unidades de 2/ 12}

FIGURA 3.9

Se nusesira, & £ = 0, la superposiciba de sicte ondas cosenoidales W= A, cos 2ulxx—

1} con longitndes de onds reciprocas uniformenente espactadas en el intervalo de x
=G ux =15 Sus wnplitudes oA, se maximizan en el valor Ay =1 paralaonda cuya«
esth en el centro del ireervala y decaen siméiricaniente a los valores 1/2,1/3, 1/4 para

lus alras oidis coyas w se aproximaen o tos extremos del iatervalo, L suma V¥ = Z U,
o
de estas ondas, consiste de un grupo cenrade en x = 4 Deliniendo Az camo la

anchora entre Tt ampliad mdxioa y Baomitad de e amplited mdxima de My Awcse
Cdelioe cowu el intervalu de losgitusbes de ondit recipronas le tae componenes de '
sivere fa amplicad mdxina y o il de fa waplilud mdxima, se tene Ax ~ 2nfl12,

Awom by Av Ax o mf6 o= )2,
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l.as matemitiicas que se vtilizan para Hevar a cabo el procedimienta deserito, involucran la
lamada integral de Fourier que es un poco més complicada, pero conducen a resultadas
numeéricos may similares a los obtenidos de la eonstruceién de la figura 3-9. Es decir

Axdu > 14w _ (3-14)

El trabajo dptimo que pueda realizarse al formar un gripo de longitud A (amplitud media a la
mitad de la altura} a partir de compoenentes euyas longitudes de pnda reciprocas cubren el
intervalo Ak (mitad de la anchuraala mitad de la amplited médxima) se obtiene Ax =1 /47Ax, 0
bien,AzAx = 14w Generalmente, de este producto se obtiene un valor algo mayor.

Un grupo de ondas que viaje en una regién limitada del espacio pasara por algtin punto de
phservacién dado, en un tiempo limitado. 5i &l pulso 0 grupo de ondas tiene una duracién ¢,
entonces, necesariamente deberd componerse de ontlas senoidales cuyas [recnencias cubran e
intervalo Ay, donde

AtAy > 1fd . (3-15)

Por lo tanlo, la frecuencia del grupo tiene una dispersién Av si su duracian es A6, del mismo
modn comu existe una incertidumbre en su longitnd de onda reciproca Ax sisuanchure es A
La ecuacién (3-15) también se obiiene de vna integral de Fourier y con la ecuacién (3-14),
constituyen expresiones dilerentes de la misina propiedad; sin embargo, para el esiudiante serd
més familiar la relacién frecuencia-tiempe o al menos algunas de sus implicaciones, como se
muesita en el siguiente ejemplo.

Ejempln 3-4. La sefial de runa estacion deltelevisitn cnnsiste de pulsas cuya daracidn esAr~~10-8seg.
Explique por qué no es factible transmitir televisién en la hunda AM.

Eliatervalo de [recuencias presentes en la sefial, utiliZando (3-15), esAv 1 J10#seg =10° seg~1 = 105
Hz_ Por {o tantn, ia banda detransmision en sutotalidad (0 == 0.5x10° Hz a » ~—=1.5%10° Hz2} serla capaz
de aeeptar un sala “canal” de television. También se tendrian proliemas serios con laconstruccién de
transmisores y recepiores coo una bandn (raceiond 1an wmpline A lis (racuencios que se wiilizan ea
Lrunismisiben de wlevisidn(vox] 0% Hz)se prelen tener inuchos canales e nn regidn rozenable del espee-
tro, y séla se requiere une bandn nominal. -

Las ecuaciones (3-14) y (3-15) son propiedudes universales de todas las ondas v se aplican alus
ondas de materia, en comhbinacién con las relaciones de de Broglie-Einstein, inmediatamente se
obtienen las relaciones de incertidumbre de Heisenberg. Es decir, st en:

Bl = AzA{fR) Z 14w
se sustli.mye p=hftotjA =pfh,
AzA(plh) = (U{I) dxAp > {4r

ApAz> if2 (3-16)

y sien
CArtAe > ey

se sustitnye B = fiy 0 v = Eff, se olaiene

AIACEIR) = (1) AIAE > iz

AEAL > B2 (3-17)
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Estos yesulidas soscuerdion von lis deliniciones originnles (3-5) y (3-0).

Resaniiendo, se lm visin ik e !m:ditiom:s_!‘i:iicas. necesariunente se impliea una inlcrac'—
cibn entre ¢f observador y el sistema bajo observacion. Para medidas de ese tipo, los entes
disponibles son la wateria y da radiacion. Las relaciones p = Afd y L'= /w, se aplican tantoa la
vadiaeidn coma a la materia, eonstituyendo asi la expresion de la dualidad onda-particula.
Cuando estas relaciones se combinan con fas propiedades universales a todus i_a_g: onias, se
ohtienen las relaciones de incertidumbre. Por Lo wnto, ¢l prinetpio deincertidumbre es una.
consecuencia necesarin de csin doalidad, es decir, de las relaciones de de Broglie-Cinslein; y el
principio de incertidumbre eo si constituye la base de la tesis de Heiserberg-Bobr de que la
probahilidad es lundamential para la fisica cudntica,

Ejempla 3-5. Uy drone puede radiar en cualquier mamento después de ser excitado. En un caso’
tipied, se encuentra que la vhls medin de v dlamo excitada promedio es de 1072 seg, £s deeir duronteesta .
Hempo emite un fotda y sale do su estedo de excliaian, '

(@) ;Cudl es la inceeridwabre Ar minkma eo s recueneio dol foron?

e (3-15] se viene

Apdf > fdar

Ar > 1)’41713!

con Af = 1078 seg, se obiiene Ap > § x 108 sep 4

{b) Ko &tomas de sadio, la iayoria de los furtones por respranden o dns lineas esprotrales dl.:'uproximu-
dutzence 2=5830 A. dCudl serd fa fraccibn de la amplited Avfe correspendiente o eada Hoeu? .

Paru = 5890 Ase obticner = ¢fd =3 x FOM em-seg " SBI0X 1078 emy == 5.1 10 ssg L, Por o
tantodufy=8x10° seg71 5.1 10M sep™ = 1.6 x 1080 wpraximadamente 2 parces en 100 milloaes,

Usta es ba Wamada guaplitad sotirad de Ja linca espectral, Enda practica, lolinsa es mucho nmfs grucsa puf .
el ensanchamicato Doppler y ol cosanchamicnio por presidn debidos al movimiento y a las enlisiones de-
lus diomos e u leente,

{e] Calcole b jncertidunbre en o coergin AE, del estndo excitado ded dtamo.

La energin del estade excitado nnse puede mediv con preeising ya e sélo e tienc un thempo finito para
realizac fu medida, Es deeir, el flamn no permanece en il estalo excitado on Gemaainfinita, sina que decoe
# su estado de més baja enerpfa y en ese proceso emite nn folén. De acuecdo eon ¢f prineipio de conservo-
eibn de 1a energiy, la dispersidn ea la encrgia el for6n debe ser igunt a to dispersién en in energia del estado
excitado del dtoro. St Ar es igoal o bs vida media ded estado excitado, de {3-17) se tigne

hfgm h 6.63 x 1073 joule-sep

ar dwhr A7 x 10" sep

414 x 1075 eV-seq
o e VB 4y 1578 ey
4 x 1078 SeR

AL >

Desde lnego gue lo anteenr suneuenda von lo obieniduy en s purie (o), mubtiplicande la lncertidumbre en la
freeuencia del (atén Ay puoe k pars obteaer AF = hAy, '

La dispeesitu en cargia e v estade excitida, por o geseral se le Hama umplitud del estado.

(d) De los resuliadas anterivres, determing la encrgin del estado excituda del dtamo de sodia, hasto una
preeision AE, con respecia a b encrgia de s estado mas hajo, que emite un (utdo cuya longitud de onda
&std centrada en 5850 A,

Se l!cnl:i.‘.vfr:hd!')l’}n-z-‘ AEH. Por le g | = AL Apfy) =3 3x1070 eV{1.6x10"% =21 eV, para
lo ewal se bae wiilizado lus silenlos ds las partes (b) y {«). -«

REd ' . . . . N
Ejernpla 846, Se haese oo sesdidn de fa vonrdenade y e cleateSa que prertencee o uit ancho haide

chectrones gue se mueven g s diveesido o ioteodusientn s o vz nna rendija angosta de amplitud ﬁy



104 EL POSTULADO DE DE BRCGLIE*PROPIEDADES ONDULATORIAS DE LAS PARTICULAS Cap. 3

Demuesire que como resulinde, se introduce nna incertidumbre Ap,en la componenie y del impulso
del electrén, de modo tal que Ap Ay 2 £f2, comolo requiere el principio deincertidumbre. Efectielo,
cansiderando la difraccién de lo onda ascciada con el electron,

La onda, &} propagarse por el aparato que se muestra en la Gigura 3-10, serd difraciada por la rendija. El
ingulo 6 correspondiente al primer minimo del palrén de difraccisn de "una sola rendija’’, que se
bosqueja’en la {igura, estd dado por sen§ = /8y {Este es otro ¢jemplo de 1a relacién general@= ifgentre
el dngulo de difraccién, longitid de onda y dimensién.caracteristica del aparatn de difraccién). Comn la
propagacién de ls onda gobierns el movimiento de la particula asociada, el patrén de difraccién tombién da
tas probabilidades relativas de que los electrones lieguen a los diferentes puntos de fa placa lotografica. Par
lo tanto, el elecirGn que pasepor la rendija serd deflecrado por un dngule queesiéentre— Gy +0. A pesarde
que su companente ) del impulso habfa side determinada con gran precisién igual a cero, anies de que
pasara por la rendija (porque sc ssbia muy poce acercs de su posicion y), después de atravesar la rendija,
donde se realiza la medida de la posicion y el impulso y puede scr eualquicra en el intervalo de ~ppatp,,
donde sen 8 = p,fp.De mado que Ja incertidumbre en ¢l impulse ¥ del electrén se debe a la medidade da
pasicién y por la difraecion de la onda electrénics.

La incertidumbre es:

Bp, =p, =psend = pAfiy
Usandg fa relacién de de Broglic p=/i/A para ronectar el impulsc de la particula con la longiiud de anda de
_ [a onda, se oltiene:

Ap, = hiay

Bp,by = h

Este resuliado concuerda con el Hmite impuesto por el principio de jorertidumbre. L difracctén, que

implica ‘ondas, y «l principio de inecriidumbre que se refiere a particulas, proveen waedos alternativos

aunque equivalentes de tratar éste y tados los problemas simdares. -«
. *

Hox de b L
sloctrones —— == I
incidentes ——

Rendije : Placa fotagréfica

FIGURA 3-10

Medida de 1a coordeaads ¥ de un electran co un haz paralela y ancho, que se feguiery
que puse a través de uoa readia. Se indica of peirdn de difvacctdn de la onda
elecirbrdca difraciada, wiilizaaldo Ju licgn yuie re

presenta a la placa falografiada, ceeo
un eje de la grafica del parran.



" Obsérvese que en el cjemplo 3-6, se considera que la onda asociada con un solo electrén se
difracta. La probabilidad de que el electron pegue en algdn punto de la placa fotografica se
determina por la intensidad de la onda electrinica. Sies séle un electrén el que pasa por el
aparato, podri pegar en coalquier lugar del pairdn de difraceidn, excepto en los puntos
correspondientes a intengidad cern y seguramente pegard en algin punto cercane al miximo
principal. Si son muches los electrones que pasan per ol aparato, cada una de sus ondas es
dilractada independientemente y los puntos sobre la placa [otografica se distribuyen siguiende
el misme patrén. Bl hecho de que los fendmenos de difraccidn impiiquen interferencia entre
partes diferentes de la onda correspendiente a ana particula y no a interferencia entre partes
diferentes de ondas correspondientes a dilerentes particulas, [ue demostrado experimental-
mente por primera vez, por G.1. Tuylor para el caso de lotones y ondas de tuz. Obtuve un patrén
de difraccién utilizando luz de tan baja intensidad que los (otones pasaban per el aparato de
difraccién uno a uno, requiricndo para ello tiempos de exposicién largos. Entonces, subiendo ta
intensidad a niveles normales e mode que hubiese muchos folenes en el aparato a cualquier
tiempo, obtuve el mismo patrdn de difraceion. Este mismo experimento ha sido esencialmente
repetido posteriormente para clectrines y otras particulas.

3.5 Algunas consecuencias del principio de incertidumbre

El principlo de incertidumbre permite entender por qué es posible Ta naturalezadual (onda-
particula} de la radiacién y la materia. 5i se trata de detecminar experimentalmente, si la
radiucién es una omla o una particuly, se concnentra gque un experimento que fuerce a la
radiacifn a revelar su eardcter ondulatario, suprime fuertemente su cardcter corpuscular, Siel
experimento se modifica para que revele el cardcter corpuseular, se suprimen las caracteristicas
ondulatorias, En una misma situacién expesimental, no es posible confrontar los aspectos
ondulatorio y corpuseular. Tanto la radiacidn como la materia semejan monedas que pueden
desplegar una u otra cara a voluntad, pero nuncaambas simultaneamente. Desde luego que esta
¢s la esencia del principio de complementaridad de Bohri los eonceplos de onda y partfeula en
tugar de contradecirse, se complementan. . ¢

Considérese el experimento de Young, de interferencia de luz'por dos rendijas. Desde e
punto de vista ondulatorio, la ondaoriginal es dividida en dos frentes de ongda echerentes por las
rendijas, y el traslape de estos frentes de onda es lo que produce lus franjas de interferenciaen la
pantalla, que son caracteristivas de todo fenémeno ondulaterie. Ahora supéngase que se
sustituye la pantalla por una superficie fotoeléctrica. Si se mide el lugar de la superficie donde
son emitidos los fotoelectrones, se obtiene un patrdn de intensidades correspondienteal dedes
rendyas presentandose asf, aparentemente, aspeetos ondulaterios. Sin embargo, si se mide las
distribueiones de energia y tiempo de los fotoelectrones emitidos, se obtienen evideneias que
demuestran que la radiacidn consiste de fetones, de modo que los aspectos eorpusculares
pareceran estar presentes. Si después se piensa en la radiacién como [otones cuyo movimiento
esta gobernado por las propiedades de propagaeién de ciertas ondas aseciadas {de Broglie), se
liega a otra paradoja aparente. Cada fotdn deberd pasar por una u otra rendija; si este es el caso,
ieémo es posible que su movimiento mas alld de las rendijas sea influenciado por la interaceién
de sus ondas asoctadas con una rendija por la cual no pasé?

Ei error en el razonamiento de ta paradoja se encuentrs en la alirmacion dequeel forén debe
pasar por una u otra rendija. ;Cémo puede determinarse realmente, en un experimento, siun
forén que se detecta en fa pantaila, pasé por larendijadearriba o ta de abajo? Para poderio hacer
seria necesario colocar un detector en cada rendija, pero el detector que interaceiona con el
fotén en la rendija lo saca de la trayectoria que de otra forma seguiria. Por el principio de
incertidumbre, se puede demastrar gue un detector que posea sufictente resolucién espacial
como para poder determinar por cudl rendija pasa el fotén, perturba tanto su impulso que
desrruye el patrén de interferencia por dos rendijas. En otras palabras, si de algin modo se:
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demuestra que €} Toln pasd per una roadija o la ofra, enfonces ya na se tendrd un patrén de
interferencia. Si se desea observar el patrdn de interferencia, dehe evitarse perturbar a los
folones y no tratar de observarles como paiticulasalolargo de susirayectorias haciala pantalla.
Se puede abservar el comportamiento ondulatorio o corpuseulor de la radiacién; sin embargo, el
principio de incertidumbre impide que se observen ambos al mismo tiempo, de modo que este
comportamiento dual en realidad no es contradiclorio. Esto también es aplicable al comporta-
miento onda-particula de la materia. '

El prineipio de incertidumbre tamhién hace evidente la necesidad de que los sistemas
cuénticos se expresen’ en Lérminas de probabilidad. En in mecfinien clisien, si se conoce
exaclamente la posiei6n y ef impulso de cada partfeula, en algiin instante, en un sistema aistado,
entonces se puede predecir el comportamiento exacto de fas particulas del sistema, en todo
tiempe futuro; sin embargo en mecénica cudntica, el principio deincertidumbre muestra que lo
anterior es impasibie de hacer en sisiemas que implicau distancias e impulsas pequefios, yaque
es imposible saber con la precisién requerida, las posicinnes e impulsos instanténecs de las
particulas. Consecuentemente, s6lo se podrén predeeir eomportamienios probables de estas
particulas.

Ejemplo 3-7. Cansidere unz particula micrascépica que se mueve libremente & I8 largo del eje x.
Supangs que en el instante t = 0, se mide la pasicién de le particula eon una incertiidamlire Az, Caleulela
incertidumbre en la pasicién de la particuls a un tiempo ¢ posterior.

‘La incertidumbre en el impulsa de In pariicula, 1 ¢ = 0, es a] menos

Ap. = hf2Ax,
Por lo ianio, la velocidad de la particula, en ese insiante, serd incierta por lo menos
Apg = Ap,lm = h‘ﬁm&:cn
y la distancia x que viajé la particula en ¢! tiemipo ¢ na podrd conoeerse con mayar precision que
Ax = rhy, = f2mix

Sipor una medida a ¢ = 0, se logaliza a la particala dentro de wn intervalo Axy, entonees, si se realiza ana
medida de su posicifin of tiempo 4, la particula podria encontrarse et un intervalo ol menos tan grande
como Az, . v

Obsérvese quedwes inversamenie proparcional a Axy, de modo que eotre mds localizada esté ls
partieula en ¢l inslante iniclal, serd menos lo que se pueds saber de su pasicion final. Ademas, la
incertitfumbre Az avmenta linealmente con o tem)o i [Cs1o correspande annn dispcrsiéii, wmedida fue

transeurre el tiempo del gruopa de nndaus asociadn con el muvimiento de la particala, «

3.6 ° Filosofia de la ieoria cudntica

A pesar de que existe un acuerdo entre todos los fisicns, de que la tearia enantica funeiona en el
sentido de que predice resultados que concuerdan en forma excelente con o experimentn, cxiste
una conlroversia cada vez wayor en cuanto a sus fundamentos filoséficos. Neils Bobir ha sido el
principal arquilecio de la interpretacién aciual de la mecdnioa cuintica, eanocida come la infer-
pretacion de Copenhague. Su enfaque ha sitluapoyady porlagranmayariudelos fisieps tebricos de
hoy. Sin embargo, un gruponumeroso de isicos, noodosdeaeuerdosnire si, han cuestionudola
interpretacion de Copenhague. El prineipaleritieo deestuinlerpretacion fue Alhert Einsiein. Los
debates Einstein-Bohr constiluyen una parte lascinante de la hisloria de la fisica. Bohr
eonsideraba que habfa podido enfrentar todos los relas que inventd Einstein a manera de
experimentos de pizarrén que tenian por objelo refutar ¢ principio de incertidumbre.
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Finulmente, Einstein acepts que la teorfa poseia consistencia 16gica y su eoncerdancia con los
hechos - expu:menm!t,b pero permnecid firme hasta ¢l [inal, sin convencerse de que ello
representara la realidad Jisica dltima y dijo: “ Dios no juepa a los dados eon €l universo™
reliriéndose a que la mecdnica cudntica abandonaba los eventos individuules y la causalidad
estricta, en (avar de unu interpretacién fuadamentalmente estddistica.

Hetseaberg ha afinmnado el puarto de viasra comnianente aceptade en forma conereta; "Nb
hemos supuesto que la leoria cudntica, en formaopuesiaa lateoria cldsica, seaesencial gienterina
teoria estudistica, en el sentide de que de los dutos exactos sélo se puedan obleaer conelusiones
estadisticas. ... Eo la formulacién de la ley eausal, a saber, si sabemos el presente exactamente,
podemus predeetr ¢l futuro, no es la conclusian swo la premiss 1a que es {alsa, No podemos
saber, como cuestida de principio, ¢l presente en todus sus detalles™ N _

Enire los eriticos del punte de vista de Bahr-Ileisenberg de una indeterminacién funda-
menial en bu fisica, vsid Louis de Broglic. o ua prélogo a un libro de David Bohm, joven colega
de Einstein cuyos intentos de una teoria nueva revivieron el interés por reexaminar las bases
filosolicas de la tearia codntica, de Broglie eseribe: “Razonablemente podemos nceptar que la
actitud adogada, por mds de 30 akes, por {iswos tedricos cudaticos es, al menos en apariencia,
Ja contraparic exactade luinlormacidn del mmundo atdmico que nos hadaduo la experimentaeion.
Al nivel de investigacin que se tiene aclialmente en microfisica, es cierto que los métodos de
medieibn, no nos permiten deterninar simulldneamente todas fas cantidades que seriar
necesarias para obtener una visién de los eorpiscilos de tipo clésico (estn se puede deducir del
principio de incertidinmbre de Heisenberg) y que las perturbaciones introductdas por la
wedicidn, que son imposibles de ehiminae, en general nos impiden predecir ¢} resubtado que
producirfin y persmiten séla predicciones esladisticas. Por Io vanto, [a construceisn de [6rmulas
puramente prolubilisticas, que todos los tedrices usan actualmente, fue completamente
justificada, Sin embarpo, la mayoria de ellos, muchas veces bajo ks influencia de idens
piLLonLLhzdas derivadas de fa docirina positivista, han pensado que podrian ir mas alla y
afirmar que el cardeter incierto e incompleto del conacimiento que la'experimeniacién, en su
estado ucrual, nos proved de lo que realiaente ocurre en miccolisiea, es ¢l resuliado de una
wadeterminacifn real de los estudos fisicos y su evohicion. Tal extrapolacién de ninguna manera
parece ser justilicada. 1y pesible e eo el fuluro, examinando a uif nivel mds profundo ta
realidad fisica, seamas capaces de iaterprotar las leyes de proba bilidad y Misica cudutica como los
resultados eseadisticos del desacrnllo de variables completamente determinadas que actual-
mente se encuenlran ocultas a rasotros. Puede ser que los poderosos medios que empezarnos
usar para romper Ja estructuea nnelear y pura que aparezcan nuevas particulas, nos den algiy
dia un conocimiento directy que actualmente no tenemos a este nivel més. profundo. Tratar de
impedir todo intents de ir mis alld del jrunte de vista actual sobee la (isiea codntica, podria ser
muy peligrosa parse o} progrese de o viencia y ademds seria contrario a fus lecciunes que
podemios apresider de fa historis de la ciencia. ln efecto, esio nos ensefia que el cstado aciial de
nuestro canocimiento es siermpre provisional y que deben existir, mis alld de lo que
actualmente se conoce, inmensas cegiones nuevas que descubrir”, (f'omm!o de Causality and
Chunce in Modern Physics por David Bolun, © 1957 D. Bolim: reimpreso con permisode ), Van
Nostrand Co.).

Ebestudiante deberd norar aqui la aceplacion de gue la mecinica cudntica es eorrecta al nivel
wtdmico y nuclear. La bésqasdn de un nivel més profundo, donde Ta niseénica cubnlica podria
ser superada, es motivada mucho mas por la objecién a su indelerminisimo (leséfico, que por
vtrus consideraciones. e weuerdo con Einstein, “La ercencia en ua mundo externo indepen-
diente del sujeto gue la poecibe es la hase de wda la ctencia natural™. Sih embargo, la mecdnica
cudatica ceusidera las interaceiones mure ahjeto y obsecvador como la realidad oltima. Utiliza
e Jengunje do bes reluciones lisieas y procesos en lugoe de ¢l e las cualidades y propiedades
fisicas. Recluza, pocinsignificanie ¢ initil, el coneepto de que detrds del universo de nuestra
percepeidn se ettenentre acubto un nnado objetivo gobernado por tacansalidad; en cambio, se
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confina a la descripcion de lasrelacioggaentre percepriones. Detodas maneras, existen muchos

que rehusan dejar de atribuir propiedades objetivas a las particulas elementales, por ejemplo, y

trabajar con el conocimienia subjetive acerca de ellas, lo cual moliva su investigacién por una

learia nueva. De acuerdo con de Broghe, ta) investigacion cs en el interés de la ciencia. Quclo

anterior lleve a una nueva teorfa que en alglin campo actualmente inexplorado contradigaala

mecAnica cuantiea v altere también sus fundamenios Dloséficos, nadie lo sabe.

PREGUNTAS

e

.

10.

1L

12,

I3.

17.

iPor qué la naturaleza ondulatoria de fa materia no es mas evidenle en nuestras chservaciones
ectidianus?

;La lengitud de onda de de Broghie solamente se aplica a “particulas elementales”, tales eomo ¢l
eleetror o el neulrén, o se uphiea también a sistemas de materia complejos que poseen una estruc
tura interna? Dé cjemplos.

Sienla farmutba de de Hroghie, se huce m — @ /senbiticne el resultudo cldsicu para purticulas macrés-
cépicas?

;La lonpitud de onda dede Breglic puude ser menor que una dimension Bneal de la particula? ;Moyor?
;Necesariamente exisie una relaeidn entre tales cantidades?

¢La freeveneia de una onda dede Braglie seobtienede E/87 ;Lavelocidad esiguala Ar 7 ;La velocidad
es igual a ¢? Explique su respuesta: .

;5e puede mediv la Mrecuencia » de una onda de de Uroglie? Sila respuesta es afinmativa diga cémo.

: 4
;C0mn es que la difraccinn de eleetroies se poede ntilizar para estwbier las propiedades de
superficie de un stlido?

;Camo se explican los haees reflejados de modo regutar en experimentas de difraceiéu de electrones
y dtomes?

iDebe modifiearse In formula de Bragg para elecirones, para poder tomar en cuentu la relraccidn de
ondas electronicas en da superficie dal eristal?

éSe obtiene una informacian diferente acerca de los cristales pur medio de experimentas de difrac
e16n de electranes que por difvaceidn de rayos X7 ;Dé experimenins de difraceién de nentrones?
Analicelo.

i5¢ podrian realizar estudios cristalograficos cun protunes? | jeon newtrones?

Analice la analogia: lu épliea fisica ¢s a la dptica peamétrica como la meeanica anthululeria es a lu
mecanica efdsica,

:Es un electrén vna partiela? jes una onda? Explique su respuesta.

¢Latongitud de onda de de Braglic asociada a wna partieuks del movimiento del sistema de referencia
depende dul abservador? ;Qué efoctus tiene ésto, en la doalidad onda-particula?

Dé ejemplos de came of proceso de medicion perturbin al sistema que se mide.
Demuestre la relucidn enive la nuturaleza neenirolalile del retroceso de Compton en el experimento
del iicroseopio de rayos o e Bubir y ol hechio de que existen cuatro ineigninas y sélo tres esuaciones

de conservacian en ol ofecny Compron,

Algunas veees, vl prindipin de incerridumbre se cnnncia en teratinns de centidades angulares conea

ALmL\@ > hf2 tluil{h:&f.“p g5l mceriidheinhre en una compontente e impntiso anguf&ry Ay esla
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