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ANEXO 1 

EL EQUILIBRIO EN EL ANALISIS DEL INGRESO NACIONAL 

Aunque en el estudio del análisis estático, visto en el Capitulo II, el modelo de 

mercado de varios tipos (lineales y no lineales, de un articulo o de muchos, 

específicos y generales) tiene aplicación también en otros campos de la economía. 

Vrg. el conocido modelo Keynesiano del Ingreso Nacional. 

Y=C+Io+Go 

C=a+bY 

Donde Y y C representan las variables endógenas del ingreso nacional y gastos de 

consumo, respectivamente, e Io y Go representan las inversiones y gastos en las que 

incurre el gobierno, determinados exógenamente. La primera ecuación es una 

condición de equilibrio (Ingreso Nacional = Gasto Total). La segunda, que es la 

función consumo, es de comportamiento. 

Esta muy claro que estas dos ecuaciones con dos variables endógenas o son 

funcionalmente dependientes ni recíprocamente incompatibles. Así podemos hallar 

los valores de equilibrio de ingreso y gastos de consumo, Y' y C', en términos de los 

datos dados: 

"a" y "b" son parámetros dados. 

Io y Go son las variables exógenas. 

Al sustituir la segunda ecuación en la primera, reduciremos a una única ecuación en 

una variable, Y: 

Y = a + bY + Io + Go 

(1 — b)Y = a + Io + Go 



Y así, el valor de solución de Y (Ingreso Nacional de Equilibrio) es: 

Y'=a + lo +Go 

1—b 

Se advierte que esto se expresa enteramente en términos de los parámetros y 

variables exógenas que esta en los datos del modelo. 

Si ponemos (*) en la ecuación (2), entonces obtendremos el nivel de equilibrio de 

gastos de consumo, de la siguiente manera: 

C',
„ 

 a + bY' —  a + b
(a + lo +Go) a+ «lo +Go) 

1-6 J 	1—b 

Tanto Y' como C' tienen la expresión (l-b) en el denominador; lo que hace necesaria 

la restricción b tl. Además, b representa la Propensión Marginal a Consumir, que 

por lo general es una fracción positiva (0 -< b -<1), esta restricción queda 

automáticamente satisfecha. Para que Y' y C' sean positivas, además, los 

numeradores de (*) y (**) deben ser positivos. 

Puesto que los gastos exógenas Io y Go son normalmente positivos, como lo es el 

parámetro "a" (la intersección vertical de la función consumo —se dirá, consumo 

autónomo-), también corresponderá el signo de las expresiones del numerador. 

Como prueba de nuestros cálculos podemos sumar la expresión C' en "a(Jo+Go)" y 

comprobar si la suma es igual a la expresión Y' en (*). Si así fuere, C' y Y' 

satisfarían la condición de equilibrio y la solución es valida, como se quería 

demostrar. 



ANEXO 2 
"Curso De Física" Traducción de la 8va. Ed. Inglesa. Editorial LABOR 1939. W. Watson, 

1. PALANCAS:  

La palanca es una barra rígida que puede girar alrededor de un punto 
fijo o eje, cuando se le aplica una fuerza para vencer la resistencia. 
Es usada para vencer la mayor resistencia con el esfuerzo aplicado. 
Las palancas se clasifican en la ,2a y 3a clase, esto se hace según la 
ubicación del punto de apoyo A(Ilamado fulcro), de la fuerza motora F 
y de la resistencia. Haremos también una distinción de la "palanca 
matemática" (en la que no se considera el peso de la palanca) y la 
"palanca física" (en la que sí se considera el peso de la palanca). 

Esta máquina es una aplicación directa del principio de momentos 
donde una de las fuerzas (la resistencia R) hace girar la palanca en 
un sentido. Es decir, constituye un momento Rxr- respecto de A; 
mientras que la otra fuerza (motriz F), en el sentido contrario, tiene 
un momento de inercia determinado por Fxd (d y r son los brazos 
respectivos). 

La condición para que una palanca se mantenga en equilibrio es que 
la suma de los momentos de fuerza motriz y de la resistencia sean 
nulas. 

Esto es: Ir, -O 

O sea: 	,/ -Rxr-lo cual representa la ley 
de la palanca. 

d -Su valor debe estar en Metros 
r -Su valor debe estar en Metros 

"El producto de la fuerza por su brazo es igual al producto de la 
resistencia por su brazo" 

Palancas de Primera r/asa: 

Como dijimos al principio, son aquellas en la cuales su punto de 
apoyo está entre la resistencia y la fuerza motriz. 

El equilibrio se da porque la fuerza F da un momento positivo 
M+ 	a que se anula con el momento negativo de la resistencia R 
M- - Rxr. Al producirse esta estabilización de momentos, la 
ecuación de equilibrio es la mencionada anteriormente. (Ex d -Rxr ) 



PUNTO IDE APOYO 

De esta ecuación podemos calcular el valor de F necesario para poder 

equilibrar una, a través de la siguiente: 	Rxr  

Con la ecuación mostrada anterior-
mente para obtener el valor de F se 
puede concluir que para obtener una 
mayor economía de fuerza conviene 
que el brazo de la fuerza motora sea 
grande y el de la resistencia pequeño. 

Cuando el punto de apoyo está en la mitad, la longitud entre el 
punto medio y F, es igual a la longitud entre el punto medio y R, por 
lo que para que se mantenga en equilibrio las fuerzas deben ser 
iguales. 

pesa de un mueble 
el caso en que se necesita una 

CARGA Ces Menda) 
fuerza menor para poder 
equilibrar la balanza, con esto 
la ventaja mecánica es ahorro 
de fuerza (contrapeso). En la 
siguiente figura se muestra 
que la distancia entre el apoyo 
y F es el doble que la distancia 
entre el apoyo y R, por lo que 

d = 2r, con esto si lo llevamos a la ecuación obtenemos 	F = 2R , 
es decir necesitamos la mitad de la fuerza que ejerce la carga para 
mantener en equilibrio la palanca. 

Ejemplo: 

• Se tiene una palanca de 4m de largo en la que hay una carga de 
20kg, que está a 2,7m del eje. ¿Cuál será el valor de la fuerza 
motora si esta fuerza se encuentra a 1.3 m del eje?. El peso de la 
barra es despreciable. 

Datos : 

- I.3m 

12 - 200 V 
r2.7m   

 

Aplicamos la fórmula dicha anteriormente: 

.700 V x 7,7 1,7  
	  --115.3&W15-1V 

1Sin 

 

CONTRAPESO locnenelal Cuando el punto de 
apoyo está descentrado, se da 



.„) 
(-) 

Eternal° de palanca física de la clase.  (Considerando el peso de la 
palanca). 

Consideraremos la barra como un material grueso y uniforme, es 
decir que su centro de gravedad 'G' está en el centro de ella donde 

actúa su peso P= mg con un brazo 

Habíamos quedado en que la 
Resistencia producía un momento 
negativo igual a R r que era 
equilibrado por el momento positivo 
de 	E x , 	pero ahora le 
agregaremos el peso de la palanca 
(P = mg), con lo queda la siguiente 
expresión: 	r 	 - R.< r 
En la figura se puede ver que el 

peso está a favor de la fuerza 

Ejemplo: 

• Para mover una piedra (Q) que hace una fuerza de 2Okg(en la 
barra hace una fuerza resistente de 200N) se usa una barra de 1.6 
m de largo y de 1 kg (osea hace una fuerza de 10N) de peso, como 
se muestra en la figura. ¿Dónde debe situarse el punto de apoyo si en 
el extremo de la barra una persona hace una fuerza de 6kg.? 

Desarrollo: 

r = x = el brazo de la resistencia 
= 80 - x = el brazo del peso (ya que G es el punto medio de la 

barra) 
d = 160 - x = el brazo de la fuerza 
Ahora realizamos la ecuación igualando los momentos positivos con 
los negativos y queda: 
60 * (160 - x) + 10 * (80 x) = 200x 
Resolviendo la ecuación nos queda x = 38.5 cm 	0.385 cm 

Para este ejercicio  11 para algunos de más 
adelante, se considerará lo siguiente: 
Si un mergo pesa 10Kg, será tornada corno 
una fiÉerza de 100N, ya que le 
multiplicaremos la aceleración que 
experimenta fq - 10m/ s2 ) 

Ahora mostraremos unos ejemplos de palancas de primera clase. 



carretilla para poder transportar una pesada carga con un pequeño 
esfuerzo. 

Palancas de Seo unda clase: 

En este tipo de palancas el punto de apoyo está en un extremo 
de ella, la potencia o fuerza motriz (F) en el otro extremo y la 
resistencia (R) en algún punto intermedio. Si vemos el dibujo, 
podemos llegar a las siguientes conclusiones: 

- ,d,   la resistencia R da un momento positivo. 
M- - 	, la fuerza motriz produce un momento negativo. 

Luego para que se quede en equilibrio tenemos que E> ‘I - R .-r.  

Podemos ver como la fórmula obtenida es exactamente la misma que 
para una palanca de primer género. Así si tenemos un brazo 
suficientemente grande se puede vencer una resistencia grande 
aplicando una potencia pequeña. 

Ejemplo: 

• Suponga una carretilla de masa despreciable que mide lm, que 
está cargando un libro de física que pesa 2 kg. Determine la distancia 
que hay entre el punto de apoyo y la carga, si la fuerza aplicada 
sobre el estudiante es de lo 
Datos: 

— ION 
- 

12- 20N 

De la ecuación 	— R> r obtenemos: r 

r = 0.5m 

Ejemplo de palanca física de 23  Clase. 

Anteriormente habíamos quedado que la Resistencia producía un 
momento positivo (que ahora se le suma el peso de la barra), que era 
equilibrado por el momento negativo de la fuerza motora. 

Entonces quedamos con la siguiente ecuación: 

F *d = R* r 	mg *v 

G 

-2  j  

mg <14 

Oh) 

F (-) 

T 



Podemos ver que el cuerpo humano está 
lleno de palancas de distintas clases, por ejemplo, la cabeza, donde 
su peso es contrarrestado por la acción de la musculatura de la nuca, 
tomando la columna vertebral como punto de apoyo. 

También la 'típica' balanza que se 
encarga de pesar la carga, ésta debe 
reunir por lo menos tres condiciones que 
son: 
Ser sensible (que cuando en uno de sus 	

B.1k EN.L.N 

platillos le coloque un peso debe perder su 
equilibrio, por muy pequeña que sea la carga), también debe ser 
exacta (que al colocar pesos iguales en los platillos debe recuperar su 
posición de equilibrio) y finalmente debe ser estable (debe volver a 
la posición de equilibrio) 

Este instrumento, suele estar en los 
martillos, aquí la fuerza la realiza la persona 
que intenta sacar el clavo. La carga es la 
resistencia del clavo al ser extraído. 

Un material de uso diario, las tijeras. Son dos 
palancas combinadas de primer grado. Estas 
realizan un fuerte acción de corte cerca del 
punto de apoyo. La carga es la resistencia del 
material a la acción de corte de las hojas de 

las tijeras. 

Finalmente "la carretilla de dos ruedas", 
usada para trasladar los balones de gas, 
entre otros. Basta inclinar las varas de la 



Punto de ano .o 

Doma 

Plinto de imovo 

Como se muestra en la imagen el peso ahora juega en contra 
de la fuerza 

• Se tiene una piedra de 20kg(Q), que se encuentra a 20cm del 
punto de apoyo, si se usa una barra de lm de largo, de 1kg de peso, 
como palanca de 20  grado, ¿Cuál debe ser el valor de la fuerza para 
equilibrar la balanza? 
Datos: 

F = ¿? 
d = lm 
R = 200N 
mg = lON 

= 0.5m. 
r = 0.2m 

Desarrollo: 
I" " d = 14 r I 	 —3 	= (14 " r I in 	v) 

d 
F = 00 • 5 	F = 45 N. 

Ejemplo de palancas de 2a clase 

Cuando caminamos, 
nuestro pie se apoya en los dedos al caminar: La fuerza motora la 
hace el músculo de la pantorrilla y la resistencia es el peso del 
cuerpo. 



Últimamente hemos visto la utilidad semanal de este instrumento, el 
"abridor de botellas", al levantar el mango, se supera la fuerte 
resistencia de la tapa. 

Finalmente, la carretilla, Al levantarla de las 
varas es posible levantar una pesada carga 
que se halla más cerca del punto de apoyo, 
la rueda. 

CERRETULA DE UNA /VEDA 

 



ANEXO 3 

Notas de clase sobre Equilibrio General. 
Nota 2: Repaso de Teoría del Consumidor 

Andrés Carvajal 

Universidad del Rosario, Departamento de Economía. acarvaes@banrep.gov.co  

September 4, 2003 

Abstract 

Se presenta aquí una revisión breve de teoría del consumidor. Esta revisión está lejos de ser compren-
siva. De hecho, sólo se abordan aquí aspectos que van a sernos útiles posteriormente en el curso. 

Un consumidor es un caso particular de un agente que torna decisiones. En general, mi tomador de 

decisiones se modela como tres elementos (X,Y,B), donde X representa el espacio en el que el agente puede 

tomar decisiones, > es una relación binaria en X, según la cual el agente toma sus decisiones y 13 es una 

familia de subconjuntos de X, que es la familia de problemas que el agente enfrenta. 

Más explícitamente: 

• X = 0 es el espacio de elección del agente: el conjunto de todas las alternativas que el agente podría, 

concebiblemente, elegir, más allá de retricciones de factibilidad o de sus gustos. 

• >- es una relación binaria en X (es decir un subconjunto de X x X): si a:, x' e X, x H z' quiere decir 

que el agente encuentra a x al menos tan bueno como x'. 

• SiBE13, quiere decir que el agente puede enfrentar el problema de escoger xEBC X. 

El supuesto de comportamiento es que cuando el agente tiene que escobar en B E 8, escoge un elemento 

que es máximo con respecto a >-: el agente escoge x E B si no existe x' E B tal que x' ›- x sin que x Y  x'.1  
Para que este problema esté bien definido, es necesario hacer algunos supuestos sobre estos tres objetos. 
Dado que nuestro objetivo es estudiar consumidores, loq ue haremos a continuación es hacer estos supuestos 

para el caso concreto de problemas de elección del consumidor. 

Vamos a suponer aquí que existen L 	1 bienes. Por bien entendemos cualquier objeto, tangible o 

intangible que es sujeto de intercambio. Implícitamente, estamos suponiendo que nuestros agentes conocen 

los bienes con mucha precisión y que son capaces de medirlos. Así, definimos X = 1[14), es decir, suponemos 

que el espacio de elección es el espacio de canastas de los L bienes, consumidos en cantidades no negativas. 

Suponemos además que: 

Supuesto 1 ›- es racional: 

1. Es completa: Vr,x' eilts x x' á xi  ti  x. 

2. Es transitiva: Vx, x', x", si x ti x' y x' >- x", entonces x ti x". 

La siguiente notación será utilizada: x x' querrá decir que x >- x' y x' ti  x; x > x' querrá decir que x >- x' pero que no 
es cierto que x' x. 



Esto hace que ›- sea un preorden total. Completitud es relativamente razonable: si los agentes conocen 
bien los bienes como hemos supuesto, entonces ellos deberían saber qué les gusta más y qué menos. El 
supuesto de transitivaidad es más controversial pues hay evidencia experimental de que los seres humanos 
habitualmente lo violamos, pero resulta fundamental para que la teoría tenga piso: a un consumidor no 
transitivo se le pueden extraer rentas infinitas. 

Ejercicio 1 Demuestre lo siguiente: sir es racional entonces: 

1. 2- es irreflexiva: Vx E RJrs no es cierto que x r x. 

2. r es transitiva. 

3. es reflexiva: Vx E Rfe, es cierto que x ti  x. 

4. - es transitiva. 

5. 2- es simétrica: si x x', entonces x ti  x. 

Ahora, en economía estamos acostumbrados a trabajar sobre la base de curvas de indiferencia en el espacio 
de consumos que tienen una forma muy habitual: 

Bien 2 

Or 

o 	
Bien I 

En el lenguaje que estamos utilizando ahora, la curva de indiferencia que hemos dibujado es 

{x' E XI x f  x} 

Entonces, la forma que habitualmente suponemos tienen las curvas de indiferencia debe traducirse en supuestos 
acerca de la relación H. 

Estos supuestos son de dos clases: los de la forma misma y los de la dirección de mejora. Los de la 
forma son postulados que dices que los agentes prefiere canastas "balanceadas" a canastas "desbalanceadas," 
mientras que los de dirección de mejora dicen que los agentes prefieren más a menos. En términos de >-, 
estos supuestos se pueden hacer de diferentes formas. Sobre la primera propiedad, hay dos versiones: 

Definición 1 >- es convexa siVx,x' E R fe tales que x x' y VO E [0,1], Ox ÷ (1— 0)x' >- x'. 

2 



Definición 2 >- es estrictamente convexa si Vx 	E bit tales que x ›- x' y x 	x' y VO E (0,1), Ox + 
(1— 8)x' Y x'. 

Convexidad le da a las curvas de indiferencia su forma habitual, pero permite que haya trozos rectos en 
ellas. Convexidad estricta elimina esta posibilidad. 

Ejercicio 2 Demuestre que si Y es estrictamente convexa, entonces es convexa. 

Ahora, para poder estudiar la propiedad de que más es mejor (no saciabilidad), necesitamos definir qué 
quiere decir "más" en EL, lo cual puede no ser obvio cuando L > 1. 

Notación 1 Para x = 	 = 	E 111' , decimos que: 

• x x' siVl {1, 	L} 	x;. 

• x > x' si x3 x' y x f 1'. 

• x 	x' si VI C {1,..., L} x > 

Con 

Definición 3 ›- es monótona si Vx,x'E 	x » x' implica que x 	. 

Definición 4 >- es estrictamente monótona si Vx,x' E 48º, x > x' implica que x Y x'. 

Monotonicidad implica que en cualquier punto, el ortante abierto superior a él está estrictamente por 
encima de la curva de indiferencia. Monotonicidad estricta implica que esto mismo ocurra para el ortante 
cerrado. 

Ejercicio 3 Demuestre que si Y es estrictamente monótona, entonces es monotona. 

Ahora, los economistas solemos utilizar un objeto artificial que denominamos la función de utilidad. 
Aunque este artificio no es para nada necesario en la construcción de nuestra teoría del equilibrio general, 
su uso se ha popularizado pues permite una notación más compacta y porque suele ser util al momento de 
aplicar la teoría, así sea en ejemplos simples. Vamos a seguir aquí esa convención aunque, hay que decirlo, 
al hacerlo perdemos algo de generalidad. Por simplicidad, vamos a suponer que: 

Supuesto 2 ›- es representable: existe una función contínua u : IELF  —> R tal que u (x)) u (x') si, y sólo 
si, x {- x'. En este caso, se dice que u representa a Y. 

En realidad, lo mejor que uno podría hacer es un supuesto en >-, que sea suficiente para implicar que H es 
representable. Este supuesto es conocido en la literatura como continuidad: que la relación H sea preservada 
en límites (o lo que es igual, que los conjuntos en y por encima de las curvas de indiferencia sean cerrados) 

Ejercicio 4 Demuestre lo siguiente: si u representa a >-, entonces 

1. x Y x' si, y sólo si, u (x) > u (x'). 

2. x x' si, y sólo si, u (x) = u (i). 

Ejercicio 5 Demuestre lo siguiente: si u representa a >-, entonces 

1. Si es convexa, entonces u es cuasicóncava. 

3 



2. Si Y es estrictamente convexa, entonces u es estrictamente cuasi cóncava. 

3. Si es monótona, entonces u es monótona creciente. 

4. Si Y es estrictamente monótona, entonces u es estrictamente monótona creciente. 

5. Si f :R --)18 es estrictamente creciente, entonces zi:f o u representa a ». (Muestre además que es 
necesario que f sea estrictamente creciente.) 

Nos queda, por supuesto, estudiar el objeto B. Como es habitual, definimos, para todo p E 	y todo 
m E 114  el conjunto presupuestal: 

B (p, m) = {xe Ift.d p x 5m} 

Con esto, la familia /3 se define como el conjunto de todos los posibles conjuntos presupuestales: 

5= 113 CRI'13(p,m)Ellf4 xiili:B(p,m)= /34 

Suponemos que cuando el agente enfrenta un conjunto presupuestal definido por precios p e ingreso 
m, escoge un elemento que es máximo con respecto a sus preferencias j. Cuando las preferencias son 
representables, este último hecho es muy fácil de representar: decimos que el agente resuelve el siguiente 
problema: 

max u (x) 	x E B (p,m) 

Teorema 1 Cuando las preferencias son representables, existe una solución al anterior problema. 

Prueba. Por definición, la función u que representa las preferencias es contínua. Como m > O y p » (O, ..., O), 
el conjunto B (p, ni) es compacto. Esto es suficiente para la existencia de un maximizador. • 

Cualquier x que solucione el anterior problema es una demanda óptima para el consumidor. Como 
la demanda es un elemento fundamental de nuestra teoría, en adelante siempre supondremos que 4-  es 
representable, y trabajaremos directamente con una función de utilidad continua u. 

Dependiendo de qué otros supuestos hiciéramos en tendríamos diferentes propiedades en u y, por ende, 
diferentes propiedades en la demanda: 

Teorema 2 Si u es cuasicóncava y x, x' E 1114t son soluciones al problema de maximización a precios p e 
ingreso m, entonces VO E [O, 1], la canasta Ox + (1 — 0)x también es solución al problema. 

Prueba. Queda como ejercicio. ■ 

Teorema 3 Si u es estrictamente cuasicóncava, entonces para todo p y todo nz, la solución al problema de 
mavirnización es única. 

Prueba. Queda como ejercicio. i• 
Dado el anterior teorema, queda claro que cuando las preferencias son estrictamente convexas, uno puede 

definir una función de demanda x 	x R4 	R. Cuándo esta condición es violada, lo máximo que 
uno puede es establecer una correspondencia de demanda. El teorema 2 implica que tal correspondencia es 
de valores convexos. 

Ahora., el segundo tipo de propiedad implica la siguiente propiedad fundamental: 

Teorema 4 (La ley de Walras) Si u es monótona y x resuelve el problema de optimiza 672 a precios p e 
ingreso ni, entonces p x = m. 

4 



Prueba. Queda como ejercicio. ■ 

Y otro resultado que es de gran utilidad es que: 

Teorema 5 Dada u es estrictamente cuasicóneava, la función de demanda x : Rt+  xR+ 	IltLy1 es continua.  

Prueba. La prueba es algo complicada: es una aplicación del teorema del máximo. ■ 

En realidad, la cuasiconcavidad estricta sólo se utiliza para garantizar que la función de demanda esté 
definida. Sin ese supuesto, la correspondencia de demanda aún mantiene una propiedad de continuidad que 
es muy util. 

En adelante, mantendremos tos supuestos de que las funciones de utilidad son estrictamente cuasicóncavas 
y estrictamente monótonas. 

Bajo estas propiedades, el siguiente resultado es intuitivo: 

Teorema 6 La demanda satisface el axioma debil de las preferencias reveladas: si 
	

f (71,771') S m y  
f (p,m) f 01, m9, entonces  /I -  f (gni) > m'. 

Prueba. Suponga que no: p'• f (p,m)  m'. Como p- f (p', m)(m,  se sigue que u (f (p,m)) u (f (p',m')).  
Como p' f (p, m) s  m', se sigue que p' (1f (p,m)+ yf 	nig) 5 en', pero por cuasiconcavidad estricta, 

It f (p,m) + zf (p', m')) > u ( f (p', mi)), contradiciendo el hecho de que f (71,m9 es la demanda óptima 
dado (Y, mg. ■ 
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Notas de clase sobre Equilibrio General. 

Nota 3: Economías de Intercambio. 

Andrés Carvajal 

Universidad del Rosario, Departamento de Economía. acarvaes@banrep.gov.co  

October 14, 2003 

Abstract 

En el trabajo que se ha hecho en los dos cursos anteriores de la secuencia de micro, el análisis se ha 
enfocado o bien en el problema de un agente individualmente considerado, o bien en el mercado de un bien, 
individualmente considerado. Este enfoque puede ser conveniente en algunos casos, pero ignora fenómenos 
de gran importancia, en particular el de cómo lo que ocurre en un mercado afecta el comportamiento, 
deseado o posible, de los individuos en los demás mercados. No me refiero al efecto obvio que se presenta 
cuando los mercados en cuestión son los de bienes substitutos o complementarios: dichos efectos deben 
haber sido estudiados en cursos previos. El punto central es que ahora permitamos que el presupuesto 
que los agentes pueden gastar no sea independiente de los precios. 

Lo que vamos a intentar hacer por medio de la teoría del EG es ambicioso desde tres puntos de vista: 

• Vamos a tratar de analizar simultáneamente la totalidad de mercados de bienes y la determinación de 
sus precios de equilibrio. 

• Vamos, para ello, a endogenizar variables que hasta ahora han sido consideradas como exógenas, en 
particular el ingreso de los agentes. 

• Vamos a intentar todo esto sin utilizar nuevos supuestos, más allá de los que se han utilizado hasta 
ahora en los cursos de microeconomía: 

— Cada agente es descrito por sus preferencias. 

— Cada firma es descrita por su tecnología. 

— Institucionalmente, para cada bien existe un precio que aplica para todos los consumidores y firmas 
de la economía. 

— Cada consumidor maximiza su bienestar por medio de su demanda, tomando los precios como 
dados y sujeto únicamente a no gastar más que el valor de su riqueza. 

— Cada firma maximiza sus ganancias tomando los precios como dados y sujeto únicamente a su 
teconología. 

En este contexto, el concepto de equilibrio que vamos a utilizar es precisamente el de Walras: la economía 
se encuentra en equilibrio cuando los precios son tales que la suma de las demandas individuales óptimas es 
igual a la suma de las ofertas individuales y los bienes pre-existentes. 

¿Por qué es esto equilibrio? Porque los agentes encuentran una situación en la que todos pueden hacer lo 
que consideran más conveniente para ellos mismos. 
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o 
Agente 2 Bien I 

Bien 	 Bien. 

Agente 1 	 Bien 

Como dije con anterioridad, las complicaciones que tenemos que resolver son principalmente generadas 
por los ingresos. Los efectos ingreso, como es bien sabido, son un problema de teoría del comsumidor, y no 
de teoría del productor. Lo que quiero decir es que el problema fundamental de EG contiene los elementos 
más interesantes aún si nos abstraemos de aspectos de producción y consideramos solamente una economía 
de intercambio y de consumo. Esto es precisamente lo que vamos a hacer. 

1 	Una economía de 2 x 2 

A manera introductoria suponga que hay una economía en la que sólo existen dos consumidores y dos bienes, 
y en la que los supuestos de competencia perfecta son satisfechos. 

Denominaremos a los agentes 1 y 2. En general, nos referiremos a. los agentes con el super-índice i. 
Denominaremos a los bienes 1 y 2. En general, nos referiremos a los bienes por el sub-índice 1. Supongamos 
que los mapas de indiferencia que caracterizan a cada agente son como a continuación: 

Supondremos que estas curvas de indiferencia están respectivamente asociadas a funciones de utilidad el 
y u2, cada una de las cuales tiene como dominio el cuadrante no negativo de R2  y como codominio a R. 

Ahora, como estamos suponiendo que ésta es una economía en la que los bienes no se producen sino que 
solamente se intercambian, vamos a suponer que cada agente posee una cantidad no negativa de cada uno de 
los bienes. 

Denotaremos por w3z la cantidad que el agente i posee del bien j. Por ejemplo, w? = 5 quiere decir que 
el agente 2 posee 5 unidades del bien 1. 

La dotación del agente i es el par (wl, wD el cual denotaremos por tu'. (Así, w2  = (3,5) significa que el 
agente 2 tiene, respectivamente, 3 y 5 unidades de los bienes 1 y 2.) Con esto, un segundo componente de la 
caracterización de cada agente es su dotación: 
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Bien 2 	 Bien 2 

w12 

o 
Bien I 

o 
Bien 

Agente 1 	 Agente 2 

De igual forma, dado que los agentes no pueden obtener más bien que su dotación, la cantidad que la 
economía posee de carta bien está determinada por el agregado de las dotaciones individuales. 

1.1 La caja de Edgeworth: 

Consideremos inicialmente el bien 1. Sobre la linea real, la dotación del agente 1 y la dotación agregada son 
respectivamente los puntos mi y eal + wn. La distancia entre estos dos puntos equivale a la dotación del 
agente 2, w?. Gráficamente: 

o 
	

W 	 Bien I 

W
2

1 

Sobre esta última gráfica, hagamos el mismo análisis para el bien 2: 
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Bien 2 

A 

Nadie en esta economía podría 
aspirar a un consumo por fuera de 
esta caja: los bienes simplemente 
no están disponibles. 

wí i + w2: 	Bien 1 

w,I 

Así, completando los lados de la caja obtenemos el conjunto total de valores de los bienes que la economía 
puede factiblemente distribuir. 

Ejemplo 1 Si uO = (6,2) y w2  = (3,5), entonces el total disponible del bien 1 es 9 y del bien 2 es 7. 
Gráficamente: 

Bien 2 

A 

w1 2 + iv22 - 7 

H112 = 5 

2 

o 	 = 6 	+w2i = 9 

w5=3=3 

Denotaremos por xj el consumo del bien 1 por el agente i (es decir, xl = I quiere decir que el agente 1 
consumió 1 unidades del bien 2). 

Denotaremos por xi el consumo del agente i. Es decir: x2  = (x1,4). Así, xt = (1,6) quiere decir que el 
agente 1 consumió, respectivamente, 1 y 6 unidades de los bienes 1 y 2. 

Podemos utilizar los lados superior y derecho de la caja para medir los consumos del agente 2, midiendo 
en el lado superior (y hacia la izquierda) el consumo del bien 1 y en el lado derecho (y hacia abajo) su 
consumo del bien 2. 
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Bien 2 agrete 2 

Bien 2, age 

Ir I. g el 

Bien 7 agente 2 

Con esta convención, dados consumos x1  = 	1) y X 2  = xj, r) podemos estudiar los excesos de 
oferta/demanda simultáneamente: 

Bien 	are 1 

Bien I, arenne 2  

Exceso de demanda 
por el bien 2. 

al I aseo 

I mo
- de ohm 

 

por 
Hen  , 

Ejemplo 2 Supongamos nuevamente que w i  = (6,2) y w2  = (3,5). Supongamos que xl  = (1,6) y x2  = 
(5,3). En este caso, la demanda total por el bien 1 es 7 y por el bien 2 es 9. Esto crea un exceso de oferta 
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de bien 1 por 3 unidades y un exceso de demanda par bien 2 de 2 unidades. Gráficamente: 

Sten 2 amante I 

Si, alternativamente, suponemos que xl = (4,1) y x 2  = (5,3), entonces la oferta y la demanda por bie 
1 son iguales, yero hay ahora un exceso de oferta de bien 2 por 3 unidades. Esto es: 

Bien 2, agente 1 

Ejercicio 1 Con las mismas dotaciones del ejemplo anterior, determine algebraica y gráficamente los excesos
de oferta/demanda correspondientes a los siguientes pares de consumos: 

1. x1  = (2, 5) y x2  = (4, 3) 

2. x1  = (4, 1) y x2  = (6, 5) 

3. x1  = (1,1) y x2  = (3,3) 
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4. xl = (5,5) y x2  = (5, 4) 

5. x1  = (0,7) y 	= (1,1) 

6. , (0,  7) 
y '2 
	(9,  0) 

7. xl = (4, 4) y x2  = (5,3) 

8. x1 = 	y x2  = zu2  

Por supuesto, existen pares de consumos ante los cuales no se generan excesos de oferta o demanda: 

se. 2, agente I 

[Icen 1 agente 2 

Este tipo de pares de consumos que no generan excesos de oferta o demanda se denominan factibles. Un caso 
particular de este tipo de factibilidad ocurre cuando x1 = tor y x2 =102: 

Bien - agente 1  

Bien 1, agente 1 

Bien 2 encelen 

Bien I, anearen 



Este último hecho, que es algebráicamente obvio, lo hubieramos podido encontrar por otro método algo 
más mecánico: 

L Tomemos las gráficas de las dotaciones de cada uno de los agentes: 

Urea 	 Me.. 2 

Bien) 	 Bien I 
O 

Agente 2 Agont.c I 

2. Botemos 180 grados la gráfica correspondiente al agente 2: 

4.zente 2 

Blen 

Bien 2 o 

19 2 

o 
Bien I 

Biza 2 

Agente 1 
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Bien a agente 2 

Bien2  

3. Y ahora empalmemos las dos gráficas de forma tal que los puntos w' y w2  coincidan: 

aten 2. agente 1 

Bien I, agette 1  

Bien E, agente2  

Este mecanismo de rotar el espacio de bienes del agente 2 es muy importante por la siguiente razón: 
recuerde que asociado al espacio de consumo viene el mapa de indiferencia; entonces, al rotar el plano para 
el agente 2, al mismo tiempo estamos rotando su mapa de indiferencias, de forma tal que, implícito en el 
segundo paso tenemos: 

Agente 2 

Agente 1 
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Y por lo tanto, al empalmar las dos gráficas: 

Bien 2, agente I 

Bien 1, agente 2 

2 

O 	 Bien 1, agente 1 

Bien 2, agente 2 

Esta última gráfica se conoce como la Caja de Edgeworth de la economía y es el instrumento básico para el 
análisis gráfico del equilibrio general de una economía de intercambio 2 x 2. 

1.2 El análisis de Walras: 

1.2.1 Los precios y las restricciones presupuestales: 

Como hemos dicho antes, Walras centró su análisis en el intercambio de bienes por medio de mercados en los 
que para todos los bienes está definido un precio al cual todos los agentes pueden comprar o vender el bien. 

Denotaremos el precio del bien / por pi. Así, el par de precios p es (pi, p2). Supondremos que los precios 
son estrictamente positivos. 

Como en teoría del consumidor, en la economía competitiva suponemos que cada consumidor toma los 
precios como dados y determina su demanda de forma tal que maximice su bienestar sujeto únicamente a 
la restricción de que el valor de su consumo a los precios del mercado no supere el valor de su dotación (su 
ingreso) a esos mismos precios. 
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Bien I Bien I 

P 	piw  

P1 

p 1+ p 2w 

Agente 2 	
A  

Gráficamente, a precios p: 

Buen 2 

Donde el area con líneas verf cales en el panel de la izquierda muestra el conjunto presupuestal (demandas 
factibles) a precios p para el consumidor 1 y el area con líneas horizontales en el panel de la derecha muestra 
lo correspondiente al consumidor 2. Como con las curvas de indiferencia, cuando rotamos el espacio de bienes 
del agente 2, su conjunto presupuestal debe también rotarse: 

Bien I 
Bien 2 
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Con esto, al empalmar las gráficas como en la caja de Edgeworth obtenemos: 

Bien 2, agente 1 

Bien t, agente 2 

Bien 1, agente 1 

Agente 1 	
en , agente 2 

donde, nuevamente, el arca con lineas verticales es el conjunto presupuestal para el consumidor 1 (incluído el 
triángulo que sale en la esquina superior izquierda de la caja) y el area con lineas horizontales es el conjunto 
presupuestal del consumidor 2. 

1.2.2 El Equilibrio Walrasiano: 

Consideremos tres casos diferentes: 
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Bien I, agente 2 

2 

Bien 1, agente I o 

Caso 1 El vector de precios es fi y las demandas son 2  y £2, como en la siguiente gtdfica. 

Bien 2, agente I 

Bien 2, agente 2 

En este caso, a los precios fi la canasta yt maximiza el bienestar del agente 1, sujeto a que el valor de su 
consumo no supere el valos de su dotación. Similarmente, la canasta V maximiza el bienestar del agente 2, 
sujeto a que el valor de su consumo no sobrepase el de su dotación. Esta situación, sin embargo, no es de 

equilibrio: hay exceso de oferta del bien 1 y de demanda del bien 2 (es decir, la situación no es factible). 
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2 
W 1 

Bien 1, agente 2 

Bien 1, agente 1 o 

Caso 2 El vector de precios es jLt y las demandas son 	y i, como en la siguiente gráfica: 

Bien 2, agente I 

Bi n 2, agente 2 

En esta situación, las canastas 11  y 	no generan excesos de oferta o demanda en los mercados. Sin 
embargo, la situación no es de equilibrio, pues a los precios la canasta 11  no maximiza el bienestar del 
agente 1 sujeto a la restricción de que el valor de su consumo no supere al de su dotación, ni la canasta 1i2  
io hace con el bienestar del agente 2. 
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Caso 3 El vector de precios es p y las demandas son x1  y x2, como en la siguiente gráfica: 

Bien 2, agente 1 

X
2
1 W

2
1 

Bien 1, agente 2 

X 2 	 2 

0 	 Bien I, agente t 

Bien 2, agente 2 

En este caso, la canasta x1  maximiza el bienestar del agente 1 sujeto a que el valor de su consumo no 
supere al de su dotación. La canasta x2  hace lo mismo con el bienestar del agente 2. Adicionalmente, los 
mercados se equilibran, pues no se generan excesos de oferta o demanda. 

Esta es una situación de equilibrio general como la concibió Walras: cada agente (tornando los precios 
como dados) se encuentra feliz con el resultado del intercambio (pues a esos precios y con su dotación inicial 
el agente no podría estar mejor) y además el intercambio puede realizarse (pues nadie está tratando de vender 
o comprar sin poder hacerlo). 

Formalmente, en nuestra economía de 2 x 2 : 

Definición 1 Dadas las preferencias dedos agentes (el y u2) y sus dotaciones (w1  y w2) un equilibrio general 
es un par compuesto por unos precios p y unas demandas individuales x1  y x2  tales que: 

1. Para cada agente, su demanda maximiza su bienestar sujeto a su restricción presupuestal: 

Pam el agente 1: 

u ( / 	 , 
-E- 	

) x),x2) sujeto a: pixi +P222 (Pim) P2-2 

Para el agente 2: 

22.2 XI, x2) sujeto a: pixi p2x2 Pim?. -1 PM 
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2. Los mercados están en equilibrio 

Para el bien 1: 
2 

X1
1 
 + XI

2 
 = 	W1 

Pata el bien 2: 
= W21  + UY1 

Ejemplo 3 Supongamos que 

ul (71,x2)   = N/X1x2 

u2  (XI, x2) = 	7-LX2 

w1 	(1,1) 

W2 	(1,1) 

Dados estos datos, el problema pam el consumidor 1 es: 

max fi-172 sujeto a: pixi +p2x2 	+ P2 

cuya solución es 

I pi +p2 
2 pi  

+p2 
2 p2 

Dado que el problema de 2 es idéntico: 

PI +P2 

2 Pi 
1P1 +P2 
2 P2 

Ahora busquemos precios pi y P2  tales que los mercados se equilibren con estas demandas: 

xi 092,p2) + (ppp2) = 

(21,p2) +PI (ppp2) = 

Substituyendo: 

1 P + P2 ± 1 Pi + P2 

2 pi 	2 Pi 
1 pi  +p2 ± 1  + P2 

2 p2 	2 P2 

Este sistema tiene infinitas soluciones. Cualquier par de pi y p2 que satisfaga que pi > O y pi = P2 soluciona 
el sistema_ Por tanto, p = (1, 1), x1  = x1  (1, I) = (1,1) y x2  = x2  (1,1) = (1,1) es un equilibrio general. 

W1
2  

1 + 1 

1 + 1 
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Gráficamente: 
Bien 2, agenic I 

Bien 1.agenc 

Bien 2 alaue 2 

Nota técnica 1 Cuando la restricción presupuestal de un agente está dada por el valor de una dotación,su 
demanda no cambia si uno multiplica todos los precios por una constante positiva. Por esta razón, en cualquier 
ecconomfa hay un número infinito de vectores de precios de equilibrio: si p = (m, p2) es un vector de precios 
de equilibrio, también lo son (2p1, 2p2), (gpe, by2), (500p1, 500p2 ) y, en general, cualquier producto de p 
por un número positivo. Por esta razón, uno suele "normalizar" los precios fijando, por ejemplo, pi.  =1 o 
requiriendo que y: +p2  et 1. 

Ejercicio 2 Encuentre los equilibrios de las siguientes economías: 

1. 141 (x1, x2) 	2/22C112) u2 (X1) x2) 	V/X1X2, w1  = (2) 1) y w2 -2/1  (1,1) 

2. u1  (x1,x2)= xT6116  , u2  (xi, x2) = 44x14, w1  = (2,2) y w2  = (0,0) 

3. (Más difícil) Para 0 < a < 1 y 0 < b < 1, u1  (x1,x2) = xixz a, u2  (ti,t2) = 
w3  arbitrarios. 

-b 
I U)  y 

1.2.3 La ley de WaLras: 

Retomemos el ejemplo 3. Supongamos que sólo hubiéramos buscado los precios que ajustan la oferta y la 
demanda del bienl: 

XI
1 
 ( /91) P2) +x1 (P13 P2) = 1 + P

2
. 

Es decir que, 
1 pi +p2 1 pi +P2  

= 1+ 1 
2  te. 

o, lo que es igual: 
PI + P2  

PI 

Si normalizamos pi = 1, es claro que p2 = 1 soluciona el problema. 
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Lo importante que tenemos que observar es que ¡sólo considerando el bien 1, obtenemos los mismos 
precios de equilibrio que cuando consideramos ambos bienes! Es obvio que estos precios también equilibran 
el mercado del bien 2. 

El punto es que en esta economía en la que los agentes toman sus decisiones maximizando su propio 
bienestar, si uno de los mercados se ha ajustado, también el otro, de manera automática debe haberlo hecho. 
Es fácil ver esto gráficamente, dados unos precios p: 

Bien 2, agente 1 

Bien I, agente 2 

Bien 1, agente I 

Bien 2 agente 2 

En este caso, el mercado del bien 2 se ha ajustado. Como ya sabemo , para que el mercado del bien 1 no se 
encuentre en equilibrio, tendría que ocurrir que los puntos xl y 12  no coincidan en la gráfica. Pero como el 
mercado del bien 2 se ha ajustado, tiene que ser que xl  y x2  se encuen ran en la linea horizontal contínua que 
pasa por el punto e, pero siendo (al menos uno de ellos) diferente de e (por ejemplo, si xr = a y 12  = b, hay 
exceso de oferta del bien 1; si, por el contrario, xl = b y x2  = a, entonces el exceso es de demanda). Pero como 
estamos suponiendo que los agentes prefieren consumir más que consumir menos, entonces estos puntos, que 
están estrictamente por debajo de las restricciones presupuestales, no pueden ser óptimos individualmente. 
Puesto de otra forma, dados xl y x2, el hecho de que los agentes escojan sus demandas de manera óptima 
implica que, gráficamente, xi = e y x2  = e y que, por tanto, el bien 1 también se ajuste. 

Otra forma de ver este hecho es la siguiente. Dados precios p, supongamos que xl y 12  son como en el 
gráfico a continuación: 
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Bien I, ugen,a2 

Bien L xe 

Bien 2 agente 2 

En este caso, m, es exceso de oferta de bien 1 y (12 es exceso de demanda por bien 2. Ahora, dado que todos 
los puntos sobre la linea presupuestal del agente 1 cuestan lo mismo a precios p, debe ser que la suma de los 
valores de estos excesos es cero: adoptando la convención qi < O y 92 > O, tenemos que mi + p2q2 = O. De 
este resultado se sigue que, dado que pi, y P2  son positivos, si uno de los dos excesos se redujera a cero, lo 
mismo tendría que pasar con el otro. 

Nota técnica 2 Nótese que para que nuestros argumentos sean validos necesitamos suponer que cada agente, 
al escoger óptimamente su canasta de consumo, siempre escoge un punto en la linea presupuestal. Pata esto 

es suficiente suponer manotonicidad. 

Lo que hemos hecho es argumentar lo siguiente: 

Teorema 1 Si los agentes de una economía 2 x 2 escogen sus demandas óptimamente, el equilibrio entre 
oferta y demanda en uno de los mercados implica el mismo equilibrio en el otro mercado. 

1.3 El análisis de Pareto: 

1.3.1 Eficiencia: 

Recordemos que Pareto tenía una concepción de lo que debía entenderse como equilibrio diferente a la que 
había propuesto Walras. Para él, los resultados del intercambio en los cuales la economía no encontraría 
impulsos para abandonarlos eran aquellos en los cuales la tensión entre lo que es posible y lo que es deseable 
es máxima en el sentido de que, dados los recursos de que dispone la economía, mejorar el bienestar de uno 
de los agentes implica empeorar el de algún otro. 

Utilizando nuevamente la caja de Edgeworth, consideremos los siguientes casos: 
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Caso 4 Considere la asionación 

Bien 'agente) 

Bien 2, agente 2 

La asignación y no es socialmente eficiente. Si la economía se moviera a la asignación x', la cual es factible, 
ambos agentes experimentarían una mejora en su bienestar. Nótese, sin embargo, que para argumentar que Y 
es ineficiente no hace falta que los dos agentes mejoren: en una asignación como x", que también es factible, 
el agente 1 está estrictamente mejor y el agente 2 no ha empeorado, lo cual es suficiente para decir que Y no 
era eficiente. 

Caso 5 Considere la asignación r: 

Bien 2. agente 

Manteniendo constante el tamaño de la caja, mejorar el bienestar del agente 1 implicaría lograr una 
asignación arriba/a la derecha de su curva de indiferencia, lo cual implicaría deteriorar el bienestar del 
agente 2. De la misma forma, mejorar la situación del agente 2 equivale a lograr una asignación abajo/a la 
izquierda de su curva de indiferencia, lo cual dejaría al agente 1 en una situación estrictamente peor. Esta 
es la situación de eficiencia social que Pareto visualizaba: es imposible lograr una mejora para algún agente 
de la economía sin al mismo tiempo imponer a algún otro agente un deterioro en su bienestar. Así: 
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Definición 2 Una asignación (factible) tx 1,x2) es eficiente en el sentido de Pareto (o es un punto de Pareto) 
si no existe otra asignación (V, -i2) que sea factible, que dé a uno de los agentes más bienestar y dé al otro 
agente al menos el mismo bienestar. 

Nota técnica 3 Nótese que para la definición de eficiencia de Pareto las dotaciones individuales no $071 

importantes más allá de que ellas determinan el tamaño de la caja de Edgeworth (y debería ser obvio que, 
en general, para una caja dada hay infinidad de posibles pares de dotaciones que la generan como Caja de 
Edgeworth). 

1.3.2 La curva de contrato: 

Es fácil ver que en una economía pueden existir muchas asignaciones diferentes que son eficientes en el sentido 
de Pareto. Por ejemplo: dar todo al agente 1 y nada al agente 2, o nada al 1 y todo al 2 son ambas asignaciones 
eficientes. Es más, con las curvas de indiferencia habituales también se suele encontrar otras masignaciones 
de Pareto: 

n Zapare 2 

21 



En este caso lo puntos a, b, e, d y e son todos eficientes. El conjunto de todos los puntos de Pareto de una 
economía es conocido corno su curva de contrato: 

Bien 2, agente 2 

La razón para este nombre es que es de presumir que todos los contratos de intercambio entre agentes 
de esta economía arrojarán asignaciones que se encuentran en esta curva; de lo contrario, al menos uno de 
los agentes estaría desaprovechando una oportunidad, aceptable por el otro agente, de intercambiar y lograr 
para sí una mejora). 

Metodológicamente, es claro que en el interior de la caja de Edgeworth los puntod de Pareto son aquellos 
en los que las curvas de indiferencia de los agentes son tangentes. Cuando las preferencias tienen asociadas 
funciones de utilidad para las cuales uno puede encontrar derivadas, esta tangencia se traduce en igualdad 
entre las tasas marginales de sustitución: 

Ejemplo 4 Supongamos que 

ur  (m, xo) ilxix2 
u2  (xi, xr)  

(1,1) 

w 2 	(1,1) 

Es claro que en el borde de la Caja de Edgeworth los ?Micos puntos de pareto son (xl = (2,2), x2  = (O, O)) 
y (xl = (0, 0) , x2  = (2, 2)). Ahora, consideremos el interior de la caja. Dado que podemos diferencias las 
funciones de utilidad: 

TMS' 

y, similarmente: 

TMS2  
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Consideremos la caja de esta economía: 

Bhtn. 2, agente ,  

BE I E, gen 

Bien 2, agente 2 

Ejercicio 3 Encuentre la curva de contrato de las siguientes economías: 

1. u1  (x1,  x2) = /Cx2, u2  (x 1, xy) = N sr 	= (2,1) y w2  = (1,1) . 

u' (x,, x2) = 	x1-6  u (xj,, x2) = 4.4x2.4, tul  = (2,2) y w2 	(O, O) . 

3. (Más difícil) u1 	x2) = 2x1 + x2, u2  (x1,  x2) = 	2x2, zul  = (1,1) y w2  = (1,1) 

1.3.3 El análisis de Edgeworth: 

Como hemos visto con anterioridad, la definición de los puntos de Pareto de una economía sólo depende 
de las dotaciones de los agentes en cuanto éstas definen el tamaño de la caja de Edgeworth. Sin embargo, 
una vez lás dotaciones han sido establecidas, hay puntos de Pareto que uno no encontraría razonables como 
resultado de intercambio voluntario. Por ejemplo, si hay un agente que tiene dotación positiva de ambos 
bienes, no parece razonable que el intercambio lo lleve a no consumir nada de ninguno de ellos. A pesar 
de que la asignación en la que este individuo no consume nada es punto de Pareto, el agente no tiene por 
qué aceptarla: simplemente retirándose del intercambio y consumiendo su dotación, el agente lograría para 
sí una mejora en bienestar. Bajo esta lógica, se concluye que ningún agente debería aceptar como resultado 
de intercambio voluntario una asignación en la que su consumo le otorga menor bienestar que su dotación 
inicial. 

En el siguiente gráfico, el agente 1, por simples consideraciones individuales, se opondría a una asignación 
como x', mientras que el agente 2, por su simple racionalidad, se opondría a una asignación como x. Por 
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consideraciones individuales, sin embargo, ninguno de los dos se opondría a una asignación como x'''. 

Bien It agente 1 

Bien ',agente 

Bien 2, agente 

Este simple hecho no quiere decir sin embargo, que la canasta x no sea objetada por nadie. Si pensamos 
en el par de agentes como una sociedad que se preocupa por su bienestar conjunto y, como en el próximo 
gráfico, resulta que x no está sobre la curva de contrato, sabemos que la sociedad {1, 2} se opondría a la 
asignación x'. 

Bien 2. agente 1 

Bien 2, agente 2 
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Ahora, consideremos la asignación x del siguiente gráfico: 

Bien 2, agente I 

Bien'. asea.' 

B]en 2, agentc 2 

Respecto a x, ninguno de los agentes en forma individual, ni la coalición {1, 2} presentarían una objeción. 
El conjunto de asignaciones de esta economía que satisfacen esta propiedad se denomina el Núcleo de la 
Economía. Gráficamente: 

Bien 2. agente 1 

Bien) 

Bien I. a nt 

B10 2, agente 2 

Formalmente: 

Definición 3 En una economía de intercambio de 2 x 2, el Núcleo es el conjunto de asignaciones factibles 
que son eficientes en el sentido de Pardo, y que cada agente encuentra superiores o indiferentes a su propia 
dotación. 

Ejemplo 5 Supongamos que: 

ut (x1x2) 	X2  

u2 (xi, x2) 	•ixix2 
wi 	(1,1) 

w2 	(1,1) 
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Busquemos las canastas de consumo a las que el agente 1 no tendría una objeción. Estas son, (x1, x1) tal 
que 

1))(xl, 	> 	wl) 

es decir, 

) 
	

1 

Y similarmente para el agente 2: 
: xlx1 > 1 

(evidentemente, esto descarta cualquier punto en los bordes de la Caja). 
Ahora, sabemos por el ejemplo 4  que las asignaciones eficientes (a las que la coalición {1, 2} no se 

opondría) satisfacen: 
1 	2 22 2c2 

XI 	2, 2  

mientras que por factibilidad: 

= 2 

2 

Esto último implica: 

122 > 1 

(2 — xl)(2 	> 1 

22 	2— xá  

2— x}  

Despejando de la uttima de estas ecuaciones: 

2x — 	= 2x1 — x 

De donde se concluye que' 

(x1)2  > 1 
21  > 1 _ 

y que2  

(2 — x1)2  > 1 

2—x1> 1 

Es decir: 

1 < x1 <1 

Por tanto, el núcleo de esta economía es el conjunto {x} con x = (x },x2). ( (1, 1), (1, 1)) 

Nota técnica 4 Note que el núcleo depende de las dotaciones de los agentes, más allá del tamaño de la 
Caja de Edgeworth. 

Por no negatividad, sabemos que 21 ,2 
2 Por terribilidad y no negatividad sabemos que 	2 
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Nota técnica 5 Considere los ejemplos 3, 4 y 5. Note que, como es obvio, el punto que constituye el 
núcleo de la economía es un punto de Pareto. Note, ademas, que la asignación que resulta como equilibrio 
Walrasiano es también punto de Pateta. A1)92 más, ¡esta asignación pertenece al núcleo de la economíal. 

Ejercicio 4 Encuentre el núcleo de las siguientes economías: 

1. u' 	l2) = Jx1xs, u2  (I17 X2) = VX1r2, w1=  (2,1) y w2  = (1,1) 

2. u1 	x2) = x
ó exys

, u2  (xl, x2) = x?' x1-4  , 2o1  = (2, 2) y w2  = 	0) . 

3. u1  (X), X2) = 2r1 + x2, u2  (X1,222) —  x1 + 2x2, w1  = (1, 1) y 102  = (1,1) 

1.4 Un ejemplo: 

El ejemplo que hemos venido trabajando es didáctico en el sentido de que todo es muy sencillo, pero tiene 
el probelma de que puede dar impresiones erróneas. A continuación trabajamos un ejemplo en el que las 
cosas no funcionan tan bien. Debe notarse que en este caso, aunque las preferencias no son estríctamente 
monótonas ni estrictamente cuasicóncavas, sí son monótonas y cuasicóncavas: 

Suponemos que 

min {xi , 2x2} 

min {2xt, x2} 

(3,1) 

(1, 3) 

Nuestro objetivo es encontrar el equilibrio general, la curva de contrato y el núcleo, y verificar las relaciones 
existentes entre ellos: 

1.4.1 Los mapas de indiferencia y la caja de Edgeworth: 

Los mapas de indiferencia de los agentes son: 

Bien 	 Bleu 2 

A 

o 
Agente 1 
	

Bien 1 	 Agente 2 	 Bien, 
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Y por lo tanto la Caja de Edgevvorth es: 

Bien 2, agenre I 

1.4.2 El equilibrio general: 

Existen infinitos equilibrios generales: ((1,1), (1, 	, 	4)), ((1,0), (3,24) , (1,4— 34)) con XI E [y,2] o 
((o,i), (1,4 , (3,4 — x1)) con XI E [2, . 

Nota técnica 6 Nótese que hubiera sido mejor normalizar los precios a pi  + p2  = 1. 

1.4.3 Curva de Contratos: 

De las preferencias de los agentes es obvio que la curva de contratos es el área sombreada en el siguiente 
gráfico: 

Bien 2, agente I 

Bien 1, agente 1 

28 



1.4.4 El Núcleo: 

Dadas las dotaciones iniciales, se tiene que el núcleo es el área sombreada en el siguiente gráfico: 

Bien 2, agente 1 

o 

2 El problema General 

Nuestro análisis gráfico de la economía 2 x 2 ilustra muchos conceptos, pero está muy lejos de ser realista (en 
particular, porque si es cierto que en una economía hay sólo dos agentes, entonces no parece muy razonable 
que ellos tomen los precios corno dados). En esta sección vamos a generalizar nuestro modelo tanto en número 
de agentes como en número de bienes, y vamos a estudiar las propiedades que él implica. Por supuesto, para el 
modelo general la herramienta gráfica es inaplicable y tendremos que recurrir al análisis matemático. Cuando 
hacer esto sea razonable en términos de su complicación, lo haremos. Cuando las complicaciones del análisis 
formal sean demasiadas, recurriremos a la simplificación que nos brinda el análisis gráfico 2 x 2. 

Supondremos ahora que existen 1 > 1 jugadores, que denotaremos por i = 1, 2,...,1. Supondremos que 
hay L > 1 bienes, que denotaremos por 1 = 1, 2, ..., L. Como antes, supondremos que los bienes no pueden 
ser consumidos en cantidades negativas, de forma tal que el espacio de consumo de los agentes de Rt. 

Por simplicidad de notación, supondremos que cada agente i posee una función de utilidad u' que repre-
senta sus preferencias (recordemos que lo que es verdaderamente importante es el mapa de indiferencia que 
estas preferencias tienen asociado, más que el valor exacto que tomen estas funciones). 

Denotaremos por x7 el consumo del agente i del bien 1. Como hemos supuesto, xl > 0. Denotaremos x' 
la canasta de consumo del agente i, es decir (xl xá 	4) Lo que queremos decir cuando afirmamos que a' 
representa las preferencias del agente i, es que si tenemos dos canastas x y x', (x) > (x1 ) ocurre si y sólo 
si la canasta x es juzgada por i como indiferente o superior a la canasta x'. 

Supondremos que las preferencias de los agentes satisfacen propiedades habituales:tienen funciones de 
utilidad continuas, estrictamente cuasicóncavas y estrictamente monótonas. 
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Como nos mantendremos bajo el paradigma de la economía de intercambio, supondremos que los agentes 
poseen dotaciones no negativas de los bienes. Así, nit será la dotación que el agente i posee del bien 1. 
Nuestro supuesto es que int > O. Denotaremos por su' la canasta de bienes que el agente i posee. Como 
antes, tu' = (wt, 	ud, ). 

2.1 El Análisis Walrasiano: 

Denotaremos el precio del bien 1 por pi. Dado el primero de los supuestos que introdujimos en la sección 
anterior, sólo necesitamos considerar precios estrictamente positivos, de forma que pi > O. Denotaremos por 
p el vector de precios p = (pa, P2, -1/1//)' 

Nuevamente, supondremos que los agentes toman los precios como dados y que la única restricción que 
consideran es que el valor de su consumo no supere el valor de su riqueza a los precios dados Así, para 
precios p el agente i considerará como factible cualquier canasta x = (x l , xq, 	c L ) tal que 

Epixi 

Una vez más, una asignación es un vector x = (xi, x2, ..., xl) que especifica para cada agente i una canasta 
de consumo xt (en la que todos los bienes aparecen en cantidades no negativas: x` E Rí). Una asignación es 
factible si no requiere mas o menos que la cantidad total que hay disponible de los bienes: x = (xt, xi ) es 
factible si 

	 = W1  
z=1 	1=1 

La intuición de lo que Walras definió como equilibrio general es la misma que antes. Equilibrio es un 
vector de precios y una asignación tales que, (1) para cada agente, su canasta correspondiente en la asignación 
es óptima desde el punto de vista de sus preferencias y su restricción presupuestal a los precios dados, y (ii) 
para cada bien la oferta y la demanda totales son iguales. 

Aquí no podemos intentar un análisis gráfico, y debemos pa  ar directamente a la definición formal. 

Definición 4 Un equilibrio general para una economía como la descrita es un par compuesto por un vector 
de precios p y una asignación x = (x1,...,x1) tal que: 

(i) Cada agente maximice su utilidad a los precios dados: para todo i, 

ut(x%) = max 	s.a. Epixi <Epiul 
1=1 

(ti) Todos los mercados se ajusten: 

Ex'=2_,w° 
1=1 	1=1 

Bajo este concepto más general, una generalización de la ley de Walras también aplica. Si la canasta 
ri es óptima para el agente i a los precios p (es decir, si satisface la condición (i) de la definición anterior), 
entonces debe satisfacer que 

Eptx7=Epitul 
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Sumando para todos los agentes, obtenemos 

I L 	 I L 

>  >  nxl= E E nwl 
i =1 .1=1 	i=1 l=1 

lo que podemos reescribir como 

( 

L 	I 

PI E (24 — wi)) = o 
__, 	,=i 

Ahora, supongamos que para los L — 1 primeros bienes el mercado se ha equilibrado, de forma tal que para 
todo / = 1, 2, ..., L —1 

L (r1— w1) = o 

Esto implica que 

>  (xig  — Mg) = O 

y como, bajo nuestros supuestos, pL > O, se sigue que el L-ésimo mercado también debe estar en equilibrio: 

E(wit — )4) = o 
t=1  

Lo que hemos argumentado es entonces lo siguiente: 

Teorema 2 (La ley de Walras) Bajo nuestros supuestos, en una economía de intercambio con L bienes, si 
los agentes escogen sus demandas óptimamente, el equilibrio entre oferta y demanda en L-1 de los mercados 
implica el mismo equilibrio en el mercado restante. 

2.2 El Análisis de Pareto 

El tipo de eficiencia que Pareto tenía en mente también es fácil de generalizar a cualquier número de bienes 
y consumidores. Recuerde que en análisis paretiano no nos ocupamos por precios, pero mantenemos que los 
agentes están caracterizados por preferencias y dotaciones. Con estos elementos, el concepto de eficiencia 
paretiana es nuevamente aquella situación en la que dada la dotación de bienes de la economía, es imposible 
mejorar la situación de algún agente, sin empeorar la de algún otro. 

Nuevamente, no podemos en el caso general aspirar a representar gráficamente el concepto de Punto de 
Pareto o a obtener la curva de contratos. Pasamos por tanto directamente a la definición formal: 

Definición 5 En una economía como la descrita, una asignación factible x = (x1,12,...,x1) es eficiente en 
el sentido de Pareto (o es un punto de Pareto) si no existe otra asginación factible = 	,...,511) tal que 
para todo agente i, ut(r)> ni(xi) y para al menos un agente i", ni' (2r) > 	(x''). 

2.3 El Análisis de Edgeworth 

Generalizar los conceptos de equilibrio Walrasiano y eficiencia Paretiana fué relativamente sencillo. En el 
caso del núcleo, las cosas ya no son tan sencillas. Ya no es suficiente que las asignaciones sean eficientes 
de Pareto y sean consideradas por cada agente al menos tan deseables como su propia dotación. Recuerde 
que lo que Edgeworth tenía en mente con su concepto era definir aquellas situaciones ante las que ningún 
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agente ni grupo de agentes tendrían una objeción, en el sentido de que simplemente aislándose del intercambio 
podría lograr para sí mismo o para sus miembros una mejora. Cuando sólo teníamos dos agentes, definir este 
concepto era fácil, pues sólo teníamos que considerar a los agentes individualmente y a la sociedad como un 
todo. ¡Cuando hay más de dos agentes tenemos que considerar "coaliciones" que tienen más de un agente, 
pero que no son la sociedad completa! 

Para incorporar esta dificultad, introduciremos un concepto que no habíamos definido anteriormente: 

Definición 6 La coalición de agentes {i},i2,...,ij} tiene una objeción a la asignación x = 	x2, ...,21) si 
existe para cada uno de esos agentes una canasta E`i tales que 

(i) Las canastas son factibles desde el punto de vista de la coalición: 

}C}̀  	 = 	 Wt2 	 Wij  

(ii) Todos los miembros de la coalición encuentran a r7  al menos tan deseable como fi : 

u" (E") > u" (x"),2P2  (E2) > 	(x.2), 	(E}  ) > } (x}') 

(iii) Al menos un miembro de la coalición i; prefiere estrictamente P; a x';: 

u2; (i"; ) > 	) 

El punto del concepto de objeción es que la "coalición" de agentes se retiraría de cualquier intercambio 
que encuentre objetable: 

(i) el agente i3t convencería a sus compañeros, pues él ganaría y los demás no perderían; 
(ii) por otra parte, ellos pueden lograr esa mejor situación por sí mismos: no necesitan las dotaciones 

de los demás para lograrlo. 
Con esta definición, es muy fácil definir el núcleo de una economía: 

Definición 7 El núcleo de una economía como la descrita es aquel conjunto de asignaciones factibles a las 
cuales ninguna coalición de agentes tiene una objeción. 

Ejercicio 5 Demuestre que en una economía con sólo dos agentes la definición de Núcleo (definición 6) es 
equivalente a la definición 3. 

Ejercicio 6 Demuestre que en cualquier economía de intercambio, el núcleo es un subconjunto del conjunto 
de puntos de Pardo. 

3 Análisis Positivo del Equilibrio Walrasiano: 

Como hemos dicho con anterioridad, el estándar que Arrow y Debreu impusieron en economía implica que 
cuando quiera que una definición de equilibrio sea propuesta, esta se acompañe de un profundo estudio de 
sus propiedades positivas. En un mundo ideal, nuestro equilibrio habría de satisfacer lo siguiente: (i) siempre 
existir; (ii.) ser único; (iii) ser siempre estable bajo algún mecanismo natural de ajuste; (iv) permitirle a uno 
refutar la hipótesis de equilibrio con base en evidencia empírica. En esta sección nos vamos a dedicar a 
estudiar estos aspectos, en la medida en la que la complejidad técnica nos lo permita. 
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3.1 Existencia: 

3.1.1 Una introducción a los Teoremas de Punto Fijo: 

Considere el siguiente problema: dado el siguiente gráfico, 

intentemos trazar una gráfica contínua que conecte el tramo A con el tramo B y no cruce la diagonal de 45'. 
Esto es evidentemente imposible. Como en el siguiente gráfico, 

R 

cualquier gráfica continua tendrá por lo menos un punto en el cual la coordenada horizontal será igual a la 
coordenada vertical. Esto es: 

Teorema 3 Para cualquier función f : [0,1] 	[0,1] que sea contínua, existe x* E [0, 1] tal que f (x")= x*.  

Este ejemplo ha sido didáctico, pero no tiene la generalidad que uno quisiera. En general, f no tiene 
que ser una función que relacione [0,1] con sí mismo. Lo que necesitamos requerir es lo siguiente: (i) que 
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la función sea contínua; (ii) que el dominio y el codominio sean el mismo conjunto; (iii) que este conjunto 
tenga un principio y un fin, es decir, que no vaya hasta infinito o hasta menos infinito (acotado); (iv) que 
el conjunto contenga sus puntos límite, o su borde (cerrado); (y) que uno pueda trazar una linea entre dos 
puntos cualesquiera de este conjunto, sin que ésta se salga del conjunto (convexo). Con estas propiedades, 
uno siempre encontrará un punto en el dominio que sea igual a su imagen bajo f. 

Por ejemplo, si tomamos el siguiente conjunto: 

P2  = {(PI,P2) E lej I pi +P2 = 

que tiene la siguiente forma 

y es por tanto, acotado, cerrado y convexo, y trazamos una función cualquiera, 

f p2 P2 

que sea contínua, siempre existirá (Pi, p'2 ) tal que 

J (211:411`) = 	/D 

Esto lo podemos linón para cualquier dimensión: si tenemos L > 1 bienes, y definimos 

q 

PL  = {(PirPs, • ,Pt) EX I En = 1-} 

entonces, 

Teorema 4 Pato cualquier función f PL PL  que sea contínua, erzste un punto p* = 	pi) tal 
que 

f = P*  

3.1.2 El Subastados Walrasiano: 

Walras tenía en mente un proceso de ajuste de precios que correspondería a lo intuitivamente obvio: si un 
mercado muestra exceso de demanda, su precio (relativo) debe subir, y si un mercado muestra exceso de 
oferta, su precio debe bajar. 

34 



Nótese, sin embargo, un gran problema que tiene el modelo de equilibrio general: en física, uno comienza 
el análisis son un proceso dinámico (por ejemplo, la moción de un péndulo) y el equilibrio aparece, de manera 
natural, como la situación en la que las fuerzas dinámicas se cancelan. En equilibrio general, como en muchas 
otras teorías económicas, ¡formulamos conceptos de equilibrio que no provienen de una dinámica previal. 
Puesto en otras palabras: Equilibrio General nos describe precios ante los cuales no pareceríamos tener por 
qué movernos, pero no nos dice cómo llegamos a ellos. 

Lo más cercano que tenemos a un proceso dinámico de ajuste fue mi artefacto que Walras denominó el 
Tatonador (subastador) y que hacía exactamente lo que hemos dicho previamente: mover los precios en la 
dirección indicada por los excesos de demanda. 

Así, supongamos una economía como la descrita en la sección anterior. Denotemos, para precios nor-
malizados p E PL, la demanda del agente i por xt(p). La demanda agregada a precios y se denotará por 
x(p): 

xA(P)= 	(p) 

y la función de exceso de demanda a precios p: 

z(p) = (zi (p), 	zL(P))= xA(P)— 	wz 

Lo que el subastador va a hacer es subir los precios de aquellos bienes 1 para los cuales (p) > O y bajar 
los precios de aquellos para los cuales zt(p) < O (exceso de oferta). 

La forma más sencilla de lograr esto sería la siguiente: ante los precios p el subastador reaccionaría 
definiendo los nuevos precios: 

P + z(p) 

Aquí, sin embargo, el subastador encuentra un problema, para un bien con un "gran" exceso de oferta, el 
precio pl que él definiría sería negativo. Esto no puede ser, y por lo tanto él decide lo siguiente: si el precio 
7/ que resulta con la regla anterior es no negativo, entonces él deja ese 	Si llega a ser negativo, entonces el 
nuevo precio será cero. Esto es ante precios p, él reacciona con los siguientes precios: para el bien 1, 

= M ax {pi + zi(p), O} 

Ahora, el subastador enfrenta un nuevo problema: estos precios p no necesariamente estarán normalizados 
(como sí lo estará por supuesto p). Esto lo soluciona el subastador de manera muy fácil. Definamos para 
cada 1 una función: 

Y1(74 = Md-T{Pt + 	O} 

entonces, ante precios p el subastador reacciona con 

J9i(P)  
Pi 	L 

Ee—, sor (P) 

Nota técnica 7 Para poder hacer esto, necesitamos tener garantía de que Ef_i  sol  (p) > O. Debería ser claro 
que la ley de Walras tiene esta implicación. 
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Pi = pi + zl(p) 

lo cual implica que z1(p)= O. 
Si, por otra parte, pi = O, entonces, 

= O y z1 (p)< O 

Bajo nuestros supuestos esto no tiene lógica: un bien que es gratis estaría en exceso de oferta. Descartando 
esta posibilidad, hemos encontrado que a los precios de p, z(p) = O. ¡Estos son precios de equilibrio general! 

Nota técnica 8 Nuestra prueba tiene un pequeño problema cuando alguno de los precios se hace cera (la 
demanda puede no estar definida). Uno puede evitar este problema, pero esto es un argumento fundamental 
mente técnico que no hace falta estudiar aquí. Además, aquí hemos implícitamente que las demandas de los 
agentes a precios dados están definida de manen única. Con teoremas de punto fijo más potentes se puede 
tratar el problema cuando las preferencias simplemente son cuasicónavas, dado que la demanda en este caso 
será de valores convexos y heruicontínua superior.. 

3.2 Otros aspectos positivos del modelo de Equilibrio General: 

Como acabamos de ver, el resultado positivo más importante que puede demandarse de un concepto de 
equilibrio, sin existencia, es obtenido bajo los supuestos habituales. La siguiente pregunta que uno suele 
formularse en términos de análisis positivo es la de unicidad, y luego algo que suele ser relacionado, la de 
estabilidad. Infortunadamente, las técnicas que necesitaríamos utilizar para el tratamiento profundo de estos 
temas están muy por encima del nivel de este curso, y nos contentaremos con un recuento simple de estos 
resultados. 

Antes de analizar estos aspectos positivos, introduciremos el siguiente resultado: 
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Por construcción, si ps  = (74,p1, p2,) es obtenido a partir de la anterior ecuación, tenemos que p' E PL. 
Por tanto, podemos hacer explícita la notación, definiendo una función f : PL  —)PL, donde, 

f (p) = (fi(p), f2(P), 	fL(P)) 

wi(P)P2(P) 	 L(P)  

E1,4 i(P) EI -192i (P) 	91(P)
) 

3.1.3 Existencia del Equilibrio General: 

Utilizando la definición anterior del subastador Walrasiano, es relativamente sencillo demostrar que, bajo 
los supuestos habituales, el equilibrio Walrasiano siempre existe. 

El punto es el siguiente: bajo los supuestos habituales, cada función de demanda x' es contínua (es 
suficiente que las preferencias de i tengan asociada una función de utilidad continua). Esto implica que xA, 
y por tanto z, son funciones continuas, lo cual implica que la función f del subastador es también continua. 

Por el teorema 4, entonces sabemos que existe p E PL  tal que 

P=f(P) 

Ignoremos por simplicidad el denominador de la definición de f, lo cual no es un problema, por la 
homogeneidad de las demandas. Lo que hemos encontrado es que para cada 1, 

= irlax{Pi + zt(p), O} 

Si pi > O, tiene que ser porque 



3.2.1 El Teorema SMD: 

De manera independiente, tres economistas muy famosos, Hugo Sonnenschein, Rolf Mantel y el ya conocido 
Gerard Debreu, estudiaron las propiedades que la estructura habitual del modelo de equilibrio general impone 
en la función de exceso de demanda agregada, Z, que introdujimos previamente. 

El resultado fué negativo, en el sentido de qye prácticamente ninguna propiedad es impuesta. 
Supongamos que definimos el conjunto de precios normalizados P como antes. Debería ser obvio que para 

todo p E P, 

ptzz (A) = 
1=1 

(es decir, la Ley de Walras). 
El resultado que Sonnenschein, Mantel yDebreu obtuvieron puede resumirse como que esa es la única 

propiedad que una función de exceso de demanda tiene que satisfacer. 
En particular, ellos demostraron que si a uno le dan una función z : P R tal que satisfaga la ley de 

Walras: para todo p E P, 

PIzz(29) = O 
1=1 

Uno siempre puede encontrar una economía (es decir, unos consumidores descritos por unas preferencias y 
unas dotaciones) tal que z es la función de exceso de demanda agregada de esa economía (esto ocurre en 
todo P salvo cuando uno está muy cerca de precios que se hacen cero). La única condición es que uno pueda 
construir al menos tantos consumidores como bienes. 

Este resultado se conoce como el teorema SMD (o SDM). A continuación vamos a utilizar este resultado 
para estudiar las otras propiedades positivas del modelo de Equilibrio General. 

3.2.2 Unicidad: 

Lo primero que se concluye del SMD es que no hay por qué esperar que el Equilibrio General sea único: no 
hay ninguna razón por la cual la función Z de una economía sólo deba tener un punto p en P en el cual 
Z(p) = O. 

Por ejemplo, ignorando la dimensionalidacl del problema, uno podría tener que Z luce como en el siguiente 
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gráfico: 

En cuyo caso tendríamos tres precios (normalizados) de equilibrio. Esto no debería resultar sorprendente: 
por una parte, nosotros ya hemos obtenido multiplicidad de equilibrios en algunos de nuestros ejemplos; por 
otra, los teoremas de punto fijo, como el que utilizamos para demostrar existencia, aseguran que un punto 
fijo existe pero no que es único. 

Como hemos dicho con anterioridad, Arrow demostró que las condiciones para que el equilibrio sea 
único son extremas (básicamente, que todos los agentes sean Cobb-Douglas). Debreu, sin embargo, estaba 
preocupado por un problema más complicado: nada garantiza que la función Z no luzca como a continuación: 

En cuyo caso uno tendría un número infinito de equilibrios, y lo que es más grave, no encontraría todo 
un "continuo" de equilibrios, como A. El problema sería que en una situación como esta los equilibrios ni 
siquiera son únicos en un sentido local: ¡se encuentran infinitamente cerca! Debreu demostró, sin embargo, 
que esto "casi nunca" pasa. Lo siguiente sobre-simplifica el análisis, pero supongamos que las dotaciones de 
la economía no hubieran sido las que generaron el gráfico Z anterior, sino otras levemente diferentes. Uno 
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entonces, esperaría una función Z' como a continuación: 

donde sólo un número finito de equilibrios (todos ellos aislados) se presenta. Necesitaría uno una tremenda 
coincidencia para que fuera Z y no Z' la función de demanda agregada de la economía. 

En síntesis, no hay razón para esperar que el Equilibrio General sea único, pero casi siempre uno encuentra 
que es localmente único. 

3.2.3 Estabilidad: 

Como ya hemos dicho, la definición de Equilibrio General carece de un mecanismo natural que explique 
cómo la economía se desenvuelve cuando uno se encuentra por fuera de equilibrio. Hemos propuesto un 
mecanismo de Subastador Walrasiano, que, sin ser natural, parece aceptable. Nótese, sin embargo, que bajo 
este mecanismo el equilibrio general no tiene por qué ser estable (aún localmente). Como vimos anteriormente, 
del SMD se sigue que Z puede ser como a continuación: 

I2` 

P", aún siendo equilibrio general, ¡no es estable bajo el subastados Walrasiano! 

39 



3.2.4 Refutabilidad: 

Note cómo hemos utilizado hasta ahora el SMD: hemos aprovechado el resultado para argumentar que no 
podemos descartar funciones de exceso de demanda agregada, a pesar de lo "mal comportadas" que éstas 
puedan resultar. Pareciera como si cualquier cosa fuera compatible con el equilibrio general, como si uno 
nunca pudiera refutar la hipótesis de equilibrio general. 

Esto resultaría problemático, pues según una importante corriente epistemológica conocida como "falsifi-
cacionismo", sólo las ideas que son refutables son conocimiento científico. 

En efecto, durante mucho tiempo los economistas creíamos que del SMD se desprendía que la hipótesis 
de equilibrio general no era refutable. 

Muy recientemente se ha demostrado que esto no es así. Cuando uno utiliza el SMD está manteniendo 
las dotaciones fijas y permitiendo sólo a los precios variar. Donald Brown y Rosa Matzkin han demostrado 
que si uno permite que las dotaciones varíen, uno puede refutar la hipótesis de EG. 

Por ejemplo, tomemos una economía 2 x 2 en la que se han observado las siguientes dotaciones y precios: 

I. g te 

Bien 2.ageatc2 

Sobreponiendo los dos gráficos, obtenemos las asignaciones que serían factibles en cada caso como equi-
librio general (las partes más gruesas de cada gráfico). 
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Bien 2, agente 1 

Bien 1, agente I 

Claramente, no es posible que el agente 1 satisfaga el axioma débil de las preferencias reveladas. Esto 
implica que es imposible que dadas las observaciones de dotaciones y precios, al mismo tiempo los agentes 
maximicen su bienestar y los mercados se vacíen: ¡es posible refutar la hipótesis de Equilibrio General!. 

4 Análisis Normativo del Equilibrio Walrasiano: 

4.1 Los Teoremas Fundamentales de Economía del Bienestar: 

Hemos visto que un concepto de bienstar social relativamente poco controversial desde el punto de vista ético 
es el de eficiencia de Pareto: lo mínimo que una asignación tendría que satisfacer para ser caeptable por una 
sociedad es ser eficiente de Pareto. En esta sección analizamos las relaciones existentes entre las asignaciones 
de equilibrio Walrasiano y la eficiencia de Pareto. 

4.1.1 El primer teorema: 

Recordemos los ejemplos 3 y 4 y los ejercicios que les siguieron. Allí observamos que las asignaciones de 
equilibrio competitivo eran todas eficientes de Pareto. Nuestro primer resultado es que esto no es una 
coincidencia: 

Teorema 5 El primer teorema fundamental de economía del bienestar: Dada una economía como la que 
hemos descrito, si (p, 	z2, 	z-rp es un equilibrio general,. entonces (x1, x2  , xf ) es eficiente en el 
sentido de Pardo. 

Muchos de los resultados de la teoría del equilibrio general requieren métodos matemáticos muy complejos 
para su demostración formal. Este teorema, a pesar de su importancia, es una notable excepción, razón por 
la cual a continuación presentamos su prueba completa. El método de prueba que vamos a utilizar se conoce 
como "prueba por contradicción." 
Prueba. Supongamos que (p, 	x2, ..., z-r )) es un equilibrio general, pero (xl-, x2, ..., zg no es eficiente en 
el sentido de Pareto. Entonces, existe ti', 	Z!-T) tal que: 
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2. Para todo 	(i") ?, (xi) 

3. Para algún i*, ni*  (fc) > 	(f.) 

Por definición de equilibrio, se sigue de la condición 3 que p W*  > p 	, mientras que la 2 implica que 
para todo i, p 	p 	Sumando para todos los agentes, obtenemos que 

E7,-±->Lp x` 
—1 	i=1 

de donde se deduce que 

p .E7¿ > p E 

lo cual contradice la condición 1. • 
El punto de la demostración es simple: asignaciones que serían preferibles para los consumidores deben 

costar más y, por tanto no pueden ser factibles si nos encontramos en equilibrio general. 
El teorema es de fundamental importancia para las autoridades de política económica: si una economía 

satisface los supuestos del modelo de equilibrio Walrasiano y se encuentra en equilibrio, las medidas de 
política económica que pretendan mejorar el bienestar de algún individuo, manteniendo las dotaciones fijas, 
necesariamente irán en detrimento del bienestar de alguien más. Esta idea no es para nada nueva: ¡es lo que 
Adam Smith llamaba la "Mano Invisible"! 

Nota técnica 9 En la demostración hemos utilizado el supuesto de que cualquier cantidad positiva, por 
pequeña que sea, de cualquier bien mejora el bienestar de cualquier agente. Esto lo hemos hecho para descontar 
la posibilidad de que los agentes tengan curvas de indiferencia gruesas. Un ejercicio interesante sería mostrar 
que, aún en una economía 2 x 2, si un agente tiene curvas de indiferencia gruesas la conclusión del teorema 
no se cumple. 

4.1.2 El segundo teorema: 

En el primer teorema la pregunta es si una asignación de equilibrio es eficiente. El segundo teorema se plantea 
de alguna manera la pregunta inversa: si tomamos una asignación eficiente, ¿podemos garantizar que esta 
sea de equilibrio competitivo? 

La respuesta a la pregunta así planteada es obviamente negativa: dadas unas dotaciones, ya sabemos que 
hay asignaciones que, aun siendo eficientes, no podrían resultar de intercambios voluntarios. El punto está en 
si mantenemos las dotaciones iniciales fijas o permitimos redistribuciones de ellas (que no alteren la dotación 
agregada). El segundo teorema fundamental de economía del bienestar resuelve este problema: bajo nuestros 
supuestos, si permitimos redistribución de las dotaciones iniciales, entonces cualquier asignación eficiente 
puede ser sostenida en un equilibrio general. Formalmente: 

Teorema 6 El segundo teorema fundamental de economía del bienestar: Dada una economía constituida 
(u1,x2 ) y dotaciones (w1 wz , • , sur), si  (x1, x2,  „„,, por preferencias )  es una asignación eficiente 

entonces existe una redistribución de las dotaciones (tan, 	..., (.12'1) y unos precios p= 	 tales 
que: 

tip =E,  ,=, 	;_iwi  
2. (p, (xi  , 22 	xl)) es un equilibrio Walmsiano de la economía constituída por preferencias e..11  ,u2, 

y dotaciones 	 fv-/)  
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La implicación del teorema es que si una autoridad de política económica desea imponer una asignación 
eficiente, no necesita cerrar los mercados. Por el contrario, puede limitarse a redistribuir las dotaciones 
(política fiscal) de manera adecuada y luego permitirle a los mercados actuar, pues éstos deberían llevar a la 
economía a la asignación deseada. 

Infortunadamente, y en contraste con el caso de primer teorema, la prueba de este segundo teorema es 
muy complicada y nos vamos a limitar a una ilustración gráfica en el caso 2 x 2. El argumento es simple. 
Considere la siguiente gráfica: 

La asignación x, aunque eficiente, no puede ser de equilibrio con las dotaciones iniciales w (¿por qué no?). Sin 
embargo, si trazamos la tangente a ambas curvas de indiferencia en el punto x, es claro que simplemente con 
redistribuir las dotaciones a un punto sobre esta recta, como por ejemplo tai, o el mismo punto x, obtenemos 
que los precios p, que están implícitos en la pendiente de esta tangente, y la asignación x son equilibrio bajo 
las nuevas dotaciones. 

Ira 

BienZagum2 
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Este teorema tampoco está libre de supuestos. En este caso, la forma de las curvas de indiferencia es 
clave. Si, contrario a nuestros supuestos, las curvas de indiferencia del agente 1 fueran como a continuación, 

Bi[112, agente 

entonces la conclusión del teorema no aplicaría, como podernos ver en el siguiente gráfico: 

contrato 

Baco 2, acote a 

Aquí, la asignación x = (x1, x2) es punto de Pareto. Para "convencer" al agente 2 de demandar x2, necesi-
taríamos unas dotaciones como fa y los precios p. Sin embargo, el agente 1 no querría demandar xl bajo su 
restricción presupuestal correspondiente, pues una canasta como a = (ai, a2) le resultaría superior y factible. 

4.2 El Equilibrio General y el Núcleo: 

4.2.1 Pertenencia: 

Otra observación casual de los ejemplos 3 y 5 (y los ejercicios que les siguieron) fue que, aparentemente, las 
asignaciones de equilibrio pertenecen al núcleo de la economía. Esto es efectivamente así: 

Teorema 7 Dada una economía como la que hemos descrito, si (p, W , x 2  , x-9) es un equilibrio general, 
entonces (x1, x2,..., x1) pertenece al núcleo de la economía. 
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Prueba. Si uno entiende la prueba del teorema 5, le debe resultar sencillo demostrar este resultado. Esta 
prueba queda, por tanto, como ejercicio. ■ 

Teorema 8 Dada una economía de intercambio constitufda por preferencias (uI ,u2,...,u9 y dotaciones 
(tul 	 si la asignación (x1,12,...,x9 está en el núcleo de la economía, entonces existe una redis- 
tribución de las dotaciones (Q1, Q2, ..., gil) y unos precios p = 	pe, ..., ) tales que: 

1. Eir=i 	 wi 

2. (p, (x', x2  , x')) es un equilibrio Walrasiano de la economía constituida por preferencias (ul, u2, u') 
y dotaciones (Q1, 	 . 

Prueba. Queda como ejercicio. • 

Lo que el teorema quuiere decir es que ningún individuo ni grupo de individuos puede obtener para sí o 
para sus miembros una mejora, simplemente con aislarse del intercambio de equilibrio. Puesto de otra forma, 

el resultado es que si, estando en una situación de equilibrio, uno cerrara los mercados y les propusiera a los 
agentes que hicieran trueques para mejorar sus situaciones, no habría ningún incentivo para estos trueques: 
en el equilibrio, las posibles ganancias del intercambio se han agotado. 

4.2.2 Convergencia: 

Hemos encontrado que las asignaciones de equilibrio pertenecen al núcleo, pero también habíamos visto 
en nuestros ejemplos que hay asignaciones en el nucleo que no son de equilibrio competitivo para unas 
asignaciones dadas. 

Lo que vamos a intentar ahora, sin embargo, va en otra dirección. Nótese que de la misma definición 
de núcleo uno intuye que al aumentar el número de agentes de la economía el núcleo de Sta se "reduce," 
pues al entrar nuevos agentes hay más coaliciones que pueden presentar objeciones.' Debreu y Herbert Scarf 
se plantearon este preciso problema: (i) ¿es cierto que el núcleo se "reduce" cuando aumenta el número de 

agentes? y (fi) si llevamos a infinito el número de agentes, ¿quedarán en el núcleo asignaciones que no son 
de equilibrio? 

Para una forma muy particular de aumentar el número de agentes, las respuestas a las anteriores preguntas 
fueron, respectivamente, afirmativa y negativa. 

El aumento de agentes que ellos consideraron fue simplemente la replicación de los agentes existentes. Su 
resultado es muy difícil de explicar formalmente, pero a continuación voy a dar un argumento intuitivo que 

'Utilizamos la palabra "reduce" en un sentido intuitiva, pues al entrar más agentes cambia la dimensión del espacio en el 
cual está definido el núcleo_ 
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está muy lejos de ser perfecto. Consideremos una economía de 2 x 2, como la habitual: 

El punto a está en el núcleo. Sin embargo, los agentes preferirían una situación en la que el agente 1 consume 
ene y el agente 2 en b. ¿Por qué no tienen ellos estos consumos? Porque no es posible: habría exceso de 
demanda por el bien 1 y exceso de oferta del 2. 

Ahora, si a esta economía llegara una réplica del agente 1, quien tiene "mucho" del bien 1 y "poco" del 
bien 2, en el sentido de que cuando él consume ene es oferente neto de 1 y demandante neto de 2, entonces 
una asignación como (e, c, b) sería factible para la coalición {1, réplica de 1, 2} y sería más deseable que la que 
está implícita en el punto a. La existencia de la réplica del agente 1 "eliminaría" la asignación a del núcleo. 

4.3 La paradoja de las transferencias: 

Finalmente, nos ocupamos de un resultado que muestra cómo las políticas económicas pueden arrojar resul-
tados diferentes a su propósito, si no se acompañan de un buen entendimiento de la economía. Este tipo de 
resultados fue inicialmente propuesto por Edgeworth, pero tuvo muy poca aceptación, pues iba en contra de 
la intuición común de la época. Hoy sabemos que las ideas de Edgeworth eran correctas. 
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Consideremos una situación de equilibrio en una economía 2 x 2 como a continuación. 

Pico 2. NieDic 1 

13, 	te 

B.e. eeenle 2 

Donde se nota que en equilibrio el agente 1 es oferente neto del bien 1 y demandante neto del bien 2. 
Supongamos que, por alguna razón, la autoridad de política económica decide que debe mejorar el bien-

estar del agente 1. Por supuesto, la autoridad no puede aumentar la dotación agregada inicial de la economía 
(es decir, no puede agrandar la Caja de Edgeworth). La única herramienta de política disponible a la autori-
dad es la redistribución de las dotaciones iniciales. Supongamos que la autoridad realiza una política que, al 
menos inicialmente, parece adecuada: va a tomar de la dotación inicial del agente 2 cierta cantidad de cada 
bien y la va a transferir al agente 1. Al ser más rico, la autoridad espera que la situación del agente 1 sea 
mejor después de esta redistribución. 

Wassily Leontief fue el primero en llamar la atención acerca de los riesgos de este razonamiento. El 
resultado fue posteriormente demostrado, en toda formalidad, por Marie-Paule Donsimoni y Herakles Pole-
marchakis. El argumento es el siguiente: supongamos que para el agente 1 el bien 1 es inferior y para el 
agente 2 este mismo bien es normal. Cuando se produce la transferencia de dotaciones, es decir a los precios 
p, la riqueza del agente 1 aumenta y la del agente 2 disminuye. Dado esto y nuestros supuestos acerca 
de las preferencias de los agentes, la demanda agregada por el bien 1 debe disminuir y, con ello, su precio 
relativo debe caer. 	problema es que el precio relativo del bien que el agente 1 ofrece a la economía está 
cayendo mientras que el de el bien que él demanda está aumentando! No hay ninguna razón para descartar 
la posibilidad de que a los nuevos precios la riqueza del agente 1 no sea suficiente para comprar la canasta 
que él demandaba en el equilibrio anterior a la implementación de la política. 

En la gráfica, lo que estamos diciendo es que con las dotaciones w', podría ocurrir que el nuevo equilibrio 
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sea (y!, x') en cuyo caso el agente 1 se encuentra peor que son el equilibrio de las dotaciones tu. 
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ANEXO 4 
FISICA CUANTICA 

Átomos, Moléculas, Sólidos, Núcleos y Partículas. Editorial Limusa Ira Edic.1993 
{ 	Robert Eisberg - Robert Resnick 

Radiación térmica y el 
postulado de Planck 

1.1 Introducción 
En una reunión de la Sociedad Alemana de Física, el 14 de diciembre de 1900, Max Planck leyó 
un trabajo intitulado tla teoría de la ley de distribución de energías del espectro normal". Este 
trabajo que en 111) principio a t rajo poca atención, fue el precursor de una revolución en la física. 
La fecha de su pruseiutacifin se i:111 isidera cuino el nacimiento de la fisicp cuántica, a pesar de que 
fue 11851E1 1111 cuarto de siglo destinas, cuimilo Stilinótlingtm y otros desarrollaron la olochoicn 

moderna, cuántica moda, base del conocimiento actual. Fueron 1111)C1102 los caminos que convergieron 
en este conocimiento, cada uno de los cuales mostró distintos aspectos de las fallas de la física 
clásica. En éste y los siguientes capítulos se examinaran los logros illáS importantes de la que 
hoy se llama teoría CO ártica riniipia y pie dio origen .a la mecánica cuántica moderna. Los 
fenómenos experimentales que se analizarán en relación con la teoría cuántica antigua, 
con pr eliden todas las disciplinas de la física clásica: mecánica, termodinámica. mecánica 
estadística y el cal romagi ielismo. 1.)1 Decesidad de una mecánica cuántica, se manifestará por la 
contradicción sistemática de las leyes clásicas respecto a dichos fenómenos y la solución a esos 
conflictos en base a ideas cuánticas. El estudio de la teoría cuántica antigua permitirá obtener, 
más fácilmente, un conoeimier(to más profundo de la mecánica cuántica cuando se inicie su 
consideración en el quinto capítulo. 

Como en el caso de la relati vidad (que se trata brevemente en el apéndice A), la física cuántica 
represento unb generalización de la física clásica, que incluye a las leyes clásicas como casos 
particulares. Así corno la relatividad extiende el campo de aplicación de las leyes de la física a la 
regio' E de altas velocidades, la física cuántica lo extiende a la región de dimensiones pequeñas; y 
así como la relatividad se caracteriza por una constante universal de significado fundamental, la 
velocidad de la luz c, así mismo la física cuiiiiiica se caracteriza por una constante universal de 
significado fundamental, que hay se llama constante de Planck h. En su trabajo de 1900, Planck 
introdujo esta constante para tratar de explicar las propiedades observadas en la radiación 
térmica. De esta manera se empezará el estudio de la radiación térmica, que conducirá a la 

t  constante de Planck y, relacionada con ésta, al concepto cuántico de energía discreta. También 
se verá que la radiación térmica en sí, es de gran importancia y actualidad, ya que, por ejemplo, 
este fenómeno ha ayudado recientemente a los astrofísicos a decidir entre varias teorías acerca 
del origen del universo. 

1.2 	Radiocié:1 térmica 

Se llama radiación térmica, a la radiación emitida por un cuerpo como consecuencia de su 
temperatura. Todos los cuerpos emiten esta radiación a su derredor, y la absorben de él. Si, en 
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20 	RADIACION TERMICA Y EL POSTULADO DE PtANCK 	 Cop 1 

un principio, el ribero() esia más caliente que Sem abollo:1ot 	ifrniro, ya que la rapidez con que 
eloile energía excederá la rapidez ron que la ¡absorbe. 	I Si: alcanza el equilibrio té: nudo la 

rapidez de emisión y la de absorción de eiberurío sera/1 iguales. La materia en toi eatado 
condensado (es decir, sólido o líquido) anille un diSpeollo de i 	(ton:juma Los deialles del 
espectro son casi independientes del 'mucha' particular del cual se compone el cuerpo, pero 
dependen fuerterneni e de la lemperai ta. A temperainras ordinarias, la mayoría de los Cuerpos 
son visibles no por la luz que emiten sino por la luz que rellejan, ya que si TÍO se hace incidir luz 
sobre ellos no es posible verlos. Sin embargo, a muy altas temperaturas, los cuerpos son 
luminosos por si mismos. En un citarlo obscuro se les puede ver brillar, pero arin a u:mur:out-as 
tic varios miles de grados óelvin, más del 90% de la radiación t erío ica omitido es invisible para 
nosotros, empezando por la parte correspondiente al infrarrojo del espectro electromagnético. 
Por lo ianio, los cuerpos luminosos por si mismos están muy calientes. 

Por ejemplo, considere el calcinamiento en el tocata de una barra de hierro a Reuma:otiras 
cada vez más alias, retirando en l'Orina periódico la barra del fuego, el tiempo 61,1'1dt:etc para 
observar sus propiedades. Cuando la barra atún está a iemperaturas relat yemení e bajas, radia 
calor pero no está visiblemenic caliente; cuidarme annierila la lemperatura, la Celdilla,' de 
radiación cundido por la barra tnintenut Muy rápidamente y empiezan a untarse ideetcis visibles. 
la barra empieza a verse de ten color rojo apare, descrees adquiere en color rojo brillailic y, a 
muy alias lemperaiuras, én intenso color blanca asidos°. Eseecir, a naelala (pm aumen ta la 
lemperalora, el cuerpo elidir: mas raillacion le - mien y la hcican:liba de la raillintion más [untosa 

so vuelve tairlo vez mayor 
lit delación que existe entre la temperad ora de un cuerpo y el espectro de IrealierielaS de la 

radiación emitida, se utiliza en un disposilivo llamado pirometre ártico. leste disoctstiivo es 
esencialinerite un espetar órizetro rudimentario que permite al operador estimar la konvention.' 
de un cuerpo caliente, como n 	estrella, observando el color ola onmposicion de frecuencias 
de la radiación térmica que emite

na 

 . EXisle 	Spe<:Iraaomnninuo de reinan:ion t.:Mili:lbpea el (IP 

h 	110 ve principaimenie el culor tOrrespandierile a la emisión way intensa en la región 1111:  

Eia sol. los filamentos da focos y carbun:ot culmines, son 'temples ítointlials ilt, objelnr 
TIC emiten indino:ion visible. 

En términos generales, la farrea 	 del esperó ro de radica:Ion toi nona molida poi un 
cuerpo caliente, depende de !a compozación del inmuto. Sin embargo, expeoinentalinerilii se 
encuerara que sola hay una clase de cuerpos ipie (molen espectros térmicos de caracierísticas 
universales. Esos son los llamados cuerpos nejsrou, es decir. Cuerpos cuyas supel i lesahanrbcn 
toda la radiación térmica que incide sobre ellos. El nombre resulta apropiado puesto que dielios 
cuerpos no reflejan In z y, por ia i o, se Yen riogrns, 1 In ejemplo de un (casi) aneo 	ilegre, sería 

cualquier cualquier Objela cubierto con tina roiga difusa de pilbrininiij !legre, cuino negra rubiSenill o O negro-
billing. Más adelante se describió 01r0 ejemplo Lavarle diferente_ Indepenilientioneide de les 
Telones de su eomposicion, lodos los micrpoy negros a la misma Humeral ora munan radiaitiop 
térmica ron el MISMO 1:Speel re. lisie beche general m puede mixt:miar en basen argninenloy 
clásicos que implican el equilibrio terniodinarnizte. Sin embargo, le forma específica del 
espectro no puede obienerse solamente de argumentos iermodlizamittos. bis propiedades 
universales de la radiación emitida por cuerpos negros los hacen objeto de un interés teórico 
especial y' los físicos siempre votaron de encontrar una explicación n las caracierisiieds 
específicas de su espectro. 

Lo distribución espectral de la radiación de un etiorpn negro Se egraiiiilica por la cantidad 
A z.(v),Ilatnada rfulímirin espects al, (1 cl" inida tal que R.g(r) 	es; igual a la energía mullida en 
furnia de radiación aun rn...,71]cticias en el iniere:dn (odre 1J y r dr dx de un área unitaria de la 
superfit ic a mimo:raí erra :disoluta T y por unidad de lierliplb En 1899, Luminar y Pringslordin 
realizaron una di: las primeras niedicioney precisas11e esta cantidad_ lliilizaron un instrumento 
cacnimilmeme sondar a Lis espiten Mim.Iras 	priyma utilizados para medir espectros aplicas, 
es :celo que para los preanas, leeos, ele, se culi-ovan nialcriales especiales, de inanera que 
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a(1014 Hz) 

FIGUIIA 1-1 

Haollancia espectral de un cuerpo negro radiante como función de la frecuencia de 
radiación, para temperaturas de 1000"K y 2000°K del cuerpo radiante. Obsérvese que la frecuencia a la queocurre la máxima radia la (linea punteada), aumenta lineal-[neme conforme la temperatura aumenla y que la potencia leml emitida, por metro 
c
uadrado del cuerpo radiante (área bajo la curva). aumenta muy rápidamente con la 

temperatura. 

fueran(saos  

Indica la del 

culi 	
radiactiou térmica de frecuencia relativamente baja. En la figura1-1 se 

deuda de RT(1) con T y y que se observa en los experimentos. 

Las funciones de zlistrihnchin, de las cuales es 1111 ejemplo. la  radiancia espectral son muy comunes en Fisica. Así por ejemplo, la función de distribución de velocidades de Maxwell (que se parece a una de las (novas de la figura 1-1) nos dice róelo se distribuyen las moléculas de un gasa presión y temperatura fijas, de acuerdo con su velocidad. Otra fillifiÓn de 	
ribucióti, pie probablemente el estudiarlo: ha visto, es la 

que especifico el tiempo de dOCIdlIderdl) de núcleos radiactivos (que tiene la forma de una exponencial decreciente) en una muestra que contiene núcleos de una especie dada, y desde luego habrá visto la función de distribución correspondiente a las calificaciones obtenidas en un examen de física. la función de distribución para la radiancia espectral de un cuerpo negro de área dada y a una 
te

mperaban panicular, sea 10009-: dit la figura I. I_ muestra que; (1) la potencia emitida por un iniervalo Je frecuencias imite:ñu chi, es pequeña si ese intervalo se enctienua a una frecuencia v muy pequeila 
c
omparada out 10" Ilz. la poletaia es cero para y igual a cero. (2) lo potencia radiada en el intervalo dy cnm rápidamente a medida ipie aiimenia, partiendo de valores muy limpiarlos. (3) Alcanza un 

para Un valor de y on 1.1 X II/14 11z. Es decir, la tenencia radiada con mayor intensidad, ocurre a 
esa freittworin. ti) Por arriba de oso 1.I X (01•Iii.la pónmelo radiada disminuye lerda pera continuamente 
conforme y aumenta. Se vuelve cero una vez más, 	

Y tiende a valores illnidiallielde grandes. las dos fOidd0111.5 dr distribución, correspondientes a las iemperaiuras de 1500°K y 2000°K, que 
aparecen 	la figlirld 	

que) (5) la frecuencia pera la cual la potencia radiada ocurre con mayor aumenta, matarme la temperie 111-a11111110ifia. Por inspección de la figurase puede verificar que 
inmunidad
tala acreencia aiiiimitin 	

rea la temperaium. (fi) la poiencia total radiada, en todas las 
frec

uencias, numenia +Informe lo minórenle ra ;tu metido pero más rápidamente que en forma lineal. la 
acta 	total radiada a unn imito:Hura 	

licular, so obtiene sencillamente del área bajo la curva 
tinintraturia 17, (17.(3 ¡bou itur 132.00dr es la potencia radiada en el intervalo de 

litIn odre v 	it + de. 



22 	RADIACIOTI TERMICA Y El POSTUI AD° DE PLANO( 	 Cop. 1 

In integral de la radiando espectral ./1,11d) sobre roda v, es la energía total emitida de un 

cuerpo negro a temperatura T, por unidad de tiempo y por unidad de área. Se le llama la 

rae/Lancia R2., es decir, 

= ATM 4 	 (1-1) 

Como se mencionó en el estudio relacionado con la figura 1-1, ? 2 . aumentaría rápidamente a 

medida que la temperatura aumenta. El resultado se conoce como ley de Si efan, y fue enunciada 

por primera vez en 1879, en forma de una ecuación empírica: 

R7, 	 (1-2) 

donde 

5.67 x 10ee Wim2—°K4  

es llamada constante de Stefan-Bolizmara. En la figura 1-1 también se muestra que el espectro 

Be desplaza hacia frecuencias mayores a medida que T aumenta. Este resultado se conoce como 

ley del desplazaraje:Pio de Wien: 

voclx cC T 
	

(l-3á) 

dondee:raíl. es lo frecuencia para la cual /2,.(v)alcanza su valor máximo para una Tparti cular. A 

medida que Taumenta,vmh se desplaza hacia frecuencias mayores. Todos estos resultados con 

cuerdan con las experiencias ya conocidas que se analizaron anteriormente, a saber; que la ra• 

diación térmica emitida aumenta rápidamente con la temperatura, (la barra de fierro radia 

mucha más energía térmica a temperaturas más altas), y la frecuencia principal de la radiación 

también aumenta, conforme la temperatura aumenta (la barra cambia de color, de rojo opaco a 

blanco asa loso). 

Otro ejemplo de 1111 cuerpo negro, que como se verá restilia particularmente importante, 

consiste en un objeto que contiene una cavidad y nue se comunica can el exterior por medio de 

un pequeño agujero como se muestra en la figura l-2_ lit radiación del exterior que incide sobre 

el agujero, penetra en la cavidad y se refleja hacia iodos sentidos en las paredes de la cavidad, de • 

modo que eventualmente se absorbe en estas paredes. Si el área del agujero es mu y pequeña, 

comparada con el área de la superficie iril esos de la cavidad, la radiación reflejada hacia el 

exterior a través del agujero será despreciable. Esencialmente, oda la radiación que incide 

sobre el agujero será absorbida, por lo tenlo, el ugujeio tendrá todas las propiedades de la 

superficie de un cuerpo negro. La mayoría de los cuerpos negros que se utilizan en los 

experimentes de laboratorio, se cont ro yen a lo larga de estas lineas.  

Supóngase que las paredes de la cavidad se calienbin a una ieniperaluni 7', de modo que 

FIGURA 1-2 

Cavidad en Un cuerpo comunicada con el 

exterior por medio de un pequeño agujero. U 

radiación incidente sobre el agujero ea absor-

bida completamente despuéa de reflexiülICS 

sucesivas en l aa paredes in lentas de la cavidad. 

El agujero absorbe radiación COMO 	cuerpo 

negro. En el proceso illat1-50, por inedia del 

eua! la radiación que sale por el agujero se 

constituye por contribucionesenillián de la 

OUperficie interna, ti agujero ennle radiación 

canto Un cuerpo negro. 



emitirán radiación térmica 
que llenará la cavidad Una pequeña fracción de esta radiación, que incida en el agujero, pasará por él, y así el agujero actuará como emisor de radiación térmica. Corno el agujero debe tener las propiedades de la superficie de un cuerpo negro, la radiación que emite debe tener el espectro de un cuerpo (legro; sin embargo, corno el, agujero simplemente ' maestrea la radiación térmica dentro de la cavidad, resulta evidente que la radiación en la cavidad también debe tener 1111  espectro de cuerpo negro. De hecho, debe tener un espectro de cuerpo negro característico de la temperatura T en las paredes, ya que ésta es la única 

:
temperatura que se define en el sistema. El espectro emitido por el agujero en la cavidad, se especifica eri términos del flujo de energía RT(v). Sin embargo, resulta más útil especificar el espectro de b radiación dentro de la cavidad, llamada 

radiación: de la cavidad, en términos de 
una densidad de energía, Pzif1

9• que se define como la energía contenida en una unidad de volumen de la cavidad a temperatura T, en el intervalo de frecuencia entre v y v 	dv. Es 
evidente que estas cantidades deben ser proporcionales entre sí, es decir, 

Pai(E) úc Ra-(1) 	 (1-4) 

Por lo tanto, la radiación dentro de una cavidad cuyas paredes están a temperatura 71 tiene el tilo carácter que la radiación cenit ida por la superficie de un cuerpo negra a temperatura 71 Experimentalmente, resulta GOIlvertiente producir un espectro de cuerpo
s  negro, por medio de 

tina cavidad en II cuerpo caliento con itti agujero 	
el exterior, y teórcamente también es 

CO I i Ven lente estudiar la radiación de 1.111 
 cuerpo negro, analizando la radiación de una cavidad, ya que es posible aplicar argumentos muy generales para predecir las propiedades de la radiación 

de una cavidad. 

Ejemplo 1-1. (a) Ya 11110 7 = c, la 
lo ad constante de la luz, la ley del desplazamiento de Wlen 

(1-3a), también se puede escribir corno: 

2„,liT =constante 	 (l-3b) 

dende X.1. es la longitud de onda para la cual, a una temperatura 7' particular, la radiancia espectral alcanza su valor máximo. El valor determinado experimentalmente para la constante de Wien es 2.898 X 
10.-3 

 m±K.Si se supone (ie las superficies de las estrellas se compPara el sol, cuerpos negros,, 

 se 
mientras 

puede 

obtener Una bue,m estimación de su te :ti pera ora midiendo .1„„(x. 	 s,=-6 5100 A.  

que para la estrella polar'4„1s 
 = 3500 A. Encuentre la temperatura dela superficie de estas estrellas. (Un 

ungslrom = 1 	10-1O  
- Para el sol, Trr 2.898 X 10.5rn7  K%5100 X I0-1

° ni =-) 5700°K. Para la estrella polar, Tax 2.898 X 10
3 m-

m-0113500 X 10.mm = 830011K. A 8/00°K, la superficie del sol está a una temperatura muy cercana ala necesaria para que la mayor parte de su radiación esté en la región visible del espectro. Lo anterior sugiere que durante las etapas de la evolución humana, nuestros ojos se han adaptado al sol, haciéndose más sensibles a aquellas longitudes de onda que emite con mayor intensidad. b) Utilizando la ley de Sicían, (1.2), y las temperaturas recién obtenidas;determinar la potencia radiada por 1 cm' de superficie estelar. 

Para el sol. 

Para la11 polar.

Rs, = 	= 5.67 x 10' Wit-n2-°K4  x (5100°K)4  

= 	

K.)4 

a  = 5.90 x 105  Witn2 	6000 Wjarn' 

T a  = 5.67 x 1015  Witn2i7K1  x (8300°Kt 

= 2.71 x 105  WOnt  .-rx 27,000 Wienn2 
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Ejemplo 1-2. 	Suponga que se dentro lbs cuerpos nistetts, repartirlos 11112 11112 	 g il:link y 

• 51gadas de hitos finos en 111)/1 2111111•1151 1:2111:1.111Ela 1111)122 II:Ir:111S se 111:111lienell 	lemperaitira consumí e. Sir 

/ales eurslisisses los cuerpos y las paredes iiirertyandriari calor-sólo por medio de radiriciOn.Sea 
e b razón 

de traiainti rls energía 1/1(11111112 	un cuerpo y hui a dr 2/12111i• Ile adobo bou de energía 111111a11111 th:1 cuerpo. 

qu Idsiiiiiegn e nue un urdid/FÍO 

a, 
(1-5) 

02  

Esta relación, (1-5), se conoce corno rey de radiación ele Iii irclihoff En ludo el sistema deni ro de la ir 

en tal estado, la razón de emisión necesariamente es igual a 6 razón de absorción para calla cuerpo.  

/gnionces: 

el 	a, 	y 	e2 1=1 22 

Por lo 

Si uno de los ruiernos, por ejemplo el cuerpo 2, 05 	 • iiegro„Inione,, 

negro es más akar/tenle que uno oto so es cuerpo negro Por lo arme de (I 

pues. el hecho observado de que cuerpos que son mai, absurbenres iambiér 

¡titubee 

 

por la ley dr Sircitlod5 

)11 Ci11•1 11ri  cierno 

sigue rine t s 	rr, Así 

„, buenos emboces, se  

1.3 	Teoría ola-alelí de In ensida(1 radia/lío 

A r111111 111111b de! ¡II 115C11112 siglo, 17ayleiyl y do-nimbo Irstras, 	ir-ron rant 1110S de 6 densidad de 

(alergia de la iarldteión l r 	olad (o itt-rpo 	Eine st Pala/Jan hasta un serio conflicto 

1111 1-1 	1151Cil 1/11511.21 Y' los resullattas 	 lysar t ah tilo os similar a !os ellle rez.olidr{)11 

,Idtmtr 1111111105 1) 11 OS ) 1111)1111-11E15 lt 	111^c 	, el c alto- erspi r tino (le los sólidos/ qus sr I oil 

II- triados 11111b •1111 1•1111r 	l 115 detalles serd; 	prt 	 ,1111.15 111:1" Cl primero se ilsssi lloran les 

pi needlitott:ions gene ralcs gut crí - Yr:ron C1J11111 g111.1 III los del( idos 

Consicloisse  nue d 1111•1 	111•1•111 co,1 1511 51ICS lEic •I•111( /15 5E.  LI 1.11112111.1 11111))111 1111.111CIIII. 	uno 

lerript saurio 	T 	Las ¡hin 	1 '111111511 11.1111.11 1611 1)11.1 11 11111.11)1111111 .1 en 1;1 	y alrr trrs sun 	rlt 

fi nein actas 	Se sabe opio e,to ()cuele 1 1.1511.1111i 1111 	É I mcivoinr:ron at el( rads dr lois 

--11 animes (si 	los 	parí des, 11111. 	1•51/1111 1l1' la .1131.14 1511 	11;1 11111 •1 	(2115151.  1 1 •11•111tillyi: 	1'55 

• 11.1•(112.1, 111/ C5 net 	r-si toldo t 	dl an& (-I ompel tinio iito tlo Esto:idas clec runiagnan. 

eit 	tort.nor de id • .1% 'dad 1(..tyleiglt YJaus primo/iracoi en la I 	f. 	I .. 151pnHM': lityra 

ss u Hora la teto lo rder ~agrié! tea. elrisli'a ibra I trr-rnitsi o ron- Id cruda( ion rai el turerno ./: la 

r-ri, 	 <tías: u 	en Itri oía tlt. 1 11•11.1 	1.5141 It111,11 1,15. • (311 	• tE I ts 511111” IILIr5 1111 I 	•••• 

1 'ir/Landa argurierimis gr.:omitir o cys, 	nema  t Finan I() Elt• 1' c has 	ilas ecd 	n: 	Iel  

lote] )5111/ 1311 	111.111 115 1•111 1'1' y 	+dis t 	tyl 1511 1111{11 	n11111.11 C111111 deproli 

V 	

lo 

11)('SpliéS, 	111111/J1 1111 resulitithr de la 11.11)I Id 1 111(1. 111 	II.11.1 	tili ular la 	 1111.11 111

las 	

•11› 

or 	(1111 1115 	11‘11111•1 	5111 11 .1 1 ._ir 1 ti (-gurbio 	lo-F 11 111 (I 	I I• 1 112111I•1 C1:151)(1, hl envi gar 	.11 

y-tont-do/ sólo tlypeinle dr la ittrufiertti tira I El numero 11C 	 I 	 ol C111.1;1.15 1'11 el irle vt) 

lo1

dr 

las, 	li iplir _ido poi la est lela VI 111111 CHE) 1IE 1.15 (MILI-.  )tildel Will) É 1111 1 ••1 	C 11111111 11 11,  

la 1 .1‘11.1•111 	1•101.11), 1 11111•1 421 	1 /111C1111111 	t 	HOMO 115/1 1;03 111JIII•11l 	col inter 	.11t1 

111 feo.U IP 1.15 1 1111 I'I,  y r 	Iss id 1., larruinda d rp ir 5 /dls.alai la dr usidatl cl. t 	igiassg(r) 

41 ra, l oiaga lord, mit, 

lóir -amibos/ad. sopongrat que la ti; f I clo pai r des mi iáls as Ilt /Id 1 1111 1 (1•11.1k 1:111 E I] lEo 

111,1g111.111 .1 II) lo 1.11m uta de un < 	cle ladu o, orno  se note-al a  en 	/trona 1 3 En 	1.110 

1111. tic 51 t »Iría 	las pait .les pliedi ser 	 r 	It [minon de lit sitoTom 	111 



Sec. 1.3 TEORIA CLASICA DE 1A CAVIDAD RADIANTE 

FIGURA '1-3

CaOdad con paredes metálicas IIIna con rodia-
a1 u' électrisnagnética, moStfando las res 
campo nen les de la radiación sin interferirse, 
que rebotan de las paredes y que forman ondas 

'eStacioearias -00/1 nodos en cada pared. 

largo de las tres direcciones mutuamente perpendiculares que definen los lados de laedvidad.,,.. 

Corno las paredes opuestas son paralelas entre sí, las tres compon entés de la radiación ne'sejO 

mezclan y se pueden tratar por separado. Considérese la componente x en la pared inciálic¿ 

x = O. Toda la radiación queincide sobre esta pared es reflejada y las ondas incidented'y 

iellejadas se combinan para formar una onda estacionaria. Ahora bien, como la,  radiaciórid 

electromagnética es una vibración trasversal con el vector de campo eléctrico E perpendichlar a . , 

la dirección de propagación, y Como la dirección de propagación para este compotiénhdeF ' 

perpendicular a la pared 11311 cuestión, el vector de campo eléctrico E es paralelo ala pared. Sin 

embargo, una pared metálica no es compatible can un campo eléctrico paralelo a 513 superficie, 

ya que siempre se puede establecer un flojo de cargas de modo tal que se netttralice'el campo-

Por lo tanto parzt esta 111/nipon13111e, E 515111pre es cero en la pared. Es decir, la onda estacionaria 

asociada con componente x de la radiación, debe tener un nodo (amplitud cero) eli.x= O. La 

onda' estacionaria también deberá tener un nodo en x= agya que no puede haber un campo 

eléctrico paralela en. la  pared correspondiente. Además; se aplican. candi piojos siniOares alas 

otras dos componentes; la mida esiacionaria asociada con la componente y deberá tener, pados 

&l'ir= O y v = a, y la onda estacionaria asociada con la componente z, deberá tener nodos en z =' 

O y .z =a. Estas condiciones impetren limitaciones en las longitudes de.anda posibles: y ponlo 

hrto, eu Ins frecuencias posibles de la radiación electromagnética en la cavidad. 	- 

''AL'ora se considerara el problema de cantar el número de ondas estacionarias con nodos en 

las super firdes de la cavidad, cuyas longii mies de onda se encuentran CO el intervalo entre A y 

-P I2 , aocid,sdoodioilih al intervalo de frecuelicias cutre v y v -ddv:Fritildro sé Lathei la , 
i,omponente x, olat-nente para fijar la atención en las ideas pontenidas én este calculo; es - 

{lebir, s trztlará el caso simplil icado, aunque artificial, de una "cavidad unidiriteididdier de 

longitud a. Al desarrollar este caso, se vera que la generalización al caso real tridimensional bs 

obvio. 
El campo eléctrico para una onda estacionaria un idimensional pitada ddseribirde 

~ente por la (unción 

E(x, I) = E, sen(27:0) sen(2drft) , 	- 	1 ., 

donde A es la longitud de onda, Y la frecuencia y E0  la amplitud máxima de la Onda. Eds dos 

primeras cantidades se Ieluciuncl entre sí por medio de la 'ecuación 

v = chl 
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FIGURA 1-4 

Patrones de amplitud para ondas estacionarias en une cavidad unidimensional con 

paredes en x = O y z -= a, pan los tres primeros valores del Indice n. 

donde e es la velocidad de propagación ,de las ondas electromagnéticas. La ecuacion (1-6) 

representa una onda cuya amplitud varia en el espacio corno sen (2 nx/ 2 ) y que oscila en el 

tiempo con frecuencia Y corno un oscilador armónico simple. Puesto que obviamente, la 

amplitud será igual a cero en lodo tiempo para las posiciones que satisfagan la relación 

2z12 = O, 1, 2, 3,... 	 (1-8) 

la onda tendrá nodos fijos en ellas, esto ea, es una onda estacionaria. Para poder satisfacer el 

requisito de que las ondas tengan nodos en los extremos de la cavidad un idimensional se escoge 

el origen del ejes en uno de los extremos de la cavidad (x!!--  O) y se exige que en el otro extremo 

=ol •  

2x)7 =n 	 parar= a (1-9) 

donde 

n = 1, 11 , 3, 4, 

- Esta condición - determina el conjunto de valores permitidos de la longitud de onda. Para Ir 

valores permitidos, las amplitudes de las ondas e.st acionarias siguen un patrón cuya apari rea 

se muestra en la fi gura 	Estos patrones se pueden reconocer como los correspondien 

ondas estacionarias producidas por las vibraciones de una cuerda sujeta en sus ex tremos, 

sistema físico real que también satisface 0-6). En nuestro caso, el palrón representa ondas 

electromagnéticas estacionarias. 

' Por cdnvenioncia, la discusión se con Fin úa en tértninos de frecuencias permitidas en 1ligasi. de 

longitudes de onda permitidas. Estas frecuencias son u = r12, donde 20/2 = n. Es decir, 

v = cn)2a 	 n = I , 2, 3, 4, ... 	0 -lot 

Estos valores permitidos de la frecuencia pueden representarse por un cliagrama que consiste de 

un eje sobre el cual se señalan puntos correspondient es a cada valor entero de ir. En dallo 

diagrama, el valor permitido de la frecuencia y, correspondiente a un valor particular de n, de 

acuerdo con (1-10), es igual a c/2o veces la distancia d del origen al punto respectivo, o también, 

la distancia d es 2a/c veces la frecuencia v. Estas relaciones se mtiestran en lo figura 1.5. Dicbtós 

diagramas resultan útiles en el cálculo del filamero de valores pena itidos de la frecuencia ven el 

intervalo de v a y t tia, que se denota por N (e) air. Para evaluar esta cantidad, simplemente se 

cuenta el número de minios sobre el eje agua se encuentran tala c dos !bailes que se construyen 

de manera tal que correspondan a las frecuencias vy t. +rex, respectivanamle, como los pomos 

se distribuyen uniformemente en el eje u, aparentemente el número de plintos comprendidos 

entre estas dos límites será proporcional e [In pero no dependerá den. En realidad, fácilmente se 

ve que A! (y) dr,  = (2a/c)r/v. Sin embargo, lo anterior debe multiplicarse liar un factor de 2, ya 

que, para cada frecuencia permitida, existen en realidad des ondas independientes  carroso/ny 
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d=12‘, /en (R1 dv) 

d (2a/.01,  

FIGURA 1-5 

Valonia permitidos del 1111[11 

011111111 caridad uniilimensi 
vio iletennina los vaho 

I de longitud a. 
11111 	idos do b frecuencia, 

Cisnes las dos estados de poli 	posibles de las ondas clectromagnélic 	Por lo tanto, 

5" Ilcuc  jiu 

N(y) dv = 411— dv 	 (1-11) 

De esta 11Mnera se completa el cálculo del número de olidas estacionarias permitidas para el caso 

artificial de una cavidad unidimcnsirinal. 

El cálculo anierior hace evidente los procedimientos para extender el cálculo al caso real de 

una cavidad tridimensional. Esta extensión se indica en la figura 1-6. En este caso, el conjunto 

de puntos uniformemente distribuidos en valores enteros a lo largo del eje n, se sustituye por un 

arreglo tridimensional uniforme de puntos cuyas tres coordenadas corresponden a valores ente-

ros a lo largo de res ejesn Milleamen le perpendiculares. Cada punto del arreglo corresponda a una 

onda estacionaria tridimensional particular permitida. El número de necios de las componentes 

x, y, z de la onda estacionada, se obtienen de los valores enteros ne, y rb, equivale a analizar 

una onda tridimensional (es decir, que se propaga eu una dirección arbitraria) en tres 

componentes tridimensionales.. En este caso, el número de frecuencias permitidas en el 

intervalo de frecuencia de r 	r = da es igual al número de pinitos contenidos entre dos 

cascarones esféricos con radios correspondientes a las frecuencias y y y + eh,  respectivamente. 

FIGURA 1.6 

Losvalores piirmil idos 
01101111111 11'111111101151011111 1' 

aun::: a:.: por tos indwe!,  

sólo 	[11111111111 	141111.11 	101[111{',  

mayor el:nadad, 	111111`S111111 0.0[1111111 

111011111110111110[11:11 i.unlos an.rUspona 

cknijtinliis de {.s1 o; tres indices 
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Lei interior será proporcional al vol amen enl re aalúSdoa uasaararies esfariceS, ya que los puntos 

se distribuyen uniformen/enle:Ter le :ante, se puede ver q Lie (1,) dv será proporcional a ye da, 

ya que el factor 14  es pro/m/c/tu:al al área de los a:seas-unes y el segunda ritetur dr, es 

proporcional a la distancia entre ellos. En el ejemplo siguiente, se analizarán los detalles y se 

encontrará que 

,N(y)dy, — y dy 
8171/ 

(1-12) 

donde IS = oa, el volumen de la cavidad. 

Ejemplo 1-3. 	Derivar (1-12), LIC Já el oU 	 hr niere de ondas testruinrgré 	atice  

itidai; ten cada intervalo de frecuencias., pare el caso de una cavidad tridimensional ctiilicnde paredes 

nettIAliens de bulo te. 

,Lortsiliéreseradiaceón 	Icengeriocl 	ende á y frecuencia 	= c/e, que m propaga en aulE dirección 

definMe Por los ángulds a, ft, y, suenu 	SiteSSi 	(31 	 ).7e 1.2 radiación delat ser una onda 

estacionaria r I_ sita tres componen/es son orulas esiacionarias. 1.a poairdon de algunos dee los nodos 

njori. 	ésl a 
onda estaieionaria, se indica por un conjunto de planos perpendiculares a la dirección de 

lirdPágación 	
y. La distancia come esi ea planos nodales de In radia-uión, es juslanienl e A /2, donde 

2' . 
 es si longli Lid de undd. Se indica también la posereón de los Eres eles de los nodos de las tres 

compone/riese 

111.11bIlsel s ntI setas yodos es: 

."./2 = ,z)2“.,< 

J.,12 	)12L,LibA 
11.13) 

Y:1_ — 

FIGURA 1-7 

Planos sedales de iota uuJz 

una (acuidad eólica. 
r 	I 	)11  adose 	deje 
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Las expresianns para las iunguiluden de lus campos eléctricos ()c las tres componentes en lo 
pooden ese: 	N, 

r) = Eo sert(2,4 	seir(2)(st) 

1) = 	seri (2 rry/,1),)sert(2ust) 

[(z, t) = Es.  sea (2.:A/A,) son(2. cr) 

la expresión pala la csnoponen Le .v rala :ata una onda con rimplitiol máxima )7,, c 	una variación en el 

espacio scri(2s.r/A., j y que oscila con una frecuencia),  .Como 	seri( 2  vIllÁg)eS cero para 244=0, I, 2, 

laonda es (Ntacionaria col, longitud de onda A, ya TIC 110110 'Iodos fijos separados una distancia 

ANAA,/2. Lasexpresiones para las coni y ropo nentes y y z representan ondas eslacionaNas de amplitudes 

nnizimasE.„ E0,  y longiludes 	onds Á,  Á, pero lus tres ondas estacionarias componentes oscilan con 

la frecuenci; r de la radiación. Obser vest: que las I res expresiones 	 m:i satisfacen a:norisan:ente el requisito 

dr que la,  fimiponentex renga on :iodo en = 0, la componerfiey tenga un nodo en y=0, y la componente) 

mngs 	nodo 	z =O. Para que.  atisfagan el requisilo de que la componentes renga un nodo en x =a, la 

1:0111i1011CIIIC y tenga un nodo mi y = a, y la zompo:u:u le z tenga mi nodo en z = n sc hace: 

2:r./A,)  = o, 

2yrk, = av 

2z/(1, = 

 

palo -= a 

para y= a 

para z = a 

se iruusformon  
dolido n.=  	= I, 2, 3 	• 0. = 1.2  3 	Usando 11-13). rimas 1:01111iiiira 

(2142) tos 	n, 	(20,17cos 	 (2aP)cos )• 

Elevando sl cuadrado ambos 111111• 1111/1 1.1S lb: estas ecuaciones y si:mando, se obtiene 

(2of 	 Croa  fi -1" cos"-  y) = Al 	rfit 

á 	 ni la propiedad 

CDS2  a -F cosa  fi .1- cosa  y = I 

l'or la muto. 

   

    

2rsf1 = jrfil 

donde In, lb, /I:. 	ttilitIS los valores hnicrus posibles, esta eettaciOti describe la limitación en las 

lo:LOtidos de onda posibles de I.  railiae 	1 	agnér 	 id uI Icavidad. 

Unavez más, la disrusión se continúa N: ié111111105 de las frecuencias permitidas, en lugar de las 

o di lides de 	ikerniii 11145. que son 

C 	C 
= - =2a  In% + 

A  
0-14a) 

Enseguida, se eowar lI el número de frecuencias permitidas en un intervalo de Frecuencias dado, 

eunstsu yendo mar red cabila uniforme en 1111 (imante de un sisienta de coordenadas rectangulares', de 

modo tal, que las tres carde: adas Jr cada punto de la red son iguales a 1111 'éonjunt o posible de los tral 

enteros n,. a( y fi:, (ver la figura 1-6). Por cupistrucciOn, cada ponto de la red corresponde a una frecuencia 

permitida. Adernds, cl mimen) de frecias permitidas entre v y., + a',, N (e) dv, es igual número de 

puntos contenidos entre cascar mies esféricos corteérd ricos de radios r y r 	dr, N (r) dr, donde, ,  

r = Vol + + 

(1 1,1a) esto 

2„ 
'(I-14b) 
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yirnp 	(r) dr es igual hl volumen comprendido eta re los cascarones por la densi aJ depunios de la red, y 

¿OlTio, por construcción, In densidad es uno, IV (I) dr es simplemente, 

Igualando lo anterior a N(v)dv, 

„,2 dr 
N(rjar 	- 4 en' dr =- 	 

Imindo rf Ata de (1.141:), se mine 

(1.15) 

fr (tea  
.N (v)= - — v2  da 

2 c 

Para completar el cálculo,estos rnvl md os se deben miiltiolicarpor :111 factor de 2, ya que, pan cada una de 

las frecuenCillS permitidas que se han enumerado, existen 	realidad dos ondas independientes 

correspondientes a los dos estados de polarización posibles de In radiación electromagnética. Por lo II11110, 

se ha deziyado (1.12). 5e puede demostrar que N (y) es independiente de la forma de la cavidad y sólo 

depende de su volumen. -4 

Obsérvese que existe una diferencia significativa entre los resultados obtenidos para el caso 

real de una cavidad tridimensional y los resultados obtenidos antes para el caso artificial de una 

cavidad unidimensional. El factor 7'2  que se encuentra en (112) pero nc en (1-1 1), jugará un 

papel muy importante, como se verá, en los argumentos siguientes. Básicamente, este factor 

resulta del hecho de que vivimos en un mundo tridimensional siendo la potencia de u uno menos 

que la dimensionaliddd. Aunque Planck, al resolver finalmente las serias discrepancias entre la 

I caria clásica y el experimento, puso en tela de juicio algunos puntos que hablan sido 

considerados obviamente ciertos, Ri él ni otros trabajando sobre el problema dudaron de (I -12). 

Existió y aún persiste un acuerdo general de que (1-12) es válida. 

Ahora ya se puede contar el número de ondas estacionarias. El paso siguiente en la teoría 

clásica de Rayleigh-Jeans para la radiación de un cuerpo negro, es el cálculo de la energía le tal 

promedio contenida en cada onda csiaeionaria 'de frecuencia v. De  acuerdo con la física clásica, 

la energía de alguna onda particular puede tener cualquier valor entre cero e infinito y su valor 

real debe ser proporcional al cuadrado de su amplitud constante E0. Sin embargo, pura un 

sistema que contenga un numero grande de en les físicos del mismo tipo, los cuales están en 

equilibrio térmico a una temperatura T, la física clásica hace una predicción bastante definitiva 

acerca de los valores promedio de las energías de los entes. Esto puede aplicar en este caso, 

puesto que la multitud de ondas estacionarias, que consí II u yen la radiación térmica dentro de la 

cavidad, son emes del mismo tipo que están en equilibrio I érm ico entre si, a la temperatura rde 

las paredes de la cavidad. El equilibrio térmico se asegura por el hecho de que las paredes de una 

cavidad 
real siempre absorberán y rerradiarán, con diferentes frecuencias y direcciones, una 

pequeña parte de la radiación que incide sobre ellas, y consecuentemente, las diferentes ondas 

estacionarias en forma gradual, podrán intercambiar energía corno se requiere para mantener el 

equilibrio. 

la predicción viene de la teoría cinética clásica, y es llamada ley de qui/aplicado ciclo energía. 

Esta ley, afirma que para un sistema tic moléculas de un gas, en equilibrio iérinico a una 

temperatura 7', la energía cinético promedio de una molécula, por grado de libertad, eskT/2, 

donde k = 1.38 X 10-2' joule°K se le llama consiente dc Boltemann. Esta ley se aplican cualquier 

sistema clásico que contenga, en equilibrio, un numero grande de entes del mismo tipo. Para el 

caso que nos ocupa, los entes sun ondas estacionarias que tienen corno único grado de libertad, 

las amplitudes de sus campos eléctricos. Por lo tanto; sus energías cinéticas, dn promedio, 

 
tendrán el mismo valor, A-772. Sin embargo, cada onda estacionaria oscilante senoidal tiene una 

energía total 
que es el doble de su energía eine' nia promedio. Esta es una propiedad común a 

Iodos los sislernas que tienen 1111 solo grado de libertad y que llevan a cabo oscilaciones 

armónicas simples en el tiempo; casos conocidos son un péndulo o un resorte. Por lo tanto, de 



T=1500”( 

Resultados 
experimentales 

2 
y (1014 Hz) 
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equipartición, cada onda estacionaria en la cavidad tiene una 

IcT 	 (1-16) 

El punto más importante que debe uolarso. es  que se predice la misma energía total promedio 
, para todas las ondas estacionar ias en la cavidad, independientemente de sus frecuencias. 

La energía por unidad de VI/1111)1ft ell el intervalo de frecuencias entre y y y+ dv del espectro 
de cuerpo negro de una cavidad u temperatura T, es simplemente el producto de la energía 
promedio de cada onda estacionaria, por el no de ondas estacionarias en el intervalo de 

frécuencias dividido entre el volumen de la cavidad. Finalmente, de (1-15) y (1-16) se obtiene el 
reSIII indo, 

8 Try2kT 
87.07 dv dv 

Es t a es  la  fórmala de fiayloigh-Jeans, pala tu radiación de un cuerpo negro. 

En la figura 1-8 se comparan las predicciones de esta f ór ni u la con los resultados experimen-

tales. La discrepancia es evidente. En el límite de frecuencias bajas, el espectro clásica se 
aproxima a los resultados experimentales, pero, a medida que la frecuencia crece, la predicción 

teórica iiendlt a infinito. Los experinielitos demuestran que la densidad de energía siempre 

permanece finita, COMO obviuwonte debe ser, y de hecho, la densidad de energía tiende a cero 

para frecuencias muy alias. 118e comportamiento lan grotescamente irreal de t cocía clásica a 

alias frecuencias es conocido en física corlio la "catástrofe ultravioleta". Este término.  os 

sugestivo de la importancia de la falla de la teoría. 

lid. 	Teoría de l'huid< de la cavidad radiante 

Tratando de resolver la discrepancia entre teoría y experimento, Plauck llegó a considerar la 

posibilidad de que se violara la ley de equipartición dela energía en que se basaba la teoría. De la 

FIGLI1ZA It8 

Predicción de Ilayleigli-Jeans (línea punteada) comparada con los resultados experi-
mentales (Huila continua) para In densidad de ctnergin ea tina eavidielfaierno negro 

que muestra la .sella diSCI-ITI1111:1/1 	enlástrofit ultravioleta. 

acuerdo con la ley clásica d 

energía total promedio 

(1-17) 
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figura L8 resulta evidente que la ley proporciona resultados satisfactorios a bajas frecuencia 

Por lo tent() se puede suponer_ .. 

)- kr 	 (1-1; 

Es decir, la energía iota) promedio tiende a T a medida que la frecuencia tiende a cero. L 

discrepancia a frecuencias alias se elimina si, por alguna razón, existe un corte, de modo qe 

es decir, si la energía total promedio tiende a cero cuando la frecuencia tiende a infinito. 

rotras palabras, Planea pensó que, dadas las circunstancias que prevalecen en el caso de 

radiación del cuerpo negro, h energía promedio de una onda estacionaria es función de 

frecuencia ¿ (o) con las propiedades indicadas por (1-18) y (1-19).£510 contrasta con la ley 

eq uipartición de la energía que asigna a la energía promedio 	un valor independiente de 

frecuencia. 

Veamos el origen de la ley de equipan i ción.Basicamen te surge de un resultado mucho m 

completo de la teoría dn ética clásica llamado distribución de Boltzmann. (En el apéndice C 

dan los argumentos que conducen ala distribución de Boltzma nn , para aquellos estudia ni es q'  

no estén familiarizados con ella.) Aquí se utilizará una forma especial de la distribución -

Boltzmann 

kT 

en la que P(1)11$ es la probabilidad de encontrar un ente dado dc un sistema, con encrgia en 

intervalo entre o' y 	d , cuando ei'númere de estados de energía para el ente en r 

irdervalo, es independiente de cr.  . Se supone que el sistema contiene un número grande de eni 

del mismo tipo, en equilibrio térmico a temperatura T, y 6 representa la constante 

Boltzmann. La ecuación (1-20) gobierna las energías de los entes del sistema que se est 

considerando, a saber, un conjunto de ondas estacionarias que oscilan de modo armeed 

simple. 

La función de distribución de Boltzmann está M tirnam ente relacionada con la función 

distribución de Maxwell para la energía de una molécula en un sistema de moléculas 

equilibrio térmico. De hecho, la exponencial en la función de distribución de Boltzmann 

responsable por el factor exponencial en la distribución de Maxwell. Algunos est udia 

sabrán que existe un factor esni,  presente en la distribución de Maxwell, que resulta por 

circunstancia de que el número de estados de energía para una molécula en el intervalo entre 

y ti? + d t no es independienro de eT , sino que aumenta en proporción a PIE 

La función de distribución de EdItzmann proporciona una información completa acerca 

las energías de los entes del sistema, incluyendo desde luego, el valor promedio de las energ 

Esta última cantidad puede obtenerse usando 0-20) para P(e) y evaluando las integral 

en el cociente: 

»A as 
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El integrando en el numerador es la energía e, pesada por la probabilidad de que el etittiike:>

encontrará con esta energía. Ls energía promedio se obtiene integrando sobre lados los valo(isSi'.:  
posibles 'de la energía. El denominador es la probabilidad de encontrar al ente con ritalquirr 
energía y por lo tanto deberá tener el valor uno: que lo tiene. La integral en el numerador [Metió 

aval liarse, y el resultado es justamente la ley de equipartición de la energía 

eá°  =- kr (1-22)

En lugar de llevar a cabo la evaluación, resultará más conveniente, por los argumentos 

siguientes, examinar la representación gráfica de P( e) y d que se muestran en la parte 
superior de la figura 1-9. Se grafica P(d]) corno función del. Su valor máximo, 1/0", ocurrecn  
d° = O y el valor de P( tú )decrece suavemente a medida que e aumenta y tiende a cera cuando 

--s. ag. Es decir, el valor que es más probable que se encontrará en una medida de e , será 

cero. Pero el promedio 1 de los resultados que se encontrarían en cierto número de medidas de 

1 es mayor que cero. La evaluación de je partir de Pf I), se indica en la mitad inferior de la 

figura 1-9. 

La gran contribución de Planek surgió cuando pudo darse cuenta que podía lograr el corle 

requerido, indicado en (1-19), si modificaba el cálculo que conduce a e a partir de P (e), 

tratando la energía 1 como si fuera una variable discreta en lugar de la variable continua que 

definitivamente es desde el punto de vista de la física clásica. Esto puede hacerse, cuantitativa-

mente, si se vuelve a escribir (1-21) en términos de sumasen lugar de integrales. Pronta se verá 

1/k 

o 

FIGURA 1-9 

Arriba: Gráfica de la distribución de probabilidad. de Bollimann P(A) = e Ir ik 

El valor promedio de la energía e para esta distribución es E mi fcT,. que corres-. 
ponde a la ley clásica dela equipartición dela energía. Para calcular este valer de é, se 

integra is"P( 1) de cero a infinito. Esto ca justamente k cantidad que se está .,

promediando, E, multiplicada por la probabilidad relatiga P(4) de que el valor de G,.

sea encontrado en una medida de la energía. Abajo: Gráfica dcatlil, El área bajo esa 

curva proporciona el valor de J. 
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que esto no es difícil de 
hacer, pero es más DISTroel 	estudiar 	o, la representación  

gráfica en la figura Elp 	 • 

Plana supuso que la energía C podía osmio sólo ciertos 

cualquier valor, y que los valores discretos de 
	

valores discrelos; en lugar de 

decir, !ornó 
la energía talaban uniformemente 

   disiriEuidos; es 

FIGURA 1-10 

Arriba: Si 
la energía e no es una variable 

 con! in tia, sino que-está restringida a valores 

O, As tac,3,a, 	, como se indica por las divisiones  en el ele arde la figura, se 

debe cambiar la integral usada pare calcular el valor promedi
o  cr• por una suma. al 

valor promedio es la sume de Es áreas de los reosángulo
s, de amplitud 	y Man 

aliaras dadas por los valores permitidos de fi por 
.1"(dlal 

principiar ea da inier vale- En 

la figura 	« k T, y per 
lento, las energías permii idee están muy próxima

s  entre sí y, 

L
con

secuentemente, el área de Es rec tango Es difiere muy poco.del área bajo la curva 

Onlinlia. Por lo tanto, el velar promedio Le es casi igual a kE el valor encontrado en la 

figura 1,9. Cél1110. A nue k 	yo; tiene un velar menor  que el que llene en el caso de 

arriba. Atufo: ae » 'T y Sd 
es sem menos, En las tres figuras, los remnigulas 

muestran la edruribuelOu 
 de din,r) al área retal, para cada energía permilida. 

rectángulo  ¡Jara 	
o et:, desde luego, siempre de altura Cero. F-510 prOdilee un gran 

efecto en el área tmal, si las amplitudes de los rectángulos son grandes. 
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como el conjunto de valores permitidos de la energía. El intervalo uniforme entre valores sucesivos de la energía, es en este caso SS . En la parte superior de la figura 1-10, se ilustra una 
evaluación de 4" a partir de P( C), para un caso en el que OS« kT. En este caso el resultado 
que se obtiene es 	kT. Es decir, el valor que aquí se obtiene es esencialmente el mismo que el resultado clásico, ya que, los valores discretos 447 son muy pequeños comparados con el 
intervalo de energías kT, en el cual P(1) !cambia significativamente: esencialmente, en este caso es indiferente si la energía 4° es discreta o continua. En la parte media de la figura 1-10, se 
ilustra el caso para 4455r- kT. Aquí se encuentra que ir < kT, ya que la mayoría de los entes 
tienen energía 4" = 0, puesto que P(1) tiene un valor pequeño para el primer valor permitido 
de Ad' diferente de cero, de modo que el valor cr = O es dominante en el cálculo del valor promedio de 6 y el resultado que se obtiene es más pequeño. Sin embargo, en la parte inferior 
de la figura 1-10, donde se muestra el caso para AS » kT , se aprecia más claramente el efecto 
de tornar valores discretos. Para este caso, la probabilidad de encontrar un ente con una de las energías permitidas mayores que cero es despreciable, ya que, me) es extremadamente 
pequeña para todos estos valores, y el resultado que se obtiene es 	kT. 

Resumiendo, Planck descubrió que podía obtener 4 	kT cuando la diferencia entre 
energías adyacentes, Al , es pequeña y jir- 0, cuando 54°  es grande. COMO requería el 
primer resultado para valores pequeños de v, y el segundo resultado para valores grandes de y, obviamente era necesario que 55 fuese una [unción creciente de v. Por trabajo numérico, encontró que podía tornar la relación más simple posible entre árl" y y, que tuviera esta 
propiedad. Es decir, supuso que estas cantidades fueran proporcionales 

(1-24) i84" cc 

ecuación a proporcionalidad, se tiene: Escritacomo lugar d 

(1-25) 

donde A es la constante de proporcionalidad. 
Mediante trabajo numérico, Planck determinó el valor de esi a constante, de modo que se obtuviera el mejor ajuste entre su teoría y los valores experimentales. El valor que obtuvo Cae 

muy cercano al que es aceptado en la actualidad: 

= 6.63 x 10' joule-seg 

Esta constante famosa, ahora se (lam
a constante de Planck. 

la fórmula que obtuvo Planck para 4", evaluando la suma análoga a la integral e 
que se obtendrá en el ejemplo bá, es 

hv  
Av) — 

a que e" kr 	I + hvik para 114 k T 	0, se tiene que raía) 	kT en este límite, como se Y 

pri 	 no, Ch'Ikr,
CO y 8(v) --a 0, en concordancia con la edce en (1-18). En el limite In.1kr 

 

predicción de (1.0). La fórmula que se obtiene inmediatamente para la densidad de energía en el espectro del 
cuerpo negro, utilizando el resultado para 	

(g) en lugar del valor clásico m  

, 	gana- hv 	 (1-27) PT(v) rtr = — elL”ka _ c3  

Esto es, cl capeara del cuerpo negro de Planck fin 
la figura 1- 1, se comparan los resultados de la 

teoría de Manid< (expresados en terminas de ItIngitutles de onda) con resultado§ experimentales 

21), y 

(1-261 
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para una len:pera/u/a 7.2)-)-
1595"R.. Los resobados experimentales concuerdan con le fórmula de 

Pionek, para inda temperatura. 

Debe recordarse que Plan eir ne ollero la distribución 
de Bolín-mm/1, "iodo-  lo que hizo fue 

considerar la energía de las 
ondas el emroinag»él leas estacionarias, oscilando senoidalmen re en 

o una cantidad discreta en lugar de una aullido() continua. 

Ejemplo 1-4. Derivar la expresión 
 de Planck para la energia promedio ú y su espe

negro. .. 
cavidad .671°  se calcula de In razón de las sumas 

SIV) 

P(C) 

anllogas z la razón de integrales en -21). Debido al postulado de Planel
s , la energía tse convierte en una 

variable discreta que mina sólo los valores 
	= (1, 

sumas 	decir, 	= ah dende n 	U. 1. 2, 3
rv y por .ro [pro°,  se deben  ulniZar  

Es 	 , 	Evsluunde !a distribución de Bolismann .12(S) = 

e-nkTficT, tiesa  

Phi e  

I 

-na 

eeo 
o =- sondea

S 

 — 
___ T 

e-tsinV12' 	
ye" 

Lo anterior SU Sas, piada evaluarse  más recamen te si se observa que: 

sy so r/ 	 r.) 
- a  y 	_ s ida     es" Z n  r ne  -a 

da nar
- — 	 _ 

7 ras 

aril 

Ahora bien. 

( 	
d 

i = kr - ));,; la j_ge" 7 --1. _
d 
i 

= I 1 r° 	c-2° + e-a° + 

pero 
	 =- 	+ 	.2"2 	..)/' 	- 	 donde A' 

de modo que; 
	 (1 - .2)./z)  = 1 ± 	+ X2  + X2  + 

rl 
- erv -- In (I - 

!in 

-ha 

he 

es-s ;S-1-7 = 777ST 

Se ha derivado  (1 ,26) ¡Jara la cnergei por:medio  de una nicle elecirnmagne 	iacienaria de frecuencias 

UltpliCSIld0 	
anierior por 1112), a saber, el número 

 Al (e) dr de ondas que Llenen frecuencia  r, que se 

derivó en el ejemplo 1.3, inynediaramen 
le Se 	

eleSpeC1r0 (le Planek del cuerpo negro, (1-27). 

. 
Ejernplii J-5. 	Al analizar 	sobados  cxpei ¡

niel:rail:S, COPIO CP 1s 'figura NI, resulta COOYCOienle 

eSprealir el usimeiro  de Planc
k del cuerpo negro, en función de le longitud de unida 2 , en lugar de la 

°)-' 
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A (101  A) 

FIGURA 1-11 

Predicción de Planck de la densidad de energía (línea con rin un) comparada con los 

resultados experimentales (círculos) para la densidad de energía de un cuerpo negro. 

los datos fueron repuntados por Poblentz en 1916, correspondientes a una tempera-

tura de 1595°K. El autor señala en su artículo que después de dibujar las curvas de los 

espectros de energía que resultaron de sus experimentos, "debido a fatiga de los ojos, 
fue imposible durante los meses subsiguientes, dedicar atención ala reducción de los 

datoa". Una vez que los datos fueron reducidos, se obtuvo un valor de la constante de 

Planck de 6.57 X 10 34  joule-Seg. 

frecuencia y. Obtener pi,(2),ei espectro de Planck en términos de la longitud de onda, a partir depy.00 da 

forma del espectro en términos de v. La cantidadpylOse define por la igualdad pat(h) dA = —P7.(v) ea. 

El signo menos indica que aunque py.(Dy py(Y)son positivas ambas Mi y dv tienen signos opuestos. (Un 

aumento en la frecuencia corresponde a una dismi n áción en la longitud de onda). 

De la relación v = ehl se tiene que dr 	— (rj 21) r14, o bien, /AJA = =(c/P), de manera que 

Av 

e sustituye 	= clA en la expresión para pr(r) (1-27), se obtiene 

tole 
117)(4 ((A = 	 aupé[' — 11 

	 (1-28) 

En la figura 1-12 se muestra pl..(4)contraA para diferentes temperatnas.A1 est adiar la distribución de 

energía radiante COJIJO función de la longitud de onda, a medida que aumenta la temperatura, se puede 

obSeryar, claramente, una tendencia en la radiación del rojo al blanco y al azul. 	 1 

A partir de la fórmula de Planck, se pueden derivar le ley de Stefan y la ley del desplazamiento 

de Wien; M se las ajusta a los resultados experimentales, se pueden determinar valores para las 

constantes h y As La ley de Siefan se obtiene integrando la ley de Planck en todo el espectro de 

longitudes de onda. Se encuentra que la Falencia es proporcional a la cuarta potencia de la 

temperatúra, identificando la constante de proporcionalidad Irsk111502h3 con la constante de 

Stefan, ot,eti yo valor, delenninallo experimentalmente, es 5.67 X 10-il  W/m2-°1C°: La ley del 

desplazamiento de Wien, se obtiene haciendo d p(2)1(1). = O. y se encuentra que 2.„„1„T = 



RADIACION TERMICA Y El POSTULADO DE PLANO( 	 Cap 1 

X iü A) 

FIGURA 1-12 

Densidad de energía de Plant.k de la radiación de un cuerpo negro, a varias lemperatu-
ras, como función de la longitud de onda. Obsérvese que la longitud de onda para la 
cual D curva tiene un máximo, decrese a medida que la temperatura aumenta. 

0.2014/m/k; identificándose al miembro a la derecha de la ecuación con la constante, 2.898 X 

10-13 ni-°K, determinada experimetitalmen te por Wien. Utilizando estos valores medidos y 

suponiendo un valor para la velocidad de la luz c, se pueden calcular los valores de h. y k. De 

hecho, ésto lo realizó Planck y sus valores concuerdan muy bien con los obtenidos posterior-

mente por otros métodos. 

1.5 	Aplicación de la ley de radiación de Planck en termometría 
• 

La radiación emitida por un cuerpo caliente puede utilizarse para medir su temperatura. Si lo 

que se utiliza es la radiación total, entonces, de la ley de Stefan-Boli unan u, se sabe que las 

energías emitidas por dos fuentes están en razón de la cuarta potencia de la temperen ura. Sin 

embargo, es dificil medir la radiación total de la mayoría de las fuentes y realmente, lo que se 

mide es la radiando en una banda finita de longitudes de onda. En este caso se utiliza la ley de 

radiación de Planck que proporciona la radiancia corno función dela temperatura y longitud de 

onda. Para radiación monocromática de longitud de onda A la razón de intensidades espectrales 

emitidas por fuentes a 712°K y TI°K, está dada por la ley de Planck corno: 

Che/ ]k9'2 — 1 

En esta expresión, si se toma T,, corno temperatura de referencia estándar, se puede determinar 
T2 relativa a la estándar, midiendo esa razón en forma experimental. Este es el procedimiento 

empleado en la Escala Internacional de Temperaturas Pi Oeticits, donde se utilizo el punto de 
-fusión del oro, 1068°C, corno punto fijo de referencia-Es  decir, el pirómelro óptico estándar 

primario, está diseñado de modo tal, que compara la radiación de un cuerpo negro, a 
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Fuente de 
radiación • 

FIGURA 1-13 

Diagrama esputan:SIira de 1111 pirómittro óptico. 

temperatura desconocida T > 10611(11 con un cuerpo negro a la lemperainra de fusión del oro. 
Dadas las circunstancias practicas, la mayoría Je las Gnent es no son cuerpos negros y en lugar de 
la radiación inonocroniáiizza 	 una Ua banda finito de longitudes de onda, de modo que los 
procedimientos denedida deben ser adecuados y la teoría desarrollada, para tomar en 
consideración las circunstancias anteriores. 

Ui mayoría de los pirometros ópticos, ulilizacel ojobuinano como detector y requieren de un 
ancho de banda tzspeetral suficientemente amplio, de modo que se tenga la energía que el ojo 
puede ver. El tipo de instrumento más simple y mas preciso utilizado por encima del punto de 
fusión del oro, es el pill/OlOir O óptico COO G101111:1110 desvaro:se/une, (ver figura 1-13 ). fa 
fuente a medirse se enfoca en el lilamento de la lámpara del pirometro,OillStárldOSC la corriente 
de la lámpara basta que el filamento tienda a desaparecer en id fondo de la imagen de la fuente. 
Calibrando cuidadosamente inediaide poienciómetros ole precisión, se garantizan medidas 
precisas de la temperatura. 

En la década 1950, Dicke, Penzias y Wilson descubrieron un interesante caso particular del 
campo general de la termumei ría por medio de radiación de cuerpo negro. Utilizando un radio 
telescopio que operaba en el intervalo de longitudes de onda entre varios milímetros y varios 
eniírnet ros, encontraron pie un espectro de cuerpo znegro, con temperatura característica de 

3°K,incide sobre la tierra en i odaszli rece iones con igual intensidad.La uniformidad en dirección 
'Uta que la radiación Huna liniloonciiiente el universo. Los astrofísicos consideraron estas 

medidas como ztvidei leía fucile ea favor de la llamada baría de la gran explosión, en la cual, el 
universo •consistía de Ulla bola de fuego muy densa y muy caliente de radiación y partículas, 
aproximadamente tunee 1010  afma. Debido a una expansión posterior y el consecuente corri-
miento Dopplcr, es de esperarse que la temperatura de la radiación disminuyera a Uit valor muy 
cercano del observado de 3"K. 

1.6 	El postulado de Planeta y sus implicaciones 
la ,:coaribución de llana sr iniolcl enunciar en forma de postulado, como sigue: 

CUalquier ente Pica COO 11/1 grada de libertad, cuya "coordenada" es fillafiinci(ízz senoidal del 
tiempo (es decir realiza oscilaciones annanicarsimples) sólo puede poseer energías totales 1 , que 
satisfacen la retenido 

rré 

donde P es la /relucacin I< Lt nsrilatiónh es 111(1 COILSIGUIC universa 

la palabra rotulo]: 

que describa la roma 

sentido más general, para denotar cualquier cantidad 
[lel ente, por ejemplo, la longitud de un resorte, 
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FIGURA 1-14 

Izquierda: Energías permitidas en upgasienia 

clásico, oscilando SCIloidalmerue CO!' frecuen- 

cia v, distribuidas 	forran coni inda. Derecha: 

Energías permitidas distribuidas en forma dis-

creta de acuerdo con el postulado de Planck, 

ya que sólo pueden tener los valores nhe Se 

dice que la energía está cuantizada, siendo?, el 

número cuántico del estado de energía per-

mitido. Clásico Plana 

posición angular de la masa de un péndulo y la amplitud de una onda. Todos estos ejemplos 

también son funciones senoidales del tiempo. 

Un modo convenienté de ilustrar el comportamiento de 1111 entegobernado por este 

postulado, es mediante un diagrama de niveles de energía, como se muestra en la figura 1-14, 

que también puede utilizarse para contrastar este comportamiento con el que se esperaría en 

base a la física clásica. En ese diagrama se indican cada uno de los estados de energía posibles del 

ente, por una linea horizontal. La distancia de una linea determinada, a la Enea de energía cero, 

es proporcional ala energía total que le corresponde. Como de acuerdo con la física clásica, el 

ente puede tener cualquier energía entre cero e infinito, el diagrama clásico de niveles de 

:energías consiste de un 'continuo de líneas que empiezan en cero y se extiende a valores 

mayores. Sin embargo, el ente que realiza oscilaciones del tipo oscilador armónico simple, sólo 

puede tener energías totales discretas, 1 r- 0, /0?, 
2he 3h h.., si obedece el postulado de Planclz. 

En su diagramS de niveles de energía, esto 
se indica con un conjunto discreto de líneas. Si la 

energía del ente obedece el postulado de Plan eh, se dice que está 
cut:atizad:e los niveles de 

energía permitidos se llaman estados co all fiCOS y el n Úniero entero a se llama el número cuántica. 

El estudiante podría pensar que existen sistemas físicos cuyo comportarnieril o esté 
en obvio 

desacuerdo con el postulado Je Planck. Por ejemplo un péndulo Ordinario realiza oscilaciones 

de tipo oscilador armónico simple 'y sin embargo, aparentemente es capaz de pos
eer   valores 

continuos de 
la energía. Pero antes de aceptar este argumento, se balan algunos cálculos 

numéricos en relación con dicho sistema. 

1:01111111w 

Ejemplo 1-6. Un péndulo que consiste d 

de longit ud. Sea la amplitud de su oscilación c. 

de PI rad. con la vertical. la 

observara
energía del [tent 

observa 	?pie erre decrement o  de la energía es 

La frecuencia  de oscilación del péndulo es:  

de 0.01 Kg suspendida de una cuerda de 0.1 in. 

mbensuspOSil:10111t5 CX1rú/MIS forma tin ángulo 

por e;coudo, mur efectos de fricción. ¡Se 

11107  

_1 jils 	I 	9.8 nVorig.2  

37r11  / 	27rhi 	0.1 in 

La energía del péndulo es su energía potencial ció xi roa 

mgh = ing1(1 	cos 0) = 
0.01 kg x 9.8 infaegá x 0.1 m x (I — tos 

-- 	

0.1) 

= 5 x 10 5  joule 

1 energía del péndulo oil á cuanliziala, de acodo que los craiuhi

discontinuor 	= /ir, pero 

DE =- he = 6.63 x 	joule-seg x 1.6/seg = 10/") joule 

mientras que E -= 5 x 10-5  joule. Por lo tanto,AE/E 	2 x 	2 /b Asi pues, para poder medir que el 

decremento de la energía es discreio, se necesita poder medir la energía con una precisión de 2 en 10'9. 

1,ó) seg 

Fre ,' en apr d 
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Eviden mínenle aún ul equipo e 	 I más sensible, resulta mtalmene incapaz para obtener dicha 
resolución en la energm- 

En 

1 

conclusión, aquellos experimentos que iollIcrell péndulos ordinarios, no podrán 
determinar si el postulada de Planck es válido o no.La pequeñez de h, haceque lagranularidad de 
la energía sea tan fina Eme im pueda distinguirse de un continuo de energías. Más aún, para 
sistemas clásicos, la h podría considerarse igual a cero y, de hecho, un modo de reducir las 
fórmulas cuánticas a sus liudes clásicos, cs dejandoñ 	OCR estas fórmulas. Solamente cuando 
se consideren sister nes en los cuales v sea tan grande y/o 41  tan pequeña que 20 )= he sea del 
orden de e, se emará en condiciones de probar el postulado de Plauck. Un ejemplo es, desde 
luego, la radiación de ondas esnicionarias de alta frecuencia del cuerpo negro. En los siguientes 
capítulos se considerarán muchas Otros ejemplos. 

1.7 	Un POCO (le In IiisLoria del quantum 

El postulado de Planck, en su forma original, flo tenia el alcance que tiene en la forma corno aquí se lía 
presentado. En sil trabajo original, Planek untó en detalle, el eomporiamiento de los electrones en las 
paredes de un cuerpo negro y BU acoplamiento ala radiación electromagnética dentro de la cavidad. Este 
acoplamiento conduce al a10 !aran! Y 2  que.e obtuvo en (1-12) 	rirgur 	m 	ne nentos .más gen 	debidos a 

Itayleigh y Jea. A través

18111 

de este acoplamiento, Planck relacionaba la energía en una componente 
particular de las

ns 

 frecuencias de radiación del cuerpo negro, coi la energía de Un electrón en la pared, 
oscilando senoidalmente a la 111i51110 frecuencia y postuló que únicamente la energía de la partícula 
oscilante  esta colonizada. No fue sino basta unir tiempo después. que, Planck aceptó la idea de que las ondas 
eleetromagner leas os 	

talmente. 

En 

eltuvieraii así mismo 	arriendas y el postulado se amplió para incluir 
cualquier eme cuya única coordenada oscile serioalmente. 

En un principio, Planck no estaba seguro siso introducción de la constante h no era más que un recurso 
matemático o un asuntó coi) significado físico muy profundo. En una carta dirigidas 11.W. Wood, Planck 
llamó a su postulado limitado, "un acto de desesperación". "Sabía", escribió, "que el problema (del 
equilibrio de la materia con la radiación) tiene una importancia fundamental infla la física: conocía la 
fórmula que reproduce la distribución de energías en el espectro normal; una interpretación teórica tenía 
que encontrarse a cualquier [necio, sin imponer qué tan alto". Por más de una década, Planck trató de 
ajustar las ideas cuánticas a la moría Mímica. Coreada intento aparentaba retroceder de so osadía original, 
pero siempregeneraba nuevas ideas y técnicas que posteriormente ademó la teoría coáraica. Lo que parece 
ser que finalmente lo convenció de que su hipótesis cuántica era correcta y de significado prot mido, fue 
su apoyo a la definid vidod del concepto estadist i co de la entropía y a la tercera ley de la termodinámica. 

Fue durante este período de dudas, que Plauck era editor de la revista de invesiigneión alemana Anadea 

dar Physik. En 1905 recibió el primer artículo de Ifinsiein sobre relatividad, y valientemente defendió el 
trabajo de Einstein. A partir de Will/rices se convirtió en uno de los defensores del joven Einstein en los 
círculos científicos, pero resistió durante algún tiempo, precisamente aquellas ideas de Einstein, sobre la 
teoría cuántica de la radiación, <pie contribuyeron a confirmar y extender el propio trabajo de Planck. La 
profunda visión que Einstein tenía del clecti oniagnetismo y la mecánica estaillmica, que posiblemente no 
fue igualada por sus contemporáneos, le permitió predecir, cuino resultado del trabajo de Planck, la 
necesidad de un cambio general en la mecánica estadística y el electromagnetismo. Muchas fenómenos 
fisieos fueron predichos e interpretados eanhticipnJmnente loS cuales posteriormente fueron dramática-
mente confirmados experimentalmente. En el Iiigniente caldudo se tildará uno de estos fenómenos y BO 

seguirá otro camino rumbo u In mecánica cuántica. 

PREGUNTAS 

1. ¿Un cuerpo negro suca 
	 egru? Explique el término cuerpo negro. 

2. En un fuego hecho con 
	

los huecos que quedan cut re carbones se ven más brillantes que los 



ad< 

ibrió, por 

lo, en higa.' 

o I 1 

In r 
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carbones mismos. ¿Será la temperatura de dichos huecos, apreciablemente mayor que la correspon-

diente a la superficie exterior de pp carbón incandescen le? 

a: Si se observa dentro de orla cavidad cuyas paredes se ala mielen a una temperaiura constante, ¿es 

visible algún detalle del inicrior? Explíquese. 

4.. La relación IX?, = 479  es exacta para cuerpos negros y se mantiene a toda temperatura. ¿Por qué no 

se utiliza esta relación como base para una definición de temperatura, por ejemplo, 100°C? 

S. Un pedazo de metal se pone incandescente con un color rojo brillante a 11009C. Sin embargo, a esta 

misma temperatura, un pedazo de cuarzo simplemente no brilla. Explique. (Sugerencia: el cuarzo es 

transparente a la Luz visible). 

6. Haga una lisia de las funciones de distribución que más comúnmente se usan en las ciencias sociales 

(es decir, distribución de familias respecto de sus ingresos). En cada caso, especifique si la variable de 

la distribución descrita es discreta o con/ inua. 

7. En (1-4) se relacionan radiancia espectral y densidad de energía, ¿qué unidades deberá tener la 

constante de proporcionalidad? 

8. ¿Cuál es el origen de la catástrofe ultravioleta? 

9. La ley de equipariición de la energía requiere quo el calor especifico de les gases sea independiente de 

D lea peral tics en desacuerdo con la experimentación. Aquí se ha visto que conduce a la ley de 

radiación de llayleigh.leans, que también está en desacuerde can la experimentación; ¿,se pueden 

relacionar estas dos fallas de la ley de equipartición? 

10. Comparar les definiciones y ilimensieues de redimir:be espectral, R7(v), radiancia, ft 2 „ y densidad de 

energía pre /IT 

II. ¿Por qué se titiliZala piroinci ría óp: ica por arriba del punto de fusión del oro y no por abajo de el? ¿En 

:qué objetos se mide iípicarnenie la iempera tura de este modo? 

12. ¿Existen canlidades m'entizadas en física clásica? ¿Esii cuantizada la energía en física clásica? 

13. 
¿Tiene sentido Imblar en ¡islas de ella ntización de muga? ¿En qué sentido difiere dela cuantización de 

'la energía? 

14. las paniculas elementales parecen lenes un conjunto diseo 

considerar mimo coantizacion de irla su? 

En muchos sial erras clásicos las frecuencias permitidas es 

dichos sistemas. ¿También se cuardin la energía? 

16. 
Demuestre que la constante de Planck licito dimensiones de. impulso angidar. ¿Sugiere ésto, 

necesariamenie, que el impulse angular es una cantidad eua n'izada? 

17. ¿Cuál deberá ser el orden de magnitud iníninin de II, para que los afectos cuán' icos sean efectos 

cotidianos? 

18. La radiación universal d 

exterior? 

35. 

roe negroa 3°K, ¿qué puede decir,  pera tara del espacio  

o de masas en reposo. ¿Se puede á 

cuanlizadas Mencione algunos 

19. La teoría de Hundí ¿sugiere estados 	reía 06 

20. Discutir el hecho sorprendente de que la disci esió 

analizar el espectro continuo erniiiddpur Momos tern 

en el análisis de un espectro discreie tal come el meitidr 
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ROBLEMAS 

I. ¿A qué longitud de onda, una cavidad a 600(PK radiará más por unidad de longitud de onda? 

2. Demuestre que la constante de proporcionalidad en (1-4) es h/C Es decir, demuestre que la relación 
entre la radiancia espectral RDQ) y la densidad de energía pr (v) es RTH dv oo (c/4)py.(v)dv. 

3. Considere dos cavidades de forma y material arbitrarios, cada una a la misma temperatura T. 
conectadas por un tubo angosto en el que se pueden colocar filtros de colores (supuestamente ideales) 
que peripii irán el lioso de radiación de una sola frecuencia e. (a) Suponga que para cierta frecuencia 

pj. (vd) para la cavidad 1, resulta mayor que po.(3d )11v paro la cavidad 2.Se coloca un filtro en el 
tubo interconector, que sólo deja por la frecuencia V. Allallee pié sucederá en términosdeflujo de 
m'ergio. (b) Qué pasará con sus temperaturas respectivas. (c) Demuestre que esto violaría lasegunda 
ley (le la termodinámica; por lo tanto, pruebe que iodos los cuerpos negros a la misma temperatura 
emitirán radiación térmica con el mismo espectro, independieniemente de su composición. 

4. Un radiador de cavidad, tiene un agujero de 10.0 mos de diámetro que se perforó en una pared. 
Ele:U(11111-e la potencia radiada a través del agujero, 011 el iniervalo entre 5500 5510 A. (Sugerencia: 
ver el problema 2). 

5. (a) Suponiendo que la temperatura en la superficie del sol es 5700°K, utilice la ley de Siefan, (1-2), 
para determinar la masa en reposo que se pierde por segundo en la radiación del sol:Ponle el diámetro 
del sol cuino 1.4 X 10° in. 00 ¿Qué fracción de la 111115/1 en reposo del sol, se pierde cada arto en 
radiación eleelrifiliagnéllea? Suponga que la masa en reposo del sol es 2.0 X 109kg. 

6. En una explosión milinglUelCia, lo temperatura en la bola de fuego es, momentáneamente, 101  °K. 
Encuentre la longitud de onda pura la cual la radiación emú ida es máxima. 

7. A una iemperatura dada _ /1 = 6500A para una cavidad de cuerpo negro. ¿Cuál será g„„i si la 
[empero ura de las paredes de la cavidad aumenta 	modo que la razón de emisión de radiación 

espectral se duplica? 

8. ¿A qué longitud de onda emile el cuerpo luuuana su radiación 	 a? llaga nun lista de las 

hipótesis que se hagan pala llegar n 1111A resp 

9. Suponiendo que Andx  esi á an el infrarrojo carcauo pa i 	lor rujo, y en el ultravioleta cercano para 
calor azul. En la ley del desplazamiento de Wien aproximada:neme, ¿qué temperatura corresponderá 
al calor rujo'? ¿Al calor azur? 

10. larazón remedio de radiación solar que incide sobre la tierra, por unidad de área es 0.485 cal/cm2,  
mili (o 355 W/111'). (a) Explique la consistencia de este número con la constante solar (en ergía 
solar que llega mi le 	ra por U Liikled 	liC1111/0 1:H1110111J 1101-IIII11 11 elle unidad de área do lasuperficie 
terrestre) cuyo valor es 491 cal/cuitado (o 1310 W/m). (b) Considere la ticra nonio un cuerpo 

negro que !Odie energía id espejo en esta misma razón. ¿Cuál seria la temperatura de la super,  

icie de la cierra bajo estas circunstancias? 

II. Demuestre que la ley de radiación de Ilayleighleans. (I -17), Do es consistente e011 la ley del 

deSpleZeilliel110 Jo Wiell e„,„,,cc T, (1.3g), o d„,,,>, T= consi, (1.31i). 

12. A partir del espectro del cuerpo negro, v„,„ se (Puede obtener de dprOd? sis = O y d„,, de 

des.(2)/da so. 0. ¿Por qué a partir de L.,„(,, T = COME O I'max  = cenan X 7' no es posible obtener. 

las si se utiliza simplemente d„, 	= c(*, „x  ? PA decir, ¿por qué es erróneo suponer quev„,„2,,,,,x  

= e, donde ces la velocidad de la luz? 

13. Considere los 11UOMUCPS siguientes: 2, 3, 3, 4, 1, 2, 2, 1, 0, COMO reprtSCIlialld0 el número de 

cuadrangulares, logrado por cada miembro de los Orioles de Baltimore en MI juego reciente. (a) 

Calcular directamente el número promedio de cuadrangulares por hombre. (b) Seas una variable que 
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especifica el número decuadrangulares obtenidos por Un hombre, y sea 
f(x) el número de veces que el 

escribir como 
número x aparece. Deffillealrea  que el número promecIM de cuadr e p angulares por hombre suede 

f(x) 

(e) Sea p(x)la probabilidad de obtener el número x. Demuestre que s está dado por 

D0c1•11 t = 

14. Considere b función 

PX) TrIl 	— a:)2 	 0 S%S 10 

(a) A partir Je 
	 f(x) = O 	 para cualquier Gira x 

Cflell:atta el valor promedio de x. (b) Suponga que la variable es discreta en lugar de continua. • 

Además,A= = I de modo que x sólo toma valores enteros 0, I, 2 .... 10. Calcule 
a y compárelo con 

el resultado de la parte (a). (Sugerencia: puede ser más fácil calcular la sunia apropiada direct amen) e, 

en lugar de trabajar con fórmulas generales de sumas). (c) Calcule para Aa: = 5, es decir x = 0,5, 

10. Compárelo con el resultado de k parle (a). (1)) 011 enga analogías entre los resultados obtenidos 

Y P (c7). 
geste problema y el análisis de la beca:Will 14. Ase:EUresE de (Allende,

-  I,,E napelealniCillegiffl 41, Ajó, 

deducir (1-224 
15. Usando la relación P(É) = e—e117  k 71  y Sr P(47) ele = 1, evaluar 111 integral de (1-21), para 

kT.  

16. Utilizando b relación Ra didav = (c/4)pr 
 (11 ft' entre la radiancia espectral y la densidad de 

energía junio con la ley de radiación de Plaock, derivar la ley de Stebti. Es decir, demuestre que: 

Rá. = 	 = a T 4  
21.1: 	va da 

c e' 	— 1 
o 

donde a = 2a‘k4)15C91:% 

1

.  tia 	1:1  

e° — 1 	15 
o 

17. 
Derive b ley del desplazamiento de Wien, 	 ón 2 z, 	= 0.2014 	resolviendo la Ci 

¿I p1,1)1d2 = 	(SUgaelleid: baga te Plk =o y demuestre que la e 

+n''/5 = 1. Después, demuestre pie x 	4.965 es la solución). 	
cuación citada conduce

ellac 

 a 

 

18. Para verificar exprese men talmeni e que k recientement e  descubierta radiación universal debajo, se 

ajusta precisamente II un espectro de cuerpo negro, se decide medir RT (2) desde una 	deba de 

Ana„.. donde su valor es 0.2Rádit„.,,,Wasta  una 	por encima de 	donde su valor es otra vez 

0.2RT(2„,,,,). 
 ¿En qué intervalo de 2 deberán hacerse les 

FI 1 t (ilj 



2 
Fotones-Propiedades 

corpusculares de la 
radiación 

2.1 	introdinseión 

Interacción de radiación con materia. 

2.2 	El efecto fotoeléctrico 	 4.7 

Potencial de frenamienio; frecuencia de corle; ausencia de tiempo de retraso. 

2.3 	Teoría cuántica de Einstein del erecto fotoeléctrico 	 50 

Fotones; cuan t isacion de la energía del fotónjuncián de trabajo;reevaluaeión de 
la constante de Plana; espectro electromagnético; conservación del impulso. 

El efecto Compton 	
55 

Corrimiento Complot]; derivación de las ecuaciones de Compton; longitud de 

onda de Compton; dispersión de 'flioison; competencia entre las dispersiones oída 
y Cumplen. 

2.5 	Naturaleza dual de la radiación electromagnética 	 61 

1E11-acción; {lesdolluniento de personalidad de la radiación electromagnética; 	- 

actitud contemporánea de los Físicos. 

2.6 Fotones y emisión de rayos X 	 62 

Emisión de rayos X Iftetusstruldung; relación de bremsstraldong a efecto foto-

eléctrico. 

Producción y aniquilación de pares 	 65 

Positrones; producción de pares electrón-positrón; iiiiiipianción de pares; 

positronio; teoría de 1/irati de los positrones. 

45 



46 	FOTONES—PROPIEDADES CORPIJSCLILARES DE D1 RADIACION 	 Cop. 2 

Secciones transversales para absorción y dispersión de fotones 	70 

Definición de sección t ríanXversal; dependencia con In energía de las sec-

ciones transversales de la dispersión, foloeléct rica, de producción de pares y 

total; atenuación exponencial; coeficientes y longitudes de atenuación. 

Preguntas 	 74 

 'Problemas 75 



Fotones-Propiedades 
corpusculares de la 

radiación 

2.1 	Introducción 

En este capítulo se examinarán los procesos en los cuales la radiación interacciona con la 
materia. Los procesos que implican la dispersión o absorción de radiación por materia sol) tres, a 
saber: el efecto fotoeléctrico, el efecto Cumpton y la producción de pares. Mientras que la 
producción de radiación se debe al bremsstrahlung o ala aniquilación de pares. En cada caso se 
obtendrá evidencia experimental de que la radiación es de carácter corpuscular en su 
11111:1-11CCI611 con la materia a diferencia de su naturaleza ondulatoria cuando se propaga. En el 
capítulo siguiente se estudiará una generalización de este resultado debida a de Broglie, y que ' 
conduce directamente a la mecánica cuántica. Parte del material de estos dos capítulos será una 
revisión de tópicos que el estudiante conoce de sus cursos de física elemental. 

2.2 	El cieno fotoeléctrico 

Los experimentos que confirmaron por vez primera la existencia de las ondas electromagnéticas 
y la teoría electromagnética de Maxwell acerca de la propagación de la luz fueron realizados por 
Ileinrieli Ilertz en 1886 y 1887. Es uno de aquellos hechos fascinantes y paradójicos en la 
historia de la ciencia es el que Hertz observó en el curso de sus experimentes, este efecto lo 
usaría Einstein después para contradecir otros aspectos de la teoría electromagnética )flásica. 
I km descubrió que una descarga eléctrica entre dos electrodos ocurre más fácilMente cuando 
sobre uno de, ellos incide luz ultravioleta. Lenard, continuando algunos experimentos de 
Ilallwachs demostró eu seguida que la luz ultravioleta facilita la descarga debido a que ocasiona 
la emisión de electrones desde la superficie del cátodo, a esta emisión de electrones desde una 
superficie por la acción de la luz se le denomina efecto fotoeléctrico. 

En la figura 2-1 se muestra un aparato utilizado para estudiar el efecto fotoeléctrico. Una 
envoltura de vidrio encierra al aparato en un espacio al vacío, la luz incidente que es 
monocromática penetra a través de una ventana de cuarzo, incide sobre la placa de metal A y 

libera electrones, (llamados fotoefectroties). Los cuales si es que son atraídos a la copa de metal l3 
mediante una diferencia de potencial lb aplicada entre A y 13 se podrán detectar como una 
corriente_ El amperímetro C sirve para medir esta corriente fotoeléctrica. 

La curva a de la figura 2-2 es olla gráfica de la corriente fotoeléctrica como función de la 
diferencia de potencial V para un aparato como el de la figura 2-L Si V se hace lo sufi-
cientemente grande, la corriente fotoeléctrica alcanza cierto valor límite (valor de satura-" 
ción), para el cual todos los fotuelectrones emitidos desde A son colectados por la copa B. 

47 
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FIGURA 2-1 

Aparai o utilizado para estudiar el efecto fineelóarieo. El vi aje V se puede variar en 

magnit lid de manera continua y también es posible, mediante el in;errupmq invertir el 

signo. 

Si se invierte el signo de V, la corriente fotoeléctrica no cae inmediatamente a cera, lo cual 

sugiere que los electrones son emitidos desde A con energía cinética; algunas alcanzrán el 

punto B sin importar que el campo eléctrico se oponga a su movimiento. Sin embargo, si esta 

diferencia de potencial se hace lo suficientemente grande se alcanzará un valor V, para el cual la 

corriente fotoeléctrica se hace igual a cero, a este,  alor se le llama potencial defrenamiento. Esta 

diferencia de potencial V, multiplicada por la carga del electrón es una medida de la energía 

cinética Kn,6, de los Co toelect rones in ás rápidas_ Es decir 

Kanin = c Vo 

Experimentalmente resulta que la cantidad If.„,,tx  es independiente de la intensidad dela luz tal 

como la muestra la curva b de la Figura 2-2 en la cual la intensidad de la luz se ha reducido a la 

mitad del valor utilizado para obtener la curva a. 

La figura 2-3 muestra el potencial de f renamieni o V, como función de la Creenonda de la luz 

que incide sobre el sodio. Obsérvese que existe una frecuencia de corte (J'o ) bien definida, por
,  

FIGURA 2-2 

Gráficas de la corriente 1 como función del 

voltaje V según los datos tornados con el 

aparato de la figura 2-1. La diferencia de 

potencial Y se considera positiva cuando la 

copa B de la figura 2-1 es positiva con res-

pecto a la superficie fotoeléctrica. En la 

curva I) la intensidad de la luz incidente se lia 

reducido a la mi/ad de la de la curva a. El 

potencial de frenarnieni o Ido  es independiente 

de la intensidad de la luz pero las corneares rle 

saturación In  e 4 son directamente proporno• 
nales a él. 

— 	-I 

Diferencio de potencial 

u 	aplicado V 
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FIGURA 2-3 

Gráfica de las medidas realizadas por Millikaii 
para el potencial de frenamiento on función de 
la frecuencia para el caso del sodio. Le fre-
cuencia de corle so  es 4.39 X 10" I lz. 
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debajo de la cual no <nene el efecto fotoeléctrico. Estos datos fueron tomados en 1914 por 
Millikan, quien por su esmerado trabajo sobre el efecto fotoeléctrico se hizo acreedor al premio 
Nobel de 1923. Debido a que el efecto fotoeléctrico para luz en el visible, o en el visible cercano.  
es un fenómeno fundamentalmente de superficie, es necesario evitar en los experimentos capas 
de óxido, grasa o cualquier otro contaminante de la superficie. 

Existen tres hechos fundamentales del efecto fotoeléctrica que no pueden explicarse en 
términos de la teoría clásica ondula toda de la luz: 

1. La teoría undulatoria exige que el vector eléctrico oscilante E de la onda luminosa aumente ell amplitud conforme aumenta la intensidad del haz luminoso. Pues' o que la fuerza 
aplicada al electrón es cE, se sugiere que la energía cinética de los fotoelectrones también 
debería aumentar de acuerdo con el aumento en intensidad del haz luminoso. Sin embargo, la 
figura 2-2 muestra que K„,„x , que es igual a eV, es independiente de la intensidad de la luz. Esto ha 
sido probado sobre un intervalo de intensidades de 10'. 

2. Según la teoría ondulatOria, el efecto fotoeléctrico debería ocurrir para caalqUier 
frecuencia de la luz tornando en cuenta solamente que la intensidad ríe la luz sea lo 
suficientemente intensa corno para dar la energía necesaria pala emitir los fotoeleetronea. Sin 
embargo, la figura 2-3 muestra que para cada superficie existe una frecuencia de corte 

característica yo. Para frecuenci (15 menores de v,,, el efecto fotoeléctrico no ocurre, sin importar qué 
tan intensa seis la iluminación. 

3. Si la energía adquirida por un foloclectrón es absorbida de la onda que incide sobre la placa 
de metal, el "área efectiva del blanco“ para un electrón en un metal está limitada y 
probablemente no sea mucho mayor que un círculo de un diámetro atómico. En la teoría clásica, 
la energía luminosa se encuentra uniformemente distribuida sobre el frente de onda. Entonces, 
si la luz, es suficientemente débil existirá un tiempo de retraso mensurableentrc el instante en 
que la luz empieza a incidir sobre la superficie y la expulsión del fotoelectrón, que se estimará en 
el ejemplo 2.1. Durante este intervalo el electrón deberá absorber energía del haz, hasta 
acumular la suficiente para escapar. 'Sin embargo, nunca se ha medido un tiempo dq retraso. 
mensurable. Este desacuerdo ea particularmente interesante cuando la substancia fotoeléctrica 
es un gas, bajo estas circunstancias pueden aparecer mecanismos de absorción colectiva y la 
energía del fotoelectrón emitido deberá ser extraída del haz luminoso por un solo átomo o, 
molécula. 

Ejemplo 2-1. A una distancia de un meso de una fuente luminosa cuya potencia es 1 W = 1 joule/seg se coloca una placa de poiasie. Supángase que im fotoelectrón munido Iniode recibir su energía 
de un área circular de la placa cuya radio r es, por ejemplo, un radio atómico: r 	I x10-10  l La energía 
necesaria para extraer un electrón tic la superficie dél potasio es aproximadamente 2.1 eV 

	3.1 X 10919  

joule (un electronyoli = 1 eV = 1.60 X 10 '9  joules es la plICFgia ganada pm un electrón de carga 1.6 X 
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10-19 
 conlombs. que cae a través de una diferencia de potencial de 1 y). ¿Cuánto tiempo le tomaría a este 

blanco absorber esta cantidad de energía de la fuente luminosa? Supóngase que la energía luminosa está 

esparcida uniformemente sobre el frente de onda. 

El área del blanco es tzr2  = n x 10-29  m2. El área de una esfera de un metro con centro en la fuente es 

417(1 m)2  = 417 m2
. Entonces, si la fuente radia uniformemente en todas direcciones (es decir, si la energía 

está uniformemente distribuida sobre frentes de onda esféricos que emergen desde la fuente, según le 
teoría clásica) la razón R e la cual la energía cae sobre el blanco está dada por 

R = 1 joule/seg x 	  
x 10-2° m2  

4n m2 	
- 2.5 x 102' joule/seg 

Suponiendo que toda esta potencia se absorbe, se puede calcular el tiempo necesa

electrones adquieran energía suficiente para escapar; por lo tanto 

3.4 x I0-" joule 

2.5 x 10-21  Joule/seg 	
1.4 x 109  seg 	2 min 

 

Por supuesto, se podría modificar la descripción anterior con objeto de reducir el tiempo calculado 

suponiendo una mayor área efectiva del blanco. La suposición más favorable, que la energía se transfiere 

de la onda luminosa al electrón mediante un proceso resonante, conduce a una área del blanco de 2
2, 

d
donde ) es la 

longitud de onda de la luz, pero se podría obtener un tiempo de retraso finito que estaría 

entro de nuestra habilidad experimental para medir, por ejemplo Á -Y-.  100 A, segundos. (Para luz 

ultravioleta de t =10-2 
 seg Sin embargo, no se ha detectado ningún tiempo de retraso bajo ninguna 

circunstáncia y los primeros experimentos fijaron un límite superior de 10
-9  segundos s'obre cualquier 

retraso posible. 

2.3 	Teoría cuántica de Einstein del efecto fotoeléctrico 

En 1905 Einstein puso en duda la teoría clásica de la luz, propuso una nueva teoría ycitó el 

efecto fotdelectrico• como una de las aplicaciones que podría probar cuál teoría era la correcta) 

Esto fue en unr
ciado muchos años antes al trabajo de Millikan, pero Einstein estaba influenciado 

por el éxperimento de Lenard. Como ya se ha mencionado, originalmente Planck restringió su 

concepto de cuantización de la energía al electrón radiante en las paredes de una cavidad de 

cuerpo negro; Planck pensaba que la energía electromagnética una vez radiada se esparcía en el 

espcio' de la misma manera que las ondas de agua se esparcen en ella. En vez de esto, Einstein •

propuso que la energía .radiante estaba cuan tizada en piquetes concentrados a los cuales 

posteriormente se les llamó fotones. 

Einstein 
argumentaba que los experimentos ópticos tan bien conocidos sobre interferencia y' 

• 

difracción de radiación 'electromagnética solamente se habían efectuado en situaciones en las 

cuales el número de fotones era muy grande. Estos experimentos dan resultados que son 

- promsdios de los comportamientos de los fotones individuales. En estos experimentos la• 

presencia de los fotones no se manifiesta, como tampoco lo hacen las gotas de agua individuales 

en-
un rocío fino proveniente de una manguera de jardín si el número de gotas es muy grande.-

Por supuesto que los experimentos sobre interferencia y difracción muestran de manera • 

definitiva que los fotones no viajan desde donde son emitidos hasta donde son absorbidos en la• 

forma simple en que lo hacen las partículas clásicas tales como las gotas de agua. Viajan como 

ondas clásicas en el sentido de que los cálculos que se basan en la forma en la que se propagan las 

ondas (y en particular la forma en que dos ondas se refuerzan o nidifican entre sí dependiendo 

de sus fases relativas) explican correctamente las medidas del modo en el que viajan los fotones 

prorriedio. 

,'Einstein no enfocó su atenciún en la forma ondulatoria de propagación de la radiación, sino 
. 

que primero pensó en la forma en la cual se emiten y absorbe
n  los corpúsculos. Pensó que el 

quisitO de Planek acerca de que la energía contenida en las ondas electromagnéticas de 
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frecuencia v es una fuente radiante (por ejemplo una fuente de luz ultravioleta en un 
experimento fotoeléctrico) sólo podía ser cero,o lijo 2//x,... o &u,- implicaba que en el proceso 
deir de un estado de energía nhv a un estado de energía (a — 1) hv la fuente deberte emitir 
pulsos de energía electromagnética discretos con contenido energético hl'. 

Einsmin supuso que dicho paquete de energía está localizado inicialmente en un volumen de 
espacio pequeño y que se mantiene localizado mientras se mueve apartándose de la fuente con 
velocidad c. Supuso que la cantidad de energía E del paquete a fotón está relariomula con Mi 
frecuencia r mediante la ecuación 

(2-2) 

También supuso que en el procesa fotoeléctrico un fotón es completamente absorbido por un electrón 
del fotocatodo. 

Cuando se emite un oled ron desde la superficie del metal, su energía cinética es 

K = hv — w 	 (2-3) 

donde hy es la energía del fotón incidente absorbido y IV es el trabajo necesario para sacar al 
electrón del metal. Este trabajo es el necesario para superar tanto los campos atractivos de los 
átomos en la superficie, como las pérdidas de energía cinéticas debidas a las colisiones internas 
del electrón. Algunos de los electrones están ligados más fuertemente que otros y algunos 
pierden energía en colisiones durante el trayecto; en el caso en el que el enlace sea el más débil y 
no existan pérdidas internas, el f ~electrón emergerá con la energía cinética máxima Kwax. 
Por k tanto, 

(24) 

donde n'a  que es una energía característica del metal denominada la función trabajo es la energía 
mínima necesaria para que el electrón pase a través de la superficie del metal y escape a :as 
fuerzas atractivas que norinalluen te fijan el electrón al metal. 

Ahora se contemplará la manera en la que la hipótesis de Einstein acerca del fotón encara las 
tres objeciones manifestadas en contra de la interpretación que la teoría ondulatorio hace del 
efecto fotoeléctrico, Respecto a -la primera objeción (la falta de dependencia de 	'con la 
intensidad de iluminación), existe completa concordancia entre la teoría del fotón y el 
experimento, puesto que duplicando la intensidad de la luz simplemente se duplica el número de 
fotones y por cae la corriente fotoeléctrica; esto no cambia la energía Av de los fotones 
individuales o la naturaleza del proceso fotoeléctrico individual descrito por (2-3). 

Según la ecuación (2.4) la objeción 2 (la existencia de una frecuencia de corte) desaparece. Si 
Kwax  es igual a cero se tiene 

hyo  = lea 	 (2-5) 

lo cual asevera que un (alón de frecuencia va  tiene justamente la energía suficiente para extraer 
los foto electrones y nada extra que aparezca como energía cinética: Si la frecuencia se reduce 
por debajo de 	los fotoelectrones individuales, sin importar cuántos haya, (esto es, sin 
importar la intensidad de la iluminación) /ro tendrán individualmente energía suficiente para 
extraer fotuclectronWs. 

En la teoría del fotón se hace a un lado la objeción 3 (la ausencia de un tiempo de retraso), 
debido a que la energíanecesaria se suministra en paquetes concentrados y no se esparce 
liniforinewente sobre 1111 área grande como se supuso en cl ejemplo 2-1, el cual está basado en la 
SUp0511:11511 de pie la teoría ondulatorio clásica es cierta. Si existe cualquier iluminación 
incidiendo sobre el cátodo, entonces existirá cuando menos un fotón que colinda con él y este 
fotón será absorbido inmediatamente por algún átomo resultando de inmediato cilla emisión de 
wn lotoeletrem. 

E by 
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Se volverá a escribir la ecuación de a nstein para el efecto fotoeléctrico, (2-4), sub 
	

yendo 

el', por Km,„ de la ecuación ,(2-1). Se tiene 

e 	e 

Por lo tanto la teoría de Einstein predice una relación lineal entre el potencial de frenamiento V0  

y la frecuencia ven completa concordancia con los resol tados experimentales que se muestran en 

la figura 2-3. La pendiente de la curva experimental en la figura debe ser hie; 

2.20 V — 0.65 V 
- — 	 — 3.9 x 10-15  V-seg 

e 	30.0 X 1014/seg — 6.0 X 10'lhog. 

Multiplicando esta relación por la carga electrónica e es posible determinar /L, resultando h= 3.9 

10-'5  V-seg x .6 x 10-lbcoul = 6.2 x 10-  joule seg . De un análisis más cuidaadso y de 

estos y otros datos incluyendo algunos tornados con superficies de I i do, Millikan encontró el valor 

h= 6.57 X 10-34  joules-seg con una precisión de aproximadamente 0.5%. Este resultado se 

ajusta con el valor de h derivado a partir de la fórmula de la radiación de Planck. El acuerdo numé-

rico en dos determinaciones de h usando fenómenos y teorías completamente diferentes es sor-

prendente. Un valor de h obtenido recientemente partiendo de diversos experimentos e, 

// = 6.6262 x 10- 24 	Seg 

Cuando a Millikan: "El efecto fotoeléctrico... constituye una prueba que es totalmente independiente 

de los hechos de la radiación del cuerpo negro. de la validez de In suposición fundamenial de la teoría 

cuántica, a saber la suposición de una emisión disconon1111 O explosiva de la energía absorbida por los 

constituyentes electrónicos de los átomos de las.. . ondas. Materializa, por así decirlo, la cantidad 

descubierta por Planck mediante el estudio de la radiación de! cuerpo negro y nos proporciona Ulla 

confianza de que la concepción física fundamental que sustenta el trabajo de Planck corresponde ala 

realidad, confianza que no nos inspira ningún otro jtipo de fenómeno". 

Ejemplo 2-2. A partir de la figura 2-3 deducir la función trabajo del sodio. 

la intersección de la recta con el eje horizontal es la frecuencia de corro va  = 4 9 X 1051/seg que 

substituido en (2.5) resulta en 

hr, = C63 x 10-54  joule-seg x 4.39 x 10"/seg 

I eV 
=2-92 x I0 -la  joule x 	  

1.60 x 10-1°  j01111 

= 1.82 eV 

De la figura 2-3 se obtiene este mis 	valor si se observa la intersección de la prolongación de la recta con 

el eje vertical. Sin embargo, los 	

m  

experimentos modernos dan un valor ligeramente mayor, 2.27 cV. 

Para la mayoría de los metales conductores el valor de la función trabajo e5 del orden de unos cuatiths 

electrónvolts; valor que es el mismo que el de la función trabajo para emisión termoiónicx de esto,  

metales. 	 -41 

Ejem p lo 2-3. ¿Cuál es la razón par unidad de área con la cual los eleci rones inciden sobre la placa de 

metal del ejemplo 2.1? Suponga que la luz es monocromática de longitud de onda 5890 A (luz amarilla). 

La razón por unidad de área con la cual caen los elem ronea sobre una placa de metal que dista I mi de una 

fuente luminosa de un 1-W, es (ver ejemplo 2-1) 

I joulc/seg 
/2 = 	

45(1 InP 	x 11)-z jo  

= 5.0 x 10°1  eViritz-seg, 

el 2 
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10-a' joule- seg x 3.00 x 10A 	seg 
Á 	 5.89 x 111-7  nt 

= 3.4 x 10"'a  joule 

= 2.1 eV 

Porto tanto, la razón It con la cual los fotones inciden sobre un área unitaria de la placa es 

I fotones 	 Colones = 5.0 x 1017  eVitn2-seg x  	2.4 x 1011 	2  
2.1 cV 	 seg 

La razón por la cual se pres cata la posibilidad de que ()Curra el efecto fotoeléctrico es que la energfa del fotón es justamente 2.1 eV, quecoincide con la función de trabajo para la superficie del potasio (ver ejemplo 2.1.. Obsérvese, que si se increomnia ligeramenie la longitud de onda (es decir si "se disminuye ligeramente) no se presentará efecto fotoeléctrico, sin importar cuán grande sea la razón fi. Este ejemplo sugiere que la intensidad de la luz f se puede considerar corno el producto de N, el número 
de fotones por unidad de área por unidad de tiempo, y Irla energía de Un solo fotón. Se ve que aún a 
intensidades relativamente bajase.-,•10-1  W firótel número N es extremadamente grande ("=" 10° fo-
iones/in 1.seg) de manera que la mudara para uno cualquiera sic los fisiones cs muy pequeña. Esto da cuenta de la finen extremada de la grantilaridad de la radiación y sugiere el por qué ordinariamente es tan dificil el detectada. Esto es análogo a detectar la estructura atóente de la materia, la cual para la mayoría de los propósitos se puede considerar como contínua; su carácter discreto se pone de manifiesto solamente bajo 
circunstancias especiales. 

En 1921 Einsiein recibió el premio Nobel por la predicción leórica que hizo de la ley del efecto fotoeléctrico- Antes de que Millikan completara la confirmación experimental de esta ley (1914), Einstein fur recomendado por Plana y otros para ingresar como miembro en la Academia de Ciencias de Prusia. Su 
actitud negativa inicial acerca de la hipótesis del (Mon se patentiza en su declaración firmada en elogio de 
Einstein, en la cual ellos escriben: "resumiendo. podencos decir que difícilmente existe entre los grandes problemas, en los que la física moderna es tan rica, uno al que Einstein no haya hecho una contribución importante. El que algunas veces Itay a perdido el objetivo en sus especulaciones, como por ejemplo en so hipótesis sobre los quanta de luz (fincares), realmente nn dice trincho en su contra porque no es posible introducir ideas fundamentalmente nuevas aun en la más exacta de las ciencias sin correr ocasionalmente 
un riesgo-. 	

- 

En la actualidad la hipótesis del fotón se usa en Iodo el espectro electromagnético y no sólo en la región luminosa (véase figura 2-4). Por ejemplo, se puede decir que una cavidad de 
nlicroor idas contiene fotoiles. Para A = 10 cm, una longitud de onda típica de microondas, se 
puede calcular que la energía del fotón es 1.20 X 10-5  eV. Esta energía es demasiado pequeña 
para extraenfoloelecirones de superficies metálicas. Para rayos X o para rayos A energéticos 
tales como los emitidos por núcleos radiactivos la energía del fotón puede ser de 106  eV o más. 
Esos fotones pueden extraer electrones internos ligados a átomos pesados con energías del orden de 10' eV. I os fotones en la región visible del espectro electromagnético no son lo suficientemente energéticos como para hacer esto, los fotoelectrones que ellos extraen 
provienen de los llamados electrones de conducción los cuales están ligados al metal con 
energías de unos cuantos electrónvolis. 

Obsérvese que en el proceso fotoeléctrico los fotones son absorbidos, lo cual ckige que, los electrones estén ligados a los átomos o en sólidos, ya que un electrón realmente libre no puede
.  

absorber 1111 
fotón y conservar en el proceso, tanto su energía relativista toiaieemo su!  impulso.. 

Por lo t amo, se deberá tener 1111 electrón ligado de manera que las fderzas de ligadura sirvan pajnt 
transmitir el impulso al átomo o al sólido. Debido a la gratt .

inima de un átomo ti un sólido, 
comparada con la del electrón, el sistema puede absorber una gran cantidad de impulso sin 
adquirir una apreciable 

cantidad de energía. La ecuación de energía en el efecto foto clec trieo 

5ec 2.4 

Cada fotón tiene una energía 

E = 
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Cop 2 

FIGURA 2-4 

El espectro electromagnética mostrando 

por fotón sobre una escala legad' mica. 
ongitud de onda, la frecuencia y la energia 

signe sierYdo válida, el efecto sigue siendo posible sólo porque existe una partículapesada que 

retrocede además de un electrón emitido. El efecto fotoeléctrico es una forma importante en la 

cual los fotones, de energías comparables con las de los rayos X o superiores, son absorbidas por 

la materia. A energíaS mayores resu han más importantes otros procesos de absoitión de fotón 

tal como se verá posteriormente. 

Por ultimo, se debe hacer énfasis que en el modelo de Einstein un fu r 60 de frecuencia y tiene 

exactamen e la energía hy y no tiene energías que sean múltiplos enteros de /y Por supuesto 
que puede haber: rt fotones de frecuencia y de lal manera a I1C la rtoergía a tal frecuencia puede 
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FIGURA 2-5 

Arreglo experimental utilizado por Connoten. 
Los rayos X moitocro MCI I Las de longitud de 
onda X inciden sobre un dispersor de grafito. 
1.a distribución de intensidades respecto ala 
longitud de onda se mide mediante los rayos X 
dispersados para cualquier ángulo de disper-
sión O Las longitudes de onda dispersados se 
miden observando las reflexiones de Bram del 
erisial (ver fig. 3.3). Sus intensidades se 
miden mediante Un detector tal colino una 
cámara de 1Onilación. 

ser nhv. En el tratamiento de la radiación de la cavidad de cuerpo negro según el modelo de Einstein se trabaja con un "gas de fotones". Debido a que la energía radiante está localizada en el espacio en paquetes en vez de estar extendida a través del espacio en ondas estacionarias. Años después de la deducción de Planck de la fórmula para la radiación de la cavidad, [lose y Einstein derivaron la rn isma fórmula trabajando con un gas de fotones. 

2.4,  El efecto Contioott 
En el atto de 1923 la naturaleza corpuscular de la radiación recibió una confirmación dramática proveniente de los experimentos de Compton. Como se muestra en la figura 2-5, Compton permitía que un haz de rayos X de longitud de onda A perfectamente definida incidiera sobre un blanco de grafito. Para varios ángulos de dispersión, medía la intensidad de los rayos X dispersados como una función de su longitud de onda y sus resultados experimentales se Muestran en la figura 2-6. Se observa que no obstante que el haz incidente consiste esencial-mente de una sola longitud de onda A , los rayos X dispersados tienen picos de intensidad para dos longitudes de onda; una de las cuales es la misma longitud de onda incidente y la otra, A' es

.  
mayor por una cantidad AA. Este corrimiento, llamado corrimiento 

Compion,W 	A varía 
con el ángulo al que se observan los rayos X dispersados. 	 • 

La presencia de una longitud (le onda dispersada A' no es posible entenderla si se considera a 
la radiaCión x incidente como 1111/1 onda electromagnética clásica. En el modelo clásico, el vector oscilante de campo eléctrico en la onda incidente de frecuencia y actúa sobre los, electrones libres del blanco y los pone a oscilar ala misma frecuencia. Estos electrones oscilantes, como las cargas que van y vienen en una pequeña antena transmisora de radio, radian o modelo lá 

	la 
onda dispersada deberá tener la misma frecuencia y y la misma longitud de onda A que la onda 
incidente. 

Compton (y Debye en forma independiente) interpretó su resultado experimental postu-lando que el haz de rayos X incidente no era una onda de frecuencia y sino una colección de fotones cada uno de los cuales con energía E = hv y que estos fotones chocaban con los electrones libres del blanco dispersor de manera similar a la colisión entre bolas de billar. Según este punto de vista, los fotones de -
retroceso” que emergen del blanco constituyen la radiación' dispersada. Puesto que el fotón incidente transfiere algo de su energía al electrón don el cual choca, el fotón dispersado deberá tener una energía meriorE'; y por lo tanto deberá tener una 

frecuencia menor v = rih, 
lo cual implica una longitud de onda mayor X = clv'. Esto viene u dar cuenta de manera cualitativa del corrimiento en longitud de onda AA := A' Obsérvese que en la interacción se considera a los rayos X como partículas y no como ondas y que a diferencia de su comportamiento en el proceso fotoeléctrico los fotones de rayos X son 
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FIGURA 2-6 

Resultados experimentales de Compion. La 

linea continua vertical de la izquierda corres-

ponde a la longitud de onda 2, y la de la 

derleChi a -2'2 Se'riine/irail los resultados para 

cuatro.  distintos ángulos de dispersión ( o), 

Ohérvese que el corrimiento Compran á/ 

Á,• para 0= 90°, concuerda con 

la predicción teórica. 0.0243 A. - 

Prior 

II 

II 

0.200 	o 750 

dispersados en vez de ser absorbidos. Analicemos ahora cuantitativamente una sola colisió

rotón-eleclrón. 

Para una radiación x de frecuencia v la energía de un for ón en el haz incidente es.

/= hv 

Tornando literalmente la idea de un fotón corno un paquete de energía localizado, habrá que-

c'onsiderarlo cono tina parí icula de energía E e impulso p; sin embargo, tal partícula deberá 

tener p. 
 e/piedades muy especiales. Considérese la ecuación (ver apéndice A) que da la energía

relati‘}ista total'de dna partícula en términos de su masa en reposo m
o  y su velocidad v. 

E = m0c 2171 — v 2/c 2  

Puesto que la velocidad de un fotón es igual a c y puesto que su con! cuido energético E= //yes'

finito, resulta evidente que la masa en reposo de un fotón deberá ser cero. Por 10 Tanto, se puede
,  

considerar al fotón como una partícula de masa en reposo cero y de energía total relativistalE la 

cual es por complel o energía cinética. El impulso de un fotón se puede evaluar de la relación. 

general entre la energía relativista local E, el impulso p y la masa en reposo mo. Es decir, 

• 

E 2 	 T c 2p2  + (muc (2-6) 

Para un fotón, el segundo término del segundo miembro es iguala Cero y entonces se tiene 

p = Elc = hvje 	 (2-7) 
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FIGURA 2-7 

Inicrpretación de Col nupmnn. I. n fui Oil de long» od de onda A incide sobre un electrón 

librea reposo. En 	u el klil'Ill os distar sal) a unangula O Con tina longitud de 

onda mayor ). ni 	I- 	qm el clnrirbn ángulo 94 
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o 

= hJa 	
(2-8) 

donde A = eh,  es la longitud de onda de la radiación electromagnética que constituye al fotón. 

Resulta interesante observar que la teoría ondulan orín clásica de Maxwell para la radiación 
electromagnética conduce también a Una ecuaeiózip = Eic, en la quep representa el impulso de 
la radiación por unidad de vol uncen y E representa su energía por unidad de volumen.' 

Se observa que la frecuencia u de la radiación dispersa es independiente del material blanco, 
lo cual implica que 141 dispersión no involucra átomos completos. Compton supuso que la 
dispersión era debida a las colisimms entre el fotón y un electrón individual en el blanco, 

también supuso que los electrones que participan en este proceso de dispersión son electrones 

libres e inicialmente estacionarias. Se pueden enenntrar justificaciones a priori a estas 
suposiciones considerando el hecho de que la energía de un fotón dé rayos X es mayor que la 

energía de Un fotón ultravioleta en varios órdenes de magnitud y de la discusión del efecto 

fotoeléctrico resulta evidente que la energía de un fotón ultravioleta es comparable a la energía 

mínima con la cual MI electrón está ligado en un metal. 

Considérese, cuino en la figura 2-7, una colisión entre lin fotón y un electrón libre 

estacionario. En el diagrama de la izquierda se muestra un fotón de energía relativista E, e 
impulso pí o  que incide sobre un electrón estacionario de energía en reposo inoc". En el diagrama 

de la derecha el fotón 1m sido dispersado a mi ángulo O y se in u e ve con energía relativista total 
El e impulso p i  mientras que el electrón retrocede aun ángulo ip con energía cinética K e 

impulso p. COnljniall aplicó la conservación del impulso y de la energía relativista total a este 

problema de colisiones. Y utilizó ecuaciones relativistas ya que el fotón siempre se mueve con 

velocidades relativistas y el electrón que retrocede también se mueve, en la mayoría de los 

casos, bajo estas circunstancias. 

In conservación del impulso exige 

po  = Pi cos O + p (ros ip 

pt  sen0 = 	cogí 
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Elevando al cuadrado estas dos ecuaciones se obtiene 

— p, ces 0 )2  = P2  I+ 2  

Plse,12  O = P2 59+2  9,  

Pr. ± 	— 2pop, cos O 

rgía relativista total requiere 

E, + e(a  = + K + moc

E, — El  = K 

La conservación de la ene 

entonces 

(2-9) 

(2-10) 

Y de acuerdo con (2-7), se tien 

P( PD — Pi) = 

Si en la ecuación (26) se escribe K + muc' en vez de E se obtiene 

(K + ninc.2)2  = c2p2  + (ntoc2)2  

Que se sinplifica a 

K 2  + 2Kntuc2  = c2p2  
o 

K 2/c2  + !Km, = /71  

Evaluando p2  de (2.9) y K de (2-10) se oblicne 

(Po — P1)2 	2m oCrpe  — p,) 	 — Opo p i  cos O 

que se reduce a 

ni„c(pc  — p p ) = 194),(1 — cos O) 

o 

I 	1 	I 
— — — —( I — ROS O) 
P, 	Po 	tus 

Multiplicando por h y utilizando (2-8), se obtiene la ecunción de Compren 

dd = da —7,0 =  1c(1 — cos O) 	 (211) 

donde 

Nince = 2.43 x 10-12  III = 0.0243 Á 	 (2-12) 

es la llamada longitud de onda de Compton. 

Obsérvese que el corrimiento Compion AA, sólo depende del ángulo de dispersión O y no dela 

longitud de onda inicial 2.. La ecuaoión (2-11)13redice los corrimientos Compran de la figura 2-

6 observados experimentalmente dentro de los limites de la precisión expernilentak Según (2- 
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II) Al varía desde cero (para O =0 que corresponde auna colisión "rasante' en la que el 
fotón incidente apenas si se Jeflecta) hasta 2h/moc= 0.049 	(para  0 -=- 180° que corresponde 
a una colisión de "frente" CII la que el fotón incidente regresa por la misma dirección por donde 
vino). La figura 2.8 es una gráfica de rX.1 contra O. 

En experimentos subsecuentes (realizados por Complot], Simún, Wilson, Bothe, Geiger y 

Muss) se detectó el electrón de 'retroceso resultante, mostrando que éste aparece simultánea-

mente con los rayos X dispersados y confirmando cuantitativamente la predicción de la energía 
y dirección del electrón disperso. 

Aún deberá explicarse la presencia de un pico en la figura 2-6 para el cual la longitud de onda 

del fotón zio cambia en la dispersión. Hasta aquí se ha supuesto que el electrón con el cual el 

fotón choca es un electrón libre. Esta suposición es justificable aun cuando el electrón esté 

ligado inicialllIClite, si la energía cinética que adquiere éste durante la colisión es Mucho mayor 

que su energía de enlace. Si el electrón está fuertemente ligado a un átomo del blanco o si la 

energía del fotón incidente es muy pequeña, existe alguna posibilidad de que el electrón no sea 

expulsado del átomo; en tal caso se puede considerar que la colisión tiene lugar entre el fotón y 

el átomo completo. la coraza fónica a la cual está ligado el electrón en el dispersor blanco 

retrocede como un todo durante la colisión, entonces la masa M del átomo es la masa 

característica del proceso y deberá substituirse por la masa del electrón n1/4  en las ecuaciones de 

corrimiento de Gornpion. Puesto pie M» ;; (M 22,000 are  para el carbón, por ejemplo) el 

corrimiento Compten para colisiones con electrones fuertemente ligados es, corno se puede ver 

de (2-11) y (2-12) inconmensurablemente pequeño (una millonésima de Angstrom para el 

carbón) de tal manera que el fotón dispersado no modifica su longitud de onda esencialmente. 

En resumen, algunos fotones son dispersados por electrones quea su vez son liberados por la 

colisión; estos fotones modifican su longitud de onda, por ytpa parte, hay otros fotones que son 

dispersados por electrones que permanecen ligados duranlq,la colisión; en estos fotones no se 

inodifica su longitud de onda. 

Al proceso de fotones dispersados sin cambio en su longitud de onda se le llama dispersión 

Thoinson en honor del físico que desarrolló la teoría clásica de la dispersión de rayos X por 

átomos, por el año 1900. Thomson consideró los rayos X como un haz de ondas electromagné-

ticas cuyo campo eléctrico oscilante interactuaha con las cargas de los electrones atómicos del 

blanco. Esta interacción produce fuerzas sobre los electrones que ocasionan aceleraciones 

FIGURA 2-8 

Itesultado de Cumplan. AA = Ud 	)(Icos U). 
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oscilantes; corno resultado de laaaceleraciones, los electrones radiarán ondas electromagné-

ticas de•la misma frecuencia y-en'fase con las ondas incidentes, por lo tanto los electrones 

atómicos absorben energía del haz incidente de rayos X y lo dispersan en todas direcciones sin 

modificar la longitud de onda. No obstante que esta explicación clásica de la dispersión es 

diferente a la explicación cuántica presentada en el párrafo anterior, ambas explican los mismos 

hecho; observados en las mediciones. Por lo tanto, la disperSión de Thonison es un caso en'el 

que 'Concuerdan 16s:resultados clásico y cuántico. " -  

Es interesante el preguntar en qué región del espectro electromagnético será dominan te el 
• ,• 	

• te 

Procesb'dedisp&sión Thomson yen cuál el proceso CoMpton. Si la radiación incidente está en 

el •espéctro 'visible,••microondas o radio, 2 es extremadamente grande comparada con el 

corrimiento Connpton •/5.2, e independientemente, según la ecuación (2-12), de sí se usa In 

electrón 'o .una' masa aton-iica para evaluar la longitud de onda Compton. Por consiguiente; lá 

radiación dispersada en esta región del espectro tendrá en todas las circunstancias una longitud 

•de-onda que es Ie misma que la longitud de onda de la radiación incidente dentro de la precisión 

e]qiernnental. Así,'cuando 2-- cc los resultados cuántico y clásico coinciden y la dispersión 

ThoniSon es la dominante. En la región del espectro que corresponde a lois rayos' .  X la dispersión 

Cnno  Pton.  empieza a snr importante particularmente para blancos 'dispersores de númerd 

atómico bajo donde los electrones atómicas no están muy fuertemente ligados Y el corrimiento 

de longitud de onda 'en lá dispersión por un electrón que es liberado en el proceso empieza a ser 

fácilMente mensurable. En la región de rayos y en la que A 	0, la energía del fotón se bade 

tan grande, que durante la colisión siempre hay un electrón liberado Y domina la dispersión 

COmpton. 

Los resonados clásicos fallan al explicar la dispersión de radiación en la región de longitudes.  

de onda - cortas, como en la catástYofe ultravioleta de la física clásica donde las predicdiones 

acerca de la radiación en una caCidgd divergen radicalmente con los resultados experimentáles 

para longitudes de onda cortas. Esto es debido al tamaño de la constante de Planck.  h. Para 

longitudes de 'onda laCgas la frecuencia ves muy pequeña y como h también es pequeña la 

granularidad en la enernielectromagnética, hy,es tan pequeña como para que'sea virtualmente 

indistinguible del continuo de la física clásica. Pero a longitudes de onda suficientemente cortas 

donde y es lo suficientemente grande, h ya no es tan pequeña como para ignorar los efectos 

cuánticos. 	• • 	 • 

Ejemplo 2-4. Considérese un haz de rayos X con +- I EYJOrk y también un haz de rayos yp ro ven 

les de una muestra Cs' 31  con 	=- 1.88 x 10"1A.Si la radiación dispersada pbr los electrones libres se 

observa a 90° del haz incidente: (a) ¿Cuál es el corrimiento en longitud de onda Compran en cada caso? 

(b) ¿Qué energía cinética se k comunica al electrón de retroceso en cada caso? (c) ¿Qué porcentaje de la 

energía del fotón incidente se pierde en la colisión en cada caso? 

(a) El corrimiento Cornpion con O = 90°, es 

6.63 	10°31  joule- seg 
A.1 = — (I — cos = 	  

1190C 	 9.11 x 	Si  kg x 3.00 x 108  miseg 
• (I 	cos 90°) 

= 2.43 x 10-12  M = 0.0243 Á 

Este resultado es independiente de la longiiud de anda 	d 	y porlr  
rayos X. 

(b) la ecuación (2-10) se puede escribir corno 

hert = hrp' + K 

Entonces, Puesta que 2' -= 2 + 42, se tiene 

hc/3 = /mi( + 22) + K 

o el mismo par o para 
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de modo que K = he AAIA(A + AA). 

- 	Para el Luz de rayos X con A = 1.00 A, se llene 

1 	 D.00 x 10f 	x (1.00 + 0,024) x 10-tp 	
—4.73 x 10-17  joule 

= 295 cV tx- 0,295 keV 

Para el haz de rayos y con A = 1.88 x 10' A, se tiene 

6.63 x 10 -7^ joule-seg x 3.00 x 101  ni/ seg x 2.43 x 10 -'2  K = 	  — 5.98 x 10-14  joule 188 	107"  . 	x 	 x (0.0188 + 0.0243) x 10-1" 91 

=-378 keV. 

(e) La energía del fotón de rayos X incidente os 

E h' 
de 	6.63 x 10 Ám  joulc-seg x 3.00 x 1011  in/seg._ 1.99  x 

1.00 x I(1-“'m 

= 12.4 keV 

La energía perdida por el fotón es igual a la crin 	gallada por el electrón, 0.295 keV, de modo que la 
pérdida pololo/tia' en energía es 

0.295 keV 
12.4 kcV x 100 "Á, = 2 4 76 

La energía del fotón del "yo 	id 

E 	I” 	
he 	6.63 x 10-71  joule- seg x 3.00 x ICD 

Á 	 1.88 x 10 ' 	
1.06 x 10-17  joule 

2  m 

= 660 keV 

La energía perdida por el Imán es igual u la guuada por el electrón, 370 keV, de modo que la pérdida 
porcenIuRI en energía es 

378 kcV 
660 keV x I 00% =57% 

En consecuencia, los fotones con 111ós conlcnidocncrgédco(In.cualesOerren longii udes ((condi) pcquePas) 

experimentan 111111 May(); pénlLlu porcetuna/ de energía en la dispersión Compran. Esto corresponde al 

hecho de que los fotones de longionl de onda IlletIOFII/Cperinlelliall un incremento porcenival mayor en su 

longitud de onda yal ser ilispersados. Eta o resulta evidente de la extorsión para la pérdida fracciona' en 

itncrgia, dado simplerneide por 

K hr_12Ji(3. ..12.) AA 

E 	hep. 	A+ AA 

De C510 se puede demusIro que para A r= 5500 A. que corresponde a fotones visibles, la pérdida 

porcenival (para O =90n it'S nmrirgm 	uudsimo I11.1 1% mientras que para A = 1.25 X10-2  A,que 

C011tSpOrlde a fotonrs de rayos y de 1 Me V la pérdida porcentual (para O = 90°)es 67%. 	4 

2.5 	141 naturaleza dual de la radiación electromagnética 

En su articulo -loaría euáróira de la dispersión de rayos X por elementos ligeros" Compran 

escribió: -la presente i lamía depende esciutialmen I e de la suposición de que cada electrón que 

6.63 x 10-°^ joule- seg X 3.00 x 1011  miseg x 2.43 x l0-12  
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es efectivo en la dispersión, dispersa un quantum completo (fotón). También involucra la 

hipótesis de que un quantum de radiación se recibe desde direcciones definidas y se dispersa en 

direcciones definidas. El soporte experimental de la teoría indica de manera muy convincente 

que un quantum de radiación lleva consigo su impulso y su energía". 

Es obvia la necesidad de interpretación en procesos que tratan de la interacción entre la 

radiación y la materia para un fotón o partícula localizada; pero al mismo tiempo es necesario 

una teoría ondulatoria de la radiación para entender los fenómenos de interferencia y 

difracción. Por consiguiente debe tomarse en serio la idea de que la radiación no es un 

fenómeno puramente ondulatorio ni es nadaimás un chorro de partículas. Sea lo que fuere la 

radiaitión, ésta se campana como ondulatoria bajo algunas circunstancias y como corpuscular 

bajo otras. Efectivamente, esta situación se revela muy claramente en el trabajo experimental 

de Compton en el que; (a) se usa un espectrórnetro de cristal para medir las longitudes de onda 

de los rayos X y las medidas se interpretan mediante una teoría ondulatoria de la di fracción y (b) 

las dispersiones afectan la longitud de onda de una manera que sólo puede entenderse si se trata 

a los rayos X como partículas. Es en las expresiones E=hi y p= hi2 donde se combinan los 

atributos de las ondas (y y d ) y los atributos de las partículas (E y p). 

Sin embargo, muchos físicos se sintieron muy incómodos cuando contemplaron el ''desdo-

blamiento de personalidad" de la radiación electromagnética, el punto de vista amplio que se ha 

miopOrcionado por el desarrollo de la mecánica cuántica ha ocasionado que la actitud 

contemporánea sea muy diferente. La evidente dualidad en la naturaleza onda-partícula de la 

radiación ya no se considera tan desusual debido a que ahora se conoce que es una característica 

general de todos 105 entes físicos. Se verá por ejemplo que los electrones y los protones tienen 

exactamente la misma naturaleza dual que los fotones. También se verá que es posible 

reconciliar la existencia de aspectos ondulatorios con la existencia de aspectos corpusculares 

para cualesquiera de estos entes con la ayuda de la mecánica cuántica. 

2.6 Fotones y emisión de rayos X 

LOs rayos X, llamados así por su descubridor Roentgen debido a que entonces su naturaleza era 

desconocida, sonradiaciones en el espectro electromagnético de longitudes de onda algo, 

menores que 1.0 Á. Muestran el comportamiento típico de una onda transversal, como' 

polarización, interferencia y difracción que se encuentran en la luz y en todas las otras; 

radiaciones electromagnéticas. Los rayos X se producen en el blanco de un tubo de rayos X,  
como el mostrado en la figura 2-9, cuando un haz de electrones de alta energía, acelerados a 

través de una diferencia de potencial de miles de volts se frenan al chocar con el blanco. Según la 

física clásica (ver apéndice B) la desaceleración de los electrones hasta alcanzar el punto de' 

Puyo: X 

FIGURA 2-9 

Tubo de rayos X. Los elecirones son emitidos 
térmicamente desde el cátodo calentado C y se 

aceleran hacia el ánodo A mediante el polen- 

Mal aplicado 	!iris rayos X se emii en desde A 

cuando los electrones son detenidos por él. 



Sec. 2.6 
	

FOTONES Y EMISION DE RAYOS X' 	63 

reposo en el material blanco resulta en la emisión de un espectro contínuo de radiación 
electromagnética. 

la figura 2-10 muestra, para cuatro valores distintos de k energía del electrón incidente, corno so distribuyen en longitud de onda los rayos X emitidos desde el Manco de tungsteno. (Además del espectro continuo de rayos X también son emitidas líneas de rayos X caracterís-ticas del material blanco. Estas líneas serán analizadas en el capítulo 9). Le característica más notable de estas curvas es que para una eimrgla determinada del electrón existe tina longitud do 
onda mínima bien definida A,„,„; por ejemplo, para electrones de 40 koV, d,um  es 0.311 Á. No 
obstante que la forma de la distribución del espectro continuo de rayos X depende ligeramente del material blanco escogido así como del potencial V que acelera los electrones, el valor de 
1,„,'„ depende sólo de V y es el mismo para todos loa materiales blancos. La teoría electromag-nética clásica no puede dar cuenta de este hecho ya que no existe razón por la cual ondas cuya longitud de onda es menor que cierto valor crítico no deban salir del blanco. Sin embargo, existe una explicación si se considera a los rayos X como fotones. La figura 2-11 muestra el proceso elemental que desde el punto de vista del fotón, es responsable del espectro continuo de rayos X que muestra la figura 2-10. Un electrón de energía cinética inicial K es 
desacelerado durante una colisión con un núcleo pesado, k energía que /ste pierde aparece en Corma de radiación como un fotón de rayos X. El electrón interactúa con el núcleo cargado mediante el campo de Coulomb y transfiere impulso al núcleo. La desacelcración del electrón produce la emisión del fotón. El núcleo blanco es tan masivo, que la energía que adquiere 
durante la 'colisión se puede ignorar sin ningún problema. Si K' es la energía cinética del 
electrón después del choque. la  energía del fotón es entonces 

hv=K-K'  

l'O = K — K' 	 2-13 

Los electrones del haz incidente pueden perder diferentes cantidades de energía en las colisiones y un determinado electrón podrá alcanzar cl punto de reposo solamente después de muchas de ellas. Entonces los rayos X producidos por muchos electrones son los que constituyen el espectro continuo de la figura 2.10 y son muchos los fotones discretos cuyas 

FIGURA . 2-10 

El espectro continuo de rayos X emitidos por 
un blanco de tungsteno para Cuatro Mercadas 
valores de la energía del electrón incidente 

(8'). 

0.6 	0.8 
Longitud de ando (A) 

y la longitud de onda para el fotón se sigue de 



Fotón de 
bramplrahlung 
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longitudes de onda varían desde Áln in basta A 	co, correspondiendo a las dif.-r, -..z 

pérdidas de energía en los choques individuales. El fotón de longitud de onda más corta dez. 

emitirse cuando un electrón pierde toda su energía cinética en un proceso de desaceleración; 

entonces le = O de modo que K = he/ Amin• Ya que K es igual a ella energía adquirida por el 

electi'óti ale  eelerars'eMediante la diferencia de potencial V aplicada al tubo de rayos X, se tiene 

o 
= 

hcleV (2-14) 

Entonces el mínimo de la longitud de onda de corte representa la conversión completa de la 

energía cinética del electrón en radiación X. La ecuación 2-14 muestra claramente que si 

O entonces Amin  —s 0, la cual es la predicción de la teoría clásica. Esto muestra que la 

existencia de una longitud de onda mínima es un fenómeno cuántico. 

Al espectro continuo de radiación X de la figura 2-10 se le llama frecuentemente brems-
. 

straMung»del alemán' kern.  az (igual a frenar, es decir, desacelerar) más strahlang (igual a 

radiación). El proceso de hremsstrahlung ocurre no solamente en tubos de rayos X sino en 

cualquier parte en que los electrones choquen con la materia, como en los rayos cósmicos, en 

los cinturones de radiación de van Allen que circundan la tierra y en el frenamiento de 

electrones que emergen de los aceleradores o núcleos radiactivos. El proceso de bremsstrahlung 
.  

se puede considerar como un efecto fotoeléctrico inverso: en el efecto fotoeléctrico, se absorbe 

un foión cuya energía e impulso van al electrón y al núcleo que retrocede; en el proceso de 

bremsitrahlung se crea un fotón cuya energía e impulso vienen de la colisión de un electrón y un 

núcleo. En el proceso hremssti altlung se trata de la creación de fotones en vez de su absorción o 

dispersión por la materia. 

Ejemplo 2-5. Determinar la constante de Manch h a partir del hecho de que la longitud de onda 

mínima de rayos X producida por electrones de 40 keV es 3.11 X 10°„ m. 
De 2.14, se tiene 

e  V amt „ 

1.60 x ler" coul x 4.00 x 10° V x 3.11 x 10-11  m 

3.00 x 110e nilseg 

6.64 x 10-34 1881e-sag 

Esto está en concordancia con el Pelar del) deducido del efecto fotoeléctrico y del efecto Compran. 

Mediciones de V, 	y c proporcionan uno de los métodos más preciso., para evaluar la relación h/e. 

En 1951 Bearden, Johnson y Watts en la Universidad Johns liopkins encontraron usando este 

procedimiento h/e = 1.37028 X 1099  joule-seg/coul. Esta relación se combina con muchas otras medidas 

combinadas de constandes físicas, el conjunto de dalos se anal:LA mediante métodos estadísticos elaborados 

para encontrar el "mejor" valor paka las diferentes constantes físicas. Los mejores valores cambian (pero 

usualmente sólo dentro de una precisión estimada a priori) y se hacen más precisos conforme se tienen 

mejores datos exerimentales. 

FIGURA 2-11 

El proceso de bremsstrahlung responsable de 

la emisión de rayos X en el espectro continuo. 

11 

Electrón 

blanco 
Núcleo
lan 
	 re 
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2.7 	Producción y aniquilación de pares 

Ademes Je los efectos fotoeléctrico y Comptort existe otro proceso mediante el cual los fotones 

pierden su energía e in teraccion co'' la materia, este proceso es el llamado producción de pares. 
La producción de pares también es un ejemplo excelente de la conversión de energía radiante en 

energía de masa en reposo y energía cinética. En este proceso que se ilustra esquemáticamente 

en la figura 2-121111 fotón de alta energía pierde toda su energía hv en una colisión con un núcleo 

creando un electrón y un positrón (el par) y proporcionándoles energía cinética. Un positrón ce 

una partícula que es idéntica en todas sus prjpiedades a un electrón, excepto en el signo de su 

carga (y en su 11101nen lo magnético) quees apuestaa la del electrón; un positrón es un electrón 

cargado positivamente. En la pi oducción ele pares la energía que torna el retroceso del núcleo es 

despreciable debido a que es muy masivo y por lo tanto el balance de la energía relativista total 

en el proceso es simplemente 

he — 	+ 	(aoc.2  + K_) + pa,c2  -I- KJ = 	K, 	2ntoc2  (2-15) 

En esta expresión E_ y E.n  sou lasenergías relativistas totales y 	y 	5011 las energías 

cinéticas del ((leen ón y positrón, respectivamente. Ambas partículas tienen la misma energía de 

masa en reposo moc2. El positrón se produce con una energía cinética ligeramente mayor a la del 

electrón debido a que la irnteraccióu de Coulomb del par con el núcleo cargado positivamente 

produce una aceleración en el positrón y una desaceleración en el electrón. 

Al analizar este proceso se ignoran los detalles de la interacción misma, considerando 

solamente la siluacien antes y después de la in teracción. Los principios que nos guían. son la 

conservación de la energía relativista total, la conservación del impulso y la conservación de la 

carga. De estas layes de conservación no es difícil demostrar que un fotón no puede 

simplemente desaparecer eta el espacio vacío creando un par al momento que desaparece. La 

presencia de un núcleo masivo (el cual puede absorber impulso sin afectar apreciablemente el 

balance de energía) es necesaria para permitir que tanto la energía como el impulso se conserven 

en el proceso. 1.a carga se conserva automáticamente ya que el fotón no tiene carga y el par de 

partículas creadas no tienen carga neta. De la ecuación 2-15 se ve que la energía mínima, o 

7  umbral, necesaria para que un fotón cree 1111 par es 2sioc2  o 1.02 MeV (1 MeV =. 106  eV), lo cual 

es una longitud de onda 0.012 k. Si la longitud de onda es menor que ésta, correspondiendo a 

una energía mayor que el valor Illribral, el fotón crea el par con energía cinética y con energía en 

reposo. El fenómeno Je producción de pares es un fenóineno de alta energía, los fotones 

pertenecen a las regiones de rayos X cortos o rayos y en el espectro electromagnético (ver 

figura 2-4), región en la cual las energías son iguales o mayores que 2mecz. Como se verá en la 

siguiente sección, los resultados experimentales demuestran que la absorción de Cotones en la 

interacción con la materia Dem re principalmente mediante el proceso fotoeléctrico para 

energías bajas, por el efecto Compton para energías medias y mediante producción de pares para 

energías altas. • 

Los pares electrón-positrón se producen en la naturaleza por CotonesMasrayoscósmicos yen 

el laboratorio por fotones del bremsst rabio ng provenierites de los aceleradores de partículas. 

Elf:UltA 2-12 

Piacese de produreidm 
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' También se pueden produMr otros pares de pan leídas tales congo el protón y anlipsolón si el 

fotón inicial tiene. la  energía suficiente. Debido a que el electrón y el positrón tienen la masa en 
reposo más pequeña entre las partículas conocidas, la energía umbral de su producción es la 
menor. Los experimentos demuestran la descripción cuántica del proceso de producción de 
pares, mientras cine no existe explicación satisfactoria de este fenómeno en la teoría clásica. 

Ejemplo 2-6. El análisis de una fotografía de una cámara de burbujesrevelalacreacióndeun par clec 
tróhpositrón cuando losfotones pasan a naves dela materialestraras del electrón y del positrón tienen mar. 
vacaras opuestas en el campo magnético uniforme B de 0.20 weber/m1  y sus radios r son de 2.5 X 10. 
¿Cuál era bi energía y longitud de onda del fotón productor del par? 

'El impulso p del electrón está dado por 

p= eBr =- 1.6 x 10-1°  coul x 2.0 x 	weberim8  x 2.5 x 10-2 m 

8.0 x 10-28  kg-miseg 

Sus 	 1sta local está dada por 

E2 	cap' + (nt„612  

I.  11.1 nl t a 

ed lee L.1.1 de 	epao . 	el 	 .•.. 	poc....1c1.... 	 is(1 -1  

I ug(ir 	pn,,Iiireien ((ii el Og 	I 	lIIc 	 El estedisnie puele ICte 	mar 
ekiál de las dos espirales pertenece al positrón 	 upe las (razas largas son 
l 	

C. 

c1/11111<:ille illeiler(111(te Clirgados potillive 	 uden demlle 	l2quiveilii, 

(Cortesía de 	11. Still, 	 Num 	

¡le 

-, 	 AlLany). 
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guesi o que ati,j= 0.51 MeV y pe.= 0.0x lo 2= kg-in/seg x 3.0 x109  m/seg =2.4/ 10-ujoule =1.5Me 
V, se tiene 	= (45 	+ (0.51 MeV) y E= 1.6 MeV. 

la <alergia relaiivisia total del positrón tenía el mismo valor puesto que su traza tenía el MISMO radio, de 
nodo que la energía del Colón era 

hl' = E + E+  = 3.2 MeV 

La longitud de ruda del fotón se. sigue de 

E 

o 

he 	6.6 x 	joule-seo x 3.0 x 109  in/scc 	• 	 • 	' 
3.9 x 10-t°  m = 0,0039 A 	sil 

E 	3.2 x 10° eV x 1.6 x 10-11  jou1e/eV 

In ti mamen e relacionado con la producción de pares lisia el proceso inverso llamado aniquila-

ción de pares. Un electrón y un positrón los cuales están inicialmente en reposa y cecea entre sí, 

se Unen y se aniquilan. La materia desaparece y en su lugar se Gene energía radiante. Puesto que 

el impulso inicial del sistema es cero y el impulso se debe conservar C11 el proceso, no es posible 

tener un solo ((Aún creado ya que 1.111 solo fotón no puede tener impulso cero. El proceso más 

probable es la creación de dos fotones moviéndose con impulsos iguales pero en dirección 

opuesta. Menos probable, pero posible, es la creación de es fotones. 

En el proceso de dos f o i011eS ilustrado por la figura 2-14, la conservación del impulso da O 

P, 	I', ú pt  =- P, de orado quo los impulsos de los fotones son opuesios en dirección pero 

iguales e" elagniuni• Eniumees 	=par o fizi/e  y v =ri, t= 	Por lo tanto, la conservación de la 

energia 	 11)1:11 requiere que amer -I-  amor  =Mi+ hv, el positrón y el electrón no tienen 

energía cinética inicial y las energías de los tritones son las mismas. En consecuencia, /11/ = 

UW.2  =0.51 MeV, correspondiendo a Un fotón de longitud de onda de 0.024 Á. Si el par inicial 

tuviera alguna energía cinética, entonces la energía del fotón excedería los 0.51 MeV y su 

longitud de onda debería ser menor que 0.024 Á. 

En el proceso de producción de pares se crean los positrones, los cuales al pasar a travést de la 

materia pierden tinergía en colisiones sucesivas hasta que se combinan con un electrón para 

formar unsisiema ligad() llamado positionio. El -átomo"  positronio es de vida corta decayendo 

en fotones a los 10-i9  segii idos de su ÍDEM:II:1011. Supuestamente, el electrón y el positrón se 

mueven alrededor de su C1,11111; 111,1110SE] V(1111(111 en una especie de danza de la muerte antes de su 

aniquilación 11111111;1. 

Ejemplo 2-7. 	O) SLI ligingan. que le ligura 211 :cursen:a el proceso de aniquilación en un sistema 

llsr r::1-ertaieia .5 el: el t 	rl par obtenoil oosiiión esta en reposo y los dos fotones de la aniquilación 

moviéndose al: largo del oje 	l'n,,,,tren la lotogitud de onda A " de estos fotonel eh términos de m0, la 

1110S11 	reroat: :Ir 	elertrún n imaitrón 

vialo que p, 	a p 	 una de 105 411011CS tiene la misma eilere,la 

frecuencia y laniknia longilutl 111'1111dd. Por lo turno se pueden suprimir los subíndices, y de las relaciones 

lir = ala 2  y I, = EJ, 	°Apto, 

p = E/e = rittic = moc'ie — mor 

FIGURA 2-11 

Aniiitidacián de 1111 ¡par que vrod 

"nos- 

• • 

 

 

14 W 1  

Antes 	 Despads 
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Pelo también se llene la relación 

p = 

de modo que 

= hito = hl mea 

Por lo tanto, en el sistema en el cual el átomo posimoniu está en reposo cada uno de los fotones tiene la 

misma longitud de onda A = himyc. 

(b) Considérese ahora el mismo evento de aniquilación observado en el sistema S', que se mueve en 

relación a 5 con una velocidad v y hacia la izquierda. ¿Qué longitud de onda asignará este observador 

(móvil) a los fotones de aniquilación? 

Aquí, inicialm'ente el par tiene la energía iot al relativista 2m r2, donde ni es la masa relat lois! a, en vez de 

tener solamente la energía con masa en reposo 2niscé, así que la conservación dela energía en el proceso de 

aniquilación conduce a 

2mc1  = pic + 

Al mismo tiempo, ahora el par se mueve con velocidad v a lo largo de la dirección positiva del eje aif de 

modo que su impulso inicial es 2m0 en vez de ser Cero como aisles. Ahora la conservación del impulso 

produce 

2mi) = pi — 

y los fotones se mueven en direcciones opuestas a lo largo del eje stif  _Combinando estas dos expresiones, 

multiplicando la segunda por c y sumándola ala primera se obtiene, 

me  (c + 

— v 2Ic2  mec  l + e — 

c  

Considerando que pi = Ah así que 

pi ny c + v 

12 ic — v 

  
  

 

  
  

(2-16a) 

  
  

De manera similar, estando la segunda ecuación de la primera, se obtiene 

 

pt 	c — 

h 	h jc +v 	c + v 
(2-166) 

Los fotones no tienen la misma logitud de onda, pero se corren por efecto Doppler de una longitud de onda 

d que tenían en el sistema en reposo de la fuente (el átomo positronio). Si un observador está situa-

do en el eje x de manera que la fuente se mueve hacia él, recibirá el fotón I con una frecuencia mayor qu 

le frecuencia en "reposo". Si un observador está situado en el eje .d de tal modo que la fuente se mueve 

aleyamdase de él, recibirá bi fotón 2 con una frecuencia menor que la frecuencia en reposo. En realidad, este 

ejemplo es una derivación de la fórmula del corrimiento Doppler longitudinal de la 'corta de la relatividad. 

•41 

La primera evidencia experimental del proceso de producción de pares y de la existencia de los 

positrones fue obtenida por A nderson en 1933 mientras investigaba la radiación cósmica. Esta radiación 

consiste en un flujo de fotones con gran contenido energético y particular cargadas que inciden sobre la 

tierra provenientes  de fuentes extraterrestres.Andamio]  utilizó una cámara de niebla que contenía Una 

plana delgada de plomo, encontrándose /0({0 el aparato en un campo 'Deánético. Al exponer este aparto o a 

la radirirMán Irtásrrilea se encontró q lie de una manera irregular salían desde  algún punto de la placa de planto 

1111 par 	partículas cargadas. tic supuso que estos eventos eran el resultado de la m'erección de Un fotón 

1:011 el plome ya que tos Se había visto que una partícula cargada incidiera en el punto de expulsión, 
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mientras que MI Pilón por Ila poseer carga podría haber incidido en el punto de.expulsión sin ser visto, Las 
des partículas cargadas expulsarlas en estos eventos eran desviadas por el campo magnético en direcciones 
apuestos, de tal muriera que sus cargas eran de signo opuesto. Deotras consideracio nos sepuedemostrar que 
las magnitudes de estas cargas sun igual a una carga electrónica y que las masas de las partículas son 
aproximadamente igual a 11111.1 iiluso CICCirólliCa. 

El descuhrimionio del proceso de la producción de pares vino a explicas dorigen do una discrepancia 
mitre la, entonces usual, 1C01- 111 de la aten nación de los rayos X y bis medidas de los coeficientes de 
atenuación para los rayos X de 2.6 MeV (rayos obtenidos de una fucile radiactiva) por diversos 
maieriales. Como originalmente lo teoría no incluía la producción de pares, la atenuación predicha era 
muy pequeña; con la inclusión del proceso de la producción de pares el acuerdo que se obtiene entre la 
Norin y el experimento es bueno. Si,, embargo, la importancin real del descubrimiento de Anderson radien 
en la preciosa confirmación que éste vino a dar a la teoría relativista mccánico-cuáni ica del electrónni de 

Dirac. 

la teoría de Dirac conduce a la predicción do que los valores permitidos de la energía relativista toral E 

pura un electrón libre son 

E = :E ]c2p2 	(moca)2 
	 (2-17) 

donde ine  es lamasa en reposo del electrón. Estos valores son siinpleinenie las soluciones para E de la 

ecuación (2-6), pero la solución con el signo menos corresponde a una energía total relativista negativa,' 
concepto tan advenedizo para la mecánica relativisia como lo es la energía total negativa para la inceánicd 
clásica. En vez de desechar la parte negaiiva sobre la base de su falta de realidad física, Dna': escudriñó las 
consecuencias de la ecuación completa y al hacerlo llegó a algo nos conclusiones muy interesontes. 

Considérese la figura 215 que es 	
diagrama de niveles de energía que representa la ecuación (2.17). Si 

existe el espectro col firmo de niveles de energía 9111C Se indica, todos los electrones libres de energía po-
sitiva Cetarlan disponibles para realizar IFIHISI.Ciones entre estos niveles, transiciones acompañadas por la 
emisión de fotonescon las energías apropiadas: esio ob iainenie no concuerda con el experimento, debido 
a que por lo general no se observa que electrones libres emitan esponiáneamente fotones de energía 

kv 	2inae2
. Sin embargo, Dirac señaló que se puede superar esta dificultad si se supone que todos IOU' 

niveles de energía negativa están llenos normalmente en Iodos los puntos del espacio. De acuerdo con esta 

suposición, un 
vacío consiste de un mar de electrones en niveles de energía negativa. 

Esto si concuerda con el 

experimento. Por ejemplo, la carga negativa no podría ser detectada si se la supone uniformemente dis
,  

tribuida y por lo tanto no ejercería fuerza sobre un cuerpo cargado. Consideraciones similares demos-
trarán que todas las propiedades "usuales" de un mar de electrones de energía negativa son tales que su 
presencia no sería aparente en ninguno de los expm-in:mitos usuales. Empero, la teoría de °nao del vacío 

Nivelen positivas más alias, voireipondionies a p > O 

Nivel positivo tuni bolo, correspondiente a p = O 

Ni el negativo más alio, correspondienle opoO 

NiV niel negativos más bajos, coi respondientas o p > O 

FIGURA 2-15 

Niveles de energia de un electro' libre segúnla teoría de Dirae. 
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no es completamente vacía' yti que Predice ciertas propiedades nuevas que pueden comprobarse por el 

experimento. 	 _ 

El diagrama de niveles de energía para un elerdrán blocsugiere la posibilidad de excitar un electrón que 

se encuentra en un nivel de energía negativa mediante la absorción de un fotón. Puesto que todos los 

niveles de energía negativa se consideran oralmente ocupados,el electrón deberá ser excitado a uno de los 

niveles de energía positiva desocupados. Obviamente, la energía mínima necesaria para este proceso es 

2mad2  y el resultado del proceso es la producción de un tico ron en un nivel de energía positiva más un 

agujero en un nivel de energía negativa. Se puede demostrar que un agujero en un nivel de energía negativq 

tiene todas las propiedades mecánicas y ópticas de un positrón de energía positiva. Por ejemplo, existe una 

carga positiva +e asociada con la ausencia de un electrón con cargo negativo-e. Consecuentemente, este 

esUl proceso de producción de pares observado experimentalmeni e por Anderson tres años después de que 

fuera predicho i carlea m eni e por Dirac. 

2.8 	Secciones transversales para absorción y dispersión de fotones 

Considérese, como en la figura 2-16 un haz paralelo de fotones que se pasan a través de una placa 

material. Los fotones pueden interaetuar con los átomos de la placa mediante cuatro procesos 

diferentes: fotoeléctrico, producción de pares, Tharnson y Coropton. En los dos primeros los 

fotonesse absorben completamente, mientras que en los dos últimos sólo son dispersados, pero 

en todos los procesos ocurre la eliminación de fotones del haz. La preguntá de qu é tan probable 

es que estos procesos ocurran, para un conjuntó de circunstancias dadas, es una de las 

preguntas de gran importancia tanto teóricas como prácticas. Por ejemplo, para un físico 

médico es muy importante diseñar el blindaje para una máquina de rayos X, o para un ingeniero 

nuclear diseñar el blindaje para un reactor. La respuest a a esta pregunta se expresa en términos' 

de 'las cantidades !ramadas secciones transversales. En este libro las secciones transversales 

aparecen primero en conexión con los fotones pero posteriormente aparecerán en conexión con 

otras Cosas. 	 • 

La probabilidad de que un fotón de una energía dada sea, por ejemplo, absorbido en un proceso 

fotoeléctrico al pasar por un átomo de la placa queda especificada por el valor de la sección 

transversal fotoeléctrica o,.....Esta medida de la probabilidad de ocurrencia del proceso fotoeléc-

trico se define de modo que el númeroN,.e.de absorciones fotoeléctricas que ocurren es 

Ni,.= arre/rl 
	

(2-18) 

cuando un haz que contiene/ fotones incide sobre una placa cortada que contienen átomos por 

unidad de área. Aquí se supone que la placa es lo suficientemente delgada como para que la 

FIGIJRA 2-16 

Ilaz de fotones ntravezando una lámina. 
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probabilidad de que uu fotón dado sea absorbido al pasar por la placa sea mucho menor que la 
unidad,. 

La definición de (248), que es un prototipo de las definiciones de todas las secciones 
transversales, es suficientemente importante para garantizar una interpretación física pruden-
te. Obsérvese primero que el número Nra  de absorción en efecto debería incrementarse en pro-
porción al numero / de fotones que inciden sobre la placa. Además, si la placa es delgada en el 
sentido CII el que se especificó an ter i o rm enl e, los átomos en la placa no se "ensombrecerán" 
entre sí, por lo que toca a los fotones incidentes. Entonces, el número NiiR  de absorciones 
también se incrementará en proporción al número u de átomos blanco por unidad de área de la 
placa; por lo que se tendrá 

N,,, cc I n 

Si esta proporcionalidad se escribe anuo una igualdad en la que ala constante de proporciona-
lidad se la denota por op a, se obtiene la ecuación que define la sección transversal. Por lo tanto 
se ve que la sección transversal cuyo valor depende tanto de la energía del fotón corno del tipo 
de átomo, es una medida de cuán efectivos son esos átomos para absorber los fotones median-
te el efecto fotoeléctrico. Puesto que las cantidades 11 1 ps  e 1 en la ecuación 2-18 son 
adiinensionales mientras   que u tiene 11111:1151011CS de Orear', es claro que a rE  deberá tener 
dimensiones de (área). Por lo tanto, resulta razonable irse!' el nombre de sección transversal 
para apE. Casi es posible dar Una interpretación geométrica si se imagina un circulo de área 

centrado e cada átomo en la placa con la propiedad de que cualquier fotón que entre a 
esta placa circula

n 
 r es absorbido por el átomo mediante el efecto fotoeléctrico. Esta inferpreta-

ción geométrica resulta conveniente para la visualización y aun para los cálculos pero 
definitivamente no deberá considerarse literalmente cierta. En realidad una sección transversal 
es simplemente una forma de expresar numéricamente la probabilidad de que cierto tipo de 
átomos origine un fotón de una energía dada para que realice un proceso particular. Las 
definiciones e interpretaciones de las secciones transversales para los otros procesos de 
absorción o dispersión son cumplo:miente análogas a las pie se han considerado en este 
ejemplo. 

La figura 2.17 muestra las secciones transversales de dispersión (os), produ¿ción de pares 
, fotoeléctrica (a 	y total (a) :medidas para un átomo de *tilo como una función 

de la energía he del fotón. La sección transversal de dispersión especifica la probabilidad de que 
la dispersión ocurra por cualquiera de los procesas 1Flitinison y Compton. Para el plomo que 
tiene Ull 	ru atómico grande y por lo tanto electrones atómicos fuertemente ligados la 
dispersión Thomson domina sobre la dispersión Compton cuando la energía del fotón está por 
debajo de he = 10a eV. El rompimiento brusco en la sección transversal fotoeléctrica ocurre. 
liara las energías de enlace de los diferentes electrones un el átomo de plomo; cuan do hv cae por 
debajo de la energía de enlace de un electrón particular ya no es posible energéticamente un 
proceso fotoeléctrico en cl que él inter venga. La sección transversal para producción de pares 
crece inn y rápidamente desde cero cuando hv excede la energía umbral 2Inoc. 	10a eV 
necesaria ¡ora materializar el par. En la figura 2-17 la sección transversal total a es la suma de 
las secciones transversales de dispersión, fotoeléctrica y de producción de, pares; esta cantidad 

• especifica la probabilidad de que un fotón tenga cualquier tipo de interacción con el átomo:-0e 
la figura se pueden ver los intervalos de valores de la energíráen los cuales cada uno de los tres 
procesos trace su contribución más importante, para el caso del plomo: 

Efecto hit ueléo rico: 

Dispersión: 

Producción de pares 

< 5 x 101  eV 

5 x 105  eV < hz < 5 x 10" cV 

5 x I 0" cV <hl  
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FIGURA 2-17 

Secciones ilUillb‘drI ld dd 	Je dis 	6n. Mímele- ami 	de producción de p 	y los
para un átomo Je plomo. 

Debido a que estos procesos tienen probabilidades diferentes dependiendo del número atómico, 

los intervalos de energía en los cuales ellos dominan son muy distintos para átomos con 

número atómico bajo. Para el aluminio, los intervalos de energía son aproximadamente: 

Efecto fotoeléctrico: hv < 5 x 101  eV 

Dispersión. 	 5 x 10' eV < hit < 1 x 10' eV 

Producción de pares: 1 x 10' eV < hv 

Ejemplo 2-8. Evaluar la atenuación de un haz de rayos X paralelos el pasara travésde una placagrueza 
de materia en términos de la sección I ransvesal total. 

Con referencia a la figura 2-16, cuando el haz incide sobre la cara "ramal de la placa de espesor /el 

número de fotones en el haz es 1(0) y la sección corlada contiene p átomos por cm'. Supóngase, por 

simplicidad, que el área de la sección cortada es de 1 cm'. Debido a los procesos de dispersión yabsorción. 
el haz paralelo contiene un número pequeño ¡(x) ' de fotones después de haber penetrarlo en la sección 
cortada x cm. Considérese una lámina delgada de la placa de espesor dx y localizada en z. El número de 
Momos por cm' en la lámina es p veces su volumen dx o pdx. En una definición análoga a (2-18), hl 
número de fotones del haz que serán dispersados o absorbidos en la lámina está especificado por la sección 
transversal total ry yeso /CdTp ds. De esta manera, el Imirnero de ((nones del haz que salen de la lámina, 

+ tu-) que es igual al número incidente menos el número que se ha perdido, es 

1(x + d = 1(x) —a UY) p 

I 	+ 1(2: + d — 1(i) + 	1(x)p dr 
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anpap el mm,ero l(t) de fotones pie salen posa cara posterior de la placa se despeja dl(x)/1(x) y 
se integra sobred 

di(m) 

-rec, 
r‘n.,,) 
J. 

d
/(i)

—"Pi da: 

 

(2-19) 

La intensidad del haz, medida por el is 	•ro / de fotones que contiene, decrece exponencialmente 
COnfOlITIC el espesor t de la placa aumenia. La cantidad Op, llamada conlicienie de atenuación', tiene 
dimensiones de (Cin7l) y ese' recigroco del espesor de la placa necesario para atenuar la intensidad del haz 
por un faena e. A este espesor se le llama la longitud de atenuación A y es 

= 11(9 	 , 	(2-20) 

Do r SkIptle510, el coeficiente de atenuación 	 na dependencia con la energía del fotón que la 
sección transversal mal, la figura 2.181nuesira ined das de los coeficientes de atenuación para el ¡domo, 
el estaño y el aluminio para fotones de energía relativamenle alta. 

Esta sección resume muchos de los aspectos prácticos de, los fenómenos de emisión y absorción de radiación electromagnética que se ban estudiado en este capítulo. Pero los aspectos fundamentales de estos fenómenos se resumen mejor afirmando que demuestran que la radiación eiceIromagnélica está (111:J'invada en partículas energéticas llamadas fotones. También deberá darse énfasis al hecho de que los fenómenos de interferencia y difracción demuestran que los fotones no viajan desde un sistema en el que son emitidos basta donde son 
absorbidos eu la forma simple en la que lo hacen las partículas clásicas: sino que los fotones actúan corno si fueran guiados por ondas clásicas debido a que al viajar a través de un sisienni, tal corno un aparato de difracción, quedan mejor descritos por ondas clásicas que se propagan en 
dicho aparato. 

FIGURA 2- ID 

 es de 1111:1111:11'11;1111:11a distintos áto-
mos mira un intervalo de emula del futún- 
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PREGUNTAS 

L En los experimentos de efecto fotoeléctrico, la corriente (número de electrones emitidos por unidad 

de tiempo) es proporcional a la intensidad de la luz. ¿Se puede usar solamente este resultado para 

distinguir entre las teorías clásica y cuántica? 

2. ¿Por qué en la figura 2-2 la corriente fotoeléctrica no au mema verticalmente hacia su máximo valor 

(saturación) cuando la diferencia de potencial aplicada es ligeramente más positiva que — Y0 ? 

3. ¿Por qué, aun cuando lo radiación incidente es monocromática los foimilectrones son emitidos con 

una gama de. velocidades? 

-4..t A la existencia de una frecuencia de corte en el efecto fotoeléctrico se le considera con frecuencia 

como la objeción más fuerte a la loorC ondulatorio. Explique. 

5. ¿nkr qué las mediciones en el efecto (mocito' rico son muy sensibles a la superficie f otoeléctrica?  

1. ¿Los resultados de los experimentos fotoeléctricos invalidan el experimento de interferencia de 

Venlig? 

• 7.: ¿Se puede utilizar el artificio de hacer h 	O para obtener los 	lo 	.5 a partir de los 

cuántiCas en el caso del efecto fotoeléctrico? Explique. 

8. Suponga que la emisión de fotones desde una fuente de radiación es caótica en dirección. ¿Podría 

esperar que la inter  si dad (o la densidad de energía) variara inversamente al cuadrado de la distancia 

de la fuente en la teoría de los fotones como ocurre en In teoría ondulatorio? 

9. ¿Tiene masa un fotón de energía E? Si es así, evalúela. 

IQ ,¿Por qué en la dispersión de COMplOn podrías Ud. esperar pie AA fuera independiente de los 

materiales que componen al dispersor? 

111' ¿Cuándo esperaría Ud. observar más fácilmente el efecto Compton con blancos dispersores compiles- 

' 	ios por átomos con número atómico grande o con átomos con número atómico bajo? Explique. 

12. ¿Se observa el efecto Complon con luz visible? ¿Por qué? 

13: De la teoría eliectromagnética clásica, ¿esperaría un mínimo definido en la longitud de onda de la 

radiación emitida cuando el valor de la energía de un electrón incidente sobre un blanco de un tubo de 

rayos X está dado? 

11-. Un tobo de televisión, ¿emite rayos X? Explique. 

15. ¿Qué efecto (s) produce, sobre el espectro de rayos X resultante, el decremento del volt aj e del l uba? 

16. Analizar el proceso de bremsstrablung como el inverso del proceso Compton y como el inverso del 

proceso fotoeléctrico. 

17. Describir varios métodos que se pueden utilizar para determinar experimengalinente el valor de la 

constarle de Planck (h). 

18. ¿De qué factores esperaría Ud. juzgar si un fotón pierde su eneirgía en la int erección con la materia pm 

proceso fotoeléctrica, por proceso &militen o por proceso de producción de puros? 

19. ¿Puede Ud. dar evidencia experimental que eunirachga lo idea du q ue el vacío CS  Un mar de ele-drenes 

en estados de energía negativa? 

20. ¿Puede ocurrir una aniquilación clectrónmositrósi con la creación de wi fotón, si existe m núcleo 

cercano disponible para cunmensar el impulso? 
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Maurice de Broglic era int úico francés quien, desde un principio, apoyó el punto de vista de 

alnipton sobre la neinrabiza corpusculas de la radiación. Sus experimentos ti estudios sobre lbs 

problemas filosóficos de la física de ese iiempo, impresionaron tanto a su hermano Louis, (pie 

éste cambió su carrera de historia a física. En 1924, Louis de Broglie propuso la existencia de 

tilas de materia en la tesis doctoral que presentó a la Facultad de Ciencias dela Universidad de 

París. Lo original y concienzudo de su iesis fue reconocido inmediatamente, sin embargo, sus 

ideas fueron consideradas como carentes de realidad física por su apuren le falta de evidencias 

experimentales_ Fue Albert Einsiein quien reconoció su importancia y validez y atrajo hacia ella 

la atención de- otros físicos. Cinco anos después, de Broglie obtuvo el premio Nobel en física, 

cuando sus ideas fueron experimenialmente confirmadas en formó Jon/Ojea. 

la hipótesis de de Broglie consistía en que el comportamiento dual de la radiación, es decir, 

onda-partícula, debería ser igualmente aplicable a la materia. Así como el fotón tiene 'asociado 

una onda de luz que gobierna su movimiento, una partícula de materia (por ejemplo, uq 

electrón) tiene asociada tina onda de materia que gobierna su movimiento. Ahora bien, como el 

universo consiste en general, de radiación y materia, la sugerencia de de Broche es esencial-

mente Una afirmación acerca de una gran simetría de la naturaleza. En cremó, propuso gtic los 

aspectos onduktorios de la malaria están relacionados con los aspectos corpus-tu/ases en la 

misma forma cuantitativa que en el caso dela radiación. De acuerdo con de Broglie, tanto para la 

materia coma para la radiación, la energía total Ede un ente se relaciona con la frecuencia lv de 

la onda asociada a su movimiento por media de la ecuación 

E hv 	 (3-la) 

y el impulao pilel entt 	gaciona con la longitud de onda /1 de la onda M'elegida pos la (s'ación 

p --ei hl 2 	 (3-1b) 

En lo anterior, los 1:0111:1100U corptiscutares energía E, e impulso P, se relacionan con los 

conceptos ondulatosius frecuencia v y longitud de onda 1 a través de la constante de Plpnék h. 

A la ecuación (3-] b) escrila en la forma sigui/oto: se le denomina relación de de Broglie. 

hlp 	 (3-2) 

que predice la longitud de onda de de Broglie de una onda de materia asociada con el movimiento 

de una partícula material de impulso p. 

01 
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Ejemplo 3-1. (a) ¿Cuál Será la longitud-de orilla de de llruglie de una pelle U de beiSiod que re 

una velocidad y= lOnieseg? 

Suponga m = .0 kg. De (3-2) 

6.6 x 10-31  joule- seg 
x =-=—= - 6 6 x 10-as m = 6.6 x 10-25  

p 	mu 	1.0 kg x 10 miseg 

(h) ¿Cuál será la longitud de onda de un electrón cuya energía cinética es 100 eV? 

En erre caso; 

6.6 x 10-3' joule-seg 
- 

,‘,12rnK 	(2 x 9.1 x 10 	kg x 100 eV x 1.6 x 	JouleicVfin 

5 4 	10-2' kg-miseg 	
1
.
2 x 10-B 	= 1.2 

En los experimentos de óptica geométrica, no se manifiesta L naturaleza undulatoria de la 

propagación de la luz, yk que, lasJimensiones impon ant es de los aparatos utilizados son muy 

grandes comparadas con la longitud de onda de la luz. Si se representa por a una dimensión 

característica de un aparato óptico (es decir, la amplitud de una lente; espejo o rendija) y A es la 

longitud de onda de k luz que pasa por el aparato, se está en el dominio de la óptica geométrica 

siempre que 2/a 	O. La razón es que los efeci os de difracción en cualquier aparato siempre 

ocurren para ángulos de aproximadamente 	Aja, de modo que los efectos de di fracci ón son 

completamente despreciables cuando Ala 	O. Obsérvese que la óptica georner rica irnplica la 

propagación de rayos, que son similaresa las trayectorias del movimiento de partículasclásicas. 

Sin embargo, cuando la dimensión característica de un aparato óptico a se vuelve compa-

rable con, o menor que, la longitud de onda A de la luz que pasa por él, se esr á en el dominio de 

la óptica físiej.t. En este caso Tfir 5 1, y el ángulo de difracción O = 2/a es suficientemente  

grande como para que los efectos de difracción sean fácilineni e observables y la naiirraleza 

ondulatoria de luz resulta aparente. Por lo tanto, para observar características ond ulai odas, en 

e! movimiento de materia, se requieren sis' emas con aperturas u obstáculos adecuadamente 

pequeños. Los sistemas de aperturas, en la escala más fina, de que disponían los experimen-

tadores contemporáneos de de Broglie, los consl ir u irían los espacios entre planos de. alomes 

adyacentes en un sólido, donde ac 1 Á. (En la actualidad se dispone de sistemas que 

involucran dimensiones nucleares de =10' A). Considerando los resultados del ejemplo 3-1, 

se ve que no se puede esperar poder detectar ningún cornport u miento ondulatorio en' el 

movimiento de una pelota de beis-bol, donde 2/a  r-2 CO' para a c I Á Sin embargo, para 

una partícula material con una masa mucho menor que la de una pelota de Iréis-bol, el impulso!, 

se reduce y la longilud de onda de de Broglie 2 =h/p crece lo soficienle corno para que puedan 

observarse efectos de difracción. Utilizando aparatos con dimensionescaracterísticas a = 1 Á, 

los aspectos ond ulatorios en el movimiento del electrón con T = 1.2 A del ejemplo 3-1, 

resultarían evidentes. 

En 1926, Elsasser propuso que la naturaleza ondulatoria de la materia podía ser probada del 

mismo modo como inicialmente se probó la nafirraleza ondulatoria de los rayos X, a saber, 

haciendo incidir un haz de electrones, con k energía apropiada, sobre un sólido cristalino. Los 

átomos del cristal son utilizados como un arreglo íridirnensional de Centros dispersores para la 

onda electrónica y, por lo rant o, deberán dispersar fuertemente a los electrones en ciertas 

direcciones características, de igual forma que en la di fracción de rayos X. Esi a idea fue 

confirmada ex peri nrentaltnent e por Da visson y Cerner en Estados Unidos y por Thornsun en 

Escocia. 
El aparar o de Davisson y Gernier se muestra esquemáticamente en k figura 3.1. Los 

electrones producidos por un filamento caliente son acelerados a través de una diferencia de 

potencial V y emergen del 'cañón electrónico' C con una energía cinética eV. Este haz de 

6.6 x 10°E4  joule-seg 
(01 
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FIGURA 3-1 

Apando de Davissun y Gemid]; Los electrones 

de un Matutino F son acelerados por una 

diferencia de pinchen! variable V. Después de 

dispersarse en el 	(.; son colectados por 

el demi:lar D. 

electrones incide perpendicularmente sobre un roonocristal de nicle) en C. El detector D se 

coloca a un ángulo O determinado y se realizan medidas de la intensidad del haz dispersado para 

varios valores del potencial de aceleración V. Por ejemplo, en la figlira 3-2, se muestra que un 

haz fuertemente dispersado es detectado a O = 50°  para V n 54V. La existencia de este:"pico" 

en el patrón de electrones dispersados demuestra cualitativamente la válidez del postulado de de 

Broglie, ya que, sólo puede explicarse como una interferencia constructiva de ondas dispersadas poi 

el arreglo periódico de los átomos hacia los planos del cristal. El fenómeno es análogo a las bien 

conocidas "reflexiones de flragg" que ocurren en la dispersión de rayos X por lbs planol 

atómicos de un cristal y no puede entenderse en base al movimiento de una partículá clásica sine 

sólo en base al movimiento de ondas. Las partículas clásicas no prieden Mostrar inin.rferenia 

mientras que las ondas si lo hacen. lu inierferenCia que aquí se ImpliCa; n.o{ onnrráientrniai 

ondas asociailiis lililí 1111 electrón y las ondas asociadas con otro, sino qrip iái réfieriela la 

interferencia que (n'urce entre diferenies partes de la onda asociada Miq tán electrón 	( t{¿ han 

sido disper satliis por yars regiones del cristal. Esto se puedé demosirarátS4btáliznám {taz de 

electrones con una iniensidad tan bija q tc los electrones pasan pqr un aparrni.l.no  poriono 

mostrando que el patrón de electrones dispersados permanece inyarian te.,,

9 = 50• 
o 

8 

I 	1 	I 	1 	I. 	I 	I 
35 40 45 50 55 60 65 70 75 	20" 	30• 

Oleg& andlica(eV) 

FIC Int A 3-2 • 

Izquierda: la toiriew e dd cale 	el ilia ecior fi de la figura 3-1, corito funieón de la 

(alergia tenniice  de los electrones 1:W111111:S, wtranWu ll11 máximo de difraceián, El 

fulgido. O en la figura 3- I, se ajusta a 50" Si se utiliza un valor apreciablemente mayor 

ti 1110110f el máxiino deIlleelleele)11 	 Derecha: la curricoie como funciónalel 

ángulo del deiecior pava un áált 	I • I 	 hética elcel 	a,Sl eV. 
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El ¿rigen de una reflexión de Braggpso muestra en la figura 3-3 y la relación de Bragg, a que 
está sujeta, -se deriva en el pie de figura. 

= 2 ti ser) p (3-3) 

fiara las condiciones mostradas en laligura .3-3, la distancia in terplána r. efectiva d se puede 

medir por dispersión de rayos X del mismo cristal y resulta ser 0.91 A. Como 0=50°  entonces 
9 = 90°  — 500/2 = 65°..La longitud de onda calculada de (3-3), suponiendo n = 1, resulta 

A= 2 d sen = 2 x 0.91 A X sen 65°  = 1.65 A 

Para electrones de 54 eV, la longitud de onda de de Broglie calculada de (3-2), es 

A= hip =, 6.6 x 10a° joule-seg/4.0 x 1024 kgoniseg = 1.65 Á. 

Esta impresionante concordancia proporciona una confirmación cuantitativa de la relación de 

de Broglie entre 2 p y h. 

• La amplitud del pico observado en la figura 3-2, también se puede entender fácilmente, ya 

que, los electrones de baja energía hm pueden penetrar profundamente en el cristal, de modo que 

sólo un número pequeño de planos atómicos contribuyen a la onda dif vaciada. Por lo tanto, el 

máximo correspondiente a la difracción no es estrecho. Sin lugar a dudas, todos los resultados 

experimentales estuvieron en excelente concordancia tanto cualitativa como cuantna ti va- 

Arriba:el haz fuertemente difractado a0 50° 

y V = 54V resulta de la dispersión de tipo 

ondulatorio por la familia de planos atómicos 

que se muestran, los cuales tienen una distan. 

cia de separación d = 0.91 Á. El ángulo de 
Bragg es-- q, = 65°. La refracción del bax 

dispersado al atravenr la su per  Ocie d el obstat, 

no se indica por simplicidad. Abajo: deriva-

ción de la relación de Bragg, mostrando sólo 

dos planos atómicos y dos rayos correspon-

dientes a los haces incidente y difractado. Si el 

nombro de longitudes de onda que caben en la 

distancia 2/entre los frentes de onda incidente 

v dispersado, es un entero dado por n A, me-

dida sobre el rayo inferior, enu:teces, las con-

tribuciones de ambos rayos al frente de onda 

dispersado, estarán en fase y se obtendrá un 

máximo de difracción en el ángulo ql. Como 
lid= cos (90°- A)= sen p, se tiene 2/ =2dseri 

9 y por lo minó se obtiene la relación de Bragg 

u = 2d sen p. El máximo de difracción de 
-primor orden", ni = I), por lo general el más 

121",11S11. 
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mente con la predicción de de Broglie, aportando evidencias convincentes de que las partículas 

materiales se mueven de acuerdo con las leyes del movimiento de ondas. 

En 1927, C.P. Thomson demostró la difracción de haces electrónicos que plisan a través de 

películas delgadas, confirmando independientemente y en detalle, la reldción de de Broglie 

= hIp . Asi corno el experimento de Davisson-Cermer es análogo al de Laue en difracción de 

rayos X (reflexión del arreglo regular de planos atómicos en un monocristal grande), el 

experimento de Thomson es análogo al método de Debye-Hull-Sclierrer de difracción de rayos 

X por un polvo (transmisión a través de un agregado de cristaleé pequeños orientados 

aleatoriamente. Tlionisan utilizó electrones de mayor energía, que son mucho más penetran-

tes, de modo que son varios cientos de planos atómicos lasque contribuyen a la onda difractada. 

El patrón de difracción resultante tiene una estructura muy precisa. A manera de comparación, 

en la figura 3-4 se muestra un patrón de difracción de rayos X y un patrón de difracción de 

electrones de substancia policristalina (substancia en la que se tiene un gran númei-o de 

cristales microscópicos orientados aleatoriamente). 

Resulta inieFeYillne hacer notar que.1.1. llionison en 1897 descubrió el electrón (caracterizándote como 
una pa cíenlacon tina relación carga-masa bien definida) y quien recibió el premio Nobel en 1906; fue el 

ríe f1ItA 3-1- 

Avibno arreglo experinienial para la difracción de Debye-Sclierrer de rayos X o 
clitetRifICS 1/01 en material palieriótalino. Abajo a /a izquierda: patrón Debyt-Sellerrer 
de diírlieción de rayas X por efiStalc:9 de óxido le Zirconio. ¿Viajo a la derecha.- pavón 
1)ebye•Selierrer tb dilraeción de electrones por eriales de ora. 
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Cap 3 

FIGURA 3-5 

Arriba: parrón de Lo ue de la dirracción de rayos X por u Fl MOTWeriSi al de cloruro de 

sodio. Atajo: patrón de Lt ede difracción Je 11Clii(1,11CS de un U:11171W' nuclear por no 

monocristal de cloruro da sodio. 
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padre dee:t.Tina 	en en 1927 descubrióexperimentalmentela dif Noción de electrones y recibió el 

péinalo Nobel ( ion Da 	m) en 1937. Acerca de lo anterior escribió Mas Jailellele "lino se inclinaría por 
decir que ¡dilatasen, el padre, le Sic otorgado ci premio Nobel por haber demostrado que el electrón es una 

partícula y a'1'homvm,cl hijo, por haber Jumen rado que el electrón es una onda". . 

Todos los objetos inaleriedes, cargados o descargados, no galo los electrones; muestran 

características ondulatorias Oil sil 11101/11111C1110, bajo las condiciones de la óptica física. Por 

ejemplo, Entermann, Stern y Frisch, realizaron experimentos cuantitat ivos acerca de la difrac-

ción de haces moleculares de hidrógeno y bates monina»; de helio, por UVI cristal de fluoruro de 

litio; asimismo, Fermi, Marshall y lino demostrasen la difracción e interferencia de neutro nes 

lerdos. En la figura 3-5 se muestra un patrón de difracción de neutrones en un cristal de clortilro

de sodio. Inclusive se ha construido un in erferómet ro que opera con haces de electrones. La 

eX1S1011C111 de 01111:1S de materia está bien establecida. 

Resulta instructivo hacer notar 111111 pera poder eneentrar evidencias experimentales de la

naturaleza Undulatoria de la materia, se tuvo querecurrir a longitudes de onda de de Broglie

relativamente grandes. 	materia y la radiación, ambas presentan, propiedades de partícula y 

onda, tanto para Iongiludás de onda grandes como pequeñas. Los aspectos corposoulares se 

acentúan, cuando se estudio su emisión o absorción, mies iras que los aspectos ondulatorios se 

acentúan, cuando se estudia su comportamiento al moverse a través de un sistema. Sin 

embargo, los aspectos ondulaiorios de su movimiento son más difíciles de observar a medida que 

su longitud de 6111111S más pequeña. Una vez más se puede apreciar el papel tan importante que 

juega la constante de Planek h. Si h hiera cero, en 2= h/p se obtendría A= 0 en todos los 

casos. Por lo tanto, indas las partículas materiales tendrían una longitud de onda menor que 

cualquier dimensión caraeteríst loa y nunca sería posible observar efectos de difracción. 

Aunque el valor de h denniti vamente no es cero, es pequeño: Esta pequeñez de b es lo que 

obscurece la existencia de ondas materiales en el mundo macroscópico, ya que, se deberán tener 

impulsos muy pequeños para poder obtener longitudes de onda mensurables. Para partícula

inacroacopicas ordinarias, su masa es tan grande que el impulso es siempre lo suficientemente 

grande como para que la longitud de onda de de Broglie sea suficientemente pequeña y se 

encuentre fuera dd alcance de la detección experimental, y así la mecánica clásica reina 

suprema, En el inundo microscópico, las partículas materiales Llenen masas tan pequeñas que 

sus impulsos son pequeños aun criando sus velocidades soldhastante altas. Por lo tanto, sus 

longitudes de onda de de Broglie son lo suficientementegrrides como para ser comparables con 

las dimensiones earacterist Mas de los sistemas de interés, tales corno átomos, y sus propiedades 

undulatorios son experimentalmente observables en su 	vimiento. Sin embargo; no dObe 

olvidarse que en sus interacciones, por ejemplo 'cuando

mo 

 son detectadas, sus propiedades 

corpuseulares son dominantes 	C111111110 sus longitudes de onda sena grandes. 

Ejunplo 3-2. En los e finamos 	belio a los que uní eriormenie se hizo referencia, se 

peedece un haz de abonos co veIouidud cm: t:nifnrme de 1.635 X I Os  em/seg, permitiendo el CSeajte de: 

Indio eu l'orina de gas, a través de 	pequeño agujero en el recipiaille que lo contiene, pasando a una' 

cántara ava 

n  

nzada y luego a través de rendijas muy angostas sobre discos giratorios paralelos de corta 
separación (u selector mecán  ico de velocidades). Los Montos inciden sobre la superficie de un cristal de 
ne111111-Oliel111ti y Y.e 	V111111 haz de átomos de helio fuertemente difractadoqueemerge del crin al. El haz 
difraeladt1 Se lieleele Cell 1111 n'edil:10f de presión de alta senibilidatl. El análisis usual de los resultados 
opa Ole:dales de la dirima:ion en el ,Tistal indican una longitud de onda de 0.690 X 10-sem.¿Cátnoes la 

cuncordanna de ésto con el valor calculado de la longitud de onda de de Breglie? 
da masa de 1111 átomo de helio es: 

hl 	4.00 Oriol 
n/ — 

No 	6.02 x 10n aluminio 
— 6.65 x I0-" kg 
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De acuerdo con la ecuación de de Brogl i e, la longitud de onda es: 

p 	my 6.65 x 	kg x 1.635 x 102 
 m/seg — 0.609 x 10-10  m 

0.609 x 10-8  cm 

Este resultado es 1.5% mayor que el valor medido por difracción en un cristal, pero está decoro de los 
límites de error del experimento. 

Experimentos como el considerado en el ejemplo 3.2 son muy difíciles de realizar, ya que las 

intensidades que se obtienen en haces atómicos son muy pequeñas. Los experimentos de difraeción de 

neutrones, utilizando cristales con distancia interatómica conocida, proporcionan unaconfirmación 

precisa de la ecuación de de Broglie y de la existencia de ondas de materia. La precisión se debea que la 

fuente de neutrones en reactores nucleares es muy abundante y, efectivamente, la difracción de neuI rones 

es hoy día un método imponerme para el esiudio de estructuras cristalinas. Ciertos cristales, corno los 

orgánicos hidrogenados, son partieularmeni e adecuados para análisis con difracción de neutrones, ya que 

los neutrones son fuertemente dispersados por los átomos de hidrógeno, mientras que los rayos x son 

dispersados muy débilmente por dichos átomos. Principalmente, los rayos X interaciúan con loselectrones 

en el átomo y los electrones interactúan con la carga nuclear así como con los electrones atómicos por 

fuerzas electromagnéticas, de modo que su interacción con átomos de hidrógeno es débil, ya que su carga 

es pequeña. Los neutrones, sin embargo, interacl eran con el núcleo de los álamos por inedia de fuerzas 

nucleares y la interacción es fuerte. 

3.2 	La dualidad onda-partícula 

En la física clásica, la energía es transportada por partículas o por ondas. El físico clásico 

observaba las ondas de agua transportando energía sobre la superficie del agua o balas transpor-

tando energía del cañón al blanco. De tales experienclas, construyeron un modelo ondulatorio 

de ciertos fenómenos macroscópicos y un modelo corpuscular para otros fenómenos macroscó-

picos, extrapolando naturalmente estos modelos a regiones menos accesibles al ojo humano. Así 

por ejemplo, se explicó la propagación del sonido en base al modelo ondulatorio y la presión de 

los gases en base al modelo corpuscular (teoría cinética). El éxito obtenido los condicionó a 

esperar que todo ente debiera ser o pan icu la u onda. De hecho, estos éxitos llegaron a los 

primeros años del siglo veinte, C011 las aplicaciones de la teoría ondulatoria de Maxwell a la 

radiación y el descubrimiento de partículas elementales de materia, tales como el neutrón y el 
positrón. 

Así pues, el físico clásico no estaba preparado para descubrir que para poder entender la 

radiación, en algunas situaciones era necesario invocar un modelo corpuscular, corno en el 

efecto Compron, mientras que en otras situaciones, un modelo ondulatorio, corno en la 

difracción de rayos X. Pero quizás, sea más sorprendente el hecho de que esta dualidad onda-

partícula se aplique, tanto a la materia, como a la radiación. La relación carga-masa del electrón 

y su rastro de ionización en la materia (secuencia de colisiones localizadas) sugieren un modelo 

corpuscular, sin embargo, la difracción de electrones sugiere un modelo corpuscular. El físico 

act ual sabe que, a un ente dado, debe aplicarle ambos modelos. Sin embargo, es importante 

hacer notar que, en una medición dada, se debe aplicar un solo modelo, ya que no se puede 

utilizar ambos modelos bajo las mismas circunstancias. (liando una partícula es detectada, 

mediante algún tipo de interacción, actúa como partícula, en el sentido de que está localizada;

cuando está en movimiento, actúa como onda, en el semi ido de que se observan fenómenos d

interferencia y, desde luego, una enda se extiende y no está localizada. 

Neils Bohr resumió esta situación en su principio de complerneniaridad. lAs modelos 

corpuscular y ondulatorio son complementarios; si tina medida prueba el carácter ondulatorio 

de lo radiación ola inaltuiLl, entonces es imposible probar la naturaleza corpuscular en el mismo 

h 	h 	 6.63 x 10-24  joule-seg 
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xperimento y viceversa. El modelo que se utilice lo determina la naturaleza del experimento. 

dan-TE:el conocimiento de la radiación o la materia será incompleto, a menos que se 

insirieren medidas que revelen tanto los aspectos ondulat arios como los corposculares. Así 

ces, la radiación y la materia no son zti simplemente ondas ni simplemente partículas. Para 

escribir este comportamiento, se requiere un modelo más general, y desde el punto de vista 

fisco, más complicarla, a pesar de que en casos extremos sea aplicable un modelo ondulatorio 

mple o un 1110(1E10 1:orpurcular simple. 

Ln coirexión entre las modelos corpuseular y ondulatorio, se encuentra en una interpretación 

L-obabilística de la dualidad onda-partícula. En el caso de la radiación, fue Einstein quien 

nificó las temías ondulatoria y corpuscular; subsecuentementeMax Born aplicó un argumento 

lidiar para unificar las teorías ondulatoria y corpuscular de la materia. 

Desde el punto de vista ondulatorio, la intensidad de radiación, I, es proporcional a el, 

onde 6°2  es el prornedio sobre un ciclo del cuadrado de la intensidad de campo eléctrico de la 

ida. (l es el valor promedio del llamado vector de Poynt ing y se utiliza el símbolo e en lugar 

:E, para el campo eléctrico, para evitar se confunda con la energía total E).Desde el punto de 

sta de los fotones o corpuscular, la intensidad de la radiación se escribe como I=Nliv, donde N 

. el rió mero promedio de fotones que cruzan Una unidad de área, perpendicular a la dirección 

propagación, por unidad de tiempo. Fue Einstein quien sugirió que 8°2, que en la teoría 

ectromagnética es proporcional a la energía radiante en una unidad de volumen, podría 

terpretarse MIMO una medida del número promedio de fotones por unidad de volumen. 

Recuérdese que Einstein introdujo la idea de granularidad en la radiación, abandonando la 

terpretación continua de Maxwell. Esto conduce a una interpretación estadística de la 

tensidad. Desde este punto • de vista, una fuente puntual emite fotones al azar en todas 

recesiones. El ni-linero promedio de fotones que crucen una unidad de área, decrecerá a medida 

e aumente la distancia entre ldfUell e y el área. Esto se debe a que los fotones se dispersan 

.bre una esfera cuya área es mayo-  a medida upa están más alejados de la fuente. Como el área 

una esfera es proporcional al cuadrado de su radio, en promedio, se obtiene una Jey 

versarneme proporcional al cuadrado para la intensidad, de igual modo que en el caso 

idulatorio. Desde el punta de vista ondulatorio, puede imaginarse que, desde una fuente, se 

rieran ondas esféricas cuya intensidad disminuye en forma inverrmente proporcional ala 

5:aneja de la Emite. En este caso, estas ondas se pueden considerar corno ondas guía para los 

tones, cuya intensidad puede medirse por én,las ondas por sí mismas, no ptiseen energía —solo 

fotones— pero son una construcción artificial cuya intensidad mide el número promedio 

fotones por unidad de volumen. 

Se Ira indizado la palabra "promedio" porque los procesos de colisión son de naturaleza 

ludís' iea. No se especifica cuántos fotones cruzan unta tl nidad de área• por unidad de tiempo, b_

[o su número promedio; so hornero exacto pinole fluctuar en el espacio y en el tiempo, del 

seno 
 

nodo comii en la teoría 	de los gases existen finet Ilaciones de muchas cantidades 

tui valor promedio. Sin embargo, se puede afirmar categóricamente, que la 

°habilidad de que no fotón cruce una Unidad de área a 3 ni de la fuente, es exactamente un 

.vonn de la probabilidad de pie 1111 fotón cruce una unidad de área a l in de la fuente. Por lo 

oto, en la MI-1/1111a 1=. Nhv, N es un valor promedio que es una medida de la probabilidad de 

coartar aun fotón cruzando una unidad de área en una unidad de tiempo. Si se igualan las 

presiones undulatoria y corposcular, se tiene; 
112 (,(1 I :SAL -1C(.1s1  t1 S. 

(1/m0C)4.12' = 

11111110 11111 	 Ipulti011al a N 1:::donees, 5a intitlinaWción de Einstein 	,como 

probabilishe le lo densidad de foioncs se vocal:Ira/115.Se espera que, como en la teoría 

télira, ni, lluuluaeiuuus respecta a un promedio sean más notorias a bajas intensidades quea  

da nodo 1111n.1:11 Itse CilSO, los Fenómenosgranulares cuánticos contradicen 

LisnisilicariAlile r1 'millo de vista del espectro continuo clásico. 
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Enanalogía al punto de vista de Einstein lela radiación, Max.Born propuso una unión similar 

de la dualidad onda-partícula de la materia. Esto sucedió varios años después de que Sabré-

di riger desarrolló su generalización del postulado de de 13roghe, llamada [oceánica cuántica. La 

teoría de Schr5dinger será examinada cuantitativamente en capítulos posteriores. Aquí sólo se 

T ratará de usar la idea de Born, en forma cualitativa para conceptualmentepreparar el escenario 

para 1171 análisis detallado subsecuente. 

Se asociará a las ondas de materia algo masque una longitud de onda y una frecuencia, Esto se 

hará introduciendo una función que represente a la onda de de Broglie, llamada función de onda, 
Por ejemplo, para partículas MOV1611110SC en la dirección x coa un valor preciso de su impulso 

lineal y su energía, la función de omití se puede escribir simplemente corno una función senoidal 

(le amplitud .4, tal como: 

21r(x,i)-= A sen 2w(— — vi) (3-1a) 

Esto es análogo a 

«tí) = A sen 2n(Ier  — vi) 
	

(3-4b) 

para el campo eléctrico de una onda electromagnética senoidal con longitud de onda 2, y 

frecuencia )t, moviéndose en la dirección T. La cantidad 72 para (Indas de materia, se 

comportará de manera análoga al de (i ¡ama ondas de radiación Ebil Cantidad, el ponneditolth 

cuadrado de la función de onda de ondas de materia, es una medida de la probabilidad :le 

encontrar a una partícula por unidad de volumen, en determinado lugar a un tiempo dado_ Así 

corno 	es 11113 función del tiempo y del espacio, también lo es `V , y como se verá después, así 

corno gf satisface una ecuación de onda, asi también 'V (la ecuación de Schrtidi nger). 121 

cantidad t es una onda (de radiación) asociada con un fotón, mientras que 'V es una onda (de 

materia) asociada con una partícula. 

Como dice Brun: 'Me acuerdo con este punto de vista, el curso completo de eventos está 

gobernado por las leyes de la probabilidad, a un estado en el espacio, le corresponde una 

probabilidad definitiva, la cual es dada por la onda de de Broglie asociada con el estado_ Por lo 

tanto, un proceso mecánico es acompañado por un proceso ondulatorio, la onda-gula, descrita' 

por la ecuación de Schriidinger, cuya Importancia está en dar la probabilidad de un cuersu - 

definitivo del proceso mecánico. Si por ejemplo, la amplitud de la onda-guía es cero en cierna 

punto del espacio, esto quiere decir que la probabilidad :le encontrar al electrón en ese punto es 

despreciablemente pequeña". (e.)' —u e) 

Así como desde el punto del  vista de Einslein de la radiación, no se especifica la posición 

exacta de un fotón, sino que en su lugar se especifica rf,I).  , la probabilidad de encontrar un fotón 

en cierta posición a un tiempo dado; así también, desde el punto de vista de Borla, no se 

especifica la posición exacta de Una partícula a un tiempo determinado, sino que se especifica 

Tl,la probabilidad de encontrar a la partícula en cierta posición a un tiempo dado. Adem ás, así 

corno se acost umbra a sumar funciones de onda (rfr, + 	= S) para dos midas electromag- 

néticas superpuestas, cuya intensidad resultante se obtiene de P, así también se podían sumar 

las funciones de onda de dos ondas de materia superpuestas 	+ 	̀1`) cuya intensidad 
resultante será dada por `1`2. Es decir, un principio de superposición LIS aplicable tanto a ondas de 
materia corno a radiación. Esto concuerda cocí el sorprendente hecho e?: perimem al, de que la 

materia presenta propiedades de interferencia y difracción, hecho que simplemente no puede 

explicarse en base a las ideas de la mecánica clásica. Dos ondas siempre se pueden combinar de 

modo tal que resulte una onda de intensidad grande o que se cancelen, ya que pueden 

superponerse constructivamente (en fase) o destructivamente (fuera de fase), pero dos 

partículas clásicas no se pueden combinar de modo tal que se cancelen. 
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Posiblemente, el estudiante aceptará lo lógico de la fusión de los conceptos de onda y de 

partícula y, sin embargo, si: preguntará si una interpretación probabilística o estad(stica es 

necesaria. En 1927, I leiseriberg y Boli r fueron los primeros en demostrar que en la unión de las 

destii ipcionits undulatoria y otorimscular de la materia y la radiación, es esencial el concepto de 

probabilidad. Istois tenias serán investigados en las siguientes secciones. 

3.1 	El principio <le incertidumbre 

El uso de consideraciones in oliabilíst Mas, no es ajeno a la física clásica. Por ejemplo, la mecánica 

estadística clásica utiliza la t corla de la probabilidad. Sin embargo, las leyes básicas de la física 

clásica (tales coma las leyes de Newton) son deterministas, y el análisis estadístico es 

simplemente un luslrunien10 que se utiliza en el inflamiento de sistemas muy complicados. Por 

ano lado, de acuerdo con lie:nenbeis y Boltr, el punto de vista proliabilíslico es fundamental en 

la física cuántica y el del oriol in ismo debe ser descartado. A continuación se verá cómo se llega a 

esta conclusión. 

En mecánica clásica, pueden resolverse las ecuaciones de movimiento de un sistema con 

fuerzas dadas, para etid ente la posición y el impulso de una partícula para iodo valor del tiempo. 

Todo lo que se teesila conocer es la posición e impulso de la partícula para algún valor del .  

tiempo, t = 0 (las condiciones iniciales), y el movimiento futuro será determinado exactamente. 

Esta ineelni lea lia sido nidiputa con gran éxito en el mundo microscópico, en astronomía por 

ejemplo, para predecir los ion vi:lúcidos subsecuentes de objetos en base a sus movimientos 

iniciales. Sin e mliat go, nótese, que en el proceso de hacer observaciones, el observador 

interact úa con el sistema. lin ejemplo de la astronomía moderna, es la medición precisa de t

posición de la luna, haciendo rebotar ondas ole radar en ella. El movimiento de la luna es 

perturbado por la medición, pero su masa el tan  emule que la perturbación se puede Ignorar. En 

mis escala más íniquena, cono un experimento nuler0SeOpril bien diseñad o sobre le tierra,. 

dictas perturbaciones son también generalmente muy pequeñas ú al menos, controlables y se 

pueden tomar en enema de allleirlan0 por cálculos adecuados. Por lo tanto, el Físico clásico 

suponía, de modo natural, queen el campo de los sistemas inifiroscópicos, la posición y el 

impulso de un °hiela, cenia un electrón, pudrían determinarse exactamente por medio de 

observaciones similares. Ileiscribing y Polir pusieron 	lela de juicio :esta sopobiciáin t , 

La situación esmuy similar a la que existía al sineinlienle 	la teoría de la relatividad. Los 

físicos hablaban de inter vidas ele tiempo y longitud, es decir, espacio y tiempo, sin preguntarse 

críticamenie cómo son medidos en realidad. Por ejemplo, se hablaba de la sinUilnuleidad dedos 

eventos separados, sin siquiera preguntarse cómo se podría establecer 
dicha simultaneidad, 

Einstein demostró que la simultaneidad no era un concepto 0115011.11u, corno se habla supuesto, 

antes, sino (pite dos eventos que son simulifineos para tan obser oidor, OeUrrell a tiempos 

diferentes pura otro observador que se allieVe l'e-peco ) al rwhiwro. Lu simultaneidad es un 

concepto relativo. Así pues, de modo Sigilar, debe in-quedarse cómo se mide realmente la 

posición y el impulso. 

En un experimento real, ¿se puede determinar la posición y el impulso de la Materia o la 

o n radiación, en el mism 	estante? la respuesta que se obtiene de 1:1 teoría euaillieu, es: no más.  

exaciamezite Aloe lo permitido por el principio de ineertidurabse de I leisen beis. Existen dos partes 

de este principio, iambién Ilairlad0 principio de ihdeterminacián. la primera parte implica la 

medición sitniubt arto:al de la tposicióniigh i!nikt.119. Afirma que en 'lin experimento no se pumle 

determinar simultin mamen te elvalor exacto de Ulla eunipeneil le del impulso, es decir, p: de 

uI a partícula y también el valor exacto de la coordenada correspondiente u. Por 'otro lado, la 

¡ccsión en la medición colará nihil <mit:mente limitada por el proceso de líamemn sí, de modo 

tul que 
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donde el impulso az  se conoce ha“»,-1111a incertidumbre de AitL y al mismo tiempo, la 

posición x hasta u 	incertidumbre de 4x. Aquí, h (Léase h-barra) es una notación 

simplificada en lugar

na 

 de /42/-r , donde h es la constante de Planck. Es decir; 

h e h/2n 

Existen las relaciones correspondientes para las otras componentes del impulso, a saber, 

ApjAy Z h/2 y ApzAz Z It/Zy asimismo para el impulso angular. Es importante hacer notar 

que este principio nada tiene que ver con los adelantos en la instrumentación que conduzcan a 

mejores determinaciones simultáneas de ,pz  y x. Lo que el principio afirma es que aún con 

instrumentos ideales, nunca se puede superar 4p&4x Z h/2 . Obsérvese también que se 

implica un produce de incertidumbres, de modo que, por ejemplo, entre más se modifique un 

experimento para mejorar p,„ más se sacrifica la habilidad de poder determinar x con 

precisión, Si p, se conociera exaelanuinle, se ignoraría tolalinenle la x (es decir, si Apz  = O, 

co). Por lo tanto, la restricción no esté en la precisión con la que se pueda medir x o pa  , 
sino en el producto apAir en una medida simule anea de ambas. 

La segunda parte del principio de incertidumbre está relacionada con medidas de la energía E, 

y el tiempo t necesarios para medir, por ejemplo, el intervalo A/ durante el cual un fotón es 

ernitido de en átomo con una variación en sil energía AE - En este casa 

ADA/ Z /42 
	

(3-6) 

donde 4E es la incertidumbre en el conocimiento de la energía E del sistema y A/ el 

intervalo característico de la rapidez de cambia del sistema. 

Más adelante se demostrará que las relaciones de Heisenberg se pueden derivar del postulado 

de de Broglie y de propiedades sencillas comunes a inda onda. Dado que el postulado de de 

Broglie se puede verificar por los experimentos descritos anteriormente, sepuedealarmar que el 

principio de incertidumbre se basa en el experimento. Asimismo, pronto se verá que este 

principio es consislenle corito ros experimentos. Sin embargo, primero se debe hacer notar que, 

una vez más, la chnstanAAle Plauck sirve tara disting riTnialbahcuanticos de los clásicos. 

Si h, b fi , fuera cero en (3-5) y (3-6), no habría ninguna broquelan básica en las medidas, 

como es el caso en el punto de vista clásico. Una vez más, 1,1_pequenez de h, es lo que poneid 

_AL 	fuera de las experieLdbias ordinarias. Lo anteriores análogo a la iIhquenJia¿ la relación 

v/c en situaciones rnacroscopicas, que pone a la relatividad fuera de alcance en experiencias 

ordinarias. Por lo tanlo, en principio la física clásica tiene nue validez limitada y, en el dorniitio 

microscópico, conducirá a contradicciones con los resultados experimentales, ya que si x y p 

pueden determinarse simultáneamente, entonces las condiciones iniciales del movimiento no 

se pueden especificar exactamente y consecuentemente no se podrá determinar con precisión el 

comportamiento futuro de un sistema. En lugar de hacer predicciones deterministas sólo si; 

pueden enunciar los resultados más probables de una observación, dando las probabilidades 

relativas de que ocurran. En efecto, (tomo el Lecha de observar mi sistema lo perturbade modo 

no completamente predecible, la observación cambia el movimiento anterior del sistema a un 

estado de movimiento nuevo que no puede ser cuma:ido completamente. 

En lo siguiente se mostrará el origen física del principio de incertidumbre, yen este proceso 

se obtendrá una visión más clara que ayudará a apreciar niejoi una demostración más formal 

que se da en la sección subsecuente. Primeramente, se in diz 	r =xpurimento de pizarrón 

debido a Bohr para verificar (3-5). Se propone medir, tan C 	 cuino sea posible, la 

posición de una partícula "puntual", corno un cicerón. Pura mayor precisión, se utiliza un 

microscopio para observar al electrón, corno el que se ilusi ni en la figura 3.6. Para poder ver al 

electrón, es necesario iluminarlo, ya que lo que ve el observador, son los fotones de la liet 

dispersados por el cleetrón. En este ¡auno, aún sin Leer Jabado alguno, se puede ver cómo 
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Reglan disponible 
poro los latones que 

entran en la lente 

Lente obienvo 
Y 

Electrón 

Compone/o/ex del 
impulso lineal del 
Cotón dispepodos  

IhIX)Iene 
/V/ 

r 

paco lineo, del 

fotón disp•oado 

Compone -edel 

C•I'l 	impele() lineal del 
electrón de relroc100, 

)' 	
VI/X310110 

,( 144 

Fotón invidente con 
h 	Impulsa finesa 
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ayarnee el principio de incerlidiunbre(bll propio /uno de observar al electrón lo pert  tirbí)  En el 

PPM tea I o de iluminar al t)leetr 611, éste retrocede a consecuencia del efecto Complon, de modo 

tal que, ()orno se verá, no se puede determinar completamente. Sin embargo, si el electrón no 

está dominado, no ¿niede ser observado (detectado). Por lo tanto, el principio de incertidumbre 

se refiere al proceso mismo de medición y expresa el hecho de que siempre existe una 

jan:net:ion indeterminada ()Jurel!' observador y lo observado; no existe nada que puedq hacerse 

para evitar esta interacción o para compensarla por adelantado. En el caso que se está 

considerando, se iniede tratar de  reducir la perturbación al electrón lo más posible, utilizando 

tina fuente de luz débil.d.a fuente más débil que se puede obtener será tal que se observará al 

electrón sólo si un SOloiode dispersado entra en la lente objetivo. La magnitud del impulso del 

/  Observador 

Fuente de luz 

FIGURA 3.6 

Micro,:opto del experimenio de pizarrón de Mullí) /briba: el itparlito. (,Lavo: 

dinpornián 	ilb turón de iluminación por Un 1112111- 1)11. fiblIJO: imagen del patrón de 

viera por z:1 ubbervadur. 
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[alón es p 

20' que subtiende 

int tracción. Por lo 

desde +y) sen 0' 

por: 

Pero el fotón pmaktáer dispersiide en cua1011iCT dirección dentro del ángulo 

la lente objetivo en el electrón. Por esta razón, no es posible considerar la 

larlo, se encuentra que la componente x del impulso del fotón puede variar 

hasta -p sen O' y su incertidumbre después de la interacción está dada 

Apy  a= 2p sen xt- (7h/2)sen O' 

Por la conservación del impulso, se requiere que el electrón reciba impulso de retroceso en la 

dirección x que será igual en magnitud al cambio en la magnitud de la componente r del impulso 

del fotón y, por lo tenlo, la componente x del impuldc del decir ón, tendrá una incertidumbre 

dada por la mismo cantidad. Obsérvese que para reducir Apy , se puede utilizar luz de mayor 

longitud de onda o utilizar un microscopio cuya lente objetive subtienda un ángulo menor. 

¿Qué hay de la posición del electrón a lo largo de x? Recuérdese que la imagen de un punto, en 

un microscopio, no es un punto, sino un patrón de difracción; la imagen del electrón es 

"borrosa". El poder de resolución del microscopio determina la exactitud última a la cual se 

puede localizar el electrón. Si como medida de la incertidumbre en x se toma la amplitud del 

máximo de difracción central, una expresión bien conocida para el poder de resolución de un 

microscopio da: 

Ax = 2/sen0' 

sA,  0,. este es un ejemplo de la relación general, !I ás- 2/0 entre la 

de un aparato de difracción, la longitud de onda de las ondas 

difracción). Entonces, el único 1-01011 disponible debió originarse en 

región del eje del microscopio, de manera tal que la incertidumbre cut 

puede asegurar exactamente en dónde se origina un fotón dado, a 

grande de repeticiones Bel experimento, los fotones que forman la 

el patrón de difracción que se muestra en la figura). Obsérvese que 

analizar luz de longitud de onda más corta o una lente objellsLa que 

e las incertidumbres, se encuentra 

Apy  áx 	( 2=± seri O') ( 	2  ) =Y- 2It 
sen 	

(3-7) 

en concordancia razonable con el límite último /42 que fija el principio de incertidumbre. No 

es posible hacer Apy y Ax simultáneamente, tan pequeñas .corno se quiera, ya que el 

procedimiento que reduce una de ellas incrementa la otra. Por ejemplo, si se utiliza luz de 

longitud de onda corta (por ejemplo rayos 7) para reducir Ax obteniendo una mejor 

resolución, se aumenta el retroceso de Complon y aumenta Apr , e inversamente. De becho, la 

longitud de onda, 2 y el ángulo O'sublendido por la lente objetivo, ni siquiera aparecen en el 

resultado. En la práctica, los resultados experimentales serán peores que lo que se sugiere en 

(3-7), ya que dicho resultado representa el caso más ideal posible. Sin embargo, se llega a ese 

resultado a partir de fenómenos físicos gen11/ tia inerd e mensurables, a saber, el efecto Cortito en 

y el poder de resolución de una lente. 

En realidad, el estudiante no debe pensar que hay algo de misterioso en este resultado. Es mi 

resultado directo de la cualitización de la radiar:ion. Fue nario tener al menos un fotón 

iluminando al electrón, o de otra forma oto habria iluminación;
eces 

 y aun un salo fotón lleva un 

impulso de magnitud p -ád h(2_ Es este ell11170 reten el que provee la interacción entre el 

microscopio y el electrón. Esta interacción perturba la partícula de modo tal, que no se puede 

predecir ni controlar y el resultado es que ni las coordenadas ni el impulso pueden conocerse 

cumple/amor:1w di:sino:mili: tina inedietón. Si las leyes de la fisica clásica fuesen váliday.enioncts 

(nótese que como sen O 

dimensión característica 

di fractadas y el ángulo de 

algún lugar dentro da esta 

la posición es áz.(No se 

pesar de que un número 

imagen total, producirán 

para reducir Ax se puede 

subtienda un ángulo may 

Tomando el producto d 
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la radiación sería c sulerada como ennliuuu en lugar de granular y la iluminación se podría 

reducir-  n niveles arbitral-Mínenle pequeños al mismo tiempo que se utilizarían longitudes de 

onda arbitrarias tiara obtener1l11:1 resolución "perfecta". En principio no habría un límite 

inferior 	 parí la resolución y el impulso de retroceso y no habría principio de 

incertidumbre. Pero esto no se puede hacer, un fotón es indivisible. Una vez más se puede ver de 

ApAt; Z /112, que la conslanle de Plana es una medida de la mínima perl urbación incontro-

lable que disiingee a la física cuáwica de la física clásica.  

Ahora se consillerará (3-6) que relaciona la ineerliduiniire en la energía y en el tiempo. Para el 

caso de una partícula libre, (3-6) puede obtenerse de (3-5), que relaciona la posición y el 

impulso en la forma siguiente. Considérese un iilecirán que se mueve a lo largo del eje x y cuya 

energía se puede escribir como E = 42in. Si la incertidumbre en pa  está dada por Ap„ enton-

ces la inceriidambre en E estará dada por AE tro (pjni)Ap„, = vAp r  En este caso ux  puede in-

terpretarse canto la velocidad de retroceso a lo largo de x, del electrón que es iluminado para 

medir SU posición O si el tiemporequerido para una medida es At,ent onces, la incertidumbreen 

su posición x es Az; = 	Com binando At =1,r/it, yA E = vAp,, se obtiene Anna = Ap.Ax.  

Pero t\p,Ax > h12. Por lo tanto: 

ALA, Z /42 

Ejemplo 3-3. 	la velocidad de una tabla (ni = 50g) y la velocidad de un electrón. (m =9.1 X 10=24 

g) se miden y resultan iguales, El 300 zu/seg, con una incertidumbre de 001%. ¿Cuál será la exactitud 

funtlamenial ron que se podrá determinar la posición de cada una, si la posición y la velocidad se miden 

simultáneamente en el iniAnn experimento? 

Para el electrón 

p = toa = 9 x 10 31  kg x 300 miseg =- 2.7 x 10-24  kg-miseg 

Y 

Ap 	/IIAv= 0001 x 2.7 x 112'l  kg-miseg = 	x l0-32  kg-mjseg 

de nodo que; 

6.6 x 10 	)01-111Nseg, 	_ Ax 10-3  ni =-1 0.2 cm 
l. 1-  4 nAp 	x 2:7 x 10-32  kg-illiseg 	• 

Para la bala 

p = /1113 = 0.05 kg x 300 mrseg ot 15 kgsnliseg 

Ap = 0.0001 x 15 kg-miseg = 1.5 x 10 3  kg-miseg 

demudo que; 

6.6 x 10 tal  toule-seg 

4n x 1.5 x 1033  kg-miseg — 3 x 10
-31M. 

or Si uta 

lillIlleS pi, 

10-" veces el di 

prácticos, ya que 

inactoseápicos, tales como Indas, el principio de incertidumbre no impone 

el proinalimicisto de medición 	que Ar 	esie caso resulta aproximadamente 
/ro de in i nócleo, pero para objetos microscópicos, como electrones, existen limites 

este ejemplo Ax resido 10' veces el diámetro de un Momo. 

3.4 	Propiedades (le ondas de materia 

En esta sección se delirará el principio de incertidumbre combinando las relaciones de de 

p = i1/1 y /I = riz , con propiedades matemáticas simples que son liniver 

lu 
As. 	

4 a 31) 
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sales a todas las ondas. Se empezará 	desarrollo de estas propiedades llamando la atención a 

una paradoja aparente. 

La velocidad de propagación w para una onda con longitud de onda Á y frecuencia Y, está 

dada por la relación familiar, que más adelante se verificará 

21, 	 (3-8) 

Evaluando u,  para una onda de de Sitúe asociada con una partícula de impulso p y energía total 

E se obtiene; 

h E E 
w = -= — — = — 

p h p 

En seguida se supone que la partícula se mueve a una velocidad y no relativista en una región de 

energía potencial cero. (La validez de las conclusiones no será limitada por estas suposiciones). 

Evaluando p y E en términos de y y de la masa ut de la partícula se encuentra 

E 	III u72 
w — = 

in o 	2 
(3-9) 

Este resultado es, en apariencia preocupante, pues parecía que la onda de materia no viaja a la 

misma velocidad que la partícula que representa, pero en realidad no existe dificultad alguna 

como se demostrará en la discusión que sigue. 

imagínese a la partícula moviéndose a lo largo del eje x, sin la acción de fuerzas ya que su 

energía potencial tiene el valor constante cero. También moviéndose e lo largo del eje x se tiene 

a su onda de materia asociada. Su póngase también, en este experimento de pizarrón, que a lo 

largo del eje x se han distribuido un conjunto (hipotético) de instrumentos capaces de medir la 

amplitud de la onda de materia. Para cierto tiempo t = O, se registran las lecturas -en estos 

instrumentos. Los resultados del experimento pueden presentarse en una gráfica de los valores 

instantáneos de la onda, cine se designan por lt(x, r), como función de la distancia x, al tiempo 

fijo i = O. En este momento no se necesita saber mucho acerca de ondas de materia para darse 

cuenta que cualitativamente la gráfica debe asemejarse a la que se muestra en la figura 3-7. La 

amplitud de la onda de materia, deberá estar modulada de modo tal, queso valor será diferente 

de cero sólo en una región finita del espacio en la vecindad de la partícula. Esto es necesario 

porque la onda de materia, de algún modo, debe estar espacialmente asociada con la partícula 

cuyo movimiento controla. La onda de materia tendrá la forma de un grupo de ondas ya medida 

que transcurra el tiempo, el grupo seguramente deberá moverse a lo largo del eje x con la misma 
velocidad que la partícula. 

!= O 

o 

  

FIGURA 3-7 

Une onda de de Broglie para una parlínda  
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El estudiante podrá recordar, de su estudio del movimiento de ondas clásicas, que para el 

inoviiiiirmio de un grupo de ondas es nsario distinguir entre la velocidad g del grupo y la 

velocidad 11., muy diferente, de las oscilac

ece

iones de las ondas individuales. Desde luego esto 

FeStilia alentador, pero debe demostrarse que g es igual a la velocidad de la partícula. Para esto, 

se desarrollará Luna relación entre g y las canlidades v y A , comparable C1111 Id relación (3:8) 

ellire IV y estas cantidades. 

Se empezará considerando el caso más simple de movimiento (mitin laloriu, una onda senoidal 

de frecuencia 3,  y longii oil di: 011110 A, que tiene amplilml tainstanie y unitaria desde — oo 

basta d-oo, pera que se mueve con velocidad uniforme en la dirección en (pie x aumenta. Una 

onda tal, puede representarse matemáticamente por la función: 

W(r,l) = set 2n (1; — yt) 	 (3-I0a) 

O en una forma más <:1111VelliEllle 

T(x,t) = sen 2-u(gx — yr) 
	

donde K = liA 	 (3-I0b) 

Que lu anterior representa la onda descrita, puede verse de las consideraciones siguientes:.  

I. Fijando la x, en cualquier valor, se observa que la función oscila senoidalmente con 

frecuencia y y amplitud uno. • 

2. [Ajando t, se observa que la función tiene una dependencia senoidal con x, ron longitud de 

onda A o longitud de onda recíproca K. 

3. Los ceros de la función, que corresponden a los nodos de la onda que representa, se 

encuentran en las posiciones x„ para las cuales 

2/7(KX„ 	= ti = Cr, +1, +2, 

ke 	 • 

Por lo lamo, estos nodos y de l'echo todos los puntos sobre la onda se mueven en la dirección en 
que x crece, con velocidad 

que

•=- 

es  igual a 

„=v„ 

Nótese (pie lo anterior es idéntico a (341), ya que a = 

En seguida se analizará el caso en TIC SO modula la amplitud de las ondas para formar un 

grupo. Mal emát Mamen i e se puede obtener un grupo de ondas moviéndose en la dirección en 

que x crece, similar al grupo de ondas de materia que se ilustra en la figura 3-7, sumando un 

número infinitamente granule de ondas de la forma (3.10b), cada una con frecuencia y y 

longitud de onda recíproca K infinitamente diferentes. (Pronto se explicará cómo sucede lo 

anterior). Sin embargo, las t éenicas mat eine' leas se complican y para el propósit o present e, será 

suficiente considerar qué sucede si se sainar' sólo dos de esas ondas. Por lo tanto, se torna 

,t) = 	(x, + 72(x, ) 

donde 

TÍ ( ,1) =sea 2Lr 	— 
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Y 

9 2(x,r) ---,s'en 274(K + dk)z — (y + 

Ahora bien, 

sen A + senB = 2 cos [(A — B)12] sen [(A + /3)]21 

Aplicando lo anterior al caso que nos ocupa, se tiene 

91(x,i) = 2 cos 2-rr[— x 
2 	

—dv 
2  ti sen 2nr(2n.+ 

dpe)
x 

de 	 (2, + eh')  l 

L 2 	 2 	(J 
como dv « 2v y de « 2e, esto es: 

t(td) -A 2 cos 9 V-CiLC  x — fdv 
t) 2 	1 	

n 	(ex — vi) (3-12) 

En la figura 3-8 se muestra una gráfica de T (x, ,) corno función de x para el valor fijo t =0. 

El segundo término de'? (x, () es una onda de la misma forma que (310h), pero modulada por 

el primer término, de modo que las oscilaciones de [Ir (x, t) caen dentro de la envolvente cuya 

amplitud varia periódicamente. Dos ondas cuyas longitudes de onda recíproca y frecuencia 

difieren ligeramente, se interfieren y se refuerzan alternativamente de modo tal que se 

producen grupos sucesivos. Estos grupos y las ondas individuales que contienen, se mueven en 

la dirección en que x crece. La velocidad ir de las ondas individuales se pueden evaluar 

considerando el segundo término de `V (x, t) y la velocidad g de los grupo- se puede evaluar 

del primer término. Una vez más, procediendo como en la consideración 3, se obtiene 

(3-13a) 

y también el resultado nuevo 

4/2 dv 
= = 

de/2 de 
(3-13b) 

Para un número infinito de ondas que se combinen para formar un grupo en movimiento, se 

pu ede demostrar que la dependencia de la velocidad de onda le y la velocidad de grupo g con K y 

FIGURA 3-11 

Suma de [los rondas s 	idaks 	FCCIJCIWIJ 	 a recíproca 

ligefornenit diferentes.  
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dv/thr es exactamente la misma que para el caso sencillo que se ha considerado. Las ecuaciones 

(313a) -y F3-1310 tienen validez general. 

Finalmente, se tienen las condiciones para poder calcular la velocidad de grupo g del gruPo de 

ondas asociado con la partícula en movimiento. De las relaciones de Einstein y de de Broglie se 

tiene 

K 1/1 plh 

de modo que 

dv = clEjh 	y 	dic = dplh 

Por lo tanto, la velocidad de grupo es: 

g = dvklic = dEftlp 

Igualando 

se obtiene 

m o 2  
E  

2 
Y 	p =- my 

dE oto do 
—v 

dp 	m río 

de donde se obtiene el resultado satisfactorio de 	• 

g 

La velocidad del grupo de ondas de materia es justamente igual a la velocidad de la partícula que 
gobiernan, y el postulado de de Broglie es internamente consistente. Utilizando expresiones 

relativistas para E y p, para evaluar dE/dp, pe obtiene la misma conclusión. 

A confin nación se derivarán las relaciones de incertidumbre, combinando las relaciones de 

de Broglie-Einstein, p 	h/ 2 y E= hv, con las propiedades de grLpos de ondas. Primero se 

considerará Un caso límite sillIple. Sea Á la longitud de onda de de Broglie asociada con tina 

partícula. Se puede representar una longitud de onda determinada (monocromática) en 

términos de 111111 onda senoidal simple que se extiende a todos los valores de x, es decir, una onda 

sin modulación infinitamente larga minio 

'Y = A sen 2./r(a. — vi) 

o 

= A cos 2n(kx — vi) 

Si la longitud de onda tiene definitivamente el valor 2 , no existe la incertidumbre Al y el 

impulso asociado a la partícula p = 142 será también definitivo, de modo que [1p. = O. En 

una onda tal, la amplitud tiene un valor constante A en todas partes; es la misma para toda la 

gama infinita de x. Por lo tanto, la probabilidad de encontrar a la partícula, que según Born está 

relacionada con la amplitud de lu onda, no está concentrada en un intervalo particular de 

valores de x. En otras palabras, la posición de la partícula se desconoce totalmente. La partícula 

puede estar en cualquier parte, de modo que áx = co. Análogamente se puede afirmar que 

COMO E = hv y como la frecuencia tiene un valor definido, entonces AE = O. Pero, liara 

asegurar que la lunplit tal de la Olida es perfectamente constante en el tiempo, ésta debe ser 

observada durante un tiempo infinito, de modo que At = co. Para este caso sencillo, se 

satisface que Apx.Ax Z 1112, y AEAi Z  h/2, en los límites Opa  = O, Ax = Go; y AE =O, 
At = co. 
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Para poder tener una onda cuya nrepliilld varíe con x o t, se deben superponer varias ondas 

nonocromái ices con longitudes -id-FT:inda  CI frecuencias iliferenies. Cuando se superponen dos 

ondas de ese tipo, se obtiene el fenómeno familiar ele pulsos, como se vio anteriormente en esta 

sección, con la amplitud modulada de modo regular a todo tiempo y en todo el espacio. Si se 

desea construir una onda con extensión determinada en el espacio (un solo grupo con un 

principio y un fin específico), entonces se deberán superponer ondas senoidales que posean un 

espectro continuo de longitudes de onda en el intervalo Á. La amplitud de un grupo tal, será 

cero fuera de la región de tamaño Az 

Para visualizar mejor lo anterior, considérese un numere finito de ondas senoidales con 

longitudes de onda 1, o longitudes de onda recíprocas, ligeramente diferentes. En la figura 3-9 

se muestran siete ondas senoidales componentes 11',, = A,,cos277(Kx - 	a tiempo i = O. 

Las longitudes de onda recíprocas, 2 = 1/2 toman sólo los valores enteros desde K=9 hasta K= 

15.La amplitud de cada onda está dada por A con A„ = I, Au  = A„=112,A14 =- Ale 1/3, 

y A s = A 19 = 
1/4, tal como se muestra en la figura. El esquema se centra en x = O. donde todas 

las ondas están en fase (por esta razón se utilizan cosenos),pero ocurren desfasamientos entre 

ellas, a medida que se desplazan de esa posición, en cualquier dirección. Consecuentemente, su 

suma '1' ='171, + • • • + 	oscila con máxima amplitud en x= O, pero las oscilaciones decaen 

al aumentar o disminuir x a medida que las relaciones de fase entre las mulas componentes se 

complican. Se se adopta la convención usual de definir la extensión del grupo entre el punto de 

máxima amplitud y aquel cuya amplitud es la mitad de la máxima, eni onces la superposición 

contiene un grupo cuya extensión espacial Ax puede obtenerse de la figura y es ligeramente 

mayor que 2n/12. Con una convención análoga, el intervalo de longitudes de onda recíprocas 

que comprenden el grupo de ondas, AK tiene el valor 1. Obsérvese que el valor aproximado del 

producto ArcAc 
es 46= 1 /2. En el extremo derecho de la figura se indica la presencia de un 

grupo auxiliar, de la misma forma que el grupo central. Esi os grupos auxiliares se forman en 

intervalos uniformemente espaciados a lo largo de las partes posii iva y negativa del eje x y 

ocurren debido a que si se tiene un número finito de ondas comparten les, existen puntos en el 

eje, separados de x = O por distancias iguales a un número entero diferente de longitudes de 

onda, para cada componente. En estos puntos las componentes están de nuevo en tuse y el grupo 

se repite. Si en mi intervalo fijo de longitudes de mida recíproca ate se duplica el número de 

ondas componentes, la anchura del grupo central permanecerá esencialmente invadante, pero 

las distancias que lo separan de los grupos auxiliares se duplicará. 

Si se combina un número infinito de ondas senoidales componentes, cada una con una 

longitud de onda recíproca infinitesimalmente diferente pero contenidas en el intervalos = 9a 

K = 15, 
se obtiene un grupo central muy similar al que se muestra en la figura 3-9, pero los 

grupos auxiliares no estarán presentes. La razón es que en tales casos no existe una longitud en 

el eje x 
en la cual encajen un número entero exacto de longitudes de onda para cada una del 

infinito número de componen) es. Todas las rompo nenes ceceo en fase, en y cerca de x =O y por 

lo tanto se combinan constructivamente para formar el grupo. Alejándose de este punto en 

cualquier dirección, las ondas componentes empiezan a desfasarse entre si, porque sus 

longitudes de onda o longitudes de onda reciproca son diferentes. Más allá de ciertos puntosdas 

fases del número infinito de componentes se vuelven aleatorias, y por lo tanto, la suma de las 

ondas componentes será cero. Además, nunca más volverá a estar en fase. Por lo tanto, las 

componentes forman un grupo de extensión restringida Az. Resulta obvio que entre mayor sea 

el intervalo de longitudes de onda recíproca Az de donde se obtienen las componentes que 

forman el grupo, menor será la extensión del grupo Aat, la razón es simplemente que si las 

) longitudes de. onda cubren un intervalo más amplio, las fases se volverán aleatorias en una 

distancia muy gorra. De hecho, Ax es jlISI amante inversamente proporcional a Az. El valor 

exacto de la constante de proporcionalidad y la forma del grupo de ondas, dependen de las 

amplitudes relativas de las ondas componentes. 
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ric 1111A 3-9 

Se 111111:bira, a = 0,1a superposición desune ondas cosi:latid:des 	cos2,r(Kx — 
vi) 1:011 iblIg1111111:. de 01116reciprocas uniformem ente espaciadas en el intervalo de< 

= 9 a K = 15. Sus amplitLUICS 	se maximizan en el valor Aly =I para la onda cuya iy 

está en el inini ro del intervalo y decaen siméi ricamenie a los valores 1/2,1/3, 1/4 para 

las(li r LIS unday cuyas ose aproximan u los extremos del intervalo. 1,14 	= rup,‹  

de estas ondas, muslim: dein grupa cern rado e= O. Definiendo Ax como la 

anilina (mil e la nuldilud máxima y la mitad de la iimplituil máxima de `1`,y A ta se 
el in tervidu Lid Itintrii mies de onda recita 01:1“ de las compuneni es de 9/ 

4111in: la /111111111nd IlláX ¡MIL y la 111111111 de la amplitud máxima, se i lene At 	27112, 

Ar. ny 1, y A.v Av :m ir/ ano 1/2. 
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Las mal emál icas que se util izan para  llevar a cabo el procedimiento descrito, involucran la 

llamada integral de Fourier que es un poco más complicada, pero conducen a resultados 

numéricos muy similares a los old en idos de la construcción de la figura 3-9. Es decir 

AzA7 Z 1/47 	 (3-14) 

El trabajo óptimo que pueda realizarse al formar un grupo de longitud Az (amplitud media a la 

mitad de la altura) a partir de componentes cuyas longitudes de onda recíprocas cubren el 

intervalo Air (mitad de la anchura a la mitad de la amplit ud máxima) se obtiene Ax =1/47Air, 

bien,AzA7 = 1/47. Generalmente, de este producto se obtiene un valor algo mayor. 

Un grupo de ondas que viaje en una región limitada del espacio pasará por algún punto de 

observación dado, en un tiempo limitado. Si el pulso o grupo de ondas tiene una duración t, 

entonces, necesariamente deberá componerse de ondas senoidales cuyas frecuencias cubran el 

intervalo Av, donde 

AtAx Z 1/47r 	 (3-1'5) 

Por lo tanto, la frecuencia del grupo tiene una dispersión Av si su duración es SI, del mismo 

modo como existe una incertidumbre en su longitud de anda recíproca da si su anchura es 5x. 

La ecuación (3-15) también se clii ene de una integral de Fourier y con la ecuación (3-14), 

constituyen expresiones diferentes de la misma propiedad; sin embargo, para el esi u d iant e será 

más familiar la relación frecuencia-tiempo o al menos algunas de sus implicaciones, como se 

muestra en el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3-4. La señal de una estación de televisión consiste de pulsos cuya dm-ación esdo--10-'seg. 

Explique por qué no es factible transmitir televisión en la banda AM. 

El intervalo de frecuencias presentes en la señal, niMI-ando (3.15), esáv —1/10-eseg =I 0° seg 	= 

Hz. Por lo tanto, la banda detransmisión en su rotalidad (r (-=. 0.5x 101  Hz a v 	 Hz) seria capaz 

de aceptar un solo "canal" de televisión. También se tendrían problemas serios con la const mecido de 

transmisores y recepiores con 1111I1 	filleCil/Mil 111E1 amplia. A IIIS frecueuents que 1R1 wilizan 011 

11:111151111Sión 	itlevisión(rdrylOM lz)se !mellen iones trinches CH1,1111115011 una región razonable del capee- 

tro, y sólo se requiere una banda nominal. 	 4 

Las ecuaciones (3-14) y (á-15) son propiedades universales de todas las ondas y se aplican a las 

ondas de rriateria, en combinación con las relaciones de de Hroglie-Einsiein inmediatamente se 

obtienen las relaciones de incertidumbre de Ilcisenberg. Es decir, si en: 

AirAx = Azzl(1/2) > 1/47 

se sustituye p = hil o 1E1 =- 

AxiX(p112) = (I 11)t5reAp Z 1/47 

o 

ApSz> h/2 	 (3-16) 

y si en 

Sc SLIStit 

 

1/47 

E = hv o = 	 obtiene 

ArA(E/h ) = (1/h)ArAE Z 1/47 

¿EA, > h/2 	 (3-17) 



ESIDS 11:S111111111lb 	 I:011 la] definiciones originales (3-5) y (3-6). 

51: ha visto que en mediciones físicas, necesariamente se implica una interais 

CiÓI1 entre el observador y el SISCCIM1 bajo observación. Para medidas de ese-tipo, los entes 

disponibles son la materia y la radiación. Las relaciones') = hiul y E= hv, se aplican tanto a la 

radiación come ala materia, constituyendo así la expresión de la dualidad onda-partícula. 

Cuando estas relaciones se combinan con las propiedades universales a todas Ins ondas, se 

obtienen las relaciones' de incertidumbre_ Por lo tanto, el principio deineerlidumbre es uní) 

consecuencia necesaria de esta dualidad, es decir, de les relaciones de de Broglie-Einstein; y el 

principio de incertidumbre en sí C011Sii11.1ye la base de la tesis de Ileisenberg-Bolir de que la 

probabilidad es fundamental para la física cuántica. 

Ejemplo 3-5. Un átomo puede radiar un cualquier momento después de ser excitado. En un caso 

típico, se encuentra que la vida media de nnált.11110 excitado promedio es de 10s seg. Es decir, durante edifl . 

lit:1111)0 emite un fotón y sale des11 sude de excitación. 

(a) ¿Cuál es la i111:1111i1111111111-e Al' mínima cm la frecuencia del folión? 

De (1-15) se iiene 

Avdl'Z 111111  

Av 2 1/41rAi 

can At = 10-8  seg, se oldiene Av 2  8 x 106  seg -1. 

(Id En átomos de sodio, la mayoría de los (010111ZS corresponden a dos líneas espectrales de aproxima- 
damente 2=5890 k 	será la fracción de la ampliitidzIviv correspondiente a cada línea? 

Para Á= 5890 Á 51: oil iene v = eht = 3 x 10" cm-seg-1/5890x I 0-8  cm = 5.1x10"seg 	Por P-1 
uuttoár/v,  Rx 10°  setr,-1/.1x 10" seg-I = 1.6 x 10 -5 1)111)1(1)(i1111111111CIIIC 2 partes en 100 millones. 

asta es 	 lillipfill11//111111(z1/ de la línea espectral. En la práctica, la linea es tIndio más gruesa por 

el ensanchamiento Doppler y el 01154111:11i111111:11É0 por presión debidos al movimiento y a las colisiones de-
los amnios 0.11 la bienio. 

(e) Calcule hl incertidumbre en la energía AE,del caculo excitado del átomo_ 

La energía del escodo EXCilat10110 se puede medir con precisión ya que sólo aje ll 	un tiempo finito para 
realizar la medida. Es decir, el átomo no permanece en el estado excitado un tiempo infinito, finito, sino que decae 

esa ido de 11155 baja energía y ene se proceso emite 1111 telón. De acuerdo con el principio de conserva-
ción de la energía, la di S p C rsión 11111a energia del foión debe ser igual a la dispersión en la energía del estado 
excitado del álamo. Si Ai es igual a lu vida media del estado excitado, de (3.17) se tiene 

h/4 Ir 	// 	6.63 x 10-3 ' joule- seg 
AL 2— 

ilt 	4 cAt 	4,. x 10f 'sag 

4.14 x 10-15  eV-seg 

Desde luego tic In untador cmmmcrda e 	olecnidn toa la parte (a) hindi iplicando la incertidumbre en la 
frecuencia del latón Gv par h para obtener PE = 66v. 

La dispersión en e orgía de n 'Alado excitado, por lo general se lo llama ampliitid del estado. 

(d) De los resultados ant m'aires, determine la energía del estado excitado del átomo de sodio, basta una 

precisión AE, con respecto a la energía de su C5111110 más bajo, que emita un fotón cuya longitud de onda 
está centrada en 5890 

Se lientiAviv=.6Aufinu4 PE/E. Por lo moro G =AE/(A./v).r 3.3 x 10-' eV/1.6x 10-a ,2.I eV, para 
lo cual se han Idilizadu los citados di, las 1/111-11:,i (b) y (e). 

3.3 x 10-e eV 
x 10-8  seg  
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Ejemplo 3-6. Se bu:,. 	edida dr la 	da y tle un electrón qde perienece adu ancho Inissie 
eleciroilesipie be mueven en la dinas:Pi 	 11 	el haz tina rendija angosia 
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Dercuoslre que corno resultado, se introduce una inCerlidumbre Ap i, en la componenie y del impulso 

del electrón, de modo tal que Anituz Z31/2, como lo requiere el principio de incertidumbre. Efectúelo, 

considerando la difracción de la onda asociada con el electrón. 

La onda, al propagarse por el aparato que se muestra en la figura 3.10, será difractada por la rendija. El 

ángulo o correspondiente al primer mínimo del patrón de difracción de "una sola rendija", que se 

bosqueja en la figura, está dado por seno =-1/Ay.(Esie esotro ejemplo de la relación generales= na entre 

el ángulo de difracción, longittid de onda y dimensión .característ Ma del aparato de difracción). Corno la 

propagación de la onda gobierna el movimiento de la partícula asociada, el patrón de difracción también da 

las probabilidades relativas de que los electrones lleguen a los diferentes puntos de la placa fotográfica. Por 

lo tanto, el electrón que pasepor la rendija será deflectado por un ángulo que esi é enire-0y+0.3 pesar de 

que su componerle y del impulso había sido determinada con gran precisión igual a cero, ames de que 

pasara por la rendija (porque se sabía muy poco acerca de su posición y), después de atravesar la rendija, 

donde se realiza la medida de la posición y el impulso y puede ser cualquiera en el intervalo de—A
t a-1-p,, 

donde sen O = pufp.De 
modo que la incer tidumbre en el impulso y del electrón se debe a la medida de la 

posición y por la difracción de la onda electrónica. 

La incertidumbre es: 

Apw  pv = p sen O sé plitly 

Usando la relación de de Broglie p /z/ para conectar el impulso de la partícula con k longitud de onda de 

, la onda, se obtiene: 

/i/Ay 

o 

qp ir áy = /I 

Este resultado concuerda con el límite impuesto por el principio de incertidumhre Li difracción, que 

implica ondas, y el principio de incertidumbre que se refiere a partículas, proveen rublos alternativos 

aunque equivalentes de tratar éste y todos los problemas similares. 

Haz de 	 P,_, 

analrones 	 — 	 — 
entes  

A 

Rendija Placa (otoprdfm 

FIGURA 3- lo 

Medida de la coordenada y do un electrón en un haz paralelo y ancho, quo 
se requiere 

que pase a través de una rendija. Se indica el patrón de di fracción de la onda 

electrónica dikaciada, utilizando la linea que nspresenia h placa fotografiad:yr:orno 

un eje de la gráfica del parrón 



Obsérvese que en el ejemplo 3-6, se considera que la onda asociada con un solo elect rán se 

difricltr La probabilidad de que el electrón pegue en algún punto de la placa fotográfica se 

determina por la intensidad de la onda electrónica. Si es sólo un electrón el que pasa por el 

aparato, podrá pegar en cualquier lugar del patrón de difracción, excepto en los puntos 

correspondietties a intensidad cero y seguramente pegará en algún punto cercano al máximo 

principal. Si son muchos los electrones que pasan por el aparato, cada una de sus ondas es 

difractada independientemente y los puntos sobre la placa fotográfica se distribuyen siguiendo 

el mismo patrón. El hecho de que los fenómenos de difracción impliquen interferencia entre 

partes diferentes de la onda correspondiente a una pan ícula y no a interferencia entre partes 

diferentes de ondas correspondientes a diferentes partículas, fue demostrado e)iperimental-

ment e por primera vez, por C.I. Taylor para el caso de fotones y ondas de luz. Obtuvo un patrón 

de difracción utilizando luz de tan baja intensidad que los fotones pasaban por el aparato de 

difracción uno a uno, requiriendo para ello tiempos de exposición largos. Entonces, subiendo la 

intensidad a niveles normales de modo que hubiese muchos fotones en el aparato a cualquier 

tiempo, obtuvo el mismo patrón de difraceion. Este mismo experimento ha sido esencialmente 

repetido posteriormente para electrones y otras partículas. 

3.5 	Algunas consecuencias del principio de incertidumbre 

El principio de incertidumbre permite entender por qué es posible la naturalezadual (onda-

partícula) de la radiación y la materia. Si se trata de determinar experimentalmente, si la 

radiación es IIIIa onda o una parricida, se encuentra que un experimento que fuerce a la 

radiación a revelar su carácter ondulatorio, suprime fuertemente su carácter corpuscular. Si el 

experimento se modifica para que revele el carácter corpuscu lar, se suprimen las características 

ondulatorias. En una misma situación experimental, no es posible confrontar los aspectos 

ondulatorio y corpuscular. Tanto la radiación como la materia semejan monedas que pueden 

desplegar una u otra cara a voluntad, pero nunca ambas simultáneamente. Desde luego que esta 

es la esencia del principio de complementaridad de Boli r; los conceptos de onda y partícula en 

lugar de contradecirse, se complementan. 

Considérese el experimento de You ng, de interferencia de luzipor dos rendijas. Desde el 

punto de vista ondulatorio, la onda original es dividida en dos frentes de onda coherentes por las 

rendijas, y el traslape de estos frentes de onda es lo que produce las franjas de interferencia en la 

pantalla, que son características de todo fenómeno ondulatorio. Ahora supóngase que se 

sustituye la pantalla por una superficie fotoeléctrica. Si se mide el lugar de la superficie donde 

son emitidos los fotoelectrones, se obtiene un patrón de intensidades correspondiente al de dos 

rendijas presentándose así, aparentemente, aspectos ondulatorios. Sin embargo, si se mide las 

distribuciones de energía y tiempo de los fo toelectrones emitidos, se obtienen evidencias que 

demuestran que la radiación consiste de fotones, de modo que los aspectos corpusculares 

parecerán estar presentes. Si después se piensa en la radiación como fotones cuyo movimiento 

está gobernado por las propiedades de propagación de ciertas ondas asociadas (de Broglie), se 

llega a otra paradoja aparente. Cada fotón deberá pasar por una u otra rendija; si este es el caso, 

¿cómo es posible que su movimiento más allá de las rendijas sea influenciado por la interacción 

de sus ondas asociadas con una rendija por la cual no pasó? • 	. 

El error en el razonamiento de la paradoja se encuentra en la afirmación de que el fotón debe 

pasar por una u otra rendija. ¿Cómo puede determinarse realmente, en un experimento, si un 

fotón que se detecta en la pantalla, pasó por la rendija de arriba o la de abajo? Para poderlo hacer 

seria necesario colocar un detector en cada rendija, pero el detector que interacciona con el 

fotón en la rendija lo saca de la trayectoria que de otra forma seguiría. Por el principio de 

incertidumbre, se puede demostrar que un detector que posea suficiente resolución espacial 

como para poder determinar por cuál rendija pasa el fotón, perturba tanto su impulso que 

destruye el patrón de interferencia por dos rendijas. En otras palabras, si de algún modo se• 
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demuestra que el fotón pasó por tina randija o la otra, entonces ya no se tendrá un patrón de 

interferencia. Si se desea observar el patrón de interferencia, debe evitarse perturbar a los 

fotones y no tratar de observarlos como pa; limitas a lo largo de susirayect orlas hacia la pantalla. 

Se puede observar el comportamiento ondulatorio o corpuscular de la radiación; sin embargo, el 

principio de incertidumbre impide que se observen ambos al mismo tiempo, de modo que este 

comportamiento dual en realidad no es contradictorio. Esto también es aplicable al comporta-

miento onda-partícula de la materia. 

El principio de incertidumbre también hace evidente la necesidad de que los sistemas 

cuánticos se expresen en términos de probabilidad. En la mecánica clásica, si se conoce 

exactamente la posición y el impulso de cada particula, en algún instante, en un sistema aislado, 

entonces se puede predecir el comportamiento exacto de las partículas del sistema, en todo 

tiempo futuro; sin embargo en mecánica cuántica, el principio de incertidumbre muestra que lo 

anterior es impasible de hacer en sistemas que implican distanciase impulsos pequeños, ya que 

es imposible saber con la precisión requerida,' las posiciones e impulsos instantáneos de las 

partículas. Consecuentemente, sólo se podrán predecir comportamientos probables de estas 

partículas. 

Ejemplo 3-7. Considere una partícula microscópica que se mueve libremente a lo largo del eje x. 

Suponga que en el instante t = O, se mide la posición de la partícula con una ingerí idumbre Aso. Calcule la 

incertidumbre en la posición de la partícula a un tiempo r posterior. 

inc incertidumbre en el impulso de la partícula, a t = O, es al naces 

Apx  = hiLáso  

Por lo tanto, la velocidad de la partícula, en ese instante, será incierta por lo menos  

Aux  = Apeim = fiRrizAtc, 

y la distancia que viajó la partícula en el tiempo t no podrá conocerse con mayor precisión que 

Az =(Aun  = hii2tnAato  

Si por una medida a t = O, se localiza a la partícula dentro de un intervalo Axo, entonces, si se realiza 'tris 
medida de su posición al tiempo t, la panMula podría encontrarse en un intervalo al menos tan grande 
como 4x. 

Obsérvese que At es inversamen le proporcintial a Arre, de modo ene entre 	localizada esté la 
partícula en 	instante inicial, será m  amenas lo que se pueda saber de su posición final. Además, la 
inceriblumbre Az 	e aumnta lincalnieni e con el tiempo t. Esio currespmideti 111111dispersión, a medida que 

transcurre el tiempo del grupo de ondas asociado con el MOVilil ien ro de la partícula. 

3.6 	Filosofía de la teoría euínitiea 

A pesar de que existe un acuerdo entre todos los físicos, de que la teoría cuántica funciona en el 
sentido de que predice resultados que concuerdan en forma excelente C011 el experirnen t o, existe 
una controversia cada vez mayor en cuanto a sus fundamentos filosóficos. Neils Bohr ha sido el 
principal arquitecto de la interpretación act mal de la mecánica cuántica, conocida como la inter-
pretación de Copenhague. Su enfoque ha sido apoyado por la gran mayoría de los físicos teóricos de 
hoy. Sin embargo, un gr u po'nu meros() de físicos, no todos dcacti ardo en ire sí, han cllest ionado la 
interpretación de Copenhague. El principal eríticodeesta interpretación fue Albert Einstein. Los 

debates Einstein-Ilohr constituyen una parte fascinante de la historia de la física. Bohr 

consideraba que había podido enfrentar todos los retos que inventó Einstein a manera de 
experimentos de pizarrón que tenían por objeto refutar el principio de incertidumbre. 
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Finalmente, Einst in aceptó que la teoría poseía consistencia lógica y su concordancia con los 

hechos experimentales, pero permaneció firme basta el final, sin convencerse de que ello 

representara la realidad física última y dijo: "Dios no juega a los dados con el universo", 

refiriéndose a que la mecánica cuántica abandonaba los eventos individuales y la causalidad 

estricta, en favor de una interprin ación fundamentalmente estridística. 

Ileisenberg ha afirmado e/ punto de vista comúnmente aceptado en forma concreta: "No 

liemos supuesto pie la teoría cuántica,en forma opuesta a la teoría clásica, sea esencialmente Una 

teoría estadística, en el sentido de q tic de los datos exactos sólo se puedan obtener conclusiones 

estadísticas.... En la formulación de la ley causal, a saber, si sabemos el presente exactamente, 

Podemos predecir el futuro, no es la conclusión sino la premisa la que es falsa. No podernos 

saber, como cuestión de principio, el presente en todos sus detalles". 

Entre los críticos del punto de vista de Bobrileisenberg de una indeterminación funda. 

mental en la física, está Louis de Broglie. En un prólogo a un libro de David Bohm, joven colega 

de Einstein cuyos intentos de uha teoría nueva revivieron el interés por reexaminar las bases 

filosóficas de la teoría rufimim, de Braglie escribe: "Razonablemente podemos aceptar que la 

actitud adoptada, por más de 30 años, por físicos teóricos cuánticos es, al menos en apariencia, 

la contraparte exacta de la información del mundo atómico que nos ha dado la experimentación. 

Al nivel de investigación que se tiene actualmente en microfísica, es cierto que los métodos de 

medición, rio nos permiten determinar simultáneamente todas las cantidades que serrar 

necesarias para obtener una visión de los corpúsculos de tipo clásico (esto se puede deducir del 

principio de incertidumbre de Ileisenberg) y que los perturbaciones introducidas por la 

medición, que son imposibles de eliminar, en general nos impiden predecir el resollado que 

producirán y populiCIL sólo predicciones estadísticas. Por lo tanto, la construcción de fórmulas 

puramente probabilísticas, que todos los teóricos usan actualmente, fue completamente 

justificada!  Sin embargo, la mayoría de ellos, muchas veces bajo la influencia de ideas 

preconcebidas derivadas de la doctrina positivista, han pensado que podrían ir más allá y 

afirmar que el carácter incierto e incompleta del conocimiento que Id:experimentación, en su 

estado actual, nos provee de lo que realmente ocurre en microfísica, es el resultado de una 

indeterminación real de los estados físicos y su evolución. Tal extrapolación de ninguna manera 

parece ser justilicada. Es posible <pie en el futuro, examinando a lid( nivel más profundo la 

realidad física, seamos capaces de interpretar las leyes de probabilidad y física cuántica COMO los 

resultados estadísticos del desarrollo de variables completamente Jet ermi riadas que Mural-

mente se encuentran ocultas a nosotros. Puede ser que los poderosos medios que empezamos a 

usar para romper la esiruct ora nuclear y para que aparezcan nuevas partículas, nos den algúñ 

día un conocimiento directo que actualmente no terminas a este nivel más.profundo. Tratar de 

impedir todo intento de ir mas allá del punk} de vista actual sobre la física cuántica, podría ser 

muy peligroso para. el progreso de la eimicia y atletnás sería contrario a las lecciones que 

podernos aprender de la historia de la ciencia. En efecto, esto nos enseña que el estado act nal de 

nuestro conocimiento es siempre prsional y que deben exist 	más allá de lo que 
actualmen I e se conoce, inmensas regionesg 	nuevas que descubrir". (Tontada de Causality arar} 
Chance in Modem Physies por David Rolan, l()  1957 D. Bolan; reimpreso con permiso de D. Van 
Nostrand Co.). 

El estudiante deberá llorar aquí la aceptación de que la mecánica cuántica es correcta al nivel 

aidinico y nuclear. la  búaquillla 1111 1111 nivel MAS profundo, donde la rtiechildett ctiánl ica podría 

ser su perada, es motivada mucho más por la objeción a su indeterminismo filosófico, que por 
otras consideraciones. De muerdo con Ei 	ein, "la creencia en un mundo externo indepen- 

diente del sujeto pie lo percibe es la base de toda la ciencia natural". Sol embargo, la mecánica 

cuántica considera las interacciones entre objeto y observador corno la realidad última, Utiliza 

el lenguaje de las relaciones físicas y procesos en lugar de el de las cualidades y propiedades 

físicas. Rechaza, por insignificanie e inCtil, el 1:colegidode (pie detrás del universo de nuestra 
percepción se cunuenlre <letrita 1111 mando Objei i va gobernado por la causalidad; en cambio, se 
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confina a la descripción de laarelaciouraentre percepciones. De todas maneras, existen muchos 

que rehusan dejar de atribuir propiedades objetivas a las part ículas elementales, por ejemplo, y 

trabajar con el conocimiento subjetivo acerca de ellas, lo cual motiva su investigación por una 

teoría nueva. De acuerdo con de Broglie, tal investigación es en el interés de la ciencia. Que lo 

anterior lleve a una nueva teoría que en algún campo aci ualmeni e inexplorado contradiga ala 

mecánica cuántica y altere también sus fundamenios filosóficos, nadie lo sabe. 

PREGUNTAS 

1. ¿Por qué la naturaleza ondulatoria de la malaria nc es mm e Tenle en nuesi ras observaciones 

cotidianas? 

2. ¿La longitud de onda de de Braglie solamente se aplica 

electrón o el neutrón, o se aplica iarribién a sistemas de 

tura interna? Dé ejemplos. 

3. Si en la fórrenla de de Broglie, se Luce zu 	w, 	oLllcm  

(tópicas? 

an 	las elementales", tales como el 

ría complejos que poseen una est sic. 

I resultado clásico para por. mu las muurós 

4. ¿La longitud de onda de de Broglie Tan:deser rnsrquc 	aJin tstou p iicula? ¿Mayor? 

¿Necesariamente exist e una relación entre tales c 	I,  

5. ¿La frecuencia de una onda dede Broglie seobtienede E/h? ¿La velocidad es iguala di,  ? ¿La velocidad 

es igual a u? Explique su respuesta: 

6. ¿Se puede medir la frecuencia v Je una onda de de Broglie? Si la respuesta es afirmativa diga cómo 

7. ¿Cómo es que la difracción de electrones se puede Illthlar para esiudiar las propiedades de la 

superficie de un sólida? 

8. ¿Cómo se explican los haces reflejados de nodo regularen ea pedmenp os de di fracción de electrones 

y Montos? 

8. ¿Debe modificarse la fórmula de Hrayg pana elecnnm I 

ondas electrónicas en la superficie del cristal?  

10. ¿Se obtiene una información diferente acerca de los crisi ales por medio de experimentas de difrac-

ción de eleci rones que por difracción de rayos X? ¿Dé experimentos de difracción de nemrones? 

Analícelo. 

11 ¿5e podrían realizar estudios crisialográficos coi prolui 	és" neutrones? 

12. Analice la analogra: la óptica física esa la ¿pilca geométrica corno la ttleeálliCa ondul 

mecánica clásica. 

naesala 

13. ¿Es un electrón una partícula? 	onda? 11:X1311911e 511 respuesta 

14. ¿La longitud de onda de de Broglie asociada a una riariicula del movini ienio del sistema  

depende del observador? ¿Q. 1.1é efectos tiene ésto, ell 1.1 dualidad oinlatTrticula? 

15. Dé ejemplos ele como el proceso de medición perturba al Ski et1111 que se mide. 

fi. DellItleSI re la relación odre la naiuralez,i 171e01111"0111111C del retroceso de &MUFA unell el ex 

del lacro :opio de rayos y dc Bolir y el Iteetle tie Eftle OXIsi el' °tal ro incolginias y sólo tres ectuac 

de CullSelVdeláll en cl efecto Comimos 

17. Algunas veces, el prinuipiu Jo iltectl I idunnbre Se 

Lzle., Z hI2 /Elide 5de  es lit incerridudilire en 1111d 1 

Foyer tomaren  et, 	lu refracción de 

lados angulares es, 

o angidas y 4p. e 
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