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Restimen

En este trabajo estudiamos a las estructuras algebraicas ordenadas tales como: espacios
vectoriales ordenados, espacios de Riesz y sus propiedades. Asi mismo los homomorfismos
entre espacios de Riesz, isomorfismos de Riesz, ideales de Riesz, espacios arquimedianos
con una unidad, Lema de Yosida, Corolario de Yudin. A partir de ahi se demuestra el
Teorema de representacion de Yosida que describe que los espacios de Riesz son isomorfos

a C(X) para algun espacio de Hausdorff compacto X.
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Introduccion

En matemaética, un teorema de representacion es una proposiciéon, que establece que

cada estructura abstracta con ciertas propiedades es isomorfa a una estructura concreta.

Existen diversos teoremas de representacion en distintos campos de la matemética como

por ejemplo:

a)

En algebra, el Teorema de Cayley establece que cada grupo es isomorfo a un grupo
transformado de algin conjunto. La teoria de la representacion estudia las propie-
dades de grupos abstractos a través de sus representaciones como transformaciones
de espacios vectoriales. Adicionalmente, también en algebra, el Teorema de repre-
sentacion de Stone para algebras booleanas establece que cada algebra booleana es
isomorfa a un campo de conjuntos. Una variante de este teorema encauzado a los re-
ticulos establece que cada reticulo distributivo es isomorfo a un subreticulo conjunto

potencia de algiin conjunto.

En teoria de categorias, el Lema de Yoneda explica como funtores arbitrarios en la

categoria de conjuntos puede ser vista como funtores homomorfos.

En teoria de conjuntos, el Teorema del Colapso de Mostowski establece que cada
estructura extensional bien fundada es isomorfa a un conjunto transitivo con la

relaciéon de pertenencia (€).

En el anélisis funcional, el Teorema de representacion de Riesz es actualmente una
lista de muchos teoremas. Uno de ellos identifica el espacio dual de C(X) con el

conjunto de medidas regulares en X.

El presente trabajo trata de la conexiéon entre un espacio topologico X (principalmente

de un espacio de Hausdorff compacto) y la estructura algebraica C(X) del conjunto de

todas las funciones continuas. Consideraremos a C(X) con el orden puntual definido como

un espacio métrico, como un espacio vectorial ordenado y como un espacio de Riesz. Mas

adelante se vera teoremas de representaciéon que nos indica, que los espacios vectoriales
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dotados de una cierta estructura algebraica son isomorfos con C(X) para algin espacio

compacto X.

Para obtener dicho resultado nos basaremos en resultados que han sido estudiados en
topologia, topologia algebraica, teoria de conjuntos y analisis funcional, tales como: Teo-
rema de Alaoglu, como una consecuencia del Teorema de Tychonoff; Teorema de Stone-
Weierstrass, Lema de Zorn, Lema de Urysohn, Teorema de Hahn-Banch y diversos topicos

de las estructuras algebraicas ordenadas entre otros.

Las operaciones usuales de suma y producto de funciones, definidas de manera puntual,
dan a C(X) una estructura de espacio vectorial ordenado con el orden usual de R, lo cual
induce en C(X) un orden arquimediano compatible con las operaciones de orden puntual

asi, con respecto a este orden C(X) se convierte en un espacio de Riesz.
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Espacio de funciones continuas C(X)

1.1. Espacio de funciones continuas

En esta seccién veremos aspectos puramente algebraicos de las estructuras algebrai-
cas ordenadas en espacios vectoriales. Nos interesa especialmente los espacios de Riesz
arquimedianos con una unidad. En nuestro contexto nos referimos a C(X) = {f/f: X —
R continua} no sélo como una colecciéon de funciones continuas en cada punto de un espa-
cio topologico X, si no de una manera mas abstracta, es decir, como un espacio vectorial

ordenado que en concreto sera, un espacio de Riesz.

Llamamos un espacio de Riesz a un espacio vectorial dotado de un orden (parcial)
que posee una estructura de reticulo (todo subconjunto finito no vacié tiene supremo e
infimo) compatible con la estructura vectorial. De donde tenemos que los espacios vecto-
riales ordenados clasicos, tales como, el espacio de sucesiones convergentes, el espacio de
funciones continuas, el espacio de funciones integrables Lebesgue, el espacio de ntimeros
reales son espacios de Riesz. Sea X un espacio topologico, C(X) es el conjunto de todas las

funciones reales continuas en X, utilizando el orden puntual
f < gsiysolosi f(x) < g(x) para todo x € X

convierte a C(X) en un espacio de Riesz.

Més adelante presentamos al Teorema de representacion de Yosida, que describe que
los espacios de Riesz son isomorfos a C(X) para algtin espacio de Hausdorff compacto X.
En el fondo tenemos al Teorema de Alaoglu que nos da el espacio X que necesitamos. Sea
E es un espacio de Riesz arquimediano con una unidad, lo cual determina una norma en
E. Mientras tanto en principio desarrollamos la parte de la teoria de los espacios de Riesz

y sus propiedades y que en esencia nos limitaremos a lo que es necesario y suficiente para
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demostrar el Teorema de representacion de Yosida.

Si E y F son espacios de Riesz, una aplicacion T : E — F se llama un homomorfismo

de Riesz si es lineal y
TxVy) = (L VT, T(x Ay) = (Tx) A (Ty) para todo x,y € E.

Si X es un espacio de Hausdorff compacto, entonces los puntos de X de forma natural se
corresponden con los homomorfismos de Riesz

T:C(X) —R

que envia la funciéon constante T a 1.

Otro resultado principal que presentaremos es el Lema de Yosida que describe la exis-
tencia de un homomorfismos de Riesz no trivial E — R, donde E es un espacio de Riesz
arquimediano con una unidad. BC(X) es el espacio de las funciones continuas acotadas es

arquimediano y tiene a la funcién constante T como una unidad.

1.2. Estructuras ordenadas

Definicion 1.1. Sea (S, <) un conjunto (parcialmente) ordenado, para T C S con T # ()
decimos que:

a) s €S es una cota superior de T sit < s para todot € T.

b) so € S se llama supremo de T si es el elemento minimo del conjunto de todas las

cotas superiores de T.
c) s €S es una cota inferior de T si s <t para todot € T.

d) so € S se llama infimo de T si es el elemento mdximo del conjunto de todas las

cotas inferiores de T.

Nota: Si a,b €Sy T ={a, b} el supremo y el infimo de T, si existen lo denotamos por
inf{a, b} = aAb, sup{a,b}=aVb.

Definicion 1.2. Sean (S1,<) v (S2,=X) conjuntos parcialmente ordenados, la aplicacion
f: Sy — S, es creciente o preserva orden si x <y entonces f(x) =< f(y) para todo
X,y € Sy.
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Sea f una aplicacion que preserva el orden, se dice que f es un morfismo entre conjuntos

parcialmente ordenados, ademés decimos que f es un:

a) monomorfismo si f es inyectiva
b) epimorfismo si f es sobreyectiva

c) isomorfismo si f es biyectiva

Generalmente se usan los simbolos <, X, < para denotar las relaciones de 6rden en un
conjunto dado, pero a menudo usaremos simplemente < para representar el 6rden, si no

existe ninguna confusiéon alguna, de aqui en adelante.

Definicion 1.3. Sean (S1,<) y (S2, <) conjuntos ordenados, una aplicacion f: Sy — S,
se llama isomorfismo de orden si es biyectiva yx <y si y solo si f(x) < f(y) para todo

X,y € Sy.

Si existe un isomorfismo de orden entre S; y S, entonces S; y S, son isomorfos y la
biyeccion f se llama isomorfismo de orden entre S; y S,. La expresion si y solo si en la defi-
nicién es muy importante. Por ejemplo, establece que dos elementos en S; son comparables
siempre y cuando sus imagenes via la biyeccién son comparables en S,. Ademas, dice co-
mo deben compararse dos elementos en S; si sabemos como se comparan sus imégenes en

S2. En el caso en que se tengan conjuntos totalmente ordenados el sdlo si puede suprimirse.

Teorema 1.1. Sean (S1,<) y (S2, <) conjuntos ordenados y f : S1 — Sy un isomorfismo
de orden, si T C Sy no vacid, que tiene el supremo entonces f(sup T) es el supremo de

f(T) en S,. Similarmente, si T tiene infimo entonces f(infT) es el infimo de f(T) en S,.

Demostracion. Sea sg el supremo de T entonces, para todot € T, t < so como f es un
isomorfismo de orden, entonces f(t) < f(sg). Por lo tanto f(sg) es una cota superior de

f(T). Sea u una cota superior de f(T) entonces f(t) <u para todot € T, luego

asi,

Por lo tanto, f~'(1) es una cota superior de T y como sq es el supremo de T, entonces
so < f~'(u). Luego
f(so) <,
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de donde se concluye que f(sq) es el supremo de f(T) en S,. De manera similar se demuestra

para el caso del infimo.
O

Como una consecuencia del teorema anterior tenemos que, si x,y € S; y {x,y} tiene su-

premo e infimo, f es un isomorfismo de orden entre S; y S,, entonces se tiene que:

f(xVy) =f(x) Vfly)

f(x Ay) = f(x) Af(y).

Definicion 1.4. Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (S, <) en el que, para
todo x,y € S, existen xVy y x/Ay.

Nota: En un reticulo S, cualquier subconjunto finito tiene supremo e infimo.

Teorema 1.2. Si (S, <) es un reticulo, las operaciones \/ y /\ satisfacen las siguientes

propiedades:
Conmutatividad
i\l =) VS
R /g N X,
Asociatividad
xV(yVz)=xVy)Vz,
xN(yYyAz)=(xAy) Az
Absorcion
xV (x A\y) =x,
x A\ (xVy) =x.
Idempotencia
xVx=x,
x /A X =xX.
Consistencia

x<yexVy=y&xAy=x
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Propiedad Six <y y z<t entonces
x ANz <y/At,
xVz<yVt.
Observaciones:

1. Si S es un reticulo entonces para todo x,y,z € S se tiene
Sup{x»U» Z} - (X \/U) Vv Zy

inf{x,y,z} = (X/\y) Nz;

para mayor comodidad omitimos los paréntesis y escribimos
x AY A%
RS Ve

2. Si S es un conjunto totalmente ordenado, entonces S es un reticulo, ya que dados
X,y € S siempre existen

o T — gl TE:

AN~ il 2T

Definicion 1.5. Un espacio vectorial ordenado es un espacio vectorial E sobre R
dotado de una relacion de orden < compatible con la estructura vectorial, esto es:

Six,y € E con x <y entonces

x+z<y+z, para todo z € E
ax < ay, para todo « € (0, 00).

Observemos que si consideramos las biyecciones f : E — E con f(x) = x+ 2z y
g: E — E con g(x) = ax donde E es un espacio vectorial ordenado, las biyecciones
mencionadas son crecientes es decir preservan el orden. En efecto, si x <y, entonces para
todo z€ E, x € (0,00)

x+z<y+zy ax < ay lo cual es equivalente a f(x) < f(y) v g(x) < g(y).

Ademas f y g son isomorfismos de orden ya que sus inversas f ' : E — Ey g7 :
E — E definidas como f~'(x) = x + (—z) y g7 '(x) = o~ 'x preservan el orden, pues si

1

x <y entonces x + (—z) <Yy + (—z) y a«'x < o« 'y, donde o~ > 0. Como f y g son

isomorfismos de orden, entonces tenemos:
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fixVy) =f(x) VTly)y gxVy) =g(x)Vgly)
esdecir (xVy)+z=(x+z)V(y+z),a(xVy)=(ax)V (ay). (1.1)
De forma similar, se tiene
fixAy) =f(x) A fy) y g(x Ay) = g(x) N gly)
es decir (x \y)+z=(x+z) A\ (y+z),x(x A\y) = (ox) N (oy). (1.2)

Definicion 1.6. Sea E un espacio vectorial ordenado, entonces el conjunto Bt ={x € E:

x = 0} se denomina cono positivo de E.

1.3. Propiedades de un espacio vectorial ordenado
Sea E un espacio vectorial ordenado, entonces tenemos las siguientes propiedades:

(1) Para todo x,y € E tenemos x >y < x—y € E*.

Demostracion. Se tiene x >y < x+ (—y) =y + (—y) & x —y = 0 por lo tanto,
x—y ek’ O

(2) Six,y € E entonces x >y & —x < —y.
Demostracion. En efecto,
x>yext(—y) >2y+(—y)ex—y=20& (x—y)+(—x) = 0+(—x) & —y > —x.
U

(3) Si T C E no vacio que tiene supremo, entonces —supT = inf(—T) donde —T = {—x:
x €T}

Demostracion. Sea o« = supT, luego t < « para todo t € T, de donde —t > —«;
por lo tanto, —« es cota inferior de (—T). Sea u una cota inferior de (—T) entonces
—t > u para todo t € T, luego t < —u de donde concluimos que, —u es una cota
superior de T, entonces & < —u ya que « es el supremo de T. Asi, —x > u y por lo

tanto, —« es el infimo de (—T). O

(4) Si x,y,x/,y/ € E donde x >y, x > y/ entonces x + x> y +y'.
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Demostracion. En efecto, x +x >y +x yy+x >y+y’, luego por transitividad
x+x >y+y.

O

Definicion 1.7. Sea E un espacio vectorial ordenado, para un x € E si el conjunto {x, —x}

tiene supremo entonces a ese valor le llamamos el valor absoluto de x y es denotado por
x| =xV (—x).

Como x| > x, [x| > —x, entonces [x|+|x| > x+(—x), asi 2|x| > 0, luego 27 "2|x| > 2710,
de donde
x| > 0.



Espacios de Riesz y sus propiedades

2.1. Espacios de Riesz

Definicion 2.1. Un espacio de Riesz (o reticulo vectorial) es un espacio vectorial or-

denado que posee estructura de reticulo.

Teorema 2.1. Un espacio vectorial ordenado E es un espacio de Riesz si y solo si, todos

los elementos de E tienen wvalor absoluto.

Nota. Sien un espacio vectorial E, todos los elementos tienen valor absoluto, entonces
para todo x,y € E

:
U (x+y)+ilx—y|

N —

—_—

:
xA\y = (X+y)—§|x—yl-

g
Luego E es un espacio de Riesz.

Demostracion. =) Si E es un espacio de Riesz, entonces para todo x,y € E, existe x V' y.

En particular, para x, —x € E existe
x| =xV (—x).

Por lo tanto todos los elementos de E tienen valor absoluto.

<) Sean x,y € E como para cada elemento de E existe el valor absoluto, entonces en
particular,
x—yl=Kx—-y)VI-x—y)l=Kx-y)V(y—x).
Por otra parte, tenemos que la aplicacién traslacion es un isomorfismo de orden. Asi, para

Z=X+Y
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x—yl+z=[x—y)Vy—x)]+z=[x—y)+zVIiy—x)+1zl
=lx—y)+x+ylViy—x+x+yl=(2x)V (2y) =2(x Vy).

De donde se deduce que el conjunto {x,y} tiene supremo y

1 1
x\/yzz(ery)Jrzlx—yl. (2.1)

Para obtener x Ay, cabe destacar que por (2.1) el conjunto T = {—x, —y} tiene supremo

que es igual a —%(x +y)+ %!X —y| en efecto,
(=0 V (<y) = 3 (—x+ (9) + 3 —x — (<y)| = —>(x+y) + Tk —y|
X Y —2 X Y 5 X Y| = ZX Yy ZX Yy

Asi, por propiedad (3) de los espacios vectoriales tenemos que —sup T = inf (—T) luego

) 1 1 1 1
x Ay = inf {x,y} = —sup {—x, -y} = —[—5(x +y) + zlx—yl] ==-(x+y)— 3

3 3 x —yl.

Con lo cual queda demostrado. O

2.2. Ejemplos de espacios de Riesz

(1) El cuerpo de ntimeros reales R con el orden usual, es un espacio de Riesz ya que para
todo a € R existe |a| = sup {a, —a} = max {a, —a} que también esta en los nimeros
reales, porque R es totalmente ordenado, luego por el Teorema 2.1 R es un espacio
de Riesz.

(2) Para cualquier conjunto X, el conjunto RX = { f/f : X — R } forma un espacio

vectorial con las operaciones puntuales:
(f+g)(x) = f(x) + g(x), (Af)(x) =Af(x) ¥VxeX, AeR.
Ademas, RX es un espacio vectorial ordenado bajo el orden puntual dado por
f < g <= f(x) <g(x), paratodoxe Xyf,geRX

Por lo tanto, para cualquier f € RX, sea la funcién h : X — R la composicién
de las funciones X - R R, es decir, h(x) = [f(x)]. Ahora verificamos que h es la
mas pequefia entre los elementos g € RX tales que satisfacen la condicién g > f y
g > —f. En efecto, sea D ={g € RX: g > fy g > —f} y A = {f(x), —f(x)}. Notemos
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que D es el conjunto de las cotas superiores de A. Como h(x) = [f(x)] > f(x),
If(x)] > —f(x) entonces h € D. Ahora demostremos que h es el supremo de A, para

lo cual debemos demostrar que para todo g € D

& [f(x)] < gx)

< —g(x) < f(x) < g(x)

& —g(x) <flx) y f(x)<gx)
(1) (2)

En efecto, como g € D entonces g(x) > f(x) y g(x) > —f(x) lo cual es equiva-
lente a —g(x) < f(x) y f(x) < g(x). Reunimos las condiciones (1) y (2) senala-
das anteriormente de donde concluimos que h < g para todo g € D. Asi, h =
[f| = fV (—f) = sup{f, —f}; luego, por el Teorema 2.1, RX es un espacio de Riesz.

En RX se verifican las siguientes propiedades:

(fVg)(x) =f(x) Vglx), (fAg)x) = f(x) A g(x) para todo
x € X;para todo f,g € R

En efecto, se tiene

por definicion del supremo. Luego f(x) V g(x) = sup{f(x), g(x)} < (fV g)(x). Por

otra parte, sea u(x) una cota superior de {f(x), g(x)} entonces

<u
<

& f
(x) & g <u.

Luego se tiene fV g < u & (fV g)(x) < u(x), asi (fV g)(x) es la minima
cota superior de {f(x), g(x)} y por definiciéon del supremo tenemos que (fV g)(x) =

f(x) V g(x). Para el caso del infimo procedemos de manera similar y se tiene que

(fAg)(x) =f(x) Ag(x).

(3) Sea X un espacio topologico, para cualquier f € C(X) tenemos que la funcion [f| es
también continua, asi |[f| € C(X). Por otra parte, tenemos que C(X) es un subespacio
vectorial de RX bajo el orden puntual inducido. Por lo tanto, |f|] es el supremo de
{f, —f}, es decir, es el valor de f. Por el Teorema 2.1, concluimos que C(X) es un

espacio de Riesz. Luego si f, g € C(X), entonces se tiene que:
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1 1 1 1
f\/gzi(f+g)+z|f—g| e C(X) y f/\gzz(f+9)—§|f—9| € C(X).

Asi, tenemos que para todo f,g € C(X), fV g, fAge C(X), yaque C(X) es un

reticulo.

(4) Consideremos el conjunto A = {f/f:[0,1] = R con f(x) = a + Bx, «, P € R} que

es un espacio vectorial con las operaciones puntuales

f(x) + g(x),
(Af)(x) = Af(x).

Es méas, A es un subespacio vectorial ordenado, del espacio de Riesz C([O, 1]) bajo
el orden puntual inducido, ya que f(x) = + Bx es continua en [0, 1]. Sin embargo,
notemos que no para todo f € A, |f| € A. Por ejemplo, f : [0,1] — R de la figura
1, pues no existe una funciéon afin més pequena g que satisface la propiedad g > f,
g > —f, es decir, no existe el valor absoluto |f| para algunos f € A, de donde

concluimos que A no es un espacio de Riesz.

Y

—-————————

b — i
&
= =
N

[f| no es afin

I
1
I
I
i
I
i
of
i
l
I
I
I
l
I
l

Figura 1: No toda funcién afin en A tiene valor absoluto.

(5) Un subespacio vectorial de un espacio vectorial ordenado es en si mismo un espacio
vectorial ordenado con el orden inducido. Sin embargo, un subespacio vectorial de
un espacio de Riesz puede dejar de ser un espacio de Riesz, como en el siguiente
ejemplo:

Sea D = {f /00,1 - R diferenciable}. D es un subespacio vectorial ordenado del
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espacio de Riesz C([O, 1]), en particular la funcién

f:[0,1] =R
t—f(t) =2t—1

es diferenciable con f'(t) = 2. Asi f € D; pero |f| ¢ D ya que no hay una funcién
mas pequena diferenciable y con la propiedad g > f y g > —f, como ilustra en la

figura 2.

e et

Figura 2: No toda funcion diferenciable en D tiene valor absoluto.

(6) Dado el conjunto P = { p/p : R = R funcién polinomial} que es un espacio

vectorial con las operaciones

(p + q)(x) = p(x) + q(x),
(Ap)(x) = Ap(x),

donde se define, un orden poco ortodoxo dado por:
p<qg< (FIkeR) (Vx € [k,00)) p(x) < q(x),

con este orden P se convierte en un espacio vectorial ordenado. Sabemos que un
polinomio no nulo tiene solo un niimero finito de ceros, de ello se deduce que para
cualquier p € P, p < 0 o p > 0 estableciendo asi, que P es totalmente ordenado, en

particular P es un reticulo, luego P es un espacio de Riesz.
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2.3. Subespacios de Riesz

Sean E un espacio de Riesz, D un subespacio vectorial de E y si x,y € D, por definicion
el simbolo “x V y” representa el elemento minimo de {Z cebk:z>2xyz2> y}. D es un
espacio vectorial ordenado con el orden inducido por E. Si x\Vy esta en D entonces “xV'y”
es el elemento minimo de {Z eD:z>2xyz2> y}, es decir, x V' y es una cota superior
para el subconjunto {x,y} del conjunto ordenado D, en particular {x,y} es un subconjunto
de D que tiene una cota superior.

Consideraciones similares son validas para “/\” en lugar de “\V”, lo cual nos lleva a:

Definicion 2.2. Un subespacio Riesz de un espacio de Riesz E, es un subespacio vec-

torial D de E con la propiedad:
st x,Yy € D, entoncesx Vy, x/\y € D. (2.2)

Nota: Obviamente un subespacio de Riesz de un espacio de Riesz E, es un subespacio

vectorial D que satisface:

si x € D entonces |x| € D, (2.3)

lo contrario también es valido.

Observaciones. Sea E un espacio de Riesz.

(1) Si D es un subespacio de Riesz de E, entonces D en si mismo es un espacio de Riesz
bajo el orden inducido por E y las expresiones “x V' y” y “x /Ay” se pueden utilizar

sin ambigiiedad.

(2) En el ¢jemplo (4) de la seccion anterior de los espacios de Riesz nos presenta a
A= {f/f: [0,1] — R con f(x) = ¢+ Bx una funcion afin o, B € ]R}

como un subespacio vectorial del espacio de Riesz C([O, 1]) bajo el orden heredado
por C([O, 1]), pero verificamos que A no es un subespacio de Riesz de C([O, 1]). De
donde concluimos que, no todo subespacio vectorial de un espacio de Riesz es de

Riesz.

(3) Si D es un subespacio de Riesz de E, entonces cada subespacio de D es un subespacio
Riesz de E. Ya que la inclusion es transitiva, es decir, el subespacio del subespacio es
un subespacio de E y para cualquier par de elementos del cual, siempre hay supremo

e infimo pues E es un espacio de Riesz.
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Ejemplos.

A menudo la forma méas sencilla de probar que un espacio vectorial ordenado, sea un

espacio de Riesz es presentandolo como un subespacio vectorial de algtin RX.
(1) Para un espacio topologico X, C(X) = {f/f X =R continua} y
BC(X) = {f/f : X — R continua y acotada}

son subespacios de Riesz de RX ya que
fe C(X)=Ifle C(X) y feBC(X)=I|fleBC(X).
(2) RY = {f/ f:N— R} tiene varios subespacios de Riesz “clésicos” tales como:
BC(N) = (> = {f/f : N — R continua y acotada} = {(xn)neN Cxal < oo}
el espacio de sucesiones reales acotadas.

C = {(xn)nen : (xn) es convergente},

oy 3 {(xn)neN : (xn) converge a O},

y el espacio

—= {(Xn)nEN . Z Il & +OO} .

i=1

(3) Una funcion f : Z — R es periddica si hay un p € N tal que f(n 4+ p) = f(n) para

n € Z. Estas funciones periddicas forman un subespacio de Riesz de R? = {f 7 —

R}.

(4) Si E es un subespacio de Riesz de C(X) para algun espacio topologico X y si A C X,

entonces {fIA : fe E} es un subespacio Riesz de C(A).

Propiedades de un espacio de Riesz

Sea E un espacio de Riesz.

(1) Si A:E — E es un isomorfismo de orden, entonces por definicion se tiene:

AxVy)=A(x) VA(y), AxAy)=A(x) \NA(y) paratodox,y € E.

Si A es lineal, entonces

A(|X|) = }A(X)} para todo x € E.
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Demostracion. Como A es lineal, entonces A(—x) = —A(x), luego se tiene,

O

La aplicacion B : E — E es una biyeccién que invierte el orden si tiene la propiedad,

B(x) < B(y) & x >y para todo x,y € E,

la inversa B~' : E — E también invierte el orden. En efecto, como E es un espacio de
Riesz, supongamos lo contrario. Sea u < v, u,v € Econu#vy B ' (u) < B '(v)

como B invierte el orden, entonces

=
u=v
lo cual implica por antisimetria que, w =v lo cual es una contradicciéon. Entonces

B(x Vy) =B(x) A B(y) paratodox,y €ty
B(x Ay) =B(x) VB(y) para todo x,y € E.

En efecto, sea T C E donde siempre existen el supremo e infimo de T ya que E es un

espacio de Riesz, entonces afirmamos que:
B(sup T) = inf B(T).

Demostracion. Sea sy = sup T, entonces t < so paratodot € T, luego B(t) > B(sy).
Por lo tanto, B(sgy) es una cota inferior de B(T). Supongamos que u es una cota
inferior de B(T), entonces B(t) > u para todo t € T, luego

T (B(Y)
t

1

NN

B~
B l(u)

como S es el supremo de T, entonces so < B7'(u). Asi, B(sp) > u.

De donde concluimos que, B(sg) es el infimo de B(T). O
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En particular, si T = {x,y}, entonces,
B(xVy) =B(x) AB(y), B(xAvy)=B(x)VB(y) paratodox,y € E.

A continuacién desarrollamos una serie de féormulas en un espacio de Riesz E, las

cuales formaran una herramienta 1til para el desarrollo de nuestra teoria.

(2) Para a € Ey o € (0,00) las aplicaciones x — x + a y x — ox son isomorfismos de
orden de E — E, mientras x — —x invierte el orden es decir, x <y & —y < —x de

donde tenemos que:

a(xVy)=(ax) V (ay) o >0,
—(xVyl=(=x)A(-y), —KxAY)=(—x)V(-y).
(3) Para todo a € E las aplicaciones x — x V a y x — x /\ a son crecientes es decir:

si x <yentoncesxVa<yVay xANa<yAa.

Demostracion. Tenemos la propiedad x <y < x ANy =x < xVy =y (consisten-

(2.4) (2:5)
cia).

Primeramente demostraremos que si x <y = x/\a <y /\a, en efecto,

xNa=xA(a/a)
e (xAy)A(aNa)
=xANa)AN(yNa)exANa<y/Na paratodoa € E.

Ahora demostraremos que x V a <y V a si x < y. En efecto, tenemos

yVa=yV(aVa)

= (xVy)V(aVa)

=xVa)VyVa)

de donde se concluye, xVa <yV a paratodo a € E. O
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(4) Recordemos que tenemos definido [x| = x V' (—x) y hemos demostrado las siguientes

propiedades:

1
xVy = (X+y)—§!x—y!,

N =

1
(x+y)+ 5=yl xAy=

N =

lo cual implica que
(xVy)+ (xAy) =x+vy.

(5) También hemos visto que:

x| > 0.
(6) La definicion x| = x V (—x) implica
< a < x < il < a
& —asx<a.

Asi,
X <ae —ag<x<a
Si a = 0, entonces obtenemos |x| = 0 de donde x = 0.
(7) Tenemos que: | — x| = (—x) V x = [x| de donde se deduce que
Ax| = |Al|x| para todo A € R

Demostracion. Primero probaremos [Ax| = Alx| si A > 0.

En efecto, Ax < Alx| y —Ax = A(—x) < Alx], entonces

Ax| = (Ax) V (—Ax)

< Alx|.
Asi, [Ax| < Alx| si A > 0.
—_———
(2.6)
En particular
1 1
= |- -Ax| < A
x| ‘7\ x| < 5 [Ax

es decir, Alx| < [Ax|. Asi de (2.6) y (2.7) por antisimetria se tiene [Ax| = Alx| para
—_————

(2.7)
A>0.
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SiA=0, Ax| =10] = Olx|.

Ahora si A < 0, entonces

IAX| = [ = (=A)x]
= —A| — x|

= —Alx| ya que se tiene | — x| = [x|.

de donde concluimos, [Ax| = |A| |x|.

Por otra parte tenemos —|x| < x < [x] vy —y| <y < |yl, implica
—(IxI+ lyl) < x+y < IxI + Iyl
de donde [x +y| < x| + yl.

(8) Para x € E definimos
N = 2

De la definicion es evidente que

si x <y entonces x < y*.

Demostracion. Six <y entonces x V0 <y V 0 por isotomia, luego x* < y*

O

Por otra parte, para todo x e y tenemos x +y < x" +y* y 0 < x* +y*. En efecto,

como, x < xV 0 =x" entonces, x < x* y similarmente y < y* de donde tenemos

x+y < x" +y*. También se tiene que, 0 < x*, 0 <y* de donde 0 < x* +y*

Por lo tanto,

AR ST TR

1

Por (4) obtenemos x™ =xV 0 = z(x +0) + Ix —0|= —x + = |x| de donde

+

X (x + [xl).

NI—‘

(—x+x) ya que,

N =

De manera similar, (—x)* =
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de donde
P+ (=) =kl, x"—=(—x)" =x.

En efecto,

1 1
xT+ (—x)" = E(X+|X|) +§(—x+lx|)

- |X’>

xt—(—x)" = %(x%—lXD — (%(—XHXD)»

_l +1| |_|_l _l| |_
_ZX ZX ZX ZX—X.

(9) Por otra parte, (x Ay)t =xT Ay™.

Demostracion. Sea uw = x /Ay, tenemos que x Ay < x, x Ay <y, entonces por (8)

28" < x7, (xAy)" <y,
u+ < X+, u+ < y+)
1T Ve A

Para la desigualdad opuesta note que

ut SO u— (uA0)=xAy—(uA0)
=(x—(uA0)) A (y—(wA0))
> (x=(xA0) A (y=(yANo))
=xVO)A(yVo0)
=x" Ay,

de donde por antisimetria concluimos que (x Ay)t =x* Ay™. a
(10) (xVy)*t =x"Vuy*.

Demostracion. Se tiene x < xVy, y < xVy, entonces x* < (xVy)*,yt < (xVy)t,
de donde se tiene, x* V y* < (x Vy)* por la definicion del supremo. Asi, (x Vy)*
es una cota superior de {x",y*}. Por otro lado, si z es cualquier cota superior de
{xT,y™}, entonces z > x*

(xVy)t,asiz> (xVy)t.

Por lo tanto, x™ Vy* = (x Vy)* por definicién del supremo. O

>x,z2y" >2y=>220luegoz>2xVy,z=2z"2>

(11) xVz=(x—2z)" +z
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Demostracion.

de donde concluimos, xV z = (x —z)* + z.

(12) x* AN (—x)* =0.

Demostracion.

(13) Un espacio de Riesz es un reticulo distributivo:

CCTTARTETAVA AT ay. VA

Demostracion.

xVzZ)A(yVz) (

I

(14) xAz)V(yAz)=(xVy) Az

Demostracion.

(xA\z)V(yAz)

=S/ IR .
xV (yAz)] A [zV (yAz)] por (13)
xV (yAz)] Az

= [(x Vy) A (xV z)] Az por (13)
xVy) A [(xVz) Az]
xVy) Az

11

) [(x=2)T+z] A [(y—2)" + 2]
[(x—2)"Aly—2)F] +2
[(x—z)/\(y—z)r—kz
[(x/\y)—zr—kz
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1
(15) z(x+y) <xVuy.
Demostracion. x < xVy,y <xVy,
x+y < (xVy)+(xVy) =2(xVy),

1
de donde E(X—i—y)éx\/y. O

2.4. Isomorfismos de Riesz

Sean E y F espacios de Riesz y T : E — F una biyeccion lineal. Si T es un isomorfismo

de orden, entonces para cada x,y € E.
Tx Vil V Ty, “T(x /AL Tx A Ty. (2.8)

Por otro lado, (2.8) implica que T es un isomorfismo de orden a través de las equiva-
lencias.

x<yexVy=ys TxVTy=Ty e T(x) < T(y).

Definicion 2.3. Sean E y F espacios de Riesz. Diremos que una aplicacion T : E — F
es un tsomorfismo de Riesz si T es una biyeccion lineal con T(x Vy) = Tx V Ty,
T(x Ay) =Tx ATy para todo x,y € E.

Observacion. Una biyeccion lineal entre espacios de Riesz, puede preservar el orden, sin

ser un isomorfismo de orden. Por ejemplo, la funcion:
T:R* =R’
(% y) = (x4 y).
T es lineal: Si x = (x1,%2), y = (Yy1,Y2), & € R, entonces
T(ax +y) = Tlee(x1,%2) + (y1,Y2)) = Tlaxs +yi, ax2 +142)

= (ax1 +yi1,0x1 + Y1 + axz +yz) = (axy, axq + oxa) + (Y1, Y1 +y2)
= a(x1,x1 +x2) + (Y1,y1 +y2) = alx + Ty.

Por lo tanto, T es lineal. Por otra parte, T es inyectiva en efecto, si

T(X) :T(y)a
(x1,%x1 +%x2) = (Y1,Y1 +Y2),
X1 =Y1 ¥y X1 +X2 =Y1 +Ya,

X2 = Y»2.
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Luego x = (x1,%2) = (Yy1,Y2) =y. Por lo tanto, T es inyectiva.

T es sobreyectiva: Si T(x) =y, entonces

T(x1,%2) = (Y1,Y2),
(x1,%1 +%2) = (Y1,Y2),
X1 =Y1 ¥y X1 +X2 =1y,

asi X2 =Y2 —X1 =Y2 —Yj.

Luego existe x = (y1,Y2 — Y1) tal que T(x) =y de donde T es sobreyectiva.

Por lo tanto, T es biyectiva. Ahora demostremos que T preserva el orden:

Y1 y X2 < Yo,
Y1 y x1 +x2 <y +ya,

(x1,%2) < (Y1,Y2) & x4

<
= X1 S

= (x1,%x1 +%x2) < (Y1,y1 +y2),
:>T(X1>X2) <T(y1>yz)>

luego T preserva el orden. Por otra parte,
T':R> > R?
(%, y) = (%, y —x),
no preserva el orden. En efecto, pese a que
(—4,0)< (-, 1) &—-4< -1y 0<1
tenemos que T—'(—4,0) = (—4,0 — (—4)) = (—4,4)
T (=1,1) = (=1,1= (1)) = (-1,2),

con (—4,4) £ (—1,2), de donde concluimos que T no preserva el orden, asi T no es un

isomorfismo de orden.

2.5. Ejemplos de isomorfismos de Riesz
(1) Para cada espacio de Riesz E, la aplicacion que sigue es un isomorfismo de Riesz

T:E—E

X — 2x.
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La aplicacion T es inyectiva, pues

T(X) - T(H)»
2x = 2y,
X =Y.

T es sobreyectiva, pues si y € E entonces

T(x) =Y,
2x =y,
X :27]y>

y Tx)=T@2"-y)=2(2""y) =vy.

De donde, concluimos que T es biyectiva. Ademas, T es lineal

T(oax +y) = 2(ax +y),
= 2o0x fmdill
— 02| 39 2.8
— o [ x Bl

Finalmente, se tiene que

TxVy)=2(xVy) =(2x) V (2y) = Tx V Ty,
TxAy) =2(xAy) = (2x) A (2y) = Tx A Ty,
de donde, por definicién concluimos que, T es un isomorfismo de Riesz.

(2) Definimos T : C[0,1] — CI[0, 1] por (Tf)(x) = f(x?) con x € [0,1] Entonces T es un

isomorfismo de Riesz.

Demostracion. Si ponemos @ : [0, 1] — [0, 1] dada por ¢(x) = x?, entonces
Tf=foep
T es inyectiva: Si Tf = Tg, entonces

(Tf)(x) = (Tg)(x)
(foe)(x)=(go@)(x) Vxel0,1]
fop=goe //@ ' porigualdad de funciones

f =g pues @ es sobreyectiva en [0, 1].
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De donde concluimos que T es inyectiva. Por otra parte, T es sobreyectiva ya que si,
h € C[0, 1] tal que

Tf=h
fop=h
focpocp_1 :hO(p_]

f=hoo ',

es decir, T(hoe ') =(hoe N op =h.

Por lo tanto T es sobreyectiva. Luego T es biyectiva. T es lineal en efecto,

T(af+g) = (axf+g)o@ = (af o @)+ go @,
=a(fo@)+(go@)=ualf+Tg.

Por otra parte tenemos

(FV g)(x) = 5 (f(x) + g(x)) + %(If(X) + g(x)) para todo x € [0, 1],

N =

en particular para @(x) € [0,1] tenemos;

(7 9)(0() = 3 (f(909) + 9l (x)) + 5(1T{0(x)) + (o (),
(v 9)0 @)Ix) = 3 (o @)(x) + (g0 @)0)] + 3 (o @) + (g0 @) (X

—

fo@)(x)V(go @)(x) para todo x € [0, 1],

de donde se concluye

(fVglop=(foe)V(goo),
T(fVg) =TfVTg.

Similarmente se tiene
T(fA\g)=TfATg.

Luego concluimos que T es un isomorfismo de Riesz. O



Homomorfismos de Riesz e 1ideales

3.1. Homomorfismos de Riesz

Definicion 3.1. Sean E y F espacios de Riesz. Una aplicacion T : E — F se dice que es

un homomorfismo de Riesz, si es lineal y
TxVy)=TxVTy, TxAy)=TxATy paratodo x,y € E.

Observe que el ntcleo y la imagen de un homomorfismo de Riesz T : E — F son
subespacios de Riesz de E y F respectivamente. Por otra parte si, T : E — F es un

homomorfismo de Riesz, entonces T es creciente en efecto,

six <Y en EXGEEEESSCAEYS
Tx=TxAy) =TxATy< Tx < Ty.

Nota. No todas las aplicaciones lineales crecientes entre espacios de Riesz son homo-

morfismos de Riesz, por ejemplo, las aplicaciones

T:CO,11—=R, S:C[0,1] —R
f—f0) vy f—f(1).

Son homomorfismos de Riesz, pero su suma no lo es. En efecto, tenemos la aplicacion
suma T+ S:[0,1] — R para la cual

25
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(T+S)(axf +g) =T(axf + g) + S(xf+ g)
= (af + ¢)(0) + (ocf + g)(1)
= of(0) + g(0) + «f(1) + g(1)
= o(f(0) + (1)) + (g(0) + g(1))
= o(T(f) + S(f)) + (T(g) + S(g))
=a(T+S)(f)+ (T+S)(g).

Se verifica que es lineal. Ahora verifiquemos que T+ S es creciente, en efecto, si f < g

en CI[0, 1]

(T+S)(f) =T(f) + S(f) < T(g) + S(g) = (T + S)(g) de donde,
(T+S)(f) < (T +S)(g).

Por otra parte tenemos,

(T+S)(FVg) =TV g)+S(fVg) = (fVg)(0)+(fVg)(1) =1(0)Vg(0)+f(1)Vg(l)
Yy

(T4 S)(F) V(T +S)(g) = (T(f) + S(f)) V (T(g) + S(g)) = (f(0) + f(1)) V (g(0) + g(1)).

Sif(0) =0,f(1)=1,g(0) = =2y g(1) = 2entonces (T+S)(fVg) = f(0)\Vg(0)+f(1)Vg(1)
—0V-2+1V2=042=2 y

(T+S)HV(T+S)(g) = (fO)+f(1)V(g(0)+g(1))=(0+1)V(-2+2)=1V0=1
de donde (T+S)(fVg) # (T+S)(f)V(T+S)(g). Asi, T+S no es un homomorfismo de Riesz.

Si T:E — Fes un homomorfismo de Riesz y D un subespacio de Riesz de E, entonces

la restriccién de T a D es un homomorfismo de Riesz.

Teorema 3.1. Sean E y F espacios de Riesz y T : E — F wuna aplicacion lineal, las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) T es un homomorfismo de Riesz.
(b) TxVy)=TxV Ty paratodo x,y € E.
(¢c) T(Ix]) =IT(x)], xe€E.
(d) T =(Tx)*, xeE.

(e) x Ny =0 entonces (Tx) AT(y) =0 para todo x,y € E.
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Demostracion. (a)=-(b): Como T es un homomorfismo de Riesz, entonces por definicion
TxVy)=TxVTy, x,yect.
(b)=(c): Tenemos que T(x V' y) = Tx V Ty. Luego,

T(xl) =T(xV (—x)) =Tx VT (—x) =TxV (=Tx) =[Tx|, x € E.
(¢)=(d): Si T(|x|) = [Tx| entonces

T(x") =T( (Tx + [Tx]) = (Tx)™".

N =

(x +x])) =

N =

Sea (b’) T(xA\y) = TxATy x,y € E, entonces (b)<(b’): En efecto, si T(xA\y) = TxA\Ty,
luego
—(TxVTy) = (=Tx) A (=Ty) = T(=x) A T(—y)
T () A(~)
SOECAANNESS & §)
de donde T(x Vy) =Tx V Ty.

Por otra parte, si T(x Vy) = Tx V Ty, entonces

—(Tx ATy) = (=Tx) V (=Ty) = T(=x) V T(—y)
2 T((—) V (—y)) = T(— (xAy))
=—T(x Avy).

De donde se tiene Tx ATy = T(x A y).

Mientras, que usando la definicion de homomorfismo de Riesz, tenemos las equivalencias;
(a) = (b) = (D).

(b)=(e): Si x Ay =0, entonces T(x Ay) = T(0) =0, de donde Tx A\ Ty = 0.

(e)=(b’): Sea z =x /\y entonces (x A\y) —z =0 de donde

x—2z2)A(y—2)=0=Tx—2z)AT(y—2z)=0

(Tx —=Tz) A (Ty—Tz) =0
(Tx A\ Ty)—Tz=0
TxATy=Tz
Tx ATy =T(xAvy).



3.1. HOMOMORFISMOS DE RIESZ 28

(b’)=(e): Tenemos T(x Ay) = Tx A Ty, luego si x \y = 0, entonces

T(X/\y) - 0)
asi, Tx ATy = 0.

(d)=-(c): Si T(x") = (Tx)*, entonces

T(x]) = T(2x" —x)

=2T(x") —Tx
=2T(x)" —Tx
— N

(¢)=>(b): Tenemos T(|x|) = [Tx|, luego

T(xAy) =T(2(xAy)* =kAyl)
=2T((xAy)") =T(xAyl)
=2(T(xAy))" = [TxAy)|
=Tx A Ty.

Ejemplos

(1) Si D es un subespacio Riesz, de un espacio de Riesz E, entonces la aplicacion inclusion

i: D — E es un homomorfismo de Riesz.

Demostracion. La aplicacion

Ve ©

PO A X,
es lineal, ya que i(ax +y) = ax +y = «i(x) + i(y), por otra parte tenemos que,
ixVy) =xVy=1i(x) Vi(y).
Luego por el Teorema 3.1, 1 es un homomorfismo de Riesz. O
Observacion. Si, i: A — C[0, 1] es la aplicacion inclusion, donde
A ={f/f:[0,17] = R con f(x) = o+ px}

es un subespacio vectorial de C[0, 1] segtn el ejemplo (1) i deberia ser un homomor-

fismo de Riesz, pero no sucede, porque A no es un subespacio de Riesz de C[0, 1].
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(2) Sea Y un espacio topologico y X un subconjunto de Y, dotado de la restriccion topo-
logica. Entonces la aplicacion restriccion T : C(Y) — C(X) es un homomorfismo de

Riesz.

Demostracion. Si f € C(Y), entonces f:Y — R, luego fx : X — R esta en C(X) de
donde se tiene C(Y) C C(X) inclusion de espacios de Riesz. Asi, por el ejemplo (1),
T es un homomorfismo de Riesz. O

(3) De manera mas general, sean X e Y espacios topologicos y T: X — Y una aplicacion

continua, entonces

T:C(Y) = C(X)
fisfor feC(Y),

es un homomorfismo de Riesz.

Demostracion. T es lineal

T(af 4+ g) = (af + g)oT
= (af)oT+gorT
= oglii0' T~ © T
= ols + Ty

Por otra parte se tiene que, para f,g € C(Y), (fV g)(y) =f(y)V g(y) para todo
y € Y. En particular para t(x) € Y tenemos (fV g)(t(x)) = f(t(x)) V g(t(x)). Es
decir,

((fVg)oT)(x) = (fot)(x) V(goT)(x).
Asi, T(fVg)=(fVglot=(fot)V(goT)=TfVTg. Luego por el Teorema 3.1,

T es un homomorfismo de Riesz. O

(4) Sea C = {(xn) : (xn) es Convergente}, entonces las funciones coordenada
" :C—>R
X — X37, xeC
yo*:C—>R

x+— lim x,, xe€C
n—,oo

son homomorfismos de Riesz.
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Demostracion. Las funciones coordenada son lineales ya que

5% (ax +y) = (ax +y)37 = xx37 + Y37 = b3’ + 87/,

0®(oex +y) = lim (axn + Yn)

n—o0

=« lim x, + lim y,
n—oo n—o0

= ad®x + 0™y.
837 (xVy) = (xVy)37r =x37 Vyzz = §3'x V &3y,
0°(xVy) =limn oo (x VYY) =limy 5o x V' im0y = 0°x V 0%y

Luego por el Teorema 3.1 837, 6 son homomorfismos de Riesz. O

Definicion 3.2. Sea X un conjunto. Cualquier elemento a € X, determina un homomor-

fismo de Riesz

53 :R* 5 R
f — 6%f) = f(a),

llamado evaluacion de f en a.

Para un subespacio Riesz E de RX, por ejemplo, si E = C(X) donde X un espacio

topologico, la restriccion

8¢ . :E—R
f > 8%(f) = f(a),

es un homomorfismo de Riesz. Por otro lado, si consideramos E = {f/f : [0,1] —
R con f(x) = o+ Bx} que no es un subespacio Riesz de R entonces la aplicacion

f=f (%) no es un homomorfismo de Riesz.

De especial interés para nosotros son los homomorfismos de Riesz T : C(X) — R para

X compacto.

Teorema 3.2. Sea X un espacio topoldgico compacto y T : C(X) — R un homomorfismo

de Riesz con Ty = 1. Entonces existe un punto a € X tal que T = 8°.

Demostracion. Supongamos que no hay tal a, lo cual nos llevara a una contradicciéon, en
efecto, para todo a € X, existe un f € C(X) con T¢ # f(a) = 69, haciendo

o f= (T

f* =2 X ————
fla) —T¢
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tenemos que, f* € C(X) tal que T = 0 pues

_ f—(Tor\ _ 2
T =T (2 X ) _Tf) = _TfT(f— (Te)1)
2 2
= m(Tf - (Tf)Tl[[) = m(ﬂ - Tf) =0
y f*(a) = 2, en efecto,
eiy o fla)=(T)I(a) fla)—T¢
f(a) =2 x Q) T, _2X7f(a)—Tf_2°

De donde tenemos que los conjuntos abiertos {x € X: gx) > 1} = g '(1,00)
con g € C(X) y Ty = 0 cubre X. Luego por compacidad, existe una sucesion finita,
g1, 92,---,9n € C(X) con

Sea g=¢g1V g2V -V gn. Entonces,
Tg=T(g1V:--Vgn)=Tg, VT, V:--VTg, =0.

Sin embargo g > T, asi Tg > Ty = 1. Lo cual es una contradiccion.

3.2. Ideales de Riesz

Un tipo especial de subespacios de Riesz son los “Ideales de Riesz”.

Definiciéon 3.3. Un ideal de Riesz de un espacio de Riesz E es un subespacio vectorial

D de E con la siguiente propiedad:
aeD, xekE, |xl<lalentoncesx € D. (3.1)

Proposicion 3.1. Todo ideal de Riesz D de un espacio de Riesz E, es un subespacio de
Riesz de E.

Demostracion. Si a € D, entonces |a| € E porque E es un espacio de Riesz, luego si,
la| = |la]| < |a|] entonces |al € D

porque D es un ideal de Riesz. Luego D es un subespacio de Riesz de E. O
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Ejemplos especificos de ideales de Riesz

(1) £ es un ideal de Riesz de RY.
En efecto, tenemos que £° = {(x,) : [xn| < k para algin k € R}, luego para
(xn) € £ existe k € R, tal que |x,| < ky sea (yn) € RY luego s,

[Ynl < xnl <k = lynl < k.
Asi, (yn) € €, luego por definiciéon de ideal de Riesz, {* es in ideal de Riesz de RY.

(2) Co es un ideal de Riesz de {* y RY.
En efecto, tenemos Cy = {(xn) D X — O}. Luego para (xn) € Co, (Yn) € £* con

lyn| < |xnl, se tiene que 0 < [yn| < |xn| de donde lim 0 < lim [y,| < lim [x,|.
n—oo n—oo n—oo

Asi, por el Teorema de Sandwich lim [y,| = 0 lo cual es equivalente a lim y,, = 0.
n—oo n—o0

Asi, (yn) € Co. De donde concluimos que, Cy es un ideal de Riesz de £*°. Por otra
parte, sea (xn) € Co, (Yn) € RY con [yn| < [xnl, se tiene 0 < fyn| < [xn| por lo

tanto,

lim 0 < lim |yn| < lim |x,| entonces lim |y,|=0< lim y,, =0.
n—oo n—,oo n—oo n—oo n—,oo

Asi, (yn) € Co. Luego Cy es un ideal de Riesz de RY.

(3) C no es un ideal de Riesz de £ o RY.
En efecto, se tiene que C = {(xn) : (xn) es convergente}. Luego para (x,) € C,
(Yn) € £° con |yn| < [xn|. Por demostrar (y,,) € C. Para lo cual, si x,, = 2 para todo
neNyyy, = (1) entonces 1 = y,| < [xn| = 2, pero (yn) no es convergente.
Asi, (yn) € C. Luego C no es un ideal de Riesz de £*° o RY.

(4) Sea X es un espacio topoldgico y a € X, entonces {f € C(X): f(a) = O} es un ideal
de Riesz de C(X).
En efecto, sea D = {f € C(X): f(a) = O}, para a € X. D es un subespacio vectorial
de C(X). Si f € D, g € C(X) con |g| < If], es decir 0 < |g(x)]| < [f(x)] =0, luego,

lg(x)] = 0, es decir |g(a)| =0, de donde g(a) =0.

Asi, g € D, luego por definiciéon, D es un ideal de Riesz de C(X).

Ejemplos generales de los ideales de Riesz
Sea E un espacio de Riesz.

(1) {0} y E son ideales de Riesz de E. Los tnicos ideales de Riesz de R son {0} y R.
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Demostracion. En efecto, {0} y E son subespacios vectoriales de E, entonces sea
0€{0}, x € Econ |x| <0 =0, asi x =0, luego x € {0}. Por lo tanto, {0} es un
ideal de Riesz de E. Por otra parte, sea x € E, y € E con |y| < [x|, lo que implica
y € E. Asi, E es un ideal de Riesz de E. En particular {0}, R son ideales de Riesz
de R. Ahora veamos que son los tnicos ideales de Riesz de R, para ello supongamos

que existe otro ideal de Riesz D C R, para lo cual dividamos en dos casos:

1. Si D # {0} entonces existe a # 0 tal que, a € D. Sea x € R, por la propiedad
arquimediana de R, existe n € N tal que [x| < Inal. Como na € D y D es ideal
entonces x € D. Asi, RC D como D C R= R =D.

2. Si D ={0} no hay nada que hacer.

Por lo tanto, las tnicas posibilidades para D son: D =R o D = {0}. O

(2) Sice k", entonces
{x € E: x| < tc para algin t € (0, oo)}

es un ideal de Riesz de E; es el ideal de Riesz mds pequeno de E que contiene a c.

Demostracion. En efecto, sea D = {x € E: [x| < tc para algtin t € (0,00)}, tene-
mos que D C E. Sea a € D, x € E con |x| < |a|, como a € D, entonces |a| < tc para
algin t € (0, 00) de donde

bd <&la| SSES

E
[ <,

Asi, x € D. Luego D es un ideal de Riesz de E. Note que |c| < tc = ¢ € D. Ahora
veamos que D es el ideal de Riesz, mas pequena de E que contiene a c.
En efecto, supongamos que, A es un ideal de Riesz de E cualesquiera, tal que ¢ € A,
por demostrar que D C A. Sea a € D = |a| < tc para algiun t € (0, co0)

lal < tc = [tcl,

como ¢ € A = ct € A. Luego |a] < [tc| = a € A, pues A es un ideal de Riesz de E,
de donde D C A. O

(3) Sic e k", entonces
{xeE: x| <tc Vte(0,00)}

es un ideal de Riesz en E.

La demostracion es anédlogo al ejercicio anterior.
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(4) SiceE", entonces {x € E: [x| \c =0} es un ideal de Riesz de E.

Demostracion. Sea D = {X eE: x| Ac= O}. Primero vamos a probar que D, es
un espacio vectorial, para el cual si, x € D y t € R, veamos si tx € D. En efecto,

haciendo s = [t| + 1, se tiene que:

c<sc y

[tx| = [t] x| < s|x].

Luego [tx| Ac < s|x| Asc = s(|x| Ac) =0, asi tx € D. Por otra parte si, x,y € D,

entonces

1

1
‘—W+yﬂAc<

(M +hy) Ae< (K VIy) Ac=(xIAc)V (lylAc) =0,

N |

2

1
de donde E(X+y) € D, es mas, x+y € D. Ahora demostraremos que D es un ideal
de Riesz de E. Sea a € D, x € E con |x| < |a|, como a € D, entonces |a] A c =0,

x| Nc < la]Ac=0.
Asi, [x| Ae =0, luego x € D. Por lo tanto, D es un ideal de Riesz de E. O
(5) SiT es un homomorfismo de Riesz de E, en otro espacio de Riesz entonces
e B TR0
es un ideal de Riesz de E.

Demostracion. Sea T : E — F un homomorfismo de Riesz. Sea D = {X cE: Ty = O}.
SiaeD,xekEcon |x| <l|al como a € D, entonces T, =0,

x| < lal = [Txl = Tjx < Tjq) = [Tal =10l = 0.

Asi, [T,| =0 de donde T, = 0. Luego x € D. Asi, D es un ideal de Riesz de E. O

(6) SiT es un aplicacion lineal creciente, de un espacio de Riesz E en un espacio vectorial

ordenado, entonces

{x € E: T()x) =0}

es un ideal de Riesz de E.
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Demostracion. Sea D = {x e: T(x]) = O}. Veamos que D es un espacio vectorial,
en efecto, si x,y € D. Por demostrar x +y € D, como

0 < Ix+yl < X[+ yl.

Luego 0 < T([x +yl) < T(IxI) + T(lyl) =0+0 =0, de donde T(|x +y|) = 0. Asi,
x+yeD.SiAeRyxeD,

T(Ax) = T(Al[x]) = AT (x]) = 0.

Asi, Ax € D, de donde concluimos que, D es un subespacio vectorial de E. Por otra
parte, si a € D, x € E con |x| < |a] como a € D, entonces T(Ial) =0

x| < lal
0 < T(Ix|) < TR0
= T(le) =0,
Por lo tanto, x € D. Asi, D es un ideal de Riesz de E. O

Lema 3.1. Sea E un espacio de Riesz, con E # {0}. Si los inicos ideales de Riesz que

admite B, son: {0} y E, entonces E es Riesz isomorfo a R.

Demostracion. (I) Sia,b€E, b>0ya<tb para todo t € (0,00), entonces a < 0.
En efecto, el conjunto D = {x € E: |x| < tb para todo t € (0,00)} es un ideal de
Riesz de E segun el ejemplo (3) de los ideales de Riesz. Luego tenemos que b ¢ D,
entonces D # E, luego D = {0} ya que E y {0} son los tinicos ideales de Riesz de E.
Asi, para todo t € (0, 00) se tiene at < tb pues

a<tb= a" < (tb)" =tb.
Por lo tanto, a™ € D, asi, a® = 0 de donde se tiene que a < 0, ya que a < at.

(II) Sia,beE, aAb=0, entoncesa=0 ob=0.
Prueba: Como a/Ab = 0, entonces a, b > 0. Asi, el conjunto D = {X € BE: xAb = O}
es un ideal de Riesz de E, segtn el ejemplo (4) de los ideales de Riesz. Si D = {0},
entonces a = 0, de lo contrario si D # {0} entonces D = E, ya que {0} y E son los

tnicos ideales de Riesz de E. Asi, para todo x € E, x /A b = 0 en particular para
x=b, bAb=Db=0.

(III) Para todo x € E, tenemos x* /A (—x)* = 0, segtn la propiedad (12) de los espacios
de Riesz. Luego por (II) x™ =00 (—x)" = 0, de donde, se tiene que x < 00 —x < 0,

para todo x € E, entonces E es totalmente ordenado.
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(IV) Eligiendo ¢ € E*, ¢ # 0 porque, E # {0}. La aplicacion definida como,

o:R—E
t— @(t) = tc,

es estrictamente creciente, es decir si, ¥ < s entonces @(r) = cr < ¢s = @(s) donde

c € E* r;s € R. De donde concluimos que ¢ es inyectiva.

Si f es sobreyectiva, hemos terminado la demostracion. Asi, tomando un x € E;
buscamos un numero ty € R tal que, @(ty) = x es decir, toc = x, lo cual define dos

subconjuntos de R:
={teR:x<tc}, L={teR: x> tc}.

Por el orden total de E, Ty UT, = R. Ademas, si t € Ty, entonces (t,o00) C Ty; si
t € T,, entonces (—oo,t) C To; y Ty N T, contiene a lo sumo un elemento.

Si T, = R, entonces para todo t € (0, 00), se tiene que, t~' € R = T>, lo cual verifica
x >t~ 'c, es decir, ¢ < tx. De donde tenemos x,c € E'y ¢ > 0y ¢ < tx, para todo

€ (0,00) por (I), ¢ <0, lo cual es una contradiccion.

Si T; = R, entonces para todo, t € (0,00), se tiene (—t)~' € R = T; lo cual verifica
la siguiente propiedad, x < [(—t)_qc, es decir, ¢ < t(—x). Asi, tenemos x,c € E,
¢ >0y c < t(—x), para todo t € (0,00), luego por (I), ¢ < 0, lo cual es una
contradiccion.

Por lo tanto, en consecuencia existe un ntumero tq tal que (tg,00) C Ty y (—o0, to) C

T, de donde tenemos, x —toc < scy toc—x < sc, para s € (0,00), en efecto, como
to<to+s=to+seT =x<(to+s)c=x < toc+ sc. Asi, x — toc < sc.

to—s<ty = to—seh=x=>(tp—s)c = x> toc—sc = x—toc > —sc.

Asi, toc —x < sc. Luego, aplicando la propiedad (I) a x — toc, ¢ > 0 que estan en
E, para todo s € (0, 00),

x — toc < sc, toc —x < sc.
Se tiene
x—tocéo, toC—Xgo,
x < toc, toc < x,
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por antisimetria x = toc. Asi, @ es sobreyectiva. Por otro lado tenemos
@(Itl) = [tle = [tllc] = [te] = [@(t)].

Asi, @ : R — E es un isomorfismo de Riesz.
U

Teorema 3.3. Sea D un ideal de Riesz de un espacio de Riesz Ey Q:E — E/D, una

aplicacion lineal cociente. Definimos en E/D una relacion de orden < dada por:

Qx<Qy& Qy—0Qxe Q(E")  para todo x,y € E.

Entonces < es un orden, que transforma a E/D, en un espacio de Riesz y a Q en un

homomorfismo de Riesz.

Demostracion. (I) (Una descripcion del orden en E/D). Tenemos la aplicacion lineal co-
ciente

Q:E—E/D
x—= Qx=[x] ={x+x": x" € DL

Luego para cada x,y € E,

Qx < Qy & existe un z € ET tal que Qy — Qx = Qz es decir, Q(y —x) = Qz,
& existe un z € ET tal que y —x—z € D,

SexisteueDtalque y—x—z=u, y—x—u=zekt"
luego se tiene, y —x —u € E*. Asi, Qx < Qy & existe unu € D cony —x > u.

(II) Antisimetria. Sean x,y € E, asumiendo Qx < Qu y Qu < Qx, vamos a demostrar
que Qx = Qy. Asi, por hipotesis existen u,v € D tal quey—x >uyx—y > v, de
donde se tiene que,

y—x < —v < < ul+ v

—u < u, —p - <—u <u,u<y—x < —v, de donde |y — x| < [u| + v|.

Por lo tanto, se tiene que, [u|+ v € D ey —x € E con [y — x| < Hul + M‘ como
D es un ideal de Riesz, entonces y — x € D, entonces, Q(y —x) = [0], es decir,
Quy—Qx = —[x] = [0], [yl = [x—0] = [x] lo cual es equivalente a, Qx = Qu.
Reﬂemmdad Sea x € E, luego se tiene que, 0 = x —x > 0 es decir, existe 0 € D
de donde, Qx < Qx.

Transitividad. Para todo x,y,z € E. Supongamos que Qx < Quy y Quy < Qz,

entonces existen u,v € D tal que,
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y—xZuyz—y=v,

sumando miembro a miembro tenemos,

Asi, Qx < Qz. Luego concluimos que E/D es un espacio vectorial ordenado.

(IIT) Sea x € E, mostraremos en E/D que Q(!xl) es la cota superior de {Qx, —Qx}.

(Se deduce entonces que E/D es un espacio de Riesz y Q un homomorfismo de Riesz).

Evidentemente, se tiene que Q es creciente, ya que
x<y=y—x=>0€D & Qx < Qu.

Por otra parte se tiene

x < [x| Qx < Q(Ix])
<

entonces
—x < [x| —Qx < Q(Ix]).

Por lo tanto, Q(Ix!) es una cota superior de {Qx, —Qx}. Luego supongamos que, Qy

es una cota superior de {Qx, —Qx}, siempre y cuando y € E. Asi, se tiene que

Qx < Qy y Q(—x) < Qu,

por definicién existen u,v € D tal que,

Luego, y — x| = y — (x\/ (—x)) = (y—x)A(y+x) > uAv € D, de donde
Q(IxI) < Qu. Asi, Q(Ixl) es la minima cota superior de {Qx, —Qx}. Por lo tanto,
Q(lxl) = }Qx}, luego por el Teorema 3.1 Q es un homomorfismo de Riesz.

]

Espacios de Riesz arquimedianos

Definicion 3.4. Un espacio de Riesz E se llama arquimediano si

xy €E x<n 'y para todo n € N entonces x < 0.
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Ejemplos
1. R es un espacio de Riesz arquimediano.
Sean x,y € R, tal que x < n~ 'y, paratodon € N,
luego lim x < lim n™ 'y,
n—0 n—0
x < 0.
Asi, R es un espacio de Riesz arquimediano.

2. RX = {f/f X = ]R} es un espacio de Riesz arquimediano.
Sean f,g € RX, tal que f <n~'g para todo,n € N

1

f < Eg & f(x) < —g(x) paratodo n €N

3| —

entonces f(x) < 0 por el ejemplo (1).
Luego, f < 0. Por lo tanto R* es un espacio Riesz arquimediano.

3. Sea X un espacio topoldgico, C(X) = {f/f :X—=R contz’nua} es un espacio de Riesz
arquimediano.
Sean f, g € C(X) tal que,

1
f < T geoRtlc] < Eg(x) para todo n € N,

entonces f(x) < 0, luego f < 0 de donde concluimos que, C(X) es un espacio de Riesz

arquimediano.

4. Los conjuntos A = {f/f: 0,1 = R f(x) = a+ BX}, C/([O,H) = {f/f: 0,1 —
R diferenciable} no son espacios de Riesz, por lo tanto, no pueden ser espacios de

Riesz arquimedianos.

5. Sea P ={p/p : R — R}, una coleccion de funciones polinomiales, donde el orden esta
definido por, f < g < Jk € R tal que f(x) < g(x), para todo x € [k, co] hemos visto
que P es un espacio de Riesz, ahora veamos si es un espacio de Riesz arquimediano

para lo cual, sean f, g € P con

f(x)=1, g(x)=x*+5

f<g<& existe —1€R tal que 1 <x*+5 para todo x € [—1, 00).

(x* +5) paratodo n €N,

1
Por otra parte, si consideramos la desigualdad, 1T < —
n
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entonces T < 0, lo cual no es cierto, de donde concluimos que, P no es un espacio

de Riesz arquimediano. Un ejemplo similar tenemos si, consideramos T < —1 para
n
todo n € N, donde

T:R—-R i:R—R

x— I(x) =1 x — i(x) = x,

son polinomios,

1 1
I<—i< 1< —x, dedonde se concluye que,T < 0,pero T £ 0.
n n

Por lo tanto, P no es un espacio de Riesz arquimediano.

Observacion. Cada subespacio Riesz de un espacio de Riesz arquimediano es arquime-

diano.

Proposicion 3.2. Sea E un espacio de Riesz. Decimos que E es arquimediano si y solo si
x,y € E", nx <y para todo neN = x =0.

Demostracion.

+ + 4

Si xRy < BT < (3.2)

Y

1
(=) SiE esarquimediano, luego si, x,y € ET, nx <y para todon € N, es decir, x < —
n

entonces x < 0 y como x € ET por antisimetria, tenemos que x = 0.

(<) Asumamos que x,y € ET, nx <y para todon € N = x = 0. Si x,y € E con
x <Ny para todo n € N, entonces por (3.2),

8IS

nx’ = (nx)" <y =vy.

Asi, nx™ <y para todo n € N. Luego tenemos que, x* = 0, es decir, x < x*. Por lo

tanto, x < 0, de donde concluimos que E es un espacio de Riesz arquimediano. O

Definicion 3.5. Sea E un espacio de Riesz arquimediano con E # {0}. Un elemento
u € E* se dice que es una unidad, si para todo x € E, existe un nimero A € [0, 00) con
—Au < x < Au.

Observe que:
“Au<x < Aue x| <A
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Ejemplos

(1) Para un conjunto no vacio X, la funcién constante 1, es una unidad en el espacio de

funciones acotadas,
A = {f/f: X = R, [f(x)| < k para algtin k € R}.

Hemos visto que A es un espacio de Riesz, es més A es un subespacio de Riesz de un
espacio de Riesz arquimediano RX, luego concluimos que, A es un espacio de Riesz

arquimediano. En efecto, tenemos que T€ A™ y

I:X—R
x — I(x) =1, para todox € X.

Asi, para todo f € A, existe un A > 0 tal que
f(x)| <A e ALf(x) KA AT FL I

Por lo tanto, T es una unidad en A.

(2) El espacio C(R) no tiene ninguna unidad.
En efecto, afirmamos que, C(R) = {f/f R = R continua}, no tiene ninguna
unidad, es decir no existe u € [C(]R)Tr tal que, para todo f € C(R), verifique la
siguiente propiedad:

—Au <f < Au para algin A € [0, c0)

(3) En C[0, 1], la funcién g(x) =x+ 1 es una unidad, pero en cambio h(x) = x, no lo es.
En efecto, tenemos que si, g,h € C[0,1] entonces, g(x) > 1 y h(x) > 0 para
todo x € [0, 1] ambos pertenecen al conjunto C[0, 1]. Por otra parte para cualquier,
f € CI[0, 1], tenemos que é : [0, 1] — R es continua. Por lo tanto, existen m = min(g),

M = mzix(é), haciendo A = méax {Iml, IM!}, se tiene que

f(x)

g X+ 1

g

de donde g es una unidad. Por otra parte, la funcién h, no retne las condiciones

‘f <A e x| < Ax+ 1),

<A

para ser una unidad.
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3.4. Espacios de Riesz arquimedianos con unidades

Definicion 3.6. Sea w una unidad en el espacio de Riesz arquimediano E, con E # {0}.

Para x € E, definimos el nimero real no negativo ||x||., por
][ = If {\ € [0,00) : |x| < Au}.
Proposicion 3.3. Seauw una unidad en el espacio de Riesz arquimediano E # {0}, entonces
x| < ||x]|wu.
Demostracion. En efecto, tenemos que

X[l = fnf { A € [0,00) : [x] < Au}.
A

Luego por definicion de infimo, para todo €, > 0, con €, € (0, %] existe Ag € A tal que

Ao < |[X|lu 4 €n, como Ay € A = [x| < Ao, luego,

Aot < (|Ix]lw + €n)usy
de donde se tiene, [x| < (|[x/|u+€n)u = ||x||utt+enu, entonces [x|—||x|[uu < enu <™.
Por lo tanto,

1 . .
x| — [|x|luu < —u para todo n € N, luego como E, es arquimediano entonces,

n
x| — |Ix][wu < 0.
Asi, se tiene [x| < [|x|l,u. O

Proposicion 3.4. Sea E # {0} un espacio de Riesz arquimediano con una unidad

entonces para todo x,y € E y A € R, tenemos:

o) [Xflu <A —Au<x <Ay, () Ix +yllu < Xl + 1yl
) I, = Il (0) [[Ax[lu = Al Ix[|x,
() X <yl = lIxlle <yl (Q) [x[u =0 x=0.
En particular, || - || es una norma.
Demostracion. () Si [|x|l. < A, entonces se tiene [x| < [|x||,u < Au. Asi, x| < Au de

donde —Au < x < Au. Por otra parte si, [x| < Au. Sea A = {7\ € [0,00) : |x| < 7\u}

asi A € A, luego ||x|[, <A, porque [|x||,, es el infimo.
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B) ||Ixl||, = IIx|lu- En efecto, tenemos que, [x| < ||x||yu, lo cual es equivalente a,

—|Ix[Juu < x| < [[x]|wu, luego por (&) concluimos que

I < 1] (3.3)
Por otra parte se tiene
x < x| < Il <[] ju = x < Ixd]]
—x < x| < [ Ixl| < [ Ixl| = =[xl o < x
Por lo tanto, ||| u < x < [[d|| .t Asi, por (&) concluimos que
Il < {|x]].,- (3.4)

Luego por,(3.3) y (3.4) por antisimetria H|X|HLL = ||

(v) IxI < Yl = ||x][v < [[Y[Jw- En efecto, tenemos x < x| < y| < |Jy|luu, entonces
x < [Jy]luu. Por otra parte, —x < [x| < y| < ||y[juu, entonces —|ly|l.u < x. Asi,
—[Jy]luuw < x < ||y||uu, de donde por la propiedad (&) tenemos [|x|w < [|Y]|w-

) X+ yllw < |x||w + ||y]|w. En efecto, tenemos que

K - oy < [yl (3.5)
y <yl < [jylluy,
—x < x| < ffxluu —[[x[luu < x
—y <yl < [jylluu —lylluu <y.
De donde se tiene que
—(Ixllw + yll)w < x+y. (3.6)

Luego de (3.5) v (3.6),

= (Il + Yl < x+y < (Il + ylhe)w,

ast, por la propiedad (o) [x +yllu < [[x[lu + [[yllu-
0) [|[Ax[[w = [Al]|x||.. En efecto, se tiene |x| < ||x]|utt, y Ax < [Ax| = [A]Ix] < [A] []x]|wu, de
donde

x < AL ]x]|wue. (3.7)
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Por otra parte, —Ax < [Ax| = [A|[x| < |Al]|x]|wu, asi,
—Al X[ < Ax. (3.8)

Luego de (3.7) y (3.8),: —Al||x[[uu < Ax < [A]||x]|wu, de donde por la propiedad
(),

Al < ATt (3.9)

Ahora consideremos, A # 0, de donde |A| # 0, entonces

Nix =A< Ixlhw, /A
x < Xl < T Al
ast, x < N Al (3.10)

—x < x| < AT A,
de donde — A7 Ax |l u < x. (3.11)

de (3.10) y (3.11): =AM |Ax|luw < x < AT A,

ast, por (o) [Pxflu < AT [Ax[l

de donde concluimos, [A][[x]|w < [|AX||w- (3.12)
Si A =0, se da la desigualdad trivialmente. Asi, de (3.9) y (3.12)

1A%l = 1AL |-

(Q) ||x]lu =0 < x =0. En efecto, se tiene que

O<X)u<0& —0-u<x<0-u
£ 0<x<0
< x=0.
En particular, || - || es una norma, ya que verifica las siguientes propiedades:

Xllw =0 x =0, [Ax[lu = IHIx[lw v [x +yllu < x4 [yl
O

Ejemplo: Sea X un conjunto no vacio, £*(X) el conjunto de todas las funciones acotadas
en X. £°(X) es un espacio de Riesz arquimediano que tiene a T como unidad. Para f €
>°(X), se tiene

[f]lw = sup {If(x)]: x € X}.
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La norma || - |1 es precisamente la norma del supremo || - |-

En efecto, se tiene
0°(X) = {f/f : X = R tal que |f(x)| < k, para todo x € X}.
Si f € €*°(X), entonces

[f][w = inf {A € [0,00) : I[f| < AT}
=1inf{A € [0,00) : |f(x)] < A}.
<

Por otra parte tenemos: ||f|| = sup{/f(x)|: x € X}. Por demostrar que inf C = sup B. En
.
B
efecto, si A € C entonces |f(x)| < A para todo x € X, luego supB < A, y
sup B < inf C. (3.13)

Por otro lado, tenemos que [f(x)| < |[f|| para todo x € X, entonces |/f|| € C por lo

tanto, se tiene
inf C < sup B. (3.14)

Asi, de (3.13) y (3.14) por antisimetria se tiene inf C = sup B.



Teorema de representacion de Yosida

Nuestro resultado principal, como se menciona en el preambulo, es el Teorema de repre-
sentacion, de Yosida. La caracterizacion de los espacios de Riesz, que son isomorfos a C(X),
para algin espacio de Hausdorff compacto X. En el fondo tenemos al Teorema de Alaoglu,
que nos da el espacio X que necesitamos. De hecho, sea E un espacio de Riesz arquimediano
y con una unidad u, la unidad determina una norma || - ||,, en E. Sea @ el conjunto de todos
los homomorfismos de Riesz @ : E — R, para los cuales @(u) = 1. Si A es el espacio de
todas las funciones lineales en E que son continuas con respecto a la norma || - ||.,, entonces

® C A. A partir del Teorema de Alaoglu se ve que @ es compacta bajo w’-topologia de A.

Por otra parte, cada a € E induce un elemento a € C(®). Usando el Lema de Yosida
se demuestra que la correspondencia a + @ es un isomorfismo de E en C(®). Si E es
“uniformemente completo”, es decir, completo con respecto a la norma || - ||y, la corres-

pondencia a — a preserva no solo la estructura de espacio de Riesz, sino también la norma.

Hemos mencionado que nuestro resultado principal, es el Teorema de representacion

de Yosida, que basicamente es un embellecimiento del Lema de Yosida.

4.1. Lema de Yosida

Lema 4.1 (Lema de Yosida). Sea E un espacio de Riesz arquimediano con una unidad

u. Para cualquier a € ET, existe un homomorfismo de Riesz @ : E — R, con @(u) =1y
¢(a) = [laf..

Demostracion. Seac = ||a|l,u—a, entonces ¢ > 0, en efecto se tiene que a < |a| < ||afl,u,

de donde ||al|,u—a > 0. Definimos el conjunto
Do = {x € E: x| <tcparaalgint e (O,oo)}

46
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que es un ideal de Riesz en E segun el ejemplo (2) de los ideales de Riesz.

Siu € Dy, entonces existe un t € (0,00), tal que u < te < t(]|a|l,u— a). En efecto
u < |ul < te = t(||aljuu — a) lo que implica a < (]|alj. —t~ ", ya que

u < t(]|aljyu— a), Va
t71u < ||aHuu_ a,

lal = a < [Jayu—tT"u = (||a]ju — t ")u, es decir,

lal < (lafl, =t D (4.1)

Lo que contradice la definicion de ||all, = mf { A € [0,00) : |a| <Au}. De (4.1) |laf. —

A
t~! € A, luego por definicién del infimo, ||a||, < ||alj. —t ', es decir 0 < —t

-1 Lo cual

es una contradiccion, ya que t € (0, 00). Por tanto u ¢ Dy.

El Lema de Zorn! implica la existencia de un conjunto D, tal que Dy C D que es el

maximal entre los ideales de Riesz de E que no contienen a u. En efecto, sea
L= {D : D ideal de Riesz de E, que no contienen a u}.

Por otra parte consideremos {C;}ic1 subconjuntos de Z que estan totalmente ordenados
(cadenas) por inclusion. Luego como Dy es un ideal de Riesz de E mas pequefio que no
contiene a u, por lo tanto, Dy € Z. Asi, existe un C; tal que Dy € C;. Por otra parte
sea S ={D € Z: Dy C D}, y supongamos que los {D;} son elementos de S entonces
Uier Di es un ideal de Riesz que contiene a Do y una cota superior de los elementos de
S. En efecto, si a € [Ji¢;

entonces x € Dy por que es un ideal de Riesz, de donde se tiene que x € [J;.; Di es mas

D;i, x € E con |[x| < |a] luego existe un Dy tal que a € Dy

u ¢ (Jier Dy y claramente | J;¢; Di es un subespacio vectorial de E.
Luego por el Lema de Zorn existe un conjunto D, tal que Dy C D que es maximal

entre los ideales de Riesz de E que no contiene a u.

Sea F el espacio cociente de Riesz, es decir F = E/D y Q : E — F la aplicacion lineal

cociente es decir,

Q:E—E/D

x — Qx = [x].

Lema de Zorn. Sea Z un conjunto no vacio parcialmente ordenado, en el que toda cadena C tiene

una cota superior en Z, entonces Z posee al menos un elemento maximal.
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Recordemos que, [|a|l,u—a=c €Dy CD,yaquelc/<ccont=1asi,ce Dyué¢D,

como ||all,u— a = ¢, entonces,
Qflafiu—a)=Qc < [laf.Qu—-Qa =0+ Qa = [laf.Qu.

Y tenemos que, Qu > 0 pues E #{0}.

Si F fuera un isomorfismo de Riesz con R, entonces tiene que existir un isomorfismo
de Riesz, ® : F — R con ®(Qu) = 1. En efecto, como D es un ideal de Riesz maximal
de E entonces E/D es un espacio vectorial de dimension 1, ademés como u ¢ D es decir
Qu > 0 por lo tanto la composiciéon @ = @ o Q, donde E Lr2 R, satisface nuestros

requerimientos es decir,

<
S
||
E
O
Q
B
I

®(Qu) =1 donde AQu — A,
¢(a) = (Do Q)(a) = @(Qa) = O(]|al[uQu) = [la[P(Qu) = [|a/w.

En efecto, vamos a demostrar que F es un isomorfismo con R, para el cual supongamos
que J es un ideal de Riesz de F, por demostrar que J es {0} o F. Si | # {0} entonces Q~'(])
es un ideal de Riesz de E, que contiene a Q~'({0}) = D, es decir D C Q~'(]). Por lo
tanto, un ideal de Riesz de E, que contiene una unidad de E, s6lo puede ser ella misma.

En efecto, sea G un ideal de Riesz que contiene una unidad u € E, entonces tenemos que,
Au € G tal que A € [0, 00). Luego si,

A€ G, x€Econ x| <Au= x € G, pues G es ideal de Riesz de E.

Asi, se tiene que E C Gy G C E de donde E = G.

Por otro lado, siu € Q~'(]), entonces Q' (J) = E, por lo que vimos asi ] = Q(E) = F,
ya que Q es sobreyectiva. Por otro lado, siu € Q7 '(]) y D € Q~'(J) entonces por la
maximalidad de D, tenemos Q' (J) = D. Por lo tanto ] = Q(D) = {0}. O

Lema 4.2. Para un espacio de Riesz E, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(«) Hay un conjunto S tal que E es Riesz isomorfo a un subespacio Riesz de RS.
(B) Los homomorfismos de Riesz E — R separan los puntos de E.

(v) Sie€ kT, e+#0 existe un homomorfismo de Riesz @ : E — R con @(e) =1.

Demostracion. («) = (f). Sea S un conjunto y A un isomorfismo de Riesz de E en un
subespacio Riesz de R®, es decir tenemos a A : E — D C RS = {f/f :S — R}. Tomando

X,y € E, con x # y, entonces Ax, Ay € RS, son funciones distintas, ya que A es inyectiva.
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Asi, existe un s € S donde (Ax)(s) # (Ay)(s), es decir, teniendo a 6% : RS — R que es un
f

homomorfismo de Riesz, tal que 6°(f) = f(s), se tiene,

*(Ax) = (Ax)(s),
*(Ay) = (Ay)(s).

Asi, 6%(Ax) # 8°(Ay). Entonces la composiciéon 8% o A: E — R es un homomorfismo de

(6° 0 A)(x)
)

d
(0°0A)(y) =20

Riesz, ya que es composiciéon de homomorfismos.
A 55
ESDCRY SR

En conclusiéon para diferentes valores x e y, se tiene, (8% o A)(x) # (8° o A)(y). Asi, los

homomorfismos de Riesz 6° o A : E — R separan los puntos de E.

(B) = (). Sea S el conjunto de todos los homomorfismo de Riesz E — R. Define,
A:E—R®
X— Ax:S - R
s — (Ax)(s) = s(x),
para s € S, Ax es la funcion s — s(x) en S. A es un homomorfismo de Riesz. En efecto,
primero veamos que A es lineal:
(A +1y))(s) =s(Ax+y)
= As(x) +s(y) pues s(x) es homomorfismo de Riesz
= A(Ax)(s) + (Ay)(s)
= (?\A(x) + A(y))(s) para todo s € S,

de donde A(ax +y) = AA(x) + A(y) por igualdad de funciones.

Por otra parte, A(|x])(s) = s(|x|]) = |s(x)| = [(Ax)(s)| para todo s € S, entonces
A(Ix]) = [(Ax)|. De donde se tiene que, A(E) es un subespacio de Riesz de R®. La aplica-
cion A es inyectiva porque S separa los puntos de E. Por lo tanto la aplicaciéon A: E — A(E)

es un isomorfismo de Riesz.

(B) = (v). Dado, e € E* tal que e # 0 por hipotesis existe un homomorfismo de Riesz
¢@:E— Rcon @(e) # 0. Luego tomando los subespacios vectoriales complementarios (e)
y D del espacio de Riesz E, se tiene que, E/D es de dimension 1. Asi, cada elemento de

E/D es de la forma AQe donde A € R, luego definimos la aplicacion lineal

®:E/D - R
AQe — A.
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Luego realizamos una composiciéon de aplicaciones lineales

ESEDEBR
e— Qe
AQe — A

Asi, finalmente hemos encontrado el homomorfismo de Riesz ¢ : E — R con ¢(e) = 1.
donde @(e) = (@ o Q)(e) = D(Qe) =1.

(v) = (B). Six,y € E, con x #y, entonces |x —y| € ET y [x —y| # 0. Por hipotesis,
existe un homomorfismo de Riesz, @ : E — R con,

T=o(x—yl) =lex—y)l=lex) — @yl
Asi, @(x) # @(y) de donde concluimos que @ separa los puntos de E. O

Ejemplo 4.1. Sea E = {(xn) : [xn| < k para algin k € (0,00)} = (= el espacio de todas
las sucesiones de numeros reales acotadas con una unidad 1. Las funciones coordenadas,
Ml >R

X = X,

son homomorfismo de Riesz, donde 1(x) = 1.

En efecto, el Lema de Yosida implica que hay otros, de hecho si, a € {* con a =
(%, %, %, . ..), entonces existe un homomorfismo de Riesz @ : {* — R con @(I) =1y

@(a) =1, es decir,

¢(a) = |lally=mf {A € [0,00) : |a
= {nf {7\ €[0,00): |a

I}
g

A
A

NN

al n O : ) 1
al =sup —— =su —— ) =1

e iy Rl
Claramente @ no es una funcién coordenada.

Como una consecuencia del Lema de Yosida tenemos a:

Corolario 4.1 (Corolario de Yudin). Sea E un espacio de Riesz arquimediano de di-

mension finita, entonces E es Riesz isomorfo a RI™E,
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Demostracion. Sea N =dimE y w=Juq|+---+|un] asi, u € ET, donde {uy,...,un} es
una base de vectores de E, luego para cualquier x € E, existen los numeros {cy,...,cn}

N )
tal que, x = ) ;" ; ciuy asi,

N N

< Z lciwy| = Z e il
i—1

i=1

x| =

N
E Cily
i=1

N
< (lerl+ leal + -+ + lenl)u = <Z |cir> u.

i=1
En efecto,

lugl <u lcq] uq| < uleqly

lun| <u len] lun] < ulen|

de donde,
N N
¥ (chul < (Z rm) 3
-1 i=1

N

es decir, tenemos x| < (Z Icil )u, asi u es un unidad.
i=1
A
Asi por el Lema de Yosida para todo a € ET, existen homomorfismos de Riesz ¢ : E = R
con o(u) =1y @(a) = ||al]|u. Y por el Lema 4.2, los homomorfismos de Riesz E — R
separan los puntos de E.

Entonces si, ® = {¢/¢ : E — R homomorfismos de Riesz con ¢(u) = 1}, y E*
={¢p/@ : E — R lineal }, entonces ® C E* donde, dimE* = N. Por lo tanto existen
M<NyoQ,...,om € D tal que @ C ({@1,...,om}). De ello se sigue {@1,..., om}
separa los puntos de E. Esto significa precisamente que la aplicacion

T:E - RM
X = ((P] (X)> RS (PM(X)))
es inyectiva y es claramente lineal, asi M = N y de donde T es sobreyectiva. Y como

cada @, es un homomorfismo de Riesz, también lo es T. Entonces T es un isomorfismo de
Riesz. O
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4.2. Teorema de representaciéon Yosida

Sea E un espacio de Riesz arquimediano con una unidad .

Teorema de Yosida.

1. Recordar que una unidad u, induce una norma || - ||, en E satisfaciendo, que para
todox e EyAeR:

—Au<x<Aue X <A e |x)|e <A

2. Sea ® ={@/@:E—= R homomorfismos de Riesz tal que @(u) = 1}, es decir es el
conjunto de todas las aplicaciones @ : E — R que satisfacen:
= @ es lineal,
= ¢(x]) =le(x]], para todox € E,
= pu)=1.

3. Si @ : E — R es un homomorfismo de Riesz, entonces la desigualdad [x| < [|x|,u
implica. que @(x)) < @([xlhw). Ast, ()] < X[ @(w) y como ¢(u) =1 de donde
se tiene,

lo(x)| < ||x|][. paratodo x € E, @ € ®.

4. Por el Lema de Yosida, aplicando a a = |x|, para cada x € E existe un ¢ € ® tal
que @(x]) = ||IxI||, = Ix]l, luego se tiene [@(x)| = [Ix]..

5. Cada elemento x € E determina una funcién:

x:® — R
@ — X(@)=@(x) para todo ¢ € .

Trivialmente se verifica que U = T es decir Uu(¢@) = @(u) = 1.

6. A partir de 3. y 4. vemos que cada X esta acotada y satisface ||X|/oo = ||X]|w-

En efecto como:
1Xloo = sup{[X(@)| : ¢ € @},

entonces [x(@)| < [|X]l ¥ como X(@) = @(x), de donde se tiene ||x||. = @ (x)] <
|IX||oo- Por otra parte de 3. [x(¢@)| = [@(x)] < ||x|[. para todo x € E, ¢ € @
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entonces sup{[x(@)| : @ € @} < ||x|v es decir ||X]|oo < ||X]]. luego por antisimetria

IX]lso = [IX||.. Por lo tanto, tenemos una aplicaciéon lineal

T:E — (D)

X — X para todo x € E.

Que es una isometria en relacion a las normas ||- ||l ¥ |||/ ¥ por lo tanto es inyectiva.
Afirmamos que esta aplicacion es un homomorfismo de Riesz ya que para cada x € E

y @ € O se tiene,

(X)) (@) = (Ix]) = lox)| = K(@)| = (K])(¢), para todo ¢ € .
T(x) = x| = [kl = [T(x)I.

7. Retornando al mundo del Teorema de Alaoglu. En R® consideramos la topologia
producto. Bajo la norma || - |, E es un espacio vectorial normado. Como tal tiene
un espacio vectorial conjugado E' = {@/¢@ : E — R lineal y continua } dotado de

una norma que se define como:
|@ll;, = inf {s € [0,00) : |@(x)| < s||x|}, para todo x € E}.

Asf en nuestro caso el conjunto, S = {f € E": [|f||, < 1} es compacto en RF segitin
el teorema de Alaoglu?. Por (3.) afirmamos que @ estd contenida en S, es decir si
@ € @ entonces @ : E — R es lineal y como |@(x)| < ||x]|w luego ¢ es continua asi,

@ € E’ y ademas se tiene que, [|@]|/, < 1.

Por otra parte podemos ver que @ es precisamente la intersecciéon de S con el con-
junto,

() {e €R": o(x) =lox)[} N {® € R": (u) =1}.

x€k
Este tltimo conjunto es cerrado en RE. Por lo tanto @ es compacto en RE. En efecto

estamos afirmando que:

©=SN[[){ecR": o(x) =loX)} N {@ € RF: @(u) =1}].

x€E

8. Ahora vamos a dotar a @ con la topologia inducida por RE. Sea E= {Q I X E E},

que es un subespacio de Riesz de R?, y Riesz isomorfo a E. Luego por definicién de

2El teorema del Alaoglu (Sea E un espacio vectorial normado. Entonces el conjunto
{f el : |If]]f <1} es w’'-compacto)(ver C.1 apéndice).
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topologia producto, cada X es continua, asi E es un subespacio de Riesz de C(®).
Por otra parte si @, € ® y @ # 1, entonces de supuesto existe un x € E con
@(x) # W(x). Vemos que E separa los puntos de @, con T=1u € E.

Ahora podemos acudir al Stone-Weierstrass. 3 De donde concluimos que E es denso
en C(D).

Recopilando los resultados obtenemos:

Teorema 4.1. (Teorema de representacion de Yosida) Sea E un espacio de Riesz

arquimediano con una unidad W, y
O ={p/@:E—=R homomorfismo de Riesz tal que @(u) =1},
topologizando ® como un subconjunto de RE. Para cada x € E sea la funcion,

x:® = R
@ — x(@)=@(x) para todo @ € ©.

Definamos el conjunto E= {55: X € E}. Entonces:

1. @ es un espacio de Hausdorff compacto.
2. E es un subespacio de Riesz denso en C(®) (bajo la norma || - ||o)

3. La aplicacion lineal

TEELFE

X — X para todox € E,

es un isomorfismo de Riesz, con W =T y ||X||oo = ||X]lu (x € E).

El conjunto @ es llamado espacio de representacion Yosida de E.

3Teorema B.1 Stone-Weierstrass:

Sea X compacto y D un subespacio vectorial de C(X) que satisface las condiciones:
(a) Sia,beX, a#bya,p R, existeun f €D con f(a) = «, f(b) = p.
(b) Para cualquier f € D = |fl € D 0 feD=f2ecD.

Entonces D es denso en C(X) (relativo a la norma || - ||« ) (ver apéndice B).
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A.1. Propiedades en un espacio vectorial normado
Definicion A.1. Una norma en un espacio vectorial E, es una funcion

|-[|:E—=R

x = x|,
que satisface las siguientes condiciones:
1. ||x][=0<x=0 para todo x € E,
2. |lax|| = |l ||x|| para todo x € E, a« € R,
3. lx+yll < lIx[[ +llyll - para todo x,y € E.
Decimos que el par (E, || -||) en un espacio vectorial normado.

Observacion A.1. 1. Si || - || es una norma en E y D un subespacio vectorial de E,

entonces la restriccion de || - || @ D es una norma en D.
2. Una norma || - || en B induce una métrica d que es definida por
d(x,y) = ||[x —y|| para todo x,y € E.
Donde d es llamada distancia inducida por la norma || - ||.

Para cualquier conjunto X, £>°(X) denota el espacio vectorial de todas las funciones

acotadas en X. La norma del supremo en £*(X) es definida por:

1f]leo = sup {If(x)|: x € X}, € €>(X).

95
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A.2. Funciones Continuas y convergencia uniforme

Sea X un conjunto y sean g, f, fz,... funciones en X. Se dice que f,, — g uniforme-

mente si para todo € > 0 existe un ny € N tal que
n>mng, x€X=|fr(x)—gx)| <e.
De este modo la convergencia es asociada con la norma || - ||. En efecto,
fn — g uniformemente < ||fy — gljeo — 0.

Demostracion. Observe que para f,g: X — R y € > 0 la expresion |f(x) — g(x)| < €, para
todo x € X implica que f — g € £°(X) y es equivalente a ||f — g/, < €. O

Teorema A.1l. Sea X un espacio topoldgico y g,ft1,f2,... funciones en X. Suponga que

cada f, es continua y que fr, — g uniformemente. Entonces g es continua.

Definiciéon A.2. Un espacio vectorial normado es de Banach si es completo con respecto

a la métrica inducida por la norma.

Recordemos que un espacio métrico es “completo” si toda sucesion de Cauchy converge.

Mientras que en un espacio métrico, una sucesion (x, )ney es de “Cauchy” si
Ve > 0, 3N tal que si myn = N = [[xm — Xn|| < € 0 d(xm,Xn) < €.

Teorema A.2. 1. Si X es cualquier conjunto, entonces {*°(X) es un espacio de Banach

bajo la norma || - ||o-

2. Si X es un espacio topoldgico, entonces BC(X) es un espacio de Banach bajo la norma

- lloo-

Teorema A.3 (Teorema de Hanh - Banach). Sea D un subespacio vectorial de un

espacio vectorial normado E y sea f: D — R lineal tal que
If(x)| < ||x||  para todo x € D.

Entonces f tiene una extension lineal f: E — R con [f(x)| < ||x|| para todo x € E.

Corolario A.1. Sea E un espacio vectorial normado y a € E, a £ 0, entonces existe un
fEE confla) =|af, [If]'=1.
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B.1. El teorema de Stone-Weierstrass

Un resultado importante en el analisis elemental es el teorema de Weierstrass, afirmando
que, en un intervalo cerrado acotado toda funcién continua se puede aproximar de manera
uniforme por funciones polinémicas, ahora veremos una extension de este resultado. El
teorema en si se encuentra fuera de nuestra esfera de interés, pero es crucial para los

teoremas de representacion.

Lema B.1. Definamos las funciones polinomicas Py, P2, ... en [—1,1] dadas por
Pi(t) =0 para todo t € [—1,1],
1
Poi1(t) =Po(t) — E(Pn(t)2 — tz) para todot € [—1,1], n € N.

Entonces la sucesion (P )nen converge a la funcion t — |t| uniformemente en [—1,1].

Demostracion. Primero recordemos el Teorema de Dinis que menciona lo siguiente:
Sea X un espacio compacto y f1,f2,... funciones continuas X — R tal que, para todo
x € X,

fi(x) > fa(x) > -+ ylimf,(x) =0.

Entonces f,, — 0 uniformemente, es decir, para todo € > 0 existe un N tal que f, (x) < €
para todon > N yx € X.
Luego una aplicacion del Teorema de Dinis a las funciones t — [t| — P,,(t) es suficiente

probar que para todo a € [—1,1]:
Pi(a) < P2(a) < -+ y Pu(a) — lal.

Por tanto, para a € [—1,1]. Definimos g : R — R dada por

1
gx) =x— E(xz — a?) para todo x € R,

o7
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tenemos que Ppy1(a) = g(Pn(a)).

Note que g(|al]) =lal, g(0) = 0y g es creciente en el intervalo [0, |al]. De ahi se deduce
que la aplicacion g : [0, |a|] — [0, |a|] es creciente. Entonces los ntimeros 0, g(0), g (g(O)),
forma una sucesion creciente en [0, |a|], que converge a un punto b de [0, |a|] con g(b) = b.
Esto significa precisamente que (Pn(a))TL es una sucesion creciente en [0, |al] convergiendo
a un punto b de [0, ]al] que satisface b?> = a? y por lo tanto debe ser |al.

U

Teorema B.1 (Teorema de Stone-Weierstrass). Sea X compacto y D un subespacio

vectorial de C(X) que satisface las condiciones (a) y (b):
(a) Sia,be X, a#bysia P R, entonces existe un f € D con f(a) = «, f(b) = B.
(b) Para cualquier f € D = [f| € D o feD=f2eD.

Entonces D es denso en C(X) (relativo a la norma || - || )-

Demostracion. (I) Asumimos que si, f € D = |[f| € D. Observe que para s,t € R,
sVt =max{s,t}, s /At = min{s,t} y s* = sV 0. Por otra parte para las funciones
f,gen C(X), fV g, fAgy f" estan definidas como:

x = f(x)V g(x), x = f(x) Ag(x)y x — f(x)*.

Asi,
siff geD=fVgeD, fAgeD,

donde el supremo e infimo estédn definidas como:

1 1 1 1
fVg=sft+gl+slf—gly fAg=5(f+g)—5If—gl

Sean h € C(X) y € € (0,00). Termina la demostraciéon si encontramos un f € D tal
que |[h—f|lw < €, es decir, h— el < f < h+ el. Tomando cualquier punto a € X,
sea Do ={j € D: j(a) = h(a)}, donde D, es un subespacio vectorial de C(X) .
Luego por hipotesis a), para cada b € X, existe un j en Dy con j(b) = h(b), de
donde, j(b) > h(b)—e. En consecuencia los conjuntos abiertos {x : j(x) > h(x)—¢€},
donde j corre a través de D, cubre X. Por compacidad existen ji,...,jn en Dy tal

que,
N

U&x:ix) >hix) —ep=X.
n=1

Haciendo g = j; V - -+ V jN, nosotros encontramos g € D, tal que g(a) = h(a), y
g(x) > h(x) — € para todo x € X. Sea D> ={g € D: g > h— el}. Por lo anterior,
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para cada punto a € X hay un g € D>, con g(a) = h(a) entonces g(a) < h(a)+e.
De ello se desprende que los conjuntos abiertos {x : g(x) < h(x) + €}, donde g corre

a través de D¢, cubre X. Por lo tanto existen g1,...,gm € D> tal que,

M
U {x: gm(x) <h(x)+e}=X.
m=1

Entonces haciendo f = g;/\- - -/Agn, encontramos f € D, tal que verifica la propiedad,
h—ell<f<h+el

(IT) Ahora supongamos que si f € D = 2 € D. Sea D la clausura de D en C(X) (relativo
a la norma || - ||« ). Es sencillo verificar que D es un subespacio vectorial de C(X) y
que

fe D= f*eD.

A través de la identidad
2fg = (f + g)? — > — g2, esto implica que si f,g € D = fg € D.

De donde f € D = P(f) € D para cada polinomio con p(0) = 0. Tomando P, (n € N)
como en el lema B.1 y observe que P,(0) = 0 para cada n. Por lo tanto, si f € D
v [flle < 1, entonces P, (f) € D para cada n, asi |[f| € D porque P,(f) — [f]
uniformemente, por lema B.1. De ello se sigue que |f| € D para cada f € D. Luego
aplicando la propiedad (I) al espacio D. Concluimos que D es denso en C(X).

O
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C.1. Espacios vectoriales Normados y la w’-topologia

Sea E un espacio vectorial normado, con una norma ||-||. Luego definimos el espacio dual
topologico E' ={@/¢@ : E — R lineal y continua } que es un espacio vectorial normado, es

decir para cada f € E/ podemos asignar un ntmero ||f||” por:
If]|" = inf {s € [0,00) : [f(x)| < s||x|| para todox € E}.

Si f:E — R es una funcién lineal para el cual existe un numero s € [0,00) tal que
If(x)| < s||x|| para todo x € E, entonces f es continua. De donde obtenemos la topologia
débil en E’, generalmente llamado la w’ - topologia (o a veces w* - topologia). Una red

(fo)aea en B/, W’ - converge a un elemento f de E’ si y solo si
fo(x) — f(x) para todo x € E.

De manera similar vamos a utilizar términos como “w’ - continua” o w’ - cerrado”. Observe
que la w’ - topologia es automéaticamente de Hausdorff y se puede demostrar que es

metrizable solo si E es de dimensién finita.

1. Para cada f € E/ podemos asignar un namero ||/f||’ por,

|f]|" = inf {s € [0,00) : [f(x)| < s||x|| paratodox € E}.

Entonces
If(x)| < ||If||'[|x]] para todox € E,f e E’,
If(x) —f(y)l < |IfIl'llx —yl|| paratodox,y €, fek'
2. La funcioén || - ||’ es una norma en E’.

60
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3. Teorema (Si E no es solo {0}). Para todo x € E existe f € E’ tal que f(x) = ||x]|,

||If]|” = 1. Este es un caso especial del teorema de Hahn-Banach.
4. Se deduce que E’ separa los puntos de E.

5. En E’, la convergencia en el sentido de la norma || - ||” implica w’— convergencia. En

general, los dos son bastante diferentes.

Definiciéon C.1. Sean E y F espacios vectoriales normados con las normas || - |[e y || - [|F,
respectivamente. Se dice que E es isométricamente isomorfo con F si existe una biyeccion
lineal T: E — F con

| Txllr = |Ix|le  para todo x € E.

Tal T se llama isometria lineal de E en F, siendo una isometria con respecto a la métrica

determinada por la norma.

C.2. Teorema de Alaoglu

Teorema C.1 (Teorema de Alaoglu). Sea E un espacio vectorial normado. Entonces
el conjunto {f € E": ||f||" < 1} esw’ - compacto (es decir, compacto en relacion con la w’
- topologia en E’).

Demostracion. Vamos a llevar una serie de pasos, cada paso es elemental a excepcion de

la aplicaciéon del Teorema de Tychonoff. Imponemos la topologia producto en RE.

(I) Para todo x € E la funcion f + f(x) (f € RE) es continua.

(IT) Six,y € E, entonces el conjunto {f € R : f(x) + f(y) = f(x +y)} es cerrado en RE.
(IIT) El conjunto L = {@/@ : E — R funciones lineales } es cerrado en RE.

(IV) Definimos

A=TTI=IxlIxI]-

x€E

Por el teorema de Tychonoff, A es compacto en la topologia producto.

(V) A es el subconjunto de { f € RE : [f(x)| < ||x|| paratodo x } de RE. La topologia
producto de A, es la restriccion a A de la topologia producto de RE. Por lo tanto A

es compacto como subconjunto de RE.

(VI) {f € E': ||f||" < 1} es precisamente L N A, por lo tanto es compacto en RF.
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(VII) E’es un subconjunto de RE y law’ - topologfa de E’ es la restriccion de la topologia
producto de RF. Por lo tanto {f € E: ||f||’ < 1} es W’ - compacto.
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