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Por: Paola Geovanna Patzi Aquino
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RESUMEN

El presente trabajo desarrolla conceptos del análisis en superficies y variedades tales

como los teoremas impĺıcitos, el concepto de transversalidad. Dada la relación del resul-

tado central con la geometŕıa diferencial es importante estudiar el concepto de Campos

Vectoriales y su relación con las curvas integrales que luego son generalizados como Dis-

tribuciones.

El trabajo consiste en estudiar la estructura de la órbita de una familia de campos de

vectores.

Consideramos una familia de campos de vectores sobre una variedad diferenciable.

Cada campo de vectores define un flujo.

Haciendo todas las composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, se obtiene

un conjunto de difeomorfismos locales en una variedad diferenciable. Y este conjunto en

un punto define:

Para cada x en M la órbita de x, o el conjunto de puntos alcanzables a partir de x,

siguiendo trayectorias de la familia de campos de vectores, es dado por

GΣ(x) = {q ∈M, existe Φ ∈ GΣ, con q = Φ(x), x ∈ domΦ}.

La relación y ∼ x definida por y ∈ GΣ(x), es una relación de equivalencia en M. Las

clases de equivalencia de esa relación de equivalencia son las diferentes órbitas.

De manera equivalente se muestra que el estudio de las órbitas como las foliaciones,

están ı́ntimamente relacionadas con las distribuciones. Es decir el estudio de las órbitas se

reduce al estudio de distribuciones con singularidades

El trabajo consiste en mostrar la existencia de variedades integrales maximales para

distribuciones caracteŕısticas, posteriormente vemos que las órbitas tangentes a una distri-

bución coinciden con las variedades integrales maximales, para luego ver que estas clases

son subvariedades inmersas casi-regulares; esto con el estudio de las foliaciones.

Hasta ahora se mencionó que las orbitas tangentes a una distribución caracteŕıstica son

subvariedades casi-regulares. Pero la pregunta es ¿Qué pasa con aquellos que no lo son? La

idea consiste es construir una distribución más amplia que contenga a todos los campos

de vectores. La cual es una distribución caracteŕıstica. Y con los resultados anteriores

podemos concluir que la órbita de una familia de campos de vectores es una subvariedad

inmersa casi-regular. Que es conocido como el TEOREMA DE ÓRBITA.
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Introducción

La teoŕıa de Control es un área de la matemática que se ha convertido en una fuente de

formalización y rigurosidad de muchos conceptos que son aplicados en diversas teoŕıas. Su

carácter aplicativo a diversas situaciones mecánicas, electrónicas, económicas, etc., hacen

de esta teoŕıa un área atractiva de estudio.

Son diversos los temas que se puedes estudiar en esta área, tales como la controlabilidad,

observabilidad y la optimización como temas macros dentro esta teoŕıa.

En el marco del problema de controlabilidad, una condición necesaria es referente a

la accesibilidad a estados próximos en tiempos pequeños, la cual puede expresarse ma-

temáticamente con una caracterización topológica respecto al conjunto de puntos por

donde recorre la solución del sistema de control, este conjunto es llamado ”órbita” y la

condición topológica es dada por, pedir que la órbita tenga interior no vaćıa.

La estructura de una órbita en un sistema de control es importante por las propiedades

que da ella, se pueden extraer para conocer la condición de controlabilidad que puede tener

el sistema.

El presente trabajo estudiara la estructura de una órbita asociada a un sistema.

Sea Σ una familia de campos de vectores sobre una variedad diferenciable M . Cada

campo de vectores (ecuación diferencial ordinaria) X ∈ Σ define un flujo Xt en M . Eso

significa que X(t), para t en un intervalo del tipo (−α, ω) ⊂ R, α > 0, ω > 0, es un difeo-

morfismo local local de M (esto es, un difeomorfismo entre abiertos de M) que satisface

Xt+s = Xt ◦Xs y X0 = id. Las curvas t 7→ Xt(x), x ∈M , son las soluciones de la ecuación

diferencial ẋ = X(x) con condición inicial x. En otras palabras, la trayectoria a partir de x

del campo X en el instante t pasa por Xt(x). Lo interesante aqúı es tomar concatenaciones

de trayectorias de campos de vectores en Σ por tanto se debe considerar composiciones de

difeomorfismos locales del tipo Xt con X variando en Σ.

Haciendo todas las composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, se obtiene

un conjunto

GΣ = {X1
t1
◦ · · · ◦Xk

tk
: ti ∈ R, X i ∈ Σ, k ≥ 0}

de difeomorfismos locales de M . Ese conjunto es un grupo.

Para x ∈ M la órbita de x por Σ, o el conjunto de puntos alcanzables a partir de x,

siguiendo trayectorias de Σ, es dado por

GΣ(x) = {q ∈M, existe Φ ∈ GΣ, con q = Φ(x), x ∈ domΦ}.

ii
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La relación y ∼ x definida por y ∈ GΣ(x), o sea x e y están en una misma órbita, es una

relación de equivalencia en M . Las clases de equivalencia de esa relación de equivalencia

son las diferentes órbitas de Σ. Un resultado fundamental es que esas clases de equivalencia

forman una distribución con singularidades. Eso significa que las clases de equivalencia son

subvariedades de M .

La órbita de una familia de campos de vectores, como se definió más arriba es el con-

junto de todas las concatenaciones de trayectorias de campos vectoriales. Una propiedad

básica de la familia de campos de vectores es que sus órbitas tienen estructura de variedad,

este hecho es conocido como el ”teorema de órbitas”(Las órbitas de una familia de campos

de vectores son subvariedades inmersas casi-regulares).

El Teorema de órbitas fue desarrollado en el art́ıculo de Hector Sussman en 1973.

Donde se afirma que las órbitas de una familia de campos de vectores tienen la estructura

de variedad diferenciable con topoloǵıa propia. El Teorema fue de mucha ayuda para el

avance de la Teoŕıa de Control; y actualmente es un referente muy importante. Varios

matemáticos dieron su propia versión y demostración del teorema de órbitas, podemos

mencionar a Stefan (1974) quien presento una prueba independiente a la de Sussman.

Todos los trabajos persiguen el mismo objetivo, el problema de accesibilidad que es una

condición necesaria para la controlabilidad.

De manera equivalente se puede ver que el estudio de las órbitas como las foliaciones,

están ı́ntimamente relacionadas con las distribuciones. Es decir el estudio de las órbitas se

reduce al estudio de distribuciones con singularidades.

Para una mejor comprensión. En el caṕıtulo 1 estará dedicado a estudiar conceptos y

teoremas impĺıcitos en variedades diferenciales, resaltando el concepto de una subvariedad

casi-regular concepto que es de importancia para la demostración de nuestro teorema, tam-

bién se verá,¿bajo que condiciones la preimagen de una subvariedad es una subvariedad?.

Además se vera que una variedad diferenciable (en el desarrollo de este trabajo se toman

a variedades Hausdorff y Segundo de Numerables) es un espacio métrico, introduciendo la

teoŕıa de métricas riemannianas.

En el caṕıtulo 2 hacemos mención sobre los Campos de Vectores y sus flujos asociados;

entendamos la palabra campo, en el sentido análogo al que tiene al hablar de un campo de

hierba: en cada punto del suelo nace una brizna de hierba. Un campo de vectores, definido

en una variedad diferenciable M, consiste en fijar un vector X(p), tangente aM en p, para

cada punto p de M , aśı de manera natural un campo de vectores define una ecuación dife-

rencial, donde sus soluciones forman el flujo de un campo vectorial. Además de introducir

el concepto distribuciónes (entendamos la distribución como un subespacio del espacio

tangente de la variedad), tales como las distribuciones integrables(variedades integrales),

diferenciables y caracteŕısticas; y ver la relación que hay entre estas definiciones.

En el caṕıtulo 3 introducimos los conceptos y definiciones de la noción de foliación y

se muestra que las variedades integrales forman una foliación. Mostrando aśı, el teorema

de órbitas.

Carrera de Matemática 3 U.M.S.A.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo estudiaremos los teoremas de las Formas Locales de las Inmersiones

y de las Submersiones en variedades, los cuales nos dicen la forma que tienen cierto tipo

de aplicaciones en variedades. Y un objetivo principal de este caṕıtulo es introducir el

concepto de subvariedad.

Sean M y N variedades diferenciales y f :M → N una aplicación diferenciable.

Teorema 1.0.1. (El Teorema de la Función Inversa) Sean M y N variedades diferen-

ciables de clase Cr, r ≥ 1, y f : M → N una aplicación Ck, 1 ≤ k ≤ r. Entonces

Df(p) : TpM → Tf(p)N es un isomorfismo si, y solo si, existe una vecindad W de p en M

tal que f |W : W → f(W ) es un difeomorfismo.

Demostración. Sean (U, ϕ) y (V, ψ) cartas de las estructuras diferenciables de M y N ,

respectivamente, con p ∈ U y f(U) ⊂ V . Como Df(p) : TpM −→ Tf(p)N es un isomor-

fismo, la aplicación, D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) : Rm −→ R
n es también un isomorfismo, pues

Df(p) = (ψ)−1 ◦D(ψ ◦ f ◦ϕ−1)(ϕ(p)) ◦ϕ, luego D(ψ ◦ f ◦ϕ−1)(ϕ(p)) = ψ ◦Df(p) ◦ (ϕ)−1.

Luego por el teorema de la función inversa en espacios euclidianos 1, existe una vecindad

abierta W ′ ⊂ ϕ(U) tal que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 |W ′: W ′ −→ ψ ◦ f ◦ ϕ−1(W ′) es un difeomorfismo.

Tomando W = ϕ−1(W ′) ⊂ U , f |W = (ψ−1 ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) ◦ ϕ) |W es un difeomorfismo

desde W ⊂M sobre f(W ) ⊂ N .

❏

1.1. Inmersiones

Definición 1. Sea N y M variedades diferenciables. Una inmersión f : M → N es una

aplicación diferenciable tal que dfx es inyectiva para todo x ∈ M .

1Teorema de la función inversa en espacios euclidianos : Sean U ⊂ Rm un abierto y f : U → Rm una

aplicación Ck, tal que un punto x0 ∈ U , la derivada f ′(x0) : R
m → R

m es un isomorfismo. Entonces f

aplica difeomorficamente una vecindad menor V de x0 sobre una vecindad W de f(x0).

1



1.1. INMERSIONES 2

Si f : M → N es una inmersión, entonces para cada p ∈ M , existen sistemas de

coordenadas (U, ϕ), (V, ψ) con p ∈ U y f(U) ⊂ V , tales que los siguientes diagramas

conmutan,

VU

ϕ(U) ψ(V )

f

ψ

fϕψ

ϕ

Tf(p)NTpM

Rm
Rn

Df(p)

ψ

Dfϕψ(ϕ(p))

ϕ

de donde Df(p) es inyectiva si, y sólo si, Dfϕψ(ϕ(p)) es inyectiva. Por lo tanto, f es

una inmersión Cr si, y sólo si, para cada p ∈ M existen sistemas de coordenadas (U, ϕ)

en M con p ∈ U y (V, ψ) en N con f(U) ⊂ V , tales que D(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)(ϕ(p)) : Rm → Rn

es inyectiva.

Ejemplo 1. 1. Sea f : R → R2, f(t) = (cos(t), sin(t)), entonces f es una inmersión

C1. En efecto, para t ∈ R,
df(t)

dt
= (−sin(t), cos(t)) 6= 0. Como Df(t)λ = λ

df(t)

dt
,

llamando v =
df(t)

dt
, se tiene Df(t)λ = λv y la aplicación lineal Df(t) : R →

R2, λ→ λv, es inyectiva.

2. Sean M y N variedades, dados p ∈M y q ∈ N , las aplicaciones iq :M →M ×N y

jp : N → M ×N , iq(x) = (x, q), jp(y) = (p, y) son inmersiones Cr.

En efecto, dado (x, y) ∈ M × N se tiene Diq(x) : TxM → TxM × TqN y Djp(y) :

TyM → TpM × TyN son dadas por Diq(x)u = (u, 0) y Djp(y)v = (0, v) y es claro

que ambas son inyectivas.

3. La curva f : R → R
2, f(t) = (t, |t|), dada no es una inmersión (el valor absoluto no

es diferenciable en cero).

Teorema 1.1.1. (Forma Local de Inmersiones). Sean M y N variedades diferenciales

Cr, r ≥ 1. Sea f : M → N una inmersión Ck, 1 ≤ k ≤ r. Entonces para cada p ∈ M ,

existe un sistema de coordenadas ϕ : U ⊂ M → Rm, p ∈ U , y un difeomorfismo Ck

φ : V ⊂ N → R
n = R

m×R
n−m, V ⊂ N abierto, f(U) ⊂ V , tales que φ ◦ f ◦ϕ−1 : ϕ(U) ⊂

Rm → Rm × Rn−m es la aplicación inclusión, i : ϕ(U) → ϕ(U)× {0}, i(x) = (x, 0).

Demostración. Dados cualquier sistemas de coordenadas ϕ : U → Rm enM y ψ : V → Rn

en N , con p ∈ U y f(U) ⊂ V . Entonces ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → ψ(V ) ⊂ Rn es una

inmersión Ck y por el teorema de la Forma Local de Inmersiones en espacios euclidianos2,

2Forma local de inmersiones: Sean U ⊂ Rm un abierto y f : U → Rm+n una aplicación de clase

Ck, k ≥ 1. Suponga que un punto x ∈ U la derivada f ′(x) : Rm → Rm+n es inyectiva. Entonces f se

comporta localmente como la inclusión. Con esto queremos decir que: existen abiertos V,W,Z, con

f(x) ∈ Z,Z ⊂ R
m+n

Carrera de Matemática 3 U.M.S.A.



1.1. INMERSIONES 3

existe un difeomorfismo Ck, h : ψ(V ) → ϕ(U) ×W ⊂ Rm × Rn−m, donde W ⊂ Rn−m

es un abierto con 0 ∈ W , tal que h ◦ (ψ ◦ f ◦ ϕ−1) = i, tomando φ = h ◦ ψ se tiene que

φ : V → φ(V ) es un difeomorfismo Ck, el cual satisface el teorema.

VU

ϕ(U) ψ(V )

f

ψ

φ ◦ f ◦ ϕ−1

ϕ

ϕ(U)×W

h

❏

Proposición 1. Sea f : M → N una inmersión de clase Ck. Una aplicación g : P → M

es de clase Ck si, y solamente si, g es continua y la aplicación compuesta f ◦ g : P → N

es de clase Ck(k ≥ 1).

Demostración. Supongamos que g sea continua y que f ◦ g ∈ Ck. Por el teorema 1, para

cada p ∈ P existen un sistema de coordenadas ϕ : U → Rm en M , con g(p) ∈ U , y un

difeomorfismo de clase Ck, ψ : V → R
m × R

n−m, (V ⊂ N abierto) tales que f(U) ⊂ V y

fϕψ = ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rm → Rm × Rn−m es de la forma fϕψ(w) = (w, 0). Como g es

continua, podemos encontrar un sistema de coordenadas φ : Z → R
r en P , con p ∈ Z, tal

que g(Z) ⊂ U . Por tanto (f ◦ g)φψ = ψ ◦ f ◦ g ◦ φ−1 : φ(Z) → Rm × Rn−m tiene sentido y

es de la forma (f ◦ g)φψ = (gφϕ, 0). Como f ◦ g ∈ Ck, se sigue que (f ◦ g)φψ ∈ Ck, luego

gφϕ ∈ Ck. Conclusión g ∈ Ck.

La rećıproca es obvia. ❏

De la misma forma como definimos el rango de una aplicación diferenciable en espacios

euclidianos podemos definir el rango de una aplicación diferenciable entre variedades como

sigue:

Definición 2. Sean M y N variedades Cr, r ≥ 1. El rango de una aplicación diferenciable

f : M → N en un punto p ∈ M es el rango de Df(p) : TpM → Tf(p)N . Usaremos la

notación, rang(f)(p), para denotar el rango de f en el punto p.

Observación 1. Si f tiene rango r en un punto x ∈ U , entonces existe una vecindad abierta

V ⊂ U de x, tal que, para cada y ∈ V , rang(f)(p) ≥ r

x ∈ V, V ⊂ U ⊂ R
m

0 ∈W,W ⊂ R
n

y un difeomorfismo de clase Ck, h : Z → V ×W tal que (h ◦ f)(x) = (x, 0) para todo x ∈ V

Carrera de Matemática 3 U.M.S.A.



1.2. SUBVARIEDADES 4

1.2. Subvariedades

En esta sección discutiremos dos tipos de subvariedades de una variedad diferenciable.

Este término es usado en más de un sentido en la bibliograf́ıa; sin embargo, todos coinciden

en que una subvariedad N de una variedad diferenciable M es un subconjunto que a su

vez es una variedad diferenciable. La confusión surge de que si debeŕıa o no requerirse que

fuera un subespacio topológico de M , esto es, que tenga la topoloǵıa relativa. Para esto

adoptaremos la definición siguiente:

Definición 3. Si f : M → N es una inmersión inyectiva, el conjunto L = f(M) es

llamado subvariedad inmersa de M .

Observación 2. N ⊂ M es una subvariedad inmersa de M si la aplicación inclusión j :

N →M es una inmersión inyectiva.

En ese caso la aplicación M → f(M) es biyectiva, lo que permite transferir una es-

tructura diferenciable de M a f(M), denominada la estructura intŕınseca. La topoloǵıa a

esa estructura diferenciable es llamada la topoloǵıa intŕınseca de la subvariedad.

Otra topoloǵıa natural de la subvariedad inmersa f(M) ⊂ N es la topoloǵıa inducida,

como subconjunto de N .

Es decir; en f(M) existen dos topoloǵıas naturales:

Topoloǵıa intŕınseca que es dada por la topoloǵıa de M ; es decir

U ∈ T
f(M)
intr si y sólo si f−1(U) es abierto en M

Topoloǵıa inducida en L como subconjunto de N ; es decir

U ∈ T
f(M)
ind si y sólo si U = f(M) ∩ V para algún abierto V en N.

Como una inmersión f es una aplicación continua, todo abierto de la topoloǵıa inducida

es un abierto intŕınseco, es decir

Tind ⊂ Tintr

En efecto, sea U ∈ Tind entonces U = f(M) ∩ V para algún abierto V en M . Como

f :M → N es continua f−1(V ) es abierto en N . Luego

f−1(U) = f−1(f(M)) ∩ f−1(V ) =M ∩ f−1(V ) = f−1(V )

esto es U ∈ Tintr.

En general las dos topoloǵıas son diferentes.

Cuando la aplicación f : M → N es un homeomorfismo sobre su imagen f(M),

L = f(M) será llamada subvariedad regular o subvariedad mergullada. Es decir:

Definición 4. El par f(M) ó (f,M) es una subvariedad regular o subvariedad mergullada

de N si:

Carrera de Matemática 3 U.M.S.A.



1.2. SUBVARIEDADES 5

1. f :M → N es una inmersión inyectiva,

2. f : M → f(M) ⊂ N es un homeomorfismo de M sobre su imagen f(M), con la

topoloǵıa como subespacio de N .

Donde f : M → N será llamada inmersión regular o mergullada. La siguiente propo-

sición nos dice que si la subvariedad es regular entonces la topoloǵıa inducida e intŕınseca

coinciden.

Proposición 2. Si L = f(M) es una subvariedad regular o mergullada de M . Entonces

Tind = Tintr

Demostración. Como f(M) es una subvariedad regular entonces f : M → N es una

inmersión inyectiva y un homeomorfismo sobre su imagen, f(M) con la topoloǵıa inducida

de N ,

Aśı

U ∈ Tintr ⇒ f−1(U) es abierto en M

⇒ f(f−1(U)) = U es abierto en f(M)

⇒ U = f(M) ∪ V, para algún V abierto en N

⇒ U ∈ Tind

❏

Ejemplo 2. 1. La aplicación f : R → R
3,dada por f(t) = (cos t, sin t, t), es una inmer-

sión inyectiva para todo t ∈ R. Por consiguiente, su imagen f(R), una hélice circular

con eje OZ, es una subvariedad de R
3. Además f es un homeomorfismo sobre su

imagen, considerando en ésta la topoloǵıa inducida por la de R3, por lo que f es una

inmersión mergullada y f(R) es una subvariedad mergullada.

2. Sea f : R → R
2 definida por f(t) = (cos t, sin t). Se trata de una aplicación inmersa.

Sin embargo no es inyectiva, ya que los puntos t = 2kπ+ t0 tienen la misma imagen

para cualquier entero k. Se trata de una inmersión, pero el par (R, F ) que describe

la circunferencia unidad S1 en R2 no representa una subvariedad.

Proposición 3. Sean M una variedad Cr y N un subconjunto de M . Supongamos que

para cada p ∈ M exista un sistema de coordenadas ψ : V → Rm en M , con p ∈ V , y una

aplicación inyectiva ϕ : N ∩V → Rn tales que ϕ(N ∩V ) es abierto y ψ◦ϕ−1 : ϕ(N ∩V ) →

Rm es un mergullo de clase Ck en N . Entonces existe una estructura de variedad Ck en

N que se torna una subvariedad de clase Ck de M .

Demostración. Dotando a N la topoloǵıa inducida por la de M(los abiertos en N son

V ′ = N ∩ V con V ⊂M). Cada aplicación

ϕ = (ψ ◦ ϕ−1)−1 ◦ ψ : N ∩ V → x(N ∩ V )
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será un homomorfismo(pues (ψ◦ϕ−1)−1 y ψ lo son). La colección de todas estas aplicaciones

ϕ : N ∩ V → x(N ∩ V )

es un atlas de clase Ck en N . En efecto, Sean

ϕ : N ∩ V → R
n se relaciona con ψ : V → R

m

ϕ1 : N ∩ V1 → R
n se relaciona con ψ1 : V1 → R

m

y si M ∩ V ∩ V1 6= ∅, entonces

ϕ1 ◦ ϕ
−1 = (ϕ1 ◦ ψ

−1
1 ) ◦ (ψ1 ◦ ψ

−1) ◦ (ψ ◦ ϕ−1) ∈ Ck

Aśı existe una estructura de variedad Ck en N . ❏

A siguiente proposición presenta una caracterización sobre las subvariedades mergulla-

das o regulares. Una condición mucho más sencilla para verificar que, un subconjunto de

una variedad diferenciable es una subvariedad diferenciable.

Teorema 1.2.1. Sea Mm una variedad de clase Cr. Un subconjunto N ⊂ M es una

subvariedad mergullada de dimensión n y de clase Ck (k ≤ r) si, y sólo si, la siguiente

condición es satisfecha: Para todo x ∈ N existen (i) una vecindad V de x en M . y (ii) un

difeomorfismo ψ : V → R
m × R

n−m tal que ψ(V ∩N) ⊂ R
m × {0}.

Demostración. Supongamos que N ⊂ M es una subvariedad regular Ck entonces la apli-

cación inclusión i : M → N es una inmersión inyectiva y un homeomorfismo sobre su

imagen. Entonces por el teorema de forma local de inmersiones, para cada p ∈ M , existe

un sistema de coordenadas

ϕ : U → R
m

en p ∈ U y un difeomorfismo Ck ψ : V → Rm × Rn−m, con V ⊂ N abierto , U ⊂ V y

ψ ◦ϕ−1 : ϕ(U) → ϕ(U)×{0} ⊂ Rm×Rn−m es la aplicación inclusión. Luego tenemos que

ψ(N ∩ V ) ⊂ Rm × {0}.

El rećıproco resulta inmediatamente de la proposición(3), tomando

φ = (π1 ◦ ψ
∣∣
M∩V

) :M ∩ V → R
m

❏

Corolario 1.2.2. Sea N una variedad de clase Cr. Dado M ⊂ N si cada p ∈ M posee

una vecindad V en N tal que M ∩ V es una subvariedad regular de dimensión m y clase

Ck de N (k ≤ r), entonces M es una subvariedad de dimensión m y clase Ck de N .

Observación 3. 1. Si f es una inmersión. Entonces todo p ∈ M posee una vecindad U

tal que f |U es un mergullo.
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2. cuando dimM=dimN , una inmersión f : M → N es en realidad un difeomorfismo

local : cada punto p ∈M posee una vecindad U que es llevada difeomorficamente por

f sobre una vecindad de f(p). En particular, cuando dimM=dimN , una inmersión

es una aplicación abierta.

3. Sea f :M → N una inmersión. Si f(M) es una subvariedad regular de N , si y sólo

si f : M → f(M) es una aplicación abierta (f(M) con la topoloǵıa inducida por la

de N).

Ahora definiremos otro tipo de subvariedad las que son casi-regulares. En el estudio

de la integrabilidad de distribuciones concepto central para la demostración del Teorema

de Órbita; es necesario considerar una clase de inmersiones más amplia que los mergullos.

Esa clase es formada por las subvariedades inmersas casi-regulares, que son definidas a

seguir.

Definición 5. Una subvariedad inmersa L = f(M) se dice casi-regular si la siguiente

condición fuera satisfecha:

Sea V un espacio topológico localmente conexo y φ : V → N una aplicación continua.

Suponga que φ asume valores en L, φ(V ) ⊂ L. Entonces, φ : V → L es continua en

relación a la topoloǵıa intŕınseca.

Si una aplicación continua φ : V → N asume valores en L entonces φ : V → L es

continua en relación a la topoloǵıa inducida. En particular, se esa topoloǵıa coincide con

la topoloǵıa intŕınseca entonces la condición de casi-regularidad es satisfecha. En otras

palabras, toda subvariedad mergullada es casi-regular.

El siguiente ejemplo ayuda esclarecer el concepto de subvariedad casi-regular.

Ejemplo 3. La inmersión φ : (0,+∞) → R2 dada por:

φ(t) =




(cos(t−

π

2
)), (sen(t−

π

2
)), si 0 < t ≤ 2π,

(t− 2π,−1), si t ≥ 2π,

V

es inyectiva, de clase C1, y no es casi-regular.
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En efecto, sea ψ : (ǫ,−ǫ) → R2 con ǫ > 0 suficientemente pequeño definida por

ϕ(t) = (cos(t−
π

2
)), (sen(t−

π

2
)).

Entonces ψ es continua a valores de R2, pero ψ no es continua en la topoloǵıa intŕınseca.

En efecto, si V es abierto (de la topoloǵıa intŕınseca) indicado en figura entonces ψ−1(V )

es un intervalo del tipo (−δ, 0] contenido en (ǫ,−ǫ). Luego L no es casi-regular.

Ejemplo 4. Para un flujo irracional en el toro, todas las trayectorias son densas y por tanto

no son subvariedades mergulladas. Pero si son subvariedades casi-regulares.

La propiedad de continuidad que aparece en la definición de subvariedad casi-regular

se extiende a diferenciabilidad en relación a la estructura diferenciable intŕınseca de sub-

variedad, como muestra el resultado a seguir.

Proposición 4. Sea L una subvariedad casi-regular y V una variedad diferenciable co-

nexa. Si una aplicación diferenciable φ : V → N asume valores en L entonces ella es

diferenciable en relación a la estructura diferenciable intŕınseca de L.

Demostración. Tomemos y ∈ V y escribamos x = φ(y) ∈ L. Por la forma local de inmer-

siones existe una vecindad intŕınseca U de x ∈ L de tal forma que la inclusión de U en M

es equivalente a la inclusión canónica de una vecindad V del origen en Rk en una vecindad

V ×W del origen en Rk × Rl.

Como L es casi-regular φ−1(U) es un abierto de V que contiene a y. Entonces, la

restricción de φ a φ−1(U) es equivalente a una aplicación z 7→ (f(z), g(z)) ∈ V ×W , que

asume valores en V ×{0}, esto es, tal que g(z) = 0. Entonces z 7→ f(z) ∈ V es equivalente

a la restricción de φ a φ−1(U) con V difeomorfo a U , en relación a la topoloǵıa intŕınseca.

Como f es diferenciable, se sigue que φ es diferenciable.

❏

Proposición 5. Con las hipótesis de la proposición anterior, si φ : N → M es una

inmersión entonces φ : N → L es también una inmersión. En particular, si dimN=dimL

entonces φ es un difeomorfismo local.
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Proposición 6. Si L es una subvariedad casi-regular con dimL=k entonces el conjunto

pressuposto por L admite una única estructura de subvariedad inmersa de dimensión k.

1.3. Submersiones, Transversabilidad de funciones

1.3.1. Submersiones

Sea f : M → N una aplicación de clase Ck, k ≥ 1. Un punto c ∈ N se dice valor

regular de f si, para cada p ∈ f−1(c), la derivada Df(p) : TpM → TcN es sobreyectiva.

Se dice que una aplicación diferenciable f : M → N es una submersión si todo c ∈ N

fuera valor regular de f . Esto es equivalente a decir que para cada p ∈ M la derivada

Df(p) : TpM → Tf(p)N es sobreyectiva.

Proposición 7. Sea q ∈ N un valor regular de una aplicación f : Mm → Nn, de clase

Ck(k ≥ 1). Entonces, o bien f−1(q) es vaćıo, o bien f−1(q) es una subvariedad (m −

n)−dimensional de M , de clase Ck.

Demostración. Supongamos que f−1(q) 6= ∅, entonces tomemos p ∈ S = f−1(q) y un

sistema de coordenadas con p ∈ U , ϕ : U → R
m y ψ : V → R

n con f(U) ⊂ V , como

q ∈ N es valor regular de f entonces Df(p) : TpM → TqM es sobreyectiva, de donde

D(ψ ◦ f ◦ϕ−1)(ϕ(p)) : Rm → Rn es sobreyectiva luego ψ(q) es valor regular de ψ ◦ f ◦ϕ−1,

entonces (ψ ◦ f ◦ ϕ−1)−1(ψ(q)) es una superficie de clase Ck y dimensión m − n luego

ϕ−1[(ψ ◦ f ◦ ϕ−1)−1(ψ(q))] = f−1(q) ∩ U es una subvariedad, luego por corolario se tiene

que f−1(q) es una subvariedad. ❏

A manera de información mencionaremos el teorema de submersiones para variedades,

para una demostración ver [4]

Teorema 1.3.1. (Forma Local de las Submersiones para variedades). Sean M y N varie-

dades de clase Ck, (k ≥ 1), y sea f : M → N una aplicación de clase Cr (1 ≥ r ≥ k).

Suponga que un punto p ∈M la derivada Df(p) : TpM → TcN sea sobreyectiva. Entonces

existen:

1. Un sistema de coordenadas φ : V → Rn en N , f(p) ∈ V

2. y un mergullo ϕ : U → R
m ≡ R

n × R
m−n tal que ϕ(U) = W × Z, f(U) ⊂ V y

fϕφ = φ ◦ f ◦ ϕ−1 : W × Z → Rn es de la forma fϕφ(w, z) = w.

Además ϕ es un sistema de coordenadas cuando r = k. En particular, el conjunto X de

los puntos p ∈ M donde f tiene derivada sobreyectiva es abierto y f |X es una aplicación

abierta.

Observación 4. Cuando dimM=dimN los conceptos de submersión, inmersión y difeomor-

fismo local coinciden.
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1.3.2. Transversabilidad

Sean Mm y Nn variedades Ck. Si f : M → N es una submersión Ck y c ∈ f(M)

es valor regular de f , entonces f−1(c) es una subvariedad Ck con dimensión m − n de

M . Podemos pensar el punto c ∈ N como una subvariedad de dimensión 0 de N . Ahora

si S ⊂ N es una subvariedad Ck, nos podemos preguntar ¿bajo que condiciones sobre

f , el conjunto f−1(S) es una subvariedad?. Una respuesta a esta pregunta es dada por la

Teoŕıa de Transversabilidad, debida a René Thom. El concepto de transversabilidad de una

aplicación y de una subvariedad es una generalización natural del concepto del concepto

de valor regular y da un significado preciso al concepto de ”figuras que se intersectan en

posición general”. Es decir, cuando la imagen de Df(p) junto con el espacio tangente a S

en f(p) generan Tf(p)N

Definición 6. Sean f : M → N una aplicación Ck y S ⊂ N una subvariedad regular de

clase Ck.

f es transversal a S en el punto p ∈ f−1(S) cuando Df(p)TpM + Tf(p)S = Tf(p)N

Se dice que f es transversal a S si, para todo punto p ∈ f−1(S), f es transversal a S

en p.

Ejemplo 5. 1. Si S = {c} entonces f es transversal a S si, y sólo si, c es valor regular

de f . En efecto, supongamos que f es transversal a S entonces para cada p ∈ f−1(c),

se tiene

Df(p)TpM + TcS = TcN

ahora como S = {c}, entonces TcS = 0, luego Df(p)TpM = TcN . Aśı por definición

de valor regular se tiene que c es valor regular de f . La rećıproca es obvia.

2. Si f :M → N es una submersión, entonces f es transversal a cualquier subvariedad

S de N . En efecto, como f es una submersión para cada p ∈ M , la aplicación

Df(p) : TpM → Tf(p)N es sobreyectiva; i.e. Df(p)TpM = Tf(p)N

3. Sea f : R → R
2, dada por f(t) = (0, t) y sea S = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ R

2. Tenemos

que f es transversal a S.

f

R

f

S

R2

4. Sea S = {(x, 0) : x ∈ R} ⊂ R2 y g : R → R2 dada por g(t) = (t, t2). Tenemos que g
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no es transversal a S en el punto (0, 0).

R

g g(R)

S

Sea S ⊂ N una subvariedad Ck de la variedad N . Entonces dado q ∈ S existe un

difeomorfismo Ck, ψ : V → Rl×Rn−l, q ∈ V ⊂ N , V abierto, tal que ψ(V ∩S) ⊂ Rl×{0}.

Ahora, sean f : M → N una aplicación Ck y U ⊂ M un abierto tal que f(U) ⊂ V .

Denotemos por π2 : R
l × Rn−l la proyección π2(x, y) = y.

b b

b

M

U
f−1(S)

f V

S
q

ψ

Rl

Rn−l

Rn−l

0
π2

g = π2 ◦ ψ ◦ (f |U)

N

La aplicación Ck, g : U → Rn−l definida por g = π2◦ψ◦(f|U ) satisface g(U∩f−1(S)) =

π2 ◦ ψ ◦ (f|U)(f
−1(S) ∩ U) ⊂ π2 ◦ ψ(V ∩ S) ⊂ π2(R

l × {0}) = {0}.

Proposición 8. Sean f : M → N una aplicación Ck, k ≥ 1 y S ⊂ N una subvariedad

regular Ck. Sean U ⊂M , V ⊂ N como arriba.

Entonces f es transversal a S en los puntos f−1(S) ∩ U si y sólo si 0 ∈ Rn−l es valor

regular de g = π2 ◦ ψ ◦ (f|U) : U → Rn−l.

Demostración. Supongamos que f es transversal a S en los puntos f−1(S) ∩ U , aśı para

p ∈ f−1(S) ∩ U = g−1(0) tenemos

Df(p)TpM + Tf(p)S = Tf(p)N

denotemos a f(p) = q. Además

D(ψ ◦ f)(p)TpM = Dψ(q) ◦Df(p)TpM = E
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y Dψ(q)TqS = Rs × {0}. Como ψ : V → Rl × Rn−l es un difeomorfismo entonces Dψ(q) :

TqN → Rl × Rn−l es un isomorfismo luego tenemos:

Dψ(q)(Df(p)TpM + Tf(p)S) = Dψ(q)Tf(p)N)

Dψ(q)Df(p)TpM +Dψ(q)Tf(p)S = R
l × R

n−l

E + R
l × {0} = R

l × R
n−l

tomando la proyección π2 que es lineal, tenemos:

π2(E) = R
n−l

además al ser lineal π2 se tiene que su derivada es la misma, aśı

π2(D(ψ ◦ f)(p)TpM) = D(π2 ◦ ψ ◦ (f|U))(p)TpM = R
n−l

aśı 0 ∈ Rn−l es valor regular de g = π2 ◦ ψ ◦ (f|U) : U → Rn−l. ❏

Ya con resultados anteriores podemos dar el siguiente teorema, que nos muestra bajo

que condiciones la imagen inversa de una subvariedad es nuevamente una subvariedad.

Teorema 1.3.2. Sean Mm y Nn variedades Ck, k ≥ 1. Sea Sl ⊂ Nn una subvariedad Ck

y f :M → N una aplicación Ck. Supongamos que f es transversal a S.

Entonces o bien f−1(S) = ∅ o bien f−1(S) es una subvariedad regular Ck.

Demostración. Supongamos que f−1(S) 6= ∅, entonces para p ∈ f−1(S), existe un q ∈ S

tal que f(p) = q, aśı entonces dado q ∈ S, existe un difeomorfismo Ck

ψ : V → R
l × R

n−l

con q ∈ V ⊂ N y V abierto tal que ψ(V ∩ S) ⊂ Rl × {0} y sea U ⊂ M , p ∈ U y

f(U) ⊂ V , Como f es transversal a S, por el teorema anterior 0 ∈ Rn−l es valor regular

de g = π2 ◦ ψ ◦ (f|U) : U → Rn−l, y por proposición (π2 ◦ ψ ◦ (f|U)
−1(0) = U ∩ f−1(S) es

una subvariedad, luego f−1(S) es una subvariedad de M

❏

Corolario 1.3.3. Si f : M → N es una submersión de clase Ck, k ≥ 1. Entonces para

cada subvariedad Ck, S ⊂ N , se tiene o bien f−1(S) = ∅ o bien f−1(S) es una subvariedad.

Demostración. Como f es una submersión, para cada p ∈M , la aplicaciónDf(p) : TpM →

Tf(p)N es sobreyectiva, es decir Df(p)TpM = Tf(p)N , luego es transversal a cualquier

subvariedad S de N , luego por el teorema anterior f−1(S) es una subvariedad.

❏

Como consecuencia se tiene que si dadas dos subvariedades en una variedad Ck y sus

espacios tangentes generan al de la variedad entonces su intersección es nuevamente una

subvariedad. El cual es mencionado en el siguiente corolario.
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Corolario 1.3.4. Sean N y S subvariedades Ck, k ≥ 1 de la variedad M .

Si N ∩ S 6= ∅ y en cada punto p ∈ N ∩ S, TpS + TpN = TpM , entonces N ∩ S es una

subvariedad Ck.

Demostración. Consideremos la aplicación inclusión i :M → N con i(x) = x, de donde

i−1(S) = {x ∈ N/i(x) ∈ S} = {x ∈ N/x ∈ S} = N ∩ S

además como TpS+TpN = TpM entonces se tiene que i es transversal a S en p ∈ i−1(S) =

N ∩ S luego por teorema tenemos que i−1(S) = N ∩ S es una subvariedad Ck de M .

❏

No sólo podemos hablar de la transversabilidad de una función diferenciable a una

subvariedad, también podemos caracterizar la transversabilidad de funciones, la cual es

mencionada en la siguiente definición.

Definición 7. Se dice que dos aplicaciones diferenciables f : M → P , g : N → P son

transversales en los puntos p ∈M , q ∈ N , si f(p) = g(p) = r ∈ P y

TrP = Df(p) · TpM +Dg(q) · TqN.

Cuando f :M → P ,g : N → P son transversales en todos los pares p ∈M , q ∈ N con

f(p) = g(q) decimos simplemente que f y g son transversales.

Ejemplo 6. Si una de las aplicaciones f , g fuera submersión, entonces f y g serán trans-

versales.

1.4. Funciones Auxiliares

Indicaremos con B(r) = {x ∈ Rm; |x| < r} la bola abierta de centro 0 ∈ Rm y radio r.

Observación 5. Sea Mm una variedad de clase Ck. Dado un punto p ∈ M existe siempre

un abierto U , con p ∈ U , y un sistema de coordenadas ϕ : U → Rm tal que ϕ(U) = B(3)

y ϕ(p) = 0.

En efecto, sea ϕ1 : U1 ⊂M → R
m un sistema de coordenadas, con p ∈ U1. Si ϕ1(p) 6= 0

tomamos la traslación T : Rm → Rm , T (x) = x − ϕ1(p), entonces T (ϕ1(p)) = 0. Luego

ϕ2 = T ◦ ϕ1 : U1 → R
m es un sistema de coordenadas en M con ϕ2(p) = 0. Ahora como

ϕ2(U1) ⊂ Rm es un abierto en Rm que contiene al cero, existe r > 0 tal que B(r) ⊂ ϕ2(U1).

Poniendo U = ϕ−1
2 (B(r)) ⊂ U1, ahora sea h : Rm → Rm la homotecia, h(x) = 3x

r
y

finalmente definimos ϕ = h ◦ ϕ2, la cual verifica:

ϕ(U) = h ◦ ϕ2(U) = h ◦ ϕ2(ϕ
−1
2 (B(r))) = h(B(r)) =

3B(r)

r
= B(3)
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En esta sección representaremos a los conjuntos U, V,W como U = ϕ−1(B(3)), V =

ϕ−1(B(2)) y W = ϕ−1(B(1)).

A estos sistemas de coordenadas ϕ : U → B(3) asociaremos funciones fϕ :M → R, de

clase Ck, tales que:

0 ≤ fϕ(q) ≤ 1 para todo q ∈M ;

fϕ(W ) = 1, fϕ(M − V ) = 0.

Una función fϕ con las propiedades ya mencionadas será llamada una función auxiliar del

sistema de coordenadas ϕ.

Ahora mostraremos la existencia de funciones auxiliares dado un sistema de coordena-

das, para esto basta mostrar una función ϕ : Rm → R, de clase Ck, tal que:

0 ≤ ϕ(y) ≤ 1 para todo y ∈ Rm;

ϕ(y) = 1 para |y| ≤ 1, ϕ(y) = 0 para |y| ≥ 2.

Tal función existe, para mayores detalles se puede ver [4].

En efecto, la función fϕ :M → R, definida por

fϕ(q) =




f(ϕ(q)), si q ∈ V ,

0, si q ∈ M − V ,

será evidentemente una función auxiliar.

1.5. Métricas Riemannianas

Un espacio topológico es metrizable cuando se puede definir en él una distancia que

tiene como topoloǵıa asociada la topoloǵıa que tenia a priori. Los espacios topológicos

métricos gozan de todos los axiomas de separación. Por tanto es importante saber si las

variedades son espacios métricos. La respuesta es negativa, pues existen variedades que

no son Hausdorff. Sin embargo, añadiendo la condición de Hausdorff y el II Axioma de

Numerabilidad se llega a que el espacio es metrizable.

Una métrica riemanniana en una variedad diferenciableM es una correspondencia que

asocia a cada punto p ∈M un producto interno en el espacio tangente TpM .

Sea g una métrica riemanniana en M . Indicaremos con gp(u, v) o g(p; u, v) el producto

interno de los vectores u, v ∈ TpM , o simplemente 〈u, v〉p.

La norma del vector tangente u ∈ TpM es definido de manera obvia por:

|u|p =
√
g(p; u, v).

Una variedad diferenciable donde esta definida una métrica riemanniana se llama una

variedad riemanniana.
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Ejemplo 7. 1. Sea M una variedad diferenciable y sea ϕ : U ⊂ M → Rm un sistema

de coordenadas. En cada TpM , p ∈ U , se define un producto interno gU(p, ·, ·) como

sigue: Dados u, v ∈ TpM

gU(p, u, v) = 〈Dϕpu,Dϕpv〉ϕ(p)

2. En Rm la métrica riemanniana g(u, v) = 〈u, v〉 para u, v ∈ Rm.

3. Sea f : M → N una inmersión. Dada una métrica riemanniana h en N . Entonces

podemos definir una métrica riemanniana g, en M .

En efecto, sean p ∈M y u, v ∈ TpM , ponemos g(p; u, v) = h(f(p), Df(p)u,Df(p)v),

es decir

〈u, v〉p = 〈Df(p)u,Df(p)v〉f(p).

En este caso decimos que g es la métrica riemanniana enM inducida por la inmersión

f y la métrica riemanniana h de N .

En seguida, probaremos la existencia de una métrica riemanniana en cualquier varie-

dad. Antes daremos algunas definiciones previas.

Definición 8. Una familia C = (Cα)α∈A de subconjuntos de un espacio topológico X se

llama localmente finita cuando todo punto x ∈ X posee una vecindad que intersecta apenas

un número finito de Cα′s.

Definición 9. Dadas dos coberturas C, C′ de un subconjunto X, decimos que C es más

fina que C′, o C refina C′ o C es un refinamiento de C′, cuando para todo C ∈ C, existe

algún C ′ ∈ C′ tal que C ⊂ C ′.

A manera de información, mostraremos la siguiente proposición; que muestra que toda

variedad diferenciable es paracompacta3.

Proposición 9. Sean M una variedad diferenciable y C una cobertura abierta de M .

Entonces C posee un refinamiento U = {U1, U2, ...} localmente finito, formado por dominios

de sistemas de coordenadas xi : Ui → R
m tales que xi(Ui) = B(3) para todo i = 1, 2, ....

Además, cuando Vi = x−1
i (B(2)) y Wi = x−1

i (B(3)) los W ′
i (s) también constituyen una

cobertura (localmente finita) de M .

Antes mostraremos el siguiente lema

Lema 1. Toda variedadM se escribe como reunión numerableM =
⋃
i∈Z+ ki de compactos

tales que ki ⊂ intki+1 para todo i ∈ N.

3Un espacio topológico X es paracompacto si todo recubrimiento abierto del mismo posee un refina-

miento localmente finito.
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Demostración. Sea p ∈ M , cada punto p ∈ M esta contenido en un abierto V1 =

ϕ−1(B(2)), como B(2) es compacto en Rm, entonces ϕ−1(B(2)) es compacto en M , es

decir V1 es compacto en M . Luego de la cobertura M =
⋃
p∈M Vp extraemos una subco-

bertura numerable M =
⋃
i∈Z+ Vi esto pues M tiene base numerable. Pongamos Vi = Li,

cada Li es compacto y vale también M =
⋃
i∈Z+ Li.

Ahora definamos los ki por inducción. Sea ki = Li, y supongamos que ki = L1∪L2...∪Li

de modo que kj ⊂ intkj+1, j = 1, 2, ..., i − 1 y definamos ki+1 =
⋃i+1
i=1 Li, esto define

inductivamente la secuencia ki satisfaciendo que cada ki es compacto, con kj ⊂ intkj+1 y

M =
⋃
i∈Z+ ki

❏

b

U3x

x
k1 k2

k3 − intk2 k3

k4

Demostración. (Demostración de la proposición)

Usando el lema escribimos M =
⋃
i∈Z+ ki, donde cada ki es compacto y ki ⊂ intki+1

para todo i ∈ N. Todo punto x ∈ K2, pertenece a algún C ∈ C luego A = C ∩ intk3,

concluimos que todo x en k2 pertenece a un conjunto W2x tal que un U2x correspondiente

esta contenido en intk3 y en algun abierto de C. De la cobertura k2 ⊂
⋃
xW2x extraemos

una subcobertura finita k2 ⊂
⋃n

i∈Z+ W2i.

Sea C2 una cobertura finita de k2 formada por los U2x correspondientes.

Análogamente, cada punto x de la faja compacta k3−intk2 pertenece a algún conjunto

W3x tal que un U3x correspondiente esta contenido en intk4 y en algún C y disjunto de

k1. De la cobertura k3 − intk2 ⊂
⋃
xW3x extraemos una subcobertura finita. Sea C3 una

cobertura finita de k3 − intk2 formada por los conjuntos U3x correspondientes.

Prosiguiendo análogamente, obtenemos para cada i ≥ 3 una cobertura finita Ci de la

faja compacta ki − intki−1 por abiertos del tipo Uix cada uno de los cuales contenido en

intki+1 y en algún conjunto de C y disjunto de ki−2 de modo que los Wix correspondientes

también cubren la faja.

La reunión C′ = C2 ∪ ...Ci ∪ ... es una cobertura por abiertos del tipo U , tal que los W

correspondientes también cubren M . Luego C′ refina C, pues para cada U ∈ C′ pertenece
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algún Ci, luego intersecta en máximo un número finito de otros conjuntos de C′, a saber,

los correspondientes a Ci−1 ∪ Ci ∪ Ci+1. Por tanto C′ es un refinamiento localmente finito

de C.

❏

Ya con los resultados anteriores podemos mencionar y demostrar un hecho muy im-

portante que es la existencia de una métrica riemanniana en una variedad diferenciable,

el cual es mostrado en la siguiente proposición.

Proposición 10. Es posible definir una métrica riemanniana en cualquier variedad M.

Demostración. Sea U = (Ui) una cobertura localmente finita de M por dominios de siste-

mas de coordenadas xi : Ui → R
m con xi(Ui) = B(3) , para cada i = 1, 2, ..., luego existen

funciones auxiliares de clase Ck, ϕi : M → Rm asociada al sistema xi. En cada vecindad

coordenada Ui ⊂ M tenemos una métrica riemanniana gi ∈ Ck−1, inducida por xi y el

producto interno usual en Rm como

gi(p; u, v) = 〈x′i(p) · u, x
′
i(p) · v〉

Obtenemos una métrica riemanniana g en M como

g(p, u, v) =

∞∑

i=1

ϕi(p) · gi(p, u, v).

Es inmediato verificar que esto define una métrica riemanniana en M .

❏

Sea ahora f :M → N una aplicación diferenciable entre variedades riemannianas. En

cada punto p ∈ M , la derivada de f es una transformación lineal f ′(p) : TpM → Tf(p)N ,

entre espacios vectoriales con productos internos, de modo que tiene sentido considerar la

norma |f ′(p)|. De manera análoga que en espacios euclideanos definamos la norma de la

derivada de f como

|f ′(p)| = sup{|f ′(p) · u|q; u ∈ TpM, |u|p = 1, q = f(p)}

Vamos a mostrar ahora como una métrica riemanniana puede ser usada para calcular

longitud de caminos.

Si M es una variedad riemanniana, definimos la longitud de un camino α : [a, b] → R
m

como:

l(α) =

∫ b

a

|α′(t)|dt

la expresión |α′(t)| =
√

〈α′(t), α′(t)〉α(t) es la norma del vector tangente α′(t) ∈ TpM y lo

segundo un producto interno definido por la métrica de M .
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Definición 10. Un camino α : [a, b] → M se dice seccionalmente de clase C1 si α es

continuo y existe una partición a = t0 < t1 < ... < tn = b tal que αi = α|[ti,ti+1] es de clase

C1, para todo i = 1, 2, ..., n− 1.

Usaremos la notación α = {α0, α1, ..., αn−1} para indicar un camino seccionalmente C1.

También en este caso podemos definir la longitud de α por

l(α) = l(α0) + l(α1) + ...+ l(αn−1).

En lo que sigue, M será una variedad riemanniana conexa.

Observación 6. Dados dos puntos arbitrarios p, q ∈ M , existe un camino α : [0, 1] → M

seccionalmente de clase C1, tal que α(0) = p y α(1) = q.

En efecto, consideremos cualquier camino continuo β : [0, 1] → M ligando p a q y

tomemos una partición

0 = t0 < t1 < ... < tn = 1

tal que β([ti, ti+1]) ⊂ Ui para i = 0, 1, ..., n − 1 donde Ui es el dominio de un sistema de

coordenadas xi : Ui → Rm cuya imagen es convexa.

Sea αi : [ti, ti+1] →M , la imagen por x−1
i del segmento de recta en R

m que liga xi(β(ti))

a xi(β(ti+1)) o sea

αi(t) = x−1
i [(1− t)xi(β(ti)) + txi(β(ti+1))]; ti ≤ t ≤ ti+1

entonces α = {α0, α1, ..., αn−1} es un camino seccionalmente ligando p a q.

Podemos definir la distancia intŕınseca d(p, q) entre dos puntos p a q de una variedad

riemanniana conexa como

d(p, q) = ı́nf{lqp(α);α seccionalmente C1 en M}

Con esta distancia nuestra variedad diferenciable tiene estructura de espacio métrico, como

lo veremos en el siguiente resultado.

Proposición 11. Sea M una variedad diferenciable, con una métrica riemanniana. La

distancia intŕınseca satisface los axiomas que definen un espacio métrico.

Demostración. Solo resta verificar que d(p, q) = 0 entonces p = q. Supongamos que p 6= q,

se sigue del axioma de Hausdorff que existe una vecindad U del punto q tal que q /∈ U .

Podemos suponer que U esta contenido en el dominio de un sistema de coordenadas x

en M tal que x(U) = B(1) y x(p) = 0. Entonces U es compacto. Luego tenemos que

0 < δ = sup{|x′(r)|; r ∈ U} < ∞. Como q está en el exterior de U , para cada camino

α : [a, b] → M , seccionalmente C1, ligando p a q, existe c ∈ [a, b] tal que α(c) está en la

frontera de U , o sea, |x(α(c))| = 1. Resulta de ah́ı que

1 ≤

∫ c

a

|(x ◦ α)′(t)|dt ≤ δ

∫ c

a

|α′(t)|dt ≤ δl(α).

Por tanto, l(α) ≥ 1
δ
para todo camino seccionalmente C1 ligando p a q, donde d(p, q) > 0

(lo cual es una contradicción). ❏
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Proposición 12. La topoloǵıa de M definida por la distancia intŕınseca coincide con la

topoloǵıa original de M .

Demostración. Sea p ∈M .

i) Toda vecindad p ∈ V ⊂M contiene una bola intŕınseca de centro p.

En efecto,sea x : V1 → Rm un sistema de coordenadas entorno de p tal que p ∈

U ⊂ U ⊂ V1 ⊂ V , con x(p) = 0 y x(U) = B(1) por el argumento de la proposición

anterior, se tiene q ∈ M−V entonces q ∈M−U luego d(p, q) ≥ 1
δ
. En otras palabras

d(p, q) < 1
δ
entonces q ∈ V ; esto es B(p, 1

δ
) ⊂ V .

ii) Toda bola intŕınseca de centro p y radio ǫ > 0 contiene una vecindad coordenada de

punto p.

Sea x : U → Rm un sistema de coordenadas entorno de p. Podemos suponer que

x(p) = 0 y que δ = sup{|x′(r)−1|; r ∈ V <∞}. Sea B una bola abierta en el espacio

euclidiano, contenida en x(U), con centro en el origen y radio menor a ǫ
δ
. Escribamos

U = x−1(B). Afirmamos que U esta contenida en la bola intŕınseca B(p, ǫ), de centro

p y radio ǫ. En efecto, dado q ∈ U podemos ligar q a p por el camino α : [0, 1] → M

dado por α(t) = x−1(t · x(q)), como |x(q)| < ǫ
δ
tenemos

l(α) =

∫ 1

0

|α′(t)|dt =

∫ 1

0

|[x′(x−1(t · x(q)))]−1 · x(q)|dt ≤

∫ 1

0

δ|x(q)|dt < δ.
ǫ

δ
= ǫ

esto muestra que d(p, q) < ǫ, o sea U ⊂ B(p, ǫ), lo que concluye la prueba.

❏
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Caṕıtulo 2

Campos de Vectores y Distribuciones

2.1. Campo de Vectores

Al hablar de campo vectorial o campo de vectores, se utiliza en un sentido análogo al

que tiene al hablar de un campo de hierba: en cada punto del suelo nace una brizna de

hierba. Un campo de vectores, definido en una variedad diferenciable M , consiste en fijar

un vector X(p), tangente a M en p, para cada punto p de M .

Definición 11. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Un campo de vectores

sobre M , es una aplicación

X :M → TM

tal que π ◦X = i

En realidad podemos considerar que es una aplicación que asigna a cada punto p ∈M

un vector tangente Xp ∈ TpM , es decir,

X :M → TM =
⋃

x∈M

TxM

p 7→ Xp ∈ TpM

Se dice que el campo X es diferenciable (C∞) si X ∈ C∞(M,TM).

Observación 7. Notemos que, para que el campo vectorial preserve diferenciabilidad, esta

puede realizarse de varias formas, presentaremos dos de ellas:

1. Dado que Xp es un vector tangente que se encuentra en el espacio tangente(espacio

vectorial de dimensión igual que el de la variedad) TpM , entonces se puede escribir

como una combinación lineal, es decir, si E1p, E2p, ..., Ekp son vectores de una base

de TpM , entonces

Xp =
k∑

i=1

αiEip

donde los αi son funciones bien definidas en abiertos que contienen a p. Luego si αi

con i = 1, 2, .., k son de clase Cr, entonces el campo vectorial X es de clase Cr.

20
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2. Otra manera de ver, es como sigue: X es de clase Cr, si para cada función f dife-

renciable con dominio W abierto de M se satisface que (Xf)(p) = Xpf es de clase

Cr.

Definición 12. Sea U un abierto en la variedad diferenciable M y sea X un campo

de vectores (no necesariamente diferenciable) en U . Para toda función f : U → R real

diferenciable (f ∈ C∞(U))se define la aplicación Xf : U → R por

(Xf)(p) = X(p)(f) = Xpf, ∀p ∈ U ⊂M.

En consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Proposición 13. Sea X un campo vectorial en M . Son equivalentes las siguientes afir-

maciones:

1. X es diferenciable

2. Si (U, x1, x2, ..., xd) es un sistema de coordenadas locales en M y si a1, ..., ad es la

colección de funciones en U definidas por:

X|U =

d∑

i=1

ai
∂

∂xi

entonces a1, ..., ad ∈ C∞(U).

3. Siempre que V es un abierto en M y f ∈ C∞(V ), se tiene que Xf ∈ C∞(V ).

Demostración. (1 ⇒ 2) Supongamos que X es diferenciable, entonces X|U es diferencia-

ble, luego por definición se sigue que dxi ◦ X|U es diferenciable, pues la composición de

aplicaciones diferenciables es también diferenciable, donde xi = πi ◦ ϕ y dxi son funciones

coordenada de π−1(U). Notar que ai = dxi ◦X|U , aśı entonces los ai es diferenciable.

(2 ⇒ 3) Es suficiente probar que Xf ∈ C∞(U), donde (U, x1, x2, ..., xd) es un sistema

de coordenadas en M tal que U ⊂ V y f : U → R es C∞, luego por (2) se tiene que:

(Xf)(p) = Xpf =
( d∑

i=1

ai(p)
∂

∂xi |x

)
f =

d∑

i=1

ai(p)
(∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri
◦ ϕ
)
(x), ∀p ∈ U

luego Xf es una suma de productos de funciones diferenciables. Aśı Xf ∈ C∞(U).

(3 ⇒ 1) Para probar que X es diferenciable, es suficiente mostrar que X|U es dife-

renciable; donde (U, x1, x2, ..., xd) es un sistema arbitrario de coordenadas en M . Luego

solamente es necesario verificar que las composiciones de X|U con las funciones coordena-

das inducidas por el sistema de coordenado, considerado en π−1(U) son diferenciables. Es

decir X es diferenciable si lo es la aplicación

ϕ̃ ◦X ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ R
d −→ ϕ(U)× R

d
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bajo la siguiente correspondencia

(x1(p), ..., (xd(p)) 7−→ ((x1(π(X|U(p))), ..., (xd(π(X|U(p))), dx1(X|U(p)), ..., dx1(X|U(p)))

la cual es diferenciable pues dxi(X|U(p)) = X|Uxi(p) = Xp(xi) es diferenciable por (3)

y xi ◦ π ◦X|U(p) = xi(π(X|U(p)) = xi(p) es diferenciable. Aśı X|U es diferenciable.

❏

Al conjunto de los campos de vectores diferenciales sobreM lo denotaremos por X(M),

el cual, con las operaciones siguientes, es un espacio vectorial sobre R:

(X + Y )x(f) = Xx(f) + Yx(f)

(fX)x(g) = f(x)Xx(g)

∀X, Y ∈ X(M), ∀f, g ∈ C∞(M), ∀x ∈M .

Si U es un abierto coordenado deM , con funciones coordenadas (x1, ..., xn), los campos

de vectores { ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn
} es una base de X(U).

2.1.1. Curva Integral

Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable de un intervalo abierto

de R en M

γ : (a, b) ⊂ R →M.

Sea γ : I → M , con I ⊂ R un intervalo, una curva diferenciable sobre M . Para cada t ∈ I,

el vector tangente a la curva en el punto γ(t) es, por definición

γ̇(t) = dγ
( d
dr |t

)
∈ Tγ(t)M,

donde d
dr

es el vector básico asociado a la coordenada r de R.

Definición 13. Una curva integral del campo de vectores X ∈ X(M) es una curva

diferenciable

γ : (a, b) ⊂ R →M

tal que el vector tangente a γ en cada punto es el representante de X en ese punto; es

decir,

γ̇(t) = X(γ(t)), ∀t ∈ (a, b).

γ

b

M

Tγ(t)Mγ(t)

X(γ(t)) = γ̇(t)

I

t
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Una curva suave γ : (a, b) →M es una curva integral de X si y sólo si

dγ
( d
dr |t

)
= X(γ(t)), (t ∈ (a, b)) (2.1)

A continuación interpretaremos la ecuación (2.1) en términos de coordenadas locales.

Elegimos una carta (U, ϕ ≡ (x1, ..., xn)) en M cuyo abierto coordenado intersecta a

γ(I). Por proposición (13)

X =

n∑

i=1

X i ∂

∂xi
, (2.2)

donde los X i son C∞(U). Además para cada t, tal que γ(t) ∈ U , se tiene

dγ
( d
dr |t

)
=

n∑

i=1

d(xi ◦ γ)

dr

∣∣∣
t

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

(2.3)

Aśı en vista de (2.2) y (2.3), la ecuación (2.1) se convierte en:

n∑

i=1

d(xi ◦ γ)

dr

∣∣∣
t

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

=
n∑

i=1

X i(γ(t))
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

Entonces γ es una curva integral de X si y sólo si

d

dr
(xi ◦ γ)

∣∣∣
t
= X i(γ(t)), (i = 1, ..., n)

considerando xi ◦ γ = γi, donde x
i = ri ◦ ϕ ; tenemos la siguiente expresión:

dγi(t)

dt
= X i ◦ ϕ−1(γ1(t), ..., γn(t)) (2.4)

Por tanto, para hallar las curvas integrales de un campo de vectores X en un entorno

coordenado U de la variedadM nos bastará resolver el sistema de ecuaciones diferenciables

(2.4). Para la existencia de soluciones de tal sistema nos bastará utilizar los teoremas

clásicos de la teoŕıa de sistemas diferenciales ordinarias de primer orden.

Ejemplo 8. Consideremos el campo de vectores en R2 definido en términos de la carta

identidad (R2, I) de funciones coordenadas (x1, x2), por

X = x1
∂

∂x1
+ x2

∂

∂x2

Una curva γ : R → R
2 es una curva integral de X si y solo si

d

dt
(x1 ◦ γ) = x1 ◦ γ

d

dt
(x2 ◦ γ) = x2 ◦ γ.

Se sigue que las componentes de la aplicación que define la curva son

γ1(t) = aet γ2(t) = bet.

Por consiguiente, existe una curva integral con dominio R

γ : R → R
2 t 7→ (aet, bet).

Partiendo de un punto dado (a, b) de R2.
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Teorema 2.1.1. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre una variedad diferenciable

M . Para cada punto p ∈ M , existen un intervalo abierto (que depende de p y contiene al

0) Ip = (a, b) de R y una curva suave

γp : (a, b) −→M

tal que:

i) γp(0) = p

ii) γp es una curva integral única de X.

Demostración. Consideremos un campo X ∈ X(M), y una carta coordenada (U, ϕ ≡

(x1, ..., xn)). Tomemos un punto p ∈ M , luego X(p) = Xp ∈ TpM y consideremos la

aplicación:

Dϕp : TpM −→ Tϕ(p)R
n ≡ R

n

Xp 7−→ Dϕp(Xp) = fϕ(p)

Donde se define una nueva ecuación diferencial: ẏ = f(y) en ϕ(U) y para cada punto

ϕ(p) ∈ ϕ(U) existe un intervalo que contiene al 0 que depende de ϕ(p) y una única curva

integral

α : I −→ R
n

tal que :

α̇(t) = f(α(t))

α(0) = ϕ(p)

viendo el gráfico, y considerando las composiciones, se tiene que existe una curva suave,

definida por:

γp : I −→ M

t 7−→ γ(t) = (ϕ−1 ◦ α)(t)

γp

M

pI

t

α

ϕ

b

ϕ(p) = α(0)

b

ϕ(U)

Xp

fp
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la cual satisface γ(0) = p y es una curva integral.

En efecto,

γ(0) = (ϕ−1 ◦ α)(0) = ϕ−1(α(0)) = ϕ−1(ϕ(p)) = p

γ̇(0) = Dϕ−1
α(0) ◦ α̇(0) = Dϕ−1

α(0)(α̇(0))

= Dϕ−1
ϕ(p)(f(ϕ(p)) = X(p)

= X(γ(0))

Para la unicidad. Sean α1 : J1 → M , α2 : J2 → M curvas integrales de X que cumple

α1(0) = α2(0) = p, entonces α1

∣∣
J1∩J2

= α2

∣∣
J1∩J2

.

Sea Q = {t ∈ J1 ∩ J2/α1(t) = α2(t)}. Notemos que Q definida de esta manera es no

vacio, pues al menos 0 ∈ Q por hipótesis; y es abierto y cerrado en J1 ∩ J2. Luego es Q es

conexo, entonces Q = J1 ∩ J2.

❏

Definición 14. Sea X una campo vectorial diferenciable en la variedad M . Para cada

t ∈ R definamos la aplicación Xt, con dominio U = {p ∈M : t ∈ Ip} por

Xt : U →M

p 7→ Xt(p) = γp(t)

Teorema 2.1.2. i) Sea X ∈ X(M). Para cada punto p ∈ M , existen un abierto U de p,

un ǫ > 0 tal que el mapeo

(−ǫ, ǫ)× U −→M

(t, p) 7−→ γp(t)

es C∞.

ii) Xs ◦Xt = Xs+t cuando s, t ∈ Ip son tales que s+ t ∈ Ip.

iii) La aplicación Xt es un difeomorfismo local sobre su imagen con inversa

(Xt)
−1 = X−t

La familia formada por funciones locales {Xt} de M , es llamado flujo local o simple-

mente flujo del campo vectorial X y tiene la propiedad de ser un grupo con las operaciones:

1. X0 = Id

2. Xt ◦Xs = Xt+s

3. (Xt)
−1 = X−t
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Sean X y Y dos campos de vectores. El Corchete de Lie entre ellos es definido por:

[X, Y ](x) =
d

dt

(
d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p))

)∣∣∣
t=0

El corchete de Lie, aśı definido satisface las propiedades de antisimetŕıa y la identidad de

Jacobi. Es decir el corchete de Lie definido en el conjunto de campos de vectoriales se

denomina álgebra de Lie de los campos de vectores diferenciables sobre M .

Definición 15. Un campo de vectores diferenciable X en M es completo si la solución

Xt = γp(t) está definida en todo R para cada p ∈ M , y su flujo forma un grupo a 1-

parámetro de difeomorfismos (global) de M .

Ejemplo 9. El campo vectorial lineal X(x) = Ax es completo y el correspondiente flujo es

el grupo uniparamétrico de transformaciones lineales

t 7→ eAt, e.i. γ(t) = eAt

2.2. Distribuciones

En esta sección se dedicará al estudio de la integrabilidad de las distribuciones singula-

res. Definiremos el concepto de variedades integrales conexas, posteriormente mostraremos

que estas coinciden con las órbitas de ciertos campos de vectores, a saber los que son tan-

gentes a la distribución.

2.2.1. Distribuciones Integrales

Definición 16. Una distribución ∆ en M es una aplicación que a cada punto x ∈ M

le asocia un subespacio ∆(x) ⊂ TxM , del espacio tangente a x. Una distribución ∆ es

regular, o sin singularidades, si la dim∆(x) es constante como función de x y singular

caso contrario.

Definición 17. Una distribución ∆ sobre una variedadM es llamada integrable en q ∈M

si existe una subvariedad inmersa Nq ⊂M , con tal que

Tq′Nq = ∆(q′), para todo q′ ∈ Nq

La subvariedad Nq es llamada una subvariedad integral de la distribución ∆ a través del

punto q.

La distribución es integrable si fuera integrable en todo q ∈M .

Otra manera de ver la subvariedad integral es como sigue:

Una inmersión φ :M → N , es una subvariedad integrable de ∆ si:

φ∗(TxM) = ∆(φ(x)), para todo x ∈M,
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Definición 18. Una distribución ∆ en M es diferenciable en x ∈ M si existen campos

de vectores diferenciables X1, ..., Xk definidos en una vecindad de x tal que:

1. los X i son tangentes a ∆, esto es; X i(y) ∈ ∆(y) para y en el dominio de X i y tal

que:

2. {X1(x), ..., Xk(x)} genera ∆(x).

Una distribución es diferenciable si fuera en todo x ∈M .

Debe ser resaltado que en la definición no se exige que la distribución sea generada

por los campos de vectores a lo largo de toda la vecindad, más apenas en x. Además la

distribución siendo diferenciable en x, es posible tomar una cantidad k de campos, como

en la definición, de tal forma que dim∆(x) = k.

Ejemplo 10. 1. Las curvas integrales de un campo de vectores diferenciable X son sub-

variedades integrables de X .

2. En M = R
2, defina ∆ por:

∆(x, y) =




{(u, v) ∈ T(x,y)R

2 : u = 0}, si y > 0,

{(u, v) ∈ T(x,y)R
2 : v = 0}, si y ≤ 0,

Esta distribución es integrable pues las semi-rectas

sa = {(a, y) ∈ R
2 : y > 0}

para a ∈ R y las rectas

rb = {(x, b) ∈ R
2 : x ∈ R}

para b ≤ 0, son subvariedades integrales y cada punto de R2 esta en alguna de estas

rectas.

Definición 19. Una parametrización de ∆ centrada en x es una aplicación δ : U ×Rk →

TM con U una vecindad de x tal que

1. δ(y, v) es lineal en v
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2. la imagen de δ(y, ·) esta contenido en ∆(y) para todo y ∈ U y

3. la imagen de δ(x, ·) es exactamente ∆(x).

Observación 8. Una distribución ∆ es diferenciable en x si y sólo si existe una pa-

rametrización diferenciable centrada en x. Pues dada una parametrización, los campos

X i(y) = δ(y, ei) donde e1, ..., ek es una base de Rk, satisfaciendo la condición de la defi-

nición de diferenciabilidad en x. Rećıprocamente, dados los campos X1...Xk como en la

definición de diferenciabilidad, la expresión

δ(y, u1, ..., uk) = u1X
1(y) + · · ·+ ukX

k(y)

con ui ∈ R define una parametrización diferenciable de ∆.

Con la hipótesis adicional, de que los campos que forman parte de la distribución, dejen

invariante a la distribución; definimos la noción de distribución caracteŕıstica.

2.2.2. Distribuciones Caracteŕısticas

Definición 20. 1. Un campo vectorial X : N → TM con N ⊂ M abierto es llamado

caracteŕıstico para la distribución ∆ en M , si este es tangente a ∆ y si para todo

p ∈ N y todo t ∈ R

D(Xt)p(∆(p)) ⊂ ∆(Xt(p)) (2.5)

Si la inclusión se mantiene, decimos que ∆ es invariante para X.

A (2.5) más adelante la denotaremos por:

Xt∗(∆(p)) ⊂ ∆(Xt(p))

2. Una distribución se llama caracteŕıstica a p ∈ M , si existen campos vectoriales

caracteŕısticos X1, ..., Xk definidos en una vecindad N de p tal que:

∆(p) = span{X i(p), i = 1, 2, ..., k}

y es caracteŕıstica sobre M si este es caracteŕıstico para todo p ∈M .

Observación 9. Para distribuciones caracteŕısticas, la inclusión es actualmente una igual-

dad. En efecto

Notemos que Xt∗ es un isomorfismo lineal entre TpM y TXt(p)M , por tanto

dim∆(p) = dim Xt∗(∆(p)) ≤ dim∆(Xt(p))

Aplicando el mismo argumento a X−t obtenemos,

dim∆(Xt(p)) = dim X−t∗∆(Xt(p)) ≤ dim∆(X−t(Xt(p))) = dim∆(p)

Aśı tenemos ∆(Xt(p)) = Xt∗(∆(p)).
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Observación 10. De la observación 9, tenemos que la dim∆(p) es constante a lo largo de

las trayectorias de campos caracteŕısticos.

Antes de mostrar el resultado principal sobre integrabilidad de distribuciones, presen-

taremos un lema, el cual será usado frecuentemente.

Lema 2. Sea i : N → M una inmersión, y sea X ∈ X(M) tangente a N . Entonces para

todo p ∈ N existe una vecindad V de p y ǫ > 0 tal que para todo q ∈ V , tenemos Xt(q) ∈ N

para |t| < ǫ. Además, Xt : V → N , |t| < ǫ, es un difeomorfismo sobre un subconjunto

abierto de N .

Demostración. Como la afirmación del lema es local y debido a la forma local de las

inmersiones se puede asumir sin perdida de generalidad que M = V ×W ⊂ Rm × Rn−m

con V y W vecindades del origen y que N = V × {0}, tomemos una vecindad del origen

V1×W1 ⊂ V ×W y elijamos ǫ > 0 suficientemente pequeño de tal forma que Xt(V1×W1) ⊂

V ×W .

Como X es tangente a N (esto es X(x) ∈ TxN , para todo x ∈ N), nos permite definir

por restricción un campo X̃ de V × {0}

X
∣∣∣
N
= X̃ : N → TN

Una trayectoria α de X̃ satisface

α̇(t) = X̃(α(t)) = X
∣∣∣
N
(α(t)) = X(α(t))

y por tanto es también trayectoria de X . El teorema de unicidad de soluciones de las ecua-

ciones diferenciales garantiza que las trayectorias de X iniciadas en V × {0} permanecen

en V ×{0}, para t suficientemente pequeño. De esa forma, si |t| < ǫ Xt(V1×{0}) ⊂ V ×{0}

lo que muestra el lema.

❏

Teorema 2.2.1. Una distribución ∆ sobre M es caracteŕıstica si y sólo si ∆ es diferen-

ciable e integrable.

Demostración. Sea ∆ caracteŕıstica y fijemos p ∈ M . Tenemos que demostrar que existe

una variedad integrable de ∆ conteniendo p. Como ∆ es caracteŕıstica, existen campos

vectoriales caracteŕısticos X1, ..., Xk de ∆ definidos en una vecindad de p tal que:

∆(p) = span{X i(p), i = 1, ..., k}

Para alguna vecindad V del origen en Rk, la expresión

ϕ(τ) = ϕ(t1, ..., tk) = X1
t1
◦X2

t2
◦ ... ◦Xk

tk
(p)

con τ = (t1, ..., tk) ∈ U tiene sentido y define una aplicación diferenciable ϕ : U → M .

La construcción de la variedad integral será hecha mostrando que ϕ es una inmersión
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cuando es restricta a alguna vecindad W ⊂ V . Para esto se debe calcular la imagen de la

diferencial dϕτ de ϕ en τ . Esa imagen es generada por las derivadas parciales
∂ϕ

∂ti
(τ) en

dirección de las diferentes coordenadas ti. Usando el hecho de que la derivada en relación

a t de Xt(p) es X(Xt(p)). Por ejemplo si

ϕ(τ) = ϕ(t1, t2, t3) = X1
t1
◦X2

t2
◦X3

t3
(p)

tenemos,

∂ϕ

∂t1
(τ) = X1(X1

t1
◦X2

t2
◦X3

t3
(p))

∂ϕ

∂t2
(τ) = X1

t1∗
(X2(X2

t2
◦X3

t3
(p)))

∂ϕ

∂t3
(τ) = X1

t1∗
◦X2

t2∗
(X3(X3

t3
(p)))

generalizando este hecho tenemos,

∂ϕ

∂ti
(τ) = X1

t1∗
◦ .... ◦X i−1

ti−1∗
(X i(yi))

donde yi = X i
ti
◦ .... ◦Xk

tk∗
(p). Evaluando esta expresión en τ = 0, se obtiene

∂ϕ

∂ti
(0) = X i(p)

Como la imagen de dϕ0 es generada por esas derivadas parciales, eso muestra que esa

imagen coincide con ∆(p) e.i. Im(dϕ0) = ∆(p) y de ah́ı que ϕ tiene rango máximo en

el origen. Seguidamente, la restricción de ϕ a alguna vecindad W ⊂ V del origen es una

inmersión. Esa restricción es una subvariedad integral de ∆. Para ver esto observe en

primer lugar que

X1
t1∗ ◦ .... ◦X

k
tk∗

(∆) = ∆

Pues cada X i es un campo caracteŕıstico y por tanto preserva ∆. En efecto,

X1
t1∗

◦ .... ◦Xk
tk∗

(∆(p)) = X1
t1∗

◦ .... ◦Xk−1
tk−1∗

(∆(Xk
tk
))

= ...... = ∆(X1
t1
◦ .... ◦Xk

tk
(p)) (2.6)

AdemásX i(yi) ∈ ∆(yi) porque losX
i son tangentes a ∆. Consecuentemente para cualquier

τ ∈ V y (2.6) tenemos,

∂ϕ

∂ti
(τ) = X1

t1∗
◦ .... ◦X i−1

ti−1∗
(X i(yi))

∈ X1
t1∗

◦ .... ◦X i−1
ti−1∗

(∆(yi))

= ∆(X1
t1
◦ .... ◦X i−1

ti−1
(yi))

= ∆(X1
t1
◦ .... ◦X i−1

ti−1
◦X i

ti
◦ .... ◦Xk

tk
(p))

= ∆(ϕ(τ))
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Aśı
∂ϕ

∂ti
(τ) ∈ ∆(ϕ(τ)) y por lo tanto la Im(dϕτ ) ⊂ ∆(ϕ(τ)).

Sobre la vecindad W esta inclusión es en efecto una igualdad, pues p y q = ϕ(τ)

son los valores inicial y final de una concatenación de trayectorias de campos vectoriales

caracteŕısticos de ∆. Como la dimensión de ∆ no varia a lo largo de trayectorias de campos

vectoriales caracteŕısticos, tenemos para τ ∈ W

dim∆(ϕ(τ)) = dim∆(p) = dim Im(dϕ(τ))

pues ϕ es una inmersión en W . Aśı Im(dϕ(τ)) = ∆(ϕ(τ)), entonces ϕ : W → M es una

subvariedad integral de ∆.

❏

Para mostrar el rećıproco, antes mostraremos un lema, que garantiza que una distri-

bución integrable es invariante por sus campos tangentes.

Lema 3. Suponga que ∆ sea una distribución integrable y sea X un campo tangente a ∆.

Entonces X preserva ∆;e.i.(Xt∗(∆(x)) ⊂ ∆(Xt(x)) para todo x ∈ domXt y t ∈ R.

Demostración. Supongamos que U es el dominio de X . Sea y ∈ U y L una subvariedad

integrable de ∆ pasando por y con L ⊂M , (L →֒ M) por el lema anterior existen V ⊂ L

de y y ǫ > 0 tal que si z ∈ V se tiene que Xs(z) ∈ L para |s| < ǫ y un difeomorfismo

Xs : V → L sobre un abierto de L, de donde para q ∈ V , Xs∗ : TqV → TXs(q)L es un

isomorfismo, luego

Xs∗(TqV ) = ∆(Xs(q))

como V ⊂ L entonces TqV es isomorfo a TqL para todo q ∈ V . Luego tenemos

Xs∗(TqL) = Xs∗(∆(q)) = ∆(Xs(q)) para q ∈ V y |s| < ǫ

Ahora extenderemos la trayectoria de X .

Sea x ∈ domXt. Supongamos t > 0 y definamos

m = sup
{
s ∈ [0, t] : ∀σ ∈ [0, s], Xσ∗(∆(x)) ⊂ ∆(Xσ(x))

}
(2.7)

aplicando la primera parte de la demostración a y = Xm(x) se verifica que m = t. En

efecto, supongamos que m < t. Sea y = Xm(x) y L una subvariedad integral de ∆ pasando

por y, entonces por lema existe ǫ1 > 0 y V1 ⊂ L, tal que Xs es un difeomorfismo aśı

Xs1∗(∆(z1)) = ∆(Xs1(z1)) para todo z1 ∈ V1 y |s1| < ǫ1

Xs1∗(∆(y)) = ∆(Xs1(y)) en particular para y ∈ V1

luego por (2.7)

Xs1∗(∆(y)) = Xs1∗(∆(Xm(x))) ⊃ Xs1∗Xm∗(∆(x)) = X(s1+m)∗(∆(x))
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luego X(s1+m)∗(∆(x)) ⊂ ∆(X(s1+m)(x)) para todo s1 +m ∈ [0, t]. Contradiciendo al hecho

de que m es supremo. Aśı m = t.

De igual manera para t < 0, lo que concluye la prueba.

❏

Aplicando (lema 3) obtenemos el rećıproco del (teorema 2.2.1).

Ahora consideremos lo siguiente:

Sea F el conjunto de variedades integrales conexas de ∆. Un orden (parcial) sobre F

es definido de la siguiente manera, N1 ≺ N2 si N1 es una variedad abierta de N2. Un

elemento N ∈ F es llamado maximal si N es conexo y maximal con respecto al orden ≺.

Teorema 2.2.2. Sea ∆ una distribución caracteŕıstica sobre M . Para cada punto x ∈M

pasa una única variedad integral maximal.

Demostración. Sea x ∈M y

Fx = {N ∈ F : x ∈ N}

Entonces Fx 6= ∅ pues ∆ es integrable y el orden parcial ≺ en F se restringe en Fx.

Sea J una cadena de Fx, (esto es un subconjunto totalmente ordenado de Fx) y defi-

namos

Ñ =
⋃

N∈J

N

tenemos que mostrar que: Ñ ∈ Fx o equivalente a que x ∈ Ñ .

En efecto, definamos una estructura de variedad en Ñ de la siguiente forma: tomemos

y ∈ Ñ , entonces existe N ∈ J con y ∈ N . Como N es una subvariedad, sus cartas

alrededor de y definen cartas en Ñ haciendo esto para todo y ∈ Ñ , obtenemos un conjunto

de cartas cuyos dominios cubren Ñ . Cualesquiera dos cartas definidas de esta manera son

compatibles, pues para y ∈ N1∩N2 Asimismo definimos un atlas en Ñ de tal forma que N

es subvariedad abierta de Ñ para todo N ∈ J . Con esta estructura Ñ es una subvariedad

integral de ∆ que contiene x y por tanto Ñ ∈ Fx. Como todo subconjunto ordenado de Fx

admite un mejoramiento, el lema de Zorn’s1 implica la existencia de variedades integrales

maximales conteniendo a x ∈ M

❏

Por el teorema precedente, una distribución caracteŕıstica ∆ admite para cada p ∈M

una única variedad integral conteniendo a p, el cual denotaremos por I(p).

La unicidad de las variedades integrales maximales garantiza que dos de esas variedades

o son disjuntas o coinciden.

Observación 11. Notemos que para p, q ∈ M tenemos I(p) = I(q)(si y sólo si q ∈ I(p)) o

I(p) ∩ I(q) = ∅.

1Lema: Sea M 6= ∅ un conjunto parcialmente ordenado. Supongamos que cada cadena C ⊂ M tiene

una cota superior. Entonces M tiene al menos un elemento maximal.
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Equivalentemente: Sean p, q ∈ M y I(p) ∩ I(q) 6= ∅ entonces I(p) = I(q). En efecto,

sean p, q ∈M entonces por el teorema, pasa una única variedad integral maximal, es decir

existen I(p) y I(q) y x ∈ I(p)∩I(q), entonces I(x) = I(p) y I(x) = I(q), luego I(q) = I(p).

De esa forma las variedades integrales maximales son las clases de equivalencia de la

relación de equivalencia ∼∆ definida por

p ∼∆ q si I(p) = I(q)( si y sólo si q ∈ I(p))

sobre M v́ıa el conjunto de variedades integrales maximales de ∆.

Ahora describiremos la variedad integral de una distribución caracteŕıstica ∆ a las

órbitas de campos de vectores que son tangentes a ∆.

Sea Σ ⊂ X(M) la familia de campos de vectores y denotemos más adelante por X ∈ Σ

y la solución por Xt(p), t ∈ R con condición inicial X0(p) = p y consideremos las compo-

siciones de difeomorfismos locales del tipo Xt con X variando en Σ. Haciendo todas las

composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, definimos el grupo de difeomor-

fismos locales, asociados a un conjunto de campos de vectores, como

GΣ = {X1
t1
◦ ... ◦Xk

tk
, X i ∈ Σ, ti ∈ R, k ∈ N},

Este conjunto es un grupo en el sentido en que la inversa de un elemento de GΣ también

está en GΣ y la composición de dos elementos, cuando es posible, también es un elemento

de GΣ. En lo que sigue GΣ será referido simplemente como el grupo generado por GΣ.

y definamos para cada p ∈ M la órbita de p por Σ, o el conjunto de puntos alcanzables

a partir de p, siguiendo trayectorias de σ, como

OΣ(p) = {q ∈M, existe Φ ∈ GΣ, con q = Φ(p)}.

Ejemplo 11. Consideremos los campos vectoriales lineales

X =

(
0 1

0 0

)
,Y =

(
0 0

1 0

)

los flujos de X e Y son

Xt =

(
0 t

0 0

)
,Yt =

(
0 0

t 0

)

tenemos que la órbita es

OΣ(x, y) = R
2.

La relación ∼Σ definida por:

p ∼Σ q si OΣ(p) = OΣ(q)( si y sólo si p ∈ OΣ(q))

es una relación de equivalencia sobre M v́ıa las órbitas de Σ. En efecto,
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1. Reflexividad: Por definición, es inmediata

2. Simetŕıa:p ∼Σ q entonces q ∼Σ p

p ∼Σ q ⇒ p ∈ OΣ(q) ⇒∃Φ ∈ GΣ : p = Φ(q)

⇒∃Φ−1 ∈ GΣ : q = Φ−1(p)

⇒q ∈ OΣ(p) ⇒ q ∼Σ p

3. Transitividad: Sean p ∼Σ q y q ∼Σ r entonces p ∼Σ r

p ∼Σ q y q ∼Σ r ⇒ p ∈ OΣ(q) y q ∈ OΣ(r)

⇒ ∃Φ ∈ GΣ : p = Φ(q) y Ψ ∈ GΣ : q = Ψ(r)

⇒ ∃Φ ◦Ψ ∈ GΣ : p = Φ(q) = Φ(Ψ(r)) = (Φ ◦Ψ)(r)

⇒ p ∈ OΣ(r) ⇒ p ∼Σ r

donde las clases de equivalencia son las diferentes órbitas. El siguiente teorema establece

la conexión entre las dos relaciones de equivalencia ∼Σ y ∼∆. Antes de mostrar el siguiente

teorema se presentará la siguiente proposición.

Proposición 14. Si X es tangente a ∆, entonces las trayectorias iniciadas en p, perma-

necen en la variedad integral maximal de ∆ que contiene a p. Es decir Xt(p) ∈ I(p).

Demostración. Sea I(p) una subvariedad de M y X tangente a ∆, entonces para todo

p ∈ domX se tiene que X(p) ∈ ∆(p) y como I(p) es una variedad integral entonces

X(p) ∈ TpI(p) luego por el (lema 2) tenemos, que existen Up y ǫ > 0 tal que Xs(p) ∈ I(p)

para |s| < ǫ.

Para extender esto a toda la trayectoria de X , sea t > 0 y

m = sup
{
s ∈ [0, t] : Xσ(p) ∈ I(p), ∀σ ∈ [0, s]

}

entonces m = t.

Supongamos que m < t y como m ∈ [0, t], Xm(p) está en el dominio de X . Por tanto

el (lema 2) garantiza que para ǫ1 > 0 se tiene que Xn(Xm(p)) ∈ I(Xm(p)) para |n| < ǫ1,

luego tomando n = − ǫ1
2
, tenemos

X−
ǫ1
2
(Xm(p)) = X−

ǫ1
2
+m(p)

entonces tenemos que I(p) = I(Xm(p)), aśı existe z = n + m tal que Xz(p) ∈ I(p),

contradiciendo la definición de m como supremo. Por tanto m = t.

Aśı Xs(p) ∈ I(p) para todo s ∈ [0, t]. De la misma forma para Xz(p) ∈ I(p) para t < 0.

❏
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Teorema 2.2.3. Consideremos la distribución caracteŕıstica ∆ sobre M y denotemos por

Σ ⊂ X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales tangentes a ∆,

Σ = {X ∈ X(M), X(q) ∈ ∆(q) para todo q ∈M}.

Entonces las órbitas de Σ son exactamente las variedades integrales maximales de ∆.

Demostración. Debemos mostrar que OΣ(p) = I(p).

Sea p ∈ domXk, entonces Xk
tk
(p) ∈ I(p), pues las trayectorias iniciadas en p, perma-

necen en la variedad integral conexa maximal que pasa por p. Aplicando reiteradamente

este hecho OΣ(p) ⊂ I(p). Luego OΣ(p) es abierto en I(p). En efecto, sea z ∈ OΣ(p) y X
i

campos caracteŕısticos, luego consideremos la aplicación

ρ : U ⊂ R
k →M

(t1, ..., tk) 7→ X1
t1
◦ ... ◦Xk

tk
(p) = z

se tiene que la imagen de ρ es una vecindad de z en I(p). Pues para z ∈ ρ(U) existe

t = (t1, ..., tk) tal que ρ(t) = X1
t1
◦ ...◦Xk

tk
(p) = z, entonces z ∈ OΣ(p), aśı OΣ(p) es abierto

en I(p).

Ahora consideremos

C =
⋃

OΣ(y), y ∈ I(p)−OΣ(p)

C =
⋃

{OΣ(y), y ∈ I(p)−OΣ(p)}

donde OΣ(y) es abierto en I(y) = I(p), luego OΣ(y) es abierto en I(p), entonces C es

abierto en I(p), además C ∩ OΣ(p) = ∅, y como I(p) es conexo se tiene C = ∅, luego

OΣ(p) = I(p).

❏

Los teoremas mencionados anteriormente admiten la existencia de variedades integrales

maximales para distribuciones caracteŕısticas y caracterizar ciertas órbitas a través de estas

variedades.

Los siguientes resultados constituyen un teorema abstracto de órbitas. Mostrando que

la variedad maximal de una distribución caracteŕıstica son en efecto dsubvariedades casi-

regulares de M . Para hacer este punto más preciso, nosotros necesitamos el concepto de

foliación.
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Caṕıtulo 3

El Teorema de Órbitas

3.1. Foliaciones

Las foliaciones aparecen de manera natural en varios contextos geométricos, por ejem-

plo, como soluciones de ecuaciones diferenciales y de sistemas integrables y en geometŕıa

simpléctica. De hecho, la noción de foliación surgió por primera vez de manera expresa

en los trabajos de Ehresmann y Reeb, que estudiaban la existencia de campos de vecto-

res completamente integrables sobre variedades de dimensión tres. De manera intuitiva

podemos decir que una foliación (regular) es una partición de una variedad en subvarie-

dades disjuntas conexas inmersas de la misma dimensión, llamadas hojas de la foliación,

dispuestas localmente como las hojas de un libro, aunque su topoloǵıa y su disposición

globales pueden ser muy complejas. La influencia de la topoloǵıa de la variedad ambiente

sobre la topoloǵıa y la dinámica transversa de las hojas ha sido una de las cuestiones

fundamentales de la teoŕıa de foliaciones desde sus inicios.

De forma más general definimos la noción de foliación como sigue a continuación.

Definición 21. Una foliación diferenciable en una variedad M con dimM = d, es una

relación de equivalencia ∼ sobre M que satisface:

1. Las clases de equivalencia son subvariedades inmersas conexas de M . Las clases de

equivalencia de x será denotada por C(p), p ∈M .

2. Para todo p ∈M existe una vecindad U de p y una carta coordenada

ψ : V ×W → U

con V y W vecindades del origen en R
k y R

d−k respectivamente (dimM = d), tal

que:

(a) ψ(0, 0) = p

(b) La dimensión de la clase C(p) es k.
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(c) Para todo (v, w) ∈ V ×W,ψ(v, w) ∼ ψ(0, w), esto es,

ψ(V × {w}) ⊂ C(ψ(0, w)).

(d) La aplicación

ψ0 : V → C(p), ψ0(v) = ψ(v, 0)

es un difeomorfismo de V sobre un abierto de C(p).

(e) Para todo w ∈ W , la aplicación

ψw : V → C(ψ(0, w)), ψw(v) = ψ(v, w)

es diferenciable con respecto a la estructura intŕınseca de C(ψ(0, w)).

Las cartas coordenada con propiedades (a)-(e) son llamadas cartas adaptadas alrededor

de p ∈M , y las clases de equivalencia C(p) son llamadas hojas de la foliación.

b

U

M

b

p = ψ(0, 0)

C(p)

W ⊂ R
d−k

V ⊂ R
k

V ×W

(v, w)

ψ

ψ0

V × {0}

Ejemplo 12. 1. Un ejemplo elemental de foliación (regular) de dimensión n es la folia-

ción de Rm = Rn × Rm−n donde las hojas son los n-planos de la forma Rn × {c},

c ∈ Rm−n.

2. Campos de Vectores Cuando X no posee singularidades (esto es, X(x) 6= 0 para

todo x ∈ M) las trayectorias de X son las hojas de la foliación de dimensión uno en

M . Si permitimos que el campo tenga singularidades, es decir, ceros o puntos fijos,

la partición inducida tendrá hojas de dimensiones 0 y 1, originando lo que llamamos

una foliación singular.
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El siguiente teorema muestra que las variedades integrales maximales forman una fo-

liación.

Teorema 3.1.1. Sea ∆ una distribución caracteŕıstica sobre M , y sea ∼∆ denota la

relación de equivalencia definida v́ıa la variedad integral maximal de ∼∆. Entonces ∼∆ es

una foliación.

Demostración. Necesitamos mostrar la existencia de cartas adaptadas como en la defini-

ción. Para eso, fijemos p ∈ M y consideremos la inmersión ϕ : V → M como (2.2.1),

definida en alguna vecindad V del origen de Rk y X1, ..., Xk campos caracteŕısticos. La

imagen ϕ cubre una vecindad de la variedad integral que pasa por p. Para construir la

carta adaptada suponga que dimM = n. Entonces existe una inmersión φ : W → M con

W una vecindad del origen en Rn−k tal que φ(0) = p y φ es transversal a ϕ en p esto es,

Dφ0T0W +Dϕ0T0V = TpM

Sea ψ : V ×W →M definida por

ψ(v, w) = X1
t1
◦ ... ◦Xk

tk
(φ(w))

si v = (t1, ..., tk) ∈ V . Entonces alguna restricción de ψ es una carta adaptada. En efecto,

es claro que ψ(0, 0) = p. Por otro lado, el valor de Dψ(0,0) en (v, w) ∈ Rk × Rn−k y

Dψ(0,0)(v, w) = Dϕ0(v) +Dφ0(w)

lo que muestra que Dψ(0,0) es un isomorfismo. Por lo tanto, existen vecindades V1 ⊂ V y

W1 ⊂W tal que la restricción de ψ a V1 ×W1 es un difeomorfismo.

Ahora, ψ(v, w) ∼ ψ(0, w) ∼ φ(w) pues ψ(v, w) es obtenido de φ(w) por aplicaciones

sucesivas de trayectorias de campos tangentes a ∆, que como fue visto en la demostra-

ción del teorema(2.2.3) no son las variedades integrales maximales. Fijando w, el lema(3)

garantiza que la aplicación

(t1, ..., tk) 7→ X1
t1
, ...Xk

tk
(φ(w))

es diferenciable en la estructura intŕınseca de I(ψ(0, w)) y como esa aplicación coincide

con ϕ si w = 0, la restricción de ψ es una carta adaptada. Eso muestra que las variedades

integrales maximales forman una foliación de M ya que p es un punto arbitrario.

❏

Una propiedad central en el estudio de las foliaciones es que las hojas son subvariedades

casi-regulares. Para mostrar este hecho, es necesario el siguiente lema.

Lema 4. SeaM una variedad diferenciable conexa y L →֒ M una inmersión con L conexa.

Entonces L es separable, esto es, su topoloǵıa intŕınseca admite una base numerable de

abiertos.
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Demostración. Por resultados del capitulo 1 tenemos que toda variedad M admite una

métrica riemanniana. Como L →֒ M es una inmersión, esta métrica se restringe a una

métrica Riemanniana en L y como L es conexa eso permite definir una distancia que es

compatible con su topoloǵıa. En otras palabras, L es metrizable y por tanto paracompacta1.

Como toda variedad paracompacta es separable, eso muestra el lema.

❏

Teorema 3.1.2. Las hojas de una foliación son subvariedades cuasi-regulares.

Demostración. Sea φ : N → M una aplicación continua con N localmente conexo y

suponga que la imagen de φ esta contenida en la hoja de una foliación, φ(N) ⊂ C(x).

Tome y ∈ N con φ(y) = x. Se desea mostrar que las imágenes inversas por φ de abiertos

de C(x) son abiertos de N y para esto es suficiente tomar los abiertos en C(x) como siendo

vecindades de x. Consideremos el dominio de una carta adaptada en U , ψ : V ×W → U

tal que ψ(0, 0) = x y por definición de foliación, para todo (u, v) ∈ V ×W , se tiene

ψ(V × w) ⊂ C(ψ(0, w))

en particular para w = 0, se tiene ψ(V × 0) ⊂ C(ψ(0, 0)) = C(x)

Aśı es suficiente mostrar que φ−1(ψ(V ×{0})) es un abierto de N . Como φ es continua,

φ−1(U) es un abierto de N y como N es localmente conexo, podemos substituir N por una

vecindad conexa de y y asumir sin pérdida de generalidad que φ(N) ⊂ U con N conexo.

Luego φ(N) ⊂ C(x) ∩ U .

Ahora consideremos π : V ×W → W la segunda proyección coordenada y sea σ un

subconjunto de W definido por

σ = π ◦ ψ−1(C(x) ∩ U) = ψ−1(C(x) ∩ U) ∩ ({0} ×W ).

el cual es numerable. En efecto

σ = ψ−1(C(x) ∩ U) ∩ ({0} ×W ) ⊂ ψ−1(C(x) ∩ U) ⊂ ψ−1(C(x))

como C(x) →֒ M es una inmersión con C(x) conexa, entonces C(x) es separable, esto

es, su topoloǵıa intŕınseca admite una base numerable de abiertos, entonces ψ−1(C(x))

admite una base numerable, pues ψ−1 es continua y abierta. Luego σ es numerable.

La aplicación π ◦ ψ−1 ◦ φ tiene sentido y su imagen esta contenida en una única com-

ponente conexa ya que N es conexo. En tanto σ es numerable y por tanto sus compo-

nentes conexas se reducen a conjuntos unitarios. De esa forma π ◦ ψ−1 ◦ φ es constante

y como su valor en y es cero, eso muestra que φ(N) ⊂ ψ(V × {0}) concluyendo que

φ−1(ψ(V ×{0})) = φ−1(U) es un abierto y que φ es continua en la topoloǵıa intŕınseca de

C(x). En consecuencia C(x) es casi-regular, lo que muestra el teorema.

❏

1Teorema de Stone: Todo espacio metrizable es paracompacto .
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Teorema 3.1.3. Para cada foliación ∼ sobre M existe una única distribución carac-

teŕıstica ∆ cuyas variedades integrales maximales coinciden con las hojas de la foliación,

i.e.,∼=∼∆.

Demostración. Sean x ∈M y

ψ : V ×W → U ⊂ M

una carta adaptada centrada en x con V ×W ⊂ Rk ×Rl. Definamos la distribución ∆ en

x por

∆(x) = dψ(0,0)(R
k × {0})

Este es el espacio tangente a C(x) por tanto su definición es independiente de la carta

adaptada espećıfica ψ.

Debe ser mostrando en primer lugar que ∆ es caracteŕıstica, o que es lo mismo inte-

grable y diferenciable. En efecto de ser ∆ integrable es inmediato por construcción, ya que

las hojas de una foliación son subvariedades integrales. Para ver que ∆ es diferenciable,

considere la carta adaptada de arriba y defina en U los campos

X i = ψ∗(
∂

∂xi
), i = 1, 2, ..., k (3.1)

donde ∂
∂xi

son los campos coordenados en V ×W asociados a una base en que los primeros

k elementos son tangentes a V . Como ψ es una carta adaptada, los campos en (3.1) forman

una parametrización de ∆ centrada en x. Eso muestra que ∆ es diferenciable.

Para concluir, se debe mostrar que la hoja C(x) que contiene a x coincide con las

variedades integrales maximales I(x) que pasa por x. Como C(x) es una variedad integral

que pasa por x, es claro que C(x) ⊂ I(x) y C(x) es una subvariedad abierta de I(x). La

misma cosa ocurre con C(y) para todo y ∈ I(x). Asimismo, la unión

⋃

y

C(y)

con y ∈ I(x)−C(x) es vacia pues es un conjunto abierto de I(x), su intersección con C(x)

es vacia y I(x) es conexo. Esto muestra que C(x) = I(x) concluyendo la demostración del

teorema.

❏

3.2. El Teorema de Órbita

Para el análisis en esta sección, no es necesario suponer que los campos de Σ sean

definidos globalmente en M . La hipótesis de que sus dominios sean abiertos de M es

suficiente. En ese caso, la unión de esos dominios es una subvariedad abierta de M y las

órbitas de Σ están contenidas en esa unión que desempeña entonces un papel de variedad
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ambiente. Por esa razón, se asume también que la unión de los dominios de los campos

en Σ es M . Las órbitas de Σ son de la forma OΣ(x) donde OΣ es un grupo local generado

por flujos de campos en Σ. Esas son dadas por las variedades integrales maximales de una

distribución ∆Σe
asociada a Σ, que es construida de la siguiente forma: considere la familia

Σe, extensión de Σ, definida por

Σe = {φ∗ ◦X ◦ φ−1 : φ ∈ OφΣ, X ∈ Σ}.

La distribución ∆Σe
es la distribución generada por Σe, esto es,

∆Σe
(x) = ger{Z(x) ∈ TxM : Z ∈ Σe, x ∈ domZ}.

Si Z es un campo en Σe entonces

Zt = φ ◦Xt ◦ φ
−1.

Como φ y Xt están en OΣ, entonces es una composición de elementos en OΣ y por tanto

Zt ∈ OΣ y Zt(x) ∈ OΣ(x). Eso significa que las trayectorias de los campos tangentes a

∆Σe
permanecen en una misma órbita de Σ y de ah́ı que si la distribución es integrable las

variedades integrables maximales están contenidas en órbitas de Σ. El teorema siguiente

muestra que las órbitas de Σ coinciden con las variedades integrales maximales de ∆Σe
.

Teorema 3.2.1. Sea Σ una familia de campos de vectores. Entonces las siguientes afir-

maciones son satisfechas:

1. ∆Σ es caracteŕıstica

2. Para x ∈M,OΣ(x) es una variedad integral maximal conexa de ∆Σ que pasa por x.

3. La relación de equivalencia x ∼ y si y ∈ OΣ(x) es una foliación con singularidades.

4. Las órbitas de OΣ(x) son subvariedades inmersas casi-regulares y para x ∈ M,TxOΣ(x) =

∆Σe
(x).

Demostración. Las dos ultimas afirmaciones siguen de las dos primeras, por los teoremas

del capitulo 2.

i) Sea p ∈M . Por definición de ∆Σe
, existen campos Z1, ..., Zk en Σe tal que

∆Σe
(p) = span{Z1, ..., Zk}

estos campos de vectores son tangentes a ∆Σe
.

Dado Y ∈ Σe, el campo Z i
t∗ ◦ Y ◦ Z i

−t pertenece a Σe por definición. Como esos

campos generan ∆Σe
eso muestra que Z i preserva ∆Σe

, mostrando que la distribución

es caracteŕıstica.
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ii) Notemos primero que OΣ(p) ⊂ I(p), por que los campos vectoriales en Σ son tangentes

a ∆Σe
. Para mostrar que I(p) ⊂ OΣ(p), sea p ∈ M y escojamos Z1, ..., Zk en Σe,

como antes ya definimos, la aplicación

ρ(t1, ..., tk) = Z1
t1
◦ · · · ◦ Zk

tk

la cual es una variedad integral de ∆Σe
y por tanto una subvariedad abierta de I(p).

Luego la imagen de ρ esta contenida en OΣ(p) pues los flujos de Z i son elementos

de OΣ. Repitiendo ese argumento a todo y ∈ OΣ(p), se llega a que OΣ(p) es abierto

en I(p). De manera semejante, OΣ(z) es abierto en I(p) para todo z ∈ I(p). Como

la variedad integral maximal es conexa, eso muestra que OΣ(p) = I(p).

iii) Por ii) tenemos que OΣ(p) = I(p) y por el (teorema 3.1.1) la relación de equivalencia

definida, es una foliación.

iv) De iii) se tiene que esas variedades integrales maximales son subvariedades inmersas

casi-regulares, esto por el (teorema 3.1.2). Es decir que las órbitas son subvariedades

casi-regulares.

❏
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Apéndice A

Variedades Diferenciales

Estudiaremos los hechos básicos del cálculo diferencial sobre una variedad diferenciable.

En todo lo que sigue, Mdenotará un espacio topológico no vació.

Definición 22. . Sea M un espacio topológico, segundo numerable y de Hausdorff y,

F = {(Uα, ϕα)/ϕα : Uα ⊂M → ϕα(Uα) ⊂ R
m, homeomorfismo }

con Uα ⊂ M y ϕα(Uα) ⊂ R
m abiertos . El par (M,F) es una variedad diferenciable si

cumple:

1. M =
⋃
α∈Λ Uα

2. Si Uα ∩ Uβ 6= ∅, entonces el cambio de coordenadas

ϕβ ◦ ϕ
−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ) ⊂ R

m → ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ R
m

es diferenciable entre los abiertos ϕα(Uα ∩ Uβ) y ϕβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ Rm.

Al par (Uα, ϕα) se le llama carta coordenada o sistema de coordenada; cada

aplicación continua xi = ri ◦ϕ se denomina función coordenada; y la n-upla (x1, ..., xn)

se dice que es el sistema de funciones coordenadas asociado a la carta (U, ϕ).

43



A.1. APLICACIONES DIFERENCIALES 44

Ejemplo 13. 1. Rn es una variedad diferenciable.

En efecto,tomando la carta (Rn, Id), con la identidad en Rn.

2. Todo espacio vectorial de dimensión finita es una variedad diferenciable.

3. Si (M,F) es una variedad diferenciable de dimensión n, todo abierto U ⊂ M es

de nuevo una variedad diferenciable de dimensión n (variedad inducida) cuyo atlas

viene dado por

FU =
{
(Uα ∩ U, ϕα|Uα∩U)/∀(Uα ∩ ϕα) ∈ F

}
.

En efecto, como los abiertos Uα recubren a M , Vα = Uα ∩ U son abiertos en U que

lo recubren. Las aplicaciones φα = ϕα|Uα∩U : Vα → φα(U ∩ Uα) = ϕα(U ∩ Uα) son

homeomorfismos locales de U en Rn. Además, φβ ◦ φ
−1
α son diferenciables al ser las

restricciones a ϕα(U ∩ Uα ∩ Uβ) de ϕβ ◦ ϕ
−1
α .

4. Sea (M,A) una variedad m−dimensional de clase Cr. Dado un homeomorfismo

f : M → N . El atlas A = {(Ui, ϕi) : i ∈ Λ} de M induce de modo natural

un atlas m−dimensional de clase Cr, Af , en N , el cual es definido como Af =

{(f(Ui), ϕi ◦ f
−1) : i ∈ Λ}. La estructura diferencial definida por Af es llamada

estructura diferencial de N inducida por f y A.

A.1. Aplicaciones Diferenciales

Vamos a establecer el concepto de función diferenciable en una variedad M y el de

aplicaciones diferenciables entre variedades, para lo cual utilizaremos el lenguaje de cartas

locales y poder utilizar aśı el concepto de diferenciabilidad en Rn del cálculo.

Definición 23. Sea M una variedad diferenciable. Una función f :M → R se dice que es

diferenciable (de clase C∞) si para toda carta (U, ϕ), f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) → R es una función

diferenciable de clase C∞.

Observación 12. La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable deM y no

de la elección de las cartas; pues si (U, ϕ) y (V, ψ) son dos cartas deM con U∩V 6= ∅, f◦ϕ−1

es diferenciable si y sólo si f ◦ ψ−1 es diferenciable. Esto es consecuencia del hecho de ser

f ◦ ϕ−1 = (f ◦ ψ−1) ◦ (ψ ◦ ϕ−1)

y de que f ◦ψ−1 siempre es diferenciable por la propia definición de variedad diferenciable.

Representaremos por F(M) el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables sobre

M .

Para el estudio local es natural no sólo considerar funciones f : M → R definidas en

todo M sino también admitir funciones que estén definidas solamente en un entorno de

un punto de M .
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Definición 24. Sea x un punto de la variedad diferenciable M . Una función f se dice

que es diferenciable de clase C∞ en un entorno del punto x si su dominio Df es abierto,

cuando en Df se considera la estructura diferenciable inducida por la de M .

Aśı pues, f es diferenciable en un entorno del punto x ∈ Df , si para toda carta (U, ϕ)

en M con x ∈ U , la composición f ◦ ψ−1 : ϕ(Df ∩ U) → R es diferenciable de clase C∞.

Denotaremos por F(x) el conjunto de las funciones diferenciables en el entorno de x.

Luego todas las aplicaciones diferenciables de M en R en un entorno de un punto p de

una variedad forman un álgebra bajo las operaciones puntuales usuales

(f + g)(p) = f(p) + g(p)

(fg)(p) = f(p)g(p)

(λf)(p) = λf(p)

con p ∈ Df ∩Dg y t ∈ R.

Definición 25. (Diferenciabilidad entre variedades) Sean M y N variedades dife-

renciables de clase Ck , k ≥ 1. Decimos que una aplicación f : M → N es diferenciable

en un punto p ∈ M si, existen sistemas de coordenadas (U, ϕ) en M y (V, ψ) en N , con

p ∈ U y f(U) ⊂ V tales que ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ R
m → ψ(V ) ⊂ R

n es diferenciable en

el punto ϕ(p) ∈ Rm. Decimos además, que f es diferenciable si es diferenciable en cada

punto p de M .

Si f es diferenciable y biyectiva y f−1 es también diferenciable, decimos que f es un

difeomorfismo y que M y N son difeomorfas.

Observación 13. Esta definición, aunque no lo parezca, es la más natural que puede darse

para la noción de diferenciabilidad de una aplicación f : M → N , puesto que en los

espacios topológicos M y N no tenemos estructura de espacio vectorial, por lo tanto

usando coordenadas locales traspasamos el problema a abiertos de espacios euclidianos,

donde ya tenemos definida la noción de diferenciabilidad de aplicaciones.

Proposición 15. Sea f : M → N una aplicación diferenciable en un punto p ∈ M .

Entonces f es continua en p.

Demostración 1. Sean (U, ϕ) y (V, ψ) sistemas de coordenadas enM yN , respectivamente,

como en la definición. Entonces la aplicación ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊆ R
m → ψ(V ) ⊆ R

n es

diferenciable en el punto ϕ(p) ∈ Rm, por lo tanto continua en ese punto, y como en U

podemos escribir f = ψ−1 ◦ ψ ◦ f ◦ ϕ−1 ◦ ϕ aśı, se sigue que f es continua en p .

Observación 14. 1. La composición de aplicaciones diferenciables también lo es.

2. Sea M una variedad m−dimensional de clase Cr, r ≥ 1, y sea (U, ϕ) una carta en

M . Considerando U como variedad Cr con la estructura inducida por la de M , se

tiene que ϕ : U → ϕ(U) ⊂ Rm es un difeomorfismo de clase Cr.
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En efecto, sea A un atlas determinando la estructura diferencial de M , entonces

el atlas AU =
{
(Uα ∩ U, ϕα|Uα∩U)/∀(Uα, ϕα) ∈ A

}
es un atlas que determina la

estructura diferencial en U inducida por la de M ,

ϕ(U) ⊂ RmU ⊇ V

ψ(V ) ϕ(U)

ϕ

Id

Id ◦ ϕ ◦ ψ−1

ψ

entonces tomando un sistema de coordenadas (V, ψ) en U tenemos Id ◦ ϕ ◦ ψ−1 =

ϕ ◦ ψ−1 y ψ ◦ ϕ−1 ◦ Id− = ψ ◦ ϕ−1, y como los cambios de coordenadas son de clase

Cr, y por definición de diferenciabilidad se tiene que ϕ es un difeomorfismo.

A.2. Espacio Tangente y Haz Tangente de una Varie-

dad

Un concepto de gran importancia en la teoŕıa local de las variedades diferenciables es

el de espacio tangente en un punto.

Definición 26. Un vector tangente a una variedad diferenciable M de dimensión n en

un punto x ∈M , es una aplicación

v : F(x) → R,

tal que fijada una carta coordenada (U, ϕ) en M con x ∈ U , existe una n-upla (a1, ..., an)

de números reales tal que f ∈ F(x):

v(f) =

n∑

i=1

ai
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

.

Observemos que si v : F(x) → R es una aplicación que verifica esta propiedad relativa-

mente a una carta coordenada (U, ϕ) con x ∈ U , la misma propiedad se verifica también

para cualquier carta coordenada (V, φ) con x ∈ V . ;es decir, existe una n-upla (b1, ..., bn)

de números reales tal que, ∀f ∈ F(x),

v(f) =
n∑

j=1

bj
∂(f ◦ φ−1)

∂ri

∣∣∣∣
φ(x)

.

En efecto, supongamos que v tiene a (a1, ..., an) como n−upla asociada a la carta (U, ϕ),
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entonces:

v(f) =
n∑

i=1

ai
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

=

n∑

i=1

ai
∂(f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

=
n∑

i=1

ai
( n∑

j=1

∂(f ◦ φ−1)

∂rj

∣∣∣∣
φ(x)

∂(rj ◦ φ ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

)
Regla de la cadena

=

n∑

i=1

ai
( n∑

j=1

∂(f ◦ φ−1)

∂rj

∣∣∣∣
φ(x)

J ji (φ ◦ ϕ−1)

∣∣∣∣
ϕ(x)

)

=
n∑

j=1

( n∑

i=1

aiJ ji (φ ◦ ϕ−1)

∣∣∣∣
ϕ(x)

)
∂(f ◦ φ−1)

∂rj

∣∣∣∣
φ(x)

=

n∑

j=1

bj
∂(f ◦ φ−1)

∂ri

∣∣∣∣
φ(x)

donde (J ji (φ ◦ ϕ−1)) es la matriz jacobiana de la aplicación (φ ◦ ϕ−1).

Aśı, para que una aplicación v : F(x) → R sea un vector tangente en x ∈ M , basta

con que verifique la condición exigida en la definición con respecto a una carta coordenada

(U, ϕ) para que automáticamente la satisfaga para todas las cartas coordenadas.

Definición 27. Para un punto p ∈ M , representaremos por TpM el conjunto de los

vectores tangentes a M en p, al que llamaremos Espacio Tangente a la variedad M en

p. Es decir

TpM = {v : F(p) → R}

Definición 28. Sea (U, ϕ) una carta coordenada con p ∈ U , sean (x1, ..., xn) las funciones

coordenada de esta carta. Para cada i = 1, ..., n, definimos:

∂

∂xi
: F(p) −→ R

f 7−→
∂

∂xi
(f) =

∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

, ∀f

Observemos que
∂

∂xi
∈ TpM trivialmente, puesto que la n−upla de números reales que

le corresponde, relativamente a la carta (U, ϕ), es (0, ..., 1, ..., 0), con el 1 en el i−ésimo

lugar.

Proposición 16. Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. El espacio tangente

TpM es un punto p es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los números reales R de

dimensión n. Si (U, ϕ) es una carta coordenada con x ∈ U y (x1, ..., xn) sus funciones

coordenadas,
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}
constituye una base de TpM , denominada base canónica o

natural asociada a la carta (U, ϕ).
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Demostración. Si v, v1, v2 ∈ TpM y λ ∈ R definimos

v1 + v2 : F(p) −→ R

f 7−→ v1(f) + v2(f)

λv : F(p) −→ R

f 7−→ (λv)(f) = λv(f)

para ver que v1 + v2, λv ∈ TpM , observemos que dada una carta coordenada (U, ϕ) con

p ∈ U ,(a11, ..., a
1
n), (a12, ..., a

2
n) y (a1, ..., an) las n−uplas de números reales asociados a

v1, v2, v respectivamente, entonces (a11 + (a12, ..., a
1
n+ a2n) es la n−upla asociada a v1 + v2 y

(λa1, ..., λan) es la n−upla asociada a λv, ambas relativamente a la carta (U, ϕ).

Veamos ahora que
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}
constituye una base de TpM . Sea v ∈ TpM ; entonces,

asociado a la carta (U, ϕ), v determina una n−upla de números reales (a1, ..., an) de forma

que, para f ∈ F(x) arbitraria,

v(f) =

n∑

i=1

ai
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

=

n∑

i=1

ai
∂(f)

∂xi
=

( n∑

i=1

ai
∂

∂xi

)
(f),

luego

v =

n∑

i=1

ai
∂

∂xi

y por tanto,
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}
generan TpM . Veamos, finalmente, que son linealmente inde-

pendientes. Para ello, supongamos que tenemos una combinación lineal

n∑

i=1

λi
∂

∂xi
= 0

si le aplicamos a cada xj ∈ F(x), tenemos

0 =

n∑

i=1

λi
∂

∂xi
(xj) =

n∑

i=1

λi
∂(xj ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

=
n∑

i=1

λi
∂rj

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

=

n∑

i=1

λiδji = λj

luego λj = 0, ∀j ∈ {1, 2, ..., n}. Aśı
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

}
es base de TpM . ❏

Proposición 17. Todo vector tangente v ∈ TpM satisface las siguientes propiedades, para

f, g ∈ F(p) y λ ∈ R arbitrarios:

Carrera de Matemática 3 U.M.S.A.



A.2. ESPACIO TANGENTE Y HAZ TANGENTE DE UNA VARIEDAD 49

1. v(f + g) = v(f) + v(g)

2. v(λf) = λv(f)

3. v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g).

Es importante señalar que las propiedades 1), 2), 3) de esta proposición caracterizan

totalmente a los vectores tangentes en p ∈ M , las cuales se resumen diciendo que la

aplicación v : F(p) → R es una derivación.

Vamos a asociar a cada aplicación diferenciable entre variedades una aplicación lineal

entre sus espacios tangentes.

Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectivamente, y F :

M → N una aplicación diferenciable. Dado un punto p ∈ M , consideremos su punto

imagen F (p) ∈ N , y los espacios tangentes TpM y TF (p)M . Para v ∈ TpM , vector tangente

en el punto p ∈ M , definimos:

F∗(v) : F(F (x)) −→ R

h 7−→ [F∗(v)](h) = v(h ◦ F ), ∀h ∈ F(F (x))

Observemos que esta aplicación está bien definida, puesto que h ◦ F ∈ F(x), al ser h y F

diferenciables.

Proposición 18. Para cada v ∈ TpM , F∗(v) ∈ TF (p)N y la aplicación

F∗ : TpM −→ TF (p)N

v 7−→ F∗(v)

es lineal

b b

M NF

Df‘p

TM TN
p f(p)

f*(v)v

Demostración. Para ver que F∗(v) ∈ TF (p)N demostraremos que para (V, ψ) una carta

local en N , con F (p) ∈ V , existe una n−upla (b1, ..., bn) de números reales de forma que:

[F∗(v)](h) =

n∑

j=1

bj
∂(h ◦ ψ−1)

∂sj

∣∣∣∣
ψ(F (p))

donde sj : Rn → R es la j−ésima proyección.
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Para ello, consideremos una carta local arbitraria (U, ϕ) en M con p ∈ U , y sea

(a1, ..., am) la m−upla de números reales tales que

v(f) =

m∑

i=1

ai
∂(f ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

, ∀f ∈ F(p)

donde ri : Rm → R es la i−ésima proyección.

Recordemos que, si (x1, ..., xm) y (y1, ..., yn) son las funciones coordenadas de las cartas

(U, ϕ) y (V, ψ), entonces
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xm

}
y
{ ∂

∂y1
, ...,

∂

∂yn

}
son bases de TpM y TF (p)N

respectivamente. Se deduce, para h ∈ F(p), que:

[F∗(v)](h) = v(h ◦ F ) =
m∑

i=1

ai
∂

∂xi
(h ◦ F )

=
m∑

i=1

ai
∂(h ◦ F ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

=

m∑

i=1

ai
∂(h ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ F ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

=
m∑

i=1

ai
( n∑

j=1

∂(h ◦ ψ−1)

∂sj

∣∣∣∣
ψ(F (p))

∂(sj ◦ ψ ◦ F ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

)

=

n∑

j=1

( n∑

i=1

ai
∂(yj ◦ F ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(x)

)
∂(h ◦ ψ−1)

∂sj

∣∣∣∣
φ(F (p))

=
n∑

j=1

bj
∂(h ◦ ψ−1)

∂sj

∣∣∣∣
φ(F (p))

.

Por tanto, F ∗(v) ∈ TF (p)N .

Como h es arbitraria, de aqúı se sigue

F∗(v) =
n∑

j=1

bj
∂

∂yj

con bj = v(yj ◦ F ), j = 1, 2, ..., n.

Además, estas mismas expresiones nos permiten deducir que F∗(v) es un homomorfismo

entre espacios vectoriales y deducir cual es la matriz de números reales que tiene asociada

con respecto a las bases canónicas
{ ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xm

}
y
{ ∂

∂y1
, ...,

∂

∂yn

}
. En efecto

F∗(
∂

∂xi
) =

n∑

i=1

∂

∂xi
(yj ◦ F )

∂

∂yj

de lo que se sigue que F∗ es lineal, y esta determinada por la matriz de coeficientes:

(F∗)
j
i =

∂

∂xi
(yj ◦ F ) =

∂(sj ◦ ψ ◦ F ◦ ϕ−1)

∂ri

∣∣∣∣
ϕ(p)

, i ∈ {1, ..., m}j ∈ {1, ..., n}.

es decir, que F∗ está representada por la matriz jacobiana, de m columnas y n filas, en el

punto ϕ(p), de la aplicación ψ ◦ F ◦ ϕ−1. ❏
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Definición 29. Sea F :M → N una aplicación diferenciable entre variedades. Para cada

p ∈M se define la diferencial o aplicación lineal tangente DFp de F

DFp : TpM −→ TF (p)N

v 7−→ DFp(v) : F(p) −→ R

h 7−→ [DFp(v)](h) = v(h ◦ F )

Para cualquier función h diferenciable en una vecindad de F (p).

Cuando no exista posibilidad de confusión se denota a DFp por DF , también puede

ser representado por: F∗.

Proposición 19. Sean f : M → N y g : N → P aplicaciones diferenciables entre

variedades. Entonces

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗

Demostración. Para un punto x ∈M se tienen las aplicaciones inducidas:

Tf(x)N Tg(f(x))PTxM

(g ◦ f)∗

f∗ g∗

Sean v ∈ TxM y h ∈ F(g(f(x))) arbitrarios, entonces:

[(g ◦ f)∗(v)]h = v(h ◦ (g ◦ f)) = v((h ◦ g) ◦ f)

= [f∗(v)](h ◦ g) = [g∗(f∗(v))](h)

y como v y h son arbitrarios se sigue que: (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. ❏

Observación 15. SeaM una variedad diferenciable y (U, ϕ) una carta enM , entonces para

cada p ∈ U , los espacios vectoriales TpU y TpU son isomorfos. Además, si A ⊂ M es un

conjunto abierto, entonces para cada p ∈ A, TpA es isomorfo a TpM .

Curvas sobre una variedad

Consideremos las curvas como un caso particular de aplicaciones entre variedades.

Definición 30. Una curva en una variedad M es una aplicación diferenciable de un

intervalo abierto de R en M .

γ : (a, b) ⊂ R →M

Definición 31. Sea γ : I → M , con I ⊂ R un intervalo, y una curva diferenciable sobre

M . Para cada t ∈ I, el vector tangente a la curva en el punto γ(t) es por definición

γ̇(t) = γ∗

( d
dr

∣∣∣
t

)
∈ Tγ(t)M,

donde d
dr

es el vector básico asociado a la coordenada r ∈ R.
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Definición 32. Denominaremos espacio cotangente en el punto p de la variedad diferen-

ciable M al espacio vectorial real T ∗
pM dual del espacio tangente TpM en p.

Un elemento w ∈ T ∗
pM es, por definición, una aplicación lineal w : TpM → R, al cual

denominaremos, indistintamente, vector cotangente en el punto p.

Si (U, (x1, ..., xn)) es una carta local con x ∈ U , la base canónica
{

∂
∂x1
, ..., ∂

∂xm

}
de TpM

nos permite definir por dualidad una base natural en el espacio cotangente T ∗
pM cuyos

elementos los representaremos por {dx1, ..., dxn} y que están definidos por

dxi
( ∂

∂xj

)
= δij

donde δij son los deltas de Kronecker: δij = 0 si i 6= j; δij = 1 si i = j.

Veamos ahora que la aplicación lineal tangente de una función real se puede considerar

como un elemento del espacio cotangente:

Sea f ∈ F(M) y p ∈M , entonces f induce, de forma natural, una aplicación lineal

f∗ : TxM −→ Tf(x)R

y consideremos el isomorfismo natural,

φf(x) : Tf(x)R −→ R

λ
d

dr
7−→ λ

siendo r : R → R la función coordenada en R. Luego obtenemos la aplicación

df = φf(x) ◦ f∗ : TpM −→ R

v 7−→ df(v) = (φf(x) ◦ f∗)(v) = φf(x)

(
λ
d

dr

)
= λ

luego solo nos queda determinar este número real λ:

λ =
(
λ
d

dr

)
(r) = (f∗(v))(r) = v(r ◦ f) = v(f)

por tanto,

df(v) = v(f), ∀v ∈ TpM.

Como consecuencia de esta relación, se tienen las siguientes propiedades, para v, w ∈ TpM

y a ∈ R:

df(v + w) = (v + w)(f) = v(f) + w(f) = df(v) + df(w)

df(av) = (av)(f) = a(v(f)) = adf(v).

Definición 33. Para cada f ∈ F(p), es el elemento df ∈ T ∗
pM , definido por df(v) =

v(f), ∀v ∈ TpM , se denomina diferencial de la función f en el punto p ∈M .
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Extendamos el concepto de variedad diferenciable; consideremos la unión disjunta de

los espacios tangentes en todos los puntos de una variedad diferenciable M, k-dimensional,

esto es

TM =
⊔

p∈M

TpM

a esta unión la llamamos el Haz tangente o fibrado tangente de M, la cual es también

una variedad diferenciable.

Existe una proyección natural: π : TM −→ M definida por

π(v) = p, si v ∈ TpM.

Sea (U, ϕ) con funciones coordenadas (x1, ..., xk). Se define

ϕ̃ : π−1(U) −→ R
2k

v 7−→ ϕ̃(v) = (x1(π(v)), ..., xk(π(v)), dx1(v), ..., dxk(v))

para todo v ∈ π−1(U).

O de manera equivalente

ϕ̃(v) = (x1(π(v)), ..., xk(π(v)), x1, ..., xk)

donde (x1, ..., xk) son las coordenadas de v ∈ π−1(U) ⊂ TM .

Pues: consideremos v ∈ π−1(U) ⊂ TM , v ∈ TpM entonces

v =

n∑

j=1

xj
∂

∂xj

luego

dxi(v) = v(xi) =
n∑

j=1

xj
∂

∂xj
xi = xi

Proposición 20. Sobre el fibrado tangente TM de una variedad M de dimensión n existe

una estructura de variedad diferenciable de clase C∞.

Demostración. Sea {(Uα, ϕα)/α ∈ A} un atlas sobre M . Para cada α ∈ A consideremos

el subconjunto π−1(U) ⊂ TM , y la aplicación

ϕ̃α : π−1(Uα) −→ ϕα(Uα)× R
n ⊂ R

2n

v 7−→ ϕ̃α(v) = (x1α(π(v)), ..., x
k
α(π(v)), dx

1
α(v), ..., dx

k
α(v))

donde (x1α, ..., x
n
α) son las funciones coordenadas de (Uα, ϕα)

La colección de pares {(π−1(Uα), ϕ̃α)/α ∈ A} verifican las siguientes propiedades que

permiten definir una estructura diferenciable sobre TM :

1. Para todo α ∈ A, ϕ̃α es biyectiva sobre su imagen.
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2. Si (Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ) son dos cartas locales en M , tales que Uα ∩ Uβ 6= 0, entonces

π−1(Uα) ∩ π
−1(Uβ) 6= 0, y la composición

ϕ̃α ◦ ϕ̃
−1
β : ϕ̃β(π

−1(Uα) ∩ π
−1(Uβ)) −→ ϕ̃α(π

−1(Uα) ∩ π
−1(Uβ))

es una aplicación diferenciable.

3. La colección {ϕ̃−1
α (W )/α ∈ A y W conjunto abierto en R2n} constituye una base

para la topoloǵıa de TM . Para esta topoloǵıa en TM la familia {(π−1(Uα), ϕ̃α)/α ∈

A} constituye un atlas para una estructura diferenciable de dimensión 2n sobre TM .

❏
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Apéndice B

Corchete de Lie

B.1. Corchete de Lie de los Campos de Vectores di-

ferenciables sobre M

El corchete de Lie de dos campos vectoriales es otro campo vectorial, intuitivamente

podemos decir que mide la no conmutatividad de los flujos de ambos campos vectoriales.

La no conmutatividad aqúı significa la dependencia del resultado de la aplicación de los

flujos en el orden de la aplicación de estos flujos.

Sean X y Y dos campos de vectores. El Corchete de Lie entre ellos es definido por:

[X, Y ](x) =
d

dt

(
d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p))

)∣∣∣
t=0

(B.1)

Existen otras definiciones equivalentes del corchete de Lie y cada uno de ellos es usado

dependiendo el problema a resolver. Como ser:

Sea M una variedad C∞. Para cada par X , Y en X(M) podemos definir el mapeo XY

como la composición de dos transformaciones:

XY : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ XY (f) = X(Y f)

Aśı XY pertenece a C∞, pero no en general a X(M). Si expresamos X e Y en términos

de una carta dada. Tenemos X =
∑

i ai
∂
∂xi

, Y =
∑

i bi
∂
∂xi

entonces

XY (f) =
∑

i,j

ai
∂

∂xi
(bj

∂f

∂xj
) =

∑

i,j

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
+ aibj

∂2f

∂xi∂xj

Debido a la presencia de las derivadas de f de segundo orden, este nuevo objeto no es

un campo vectorial. Pero si calculamos (Y X)(f), podemos eliminar los coeficientes de las

derivadas de segundo orden, mediante la resta de ambas expresiones. Aśı obtenemos

XY (f)− Y X(f) =
∑

i,j

ai
∂bj
∂xi

∂f

∂xj
− bi

∂aj
∂xi

∂f

∂xj
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de esta manera resulta que la operación

XY − Y X =
∑

i,j

(ai
∂bj
∂xi

− bi
∂aj
∂xi

)
∂

∂xj

es un campo vectorial. Como X y Y son campos vectoriales C∞, se define un nuevo campo

vectorial [X, Y ] = XY − Y X llamado corchete de Lie.

Definición 34. Si X y Y son campos vectoriales suaves en M , definimos el Corchete de

Lie por:

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf). (B.2)

esto para cada f ∈ C∞(M).

Proposición 21. El Corchete de Lie satisface las siguientes propiedades:

1. [X, Y ] es un campo vectorial diferenciable sobre M

2. antisimétrica: [X, Y ] = −[Y,X ] y la

3. Bilinealidad respecto a la suma: [X + Y, Z] = [X,Z] + [Y, Z]

4. Bilinealidad respecto al producto por un escalar:[λX, Y ] = [X, λY ] = λ[X, Y ]

5. identidad de Jacobi: [X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]].

6. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + f(Xg)Y − g(Y f)X

Demostración. 1. Sea f una función C∞ en una vecindad V , y

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf)

por proposición tenemos que Y f es una función C∞ en V , aplicando el mismo argu-

mento tenemos que X(Y f) también es C∞(V ). Aśı [X, Y ](f) ∈ C∞(V ). Por propo-

sición [X, Y ] es C∞.

2. Sea f una función C∞ definida en una vecindad de p ∈M ,

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf)

= −(Yp(Xf)−Xp(Y f)

= −[Y,X ]p(f)

3. Sea f una función C∞ definida en una vecindad de p ∈M ,

[X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]]

Todas las propiedades se verifican utilizando la definición de Corchete de Lie

❏
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El corchete de Lie definido

[·, ·] : X(M)× X(M) → X(M)

en el conjunto de campos de vectoriales se denomina álgebra de Lie de los campos de

vectores diferenciables sobre M si verifica las condiciones 2) y 5)

Mostraremos la equivalencia de estas definiciones, para eso analicemos lo siguiente:

Un difeomorfismo φ :M → N entre variedades diferenciables traslada un campo X en

M a un campo φ∗X en N definido por:

(φ∗X)(p) = dφφ−1(p)(X(φ−1(p))), φ−1(p) = q

Denotemos por φ∗X = AdφX .

Además tenemos que φ∗X es lineal,

φ∗(λ1X
1 + λ2X

2) = λ1φ∗X
1 + λ2φ∗X

2,

Adicionalmente; si ψ es un difeomorfismo , se tiene

Adφ◦ψ(X) = AdφAdψ(X), φ∗(X).

Observación 16. En cualquier situación, si α(t) es una trayectoria del campo X (solución

de la ecuación diferencial correspondiente), entonces φ(α(t)) es una trayectoria de φ∗X .

En terminos de flujos esto significa que φ ◦Xt = (φ∗X)t ◦ φ.

Proposición 22. Consideremos el campo vectorial Adφ(X). El flujo local de este campo

vectorial es dado por:

σ(t) = φ ◦Xt ◦ φ
−1.

Demostración. Veamos si satisface d
dt
Xt(p) = X(Xt(p)), para t = 0; i.e. d

dt
|t=0Xt(p) =

X(p) pero en este caso considerando el campo vectorial Adφ(X)

d

dt

∣∣∣
t=0
φ ◦Xt ◦ φ

−1(p) = Dφ(φ−1(p))X(φ−1(p)) = (AdφX)(p)

❏

Luego el corchete de Lie, se puede ver de la siguiente manera:

[X, Y ](p) =
d

dt

(
d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p))

)∣∣∣
t=0

=
d

dt
((AdX−t

Y )(p))
∣∣∣
t=0

Proposición 23. Sea φ : M → N un difeomorfismo y X, Y campos de vectores en M .

Entonces

φ∗[X, Y ] = [φ∗X, φ∗Y ].
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Demostración. El flujo del campo Adφ(X) es igual a σ(t) = φ ◦Xt ◦ φ
−1, y aplicando la

definición de corchete de Lie, tenemos:

[Adφ(X), Adφ(Y )](p) =
d

dt

∣∣∣
t=0

(Adφ◦Xt◦φ−1AdφY )(p)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(AdφAdXt
Adφ−1AdφY )(p)

=
d

dt

∣∣∣
t=0

(AdφAdXt
Y )(p)

= Adφ
d

dt

∣∣∣
t=0

(AdXt
Y )(p)

= Adφ[X, Y ](p) para todo p,

Considerando que:

σ−t = (σt)
−1 = (φ ◦Xt ◦ φ

−1)−1 = (φ ◦X−t ◦ φ
−1)

por tanto, φ∗[X, Y ] = [φ∗X, φ∗Y ].

❏

Proposición 24.
d

dt
AdXt

Y = −[X,AdXt
Y ] = −AdXt

([X, Y ]).

La propiedad geométrica del corchete de Lie están establecidos en la siguiente propo-

sición. el primero afirma que el corchete de Lie [X, Y ] que es cero, es equivalente al hecho

que comenzando desde un punto p y viajando a lo largo de la trayectoria de X en un

tiempo t y luego a lo largo de la trayectoria de Y por un tiempo s siempre da el mismo

resultado que hacer lo mismo pero en el otro orden.

Proposición 25. Dos campos de vectores conmutan si, y sólo si, sus flujos conmutan. Es

decir

[X, Y ] = 0 ⇐⇒ Xt ◦ Ys = Ys ◦Xt para todo t, s ∈ R.

Demostración. ⇒) Supongamos que [X, Y ] = 0, entonces por la proposición anterior,

tenemos que:
d

dt

∣∣∣
t=0
AdXt

Y = 0

entonces AdXt
Y es constante, es decir; es independiente de t, i.e.,

AdXt
Y = AdX0

Y = AdidY = Y,
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aśı el flujo de AdXt
Y es igual al de Y . Luego por la proposición, seguimos que:

Xt ◦ Ys ◦X−t = Ys

entonces,

Xt ◦ Ys = Ys ◦Xt

Por lo tanto los campos conmutan si sus flujos conmutan.

❏

Para obtener la interpretación geométrica buscada basta observar que lo que [X, Y ]

difiere de cero mide lo que Y−s ◦X−t ◦Ys ◦Xt difiere de la identidad en M . Aśı, recordando

que para un punto x ∈M , arbitrario, Xt(p) y Ys(p) definen las curvas integrales de X e Y

por esos puntos respectivamente y la variación de t a partir de cero describe dichas curvas.

Trazamos la curva Xt(p) para 0 ≤ t ≤ a; por Xa(p) trazamos la curva Ys(Xa) para 0 ≤

s ≤ b; por Yb(Xa(p)) trazamos la curva Xt(Yb(Xa)) para −a ≤ t ≤ 0; por X−a(Yb(Xa(p)))

trazamos la curva Ys(X−a(Yb(Xa(p)))) para −b ≤ t ≤ 0. El corchete [X, Y ] mide lo que

le falta al cuadrilátero curviĺıneo aśı obtenido sobre la variedad para llegar a cerrarse de

nuevo en el punto p de partida.

Ahora daremos una definición equivalente a las anteriores.

Definición 35. (El corchete de Lie en una carta coordenada). Sea ϕ : U ⊂M → Rn una

carta coordenada.

Si X, Y son campos vectoriales en M , entonces

X =
n∑

i=1

ai
∂

∂xi
,Y =

n∑

i=1

bi
∂

∂xi

entonces

[X, Y ] =
n∑

i=1

n∑

j=1

(
aj
∂bi
∂xj

− bj
∂ai
∂xj

) ∂

∂xi
. (B.3)
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Mostraremos las equivalencias de las anteriores definiciones.

Proposición 26. Sea X un campo vectorial diferenciable en M y Xt, t ∈ R su grupo

unitario, f ∈ C∞(M). Entonces existe una función diferenciable g : R ×M → R tal que

si gt(x) = g(t, x), se tiene

f ◦Xt = f + tgt, g0 = Xf.

Demostración. Consideremos g : R×M → R y x ∈M tal que

g(t, x) =
1

t
[f ◦Xt(x)− f(x)]

es claro que g es diferenciable y además

f ◦Xt(x) = (f + tgt)(x)

y

g(0, x) = ĺım
t→0

f(Xt(x))− f(x)

t
= Xxf.

❏

Veremos que (B.1) es equivalente a (B.2). En efecto, como

[X, Y ](p) =
d

dt

(
d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p))

)∣∣∣
t=0

Sea α(t) = d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p)), de donde α(0) = d(X0)p ◦ Y (p) = Y (p)

Entonces

[X, Y ](p) =
d

dt

∣∣∣
t=0
α(t) = α̇(0) = ĺım

t→0

α(t)− α(0)

t

= ĺım
t→0

d(X−t)Xt(p)Y (Xt(p))− Y (p)

t

[X, Y ](p)(f) = ĺım
t→0

[(Xt)∗Y ]p(f)− Yp(f)

t

= ĺım
t→0

YXt(p)(f ◦X−t)− Yp(f)

t

= ĺım
t→0

YXt(p)(f − tg−t)− Yp(f)

t

= ĺım
t→0

YXt(p)f − tYXt(p)g−t − Yp(f)

t

= ĺım
t→0

YXt(p)f − Yp(f)

t
− ĺım

t→0
YXt(p)g−t

= X(Y f)(p)− Ypg0

= X(Y f)(p)− Yp(Xf)

= X(Y f)(p)− Y (Xf)(p)

= Xp(Y f)− Yp(Xf).
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(B.1) es equivalente a (B.3) De acuerdo a proposición tenemos que: ϕ∗[X, Y ] = [ϕ∗X,ϕ∗Y ]

Sean X = ϕ∗X y Y = ϕ∗Y , entonces

[X, Y ](q) =
d

dt

(
d(X−t)Xt(q)

Y (Xt(q))
)∣∣∣
t=0

Denotemos por T (t) = d(X−t)Xt(q)
, V (t) = Y (Xt(q)), luego se tiene

[X, Y ](q) =
d

dt
T (t) · V (t)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
T (t) · V (0)

∣∣∣
t=0

+
d

dt
T (0) · V (t)

∣∣∣
t=0

Como d(X−t ◦Xt)(q) = Id, entonces

d(X−t)Xt(q)
d(Xt)(q) = Id, y T (t) · d(X t)(q) = Id.

luego
d

dt
T (t)d(X0)(q)

∣∣∣
t=0

+
d

dt
T (0)d(Xt)(q)

∣∣∣
t=0

= 0

Como T (0) = d(X0)(q) = Id, entonces

d

dt
T (t)

∣∣∣
t=0

+
d

dt
d(Xt)(q)

∣∣∣
t=0

= 0

por tanto,

d

dt
T (t)

∣∣∣
t=0

= −
d

dt
d(X t)(q)

∣∣∣
t=0

= −d(
d

dt
X t)(q)

= −d(X)(q).

por otro lado,

d

dt
V (t)

∣∣∣
t=0

=
d

dt
Y (Xt(q))

∣∣∣
t=0

= dY (X0(q))
d

dt
Xt(q)

= dY (q)X(X0(q))

= dY (q)X(q).

Con los resultados anteriores, el corchete de Lie será,

[X, Y ](q) = d(X)(q)Y (q) + d(Y )(q)X(q)

= d(Y )(q)X(q)− d(X)(q)Y (q).

Considerando los campos vectoriales como combinación lineal de sus bases, esto es,

X =
n∑

i=1

aiei,Y =
n∑

i=1

biei,
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en coordenadas se tiene

X = (a1, ..., an), Y = (b1, ..., bn)

luego

[X, Y ](q) =




∂b1
∂x1

∂b1
∂x1

· · · ∂b1
∂x1

...
...

. . .
...

∂b1
∂x1

∂b1
∂x1

· · · ∂b1
∂x1







a1

a2
...

an



−




∂b1
∂x1

∂b1
∂x1

· · · ∂b1
∂x1

...
...

. . .
...

∂b1
∂x1

∂b1
∂x1

· · · ∂b1
∂x1







b1

b2
...

bn




= (

n∑

j=1

∂b1
∂xj

aj , ...,

n∑

j=1

∂bn
∂xj

aj)− (

n∑

j=1

∂a1
∂xj

bj , ...,

n∑

j=1

∂an
∂xj

bj)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

∂bi
∂xj

ajei −
n∑

i=1

n∑

j=1

∂ai
∂xj

bjei

=

n∑

i=1

n∑

j=1

(
aj
∂bi
∂xj

− bj
∂ai
∂xj

)
ei.
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Conclusiones y Recomendaciones

En el desarrollo de la tesis se ha desarrollado el trabajo realizado por muchos autores

acerca del Teorema de Orbitas presentado por Hector Sussman (1973), que es uno de los

resultados importantes en el estudio de la Teoŕıa de Control desde el punto de vista de la

Geometŕıa Diferencial.

Para su comprensión se ha desarrollado conceptos del análisis en superficies y varie-

dades tales como los teoremas impĺıcitos, el concepto de transversalidad. Dada la relación

del resultado central con la geometŕıa diferencial fue importante estudiar el concepto de

Campos Vectoriales y su relación con las curvas integrales que luego fueron generalizados

como Distribuciones.

El resultado central fue reescribir el Teorema de Orbitas el cual afirma que todo curva

integral en una variedad es una subvariedad casi-regular, la importancia de este resultado

en la Teoŕıa de Control radica en que proporciona una condición necesaria para el problema

de controlabilidad la cual se conoce como accesibilidad, que a partir del Teorema de

Orbitas puede ser interpretada topológicamente como el interior de la órbita distinta del

vaćıo. En el estudio de la demostración de este teorema realizó mediante la teoŕıa de

foliaciones. Además presentamos una serie de resultados del análisis en variedades los

cuales se encuentran en la parte del apéndice.

Finalmente, considero que es importante continuar con esta revisión teórica de aspectos

interesantes e importantes de la Teoŕıa de control sobre todo desde un punto de vista

geométrico, un tema a continuar en la ĺınea de este proyecto es la Condición de Rango de

la Algebras de Lie, el cual puede ser considerado abordado a partir del presente trabajo,

esta condición es una expresión geométrica para la condición topológica de que el interior

de la órbita sea distinto del vaćıo en un sentido y para sistemas de control anaĺıticos, esta

condición es una equivalencia.
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