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RESUMEN

El presente trabajo desarrolla conceptos del andlisis en superficies y variedades tales
como los teoremas implicitos, el concepto de transversalidad. Dada la relacion del resul-
tado central con la geometria diferencial es importante estudiar el concepto de Campos
Vectoriales y su relacion con las curvas integrales que luego son generalizados como Dis-
tribuciones.

El trabajo consiste en estudiar la estructura de la 6rbita de una familia de campos de
vectores.

Consideramos una familia de campos de vectores sobre una variedad diferenciable.
Cada campo de vectores define un flujo.

Haciendo todas las composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, se obtiene
un conjunto de difeomorfismos locales en una variedad diferenciable. Y este conjunto en
un punto define:

Para cada x en M la érbita de x, o el conjunto de puntos alcanzables a partir de x,

siguiendo trayectorias de la familia de campos de vectores, es dado por
Gx(z) ={q € M, existe ® € Gy, con ¢ = ¢(z),z € dom®}.

La relacién y ~ x definida por y € Gx(x), es una relacién de equivalencia en M. Las
clases de equivalencia de esa relacion de equivalencia son las diferentes érbitas.

De manera equivalente se muestra que el estudio de las érbitas como las foliaciones,
estan intimamente relacionadas con las distribuciones. Es decir el estudio de las 6rbitas se
reduce al estudio de distribuciones con singularidades

El trabajo consiste en mostrar la existencia de variedades integrales maximales para
distribuciones caracteristicas, posteriormente vemos que las érbitas tangentes a una distri-
bucién coinciden con las variedades integrales maximales, para luego ver que estas clases
son subvariedades inmersas casi-regulares; esto con el estudio de las foliaciones.

Hasta ahora se mencioné que las orbitas tangentes a una distribucion caracteristica son
subvariedades casi-regulares. Pero la pregunta es ;Qué pasa con aquellos que no lo son? La
idea consiste es construir una distribucion mas amplia que contenga a todos los campos
de vectores. La cual es una distribucién caracteristica. Y con los resultados anteriores
podemos concluir que la 6rbita de una familia de campos de vectores es una subvariedad
inmersa casi-regular. Que es conocido como el TEOREMA DE ORBITA.
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Introduccion

La teoria de Control es un drea de la matematica que se ha convertido en una fuente de
formalizacion y rigurosidad de muchos conceptos que son aplicados en diversas teorias. Su
caracter aplicativo a diversas situaciones mecéanicas, electrénicas, econémicas, etc., hacen
de esta teoria un area atractiva de estudio.

Son diversos los temas que se puedes estudiar en esta area, tales como la controlabilidad,
observabilidad y la optimizaciéon como temas macros dentro esta teoria.

En el marco del problema de controlabilidad, una condicién necesaria es referente a
la accesibilidad a estados préoximos en tiempos pequenos, la cual puede expresarse ma-
tematicamente con una caracterizaciéon topoldgica respecto al conjunto de puntos por
donde recorre la solucién del sistema de control, este conjunto es llamado ”érbita” y la
condicién topoldgica es dada por, pedir que la 6rbita tenga interior no vacia.

La estructura de una érbita en un sistema de control es importante por las propiedades
que da ella, se pueden extraer para conocer la condicién de controlabilidad que puede tener
el sistema.

El presente trabajo estudiara la estructura de una oérbita asociada a un sistema.

Sea X una familia de campos de vectores sobre una variedad diferenciable M. Cada
campo de vectores (ecuacion diferencial ordinaria) X € 3 define un flujo X; en M. Eso
significa que X (t), para t en un intervalo del tipo (—a,w) C R,a > 0,w > 0, es un difeo-
morfismo local local de M (esto es, un difeomorfismo entre abiertos de M) que satisface
Xiis = Xyo Xsy Xo =id. Las curvas t — Xy(x),z € M, son las soluciones de la ecuacién
diferencial & = X (x) con condicién inicial z. En otras palabras, la trayectoria a partir de x
del campo X en el instante ¢ pasa por X;(z). Lo interesante aqui es tomar concatenaciones
de trayectorias de campos de vectores en Y por tanto se debe considerar composiciones de
difeomorfismos locales del tipo X; con X variando en X..

Haciendo todas las composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, se obtiene
un conjunto

Gy ={X/ o oXf ;e R X' €%,k >0}

de difeomorfismos locales de M. Ese conjunto es un grupo.
Para z € M la érbita de x por X, o el conjunto de puntos alcanzables a partir de x,

siguiendo trayectorias de X, es dado por
Gx(z) = {q € M, existe ® € Gy, con ¢ = ®(x),z € domd}.
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La relacién y ~ x definida por y € Gx(x), o sea = e y estdn en una misma Orbita, es una
relacion de equivalencia en M. Las clases de equivalencia de esa relacion de equivalencia
son las diferentes 6rbitas de 2. Un resultado fundamental es que esas clases de equivalencia
forman una distribucion con singularidades. Eso significa que las clases de equivalencia son
subvariedades de M.

La orbita de una familia de campos de vectores, como se definié mas arriba es el con-
junto de todas las concatenaciones de trayectorias de campos vectoriales. Una propiedad
bésica de la familia de campos de vectores es que sus Orbitas tienen estructura de variedad,
este hecho es conocido como el ”teorema de érbitas” (Las 6rbitas de una familia de campos
de vectores son subvariedades inmersas casi-regulares).

El Teorema de orbitas fue desarrollado en el articulo de Hector Sussman en 1973.
Donde se afirma que las 6rbitas de una familia de campos de vectores tienen la estructura
de variedad diferenciable con topologia propia. El Teorema fue de mucha ayuda para el
avance de la Teoria de Control; y actualmente es un referente muy importante. Varios
matematicos dieron su propia version y demostracion del teorema de érbitas, podemos
mencionar a Stefan (1974) quien presento una prueba independiente a la de Sussman.
Todos los trabajos persiguen el mismo objetivo, el problema de accesibilidad que es una
condicion necesaria para la controlabilidad.

De manera equivalente se puede ver que el estudio de las érbitas como las foliaciones,
estan intimamente relacionadas con las distribuciones. Es decir el estudio de las 6rbitas se
reduce al estudio de distribuciones con singularidades.

Para una mejor comprension. En el capitulo 1 estard dedicado a estudiar conceptos y
teoremas implicitos en variedades diferenciales, resaltando el concepto de una subvariedad
casi-regular concepto que es de importancia para la demostracién de nuestro teorema, tam-
bién se verd,;bajo que condiciones la preimagen de una subvariedad es una subvariedad?.
Ademés se vera que una variedad diferenciable (en el desarrollo de este trabajo se toman
a variedades Hausdorff y Segundo de Numerables) es un espacio métrico, introduciendo la
teoria de métricas riemannianas.

En el capitulo 2 hacemos mencién sobre los Campos de Vectores y sus flujos asociados;
entendamos la palabra campo, en el sentido analogo al que tiene al hablar de un campo de
hierba: en cada punto del suelo nace una brizna de hierba. Un campo de vectores, definido
en una variedad diferenciable M, consiste en fijar un vector X (p), tangente a M en p, para
cada punto p de M, asi de manera natural un campo de vectores define una ecuaciéon dife-
rencial, donde sus soluciones forman el flujo de un campo vectorial. Ademas de introducir
el concepto distribuciénes (entendamos la distribucién como un subespacio del espacio
tangente de la variedad), tales como las distribuciones integrables(variedades integrales),
diferenciables y caracteristicas; y ver la relacién que hay entre estas definiciones.

En el capitulo 3 introducimos los conceptos y definiciones de la nocién de foliacion y
se muestra que las variedades integrales forman una foliacion. Mostrando asi, el teorema

de orbitas.

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo estudiaremos los teoremas de las Formas Locales de las Inmersiones
y de las Submersiones en variedades, los cuales nos dicen la forma que tienen cierto tipo
de aplicaciones en variedades. Y un objetivo principal de este capitulo es introducir el

concepto de subvariedad.

Sean M y N variedades diferenciales y f: M — N una aplicacion diferenciable.

Teorema 1.0.1. (El Teorema de la Funcion Inversa) Sean M y N wvariedades diferen-
ciables de clase C", r > 1, y f : M — N una aplicacion C*, 1 < k < r. Entonces
Df(p) : T,M — Typ)N es un isomorfismo si, y solo si, existe una vecindad W de p en M
tal que f |lw: W — f(W) es un difeomorfismo.

Demostracion. Sean (U, ) y (V) cartas de las estructuras diferenciables de M y N,
respectivamente, con p € Uy f(U) € V. Como Df(p) : T,M — Ty N es un isomor-
fismo, la aplicacién, D(1 o f o o 1) (p(p)) : R™ — R™ es también un isomorfismo, pues
Df(p) = (¥)" o D(o fop™")(p(p)) 0P, luego D(¥o fop™")(¢(p)) =voDf(p)o (@) "
Luego por el teorema de la funcién inversa en espacios euclidianos !, existe una vecindad
abierta W’ C p(U) tal que ¥ o fop ! |y W — o fop (W) es un difeomorfismo.
Tomando W = o *(W') C U, flw = (1o (o fop ) o) |w es un difeomorfismo
desde W C M sobre f(W) C N.

O

1.1. Inmersiones

Definicién 1. Sea N y M wvariedades diferenciables. Una inmersion f: M — N es una

aplicacion diferenciable tal que df, es inyectiva para todo x € M.

I Teorema de la funcion inversa en espacios euclidianos: Sean U C R™ un abiertoy f : U — R™ una
aplicacién C*, tal que un punto zo € U, la derivada f’(xg) : R™ — R™ es un isomorfismo. Entonces f
aplica difeomorficamente una vecindad menor V de x( sobre una vecindad W de f(xg).



1.1. INMERSIONES

Si f: M — N es una inmersién, entonces para cada p € M, existen sistemas de

coordenadas (U, ), (V,9) con p € Uy f(U) C V, tales que los siguientes diagramas

conmutan,
g —L T, — 210 7, N
© (0 4 ¥
U Vv R n
p(U) = Y(V) Dim(e®)

de donde Df(p) es inyectiva si, y sélo si, D f,,(¢(p)) es inyectiva. Por lo tanto, f es
una inmersién C” si, y sélo si, para cada p € M existen sistemas de coordenadas (U, )
en M conpe Uy (V,¢)) en N con f(U) CV, tales que D(vo fop)(p(p): R™ — R"

es inyectiva.

Ejemplo 1. 1. Sea f : R — R? f(t) = (cos(t), sin(t)), entonces f es una inmersién

df (t df(t
C'. En efecto, para t € R, % = (—sin(t),cos(t)) # 0. Como Df(t)\ = )\%,
daf(t
llamando v = % , se tiene Df(t)A = Av y la aplicacién lineal Df(t) : R —

R2, A — v, es inyectiva.

2. Sean M y N variedades, dados p € M y q¢ € N, las aplicaciones iy : M — M X Ny
Jp: N —= M x N, i, (z)=(z,q),j,(y) = (p,y) son inmersiones C".

En efecto, dado (z,y) € M x N se tiene Di,(z) : T,M — T,M x T,N y Dj,(y) :
T,M — T,M x T,N son dadas por Di,(z)u = (u,0) y Dj,(y)v = (0,v) y es claro

que ambas son inyectivas.

3. Lacurva f: R — R? f(t) = (¢, |t|), dada no es una inmersién (el valor absoluto no

es diferenciable en cero).

Teorema 1.1.1. (Forma Local de Inmersiones). Sean M y N wariedades diferenciales
C',r>1.8ea f: M — N una inmersién C%, 1 < k < r. Entonces para cada p € M,
existe un sistema de coordenadas ¢ : U C M — R™, p € U, y un difeomorfismo C*
¢:VCN—-R'=R"<R"™ V C N abierto, f(U) CV, tales que po fop ' :p(U) C
R™ — R™ x R™™™ es la aplicacion inclusion, i : o(U) — o(U) x {0}, i(x) = (z,0).

Demostracion. Dados cualquier sistemas de coordenadas ¢ : U - R™en M y ¢ : V — R”
en N,conp e Uy f(U) CV.Entonces o fopt:plU)CR™— (V) CR"es una
inmersién C* y por el teorema de la Forma Local de Inmersiones en espacios euclidianos?,

2Forma, local de inmersiones: Sean U C R™ un abierto y f : U — R™" una aplicacién de clase
C* k > 1. Suponga que un punto z € U la derivada f’(z) : R™ — R™T™ es inyectiva. Entonces f se

comporta localmente como la inclusién. Con esto queremos decir que: existen abiertos V, W, Z, con

f(z)e z,Z cR™"

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.1. INMERSIONES

existe un difeomorfismo C*, h : (V) — o(U) x W C R™ x R*™_ donde W C R*™™
es un abierto con 0 € W, tal que ho (¢ o fop™t) =14, tomando ¢ = h o) se tiene que

¢V — ¢(V) es un difeomorfismo C*, el cual satisface el teorema.

U / %4
¥ (0
o) bV
h
gp((}) x W

N

Proposicién 1. Sea f : M — N una inmersion de clase C*. Una aplicacion g : P — M

es de clase C* si, y solamente si, g es continua y la aplicacién compuesta fog: P — N

es de clase C*(k > 1).

Demostracién. Supongamos que g sea continua y que f o g € C*. Por el teorema 1, para
cada p € P existen un sistema de coordenadas ¢ : U — R™ en M, con g(p) € U, y un
difeomorfismo de clase C*, ¢ : V. — R™ x R*™ (V C N abierto) tales que f(U) C V' y
fov =00 fop t:ipU)CR™ = R™xR"™ es de la forma f,,(w) = (w,0). Como g es
continua, podemos encontrar un sistema de coordenadas ¢ : Z — R" en P, con p € Z, tal
que g(Z) C U. Por tanto (fog)gpy =t o fogod ' : ¢(Z) — R™ x R"™ tiene sentido y
es de la forma (f o g)gy = (ggp,0). Como fo g € C*, se sigue que (f o g)gy € C*, luego
9oy € C*. Conclusion g € C*.

La reciproca es obvia. tl

De la misma forma como definimos el rango de una aplicacion diferenciable en espacios
euclidianos podemos definir el rango de una aplicacion diferenciable entre variedades como

sigue:

Definicién 2. Sean M y N wvariedades C",r > 1. El rango de una aplicacion diferenciable
f M — N en un punto p € M es el rango de Df(p) : T,M — Ty, N. Usaremos la
notacion, rang(f)(p), para denotar el rango de f en el punto p.

Observacion 1. Si f tiene rango r en un punto x € U, entonces existe una vecindad abierta
V C U de z, tal que, para cada y € V, rang(f)(p) > r

reV,VcUCcCR™
0ewW, W cCR"

y un difeomorfismo de clase C¥, h: Z — V x W tal que (ho f)(z) = (z,0) para todo z € V

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.2. SUBVARIEDADES

1.2. Subvariedades

En esta seccion discutiremos dos tipos de subvariedades de una variedad diferenciable.
Este término es usado en més de un sentido en la bibliografia; sin embargo, todos coinciden
en que una subvariedad N de una variedad diferenciable M es un subconjunto que a su
vez es una variedad diferenciable. La confusion surge de que si deberia o no requerirse que
fuera un subespacio topoldgico de M, esto es, que tenga la topologia relativa. Para esto

adoptaremos la definicion siguiente:

Definicién 3. Si f : M — N es una inmersion inyectiva, el conjunto L = f(M) es

llamado subvariedad inmersa de M.

Observacion 2. N C M es una subvariedad inmersa de M si la aplicacién inclusién j :

N — M es una inmersion inyectiva.

En ese caso la aplicacion M — f(M) es biyectiva, lo que permite transferir una es-
tructura diferenciable de M a f(M), denominada la estructura intrinseca. La topologia a
esa estructura diferenciable es llamada la topologia intrinseca de la subvariedad.

Otra topologia natural de la subvariedad inmersa f(M) C N es la topologia inducida,
como subconjunto de N.

Es decir; en f(M) existen dos topologias naturales:

= Topologia intrinseca que es dada por la topologia de M; es decir

U e 7™M sy sélo si f1(U) es abierto en M

intr
= Topologia inducida en L como subconjunto de N; es decir

U e 7;£&M) siy s6lo si U = f(M) NV para algun abierto V en N.
Como una inmersion f es una aplicacién continua, todo abierto de la topologia inducida

es un abierto intrinseco, es decir

ﬂnd C 7;ntr

En efecto, sea U € Tj,q entonces U = f(M) NV para algun abierto V' en M. Como
f: M — N es continua f~1(V) es abierto en N. Luego

fU) =) (V) =M fH (V) = (V)

esto es U € Tipir-
En general las dos topologias son diferentes.
Cuando la aplicaciéon f : M — N es un homeomorfismo sobre su imagen f(M),

L = f(M) sera llamada subvariedad regular o subvariedad mergullada. Es decir:

Definicién 4. El par f(M) 6 (f, M) es una subvariedad regular o subvariedad mergullada
de N si:

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.2. SUBVARIEDADES

1. f: M — N es una inmersion inyectiva,

2. f: M — f(M) C N es un homeomorfismo de M sobre su imagen f(M), con la

topologia como subespacio de N.

Donde f: M — N sera llamada inmersion regular o mergullada. La siguiente propo-
sicion nos dice que si la subvariedad es regular entonces la topologia inducida e intrinseca

coinciden.

Proposicién 2. Si L = f(M) es una subvariedad regular o mergullada de M. Entonces
7;nd = 7;nt7“

Demostracion. Como f(M) es una subvariedad regular entonces f : M — N es una
inmersién inyectiva y un homeomorfismo sobre su imagen, f(M) con la topologia inducida
de N,

Asi

U € Tintr = f1(U) es abierto en M
= f(f~'(U)) = U es abierto en f(M)
= U = f(M) UV, para algin V abierto en N
= U € Tina

O

Ejemplo 2. 1. La aplicacién f : R — R3 dada por f(t) = (cost,sint,t), es una inmer-
sién inyectiva para todo t € R. Por consiguiente, su imagen f(R), una hélice circular
con eje OZ, es una subvariedad de R?. Ademés f es un homeomorfismo sobre su
imagen, considerando en ésta la topologia inducida por la de R?, por lo que f es una

inmersion mergullada y f(R) es una subvariedad mergullada.

2. Sea f: R — R? definida por f(t) = (cost,sint). Se trata de una aplicacién inmersa.
Sin embargo no es inyectiva, ya que los puntos t = 2km + t, tienen la misma imagen
para cualquier entero k. Se trata de una inmersién, pero el par (R, F') que describe

la circunferencia unidad S! en R? no representa una subvariedad.

Proposicion 3. Sean M una variedad C" y N un subconjunto de M. Supongamos que
para cada p € M exista un sistema de coordenadas ¢ : V. — R™ en M, conp € V, y una
aplicacion inyectiva o : NNV — R™ tales que o(NNV) es abierto ypop™' : o(NNV) —
R™ es un mergullo de clase C* en N. Entonces existe una estructura de variedad C* en

N que se torna una subvariedad de clase C* de M.

Demostracion. Dotando a N la topologia inducida por la de M (los abiertos en N son
V'=NnNV conV C M). Cada aplicacion

gp:(wogofl)*low:NﬂV%x(NﬂV)

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.2. SUBVARIEDADES @

serd un homomorfismo(pues (1op~1)~! y 1) 1o son). La coleccién de todas estas aplicaciones
e: NNV —=z(NnV)
es un atlas de clase C* en N. En efecto, Sean
¢ : NNV — R" se relaciona con ¢ : V. — R™

p1: NNV — R" se relaciona con ¢ : V3 — R™

ysi MNV NV, # D, entonces

prop ' = (progi)o(Wroy ) o(hoyp ) ek
Asi existe una estructura de variedad C* en N. O

A siguiente proposicion presenta una caracterizacién sobre las subvariedades mergulla-
das o regulares. Una condicién mucho mas sencilla para verificar que, un subconjunto de

una variedad diferenciable es una subvariedad diferenciable.

Teorema 1.2.1. Sea M™ wuna variedad de clase C". Un subconjunto N C M es una
subvariedad mergullada de dimension n y de clase CF (k < r) si, y sdlo si, la siguiente
condicidn es satisfecha: Para todo x € N existen (i) una vecindad V de x en M. y (i) un
difeomorfismo 1 : V- — R™ x R"™™ tal que »(V N N) C R™ x {0}.

Demostracion. Supongamos que N C M es una subvariedad regular C* entonces la apli-
cacion inclusion ¢ : M — N es una inmersion inyectiva y un homeomorfismo sobre su
imagen. Entonces por el teorema de forma local de inmersiones, para cada p € M, existe
un sistema de coordenadas

p:U—>R™

en p € U y un difeomorfismo C* ¢ : V. — R™ x R*™ con V C N abierto , U C V' y
Yol p(U) = o(U) x {0} CR™x R" ™ es la aplicacién inclusiéon. Luego tenemos que
P(NNV)CR™ x {0}.

El reciproco resulta inmediatamente de la proposicién(3), tomando
O = (mow}MmV) MNV =R
l

Corolario 1.2.2. Sea N una variedad de clase C". Dado M C N si cada p € M posee
una vecindad V' en N tal que M NV es una subvariedad reqular de dimension m y clase

C* de N (k <), entonces M es una subvariedad de dimensién m y clase C* de N.

Observacion 3. 1. Si f es una inmersion. Entonces todo p € M posee una vecindad U

tal que f|y es un mergullo.
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2. cuando dimM=dimN, una inmersién f : M — N es en realidad un difeomorfismo
local: cada punto p € M posee una vecindad U que es llevada difeomorficamente por
f sobre una vecindad de f(p). En particular, cuando dimAM=dim/N, una inmersién

es una aplicacion abierta.

3. Sea f: M — N una inmersién. Si f(M) es una subvariedad regular de N, si y sélo
si f: M — f(M) es una aplicacién abierta (f(M) con la topologia inducida por la
de N).

Ahora definiremos otro tipo de subvariedad las que son casi-regulares. En el estudio
de la integrabilidad de distribuciones concepto central para la demostracion del Teorema
de Orbita; es necesario considerar una clase de inmersiones més amplia que los mergullos.
Esa clase es formada por las subvariedades inmersas casi-regulares, que son definidas a

seguir.

Definicién 5. Una subvariedad inmersa L = f(M) se dice casi-reqular si la siguiente

condicion fuera satisfecha:

m Sea V un espacio topologico localmente conexo y ¢ : V — N una aplicacion continua.
Suponga que ¢ asume valores en L, ¢(V') C L. Entonces, ¢ : V — L es continua en

relacion a la topologia intrinseca.

Si una aplicacién continua ¢ : V' — N asume valores en L entonces ¢ : V — L es
continua en relacién a la topologia inducida. En particular, se esa topologia coincide con
la topologia intrinseca entonces la condicion de casi-regularidad es satisfecha. En otras
palabras, toda subvariedad mergullada es casi-regular.

El siguiente ejemplo ayuda esclarecer el concepto de subvariedad casi-regular.

Ejemplo 3. La inmersién ¢ : (0, +00) — R? dada por:

e T '
b(t) = (cos(t — 5)), (sen(t — 5)), si0<t<or,
(t —2m, —1), si t > 2m,

N

-
K_

Vv

es inyectiva, de clase C!, y no es casi-regular.
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En efecto, sea v : (¢, —€) — R? con € > 0 suficientemente pequenio definida por
T T
p(t) = (cos(t — 5)), (senlt — 3)).

Entonces v es continua a valores de R2, pero 1) no es continua en la topologfa intrinseca.
En efecto, si V es abierto (de la topologfa intrinseca) indicado en figura entonces 1~ (V)

es un intervalo del tipo (=9, 0] contenido en (e, —¢). Luego L no es casi-regular.

Ejemplo 4. Para un flujo irracional en el toro, todas las trayectorias son densas y por tanto

no son subvariedades mergulladas. Pero si son subvariedades casi-regulares.

( ( / =

;

W

Vi

.

Las rectas de una misma pendiente irracional fija
inducen una foliacién del toro T? por rectas que se
enrollan indefinidamente.

La propiedad de continuidad que aparece en la definicién de subvariedad casi-regular
se extiende a diferenciabilidad en relacion a la estructura diferenciable intrinseca de sub-

variedad, como muestra el resultado a seguir.

Proposicién 4. Sea L una subvariedad casi-reqular y V' una variedad diferenciable co-
nexa. Si una aplicacion diferenciable ¢ : V. — N asume valores en L entonces ella es

diferenciable en relacion a la estructura diferenciable intrinseca de L.

Demostracion. Tomemos y € V' y escribamos x = ¢(y) € L. Por la forma local de inmer-
siones existe una vecindad intrinseca U de z € L de tal forma que la inclusién de U en M
es equivalente a la inclusién canénica de una vecindad V' del origen en R* en una vecindad
V x W del origen en R¥ x R'.

Como L es casi-regular ¢~ '(U) es un abierto de V que contiene a y. Entonces, la
restriccién de ¢ a ¢~1(U) es equivalente a una aplicacién z — (f(2),g(2)) € V x W, que
asume valores en V' x {0}, esto es, tal que g(z) = 0. Entonces z — f(z) € V es equivalente
a la restriccion de ¢ a ¢~ 1(U) con V difeomorfo a U, en relacién a la topologfa intrinseca.
Como f es diferenciable, se sigue que ¢ es diferenciable.

[

Proposiciéon 5. Con las hipdtesis de la proposicion anterior, si ¢ : N — M es una
inmersion entonces ¢ : N — L es también una inmersion. En particular, si dimN =dimL

entonces ¢ es un difeomorfismo local.
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Proposicién 6. Si L es una subvariedad casi-reqular con dimL=k entonces el conjunto

pressuposto por L admite una unica estructura de subvariedad inmersa de dimension k.

1.3. Submersiones, Transversabilidad de funciones

1.3.1. Submersiones

Sea f : M — N una aplicacién de clase C*, k > 1. Un punto ¢ € N se dice valor
regular de f si, para cada p € f~!(c), la derivada D f(p) : T,M — T.N es sobreyectiva.

Se dice que una aplicacién diferenciable f : M — N es una submersion si todo ¢ € N
fuera valor regular de f. Esto es equivalente a decir que para cada p € M la derivada
Df(p): T,M — Ty N es sobreyectiva.

Proposiciéon 7. Sea ¢ € N un valor regular de una aplicacion f : M™ — N", de clase
C*(k > 1). Entonces, o bien f~1(q) es vacio, o bien f~'(q) es una subvariedad (m —

n)—dimensional de M, de clase C*.

Demostracién. Supongamos que f~'(q) # 0, entonces tomemos p € S = f7(¢) y un
sistema de coordenadas con p € U, ¢ : U - R™ y ¢ : V. — R" con f(U) C V, como
q € N es valor regular de f entonces Df(p) : T,M — T,M es sobreyectiva, de donde
Do fop ™) (p(p)) : R™ — R™ es sobreyectiva luego 1(q) es valor regular de 1o fop™1
entonces (1) o f o o 1) 71(1h(g)) es una superficie de clase C* y dimensién m — n luego
e (o fop ™™ Huw(g)] = f1(g) NU es una subvariedad, luego por corolario se tiene
que f1(q) es una subvariedad. O

A manera de informacién mencionaremos el teorema de submersiones para variedades,

para una demostracion ver [4]

Teorema 1.3.1. (Forma Local de las Submersiones para variedades). Sean M y N varie-
dades de clase C*, (k > 1), y sea f : M — N una aplicacién de clase C™ (1 > r > k).
Suponga que un punto p € M la derivada D f(p) : T,M — T.N sea sobreyectiva. Entonces
existen:

1. Un sistema de coordenadas ¢ -V — R" en N, f(p) € V

2. y un merqullo ¢ : U — R™ = R" x R™™™ tal que o(U) = W x Z, f(U) C V y
foo =¢ofop W x Z = R" es de la forma f4(w,z) =w.

Ademds ¢ es un sistema de coordenadas cuando r = k. En particular, el conjunto X de
los puntos p € M donde f tiene derivada sobreyectiva es abierto y f|x es una aplicacion

abierta.

Observacion 4. Cuando dimM=dimN los conceptos de submersién, inmersion y difeomor-

fismo local coinciden.
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1.3.2. Transversabilidad

Sean M™ y N™ variedades C*. Si f : M — N es una submersién C* y ¢ € f(M)
es valor regular de f, entonces f~!(c) es una subvariedad C* con dimensién m — n de
M. Podemos pensar el punto ¢ € N como una subvariedad de dimensién 0 de N. Ahora
si S C N es una subvariedad C*, nos podemos preguntar ;bajo que condiciones sobre
f, el conjunto f~1(S) es una subvariedad?. Una respuesta a esta pregunta es dada por la
Teoria de Transversabilidad, debida a René Thom. El concepto de transversabilidad de una
aplicacion y de una subvariedad es una generalizacion natural del concepto del concepto
de valor regular y da un significado preciso al concepto de "figuras que se intersectan en
posicion general”. Es decir, cuando la imagen de D f(p) junto con el espacio tangente a S

en f(p) generan Ty N

Definicién 6. Sean f : M — N una aplicacion C* y S C N una subvariedad regular de
clase C*.

[ es transversal a S en el punto p € f~(S) cuando D f(p)T,M + Ty S = TN

Se dice que f es transversal a S si, para todo punto p € f~Y(S), f es transversal a S

en p.

Ejemplo 5. 1. Si S = {c} entonces f es transversal a S si, y sélo si, ¢ es valor regular
de f. En efecto, supongamos que f es transversal a S entonces para cada p € f~1(c),

se tiene

Df(p)T,M + T.8 = T.N
ahora como S = {c}, entonces 7.5 = 0, luego D f(p)T,M = T.N. Asi por definicién

de valor regular se tiene que c es valor regular de f. La reciproca es obvia.

2. Si f: M — N es una submersiéon, entonces f es transversal a cualquier subvariedad

S de N. En efecto, como f es una submersion para cada p € M, la aplicacién
Df(p) : T,M — Ty N es sobreyectiva; i.e. D f(p)T,M = TN

3. Sea f: R — R? dada por f(t) = (0,t) y sea S = {(,0) : x € R} C R% Tenemos

que f es transversal a S.

/ f
—~

R S

RQ

4. Sea S ={(x,0): 2 € R} CR*y g: R — R? dada por g(t) = (¢,t*). Tenemos que g
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no es transversal a S en el punto (0,0).

g 9(R)

/\

Sea S C N una subvariedad C* de la variedad N. Entonces dado ¢ € S existe un
difeomorfismo C*, ¢ : V — R!xR"! g € V C N, V abierto, tal que v(V NS) C R x {0}.
Ahora, sean f : M — N una aplicacion C* y U C M un abierto tal que f(U) C V.
Denotemos por 7y : R! x R"~! la proyeccién mo(z,y) = y.

Rl — ()

g=myovo(flv)

Rn—l

La aplicacién C*, g : U — R"! definida por g = movo(fiy) satisface g(UN f~1(S)) =
m oo (fip)(fH(S)NU) C mod(VNS) Cm(R x {0}) = {0}.

Proposicién 8. Sean f : M — N una aplicacion C*,k > 1 y S C N una subvariedad
reqular C*. Sean U C M,V C N como arriba.
Entonces f es transversal a S en los puntos f~1(S)NU si y sélo si 0 € R" es valor

reqular de g =m0t o (fiy) : U — R,

Demostracién. Supongamos que f es transversal a S en los puntos f~1(S) N U, asf para
pe f(S)NU = g 0) tenemos

Df(p)ToM +Tp)S = Trp) N
denotemos a f(p) = q. Ademas

Do f)(p)T,M = Dy(q) o DF(p)TyM = E

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.3. SUBMERSIONES, TRANSVERSABILIDAD DE FUNCIONES 12

y DY(q)T,S =R* x {0}. Como ¢ : V — R' x R" ! es un difeomorfismo entonces D1)(q) :

T,N — R! x R"! es un isomorfismo luego tenemos:

Dip(q)(D f(p)T,M + Typ)S) = D(q) Ty N)
DY(q)Df(p)T,M + Dp(q) TS = R x R"™
E+R' x {0} =R x R*

tomando la proyeccion 7y que es lineal, tenemos:
my(E) = R
ademas al ser lineal 7, se tiene que su derivada es la misma, asi

ma(D( o f)(p)T,M) = D(my0 o (fir))(p)T,M = R"
asi 0 € R" es valor regular de g = my 0 1) 0 (fio D" R, U

Ya con resultados anteriores podemos dar el siguiente teorema, que nos muestra bajo

que condiciones la imagen inversa de una subvariedad es nuevamente una subvariedad.

Teorema 1.3.2. Sean M™ y N™ variedades C*,k > 1. Sea S' C N™ una subvariedad C*
y f: M — N una aplicacion CF. Supongamos que f es transversal a S.

Entonces o bien f~1(S) =0 o bien f~1(S) es una subvariedad regular C*.

Demostracién. Supongamos que f~1(S) # (), entonces para p € f~1(S), existe un ¢ € S

tal que f(p) = q, asi entonces dado q € S, existe un difeomorfismo C*
P :V = R x RV

con ¢ €V C Ny V abierto tal que p(V NS) C REx {0} ysealU C M, pe Uy
f(U) c V, Como f es transversal a S, por el teorema anterior 0 € R" ! es valor regular
de g=movo(fiy): U — R* y por proposicién (m5 0o (fir)~1(0) = U N f(9) es
una subvariedad, luego f~'(5) es una subvariedad de M

l

Corolario 1.3.3. Si f : M — N es una submersion de clase C*, k > 1. Entonces para
cada subvariedad C*, S C N, se tiene o bien f~1(S) =0 o bien f~(S) es una subvariedad.

Demostracion. Como f es una submersion, para cadap € M, la aplicaciéon D f(p) : T,M —
Tt N es sobreyectiva, es decir D f(p)T,M = Ty N, luego es transversal a cualquier
subvariedad S de N, luego por el teorema anterior f~1(.S) es una subvariedad.

N

Como consecuencia se tiene que si dadas dos subvariedades en una variedad C* y sus
espacios tangentes generan al de la variedad entonces su interseccién es nuevamente una

subvariedad. El cual es mencionado en el siguiente corolario.
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Corolario 1.3.4. Sean N y S subvariedades C*,k > 1 de la variedad M.
SiNNS#0yen cada puntop € NNS, T,8 +T,N =T,M, entonces N NS es una
subvariedad CF.

Demostracion. Consideremos la aplicacion inclusion i : M — N con i(x) = x, de donde
i(S)={r e NJi(z) e S} ={z e N/xrcS}=NnS

ademds como T,S+T,N = T,M entonces se tiene que 7 es transversal a S enp € i~ 1(S) =
N N S luego por teorema tenemos que i~ *(S) = N NS es una subvariedad C* de M.
O

No sélo podemos hablar de la transversabilidad de una funcién diferenciable a una
subvariedad, también podemos caracterizar la transversabilidad de funciones, la cual es

mencionada en la siguiente definicién.

Definicién 7. Se dice que dos aplicaciones diferenciables f : M — P, g : N — P son
transversales en los puntos p € M, g € N, si f(p) =g(p)=re€ Py

T,P = Df(p) - T,M + Dy(q) - T;N.

Cuando f: M — P,g: N — P son transversales en todos los paresp € M, ¢ € N con

f(p) = g(q) decimos simplemente que f y g son transversales.

FEjemplo 6. Si una de las aplicaciones f, g fuera submersion, entonces f y ¢ seran trans-

versales.

1.4. Funciones Auxiliares

Indicaremos con B(r) = {x € R™;|z| < r} la bola abierta de centro 0 € R™ y radio r.

Observacion 5. Sea M™ una variedad de clase C*. Dado un punto p € M existe siempre
un abierto U, con p € U, y un sistema de coordenadas ¢ : U — R™ tal que p(U) = B(3)
y ¢(p) = 0.

En efecto, sea ¢1 : Uy C M — R™ un sistema de coordenadas, con p € Uy. Si ¢1(p) # 0
tomamos la traslacion T : R™ — R™ | T'(z) = x — ¢1(p), entonces T'(¢1(p)) = 0. Luego
wy =T oy : U — R™ es un sistema de coordenadas en M con ¢y(p) = 0. Ahora como
©2(Uy) C R™ es un abierto en R™ que contiene al cero, existe r > 0 tal que B(r) C ¢o(Uy).
Poniendo U = ¢;"(B(r)) C Ui, ahora sea h : R™ — R™ la homotecia, h(z) = 3% y

finalmente definimos ¢ = h o (5, la cual verifica:

p(U) = hops(U) = howa(py (B(r))) = h(B(r)) = = B(3)
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En esta seccién representaremos a los conjuntos U, V, W como U = ¢ }(B(3)),V =
P H(B(2) y W = ¢ 1 (B(1)).
A estos sistemas de coordenadas ¢ : U — B(3) asociaremos funciones f, : M — R, de

clase C*, tales que:
= 0 < f,(¢) <1 para todo ¢ € M;
w f,(W)=1, f,(M -V)=0.

Una funcién f, con las propiedades ya mencionadas serd llamada una funcién auziliar del
sistema de coordenadas .
Ahora mostraremos la existencia de funciones auxiliares dado un sistema de coordena-

das, para esto basta mostrar una funcién ¢ : R™ — R, de clase C*, tal que:
= 0 < p(y) <1 para todo y € R™;

» o(y) =1 para |y| <1, p(y) = 0 para |y| > 2.

Tal funcién existe, para mayores detalles se puede ver [4].

En efecto, la funcién f, : M — R, definida por

filiolq)),sizg B4
0, sige M -V,

seré evidentemente una funcién auxiliar.

1.5. Meétricas Riemannianas

Un espacio topolégico es metrizable cuando se puede definir en él una distancia que
tiene como topologia asociada la topologia que tenia a priori. Los espacios topoldgicos
métricos gozan de todos los axiomas de separacién. Por tanto es importante saber si las
variedades son espacios métricos. La respuesta es negativa, pues existen variedades que
no son Hausdorff. Sin embargo, anadiendo la condicién de Hausdorff y el IT Axioma de
Numerabilidad se llega a que el espacio es metrizable.

Una métrica riemanniana en una variedad diferenciable M es una correspondencia que
asocia a cada punto p € M un producto interno en el espacio tangente T, M.

Sea g una métrica riemanniana en M. Indicaremos con g,(u,v) o g(p; u, v) el producto
interno de los vectores w,v € T,M, o simplemente (u,v),.

La norma del vector tangente u € T, M es definido de manera obvia por:

lul, = v/ g9(p; u, ).

Una variedad diferenciable donde esta definida una métrica riemanniana se llama una

variedad riemanniana.
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Ejemplo 7. 1. Sea M una variedad diferenciable y sea ¢ : U C M — R™ un sistema
de coordenadas. En cada T,M, p € U, se define un producto interno gy (p, -,-) como
sigue: Dados u,v € T,M

gU(pa u, U) = <D90pu7 DQPPIU><P(?)

2. En R™ la métrica riemanniana g(u,v) = (u,v) para u,v € R™.

3. Sea f: M — N una inmersiéon. Dada una métrica riemanniana h en N. Entonces

podemos definir una métrica riemanniana g, en M.

En efecto, sean p € M y u,v € T,M, ponemos g(p;u,v) = h(f(p), Df(p)u, D f(p)v),
es decir

(u, 0)p = (Df(p)u, Df (p)V) (r)

En este caso decimos que ¢ es la métrica riemanniana en M inducida por la inmersién

f v la métrica riemanniana h de N.

En seguida, probaremos la existencia de una métrica riemanniana en cualquier varie-

dad. Antes daremos algunas definiciones previas.

Definicién 8. Una familia C = (Cy)aca de subconjuntos de un espacio topoldgico X se
llama localmente finita cuando todo punto x € X posee una vecindad que intersecta apenas

un numero finito de Cy,ls.

Definicién 9. Dadas dos coberturas C,C' de un subconjunto X, decimos que C es mas
fina que C', o C refina C' o C es un refinamiento de C', cuando para todo C' € C, existe
algin C" € C' tal que C C C".

A manera de informacién, mostraremos la siguiente proposicién; que muestra que toda

variedad diferenciable es paracompacta®.

Proposiciéon 9. Sean M una variedad diferenciable y C una cobertura abierta de M.
Entonces C posee un refinamientoUtd = {Uy, Us, ...} localmente finito, formado por dominios
de sistemas de coordenadas x; : U; — R™ tales que xz;(U;) = B(3) para todo i = 1,2, ....
Ademds, cuando V; = x;1(B(2)) y W; = z;(B(3)) los W/(s) también constituyen una

cobertura (localmente finita) de M.
Antes mostraremos el siguiente lema

Lema 1. Toda variedad M se escribe como reunion numerable M = \J,.,+ ki de compactos

tales que k; C intk;11 para todo v € N.

3Un espacio topolégico X es paracompacto si todo recubrimiento abierto del mismo posee un refina-

miento localmente finito.
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Demostracion. Sea p € M, cada punto p € M esta contenido en un abierto V; =
¢ ' (B(2)), como B(2) es compacto en R, entonces ¢ '(B(2)) es compacto en M, es
decir V; es compacto en M. Luego de la cobertura M = Upenr Vo extraemos una subco-
bertura numerable M = UieZJr V; esto pues M tiene base numerable. Pongamos V; = L;,
cada L; es compacto y vale también M = UieZJr L;.

Ahora definamos los k; por induccion. Sea k; = L;, y supongamos que k; = LiULs...UL;
de modo que k; C intkji1, j = 1,2,...,1 — 1 y definamos k;1; = Uz:} L;, esto define
inductivamente la secuencia k; satisfaciendo que cada k; es compacto, con k; C intk;i1y
M = UieZ+ ki

[

Demostracion. (Demostracién de la proposicién)

Usando el lema escribimos M = Ui€Z+ ki, donde cada k; es compacto y k; C intk;
para todo ¢ € N. Todo punto x € K, pertenece a algin C' € C luego A = C N intks,
concluimos que todo x en ko pertenece a un conjunto Ws, tal que un Us,, correspondiente
esta contenido en intks y en algun abierto de C. De la cobertura ky C |J, Wa, extraemos
una subcobertura finita ky C U?€Z+ Wa;.

Sea Cy una cobertura finita de ko formada por los Us,, correspondientes.

Anélogamente, cada punto z de la faja compacta ks —intks pertenece a algin conjunto
W3, tal que un Us, correspondiente esta contenido en intk, y en algin C y disjunto de
k1. De la cobertura ks — intky C |J, Wi, extraemos una subcobertura finita. Sea Cs una
cobertura finita de ks — intky formada por los conjuntos Us, correspondientes.

Prosiguiendo analogamente, obtenemos para cada ¢ > 3 una cobertura finita C; de la
faja compacta k; — intk;_, por abiertos del tipo U;, cada uno de los cuales contenido en
intk;,q y en algin conjunto de C y disjunto de k;_o de modo que los W, correspondientes
también cubren la faja.

La reunién C' = C, U ...C; U ... es una cobertura por abiertos del tipo U, tal que los W

correspondientes también cubren M. Luego C’ refina C, pues para cada U € C’ pertenece
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algin C;, luego intersecta en maximo un nimero finito de otros conjuntos de C’, a saber,
los correspondientes a C;_1 U C; U C;y1. Por tanto C’ es un refinamiento localmente finito
de C.

[

Ya con los resultados anteriores podemos mencionar y demostrar un hecho muy im-
portante que es la existencia de una métrica riemanniana en una variedad diferenciable,

el cual es mostrado en la siguiente proposicion.
Proposicion 10. Es posible definir una métrica riemanniana en cualquier variedad M.

Demostracion. Sea U = (U;) una cobertura localmente finita de M por dominios de siste-
mas de coordenadas x; : U; — R™ con z;(U;) = B(3) , para cada i = 1,2, ..., luego existen
funciones auxiliares de clase C*, ¢; : M — R™ asociada al sistema z;. En cada vecindad
coordenada U; C M tenemos una métrica riemanniana g; € C*~!, inducida por z; v el

producto interno usual en R™ como

/

9i(p; u,v) = (z;(p) - u, Ti(p) - v)

Obtenemos una métrica riemanniana g en M como

g@mwﬁ=§:%@%&@mw)

Es inmediato verificar que esto define una métrica riemanniana en M.

O

Sea ahora f: M — N una aplicacién diferenciable entre variedades riemannianas. En
cada punto p € M, la derivada de f es una transformacién lineal f'(p) : T,M — Ty, N,
entre espacios vectoriales con productos internos, de modo que tiene sentido considerar la
norma |f’(p)|. De manera anédloga que en espacios euclideanos definamos la norma de la

derivada de f como

|f' ()| = sup{|f'(p) - ulg;u € T,M,|ul, =1,q = f(p)}

Vamos a mostrar ahora como una métrica riemanniana puede ser usada para calcular
longitud de caminos.
Si M es una variedad riemanniana, definimos la longitud de un camino « : [a, b] — R™

m@:/ﬁd@ut

la expresién o/ (t)| = \/(/(t), o/ (t))aq) es la norma del vector tangente o/(t) € T,M y lo

segundo un producto interno definido por la métrica de M.
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Definicién 10. Un camino « : [a,b] — M se dice seccionalmente de clase C' si o es

continuo y existe una particion a =ty < t; < ... < t, ="0b tal que o, = « | es de clase

[tistivt
C!, para todoi =1,2,...,n — 1.
Usaremos la notacién a = {ag, o, ..., 1 + para indicar un camino seccionalmente C*.
0> ) 9

También en este caso podemos definir la longitud de « por
la) =lap) + () + ... + l(a_1).

En lo que sigue, M serd una variedad riemanniana conexa.

Observacion 6. Dados dos puntos arbitrarios p,q € M, existe un camino « : [0,1] — M

seccionalmente de clase C', tal que a(0) =p y a(1) = q.

En efecto, consideremos cualquier camino continuo 5 : [0,1] — M ligando p a ¢ y
tomemos una particién
DEE o<t < el 1

tal que B([t;, ti11]) C U; para i = 0,1,...,n — 1 donde U; es el dominio de un sistema de
coordenadas z; : U; — R™ cuya imagen es convexa.
Sea oy : [ti, tiy1] — M, laimagen por x; ' del segmento de recta en R™ que liga 2;(3(t;))

a x;((tit1)) o sea
a;(t) = 27 [(1 — t)2s(B(E:)) + ta:(Btiza))]s s <t < i

entonces a = {ap, a1, ..., ¥, 1} €s un camino seccionalmente ligando p a q.
Podemos definir la distancia intrinseca d(p, q) entre dos puntos p a ¢ de una variedad

riemanniana conexa como
d(p,q) = mf{li(a); o seccionalmente C' en M}

Con esta distancia nuestra variedad diferenciable tiene estructura de espacio métrico, como

lo veremos en el siguiente resultado.

Proposiciéon 11. Sea M una variedad diferenciable, con una métrica riemanniana. La

distancia intrinseca satisface los axiomas que definen un espacio métrico.

Demostracion. Solo resta verificar que d(p, ¢) = 0 entonces p = ¢. Supongamos que p # q,
se sigue del axioma de Hausdorff que existe una vecindad U del punto ¢ tal que ¢ ¢ U.
Podemos suponer que U esta contenido en el dominio de un sistema de coordenadas
en M tal que 2(U) = B(1) y x(p) = 0. Entonces U es compacto. Luego tenemos que
0 <6 = sup{|a/(r)|;r € U} < oo. Como ¢ estd en el exterior de U, para cada camino
a: [a,b] — M, seccionalmente C, ligando p a ¢, existe ¢ € [a,b] tal que a(c) estd en la

frontera de U, o sea, |z(a(c))| = 1. Resulta de ahi que

1< / |(z o) (t)|dt < 5/C |/ (t)|dt < ol(a).

Por tanto, () > % para todo camino seccionalmente C' ligando p a ¢, donde d(p,q) > 0

(lo cual es una contradiccién). 0

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



1.5. METRICAS RIEMANNIANAS 19

Proposicion 12. La topologia de M definida por la distancia intrinseca coincide con la

topologia original de M .
Demostracion. Sea p € M.

i) Toda vecindad p € V' C M contiene una bola intrinseca de centro p.

En efecto,sea x : V7 — R™ un sistema de coordenadas entorno de p tal que p €
UcUcV,CcV,conx(p)=0yx(U)= B(1) por el argumento de la proposicién
anterior, se tiene ¢ € M —V entonces ¢ € M —U luego d(p, q) > %. En otras palabras
d(p,q) < % entonces q € V; esto es B(p, %) cV.

ii) Toda bola intrinseca de centro p y radio € > 0 contiene una vecindad coordenada de

punto p.

Sea z : U — R™ un sistema de coordenadas entorno de p. Podemos suponer que
z(p) =0y que § = sup{|2/(r)~![;7 € V < 0o}. Sea B una bola abierta en el espacio
euclidiano, contenida en (U), con centro en el origen y radio menor a %. Escribamos
U =z~ !(B). Afirmamos que U esta contenida en la bola intrinseca B(p, €), de centro
p y radio e. En efecto, dado ¢ € U podemos ligar ¢ a p por el camino « : [0,1] = M
dado por a(t) = x7(t - z(q)), como |z(q)| < £ tenemos

€

o) = [ it = [ e e al@)] - alolar < [ ool <65 =«

esto muestra que d(p, q) < €, o sea U C B(p, €), lo que concluye la prueba.
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Capitulo 2

Campos de Vectores y Distribuciones

2.1. Campo de Vectores

Al hablar de campo vectorial o campo de vectores, se utiliza en un sentido andlogo al
que tiene al hablar de un campo de hierba: en cada punto del suelo nace una brizna de
hierba. Un campo de vectores, definido en una variedad diferenciable M, consiste en fijar

un vector X (p), tangente a M en p, para cada punto p de M.

Definicién 11. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. Un campo de vectores

sobre M, es una aplicacion

X:M-—->TM
tal que mo X =1

En realidad podemos considerar que es una aplicacién que asigna a cada punto p € M

un vector tangente X, € T,M, es decir,

X ST e UTxM
xeM

17 I e YO
Se dice que el campo X es diferenciable (C*) si X € C*°(M,TM).

Observacion 7. Notemos que, para que el campo vectorial preserve diferenciabilidad, esta

puede realizarse de varias formas, presentaremos dos de ellas:

1. Dado que X, es un vector tangente que se encuentra en el espacio tangente(espacio
vectorial de dimensién igual que el de la variedad) 7,M, entonces se puede escribir
como una combinacién lineal, es decir, si Fyy,, By, ..., Bk, son vectores de una base
de T),M, entonces

k
X, =) o'Ey
i=1

donde los o son funciones bien definidas en abiertos que contienen a p. Luego si o

coni=1,2, ..,k son de clase C", entonces el campo vectorial X es de clase C".

20
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2. Otra manera de ver, es como sigue: X es de clase C", si para cada funcién f dife-
renciable con dominio W abierto de M se satisface que (X f)(p) = X, f es de clase
cr.

Definicién 12. Sea U un abierto en la variedad diferenciable M y sea X un campo
de vectores (no necesariamente diferenciable) en U. Para toda funcion f : U — R real
diferenciable (f € C=(U) )se define la aplicacion X f : U — R por

(X)) =Xp)(f) =X, f,¥pe U C M.

En consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 13. Sea X un campo vectorial en M. Son equivalentes las siguientes afir-

maciones:
1. X es diferenciable

2. Si (U, xq,23,...,xq) €S un sistema de coordenadas locales en M y si ay,...,aq es la

coleccion de funciones en U definidas por:

~ 9
Xy =D 00
i=1 y
entonces ay, ...,aq € C*(U).

3. Siempre que V' es un abierto en M y f € C®(V), se tiene que X f € C(V).

Demostracion. (1 = 2) Supongamos que X es diferenciable, entonces X |y es diferencia-
ble, luego por definicién se sigue que dx; o X|y es diferenciable, pues la composicién de
aplicaciones diferenciables es también diferenciable, donde x; = 7; o ¢ y dz; son funciones
coordenada de 7—!(U). Notar que a; = dz; o X |y, asi entonces los a; es diferenciable.

(2 = 3) Es suficiente probar que X f € C*(U), donde (U, x1, x3, ..., 4) es un sistema
de coordenadas en M tal que U C V' y f: U — R es C*, luego por (2) se tiene que:

(XF)p) = X,f = (Zd:ai(p)a%x)f - iaxp)(a(f;—?f” °¢)(x).vp e U

1= 1=

luego X f es una suma de productos de funciones diferenciables. Asi X f € C>(U).

(3 = 1) Para probar que X es diferenciable, es suficiente mostrar que X |y es dife-
renciable; donde (U, z1, xs, ..., £4) es un sistema arbitrario de coordenadas en M. Luego
solamente es necesario verificar que las composiciones de X |y con las funciones coordena-
das inducidas por el sistema de coordenado, considerado en 7! (U) son diferenciables. Es

decir X es diferenciable si lo es la aplicacién

poXoyp l:iplU)CcRY— pU) x R?
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bajo la siguiente correspondencia

(@1(p), s (za(p)) — (1 (7 (X[u(p))), s (za(m(X]u (p))), dar (X v (p)), ..., dz1 (X[u(p)))

la cual es diferenciable pues dz;(X|y(p)) = X|vxi(p) = X,(z;) es diferenciable por (3)
y ziomo X|y(p) = z;(m(X|y(p)) = z;i(p) es diferenciable. Asi X|y es diferenciable.
N

Al conjunto de los campos de vectores diferenciales sobre M lo denotaremos por X (M),

el cual, con las operaciones siguientes, es un espacio vectorial sobre R:

(fX)z(9) = f(2)X.(9)

VX, Y € X(M),Vf,ge C®°(M), Yz € M.
Si U es un abierto coordenado de M, con funciones coordenadas (1, ..., z,,), los campos
de vectores {aixl,. 91 es una base de X(U).

.oy an

2.1.1. Curva Integral

Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable de un intervalo abierto
de R en M
v :(ayb) CR — M-

Sea vy : I — M, con I C R un intervalo, una curva diferenciable sobre M. Para cada t € I,
el vector tangente a la curva en el punto () es, por definicién

. d
y(t) = dry(%t) € Ty M,

donde d% es el vector basico asociado a la coordenada r de R.

Definicién 13. Una curva integral del campo de vectores X € X(M) es una curva
diferenciable
v:(a,b) CR—- M

tal que el vector tangente a v en cada punto es el representante de X en ese punto; es
decir,

7(t) = X(v(1)), vt € (a,b).
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Una curva suave 7 : (a,b) — M es una curva integral de X si y sélo si

() = X(2(0). (0 € (a1) (2.)

A continuacién interpretaremos la ecuacién (2.1) en términos de coordenadas locales.
Elegimos una carta (U, = (z1,...,x,)) en M cuyo abierto coordenado intersecta a

v(I). Por proposicién (13)

X — ZX 5 (2.2)
i—1

donde los X son C*(U). Ademds para cada ¢, tal que y(t) € U, se tiene

d \_ ~~d@oy) 0
dﬁy(%hﬁ) s ZZI dr

1 dx;
Asi en vista de (2.2) y (2.3), la ecuacién (2.1) se convierte en:

3 = LIPSO Fa

t@l‘z‘
1=
Entonces v es una curva integral de X si y sélo si

.
5(1‘%07)

(2.3)

y(t)

(¢ y(t)

= X'(3(t), (1 =1, ...,n)

considerando z° o v = ;, donde 2’ = 7% o0 ¢ ; tenemos la siguiente expresion:

DD _ X' 0 o (1), 70(2) (24)

Por tanto, para hallar las curvas integrales de un campo de vectores X en un entorno

t

coordenado U de la variedad M nos bastara resolver el sistema de ecuaciones diferenciables
(2.4). Para la existencia de soluciones de tal sistema nos bastard utilizar los teoremas

clasicos de la teoria de sistemas diferenciales ordinarias de primer orden.

Ejemplo 8. Consideremos el campo de vectores en R? definido en términos de la carta

identidad (R?, I) de funciones coordenadas (z', z?), por

0 0
X — 1~ 2 ¥
© o . Ox?
Una curva v : R — R? es una curva integral de X si y solo si
d d
a(xIOV):xloﬁY E(x207):x20”y.
Se sigue que las componentes de la aplicacion que define la curva son
YH(t) = ae' 72 (t) = be'.

Por consiguiente, existe una curva integral con dominio R
‘R RQ t t
viR = t — (ae’, be').

Partiendo de un punto dado (a,b) de R?.
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Teorema 2.1.1. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre una variedad diferenciable
M. Para cada punto p € M, existen un intervalo abierto (que depende de p y contiene al

0) I, = (a,b) de R y una curva suave

Y (a,b) — M
tal que:
i) 1w(0) =p

it) v, es una curva integral inica de X.

Demostracion. Consideremos un campo X € X(M), y una carta coordenada (U, p
(1, ..., ,)). Tomemos un punto p € M, luego X(p) = X, € T,M y consideremos la
aplicacién:
Dg0p ; TpM A Tw(p)Rn =R"
Xp — Dpp(Xp) = fop)
Donde se define una nueva ecuacién diferencial: § = f(y) en ¢(U) y para cada punto
©(p) € p(U) existe un intervalo que contiene al 0 que depende de ¢(p) y una unica curva

integral
o h=—R"

tal que :

viendo el gréfico, y considerando las composiciones, se tiene que existe una curva suave,
definida por:
Vo =N
t— y(t) = (¢~ 0 a)(t)
Tp

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



2.1. CAMPO DE VECTORES 25

la cual satisface 7(0) = p y es una curva integral.

En efecto,
7(0) = (¢7 0a)(0) = ¢~ (a(0)) = ¢ (0(p)) = p

$(0) = Dy 0 4(0) = D ((0))

= Dy, (f(o(p)) = X(p)
= X(~(0))

Para la unicidad. Sean oy : J; — M, as : Jo — M curvas integrales de X que cumple

a1(0) = a3(0) = p, entonces ay ’Jsz = @z\JmJQ-

Sea Q = {t € J; N Jy/aq(t) = as(t)}. Notemos que @ definida de esta manera es no
vacio, pues al menos 0 € ) por hipotesis; y es abierto y cerrado en J; N J5. Luego es () es

conexo, entonces ) = J; N Js.
O

Definicién 14. Sea X wuna campo vectorial diferenciable en la variedad M. Para cada
t € R definamos la aplicacion X, con dominio U ={p € M :t € I,} por

s > i
Dt X ()= st

Teorema 2.1.2. i) Sea X € X(M). Para cada punto p € M, existen un abierto U de p,

un € > 0 tal que el mapeo

(—6,6) xU — M
(,p) — (1)

es C.
it) Xs0Xy = Xsiy cuando s,t € I, son tales que s+t € I,.
iii) La aplicacion Xy es un difeomorfismo local sobre su imagen con inversa
(X)) =X

La familia formada por funciones locales {X;} de M, es llamado flujo local o simple-

mente flujo del campo vectorial X y tiene la propiedad de ser un grupo con las operaciones:
1. Xo=1d
2. Xt o Xs = Xt+5

3. (Xt)_l — X,t

CARRERA DE MATEMATICA U.M.S.A.



2.2. DISTRIBUCIONES 26

Sean X y Y dos campos de vectores. El Corchete de Lie entre ellos es definido por:

X, Vw) = & (X )Y (X))

t=0
El corchete de Lie, asi definido satisface las propiedades de antisimetria y la identidad de

Jacobi. Es decir el corchete de Lie definido en el conjunto de campos de vectoriales se

denomina algebra de Lie de los campos de vectores diferenciables sobre M.

Definicién 15. Un campo de vectores diferenciable X en M es completo si la solucion
Xy = 7,(t) estd definida en todo R para cada p € M, y su flujo forma un grupo a I1-
pardametro de difeomorfismos (global) de M.

Ejemplo 9. El campo vectorial lineal X (z) = Az es completo y el correspondiente flujo es

el grupo uniparamétrico de transformaciones lineales

JESCRRS T .

2.2. Distribuciones

En esta seccion se dedicara al estudio de la integrabilidad de las distribuciones singula-
res. Definiremos el concepto de variedades integrales conexas, posteriormente mostraremos
que estas coinciden con las érbitas de ciertos campos de vectores, a saber los que son tan-

gentes a la distribucion.

2.2.1. Distribuciones Integrales

Definicién 16. Una distribucion A en M es una aplicacion que a cada punto x € M
le asocia un subespacio A(x) C T, M, del espacio tangente a x. Una distribucion A es
reqular, o sin singularidades, si la dimA(z) es constante como funcion de x y singular

caso contrario.

Definicién 17. Una distribucion A sobre una variedad M es llamada integrable en g € M

st existe una subvariedad inmersa Ny C M, con tal que
Ty N, = A(¢), para todo ' € N,

La subvariedad N, es llamada una subvariedad integral de la distribucion A a través del
punto q.

La distribucion es integrable si fuera integrable en todo q € M.

Otra manera de ver la subvariedad integral es como sigue:

Una inmersion ¢ : M — N, es una subvariedad integrable de A si:

0+ (T, M) = A(¢(x)), para todo x € M,
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Definicién 18. Una distribucion A en M es diferenciable en x € M si existen campos

de vectores diferenciables X', ..., X* definidos en una vecindad de = tal que:

1. los X son tangentes a A, esto es; X'(y) € A(y) para y en el dominio de X' y tal

que:
2. {XYx),..., X*(x)} genera A(x).
Una distribucion es diferenciable si fuera en todo x € M.

Debe ser resaltado que en la definicién no se exige que la distribucién sea generada
por los campos de vectores a lo largo de toda la vecindad, mas apenas en x. Ademas la
distribucion siendo diferenciable en z, es posible tomar una cantidad k£ de campos, como

en la definicién, de tal forma que dim A(z) = k.

FEjemplo 10. 1. Las curvas integrales de un campo de vectores diferenciable X son sub-

variedades integrables de X.

2. En M = R?, defina A por:

{(u,v) e TryR* :u =0}, siy>0,
{(u,v) € TuyR*:v =0}, siy<O0,

Esta distribucién es integrable pues las semi-rectas

A(]:?y) T

sa ={(a,y) €R*:y > 0}

para a € R y las rectas
m, = {(z,b) € R* : v € R}

para b < 0, son subvariedades integrales y cada punto de R? esta en alguna de estas

rectas.

Definicién 19. Una parametrizacion de A centrada en x es una aplicacion § : U x R —

TM con U una vecindad de x tal que

1. 6(y,v) es lineal en v
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2. la imagen de §(y, ) esta contenido en A(y) para todo y € U y
3. la imagen de 6(z,-) es exactamente A(x).

Observacion 8. Una distribucion A es diferenciable en z si y sélo si existe una pa-
rametrizacion diferenciable centrada en x. Pues dada una parametrizacién, los campos
X'i(y) = 6(y,e;) donde ey, ..., e, es una base de R*, satisfaciendo la condicién de la defi-
nicién de diferenciabilidad en z. Reciprocamente, dados los campos X'...X* como en la

definicién de diferenciabilidad, la expresiéon
5(ya ur, ,Uk) - Ule(y) +oe Uk;Xk(y)

con u; € R define una parametrizacion diferenciable de A.

Con la hipétesis adicional, de que los campos que forman parte de la distribucion, dejen

invariante a la distribucién; definimos la nocién de distribucién caracteristica.

2.2.2. Distribuciones Caracteristicas

Definicién 20. 1. Un campo vectorial X : N — TM con N C M abierto es llamado
caracteristico para la distribucion A en M, si este es tangente a A y si para todo

pe N ytodot € R
D(X),(A(P)) € AX(p)) (2.5)

Si la inclusion se mantiene, decimos que A es invariante para X .

A (2.5) mas adelante la denotaremos por:
Xix(A(p)) € A(Xi(p))

2. Una distribucion se llama caracteristica a p € M, si existen campos vectoriales

caracteristicos X', ..., X* definidos en una vecindad N de p tal que:
A(p) = span{X"(p),i = 1,2,...,k}
y es caracteristica sobre M si este es caracteristico para todo p € M.

Observacion 9. Para distribuciones caracteristicas, la inclusion es actualmente una igual-
dad. En efecto

Notemos que X;, es un isomorfismo lineal entre T, M y T, )M, por tanto
dimA(p) = dim X (A(p)) < dimA(Xy(p))
Aplicando el mismo argumento a X_; obtenemos,
dimA(X;(p)) = dim X_nA(Xi(p)) < dAImA(X_(X:(p))) = dimA(p)

Asi tenemos A(X(p)) = X (A(p)).
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Observacion 10. De la observacién 9, tenemos que la dim A(p) es constante a lo largo de

las trayectorias de campos caracteristicos.

Antes de mostrar el resultado principal sobre integrabilidad de distribuciones, presen-

taremos un lema, el cual sera usado frecuentemente.

Lema 2. Seai: N — M una inmersion, y sea X € X(M) tangente a N. Entonces para
todop € N existe una vecindad V' de p y € > 0 tal que para todo q € V', tenemos X;(q) € N
para |t| < e. Ademds, X; : V. — N, [t| < €, es un difeomorfismo sobre un subconjunto
abierto de N.

Demostracion. Como la afirmacién del lema es local y debido a la forma local de las
inmersiones se puede asumir sin perdida de generalidad que M =V x W C R™ x R*™™
con V' y W vecindades del origen y que N = V x {0}, tomemos una vecindad del origen
VixW; C VxW y elijamos € > 0 suficientemente pequeno de tal forma que X, (V; x W7) C
VxW.

Como X es tangente a N (esto es X (z) € T, N, para todo x € N), nos permite definir
por restricciéon un campo X de V x {0}

X‘ =X “Ne W
N

Una trayectoria a de X satisface
a(t) = X(alt) = X‘N(Oé(t)) = X(a(t))

y por tanto es también trayectoria de X. El teorema de unicidad de soluciones de las ecua-
ciones diferenciales garantiza que las trayectorias de X iniciadas en V' x {0} permanecen
en V x {0}, para t suficientemente pequeno. De esa forma, si |t| < e X; (V3 x{0}) C V' x{0}

lo que muestra el lema.

O

Teorema 2.2.1. Una distribucion A sobre M es caracteristica si y solo si A es diferen-

ciable e integrable.

Demostracion. Sea A caracteristica y fijemos p € M. Tenemos que demostrar que existe
una variedad integrable de A conteniendo p. Como A es caracteristica, existen campos

vectoriales caracteristicos X1, ..., X* de A definidos en una vecindad de p tal que:
A(p) = span{X'(p),i =1,...,k}
Para alguna vecindad V' del origen en R¥, la expresién
(1) = p(t1, ..., 1) = X}, 0 X} 0.0 X[ (p)

con 7 = (ty,...,tx) € U tiene sentido y define una aplicacién diferenciable ¢ : U — M.

La construccién de la variedad integral serd hecha mostrando que ¢ es una inmersion
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cuando es restricta a alguna vecindad W C V. Para esto se debe calcular la imagen de la
diferencial dp, de ¢ en 7. Esa imagen es generada por las derivadas parciales a—f(T) en
direccion de las diferentes coordenadas t;. Usando el hecho de que la derivada en relacién

at de X;(p) es X(Xy(p)). Por ejemplo si

90(7—) = Qp(ttha t3) - Xt11 © Xt22 o ng (p)

tenemos,
g_z(T) — X'(X) 0 X2 0 X2 (p))
S_ZZ(T) — X1 (X3(X2 0 X2 (p)))
S_Z(T) = X7, o X2 (X3 X2 (0)))

generalizando este hecho tenemos,

Oy i— i
5(7—) 7 thl* ©....0 th_ll*(X (yl))

donde y; = XZZ_ 0...0 X{Z .(p). Evaluando esta expresién en 7 = 0, se obtiene

Qi

5 (0) = X'0)

Como la imagen de dp, es generada por esas derivadas parciales, eso muestra que esa
imagen coincide con A(p) e.d. Im(dgy) = A(p) y de ahi que ¢ tiene rango maximo en
el origen. Seguidamente, la restriccion de ¢ a alguna vecindad W C V' del origen es una
inmersion. Esa restriccion es una subvariedad integral de A. Para ver esto observe en
primer lugar que

X O

t1% tr*

(A) = A

Pues cada X' es un campo caracteristico y por tanto preserva A. En efecto,

X' o...0oXF

t1% th* t1%

= = A(X] 00 XE () (2.6)

(Alp)) =X}, 0...0 Xﬁj*(A(Xt’Z))

Ademds X*(y;) € A(y;) porque los X son tangentes a A. Consecuentemente para cualquier

7 €V y (2.6) tenemos,

08 (1) = X} o0 X~ (X ()

t1% ti—1%
atl 1 i—1

€ X}, 0...0oX ' (A(y))

t1% ti_1%

— A(thl 0.0 X H(y))

i—1

=A(X/ 0o...oX;loX] 0.0 Xﬁ(p))
= A(p(7))
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Asi g—f(T) € A(p(7)) y por lo tanto la Im(dp,) C A(p(T)).

7
Sobre la vecindad W esta inclusién es en efecto una igualdad, pues p y ¢ = ¢(7)
son los valores inicial y final de una concatenacién de trayectorias de campos vectoriales
caracteristicos de A. Como la dimensién de A no varia a lo largo de trayectorias de campos

vectoriales caracteristicos, tenemos para 7 € W
dim A(p(7)) = dim A(p) = dim I'm(dp(T))

pues @ es una inmersion en W. Asi Im(dp(7)) = A(p(7)), entonces ¢ : W — M es una

subvariedad integral de A.
O

Para mostrar el reciproco, antes mostraremos un lema, que garantiza que una distri-

bucion integrable es invariante por sus campos tangentes.

Lema 3. Suponga que A sea una distribucion integrable y sea X un campo tangente a A.
Entonces X preserva Ase.i.(Xu(A(z)) C A(Xi(z)) para todo x € domX; yt € R.

Demostracion. Supongamos que U es el dominio de X. Sea y € U y L una subvariedad
integrable de A pasando por y con L C M, (L < M) por el lema anterior existen V' C L
de y y e > 0 tal que si z € V se tiene que X4(z) € L para |s| < e y un difeomorfismo
X, : V. — L sobre un abierto de L, de donde para ¢ € V, X, : T,V — Tx, 4L es un

isomorfismo, luego

X(TV) = A(X,(q))
como V C L entonces T,V es isomorfo a T,L para todo ¢ € V. Luego tenemos

Xo(ToL) = Xoi(A(q)) = A(Xs(q)) para g € Vy [s| <€

Ahora extenderemos la trayectoria de X.

Sea © € domX;. Supongamos t > 0 y definamos
m = sup{s € [0,t] : Vo € [0, 5], Xpu(A(z)) C A(X,(2))} (2.7)

aplicando la primera parte de la demostracién a y = X,,(z) se verifica que m = t. En
efecto, supongamos que m < t. Sea y = X,,,(x) y L una subvariedad integral de A pasando

por y, entonces por lema existe e; > 0y V) C L, tal que X, es un difeomorfismo asi

X« (A(z1)) = A(Xs, (1)) para todo z; € Vi v |s1] < &
X, +(Ay)) = A(Xs, (v)) en particular para y € V;

luego por (2.7)

Xas(AY)) = Xou(A(Xm(2)) D XopuXina (A7) = Xy 4m)«(A(2))
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luego X(s,+m)«(A(x)) C A(X(s,4m)(2)) para todo s; +m € [0,t]. Contradiciendo al hecho
de que m es supremo. Asi m = t.

De igual manera para t < 0, lo que concluye la prueba.

Aplicando (lema 3) obtenemos el reciproco del (teorema 2.2.1).

Ahora consideremos lo siguiente:

Sea § el conjunto de variedades integrales conexas de A. Un orden (parcial) sobre §
es definido de la siguiente manera, N; < Ny si N; es una variedad abierta de N,. Un

elemento N € § es llamado mazimal si N es conexo y maximal con respecto al orden <.

Teorema 2.2.2. Sea A una distribucion caracteristica sobre M. Para cada punto x € M

pasa una unica variedad integral mazimal.

Demostracion. Sea x € M y

S:={NeF:x€ N}

Entonces §, # 0 pues A es integrable y el orden parcial < en § se restringe en §,.

Sea J una cadena de §,, (esto es un subconjunto totalmente ordenado de §,) y defi-

e o

NeJ

namos

tenemos que mostrar que: Ne€ S+ 0 equivalente a que x € N.

En efecto, definamos una estructura de variedad en N de la siguiente forma: tomemos
Yy € N , entonces existe N € J con y € N. Como N es una subvariedad, sus cartas
alrededor de y definen cartas en N haciendo esto para todo y € N , obtenemos un conjunto
de cartas cuyos dominios cubren N. Cualesquiera dos cartas definidas de esta manera son
compatibles, pues para y € Ny N N, Asimismo definimos un atlas en N de tal forma que N
es subvariedad abierta de N para todo N € J. Con esta estructura N es una subvariedad
integral de A que contiene x y por tanto AL 2. Como todo subconjunto ordenado de §,
admite un mejoramiento, el lema de Zorn’s' implica la existencia de variedades integrales

maximales conteniendo a x € M

O

Por el teorema precedente, una distribucion caracteristica A admite para cada p € M
una unica variedad integral conteniendo a p, el cual denotaremos por I(p).
La unicidad de las variedades integrales maximales garantiza que dos de esas variedades

o son disjuntas o coinciden.

Observacion 11. Notemos que para p,q € M tenemos I(p) = I(q)(si y solo si ¢ € I(p)) o
I(p)N1(q) = 0.

Lema: Sea M # () un conjunto parcialmente ordenado. Supongamos que cada cadena C' C M tiene

una cota superior. Entonces M tiene al menos un elemento maximal.
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Equivalentemente: Sean p,q € M y I(p) N I(q) # 0 entonces I(p) = I(q). En efecto,
sean p,q € M entonces por el teorema, pasa una unica variedad integral maximal, es decir
existen I(p) y I(q) y x € I(p)NI(q), entonces I(z) = I(p)y I(x) = I(q), luego I(q) = I(p).

De esa forma las variedades integrales maximales son las clases de equivalencia de la

relacién de equivalencia ~ definida por

p~aqsil(p)=1I(q)(siysélosiqel(p))

sobre M via el conjunto de variedades integrales maximales de A.

Ahora describiremos la variedad integral de una distribucién caracteristica A a las
orbitas de campos de vectores que son tangentes a A.

Sea ¥ C X(M) la familia de campos de vectores y denotemos mas adelante por X € ¥
y la solucién por X;(p),t € R con condicién inicial Xo(p) = p y consideremos las compo-
siciones de difeomorfismos locales del tipo X; con X variando en . Haciendo todas las
composiciones posibles entre esos difeomorfismos locales, definimos el grupo de difeomor-

fismos locales, asociados a un conjunto de campos de vectores, como
Gr={X} o..0 X X' eT t;€R, ke N},

Este conjunto es un grupo en el sentido en que la inversa de un elemento de Gy también
estd en Gy y la composicion de dos elementos, cuando es posible, también es un elemento
de Gy. En lo que sigue Gy, sera referido simplemente como el grupo generado por Gy.

y definamos para cada p € M la érbita de p por ¥, o el conjunto de puntos alcanzables

a partir de p, siguiendo trayectorias de o, como
Ox(p) = {q € M, existe ® € Gy, con ¢ = P(p)}.

Ejemplo 11. Consideremos los campos vectoriales lineales

x_[01)y_(00
0 0 10
[0ty (00
00 t 0

02(17,y) - RQ'

los flujos de X e Y son

tenemos que la orbita es

La relacion ~y definida por:

p ~x q si Os(p) = Ox(q)( siy solosip € Ox(q))

es una relacion de equivalencia sobre M via las orbitas de Y. En efecto,
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1. Reflexividad: Por definicién, es inmediata

2. Simetria:p ~x, q entonces q ~x p

prsq=p€Os(q) =3P € Gy :p=2>(q)
=301 e Gy :q=2"'(p)
=q € Oxs(p) = q~sp

3. Transitividad: Sean p ~yx q v q ~x r entonces p ~x 1

prsqyqrsr=p€0s(q)yq€ Os(r)
=3P Gy p=P(@) yVeGs:q="V(r)
= JPoVUeGy:p=P(q) =P(V(r)) = (PoV)(r)
=p € Ox(r) = pdsir

donde las clases de equivalencia son las diferentes dérbitas. El siguiente teorema establece
la conexion entre las dos relaciones de equivalencia ~y y ~a. Antes de mostrar el siguiente

teorema se presentara la siguiente proposicion.

Proposicion 14. Si X es tangente a A, entonces las trayectorias iniciadas en p, perma-

necen en la variedad integral mazimal de A que contiene a p. Es decir X;(p) € I(p).

Demostracion. Sea I(p) una subvariedad de M y X tangente a A, entonces para todo
p € domX se tiene que X(p) € A(p) y como I(p) es una variedad integral entonces
X(p) € T,1(p) luego por el (lema 2) tenemos, que existen U, y € > 0 tal que X (p) € I(p)
para |s| < e.

Para extender esto a toda la trayectoria de X, seat >0y
m = sup {s € [0,¢] : X,(p) € I(p),Vo € [0,s]}

entonces m = t.
Supongamos que m < t y como m € [0,t], X,,(p) estda en el dominio de X. Por tanto
el (lema 2) garantiza que para €; > 0 se tiene que X,(X,,(p)) € I(Xn(p)) para |n| < €,

luego tomando n = —<, tenemos

X—% (Xm(p)) = Xf%er(p)

entonces tenemos que I(p) = I(X,,(p)), asi existe z = n + m tal que X,(p) € I(p),
contradiciendo la definicion de m como supremo. Por tanto m = t.

Asi X4(p) € I(p) para todo s € [0,t]. De la misma forma para X, (p) € I(p) parat < 0.

U
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Teorema 2.2.3. Consideremos la distribucion caracteristica A sobre M y denotemos por

¥ C X(M) el conjunto de todos los campos vectoriales tangentes a A,
Y ={X e X(M), X(q) € Alq) para todo q € M}.
Entonces las orbitas de 3 son exactamente las variedades integrales mazimales de A.

Demostracion. Debemos mostrar que Ox(p) = I(p).

Sea p € domX*, entonces Xi (p) € I(p), pues las trayectorias iniciadas en p, perma-
necen en la variedad integral conexa maximal que pasa por p. Aplicando reiteradamente
este hecho Ox(p) C I(p). Luego Os(p) es abierto en I(p). En efecto, sea z € Os(p) y X*

campos caracteristicos, luego consideremos la aplicacién

p NP — M
PR ) — X, o NOBA(p) = 2

se tiene que la imagen de p es una vecindad de z en I(p). Pues para z € p(U) existe
t = (t1, ..., t) tal que p(t) = X} o...0 X} (p) = z, entonces z € Ox(p), asi Ox(p) es abierto
en I(p).

Ahora consideremos

C=JOsv).y € I(p) - Ox(p)
C = J0sv),y € I(p) - Os(p)}

donde Os(y) es abierto en I(y) = I(p), luego Ox(y) es abierto en I(p), entonces C' es
abierto en I(p), ademds C N Ox(p) = 0, y como I(p) es conexo se tiene C' = (), luego

Os(p) = I(p).
0

Los teoremas mencionados anteriormente admiten la existencia de variedades integrales
maximales para distribuciones caracteristicas y caracterizar ciertas 6rbitas a través de estas
variedades.

Los siguientes resultados constituyen un teorema abstracto de érbitas. Mostrando que
la variedad maximal de una distribucién caracteristica son en efecto dsubvariedades casi-
regulares de M. Para hacer este punto més preciso, nosotros necesitamos el concepto de

foliacion.
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Capitulo 3

El Teorema de Orbitas

3.1. Foliaciones

Las foliaciones aparecen de manera natural en varios contextos geométricos, por ejem-
plo, como soluciones de ecuaciones diferenciales y de sistemas integrables y en geometria
simpléctica. De hecho, la nocién de foliaciéon surgié por primera vez de manera expresa
en los trabajos de Ehresmann y Reeb, que estudiaban la existencia de campos de vecto-
res completamente integrables sobre variedades de dimension tres. De manera intuitiva
podemos decir que una foliacién (regular) es una particiéon de una variedad en subvarie-
dades disjuntas conexas inmersas de la misma dimensién, llamadas hojas de la foliacién,
dispuestas localmente como las hojas de un libro, aunque su topologia y su disposiciéon
globales pueden ser muy complejas. La influencia de la topologia de la variedad ambiente
sobre la topologia y la dinamica transversa de las hojas ha sido una de las cuestiones
fundamentales de la teoria de foliaciones desde sus inicios.

De forma mas general definimos la nocién de foliacion como sigue a continuacion.

Definicién 21. Una foliacion diferenciable en una variedad M con dimM = d, es una

relacion de equivalencia ~ sobre M que satisface:

1. Las clases de equivalencia son subvariedades inmersas conexas de M. Las clases de

equivalencia de x serd denotada por C(p),p € M.
2. Para todo p € M existe una vecindad U de p y una carta coordenada

VvV xW —=U

con V. y W wvecindades del origen en RF y RF respectivamente (dimM = d), tal

que:

(a) ¥(0,0) =p
(b) La dimension de la clase C(p) es k.

36
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(c) Para todo (v,w) € V x W (v, w) ~ 1(0,w), esto es,
WV x{w}) € C((0,w)).
(d) La aplicacion
Yo : V= C(p), tho(v) = (v, 0)
es un difeomorfismo de V' sobre un abierto de C(p).

(e) Para todo w € W, la aplicacion

Yu V= C(Y(0,w)), Pu(v) = ¢ (v, w)

es diferenciable con respecto a la estructura intrinseca de C'(¢(0,w)).

Las cartas coordenada con propiedades (a)-(e) son llamadas cartas adaptadas alrededor

de p € M, y las clases de equivalencia C'(p) son llamadas hojas de la foliacién.

Y

Ejemplo 12. 1. Un ejemplo elemental de foliacién (regular) de dimensién n es la folia-
cién de R™ = R™ x R™ ™ donde las hojas son los n-planos de la forma R™ x {c},
ce Rm

2. Campos de Vectores Cuando X no posee singularidades (esto es, X (x) # 0 para
todo x € M) las trayectorias de X son las hojas de la foliacién de dimensién uno en
M. Si permitimos que el campo tenga singularidades, es decir, ceros o puntos fijos,
la particién inducida tendra hojas de dimensiones 0 y 1, originando lo que llamamos

una foliacion singular.

Campos de vectores en el plano con singularidades.
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El siguiente teorema muestra que las variedades integrales maximales forman una fo-

liacién.

Teorema 3.1.1. Sea A wuna distribucion caracteristica sobre M, y sea ~a denota la
relacion de equivalencia definida via la variedad integral maximal de ~a. Entonces ~a es

una foliacion.

Demostracion. Necesitamos mostrar la existencia de cartas adaptadas como en la defini-
cién. Para eso, fijemos p € M y consideremos la inmersiéon ¢ : V. — M como (2.2.1),
definida en alguna vecindad V' del origen de R* y X!, ..., X* campos caracteristicos. La
imagen  cubre una vecindad de la variedad integral que pasa por p. Para construir la
carta adaptada suponga que dim M = n. Entonces existe una inmersién ¢ : W — M con

W una vecindad del origen en R""* tal que ¢(0) = p v ¢ es transversal a o en p esto es,
D¢0TOW + DQD()T()V |+ TpM
Sea v : V x W — M definida por

(v, w) = thl ORae Xi(gb(w))

siv=(ty,...,t;) € V. Entonces alguna restriccion de 7 es una carta adaptada. En efecto,
es claro que ¥(0,0) = p. Por otro lado, el valor de D) en (v, w) € R* x R" %y

Do) (v, w) = Dipo(v) + Depo(w)

lo que muestra que Do) es un isomorfismo. Por lo tanto, existen vecindades V; C V' y
Wy € W tal que la restriccién de ¢ a Vi x Wi es un difeomorfismo.

Ahora, ¥(v,w) ~ (0, w) ~ ¢(w) pues (v, w) es obtenido de ¢(w) por aplicaciones
sucesivas de trayectorias de campos tangentes a A, que como fue visto en la demostra-
ci6én del teorema(2.2.3) no son las variedades integrales maximales. Fijando w, el lema(3)

garantiza que la aplicacion
(tla ey tk) = Xt117 Xti (¢(w))

es diferenciable en la estructura intrinseca de I(1(0,w)) y como esa aplicacién coincide
con ¢ si w = 0, la restriccion de ¢ es una carta adaptada. Eso muestra que las variedades

integrales maximales forman una foliacién de M ya que p es un punto arbitrario.

O

Una propiedad central en el estudio de las foliaciones es que las hojas son subvariedades

casi-regulares. Para mostrar este hecho, es necesario el siguiente lema.

Lema 4. Sea M una variedad diferenciable conexa y L — M una inmersion con L conexa.
Entonces L es separable, esto es, su topologia intrinseca admite una base numerable de
abiertos.
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Demostracion. Por resultados del capitulo 1 tenemos que toda variedad M admite una
métrica riemanniana. Como L < M es una inmersion, esta métrica se restringe a una
métrica Riemanniana en L y como L es conexa eso permite definir una distancia que es
compatible con su topologfa. En otras palabras, L es metrizable y por tanto paracompactal.

Como toda variedad paracompacta es separable, eso muestra el lema.

O

Teorema 3.1.2. Las hojas de una foliacion son subvariedades cuasi-requlares.

Demostracion. Sea ¢ : N — M una aplicacién continua con N localmente conexo y
suponga que la imagen de ¢ esta contenida en la hoja de una foliacién, ¢(N) C C(x).
Tome y € N con ¢(y) = z. Se desea mostrar que las imagenes inversas por ¢ de abiertos
de C'(z) son abiertos de N y para esto es suficiente tomar los abiertos en C'(z) como siendo
vecindades de z. Consideremos el dominio de una carta adaptada en U, ¢ : V x W — U

tal que ¥(0,0) = = y por definicién de foliacién, para todo (u,v) € V' x W, se tiene
P(V xw) C C%(0,w))

en particular para w = 0, se tiene (V' x 0) C C(1(0,0)) = C(x)

Asf es suficiente mostrar que ¢~ (¢)(V x {0})) es un abierto de N. Como ¢ es continua,
¢~ 1(U) es un abierto de Ny como N es localmente conexo, podemos substituir N por una
vecindad conexa de y y asumir sin pérdida de generalidad que ¢(N) C U con N conexo.
Luego ¢(N) Cc C(z)NU.

Ahora consideremos 7 : V. x W — W la segunda proyeccion coordenada y sea o un

subconjunto de W definido por
o =m0y (C(z)NTU) =4 (C(z) NU) N ({0} x W).
el cual es numerable. En efecto
o =9"H(C(x) NU)N ({0} x W) c ¢~ (C(x)NU) C ¥~ (C(x))

como C(x) < M es una inmersion con C(x) conexa, entonces C(z) es separable, esto
es, su topologia intrinseca admite una base numerable de abiertos, entonces ¢~1(C/(z))
admite una base numerable, pues ¥~! es continua y abierta. Luego o es numerable.

La aplicacién 7 o9~ o ¢ tiene sentido y su imagen esta contenida en una tinica com-
ponente conexa ya que N es conexo. En tanto ¢ es numerable y por tanto sus compo-
nentes conexas se reducen a conjuntos unitarios. De esa forma 7 o 1)~! o ¢ es constante
y como su valor en y es cero, eso muestra que ¢(N) C ¥(V x {0}) concluyendo que
o~ (p(V x {0})) = ¢~ 1(U) es un abierto y que ¢ es continua en la topologia intrinseca de
C(z). En consecuencia C'(z) es casi-regular, lo que muestra el teorema.

O

! Teorema de Stone: Todo espacio metrizable es paracompacto .
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Teorema 3.1.3. Para cada foliacion ~ sobre M existe una unica distribucion carac-
teristica A cuyas variedades integrales mazimales coinciden con las hojas de la foliacion,

I.€.,~=rUp.
Demostracion. Sean x € M y
Vv:VxW—=sUCM

una carta adaptada centrada en x con V x W C R* x R’ Definamos la distribucién A en
x por
A(l‘) = dw(0,0) (Rk X {O})

Este es el espacio tangente a C'(z) por tanto su definicién es independiente de la carta
adaptada especifica 1.

Debe ser mostrando en primer lugar que A es caracteristica, o que es lo mismo inte-
grable y diferenciable. En efecto de ser A integrable es inmediato por construccion, ya que
las hojas de una foliacién son subvariedades integrales. Para ver que A es diferenciable,

considere la carta adaptada de arriba y defina en U los campos

0

K @z)*(@), 1 I I3 (3.1)

donde a?ci son los campos coordenados en V' x W asociados a una base en que los primeros
k elementos son tangentes a V. Como 9 es una carta adaptada, los campos en (3.1) forman
una parametrizacion de A centrada en z. Eso muestra que A es diferenciable.

Para concluir, se debe mostrar que la hoja C(z) que contiene a x coincide con las
variedades integrales maximales I(x) que pasa por z. Como C(x) es una variedad integral
que pasa por z, es claro que C(x) C I(z) y C(x) es una subvariedad abierta de I(z). La

misma cosa ocurre con C(y) para todo y € I(x). Asimismo, la unién
Ucw)
y

cony € I(x)—C(x) es vacia pues es un conjunto abierto de /(z), su interseccién con C(z)
es vacia y I(x) es conexo. Esto muestra que C'(z) = I(x) concluyendo la demostracién del
teorema.

O

3.2. El Teorema de Orbita

Para el analisis en esta seccién, no es necesario suponer que los campos de ¥ sean
definidos globalmente en M. La hipdtesis de que sus dominios sean abiertos de M es
suficiente. En ese caso, la unién de esos dominios es una subvariedad abierta de M y las

orbitas de ¥ estan contenidas en esa unién que desempena entonces un papel de variedad
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ambiente. Por esa razén, se asume también que la unién de los dominios de los campos
en X es M. Las érbitas de ¥ son de la forma Oyx(x) donde Oy es un grupo local generado
por flujos de campos en X.. Esas son dadas por las variedades integrales maximales de una
distribucién Ay, asociada a ¥, que es construida de la siguiente forma: considere la familia

Y, extension de X, definida por
Ye={¢.0Xo0¢p ' :¢pcO¢s, X €2}
La distribucién Ay, es la distribucién generada por X, esto es,
Ag () =ger{Z(z) e T,M : Z € ¥.,x € domZ}.
Si Z es un campo en Y, entonces
Z, = ¢ o X, dor

Como ¢ y X; estan en Oy, entonces es una composicion de elementos en Oy y por tanto
Zy € Os y Zy(z) € Ox(zx). Eso significa que las trayectorias de los campos tangentes a
Ay, permanecen en una misma 6rbita de ¥ y de ahi que si la distribucion es integrable las
variedades integrables maximales estan contenidas en 6rbitas de X. El teorema siguiente

muestra que las érbitas de ¥ coinciden con las variedades integrales maximales de Ay, .

Teorema 3.2.1. Sea X una familia de campos de vectores. Entonces las siguientes afir-

maciones son satisfechas:
1. Ay, es caracteristica
2. Para x € M,Ox(z) es una variedad integral mazimal conexa de Ay, que pasa por x.
3. La relacion de equivalencia © ~ y si y € Ox(x) es una foliacion con singularidades.

4. Las orbitas de Ox,(x) son subvariedades inmersas casi-requlares y para x € M,T,Ox(x)

Aze(l’).

Demostracion. Las dos ultimas afirmaciones siguen de las dos primeras, por los teoremas

del capitulo 2.

i) Sea p € M. Por definicién de Ay, , existen campos Z*, ..., Z* en ¥, tal que
As.(p) = span{Z*, ..., Z*}

estos campos de vectores son tangentes a Ay, .

Dado Y € 3, el campo Zj. oY o Z", pertenece a ¥, por definicion. Como esos
campos generan Ay, eso muestra que Z* preserva Ay, mostrando que la distribucién

es caracteristica.
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ii) Notemos primero que Ox(p) C I(p), por que los campos vectoriales en ¥ son tangentes
a Ay, . Para mostrar que I(p) C Ox(p), sea p € M y escojamos Z', ..., Z% en X,

como antes ya definimos, la aplicacién
p(ty, ... ty) = Ztl1 0---0 Zf;;

la cual es una variedad integral de Ay, y por tanto una subvariedad abierta de I(p).
Luego la imagen de p esta contenida en Ox(p) pues los flujos de Z* son elementos
de Os. Repitiendo ese argumento a todo y € Ox(p), se llega a que Ox(p) es abierto
en I(p). De manera semejante, Ox(z) es abierto en I(p) para todo z € I(p). Como

la variedad integral maximal es conexa, eso muestra que Ox(p) = I(p).

iii) Por 1) tenemos que Ox(p) = I(p) y por el (teorema 3.1.1) la relacién de equivalencia

definida, es una foliacién.

iv) De iii) se tiene que esas variedades integrales maximales son subvariedades inmersas
casi-regulares, esto por el (teorema 3.1.2). Es decir que las 6rbitas son subvariedades

casi-regulares.
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Apéndice A
Variedades Diferenciales

Estudiaremos los hechos basicos del calculo diferencial sobre una variedad diferenciable.

En todo lo que sigue, Mdenotara un espacio topologico no vacio.

Definicién 22. . Sea M un espacio topologico, sequndo numerable y de Hausdorff y,
S ={(Us, 0a)/Pa : Us T M — po(U,) C R™, homeomorfismo }

con Uy, C M y ¢o(Uy) C R™ abiertos . El par (M,§) es una variedad diferenciable si
cumple:

1. M = ,ep Ua
2. SiU,NUg # 0, entonces el cambio de coordenadas
ppo Py palUaNUp) CR™ = pp(UsNUp) CR™
es diferenciable entre los abiertos po(Us NUpg) y wp(Us NUs) C R™.

Al par (U,, ¢a) se le llama carta coordenada o sistema de coordenada; cada
aplicacién continua z° = 7’ o ¢ se denomina funcién coordenada; y la n-upla (2!, ..., 2")

se dice que es el sistema de funciones coordenadas asociado a la carta (U, ¢).

R}I (pu(ul) p .’ l (‘pa i (0] RH
' 0(Up)

43



A.1. APLICACIONES DIFERENCIALES 44

Ejemplo 13. 1. R™ es una variedad diferenciable.

En efecto,tomando la carta (R™, Id), con la identidad en R".
2. Todo espacio vectorial de dimension finita es una variedad diferenciable.

3. Si (M,F) es una variedad diferenciable de dimensién n, todo abierto U C M es
de nuevo una variedad diferenciable de dimensién n (variedad inducida) cuyo atlas

viene dado por

%U = {(Ua N U, (Pa|UaﬂU)/v(Ua N 4;004) S S}

En efecto, como los abiertos U, recubren a M, V,, = U, N U son abiertos en U que
lo recubren. Las aplicaciones ¢q = @aj.nv @ Va = ¢a(U NU,) = ¢o(U NU,) son
homeomorfismos locales de U en R™. Ademds, ¢ o ¢, ' son diferenciables al ser las

restricciones a o, (U NU, N Up) de 50 @t

4. Sea (M, A) una variedad m—dimensional de clase C". Dado un homeomorfismo
f: M — N.El atlas A = {(U;,¢;) : i € A} de M induce de modo natural
un atlas m—dimensional de clase C", Ay, en N, el cual es definido como A; =
{(f(U),pio f71) : i € A}. La estructura diferencial definida por A; es llamada
estructura diferencial de N inducida por f y A.

A.1. Aplicaciones Diferenciales

Vamos a establecer el concepto de funcion diferenciable en una variedad M y el de
aplicaciones diferenciables entre variedades, para lo cual utilizaremos el lenguaje de cartas

locales y poder utilizar asi el concepto de diferenciabilidad en R™ del calculo.

Definicién 23. Sea M una variedad diferenciable. Una funcion f : M — R se dice que es
diferenciable (de clase C*°) si para toda carta (U,¢), fop ' :p(U) = R es una funcidn

diferenciable de clase C.

Observacion 12. La diferenciabilidad de f depende de la estructura diferenciable de M y no
de la eleccién de las cartas; pues si (U, ) y (V, 1) son dos cartas de M con UNV # (), fop™!

es diferenciable si y s6lo si f o4 ~! es diferenciable. Esto es consecuencia del hecho de ser
fop t=(foyv o(op™)
y de que fo~! siempre es diferenciable por la propia definicién de variedad diferenciable.

Representaremos por §(M) el conjunto de todas las aplicaciones diferenciables sobre
M.

Para el estudio local es natural no sélo considerar funciones f : M — R definidas en
todo M sino también admitir funciones que estén definidas solamente en un entorno de
un punto de M.
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Definicién 24. Sea x un punto de la variedad diferenciable M. Una funcion f se dice
que es diferenciable de clase C*° en un entorno del punto x si su dominio Dy es abierto,

cuando en Dy se considera la estructura diferenciable inducida por la de M.

Asi pues, f es diferenciable en un entorno del punto « € Dy, si para toda carta (U, ¢)
en M con x € U, la composicién foy~t: o(DyNU) — R es diferenciable de clase C™.

Denotaremos por §(x) el conjunto de las funciones diferenciables en el entorno de x.

Luego todas las aplicaciones diferenciables de M en R en un entorno de un punto p de

una variedad forman un algebra bajo las operaciones puntuales usuales

conpeDyNDyytelR.

Definicién 25. (Diferenciabilidad entre variedades) Sean M y N variedades dife-
renciables de clase C* , k > 1. Decimos que una aplicacion f : M — N es diferenciable
en un punto p € M si, existen sistemas de coordenadas (U, ) en M y (V,¢) en N, con
pe Uy f(U) CV tales que po fop™ : pU) CR™— (V) C R" es diferenciable en
el punto p(p) € R™. Decimos ademds, que f es diferenciable si es diferenciable en cada

punto p de M.

Si f es diferenciable y biyectiva y f~! es también diferenciable, decimos que f es un

difeomorfismo y que M y N son difeomorfas.

Observacion 13. Esta definicion, aunque no lo parezca, es la més natural que puede darse
para la nocién de diferenciabilidad de una aplicacion f : M — N | puesto que en los
espacios topologicos M y N no tenemos estructura de espacio vectorial, por lo tanto
usando coordenadas locales traspasamos el problema a abiertos de espacios euclidianos,

donde ya tenemos definida la nocion de diferenciabilidad de aplicaciones.

Proposiciéon 15. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable en un punto p € M .

Entonces f es continua en p.

Demostracion 1. Sean (U, @) y (V, 1) sistemas de coordenadas en M y N | respectivamente,
como en la definiciéon. Entonces la aplicacién ¢ o f oo™ : p(U) CR™ — (V) C R™ es
diferenciable en el punto ¢(p) € R™, por lo tanto continua en ese punto, y como en U

podemos escribir f =19t o1 o foe !oyp asi, se sigue que f es continua en p .
Observacion 14. 1. La composicién de aplicaciones diferenciables también lo es.
2. Sea M una variedad m—dimensional de clase C", r > 1, y sea (U, ¢) una carta en

M. Considerando U como variedad C" con la estructura inducida por la de M, se

tiene que ¢ : U — ¢(U) C R™ es un difeomorfismo de clase C".
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En efecto, sea A un atlas determinando la estructura diferencial de M, entonces
el atlas Ay = {(Us N U, ¢ayvarv)/V(Ua, ) € A} es un atlas que determina la

estructura diferencial en U inducida por la de M,

¥

UDV o(U) CR™
(0 Id
V —_—
v I)-dogooq/)*l(p(U)

entonces tomando un sistema de coordenadas (V,v) en U tenemos Ido @ o™t =
pop tytpop told =1hop ! ycomo los cambios de coordenadas son de clase

C", y por definicién de diferenciabilidad se tiene que ¢ es un difeomorfismo.

A.2. Espacio Tangente y Haz Tangente de una Varie-
dad

Un concepto de gran importancia en la teoria local de las variedades diferenciables es

el de espacio tangente en un punto.

Definicién 26. Un wvector tangente a una variedad diferenciable M de dimension n en

un punto x € M, es una aplicacion
v:§F(z) - R,

tal que fijada una carta coordenada (U, ) en M con x € U, existe una n-upla (a',...,a")

de numeros reales tal que f € §(x):

U(f) 'l Zaza(f;rf )

o(x)

Observemos que si v : §(z) — R es una aplicaciéon que verifica esta propiedad relativa-
mente a una carta coordenada (U, ¢) con x € U, la misma propiedad se verifica también
para cualquier carta coordenada (V) ¢) con x € V. ;es decir, existe una n-upla (b!,...,b")

de ntimeros reales tal que, Vf € F(z),

O fee™)
v(f) = ]Zl bii@ri "

En efecto, supongamos que v tiene a (a',...,a") como n—upla asociada a la carta (U, p),
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entonces:

L iO(fop™)
—;a ort

_ Zaz’a(f o ¢_;:¢¢ o)

w(x)

o(x)

Oriogop™)
ort

i=1

i=1 j=1
_ - i - fog™)
_;a(giw
:Z(ZaiJg((bogpl
_ (foo™ !
_Zb] or?

donde (J/(¢ o o)) es la matriz jacobiana de la aplicacién (¢ o p~1).

) Regla de la cadena
o(x)

o(x)
J(pop™)

o (z) w(x))

(x)) d(fo¢™")

ord

o(x)

o(x)

Asi, para que una aplicacion v : §(z) — R sea un vector tangente en x € M, basta
con que verifique la condicion exigida en la definicién con respecto a una carta coordenada

(U, ¢) para que autométicamente la satisfaga para todas las cartas coordenadas.

Definicién 27. Para un punto p € M, representaremos por T,M el conjunto de los
vectores tangentes a M en p, al que llamaremos Espacio Tangente a la variedad M en
p. Es decir

.M = {v:§({p) — R}

1

Definicién 28. Sea (U, ) una carta coordenada conp € U, sean (z',...,x") las funciones

coordenada de esta carta. Para cadat=1,...,n, definimos:

aii :§(p) — R
0 . O(fop™)

»(p)

0
Observemos que — - € T),M trivialmente, puesto que la n—upla de ntmeros reales que
le corresponde, relatlvamente a la carta (U, ), es (0,...,1,...,0), con el 1 en el i—ésimo

lugar.

Proposiciéon 16. Sea M una variedad diferenciable de dimension n. El espacio tangente
T,M es un punto p es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales R de

dimension n. Si (U, ) es una carta coordenada con x € U y (x',...,2™) sus funciones

coordenadas, {—1, - W} constituye una base de T,M, denominada base candnica o
x

natural asociada a la carta (U, ).
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Demostracion. Siv,vi,ve € T,M y A € R definimos

vl+v2:§(p)—>R
fr—=ui(f) +va(f)

M F(p) — R
fr—= (W)(f) = Au(f)

para ver que vy + vz, Av € T, M, observemos que dada una carta coordenada (U, ¢) con

p € Ufai,....,al), (ab,....,a%) y (a',...,a™) las n—uplas de ntimeros reales asociados a

coy Upy

vy, Uy, U Tespectivamente, entonces (aj + (a3, ...,al + a2) es la n—upla asociada a v + vy y

(Aal, ..., Aa™) es la n—upla asociada a \v, ambas relativamente a la carta (U, ¢).

0 0
—, I —} constituye una base de T,M. Sea v € T,M; entonces,
Ox? o)

asociado a la carta (U, ), v determina una n—upla de ntimeros reales (a', ..., a™) de forma

Veamos ahora que {

que, para f € §(z) arbitraria,

U(f) _ Zaia(fospi )

T
— or

3l (Sl

ez i=1

luego

0 0
} generan 1), M. Veamos, finalmente, que son linealmente inde-

y por tanto, { =—, ..., =——
i Ox? ox™ o
pendientes. Para ello, supongamos que tenemos una combinacién lineal

n Za
;Aaxizo

si le aplicamos a cada 27 € §(), tenemos

- ;0 - ;0(z7 o7
0= XNgmll) =) N=—pr—
=1

i=1 ¢(p)
n i

- 3N G
i=1 " o)

=) N =N
i=1

luego NV = 0,Vj € {1,2,...,n}. As {i i} es base de T, M. 0
) 3 Ly eeey afLJ’ ’al'n D

Proposicién 17. Todo vector tangente v € T,M satisface las siguientes propiedades, para
frg €38(p) y A €R arbitrarios:
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1. v(f+g) =v(f) +v(g)
2. v(Af) = Av(f)
5. v(fg) =v(f)gp) + f(p)v(g)-

Es importante senalar que las propiedades 1), 2), 3) de esta proposicién caracterizan
totalmente a los vectores tangentes en p € M, las cuales se resumen diciendo que la
aplicacién v : F(p) — R es una derivacidn.

Vamos a asociar a cada aplicacién diferenciable entre variedades una aplicacién lineal
entre sus espacios tangentes.

Sean M y N variedades diferenciables de dimensiones m y n, respectivamente, y F :
M — N una aplicacién diferenciable. Dado un punto p € M, consideremos su punto
imagen F'(p) € N,y los espacios tangentes T, M y T, M. Para v € T, M, vector tangente
en el punto p € M, definimos:

F.(v) :§(F(z)) — R
h — [Fi(v)](h) = v(ho F),Vh € F(F(z))

Observemos que esta aplicacion estd bien definida, puesto que ho F' € §(x), al ser h 'y F

diferenciables.
Proposicién 18. Para cada v € T)M, F.(v) € Tp)N y la aplicacion

I, TpM 7 TF(p)N

v — Fi(v)

es lineal

Df'p

™ <&y W
Ey e

...N‘.‘.'

Demostracion. Para ver que Fi(v) € Trp) N demostraremos que para (V1) una carta

local en N, con F(p) € V, existe una n—upla (b', ..., ") de nimeros reales de forma que:

B - 0(hoz/1_1)
[F(v)](h) = ;WT

Y(F(p))

donde s/ : R"® — R es la j—ésima proyeccién.
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Para ello, consideremos una carta local arbitraria (U,¢) en M con p € U, y sea
(a',...,a™) la m—upla de nimeros reales tales que

U(f) _ Zaza(f o 9.071)

3
— or

VfeFp)

»(p)

donde 7% : R™ — R es la i—ésima proyeccion.
Recordemos que, si (z!,...,2™) v (v, ..., y™) son las funciones coordenadas de las cartas

0 0
(U, ¢) v (V,1), entonces {@,,ax—m} y {8—3/1”8—3/”} son bases de T,M y Tp@) N

respectivamente. Se deduce, para h € §(p), que:

[F.(0)](h) =v(ho F) =) a g(hoF)

=1

m F
Zaiﬁ(hoFogp )

i=1 or ©(p)
_iaza(howlowoFogp )
i=1 or ©(p)
_i( " 3(h oy (s 0o Foyg™) )
i=1 j=1 Os? or ©(p)

o
Il

Il
[+
Ve -\
"Iy
gs
<
3
©
|
O
=9

> -
o
=

<.
Il
—

I
ok
<.

)
o
<

<
Il
e

Por tanto, F*(v) € Tp@)N.

Como h es arbitraria, de aqui se sigue

contV =v(y/oF),j=1,2,...,n
Ademas, estas mismas expresiones nos permiten deducir que F,(v) es un homomorfismo

entre espacios vectoriales y deducir cual es la matriz de ntimeros reales que tiene asociada

to a las b Sni { 0 0 } { 0 .0 b En efect
con respecto a las bases canénicas § —, ..., —— — ..., — ¢. En efecto
p axl ) Y axm y ayl ) Y ayn
8

8:}0@ 8:70@ 8 J

de lo que se sigue que F; es lineal, y esta determinada por la matriz de coeficientes:
; 0 J Fopt
(Fy =L popy = Qslove oo )l o et n).
Ox* or ©(p)

es decir, que F, esta representada por la matriz jacobiana, de m columnas y n filas, en el

punto ¢(p), de la aplicacién ¢ o F o @~L. O
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Definicién 29. Sea F : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades. Para cada

p € M se define la diferencial o aplicacion lineal tangente DF,, de F'
DF, : T,M — TrepN
v— DF,(v) : §(p) — R
h — [DF,(v)](h) =v(ho F)

Para cualquier funcion h diferenciable en una vecindad de F(p).

Cuando no exista posibilidad de confusién se denota a DF, por DF, también puede

ser representado por: F.

Proposiciéon 19. Sean f : M — N y g : N — P aplicaciones diferenciables entre

variedades. Entonces
(gof)e=guo fu
Demostracion. Para un punto & € M se tienen las aplicaciones inducidas:

f* 9+

T, M Tt () IV-

> UG . &

Sean v € T, M y h € F(g(f(x))) arbitrarios, entonces:

Ty(y@nP

[(g o f)e(w)]h =wv(ho(go [f)) =v((hog)o f)
= [f«()](h o g) = [g.(f+(v))](R)
y como v y h son arbitrarios se sigue que: (g o f). = g« o f.. U

Observacion 15. Sea M una variedad diferenciable y (U, ¢) una carta en M, entonces para
cada p € U, los espacios vectoriales T,,U y T,,U son isomorfos. Ademads, si A C M es un

conjunto abierto, entonces para cada p € A, T),A es isomorfo a T),M.

Curvas sobre una variedad

Consideremos las curvas como un caso particular de aplicaciones entre variedades.

Definicién 30. Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable de un
intervalo abierto de R en M.
v:(a,b) CR—- M

Definicién 31. Sea v : I — M, con I C R un intervalo, y una curva diferenciable sobre

M. Para cada t € 1, el vector tangente a la curva en el punto y(t) es por definicion

d

30 =(5,],) € ToM

donde % es el vector basico asociado a la coordenada r € R.
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Definicién 32. Denominaremos espacio cotangente en el punto p de la variedad diferen-

ciable M al espacio vectorial real Ty M dual del espacio tangente T,M en p.

Un elemento w € Ty M es, por definicion, una aplicacion lineal w : T, M — R, al cual
denominaremos, indistintamente, vector cotangente en el punto p.

Si (U, (¢!, ...,2™)) es una carta local con x € U, la base candnica {%, s azim} de T,M
nos permite definir por dualidad una base natural en el espacio cotangente T, M cuyos

elementos los representaremos por {dz!,...,dz"} y que estéan definidos por

i (5) =5

donde &% son los deltas de Kronecker: 8} = 0si i # j; 0! = 1 si i = j.
Veamos ahora que la aplicacién lineal tangente de una funcion real se puede considerar
como un elemento del espacio cotangente:

Sea f € (M) ype M, entonces f induce, de forma natural, una aplicacién lineal
f* 5 TIM v Tf(x)R
y consideremos el isomorfismo natural,

Pr@)  TrmR — R

d
o\ b
dr 114

siendo r : R — R la funcién coordenada en R. Luego obtenemos la aplicacion
daf = gbf(z) o fy: TpM — R

d
v df (V) = (65 © £.)(0) = by (A-) = A

luego solo nos queda determinar este niimero real \:

A= (M) = )0) = vl o 1) = o)

por tanto,
df (v) =v(f),Vv € T,M.
Como consecuencia de esta relacion, se tienen las siguientes propiedades, para v,w € T, M
yae€R:
df (v+w) = (v+w)(f) = v(f) + w(f) = df (v) + df (w)
df (av) = (av)(f) = a(v(f)) = adf (v).

Definicién 33. Para cada f € F(p), es el elemento df € TyM, definido por df(v) =
u(f),Yv e T,M, se denomina diferencial de la funcion f en el punto p € M.
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Extendamos el concepto de variedad diferenciable; consideremos la union disjunta de
los espacios tangentes en todos los puntos de una variedad diferenciable M, k-dimensional,
esto es

T™ = | | T,M
peEM
a esta union la llamamos el Haz tangente o fibrado tangente de M, la cual es también
una variedad diferenciable.

Existe una proyeccion natural: @ : T'"M — M definida por
m(v) =p, siv e T,M.
Sea (U, ¢) con funciones coordenadas (z!, ..., 2%). Se define

o:m Y (U) — R*
vi— o(v) = (2! (7(v)), ..., " (7 (v)), dz' (v), ..., dz*(v))

para todo v € 7~ }(U).

O de manera equivalente

donde (21, ..., z%) son las coordenadas de v € 7~ (U) C TM.
Pues: consideremos v € 7= HU) € TM, v € T,M entonces

- S
U:;l‘]%

luego

n

, ] — J . <

d t —_— q g -] e ? p— ?

z'(v) = v(z’) jEl oo =1

Proposicion 20. Sobre el fibrado tangente TM de una variedad M de dimension n existe

una estructura de variedad diferenciable de clase C*.

Demostracion. Sea {(Ua,, ¢o)/a € A} un atlas sobre M. Para cada o € A consideremos

el subconjunto 7~1(U) C TM, y la aplicacién

Do 1 T H(Us) — 9a(U,) x R™ C R*™
v Pa(v) = (2 (7(0)), ..., 2l (7 (v)), d g (v), ..., daf(v))

a ceey a o

donde (z},...,2") son las funciones coordenadas de (Uy, ¢4)

La coleccién de pares {(771(Uy,), pa)/a € A} verifican las siguientes propiedades que

permiten definir una estructura diferenciable sobre T'M:

1. Para todo o € A, ¢, es biyectiva sobre su imagen.
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2. Si (Uy, pa) y (Us, pg) son dos cartas locales en M, tales que U, N Uz # 0, entonces
7 (U,) N7 Y (Ups) # 0, y la composicién

Pao@g : Pp(n™ (Ua) N7~ (Us)) — @al(m™ ' (Ua) N7~ (Up))
es una aplicaciéon diferenciable.

3. La coleccién {@ '(W)/a € Ay W conjunto abierto en R**} constituye una base
para la topologia de T'M. Para esta topologfa en TM la familia {(7~1(U,), s)/a €
A} constituye un atlas para una estructura diferenciable de dimensién 2n sobre T'M.

N
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Apéndice B

Corchete de Lie

B.1. Corchete de Lie de los Campos de Vectores di-

ferenciables sobre M

El corchete de Lie de dos campos vectoriales es otro campo vectorial, intuitivamente
podemos decir que mide la no conmutatividad de los flujos de ambos campos vectoriales.
La no conmutatividad aqui significa la dependencia del resultado de la aplicacion de los
flujos en el orden de la aplicacion de estos flujos.

Sean X y Y dos campos de vectores. El Corchete de Lie entre ellos es definido por:

9 (UX ¥ (X))

Existen otras definiciones equivalentes del corchete de Lie y cada uno de ellos es usado

[ X, W (B.1)

t=0

dependiendo el problema a resolver. Como ser:
Sea M una variedad C'*°. Para cada par X, Y en X(M) podemos definir el mapeo XY
como la composicion de dos transformaciones:
XY :C®(M) — C®(M)
fr— XY (f) =X{Y[)

Asi XY pertenece a C™, pero no en general a X(M). Si expresamos X e Y en términos

de una carta dada. Tenemos X =), q; a?; Y =3, biz,- entonces

B 0 ob, 8f 0 f
Yif) = izjaiﬁ—xi jax Z " Ox; 8:70] aib; O0x;0x;

Debido a la presencia de las derivadas de f de segundo orden, este nuevo objeto no es

un campo vectorial. Pero si calculamos (Y X)(f), podemos eliminar los coeficientes de las
derivadas de segundo orden, mediante la resta de ambas expresiones. Asi obtenemos

Z o; Of _, da; Of

XY (f
(£) "Ox; 895] 895@ 895]

95
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de esta manera resulta que la operaciéon

abj a&j 8

XY =YX =) (a
.3
es un campo vectorial. Como X y Y son campos vectoriales C'**°, se define un nuevo campo
vectorial [X,Y] = XY — Y X llamado corchete de Lie.

Definicién 34. St X y Y son campos vectoriales suaves en M, definimos el Corchete de
Lie por:
(X, Y]o(f) = Xp(Y ) = V(X [). (B.2)

esto para cada f € C*(M).
Proposicién 21. El Corchete de Lie satisface las siguientes propiedades:
1. [X,Y] es un campo vectorial diferenciable sobre M
2. antisimétrica: [X, Y] =—[Y, X] y la
3. Bilinealidad respecto a la suma: [X +Y,Z] = [X,Z] + Y, Z]
4. Bilinealidad respecto al producto por un escalar: ) \X,Y]| = [X,\Y] = A\[X,Y]
5. identidad de Jacobi: [X,[Y, Z]] = [[X,Y], Z] + [Y, [ X, Z]].
6. [fX,gY] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y /)X
Demostracion. 1. Sea f una funcion C'*° en una vecindad V', y
Y1) = Xp(Y f) — Yo(X 1)

por proposicién tenemos que Y f es una funcién C* en V', aplicando el mismo argu-
mento tenemos que X (Y f) también es C°(V). Asi [X,Y](f) € C>(V). Por propo-
sicién [X, Y] es C°.

2. Sea f una funcién C* definida en una vecindad de p € M,

(X, Yp(f) = Xp(Y ) = V(X )
= -V (X ) = X, (YS)
= —[¥, X]p(f)

3. Sea f una funcién C* definida en una vecindad de p € M,
(X, [Y, Z]] = [[X, Y], Z] + [V, [X, Z]]

Todas las propiedades se verifican utilizando la definicion de Corchete de Lie
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El corchete de Lie definido
[ ] X (M) x X(M) — X(M)

en el conjunto de campos de vectoriales se denomina algebra de Lie de los campos de
vectores diferenciables sobre M si verifica las condiciones 2) y 5)
Mostraremos la equivalencia de estas definiciones, para eso analicemos lo siguiente:
Un difeomorfismo ¢ : M — N entre variedades diferenciables traslada un campo X en

M a un campo ¢, X en N definido por:

(6 X)(p) = dopg1)(X (¢ (), 0~ (p) = ¢

Denotemos por ¢, X = AdyX.

Ademas tenemos que ¢, X es lineal,
¢*()\1X1 == )\2X2) = /\1¢*X1 1 /\2¢*X2>
Adicionalmente; si ¥ es un difeomorfismo , se tiene
Adgoy (X) = AdyAdy(X), 9. (X).

Observacion 16. En cualquier situacion, si a(t) es una trayectoria del campo X (solucién
de la ecuacién diferencial correspondiente), entonces ¢(«(t)) es una trayectoria de ¢,.X.

En terminos de flujos esto significa que ¢ o X; = (¢.X); o ¢.

Proposicién 22. Consideremos el campo vectorial Ad,(X). El flujo local de este campo

vectorial es dado por:

o(t)=¢oX;007 "

Demostracién. Veamos si satisface £X;(p) = X (X,(p)), para t = 0; i.e. L|,o0X;(p) =

X (p) pero en este caso considerando el campo vectorial Ad,(X)

d

|, _ 9o Xio ¢~ (p) = D¢~ () X (¢ (p)) = (AdX)(p)

t=0

Luego el corchete de Lie, se puede ver de la siguiente manera:

d

XY = 4 (4K )y (X))| =

o= (Adx Y)(P))]

Proposicién 23. Sea ¢ : M — N un difeomorfismo y X, Y campos de vectores en M.

Entonces

¢:[X, Y] = [9.X, ¢.Y].
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Demostracion. El flujo del campo Ady(X) es igual a o(t) = ¢p o X; 0 ¢!, y aplicando la

definicién de corchete de Lie, tenemos:

_4d
~dt li=o
_4
~dt li=o
_4d
~dt li=o

d
= Ad¢@ _ O(AdXtY) (p)

= Ady[X,Y](p) para todo p,

[Ady(X), Ady(Y)](p) (Adgox,06-1AdsY ) (p)

(Ad¢>AdXt Ad¢—1 Ad¢Y) (p)

(Ad¢>AdXt Y) (p>

Considerando que:
o= (o) =(poX;090 ) =(poX_ 007}

por tanto, ¢.[X, Y] = [$.X,¢.Y].

Proposicién 24.
d

EAdXtY = —[X, AdXtY] = —Adxt([X, Y])

La propiedad geométrica del corchete de Lie estan establecidos en la siguiente propo-
sicién. el primero afirma que el corchete de Lie [X, Y] que es cero, es equivalente al hecho
que comenzando desde un punto p y viajando a lo largo de la trayectoria de X en un
tiempo ¢ y luego a lo largo de la trayectoria de Y por un tiempo s siempre da el mismo

resultado que hacer lo mismo pero en el otro orden.

Proposicion 25. Dos campos de vectores conmutan si, y solo si, sus flujos conmutan. Es

decir
(X,Y]=0<= X, 0Y,=Y,0X, para todo t,s € R.
Demostracion. =) Supongamos que [X,Y] = 0, entonces por la proposicién anterior,
tenemos que:
d
—| Adx,Y =0
dtlimo”

entonces Ady,Y es constante, es decir; es independiente de t, i.e.,

Adx,Y = Adx,Y = AdyyY =Y,
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asi el flujo de Ady,Y esigual al de Y. Luego por la proposicion, seguimos que:
XioY,0X_; =Y,

entonces,
XioYy=Y,0X;

Por lo tanto los campos conmutan si sus flujos conmutan.
[]

Para obtener la interpretacion geométrica buscada basta observar que lo que [X, Y]
difiere de cero mide lo que Y_ 0 X_; oY, 0 X, difiere de la identidad en M. Asi, recordando
que para un punto z € M, arbitrario, X;(p) y Ys(p) definen las curvas integrales de X e Y

por esos puntos respectivamente y la variacion de ¢ a partir de cero describe dichas curvas.

Yi(0,(x))

0.(W,(0,(x)))

0,(x)

V(0.(W,(0,(x)))

Trazamos la curva X;(p) para 0 < t < a; por X,(p) trazamos la curva Y;(X,) para 0 <
s < b; por Y, (X,(p)) trazamos la curva X;(Y;(X,)) para —a <t < 0; por X_,(Y,(X.(p)))
trazamos la curva Ys(X_,(Y,(X.(p)))) para —b < t < 0. El corchete [X, Y] mide lo que
le falta al cuadrilatero curvilineo asi obtenido sobre la variedad para llegar a cerrarse de
nuevo en el punto p de partida.

Ahora daremos una definiciéon equivalente a las anteriores.

Definicién 35. (El corchete de Lie en una carta coordenada). Sea ¢ : U C M — R"™ una
carta coordenada.

Si X, Y son campos vectoriales en M, entonces

0 0
X:;aia—%yz;@a—%

entonces

x¥=)" 2 (aja—xj = bja—%)a—%. (B.3)
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Mostraremos las equivalencias de las anteriores definiciones.

Proposiciéon 26. Sea X un campo vectorial diferenciable en M y Xi,t € R su grupo
unitario, f € C*(M). Entonces existe una funcién diferenciable g : R x M — R tal que
st gi(x) = g(t, x), se tiene
foXy=[f+tg,90=XF.
Demostracion. Consideremos g : R x M — Ry x € M tal que
1
gt.7) = 7[f o Xu(x) — f(x)

es claro que g es diferenciable y ademas

foXy(x) = (f +1tg:)(x)

o0y i LD I _

t—0

Veremos que (B.1) es equivalente a (B.2). En efecto, como

X, Y1) = < (A )Y (6le)

Sea a(t) = d(X_¢)x,»Y (Xi(p)), de donde a(0) = d(Xy), o Y (p) =Y (p)

t=0

Entonces
(X, Y](p) = £ a(t) = &(0) = %E%M
= lim d(X_¢)x,pY (Xi(p)) — Y (p)
t—0 t

(X)) Yp(f) = Y5 (f)

(X, Y](p)(f) = lim

t—0 i
_ h/m YXt(p)(f © X*t) - %(f)
t—0 t
— m Y. (f —tg—¢) — Y, (f)
t—0 t
i Y~ Yxi) 91 = Yo(f)
t—0 t
- Y f =Y (f)
L A R

= XY f)(p) — Yog0

XY f)(p) = Yp(X )
XY [)p) = Y(Xf)p)
Xp(Y[) = Yp(X[).
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(B.1) es equivalente a (B.3) De acuerdo a proposicion tenemos que: ¢.[X, Y] = [p. X, ¢.Y]
Sean X = ¢, X y Y = ¢,Y, entonces

a) = (AT 2V (Kila)

Denotemos por T'(t) = d(X _t)x,(y), V(1) = Y (X:(q)), luego se tiene

Bl

t=0

X, V)(a) =70 V()| _
d d
:ET(t) -V (0) o + ET(O) -V (t) o

Como d(X _; o X;)(q) = Id, entonces

d(X -o)x,d(Xe)(q) = Id, y T(t) - d(X)(q) = Id.

luego
STWAX )|+ ST0)d(F) ()| _ =0
Como T'(0) = d(X,)(q) = Id, entonces
d & W
L @)+ £)(q) >
por tanto,
d g b
%T(t) T —%d(Xt)(Q) o
= A5 X))
— —d(®)(q).
por otro lado,
d et
EV(t) s EY(Xt(Q)) o
= AV (X(9)) 5 Xi(0)
= dY (q)X(Xo(q))
= dY (¢)X(q).

Con los resultados anteriores, el corchete de Lie sera,

[X.Y](q)

d(X)(q)Y (¢) +d(Y)(q)X (q)

d(Y)(q)X(q) — d(X)(q)Y (q).

Considerando los campos vectoriales como combinacion lineal de sus bases, esto es,

n n
X = E a;e;,Y = E bies,
i=1 i=1
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en coordenadas se tiene

luego
b o o | N o on ... onq |D
L ox1 oxr1 oxr1 s oxr1 oxr1 oxr1 bg
(X, Y](g)=1] : : N :
oby 9 ., Oy : by O ., Oby
ox1 oxr1 oxr1 a, oxr1 oxr1 oxr1 bn
( - 861 ob ) ( - 8@1 - 8anb>
8.75 83: J T Ox; ’
Jj=1 Jj= Jj=
da
—ZZ WZZZZ
i=1 j=1 =1 5=N
3l o)
= (15
J d)
—lr or ox
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Conclusiones y Recomendaciones

En el desarrollo de la tesis se ha desarrollado el trabajo realizado por muchos autores
acerca del Teorema de Orbitas presentado por Hector Sussman (1973), que es uno de los
resultados importantes en el estudio de la Teoria de Control desde el punto de vista de la
Geometria Diferencial.

Para su comprension se ha desarrollado conceptos del andlisis en superficies y varie-
dades tales como los teoremas implicitos, el concepto de transversalidad. Dada la relacion
del resultado central con la geometria diferencial fue importante estudiar el concepto de
Campos Vectoriales y su relacién con las curvas integrales que luego fueron generalizados
como Distribuciones.

El resultado central fue reescribir el Teorema de Orbitas el cual afirma que todo curva
integral en una variedad es una subvariedad casi-regular, la importancia de este resultado
en la Teoria de Control radica en que proporciona una condicion necesaria para el problema
de controlabilidad la cual se conoce como accesibilidad, que a partir del Teorema de
Orbitas puede ser interpretada topolégicamente como el interior de la 6rbita distinta del
vacio. En el estudio de la demostracion de este teorema realizd mediante la teoria de
foliaciones. Ademads presentamos una serie de resultados del andlisis en variedades los
cuales se encuentran en la parte del apéndice.

Finalmente, considero que es importante continuar con esta revisién tedrica de aspectos
interesantes e importantes de la Teoria de control sobre todo desde un punto de vista
geométrico, un tema a continuar en la linea de este proyecto es la Condicion de Rango de
la Algebras de Lie, el cual puede ser considerado abordado a partir del presente trabajo,
esta condicion es una expresion geométrica para la condicién topolégica de que el interior
de la 6rbita sea distinto del vacio en un sentido y para sistemas de control analiticos, esta

condicién es una equivalencia.
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