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Introduccidn

La Teoria de Estabilidad juega un rol central en la Teoria de Sistemas Dindmicos. Un
Sistema Dindmico es un sistema que varia con el tiempo. Cambian los estados del sistema.
Viene descrito por un espacio de estados que en nuestro caso serd R™ junto con una regla
que determina la dindmica del sistema. El Sistema Dindmico define un sistema de ecuaciones

lineales y no lineales definidas en R™ de la forma

x(t) = f(x(t)) x(0)=x, t>0. (1)

En este trabajo vamos a tratar estabilidad en puntos de equilibrio. Un punto de equilibrio
se dice estable si todas las soluciones de (1) que se inicien en las cercanias del punto de
equilibrio permanecen en cercanias del punto de equilibrio. Un punto de equilibrio se dice
asintéticamente estable si toda las soluciones de (1) que se inicien en las cercanfas del punto
de equilibrio no solo permanecen en las cercanias, sino que ademads tienden al punto de
equilibrio a medida que el tiempo se aproxima al infinito.

El propésito del presente trabajo es, realizar un andlisis detallado de la estabilidad (segin

Lyapunov) en puntos de equilibrio del sistema (1)

Si el sistema (1) fuese lineal, en ese caso son sencillos de analizar y de trabajar, ya que la
solucion del sistema sujetas a condiciones complejas se puede lograr simplificando el problema
a la suma de respuestas del sistema con condiciones mas sencillas. Existen técnicas amplia-
mente usadas para analizar estos sistemas por ejemplo la transformadas de Laplace. Por lo

anterior es usual encontrar soluciones analiticas exactas de sistemas lineales.

II



(1]

Sin embargo si el sistema (1) es no lineal. Entonces el hecho de ser no lineal hace de que
su andlisis sea mds complejo (ya que no se puede simplificar a instancias mds sencillas ). En la
mayoria de las ocasiones no se podrd encontrar soluciones analiticas exactas a los problemas
no lineales, por tanto la representacién de la dindmica del sistema se auxilia mucho de las
técnicas geométricas de visualizacién y en el andlisis en puntos de equilibrio del sistema (1).

El presente trabajo esta dividido en tres capitulos y un apéndice.

En el primer capitulo estudiaremos las propiedades de las soluciones del sistema no lineal

(1) y la relacién que existe con los conjuntos invariantes.

En el segundo capitulo desarrollamos los conceptos fundamentales y resultados de la esta-

bilidad (segin Lyapunov) del sistema no lineal (1) tanto local como global.

En el tercer capitulo damos tres construcciones sistemdticas de funciones de Lyapunov
que hacen que el punto de equilibrio del sistema (1) sea estable o asintéticamente estable y

finalmente veremos la estabilidad del sistema lineal.
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CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunas nociones previas para el estudio de estabilidad.

1.1. Sistemas Dinamicos

Definicién 1.1. Un sistema dindmico sobre D C R™ es una terna (D, R, ¢), donde

¢:R xD — D es una funcién que satisface:

(1) ¢ es continua

(il) Para cualquier xo € D fijo,
Oy, :R—D

t 1= d)(t7 XO)
es de clase C!.

(ii1) ¢(0,x) =x, para todo x € D y d(t+1t,d(x)) = (71, d(t,x)), para todo x € D y para
todo T,t € R.
De ahora en adelante denotaremos el sistema dindamico (D, R, ¢) por G y nos referiremos

a la funcién ¢ como el flujo de §.
La funcién x : [«, B] — D donde [, B] C R, describe un camino entonces sin dar lugar a

confusiones vamos a denotar ¢, (t) por x(t) para todo t € [«, 3]. Dado cualquier t; € R fijo
definimos la funcién
d)to . D — D

X = d)(tO:X)



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

Definicién 1.2. Diremos que f: D — R™ con D abierto en R™ es un campo vectorial si

f es continua sobre D.

Como un sistema dindmico G consiste de una funcién ¢ que describe el movimiento de
x € D para todo t € R, genera una ecuacién diferencial sobre D. En efecto como ¢, es de

clase C! entonces la funcién
f:D—R"

X icl)(t,x)

- (1.1)

t=0
define un campo vectorial. Geométricamente podemos interpretar como sigue, cada x € D se

corresponde con el vector tangente a la curva ¢, (t) en t = 0. Se desprende de (1.1) que:

d
fx(t)) = —o(r,x(t)
' =0
d
= d_d)(T) d)(t)XO))
i =0
d
= ad)(r al= t: XO) -
d
— ax(r S -4
" Ol % ()
= ]im
T—0 T
== ({B)
por lo tanto tenemos la ecuacién diferencial,
x(t) = f(x(t)), x(0) =x%q, te€ly,. (1.2)

Donde la solucién de (1.2) es la funcién x : I,, — D de clase C! en el intervalo I, C R tal

que, 0 € I, y satisface x(t) = f(x(t)), con la condicién inicial x(0) = x,.

Observacién 1.1. Si conocemos una solucion x : I, — D de (1.2) definida en algun
wntervalo I, C R, entonces también podemos determinar soluciones con cualquier con-
dicion wnictal. En efecto, sit; € R y x; € x(Iy,) (es decir, existe t* € I, con x; = x(t*))

entonces x(t) = x(t —t; +t*) define un camino en el intervalo trasladado
]:IX0+t1—t*:{t+t1—t* . tGIXO}

tal que X(t;) = x; ¥y x(t) = x(t —t; +t*) = f(x(t —t; +t*)) = f(X(t)) para cada t € J.

Asi vemos que X : ] — D es una solucion de (1.2) tal que X(t;) = x;.

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

Ejemplo 1.1. En este ejemplo analicemos el flujo ¢ : [0,00) x R™ — R™ definido por
d(t,x) = e x, donde A € R™*". Notemos que e® = I,, y eAHT) = eAteAT 4 ademds se
cumplen las condiciones (i) e (1) de la definicidon (1.1), las demostraciones lo pode-
mos ver en [2], por tanto ([0,00),R™, &) es un sistema dindmico. Ademds dado xg € D
fijo tenemos que ¢y, : [0,00) — R™ describe la trayectoria del sistema. Finalmente
mostremos que ¢(t,x) = e**x genera la ecuacion diferencial lineal sobre R™, en efecto

f(x) = % (t, x)}tzo = %emx‘tzo = Ax. Por lo tanto tenemos la ecuacion diferencial

lineal:
x(t) = Ax(t), x(0) =xp, t=0. (1.3)

Posteriormente probaremos que el sistema (1.2) tiene una unica solucidn, para esto

definimos el siguiente concepto.

Definicién 1.3. Sea f: D — R™ con D C R"™, entonces f es Lipschitz continuo sobre D

st existe L > 0 tal que
Ifx) — fly)l < LIx—yl| pere todo xy €D (1.4)
y st L€ [0,1) entonces diremos que f es una contraccion.

Teorema 1.1. Sea X un espacto de Banach con norma || || : X — R, sea 8§ un subconjunto

cerrado de X y sea T :8 — 8. supongamos que existe una constante p € [0,1) tal que

ITx) =TI < pllx—yll para todo x,y € 8

*

entonces existe un unico x* € 8 tal que T(x*) = x

Demostracién. Tomemos un vector arbitrario x; € 8§ y definamos la sucesién {x, } dado por
Xi41 = T(xi). Como T es una funcién de 8 en 8, x € 8 para todo k > 1. El primer paso de

la demostracién es mostrar que la sucesién {x,} es de Cauchy, en efecto

HXk+1 —XkH = HT(Xk) - T(Xk—l)H
< PHXk—quH
= pHT(Xk—l) —T(Xk—z)H

< P7||xi—1 — x|

<Pl

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

Se sigue que:

HXk+r —XkH < ka+r —Xk+r—1H + HXk+r—1 —Xk+r—2H +...+ ka+1 —XkH

< (pk+r72 + pk+r*3 + -4+ pkfl)sz — X1H

p
l—p

VAN

-

El lado derecho tiende a cero cuando k — oo. Por lo tanto, la sucesién es de Cauchy. Como
X es un espacio de Banach, xx — x* € X cuando k — co. Ademads, como § es cerrado, en
particular x* € 8. Ahora mostraremos que x* = T(x*), para cualquier x, = T(xy_1) tenemos

que

xR )

| = [P =l + I = T
< " =l + ofxc =7
Eligiendo k suficientemente grande en el lado derecho de la desigualdad se puede hacerse

x* — T(x*)

probar que x* es el inico punto fijo de T en 8. Supongamos que existen dos puntos fijos x* y

arbitrariamente pequeiio. Asi tenemos que }

| = 0 es decir que x* = T(x*). Falta

y*. Entonces

X* _y*

|

= |T(x") = T(y")

< |

X* 1L y*
Como p < 1, necesariamente x* = y*. OJ

Como un Sistema Dindmico define un sistema de ecuaciones diferenciales. Es decir
un sistema dindmaico puede venir formulado por un sistema de ecuaciénes diferencia-
les. Por lo tanto sequidamente estudiaremos las propiedades del sistema de ecuaciones

diferenciales no lineales de la forma:
x(t) =f(x(t)), x(to) =x0, te€ . (1.5)

— D de

clase C' es una solucién de (1.5) sobre el intervalo 1I,, C R que contiene a to, con la

Donde f : D — R"™ es continuo en el abierto D C R™ y la funcidn x : I,
condicion wnictal x(ty) = Xo.
Una ecuacion diferencial con una condicion inicial puede tener varias soluciones

como tlustramos en el siguiente ejemplo.

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

Ejemplo 1.2. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:
x(t) =3x(t)¥3, x(0)=0, t>0

Este sistema tiene dos soluciones dado por x(t) =13 y x(t) = 0. Notemos que la funcion

f(x) = 3x*/% es continuo en x =0, pero no es Lipchitz continua en x = 0.

Por lo tanto es claro que la condicion de continuidad de f no es suficiente para
asegurar la unicidad de la solucion de (1.5). En el sigutente teorema vamos a utilizar
una condicion que garantiza la exitencia y la unicidad de la solucidn de (1.5).

Antes de la demostracién notemos que si x es una solucién de (1.5), entonces por
el seqgundo teorema fundamental del cdlculo tenemos:

Jt AR ds — r x(s)ds = x(t) — x(tp) (1.6)

to to

entonces

t

x () ="xlty) +J f(x(s)) ds. (1.7)

to
Reciprocamente, st x es una solucion de la ecuacion integral

t

B = X +J f(x(s)) ds (1.8)

to

entonces x(tg) = xq y segun el primer teorema fundamental del cdlculo tenemos:
X (t)r=glilfcl t) ). (1.9)

Por lo tanto esto quiere decir que hallar una solucion de (1.5) es equivalente a hallar
t

una solucion de la ecuacidn integral x(t) = x(to) +J f(x(s)) ds.
to
En el siguiente teorema que viene a continuacion consideraremos el espacio de fun-

ctones continuas C([ty,T]) con la norma del mdzimo.

Teorema 1.2. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Supongamos que f: D — R™ es
Lipchitz continuo sobre D, entonces para todo xo € D, eziste T € (to,t;) tal que (1.5)

tiene una unica solucion x : [ty, T — R™.

Demostracién. Sea v > 0 tal que By[xo] C D donde B,[xo] = {x € D: |x—xo| < r}
observar la figura (1.1), como la norma || - || definida en R™ es continua y f es continua sobre

el compacto B, [xo], entonces existe M = mdx {||f(x)|| : x € By[xo]}.

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS @

to

Figura 1.1:

Sea S = {x € Clto, T : ||x —xo|| < T, X(to) =xo, te [tO,T]}

donde T =ty + d. Sea P : Cltg, 1] — Cltg, T] dado por:

t

(Rl —5x5 +J f(x(s))ds, té€ [to, T (1.10)

to

Como f: D — R™ es Lipchitz continuo sobre D y ||x(t) — xo|| < 1, t € [to, T], resulta que
paracada x € Sy t € [tg, T]

H(Px)(t) — XOH = ‘ Lto f(x(s)) ds
ke Lt [F(x(s)) — F(xo) + f(x0)] ds
< ;;[Hf(X(s)) — flxo)ll + (o) ] ds
< [ wits ol + ol s
< : (Lr + o) ds

— (t—to)(Lr + «)

< (t—to)(Lr+ «),

donde L > 0 es la constante de Lipchitz y o« = ||f(x¢)||. Como Px — x, estd acotado, entonces

tomamos la norma definida por:

IPx — %ol = maéx ||(Px)(t) — %ol
te(to,T]

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

entonces

|IPx — xo|| = méx |[(Px)(t) —xof| < (T—to)(Lr + ).
tE[tg,T]

Ahora, haciendo T — to < ;7 tenemos que [|[Px —xo[| < vy por lo tanto P: S — S.
Ahora vamos a probar que P : S — S es una contraccién, sean x y y € S tal que x(t),
y(t) € B,[xo] para todo t € [tg, T], entonces como

t

(Px)(t) — (Py)(t) :J [f(x(s)) — fly(s))] ds,

to
entonces

t

H(Pxﬂt)—(Py)uﬂls‘[ I£(x(s)) — F(y(s))] ds

to

<LLWM—MMM8

<tx—yl | as

to

=-L(t— tqidm-y||

< pllx —y|

donde |x —yl| = MaXte[ty 7] Ix(t) —y(t)|| y Lt —to) < L(t—1to) < p.
Entonces

IPx — Pyl = max [[(Px)(t) — (Py)(t)]| < pllx—yl

te [to ,T]

Haciendo (T —t¢) < p/L y p < 1 tenemos que P : S — S es una contraccién. Entonces para

:
P y aplicando el teorema (1.1), tenemos que (1.5) tiene una

T— 1o gmin tl—to,m,L

Unica solucién en S.
Finalmente, nos falta probar que la solucién x(t) de (1.5) tiene una tnica solucién en
C[to,T].

Sea x € Cltg, Tl tal que satisface (1.10). Como x(tg) = %o € B,[xo] y x es continuo sobre
[to, T], entonces x(t) € B,[xq] para todo t € [tq, T]. En efecto supongamos lo contrario, es decir
que existe T € (to, T) tal que x(T) ¢ B.[xol, entonces ||x(T) — xo|| > .

Como [[x(tg) — xo|| = 0, entonces existe ™ < T < T tal que ||x(t) — xo|| < r para todo

t € [to, ™) ¥ ||x(T*) — Xo|| =T, tal como se muestra en la figura (1.2).

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS

Figura 1.2:

Luego, para todo t < T* tenemos

X (t) — %ol =

[f(x(s)) — f(xo) + f(xo)] ds

to

4
< J Li[x(s) —xof| ds + x(t — to)
to

< (t—to)(Lr + &)
< (T° —to)(Lr + &)

en particular para t = t* tenemos que r = [|x(T*) — x¢|| < (T — to)(Lr + «). Por lo tanto,

™ — 1ty > > T — tp, entonces T > T, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, si

_Tr
Lr+a =

x € Clto, Tl y satisface (1.5) tal que T — to < min{t; 21}, entonces x € S. Asi toda

—to, yw
solucién en C[ty, T| debe estar en S. En consecuencia, unicidad de la solucién de (1.5) en S

implica unicidad de la solucién de (1.5) en Clto, Tl. O
Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:
x(t) = f(x(t)), x(0)=0. (1.11)

Mostraremos que la funcién f : D C R — R definida por f(x(t)) = x2(t), es lipchitz
continuo sobre S ={x € C[0,7]: [x(t)| < 1,x(0) =0,t € [0,7]} C D. En efecto;

F(x(t)) — F(y(t)] =x*(t) — y*(t)] (1.12)
=Ix(t) +y(t)lx(t) —y(t)] (1.13)
<20x(t) —y(t) (1.14)

CARRERA DE MATEMATICA



1.1. SISTEMAS DINAMICOS @

Por lo tanto observando el Teorema (1.2) tenemos que la constante de Lipchitz es L = 2

1
27

111

. 1 .
entonces T < min{3, 3, 3}, luego podemos tomar T = ;. Asi por el

yr=181p =
Teorema, (1.2), existe una dnica solucidn x : [0, 3] — R definida sobre [0, ] de (1.11).
Hasta el momento hemos mostrado que con las condiciones de Lipschitz continuo,
el sistema no lineal (1.5) garantiza la unicidad de la solucidn en el intervalo cerrado
[to, T]. Sequidamente consideraremos la posibilidad de extender la solucidén x : [tg,T] — D
de (1.5) para un intervalo mayor. La idea es como sigue, como la solucion del sistema
no lineal (1.5) tiene una solucion dnica en el intervalo [ty,T], entonces podemos aplicar
el Teorema (1.2) con la condicion wnicial x(T), luego repetir el proceso hasta lograr una
solucion mdzima. Por lo tanto, la solucion va a existir en el intervalo semiabierto

[to, Tmax), Y andlogamente para (Tmim, tol.

Teorema 1.3. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Asumimos que f: D — R" es
Lipschitz continua sobre D. Ademds, sea x(t) la solucion de (1.5) sobre el intervalo
mazimal Iy, = [0, Tmax) COM Tmax < 00. Entonces dado cualquier conjunto compacto

D. C D, existe t € I, tal que x(t) ¢ D..

Demostracion. Sea x(t) la solucién de (1.5) definida en I,, = [0, Tpax) CON Tpax < 00.
Supongamos que existe un compacto D, C D tal que x(t) € D, para todo t € I,,. Como
f: D — R™ es continuo, la aplicacién f es acotada en el compacto D., de modo que existe
o > 0 tal que ||f(x)|| < « para todo x € D.. Luego sean ty,t € [0, Tmsx) entonces,

Jt f(x(s)) ds

to

[x(t) —x(to) || =

4 1£(x(s))]| ds

to

< oft —to),

con esto mostramos que x es uniformemente continua sobre I,,.

Como x es uniformemente continuo sobre I, = [0, Tma), entonces x posee una extencién

continua X : [0, Tmax] — D con X(Tma) = lim  x(r) luego tenemos lo siguiente
T_>T;1éx
R(Tmse) —X(t) = lim x(r) — x(t)
T’—V[';aix

= lim [x(r)—x(t)]

T’—)Tméx

CARRERA DE MATEMATICA



1.2. PUNTO LIMITE Y CONJUNTO LIMITE

Entonces X(Tmax) = f(x(Tmax)). En efecto,

X(T:;:i — ’t"(t) — F(x(Tmix)) = ﬁwm) (] — % J -
B ﬁ J " IHR(S)) — FR(Tmga) )] ds
por lo tanto
o) 0 it € 7 x50 (Rt

< _méx [[f(x(s)) — f(X(Tmax))[| = O,

t<S<Tmax

cuando t — Tpax-

Luego por el Teorema (1.2) la solucién x(t) de (1.5) se extiende al intervalo [0, T*) donde
T* > Tpsx- Lo cual es una contradiccién al hecho de que I, = [0, Tsx) €s el intervalo maximal

de la existencia de solucién de (1.5). O

Corolario 1.1. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Asumimos que f: D — R" es
Lipschitz continua sobre D. Ademds, sea D. C D un conjunto compacto y supongamos
xo € D y la solucion x : [0,T) — D esta enteramente contenido en D. entonces ezxiste

una dnica solucion x: [0,00) — D de (1.5) para todo t > 0.

Demostracion. Sea [0,7T) el intervalo maximal de existencia de la solucién x(t) de (1.5),
que esta totalmente contenido en D, entonces T se extiende a co. En efecto supongamos
lo contrario es decir que T es finito, entonces por el Teorema (1.3) existe t € [0,T) tal que

x(t) ¢ D¢, lo cual es una contradiccidn, pués por hipdtesis tenemos que x([0,T)) C D, O

1.2. Punto limite y conjunto limite
En esta seccion introduciremos la nocion de invarianza de un conjunto M C R™ con
respecto al flujo ¢ del sistema no lineal, dado por:
x(t) = f(x(t)), x(0) =x%q, te€]l0,00). (1.15)

Donde D es un subconjunto abierto de R™ y f: D — R™ es Lipschitz continua sobre
D. Ademds x(t) es la solucion de (1.15) definida en [0,00) (esto se puede lograr gracias

al corolario (1.1)) con la condicién wnictal x(0) = Xx,.
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Definicién 1.4. La drbita positiva en el punto xg € D es el conjunto defintdo por:
0 ={xeD: x=d(x,t), t=>0}.

Definicién 1.5. Un punto p € D C R™ es un punto limite positivo de la trayectoria
x(t) = by, (t) de (1.15) st existe una secuencia mondtona de niumeros positivos, con
t, — 00 cuando n — oo, tal que d(tn,xo) — p cuando n — oco. El conjunto de todos los

puntos limites positivos es el conjunto limite positivo w(xq) de x(t) = Py, (t) de (1.15).

Definicién 1.6. Un conjunto M C D C R"™ es un conjunto invariante positivo con res-
pecto al sistema mo lineal (1.15). St $+(M) C M para todo t > 0, donde el conjunto
b (M) esta dado por: ¢(M) = {d)t(x) 4 A4 M} St & (M) =M entonces diremos que M

es tnvariante.

Usaremos la notacion x(t) — M cuando t — oo, donde M C D C R™, para referirnos
a que para cualquier € > 0 existe T > 0 tal que dist(x(t), M) < € para todo t > T, donde
szt(p’ M) = infyenm ||p - XH

Teorema 1.4. Supongamos que la solucién x(t) de (1.15) correspondiente a una condi-
cton inicial x(0) = xo es acotada para todo t > 0. Entonces el conjunto limite positivo
w(xg) de x(t), es no vacio, compacto, invariante y conexo. Ademds, x(t) = w(xy) cuando

t — o0.

Demostracion. Sea x(t), t > 0, o equivalentemente, ¢(t,xo) t > 0 denota la solucién de
(1.15) correspondiente a la condicién inicial x(0) = x,. Luego como x(t) es acotada para
todo t > 0, entonces toda sucesién en la érbita positiva O = {d)(t, Xo) : t€ [0,00)}
tiene un punto de acumulacién p € D cuando t — oo, y por tanto w(x,) es no vacio. Ahora
mostraremos que w(xq) es acotado para esto sea p € w(xp), entonces existe una sucesidon
{tn)®_,, con ty = 0, tal que T}Exgox(tn) = p, entonces || T}i_l)lgox(tn)ﬂ = ||p||, como ||x(t,)|| < «
para algin o > 0 (pués la solucién x(t) de (1.15) es acotada), entonces ||p|| < « para todo
P € w(xo), asi w(xg) es acotado. Ahora probaremos, que w(xy) es cerrada, para esto tome-
mos una sucesién {p;}*, contenido en w(xy), tal que lim p; = p, entonces para todo € > 0
existe j € N tal que i > j entonces ||p — pi|| < €,2, po;%oogro lado como p; € w(xp) entonces
existe T > 0 tal que t > T tenemos |p; — x(t)| < €/2. Entonces existe T = max{T,j} tal que
Ilp —x(t)]| < |lpi —x(V)|| + ||[p — pill < €/2+ €/2 < €, y por tanto p € w(xg), Asi w(xe) es

cerrado. Luego w(xq) es acotado y cerrado es decir w(xg) es un conjunto compacto.

Ahora mostraremos la invarianza positiva de w(xp). Sea p € w(xp), entonces existe una

sucesién {t,J_, tal que x(t,,) — p cuando n — oco. Como la solucién x(t) es Unica para todo
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t > 0 en (1.15), entonces ¢(t + tn,xo) = &(t, d(tn,x0)) = P(t,x(tn)). Como ¢ es continua
entonces lim ¢&(t + t,,xp) = lm &(t,x(t,)) = d(t,p), luego P(t,p) € w(xp). Por tanto,
n—oo n—oo

b (w(xg)) € w(xg), para todo t > 0, asi w(xg) es invariante positivo.

A continuacién demostraremos la invarianza de w(x,). Sea y € w(xq), entonces existe una
sucesién {t,}2°_, tal que ¢(tn, %) — y cuando n — oo, como P(t, p(tn —t,%0)) = d(tn, o)
entonces li_1>n d(t, d(t, —t,x0)) =y. Ahora, como x(t) es acotada entonces existe una sub-
sucesion {Zn:iiozl de la sucesién z, = P(t,, —t, %), tal que k11_1)1;.0 Zn, = z, entonces z € w(xo).
Luego como el flujo ¢ es continuo, entonces kll_I)Igo d(t,zn,) = d(t, kIEEOZ“k) = ¢(t,z). Por
lo tanto y = (t, z), entonces w(xg) C di(w(xo)), t € [0,00). Ahora usando la invarianza
de w(xp) tenemos ¢ (w(xg)) = w(xy) para todo t > 0, asi establecemos la invarianza del

conjunto limite w(xg).

Ahora, mostraremos la conexidad de w(xp), demostraremos por contradiccién. Suponga-
mos que w(xp) no es conexo, entonces existen dos conjuntos cerrados no vacios P;” y P; tal
que Py NPy =0y wx) =P UPS. Como P y Py son cerrados y disjuntos, entonces
existen dos conjuntos abiertos 8; y S, tal que 8; N8y =0, P7 C 81, y Py C 8,. Como P y
P son no vacios entonces existen p € P, y q € P;, lo que implica que existen sucesiones
{tnl2 o v {2, tales que x(t,,) — p cuando n — oo y x(7x) — p cuando k — oo. Luego,
por la continuidad de x y el hecho de que 8; N8, = () implica que existe una sucesién {t/ }_,
tal que x(t/,) ¢ 81 U8, ver figura (1.3), luego como la solucién x(t), de (1.15) es una funcién
acotada para todo t > 0, entonces existe una subsucesién {t;, }3°; de la sucesién {t; }0,_, tal
que k].E)I(}o X(T{nk) =P ¢ w(xe), lo cual es una contradiccién. Por tanto, w(xg) es un conjunto

conexo.
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Figura 1.3:

Finalmente, probaremos que x(t) — w(xp) cuando t — oo, demostraremos por contradic-
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cién, supongamos que x(t) 4 w(xq) cuando t — oo entonces existe una sucesion {t,,}%°_,, con

t, — oo cuando n — oo, tal que dist(x(t,), w(xq)) > € Como

dist(x(tn), w(xe)) = inf |[|x(t,) —p]l (1.16)
pEw(xo)
entonces,
|Ix(tn) —p|| = Inf |[x(tn)—p|>€, neN (1.17)
pEwW(xo)

luego como x(t) es una sucesién acotada para todo t > 0, entonces la sucesion {t, }°_, contiene
una subsucesion {t} }°_, tal que x(t},) — p*, entonces p* € w(xo), lo cual es una contradiccién.

Por tanto, x(t) — w(xp) cuando t — co. O

Ejemplo 1.4. Consideremos el siguiente sistema no lineal

X1(t) = =x2(t) + %1 (t)[1 — xF(t) = %3 (t)], x1(0) = x10, (1.18)
Xa(t) = %1 (t) + x2(t)[1 — xF(t) — x5(t)], x2(0) = xz9, - (1.19)

Reescribiendo (1.18) y (1.19) en terminos de coordenadas polares tenemos:

x1(t) = r(t) cos 6, X2(t) = 1r(t) sin 0. (1.20)
Entonces
x e = ny B :tanl(z—i) (1.21)
deriwando (1.21) se tiene;
X1X1 + XoXe = TF,  X1Xs — XoX; = 120. (1.22)

Multiplicando (1.18) por x y (1.19) por y y sumando obtenemos;
=171 —17). (1.23)
Multiplicando (1.18) pory y (1.19) por x y restando obtenemos;
20 =12,
Luego supongamos que v > 0 entonces;

F=r(l—1%), 6=1. (1.24)
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Resolviendo obtenemos;

1
r=——— 0=t+t,. 1.25
V14 Ke 2t ’ (1.25)
R eeplazando (1.25) en (1.20),
cos(t + to) sin(t + tg)
X (1) = 2 L0 Xo(t) = e 0 1.26
(= =St (1.26)

Interpretacion geometrica:

S1 K =0 entonces tenemos quer =1 y 0 =t+ty lo cual describe la trayectoria circular
C={(x1,x2) € R?:x2 +xZ =1}.

S1 K< 0 entoncest>1yr— 1 cuando t - oo

S1K>0 entoncest<1yr—1 cuando t - o0

Por lo tanto la solucion de (1.18) en (1.19) esta acotada y convergen a C, tal como se

muestra en la figura (1.4)

Figura 1.4:
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CAPITULO 2

Estabilidad en Sistemas No Lineales

En este capitulo desarrollaremos en detalle todo los resultados sobre la estabilidad
segun Lyapunov. Especificamente, enfatizar los resultados que garantizan la estabilidad
de sistemas no lineales alrededor de puntos de equilibrio, tanto a nivel local como global,

tal como se muestra a continuacion.

2.1. Estabilidad segiin Lyapunov

Definicién 2.1. Dado un campo f: D — R™ y D abierto en R™ diremos que xo € D es

un punto de equilibrio del campo f st f(xg) = 0.

Consideremos el siguiente sistema no lineal
x(t) = f(x(t)), x(0) =x0, tel,, (2.1)

donde f : D — R™ es Lipchitz continuo sobre D C R™ que contiene al origen, con la
condicion inicial x(0) = xo, luego por el teorema (1.2) existe T > 0 tal que (2.1) tiene

una dnica solucion x: I, — D, donde I, = [0, 1].

Observacién 2.1. Si asumimos que f(0) = 0 y definimos x(t) = 0 (x(t) = 0 para todo
t > 0), observamos que x(t) = 0 satisface (2.1), entonces x(t) = 0 es una solucién de
(2.1). Ademds la solucidn cero cumple la definicion (2.1), entonces la solucién x(t) =0

se llamard solucion de equilibrio.
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2.1. ESTABILIDAD SEGUN LYAPUNOV

Observacién 2.2. Estudiaremos estabilidad en la solucion x(t) = 0 de (2.1) donde
t e I, =[0,00) (esto por el corolario (1.1)). St la solucion de equilibrio fuese distinto de
cero, es decir x(t) = x; para todo t > 0, donde x; # 0 entonces definimos y = x—x; y tra-
bajamos con la ecuacién Uy = g(y), donde g(y) = f(y+x1) que tiene un punto de equilibrio

en el origen. Entonces es suficiente estudiar estabilidad en la solucidn x(t) =0 de (2.1).

Definicién 2.2. Consideremos el sistema no lineal (2.1) y definimos los siguientes con-

ceptos.

(i) La solucion cero x(t) =0 de (2.1) es Lyapunov estable st y solo si para todo € > 0,

existe d > 0 tal que st |x(0)] < O, entonces |x(t)| <e, t > 0. (ver figura 2.1)

(ii) La solucién x(t) = 0 de (2.1) es (localmente) asintdticamente estable st y sélo st

es Lyapunov estable y existe d > 0 tal que st [x(0)| < 6, entonces tlim x(t) = 0.
—00

(iil) La solucion x(t) =0 de (2.1) es global asintdticamente estable (G.A.E) si y sélo st

es Lyapunov estable y para todo x(0) € R™, t1im x(t) = 0.
—00

Lyapunov Estable

Asintoticamente
Estable

Figura 2.1:

Para el siguiente resultado consideremos una funcién V:D — R de clase C! con D

abierto en R™ que contiene al cero. La derivada a lo largo del flujo ¢(t,x) en t =0 es

CARRERA DE MATEMATICA



2.1. ESTABILIDAD SEGUN LYAPUNOV

dado por %V(d)(t,x))}tzo = V'(x)f(x), el cual denotaremos por V(x), es decir que pode-
mos escribir como V(x) = V'(x)f(x). Si V(x) es negativo, entonces V(x) es decreciente a

lo largo de la solucion x(t) de (2.1).

Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov). Consideremos el sistema no lineal (2.1) y supon-

gamos que existe una funcién V:D — R de clase C! tal que

V(0) =0 (2.2)
V(x) >0, xeD, x#0 (2.3)
V/(x)f(x) €0, x€D. (2.4)

Entonces la solucion cero de (2.1) es Lyapunov estable. Ademds st
V/(x)f(x) <0 xeD, x#0. (2.5)

Entonces la solucidn x(t) =0 de (2.1) es asintéticamente estable.

Demostracion. Sea ¢ > 0 tal que B.(0) = {x € D : ||x|| < e} € D. Como la frontera de
B.(0), (0B.(0)) es compacto y V es continua, entonces V(dB.(0)) es compacto, por tanto

existe o« = min,eop, (o) V(X).

Notemos que « > 0, pues 0 ¢ 0B.(0) y V(x) > 0 para x € D, x # 0. Sea 3 € (0,) y
definimos el conjunto Dg = {x eD: V(x) < [3}. Notemos que Dg C B.(0) (ver figura 2.2).
En efecto si suponemos que D € B, (0), entonces existe p € Dg y p € 0B, (0) y por tanto

V(p) = « > {3 lo cual es una contradiccidn.

Figura 2.2:
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Por otra parte, como V(x) < 0, se tiene

V(x(t)) — V(x(0)) = J: V'(x(s))f(x(s))ds <0, t>0,

por tanto si x(0) € Dy entonces V(x(t)) < V(x(0)) < B, para todo t > 0. Ademds el con-
junto Dy es compacto. En efecto Dy es acotado (pues Dy C B.(0)) y es cerrado por que
D§ = {x eD: V(x) > B} es abierto ( pues si, x € Df entonces V(x) > {3 entonces por
continuidad de V existe & > 0 tal que z € B(x,d) con V(z) > (3, por tanto existe & > 0 tal
que B(x, ) C Df). Luego por el corolario (1.1) tenemos que para x(0) € Dg, (2.1) tiene una

unica solucién definido para todo t > 0.

Como V es continua y V(0) = 0, entonces existe & > 0 tal que V(x) < 3, para x € Bs(0).
Sea x(t), la solucién de (2.1) con la condicién inicial x(0) # 0 tal que [x(0)] < 5. Como
Bs(0) C Dg C B.(0) C D y V'(x)f(x) <0, x € D, entonces para todo x(0) € Bs(0)

V(x(t)) < V(x(0)) < B, t=0.

Como V(x) > « para x € 0B(0), y p € (0, «) entonces x(t) ¢ 0B.(0), para todo t > 0. Por
tanto para todo € > 0 existe & > 0 tal que si [x(0)| < 0, entonces |x(t)| < ¢, para todo t > 0.
Por tanto hemos probado que la solucién x(t) = 0 es Lyapunov estable.

Seguidamente probaremos que la solucién x(t) = 0 de (2.1) es asintéticamente estable.
Como V(x) < 0, x € D, x # 0, entonces la solucién x(t) = 0 de (2.1) es Lyapunov estable,
ahora lo que nos falta demostrar es que tlirilo (x(t)) = 0. Demostraremos por contradiccién,
supongamos que tlinolo(x(t)) =1y con y # 0. Como la solucién x(t) = 0 de (2.1) es Lyapunov
estable entonces para todo € > 0 existe & > 0 tal que, si x(0) € B5(0) implica que x(t) € B.(0),
para todo t > 0. Como V es continua entonces tan;.O V(x(t)) = V(y) > 0. Por otro lado como
V(x(t)) es decreciente y acotado inferiormente por cero (esto es por (2.3) y (2.5)) entonces
tlingo V(x(t)) = gg V(x(t)) = L, luego por definicién de infimo tenemos que existe L > 0 tal
que V(x(t)) > L >0, t > 0. Por otro lado por la continuidad de V, tenemos que existe 4’ > 0
tal que V(x) < L para x € Bs/(0), lo cual implica que x(t) ¢ Bs/(0), para todo t > 0.

Sea L; = mins x| < —V'(x)f(x), entonces —V’(x)f(x) > Ly, 8’ < [|x]| < ¢ (ver figura 2.3)

por tanto tenemos lo siguiente,
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Figura 2.3:

Luego para x(0) € B5(0) tenemos,

V(x(t)) < V(x(0)) — Lt

luego para t € (0, c0) tal que t > %ﬁ)% > 0, tenemos V(x(t)) < V(x(0)) — L;t < L lo cual

es una contradiccién por tanto la solucién x(t) = 0 de (1,1) es asintéticamente estable. [

Observacién 2.3. La funcién V : D — R de clase C' que cumple (3.2),(2.8) y (2.4) se
denomina funcién de Lyapunov. El teorema de Lyapunov presenta dos desventajas. La
primera es que no hay un método sistemdtico para hallar una funcion de Lyapunov, por
lo tanto hay que proponer una funcion candidata a funcién de Lyapunov y probar st la
misma cumple las hipdtesis del teorema de Lyapunov. La segunda es que el teorema de
Lyapunov sélo brinda condiciones suficientes por lo tanto el hecho de no encontrar una
funcion candidata a Lyapunov que satisfaga las condiciones del teorema de Lyapunov

no significa que la solucidn cero x(t) = 0 sea no estable o no asintdticamente estable.

Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:

X1 (t) = x2(t)
X2(t) = —sen(x(t))
Sea la funcion definida por:
V:R* %R
2

(X1,X2) — % +1—-cos(x1),

podemos observar que V es una funcion de Lyapunov. En efecto,
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= V(0,0) =0,
X2
m V(xq,Xg) = ?2 +1—cos(x;) >0, para todo (x1,x;) € R?2 —{0,0},

= V(x1,%2) = V/(x1,%s) - f(x1,X2) = X2 860 %1 + (—X2 5en%;) = 0,

entonces por el teorema (2.1) tenemos que la solucidn (x;(t),x2(t)) = (0,0) es Liapunov

estable.
Ejemplo 2.2. consideremos el sistema no lineal dado por:
%1 (t) = —xa(t) — (1)
%1 (t) = x(t) = x5(t)
sea la funcion definida por:
V:RP=S R
(%1, %X2) > X2 +%3,
entonces podemos observar que V es una funcion de Lyapunov. En efecto:
= V(0,0) =0,
» V(x1,%2) =x2+x2 >0 para todo (x1,%x2) € R2—{(0,0)},

m ademds

V(x1,%2) = V'(x1,%2) - f(x1,X2)
= 2X1(—X2 = X:]S_) + 2X2(X1 — Xg)
= —2X1Xg — 27(‘]% + 2%X1Xg — 2Xg

=—2x] —2x; <0 para todo (x1,x;) € R* —{(0,0)}.

Entonces por el teorema (2.1) tenemos que la solucién (x;(t),x2(t)) = (0,0) es asintoti-

camente estable

2.2. Dominio de atracciéon y estabilidad global

Definicién 2.3. Supongamos gque la solucion cero x(t) = 0 de (2.1) es asintdticamente

estable. Entonces el dominio de atraccion Dy C D de (2.1) es el conjunto dado por:

Dy = {xo € D: si x(0) =xo entonces lim x(t) = 0}

t—o0
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En el teorema (2.1) sabemos que st existe una funcion de Lyapunov que satisface la
estabilidad asintética en un dominio D y st D = {x eD: V(x) < [5} esta acotado,
entonces toda trayectoria que comienza en Dpg permanece en Dg y tiende al origen
cuando t — oo. Por lo tanto Dg es una estimacion como dominio de atraccion.

Queremos saber bajo que condiciones el dominio de atraccion es todo el espacio R™.
Esto serd asi si podemos probar gque para todo x € R™, la solucion de (2.1) tiende
al origen cuando t — oo, stn importar cuan grande es ||x||, st un punto de equilibrio
asintoticamente estable tiene esta propiedad se dice que es globalmente asintdticamente
estable (G.A.E). Recordando en la demostracion del teorema (2.1) vemos que se puede
probar que la solucion cero x(t) =0 de (2.1) es (G.A.E), st se puede asegurar que para

cada punto x € R™ puede incluirse en el interior de un conjunto acotado Dg.

Teorema 2.2. Consideremos el sistema mo lineal (2.1) y supongamos que eziste una

funcién V:R™ — R de clase C! tal que:

V(0) = 0, (2.6)
WTE 0, x.e R™\ "=l (2.7)
V(x)=V'(x)-f(x) <0, xeR"™ x#0, (2.8)
V(x) = oo cuando ||x|| — oo. (2.9)

entonces la solucion cero x(t) =0 de (2.1) es G.A.E.

Demostracion. Sean x(0) = xo € R™ y = V(xo), entonces por (2.9) existe € > 0 tal que
||x|| > €, entonces V(x) > . Por tanto, de (2.8) tenemos que V(x(t)) < V(xq) = B, lo cual
implica que x(t) € B.(0), para todo t > 0.

Seguidamente probaremos que tlirilo x(t) = 0. Demostraremos por contradiccién, suponga-
mos que tlirglo x(t) =y con y # 0. Como la solucién x(t) = 0 de (2.1) es Lyapunov estable
(hipétesis (2.8)), entonces para todo e > 0 existe & > 0 tal que, si x(0) € Bs(0) implica que
x(t) € B¢(0), para todo t > 0. Como V es continua entonces tlingo V(x(t)) = V(y) > 0. Por
otro lado como V(x(t)) es decreciente y acotado inferiormente por cero (esto es por (2.7) y
(2.8)) entonces t11_)1{)10 V(x(t)) = EI;EV(X(’C)) = L, luego por definicién de infimo tenemos que
existe L > 0 tal que V(x(t)) > L > 0, t > 0. Por otro lado por la continuidad de V, tenemos
que existe &’ > 0 tal que V(x) < L para x € Bs/(x), lo cual implica que x(t) ¢ Bs/(0). Sea
L; = ming/xj<e —V'(x)f(x), entonces —V’(x)f(x) > Ly, 8" < [|x]| < ¢ por tanto tenemos lo

siguiente:
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luego para x(0) € R™ tenemos:
V(x(t)) < V(x(0)) — Lit,

luego para t € (0, 00) tal que t > %ﬂ)* > 0, tenemos V(x(t)) < V(x(0)) — L;t < L lo cual

es una contradiccién. Por tanto la solucién x(t) = 0 de (2.1) es G.A.E. O

Nota 2.1. La funcidn V que satisface la condicion (2.9) es llamado radialmente no
acotado.
Ezisten sistemas mo lineales de la forma (2.1) donde la solucién cero x(t) = 0 es

Lyapunov estable pero no G.A.E como ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal

: 6 (t) /
x1(t) :—U_f_xiw‘i‘2xz(t), x1(0) = %10, t >0 (1)
: 2[x1(t) + x2(t)] .
X2 (t) = )E:I]_- - X% (‘:?]2 ) XZ(O) = X20- (2 )

Para examinar la estabilidad de este sistema no lineal, consideremos la funcion candi-
data de Lyapunov V(xi,%xz) = x3/(1 +x2) + x%. Notemos que V(0,0) =0 y V(x1,%2) > 0,

(x1,%2) € R x R, (x1,%2) # (0,0), dertvando tenemos:

: 2x1 (1 +x3) —2x3] . :
V(x1,x2) = [ X1 + 2X9Xo
(14 x2)?
2X1 6X1 4xo(x1 + x2)
= e | T gy T 2Xe| — o
(1+x3)2 PSR- (14+x3)2
12x2 4x2

(14+x2)%  (1+x3)2
<0, (x1,x2) e RxR, (x1,%x2)# (0,0).

Entonces la solucion cero (x;1(t),xs(t)) =(0,0) de (1') y (2') es asintdticamente estable.
Sin embargo para demostrar que (1') y (2') no es globalmente estable, consideremos

la hipérbola x, = 2/(x1 — V/2) en R™. Luego sobre la hipérbola, ﬁ es dado por:
X1

' —2 1

% 2 = Do) > 2 = (*)
X1l O —BX 2%l PP 2 2x3 4+ 2v/2%; + 1

X1 — V2 x1— V2

mauentras que la pendiente de la hipérbola estd dado por

dx = — 2 =— 1 ()
dx, (x1 —/2)2 Ix2—Vv2x +1
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Figura 2.4:

De (%) y () y para x; > /2, tenemos que;
1
ool L 27/ 2x, 1 1n> 5x’f‘—\/§x1+1,

y por tanto
7'(2 dX2

7.(1 sy 2 dX]_ J

xl—\/§

Ademds notemos que para x; > \/2, se tiene que

. 6X1 4

Xl‘xzleiﬁ — " + x2)2 + x; — V2
4+ 6v2x +2x2 + 4xd
(14X —V2)

b1

Como en la hipérbola X, > 0 para x; > \/2, se deduce que las trayectorias de (1') y
(2’) mo puede cortar la rama de la hipérbola situada en el primer cuadrante del plano
(Ver figura 2.4). Por tanto ya que las trayectorias de partida a la derecha de la hipérbola
no puede llegar al origen, se deduce que la solucién cero (xi(t),xs(t)) = (0,0) de (1') y
(2') no es (G.A.E).

Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por;

X]_(t) = —X1 (t) + Xg(t), X]_(O) = X10, t 2 0 (210)

X2(t) = —x1(t) —x2(t), x2(0) = xg. (2.11)
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Para examinar la estabilidad del sistema, consideremos la funcion candidato a Lya-
punov V(x1,xz) = 2x3 + x5, Notemos que V(0,0) =0 y V(x1,x2) >0, (x1,x2) € R X R,

(x1,%x2) # (0,0). derivando V tenemos:
V(Xl;XZ) = X1X1 +X35¢2 = _X% _Xg, (x1,%2) € R xR, (x1,%2) # (0,0).

Ademds podemos observar que V es radialmente no acotado en R2. Lo cual implica que

la solucion (x1(t),x2(t)) = (0,0) de (2.10) y (2.11) es (G.A.E)

Teorema 2.3. Consideremos el sistema no lineal (2.1), supongamos que D, C D es un
conjunto compacto invariante positivo con respecto a (2.1) y supongamos que eziste una
funcién V : D. — R de clase C! tal que V'(x)f(x) < 0. Sea R = {x € D.: V/(x)f(x) = 0}
y sea M el conjunto mds grande invariante contenido en R. St x(0) € D., entonces

x(t) = M cuando t — oo.

Demostracion. Sea x(t), para t > 0, una solucién de (2.1) con x(0) € D. (ver figura 2.5).

Como V’/(x)f(x) < 0, entonces

Por tanto, V(x(t)) < V(x(T)), t > T, entonces V(x(t)) es una funcién decreciente. Como V
es continuo sobre el conjunto compacto D. entonces, existe f € R tal que V(x) > 3, x € D,

entonces existe vy, = tlim V(x(t)).
—00

Figura 2.5:

Por otro lado, para todo p € w(xy) existe una sucesién monétona creciente {t,}° , con

to = 0, tal que x(t,,) — p cuandon — oo. Luego V(p) = V( lim x(t,)) = lm V(x(tn)) = Vxe»
n—,oo n—,oo
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por tanto V(x) = vy, para todo x € w(xg), asi V(x) = 0 para todo x € w(x,). Como D¢ es
compacto e invariante positivo, tenemos que x(t) es acotada para todo t > 0, y por lo tanto
por el Teorema (1.4) tenemos que el conjunto w(xq) es no vacio y compacto invariante tal
que x(t) = w(xp) cuando t — oco.

Por tanto, como V(x) = V/(x)f(x) = 0 para todo x € w(xg) y M es el conjunto més grande
invariante contenido en R, entonces w(xg) C M C R C D.. Finalmente, como x(t) — w(xp)
cuando t — oo esto significa que para cualquier € > 0 existe T > 0 tal que dist(x(t), w(xq)) < €
para todo t > T, pero la dist(x(t), w(xo)) = infpcw (xo) [X(t)—P|| = infpene [[x(t)—p]|, entonces

dist(x(t), M) < € luego tenemos que x(t) — M cuando t — co. O
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CAPITULO 3

Aplicaciones

3.1. Construcciones de Funciones de Lyapunov

Como vimos en el estudio de estabilidad de sistemas no lineales por el método di-
recto de Lyapunov, es fundamental tener la funcién de Liapunov. Presentamos tres

aprozimaciones sistemdticos para construir dicha funcion.

El método del gradiente variable. El método del gradiente es un método para cons-
truir funciones de Lyapunov. La idea es tratar de encontrar g(x) tal que sea el gra-

diente de una funcién V: D — R de clase C!, donde D es un abierto en R™. Es decir

g(x) = V/(x), luego integrando se tendrd V(x) = J g(s)ds, mds precisamente dado un
0

campo vectorial

i HBE— IR

X id)(t,x)

- (3.1)

t=0
entonces, LV(d(t,x))],_, = V'(x)f(x)
donde

V/:D — L(R™,R)
x—= V' (x):R*" =R

26



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV

oV oV ov . .
yV'ix)=(=—,=—,...,=— |. Luego definimos la funcidn:

0x; 0%y 0Xn,

g:R"™ - R"
x = glx) = V()17
entonces
Ve =V = Y Y i = 3 gl i) (3.2)
N — 0% T i=1 v ' -

Luego denotando [g(x)]" por g'(x) e integrando (38.2) tenemos:

V(x) = JX )ds = J Z gi(s) ds;. (3.3)

0

Por otro lado como ¢(x) es gradiente de la funcion V, entonces la integral de linea
es independiente del camino que une de 0 a x. En efecto consideremos h : [0,1] — R

definida por:

con x(0) =0 y x(1) = x cuya derivada es
h'(t) = V/(x(t))f(x(t).

Aplicando el teorema fundamental del cdlculo a la funcion h obtenemos:

Por lo tanto la integral de linea es independiente del camino que une de 0 a x. En
particular tomamos el camino rectilineo dado por s = ox, donde o € [0,1], entonces

(3.3) podemos reescribir como

V(x) = Jl g' (ox)xdo = Jl Z gi(ox)x; do (3.4)
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El stguiente resultado muestra que g(x) es un gradiente de una funcion V:D — R st y

solo st la matriz Jakobiana 90g/0x es simétrica.

Teorema 3.1. La funcién g : R™ — R"™ es gradiente de la funcion V:D — R s1 y sélo si

d0gi  0g;

= ,j=1,...,n. 3.5
ax] axi ) 1’) ) ’n ( )
Demostracion. Si g'(x) = V’'(x), entonces g;(x) = . luego por el Teorema (A.3) (ver
dgi  °V g, '
apéndice A), tenemos 9i _ _ 29 para todo 1,j = 1,...,n asi hemos probado la

an N an aXi N aXi,

0g; 0g;
necesidad, seguidamente probaremos la suficiencia supongamos que ai = 62] , para todo
j i
1,j=1,...,n y definimos V(x) como la integral de linea
1
V(x) :J g' (ox XdO‘—J ZgJ ox)x; do (3.6)
0
Como
3g" (ox)x  3(91(0%)x1 + gal0xX)xa + -+ - 4 gilOX)xi + - - + gn(0%)xn)
aXi N aXi
0 0 09 Ogn
= I (ox)oxs + =2 (0%)0Xg + - + = (0X)0x; + Gi(0X) + - - - + = (0X) X,
aXi aXi aXi axi
- Z ag? (ox)ox; + gi(ox),
j=1 """
entonces por el Teorema (A.2) (ver Apéndice A), tenemos:
d = !
57\!1 Za—g ox x]0d0+J0 gi(ox)do
Z 1
= O'X)X] odo+ J gi(ox)do
Jo i 0x;
rl
d(ogi
_ [ dlogilon)
Jo do
:91(7‘) 1:1) I,
por lo tanto, g (x) = V/(x). O
Ejemplo 3.1. Consideremos el siguiente sistema no lineal
x1(t) = x2(t), x1(0) =xg0, t2>0, (*)
Xz (t) = — [Xl(t) + Xz(t)} — sen (Xl(t) + Xz(t)), x2(0) = Xg0. (%x)
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En este ejemplo vamos a construir una funcion de Lyapunov para (x) y (xx). Conside-
Temos gT(x) = [anxl + aoxs, aoixi + (1227(2], con a;p; = Qo = 3 de modo se cumpla la

simetria de la ecuacion (3.5). Entonces

V(x) = g" (x)f(x)
= (aux1 + Bxz)xz — (Bx1 + azzxz) {(X1 +x2) +sen(x; + Xzﬂ

Tomando a;; = 2B, axx =B, y B > 0 resulta que

V(x) = —B%x3 — B(x1 +x2) sen(x; +xz) < 0,

para (xi,x3) € D = {(xl,x2) DX x| < 7(}. Por tanto,

V(x) = L [91(0‘7(1, oXg)X1 + g2(0%1, UXz)Xz] do

1
=3 J B [2)(% + 2X1%o + Xg] odo
0

1
= Bx3 + Bxixo + 5[37‘3 .

Notemos que V(0,0) =0 y V(x1,x2) = 1pxZ + 2B (x1 + x2)? > 0, para todo (x1,x2) € R x R

¥ (x1,%x2) # (0,0), por tanto V es una funcidon de Lyapunov para (x) y (*x).

Seguidamente presentamos el método de Krasovskit para la construccion de funciones
de Lyapunov, para esto demostraremos antes el siguiente teorema que es necesario para

demostrar el teorema de Krasouvskii.

Teorema 3.2. Sean f,g: R™ — R™ funciones de clase C!, tal que f(0) = 0. Entonces para

cada x € R™ existe « € [0, 1] tal que
of
9" (0)F(x) = g (x) 5~ (ax)x. (3.7)
Demostracion. Sea p € R™ por el Teorema (A.1) (ver apéndice A) tenemos que para cada
x € R™ existe un « € [0, 1] tal que

o7 (p)IF(x) — F(0)] = g7 (p) [g—i(ocx)x} |

Como f(0) = 0 (hipotesis), entonces
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Teorema 3.3 (Teorema de Krasovskii). Sea x(t) = 0 un punto de equilibrio para el sistema

no lineal
x(t) = f(x(t)), x(0) =xp, t >0, (3.8)

donde f: D — R™ es de clase C' y D un conjunto abierto en R™ que contiene al origen.

Supongamos que existen matrices definidas positivas P € R™*™ y R € R™™™ tales que

of 7 of
{&(X)] P—I—P{&(x)] <—R, xeD, x#0. (3.9)

Entonces, la solucion cero x(t) =0 de (3.8) es el unico punto de equilibrio G.A.E con

funcién de Liapunov V(x) = fT(x)Pf(x).

Demostraciéon. Demostraremos por contradiccién, supongamos que existe x, € D tal que
Xe # 0y f(xe) = 0. Entonces por el Teorema (3.2) tenemos que para cada x. € D existe

« € [0,1] tal que x] Pf(x.) = x] P=—(oxc)xe, entonces por el Teorema (B.7) (ver apéndice B),

0x
tenemos
of i of of T of
xe & [==(oxe)| P4+P[=—(oxe)| pxe = %I | 2= (0Xe)| Pxe+x P |==(0xe) | Xe
0x 0x 0x 0x
T
of i
:xl {—(ocxe)] P} xe—i—lef(xe)
0x
of
=3 {—(ocxe)] Xe +0
0x
=

que contradice (3.9). Luego, no existe x. € D, x. # 0, tal que f(x.) = 0. Por otra parte por
el Teorema (B.6) (ver apéndice B) tenemos que V(x) = f'(x)Pf(x) = Amwm(P). |[f(x)]|2 > 0,
x € D, esto implica que V(x) = 0 si y s6lo si f(x) = 0 o equivalentemente, V(x) = 0 si y sélo
si x = 0. Por lo tanto, f"(x)Pf(x) > 0, x € D, x # 0. Usando (3.9) y el Teorema (B.8) (ver

apéndice B), Calculamos V(x) de la siguiente manera
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Como f(x) = 0 si y s6lo si x = 0, entonces V(x) < 0, x € D, x # 0, asi la solucién cero
x(t) = 0 de (3.8) es el unico punto de equilibrio asintéticamente estable con funcién de Lya-
punov V(x) = fT(x)Pf(x).

Finalmente, mostraremos que la solucién x(t) = 0 de (3.8) es G.A.E, para esto es suficiente
mostrar (por el Teorema (2.2)) que V(x) — oo cuando ||x|| — oo. Por el Teorema (3.2) tenemos

que para cada x € R™ existe o € [0, 1] tal que se cumple x' Pf(x) = xTPa(ocx)x entonces:

of
x"Pf(x) = x"P—(ax)x

0x
1 of : of
— EXT { {&(ocx)} P+P {a(ocx)} } X
1
< —=xTRx
2
1
< _5}\m1n(R)||X||§7 X € Rn)
entonces
TPf 1
M > —Am(R), x€R™, x#0 (3.10)
[Ix]13 2
T Amin(R)
Como |x' Pf(x)| < Amax(P)[|x|| ||f(x)]|, entonces de (3.10) tenemos que ||f(x)|| > WHXH,
por lo tanto V(x) — oo cuando ||x|| = oo. O
Ejemplo 3.2. Consideremos el siguiente sistema no lineal
x1(t) = =3x(t) +x2(t), x1(0) =%, t>0 (*)
X2(t) = x1 (1) —x2(t) = x3(t), x2(0) =x0 (%)

Notemos que la solucion (xi(t),xa(t)) = (0,0) es el Unico punto de equilibrio de () y

(x%) , pués
—3x1 (t) +x2(t) =
x1(t) = xa(t) = x3(t) =0
entonces
x1(t)=0 o *x3(t)= —g

luego x5(t) = 0 as? (x;(t),x2(t)) = (0,0) es el unico punto de equilibrio. Luego calculando,

of1(x) 9fi(x)
E — axl aX2 — _3 1
SRS o P
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Ademds (8.9) se cumple con P =1, = (;J) y R =1 = (} ), por el Teorema (2.4)
tenemos que la solucidn cero (x1(t),xs(t)) = (0,0) de (x) y (»x) es G.A.E con funcién de

Lyapunov
V(x) = fT(x)Pf(x) = FT(x)f(x) = (—3x1 +%x2)* + (xg —x2 — x3)2.

Teorema 3.4 (Teorema de Zubov). Consideremos el sistema no lineal (2.1), con f(0) = 0.
Sea D C R™ acotado y supongamos que existe una funcién V:D — R de clase C! y una

funcion continua h: R™ — R tal que V(0) =0, h(0) =0y

0<V(x)<1, xeD—{0} (3.11)
V(x) = 1 cuando x — 0D (3.12)
h(x) >0, x € R™ —{0} (3.13)
V/ (x)f(x) = =h(x) [T = ¥(x)]. (3.14)

Entonces, la solucion cero x(t) =0 de (2.1) es asintdticamente estable con dominio de

atraccion D.

Demostracion. Resulta de (3.11), (3.13), (3.14) y del Teorema (2.1) que la solucién x(t) = 0
de (2.1) es asint6ticamente estable. Para mostrar que D es el dominio de atraccién necesitamos
mostrar que si x(0) € D implica x(t) — 0 cuando t — oo y si x(0) € D implica x(t) 4 0
cuando t — oco. Si x(0) € D (ver figura 3.1) entonces, por (3.11) tenemos que V(x(0)) < 1.

Figura 3.1:

Sea f > 0 tal que V(x(0)) < f < 1 y definimos Dg = {x € D : V(x) < 3}. Notemos que
Dg € D y Dy es acotado ya que D es acotado, ademas Dy es cerrado por lo tanto Dy

CARRERA DE MATEMATICA



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV

es compacto, por otra parte como V(x) < 0, para x € Dg, entonces Dg es un conjunto
positivamente invariante. En efecto, sea y € ¢¢(Dp) entonces y = ¢.(x) donde x € Dy,
como V(x(0)) < B y V/(x)f(x) < 0 entonces y € Dg. Ademds de (3.11) y (3.14) tenemos
R ={x e D:V'(x)f(x) =0} = {0} C Dg, entonces M = {0} es el conjunto mds grande e
invariante contenido en R. En efecto, es invariante por que ¢(0) = 0, para todo t > 0 pués
la solucién cero x(t) = 0 de (2.1) es una solucién de equilibrio, ahora probemos que es el
conjunto mds grande invariante contenido en R por contradiccién, entonces supongamos que
existe otro conjunto invariante M’ tal que M’ = M y M C M’ C R entonces existe x # 0 tal
que V’(x)f(x) = 0 pero por (3.14) tenemos que V’(x)f(x) > 0 que es una contradiccién. Por

lo tanto, por el Teorema (2.3) tenemos, x(t) — 0 cuando t — oo.

Si x(0) ¢ D probemos que x(t) 4 0 cuando t — co. Supongamos lo contrario es decir,
x(t) — 0 cuando t — oco. En este caso, x(t) — D para algin t > 0. Por tanto, existen
tiempos finitos t; y t, tales que x(t;) € 0D y x(t) € D para todo t € (t;, t5]. Luego, definimos
W(x) =1 — V(x) y notemos que W(x) = h(x)W(x) o equivalentemente,

(x(t)) t
J:; dWW = LO h(x(s)) ds (3.15)

donde Wy = W(x(to)). Integrando (3.15) obtenemos
1— Vix(to)) = [1 — V(x(t))]e r Mx(s)ds (3.16)
Tomando t = t,, haciendo ty — t; y usando (3.12) resulta que lim [1—V(x(ty))] = 0y también

to—t1

t
tlin} [1—V(x(tg))]e Tt M*(8))4s S0 15 cual es una contradiccién. Por tanto, x(t) # 0 cuando
o—th

t — oo. U
Ejemplo 3.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:
x1(t) = —f1((xe(t))) + fa(x2(t)), x1(0) = x40 (3.17)
X2(t) = —f3((x1(t))) + falx2(t)), x2(0) =xa0- (3.18)

donde, f;(0) =0, fi(0) >0, 0 € (—ay, by), parai=1,2,3, a; = as, by = bz, y supongamos

que fg fi(s)ds — oo cuandoy — —a; oy — by, para i =2,3. Sean h(x) = f1(x;)f3(x1) ¥y

V(x) =1—Vi(x1)Va(x2), donde V; : R — R, V;(0) =1, i=1,2. Resulta de (3.14) que
[Vf(xﬂ + f3(x1)V1 (Xl)]vz(xz)ﬁ(xﬂ + [Vzl(xz)vl(xﬂfa(xl) - V{(Xl)vz(xz)fz(xl)] =0,

el cual se satisface st V{(x1) = —f3(x1)Vi(x1) y Vi(x2) = —fa(x2)Va(x2). Por tanto (3.14)

se cumple con

V(x) = 1 — e o' fals) dst[o* fals) ds] (3.19)
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Seguidamente notemos que (3.19) satisface V(0) = 0, (3.11) y (3.12), para todo
x € D, donde D = {x ER?: —a; < x4 < bi}, i1 =1,2. Ademds, se puede observar que
(3.19) cumple con V(x) = —fl(xl)fg(xl)[l — V(x)} < 0, lo que prueba que la solucidn
(x1(t),x2(t)) = 0 es Lyapunov estable para (3.17) y (3.18). Para mostrar la estabilidad
asintética, notemos que V(x) = 0 implica f1(x1)f3(x1) = 0, implica x, = 0. Ademds,
x1(t) = 0 entonces fy(x2(t)) = 0, entonces x2(t) = 0. Por tanto por el Teorema (2.3)
la solucion cero (xi(t),x2(t)) = (0,0) de (3.17) y (3.18) es asintdticamente estable con

dominio de atraccién D.

3.2. Estabilidad en Sistemas Lineales

En esta seccion presentaremos criterios que son mecesarios y suficientes para saber
st una solucion de equilibrio del sistema lineal es estable o asintoticamente estable, de
manera que no tengamos conocimiento de los autovalores de la parte lineal. Para este

propdsito consideremos el siguiente sistema lineal:
M =1AX(t), %(0) =" > 0 (3.20)

donde x(t) € R™ y A € R"*". Para ezaminar la estabilidad de (3.20), consideremos la
solucidn de (8.20) que estd dado por x(t) = e*™(0), t > 0. La estructura de e se puede
entender considerando la forma canonicax de Jordan de A, es decir A se puede escribir
como A = SJS™! donde S € R™*™ es una matriz no singular y | = blogl];,...,Jm] es la
forma Jordan de A por lo tanto tenemos e = Sel'S™! donde et = blog[e)t,. .. eInt].
La estructura de e/t se puede determinar considerando blogues de Jordan J;, donde cada
bloque de Jordan es de la forma J; = Ail,, + Ny, para todo i € {1,...,m}, n; es el orden
del i—ésimo bloque de Jordan, A; es el autovalor de A y Ny, = [aji] una matriz de ny xn;
tal que ajj11 =1 para todo j = 1,2,...n; y el resto cero, que es una matriz nilpotente de

orden n; (ver apéndice B). Por convencion denotemos N; = 0y;.

Por otra parte como Ail,, y N, conmutan entonces

eit — Mg+ Nt _ pAiln t Nt oAt Nyt

t

Ademds como NIt = 0, entonces eNnt es una suma finita de potencias de Nt es decir:

1
et =T, + Ny t+ ENiitz 4+ [ = DTN
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Luego
1
e]lt e?\]_tInl e?\]_thlt EexltNiltz - e)\lt[(n]_ 1)!]—1N21—1tn1—1

1
elzt = Mt 4 eMIN Lt 5e“‘tNiZtZ e (ny — DTN e

1
efnt =My, 4 e Ny b+ SeMING R et (g — DTN
entonces

e/t = blog[eM'I,,..., M L, |+

-+ + blog[eM Y[y — N TINT ™M @MY, — 1 ENRm i

= {eMtblog[Ln,,...,0] + - - -+ e mtblog[0, ..., In, ]} + -

+ {tmteMtplog[{In, — YTENTEL 0] 4 - 4t enthlog o, ., (g, — 107INT ]
= {eMtblog(Ln,, ..., 0] + -+t e M blog[{ny — INTINTTY, L, 0]} + -

+{eMtblog[o, ..., I, ]+ + P Lernthiogo, . ., (I, — 1IN

Sean
Py (AYESENEALT., , Ond IS
Pin, (A) = S blog[{[n, — 1} 'N0,...,0] S*
Pmi(A) =S blog[o0,...,0,L, ] S*
Prn,. (A) =S blog[o0, ..., 0, {[nm, — 1 "Nt S
Entonces,

eAt = Seltsil = [tlile}\ltPu(A) + -+ tnlile)\ltplnl (A)] +oe
+ [t P (A) 4 R (A))]
= Z tj_le)\ltpn + -+ Z tj_le)\mtpm]’ (A)
j=1

j=1
m mny

— Z Z tji]'e?\itpij (A)

i=1 j=1

CARRERA DE MATEMATICA



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES

Por lo tanto:

m ny

M =Sel'sTh =) 3 tteMtpy(A)

i=1 j=1

(3.21)

donde m es el numero de valores propios distintos de A y pi;(A) son matrices constantes

Ejemplo 3.4. Consideremos la siguiente matriz.

a;; a2 a3
A=1]axy ax Q23

a a a
31 32 33 3%3

Y supongamos que es semejante a la matriz de Jordan

Ao 1%0
J 7 0 7\1 0
0 0 A

es decir, ezriste una matriz de S € R3*® inversible tal que A = SJS™1.

Entonces como

Arln, +Npy Jt At Nyt

ghfi=ie ecdlic

10 0 1
donde I, = , N, = Yl %= 2}
01 00

Ahora calculemos

N 10 01 Pt
e ™ = + t =
01 00 1 %}
luego
Art Art
it _ At 1t _ et teM
01 0 eMt
por otro lado
elat — ohat
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ast
eMt teMt 0
=10 Mt 0
0 0 eMt
1 0O 010 0 0O
elt=tteMt o 1 o +tP M |0 0 of+eM™ |0 0 0
0 0O 0 0O 0 01
entonces
1 00 010 0 0O
SeJtst=t"teMtS 1o 1 oS t+t>teM'S|o 0 0|St+e™S |0 0 0]SH
0 0 O 0 0O 0 01
Sean:
1 0O
Pii(A)=.5".0. 0 Wil
0 0O
01 0
P (Al =S o 0 ") st
0 0O
0 0O
P»(A)=S]0 0 oS!
0 0 1
Entonces,

m ny

eM=SeltsTh =) ) v teMPy(A)

i=1 j=1

donden; =1, n,=2 ym=2.

Teorema 3.5. Constderemos el sistema lineal (3.20). La solucidn cero x(t) =0 de (3.20)

es Lyapunov estable st y sélo st ReA <0 o ReA =0 y A es diagonalizable

Y la solucidon x(t) =0 de (8.20) es asintdticamente estable si y sélo si ReA < 0.

Demostracién. Como x(t) = e**x(0), t > 0 es solucién de (3.20) entonces se deduce que

la solucién cero de (3.20) es Lyapunov estable si y sélo si existe o« > 0 tal que |[e??] < «,

At

t > 0. Luego se desprende de (3.21) que e”*' es acotada si y sélo si ReA < 0o ReA =0y
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A es diagonalizable. En efecto, probemos la necesidad por contradiccién, supongamos que

Re A > 0, entonces

m Ny m Ny
| AtH _ Zzt] 1 ?\tP gZth—leRe)\it||Pij(A)H
i=1 j=1 i=1 j=1

por lo tanto es una contradiccién ya que t/~!eR¢Mt no es acotada para ReA; >0 .
Ahora probemos la suficiencia, supongamos que ReA < 0 o ReA =0 y A es diagonalizable.

Si Re A < 0, entonces

m Ny m Ny
AtH ZZtJ 1 7\tP gZthileRe}\itHPﬁ(A)H
i=1 j=1 i=1 j=1
Entonces
e
< i—1 Re)\ t
0< tlingoe Z Z t]i)IE.ot 1Py (A)]]
i = 1% =1
Como
e (1)1 8 (i—1)!
1§ t Re)\t_l — 14 = ...=1]f =0
t1_>I£lo tLIIO].O e Re7\ it tinolo _ReA e Re)\ it tirilo ( Re}\ ) i— 1 e—Re?\ t
Por lo tanto lim e™' =0, asf ||e*]| < «.
t—o0
Si ReA =0 y A es diagonalizable, entonces n; = 1 para todo i €{1,2,..., m}, ademds
m 1
||eAtH: ZZtJ il )\tP )
=1 jj=il

= [Pu(A) [+ [[Pa(A)][ + - - - + [[Pma (A

Por lo tanto [[e!|

< adonde & = ||Py1(A)|| + ||Pi2(A) + - - - + ||Pim(A)]|. Ademas la solucién
cero es asintéticamente estable esto es inmediato ya que se desprende de (3.21) que et — 0

cuando t — oo si y sélo si ReA < 0. O

El teorema anterior da las condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad

de Lyapunov y la estabilidad asintdtica para la solucion cero x(t) = 0 del sistema lineal
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(3.20) examinando los autovalores de A, decimos que A es Lyapunov estable st y sdlo
st cada autovalor de A tiene parte real no positiva. Ademds decimos que A es asintioti-
camente estable o Hurwitz st y sélo st todo autovalor de A tiene parte real negativo. El
teorema de estabilidad de Lyapunov también puede usarse para desarrollar las condicio-
nes necesarias y suficientes para la estabilidad de la solucion cero x(t) =0 de (3.20), en
particular para aplicar el teorema (2.1) a (3.20) considere el candidato para la funcion
de Lyapunov V(x) = x"Px, donde x € R™ y P € R™™" es definida positiva (ver apéndice

B) notemos lo siguiente
V(x) = V/(x)f(x) = 2x' PAx = x" (ATP + PA)x.

Luego (2.4) se cumplird si exziste una matriz definida no negativa R € R™*™ tal que
ATP + PA = —R de manera que V'(x)f(x) = —x"Rx < 0, x € R™, por tanto se desea

determinar la existencia de una matriz definida positiva satisfaciendo
0=ATP+PA+R (3.22)
La ecuacion (3.22) se llama ecuacion Lyapunov.

Teorema 3.6. Consideremos el sistema lineal (3.20) la solucion x(t) = 0 de (3.20) es
asintoticamente estable si y sélo st para toda matriz R € R™*™ definida positiva, existe

una dnica matriz P € R™*™" definida positiva satisfaciendo (3.22).

Demostracion. La suficiencia se deduce del Teorema (3.20) seflalando que si hay una matriz
P € R™*™ definida positivo y una matriz R € R™*™ definida positivo tal que cumple (3.22),
entonces la estabilidad asintética es inmediato con funcién de Lyapunov V(x) = x"Px. Para
mostrar la necesidad supongamos que A es asintéticamente estable entonces, ReA < 0, donde
A es un autovalor de A y definimos

P = J e tReM dt (3.23)
0

notemos que la integral en (3.23) esta bien definida ya que el integrando contiene términos la

de la forma t*eM, entonces | t*e ' dt existe. En efecto como
0

00 1 00
J t¥eMdt = J t¥eM dt + J t*eM dt (3.24)
0 0 1

entonces es suficiente estudiar la convergencia de

J t¥eM dt (3.25)
1
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o0

1
Como J I dt es convergente y ademads;
1

. [txeM . 2. ReAt

lim —— = lim t*t%e (3.26)

t—o0 e} t—o0

t2+cx
= tl]_)nolo m (3.27)
=0. (3.28)
Entonces J [t*e™t| dt es convergente, por lo tanto J t*eM dt es convergente. Por otra parte
1 1

lim eAt=0y lim e =0, ya que ReA < 0. Entonces
— —

ATP 4+ PA = J ATeA tReAt dt + J M IReAA dt

0 0
® dq

= J — (eATtReAt R
it

_is 1/ Si( ATtR At) dt

b s RS

0]

, al* al
= lim [eA SR i 0Re’l\o}
S— 00

—0—R

% L
= lim [eA LRt
S— 00

—_R (3.29)

lo que demuestra que existe una matriz P € R™*™ que satisface (3.22).

Seguidamente mostremos que P es definida positiva. En efecto, Como R es definida positiva
entonces por el Teorema (B.9) (ver apendice B) existe una matriz C € R™*™" inversible, tal
que R = C'C, entonces

xTPx = J xTer tCTCeMrtx dx
0

:J |Ce™tx||Z dt (3.30)

0
Lo que demuestra que P es semidefinida positiva, ahora mostraremos que P es definida positi-
va, supongamos por el absurdo es decir que P no es definido positivo, entonces existe x € R™,
x # 0 tal que x"Px = 0 entonces Ce*x = 0 para todo t > 0, en particular para t = 0 tenemos
Cx = 0, entonces como C es inversible, resulta x = 0, que es una contradiccién. Por tanto P

es definida positivo.
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Para mostrar la unicidad supongamos que existen dos soluciones distintas P; y P, de (3.22),

entonces

0=A"P, +P;A+R (3.31)
0=ATP; +P,A+R (3.32)

restando (3.32) de (3.31) tenemos
0=AT(P,—P,y) + (P, — P;)A (3.33)
Entonces,

0= et [AT(P, — Py) + (P — Py)Al et
d

= ae/\Tt(P1 — P,)et ¥l (3.34)

integrando (3.34) obtenemos
eny P
0=| —et ' (Py—Pyer dt
Jo dte (P1 2)e

S
= lim J g(e/‘Tt(P1 o | fak)
s—00 | dt
S
0]

= lim [eATS(Pl e P eATO(P1 — Pz)er}

S—00

= lim e (P —Pp)et

=0— (P, —Py)
= —(Py —P3)
— P, + P, (3.35)

por lo tanto P; = P, que es una contradicciéon. Asi existe una tnica solucién P € R™*™

satisfaciendo (3.22). O
Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente sistema lineal dado por:

. 0o 1
x(t) = x(t)
-2 -3
como se puede verificar fdcilmente, este sistema tiene autovalores \; = —1 y Ay = —2,

por lo tanto el sistema es asintéticamente estable. Tratemos de aplicar el teorema (3.6),
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para esto elegimos R =1 (matriz identidad, la cual es definida positiva) y definimos los

componentes de P como

p— P11 P12
P12 P22
luego,
0 —2 P11 P12 n P11 P12 0 1 _ 10
1 -3 P12 P22 P12 P22 -2 -3 01

cuya solucion es:

_5 _1 _1
P11—4, P12—4; P22—4-

la cual es definida positiva.
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APENDICE A

Algunos conceptos de funcion diferenciable

En este apéndice estudiaremos algunos de los teoremas importantes, para desarrollar
los métodos para encontrar funciones de Lyapunov para un sistema no lineal (con mayor

detalle lo podemos ver en [4]).

Teorema A.1 (Teorema del Valor medio). Sea f: D — R™ de clase C*, con D abierto en
R™. Y supongamos que ezisten x,y € D tal que £ = {z: z=tx+(1-t)y, t € (0, 1)} c D,
entonces para todo v € R™ existe z € £ tal que

of

VT [ity) = 100] =7 | ey )]

Demostracion. Sea & : [0, 1] — R definido por &(t) = v f(tx+(1—t)y). Luego, & es continua
en [0, 1] y diferenciable en (0,1) (pues f es de clase C!) luego aplicando el teorema del valor
medio en R tenemos que existe 0 € (0, 1) tal que £(1)—&(0) = £/(0) = v f/(0x+(1—0)y) (x—y),

por otro lado evaluando & en 0 y 1 tenemos;

£(1) =vTf(x) (A1)
£(0) =v'f(y) (A.2)

por lo tanto

donde g—i(z):f’(z)yz:(Gx—l—(l—G)y)(x—y). O
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A.l. REGLA DE LEIBNIZ

A.1. Regla de Leibniz

Teorema A.2 (Regla de Leibniz). Dado U C R", abierto, sea f : U x [a,b] - R una

funcién con las siguientes propiedades:

1. Para todo x € U, la funcion t — f(x,t) es integrable en a <t < b.

2. La i—ésima derivada parcial
of
aXi
Entonces la funcién ¢ : U — R, dada por ¢@(x) = fz f(x,t) dt, posee i—ésima

™ (x,t) existe para cada (x,t) € Ux[a,b] y la funcién

: U x [a,b] — R ast definitda, es continua.

deriwada parcial en cada punto x € U, siendo

Y0 0
aXi (X) = Ja a—Xi(X, t) dt.

Demostracion. Por el Teorema de Valor Medio para funciones reales de una variable, si

x,x + se; € U, existe 0 € (0,1) tal que

S 0x;

@(x +se;) — @(x) _r of

b Tf(x +se,t)—f(x,t) Of
S i

ot i J

a

(x, t)] dt

2o of
= J (x + Ose;, t) — (x,t)] dt.
axi aXi

a

Luego para todo ¢ > 0 dado, existe & > 0 tal que

of
Is| < & = ‘ N (x + Osey, t) —

3 1:(x,t)‘<s/(b—a)

0
axi

para t € [a, b]. Entonces |s| < 6 implica

‘@(X+sei) —¢(x) _Jb of

(x,1) dt‘ <e
S o 0%

como queriamos demostrar. O]

A.2. Teorema de Schwarz

Teorema A.3 (Teorema de Schwarz). Sea f: U — R dos veces diferenciable en el punto

c € UCR". Para cualesquiera 1 < i, j <n, se tiene

0%f () 0%f

aXian - an axi

(c).

CARRERA DE MATEMATICA



A2. TEOREMA DE SCHWARZ

Demostracién. Para simplificar la notacién, y sin perder generalidad, podemos suponer
U C R? ¢ =(a,b) y probar que
0%f 0%f

b b
axay(a’ )= ayax(a ).

Existe ¢ > 0 tal que el cuadrado (a—¢,a+¢) x (b—¢,b+¢) esta contenido en U. Para todo

t € (—¢, ¢), pongamos
et)=fla+t,b+1t)—fla+t,b)—f(a,b+1t)+f(a,b).

Entonces, escribiendo &(x) = f(x,b + t) — f(x,b), vemos que @(t) = &(a+t) — &(a). Por
el Teorema de Valor Medio para funciones de una variable, existe 6 € (0, 1) tal que @(t) =
E'(a+0t) - t, o sea:

& 0ot b+t)—?(a+9t vt

o(t) = ox X

of
Como la funcién ™ : U — R es diferenciable en el punto ¢ = (a, b), tenemos las igualdades:

(Las derivadas no explicitas abajo son tomadas en el punto c.)

of Ol w03f 0%f )
a—x(a—f—et,b—f—t)—a——f—a—xz 9t+ayax-t+p1-t, donde 11_1)1%()1—0,
of OTAANERE )
ax( a+60t,b) = &—Fw Ot + p - t, donde 11_1)13.)p2 =0.
2
De ahi ¢(t) = dyox 12 + p - t?, donde p = p; — p2 ¥ por tanto lim_,op = 0.
: ] @(t) OFF : :
Se sigue entonces que lim; ,q = I B ax(a,b). Un razonamiento semejante, usando la
g 7 . o(t) 0%
funcién &(y) = f(a+t,y) —f(a,y), nos conducird al lim,_,, = = oxdy (a,b). Esto prueba
el Teorema. O
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APENDICE B

Algunos conceptos de algrebra Lineal

En este apéndice desarrollaremos algunos de los resultados mas importantes del Algebra

Lineal

B.1. Normas de Matrices

Debemos observar que las propiedades que definen una norma tienen en cuenta las
operaciones propias de la estructura de espacio vectorial sobre el que se definen: el
producto por escalares y la suma de vectores (desigualdad triangular). Sin embargo las
matrices, en algunos casos, se pueden multiplicar. Una norma sobre R™*™ se dird que
es una norma de matriz cuando al producto se wverifica una propiedad similar a la
desigualdad triangular para la suma. Tomar en consideracién esta propiedad de las

matrices nos conduce a la siguiente definicion:

Definicién B.1. La norma de la matriz || - || sobre R™*™ es una funcion |- || : R™*™ — R

que satisface los siguientes aziomas:
() ||A]| >0, A e Rv*m
(ii) ||A|| =0, st, y sélo st A=0
(i) [|aA]l = [l [|A], o«€R
(w) [[A+ B[ < [IA[[+[B], A,BeR™™

Definicién B.2. Sean 1, v y p normas definidas en R™*™, R™"*P ¢y R™*P  respectivamen-

te. Diremos que W, v y p son consistentes st para todas matrices A € R™*™ y B € R"*P
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se verifica
P(AB) < n(A)v(B).

En particular una norma v definida en R™™™ se dice que es consistente st V(AB) <
v(A)v(B) para todas A, B € R,

Una norma v definida en R™™™ consistente también se dice que es multiplicativa o
submultiplicativa.

Una norma defintda en R™*™ se dice que es una norma de matriz si es consistente.

Un caso particular importante es el de las normas consistentes (también llamadas en
este caso compatibles) con las normas de vector: St v es una norma definida en R™*™ y
v es una norma definida en R™, entonces se dice que v es consistente o compatible con

la norma de vector v st para toda matriz A € R™*™ y todo vector x € R™ se tiene que
V(AX) < p(A)v(x)

Ejemplo B.1. 1. La norma euclidiana en R™*™ serd

e <ZZ |au|2) h

=il =y

2. A esta norma se le llama también norma de Frobenius y se suele representar por

|Allr. En algunos sitios se le llama también norma de Schur o de Hilbert-Schmidt.
Nosotros utilizaremos el nombre euclidiana o de Frobenius.
La norma de Frobenius en R™*™ es una norma de matriz. En efecto, teniendo en

cuenta que la desigualdad de Cauchy-Schwarz y que

n
E aikbkj
k=1

es el producto escalar de la i—ésima fila de A por la j—ésima columna de B,

n n 2
IAB|[} = Z Z ik Dy

',j—l k=1

L&) (5]
_ <i,ki_1 !aik|2> (j; |bkj!2>

= [|AllFIBIfF -
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3. Una de las normas en R™*™" se define como:

Al = max |ai;l
1<i<m
1<j<n
Esta norma en R™*™ no es una norma de matriz como lo demuestra el siguiente

ejemplo:
A= AZ =AA =

Yy IAAL=2>1=[A] |A]

4. en general una norma se define en R™*™ como:
m n 1/p
= (33 )
i=1 j=1
Utilizando la desigualdad de Holder se puede demostrar que en R™*™ esta norma

es una norma de matriz sty solo s1 1 < p < 2.

5. Una pequenia modificacion en la definicion mos permate obtener una norma de
matriz en R™*";

Al =n méx |a;l
I<i,jsn

B.2. Normas de Matriz Inducidas

Una técnica para obtener mormas de matriz a partir de normas vectoriales es la si-

guiente: Sea A € R™*™ y pensemos en A como una transformacion lineal:

A:R* = R™

X — Ax

Consideremos en R™ y R™ normas || ||n ¥ || - ||m respectivamente. Relativamente a estas

normas podemos definir una funcién:

A:R™™ SR
A — f(A)

donde f(A) se define de la siguiente forma:

A
fA) = max 1AX]m
B Tl
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B.3. LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ

Es claro que

[AX[[m
f(A) = = sup |[Ax
0#x€F™ ||X||n Han:lH ||m
Teorema B.1. Sea || - | ¥ || - [|m norma definidas en R™ y R™, respectivamente.
(a) La funcién real f definida en F™*™ por
) . [[AX][m
f(A) = max ||Ax||m =
o, 1A = 0%, T

es una norma que denotaremos con || - |lmmn-

(b) Si A € R™*™ y B € R"*P entonces

[AB[m,p < [[A]fmn

B

np -

En particular, si m =n, entonces la norma || - ||nn €s una norma de matriz.

B.3. La exponencial de una matriz

Una funcion de particular interes en esta seccion es la erponencial de una matriz.

Definiciéon B.3. Dada la matriz A € R™*", la exponencial de A denotada por exp(A) o

A

e, es la matriz de R™*™ definida por:

(0]

exp(A) = Z ,l'Aj

=0 )’
La exp(A) = i J_E!Aj esta bien definida ( ver [2] y [5])
j=0
Teorema B.2. Sean A,B € R™*™ se cumplen las siguientes afirmaciones
(i) ePAPT = PerP L.
(ii) Si AB = BA, entonces eM "B = e/teP.
(i) (er)t=eA

Demostracion. (i) Para k > 0, tenemos

k

k k
1\ 1 1 V]
P<§ j—!N)P L= EOJ_—!PA)P =) j—|(PAP 1y
)=

j=0 j=0 7"
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luego
lim P () LA )Pt = lim y l(PAP—l)]
k—o00 ]' k—o0 ]'
j=0 j=0
de donde
PeAP ! = ePAP”
En lo sucesivo, denotaremos por diag[A;, As, ..., An] € R™*™ a las matrices diagonales
Aimame. - 0
"PAr~ D
o e,
nxn
Teorema B.3. Si D = diag[A, Ay, ..., An], entonces eP = diag[e™, ez, ..., eM].

Demostracion. Se puede probar por induccién que:
D’ = diag(A,, A}, ...,A),), paratodo j €N

luego, para cualquier m > 0 dado, tenemos

Entonces

= diag(e™, e™,...,eM),

lo cual prueba la afirmacién.
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Como caso particular, observemos que la matriz I € R™*" puede escribirse como

matriz diagonal 1 = diagll,1,...,1] y st A € R, entonces Al = diaglA, A, ..., A, luego

eM = diag[e?, e,..., e = eMdiagl1, 1,...,1] =€

B.4. Formas Canonicas

Ahora vamos a agregar a nuestra lista algunos casos de la exponencial.
Sea A € R™*™ de la forma

Al Onl XTg e 0n1 X T
0n2><n1 A2 - Onz X Tm
A =
Onmxnl Onmxng 'k} Am

donde A; € R™*™  para todo1 <i< m, On,xn; €S la matriz cero de R™*™ yn; +n, +
ng + --- + N = N tales matrices son llamadas matrices diagonales por bloques y las
denotaremos por

dreg[AL A, - o

por otro lado consideremos algunas notaciones. Sea A € R™*™ de la forma A = Al + N

en donde A€ R y

gisl1 ¥0 0
Qa0 0
Ne=|: %% . | erom
0 00 1
080 0
0010 0
, |oo0oo01 0

N2 =

0000 0

0000 1
, |ooo0o0 0
Nt =

0000 0
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y NV = 0, es decir, N,, es una matriz nilpotente con orden de nilpotencia n. Para

calcular e* en primer observemos que (AI)N,, = A(N.I) = N (AD), luego
eA — MHNn _ AL N, (B.1)

sabemos que

por otro lado

1
Nn T N2 . n—1
er = L N N2 +7(n_1)!Nn
1 1 1
Ll 2! (n—2)!  (n—1)!
1 1
011 (n—=3)! (n—2)!
= (B.3)
R0 1 1
0=0 .0 0 1
reemplazando (B.2) y (B.3) en (B.1) obtenemos
1 1 1
11 21 7T m—2) (m—2)!
1 1
01 (n—3)! (n—2)!
et =et
D # 1 1
RS0 " - 0 1

Teorema B.4 (Forma Canénica de Jordan para matrices reales). Si A € R™*", entonces
existe una matriz no singular P tal que A = PJP~! donde | = diag — blockl]1, ]2, ..., Jnl

donde cada matriz cuadrada J; es de la forma
Ji = A1+ Ny, con Ay es un autovalor de A.

Finalmente para determinar e™ hacemos uso del Teorema (B.2 inciso 1). en efecto,

sabemos que

A =P'JP

e =eP TP =pleJp
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B.5. Formas Cuadraticas

Nosotros supondremos que todas las matices son reales y cuadradas.

Definicién B.4. Sea A una matriz real simétrica de tamarno n x n la forma cuadrdtica

defintda por A es la funcion

Fao:R™ >R (B.4)
X = Ax - Xx (B.5)
donde - es el producto interno defintdo en R™. La anterior definicion se pudo definir

tambien como producto de matrices de la siguiente manera: Fa(x) = xTAx

12
Ejemplo B.2. Sea A = , entonces la forma cuadrdtica definida por A es la

-

funcidn fa(x) = x2 + 24x;x5 + 19x2 para todo [x1,xs]" € R2.

Teorema B.5 (Cambio de variable en una forma cuadratica). Sea a una matriz real simétri-
ca de tamano n x n y sea P una matriz invertible del mismo tamano, entonces y —

FA(Py) es la forma cuadrdtica definida por la matriz PTAP.

Demostracion.

FA(Py) = APy - Py = PTAPyy

O

Teorema B.6. [Rayleigh / Ritz] Sea A simétrica de tamario n x n. Entonces Apinx' x <

XTAX < AmaxX X

Demostracién. Sea A = VDV~! con V ortogonal y D una matriz diagonal, las columnas
de V forman una base ortonormal de vectores propios de A. Los elementos de la diagonal de
D son los valores propios son A; > Ay > --- > A,,. Al reordenar las columnas, podemos lograr
que la primera columna de V es un vector propio con valor propio A;, la segunda columna de
V es un vector propio con valor propio A, ...y la n—ésima columna es un vector propio con
valor propio A;. Entonces Ax; - xz/||x1||? = Aixq - x1/||x1||%.

Del otro lado

D(Y1,Y2,---»Yn) - (Y1, Y2y - -, Yn) = Ays + Ays + - + Anyd
<MUT+Yi+-+vyd)
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para todo y € R™. Ahora Dy -y < A;||y|? para todo y € R™ implica que Ax - x < A||x||* para
todo x € R™.

Elija y = VTx, entonces
Ax-x=VDV'x-x=Dy-y

< Ayl
= Allx|?

O

Ejemplo B.3. El mdzimo de los valores propios de una matriz stmétrica es mayor o
igual que le mdzimo de los elementos de la diagonal. En particular el mdzimo de los

valores propios de la matriz A definida por

I
A=11 20
3-0 2

es mayor o igual a 2. Eso sigue de inmediato del principio y tercer vector de la base

candnica, obtenemos que el mdzimo de los valores propios es mayor o igual que
A(1,0,1)"-(1,0,1)7/[I(1,0,)|P = (1+3+3+2)/2=4,5

Definicién B.5. A € R™ una matriz stmétrica es definida positiva (defintda negativa) si

y s6lo s1 x"Ax >0 (x"Ax < 0) para todo x € R no cero.

Definicién B.6. A € R™ una matriz simétrica es semi-definida positiva ( semi-definida

negativa) st y sélo st x' Ax >0 (x"Ax < 0) para todo x € R no cero.

Teorema B.7. Sea una matriz de A € R™*™ y x € R™ tal que x # 0, entonces x' Ax =

xTATx.
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Demostracion.

ap;  aiz
az; Q22
-
x'Ax = (X1,X2 ..., Xn)
ani Qn2

= ((1117(1 + XoQ21 + - -+ XnQni, ...

Qin X1
Q2n X2
ann XT\.
X1
X2
y AinXnX1 + -+ Xnann)
Xn

2
= (X1a11X1 + X1X2@21 + - - - + X1 Xn An1) + - - - + (AinXnX1 + - - + X5 Ann)

= (Zay + - +Fx2ainXn) + -+ (@xaXn + - x4 ann)

X1
X2
= (x1Q11 + -+ QnXny ..o, GniXy + -+ XnGnn)
Xn
a;; a2 ani X1
a2 Q22 Q2n X2
= (X1; ,Xn)
ain  Qon Ann Xn
=x"ATx
Teorema B.8. Sea la funcion
V:D — R,
X — X' Px

definida en D C R™ y P una matriz de n x n entonces V'(x) = 2x"P
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Demostracion. Como

P11 - Pin X1
V(x) =x"Px = (x1,...,%n)
Pin - Pan/ \xn
X1
= (X1p11 + F XnPiny - X1Pin + - XnPan) ;o
Xn

nx1l
= (X3pu + -+ XnX1Pin) + -+ (XaXnPin + -+ X5 Pan)
= (xfpu + -+ XaPin) + -+ (PraXaxs + o F Praxaxa)

entonces
oV
a— = 2X1p11 0 A= (anln aintel - - +P1an)
X1
oV
a— — 2annn - - -t (leln 0 +p1nx1)
Xn
entonces

( aX]_ \ aXn )

= (2x1p11 4 -+ + 2XnPin, - - -, 2X1P1n + - + 2XnPn)
=2(x1p11+ -+ XaPiny-- -, X1Pin + -+ + XnPnn)

P P 1
pln pnn

O

Teorema B.9. Sea x"Rx una forma cuadrdtica en R™. Entonces x"Rx es positivamente

definida si y solo si eziste una matriz inversible C € R™™" tal que R=C'C

Demostracién. Supongamos que la forma cuadratica x"Rx es positivamente definida, en-
tonces todo los valores propios de R son estrictamente positivos ademas existe una matriz
invertible P tal que PTRP = I de esto se sigue, que R = (PT)"P~! = C'C, donde C = P~ L.
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Supongamos ahora que existe una matriz inversible C tal que R = CTC. Puesto que C es in-
versible, entonces Cx # 0 para todo vector no nulo x. De esto se sigue, que x'Rx = x"C'Cx =

(Cx)"(Cx) > 0, para todo x # 0. Esto es, la forma cuadratica x'Rx es definida positiva. [
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