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I.10. Álgebras de Lie Solubles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

ii



II. Sistemas de Control 25

II.1. Nociones de Sistemas de Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

II.1.1. Familias de Campos Vectoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

II.2. Sistemas de Control Lineales y Bilineales en Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

II.2.1. Sistemas lineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

II.2.2. Sistemas Bilineales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

II.3. Sistemas de Control sobre Grupos de Lie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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A.2. El álgebra de Lie de campos de vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

A.2.1. Campos de vectores en Rd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

A.3. Campos de vectores ϕ-relacionados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
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siempre será infinita.

Quiero agradecer a todos mis amigos, que siempre confiaron en mi Gustavo, Pamela, Iver, Hugo,
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Me gustaŕıa terminar con un agradecimiento muy especial a mis hermanos Lourdes y Wilson por

ser más que hermanos, mis mejores amigos. A Claudia por todos los bellos momentos que pasamos

juntos, por brindarme su comprensión, apoyo y haberme dado una razón para ser mejor cada d́ıa.

Victor H. Patty

Junio, 2010.

v



Introducción

El problema de controlabilidad de sistemas de control es uno de los problemas abiertos en la teoŕıa

geométrica de sistemas de control. Para sistemas lineales, existe un criterio muy simple, que es la

condición de rango de Kalman, para sistemas no lineales existen solo en algunas situaciones donde

es muy simple verificar condiciones necesarias y suficientes. Al mismo tiempo hacemos mención

de los resultados clásicos obtenidos por Jurdjevic y Sussmann, acerca de sistemas de control in-

variantes a derecha sobre grupos de Lie compactos. Para estos sistemas la condición de rango de

álgebras de Lie (LARC) es una condición necesaria y suficiente en el caso en que el sistema de

control es anaĺıtico. Con el desarrollo de la teoŕıa geométrica de los semigrupos generados por el

sistema de control, se obtienen nuevos métodos en el estudio de la controlabilidad de sistemas

invariantes sobre grupos de Lie. Uno de esos métodos es utilizado por Hilgert, Hofmann y Lawson,

estudiando controlabilidad sobre grupos de Lie solubles y nilpotentes, obteniendo condiciones ne-

cesarias y suficientes en estos casos. Controlabilidad sobre grupos nilpotentes es estudiado también

por Ayala [1], con diferentes métodos.

El propósito del presente trabajo es realizar el análisis detallado de la controlabilidad de sistemas

bilineales de control definidos en el plano R2, es decir, los sistemas de control de la forma

ẋ = Ax + uBx (1)

con controles admisibles u ∈ R (localmente integrables). Aqúı x ∈ R2 − {0}, y A,B son matrices

de 2×2. Si consideramos controles constantes por pedazos, entonces tenemos que (1) es controlable
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si y solo si el semigrupo

SΣ = {et1X1 · · · etkXk : ti ≥ 0, Xi = A,±B, k > 0}

generado por Σ = {A,±B} es transitivo sobre R2 − {0}, en este caso tenemos que dados x, y ∈
R2 − {0} existe un g ∈ SΣ tal que gx = y.

Ahora recordemos también que una condición necesaria para la controlabilidad del sistema, es que

el grupo

GΣ = {et1X1 · · · etkXk : ti ∈ R, Xi = A,±B, k > 0}

generado por Σ = {A,±B} es transitivo sobre R2 − {0}.

Además, una suposición natural en la teoŕıa de sistemas de control es que GΣ sea un subgrupo de

Lie conexo del grupo GL(2) de todas las matrices inversibles de 2×2 y que SΣ ⊂ GΣ tenga interior

no vaćıo en la topoloǵıa de GΣ, esto se pide para que nuestro sistema sea localmente accesible.

Además el álgebra de Lie de GΣ esté generada por las matrices A y B.

Con esas suposiciones, ahora nos dedicamos a encontrar los subgrupos que son transitivos sobre

R2 − {0}. Usando argumentos de la teoŕıa de Lie, probaremos que los únicos grupos conexos

transitivos son GL+(2), el grupo de las matrices con determinante positivo, el grupo SL(2) de las

matrices con determinante uno, y SO(2)×R+1 que es isomorfo al grupo C∗ de números complejos

no nulos. El análisis del grupo GL+(2) se reduce al caso del grupo SL(2), luego el estudio de este

grupo es esencial en este trabajo. En este contexto mostraremos que un semigrupo S ⊂ SL(2),

con puntos interiores coincide con SL(2) si y solo si es transitivo sobre el espacio real proyectivo

P1, el conjunto de todos los subespacios de dimensión uno de R2.

El presente trabajo está dividido en cuatro caṕıtulos y un apéndice.

En el primer caṕıtulo damos los conceptos necesarios sobre la teoŕıa de Lie, más precisamente

detallamos los resultados centrales acerca de Grupos de Lie y sus correspondientes Álgebras de

Lie, las relaciones que existen entre ambos conceptos y la riqueza de su estudio.

En el segundo caṕıtulo desarrollamos los conceptos fundamentales y resultados de la Teoŕıa de

Sistemas de Control. Presentamos los sistemas de control lineales y bilineales en Rn, enunciamos
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resultados sobre la controlabilidad de los sistemas lineales y mediante un ejemplo mostramos la

utilidad de usar los sistemas bilineales en lugar de un sistema lineal con el propósito de obtener

controlabilidad. Finalmente consideramos los sistemas de control que tienen como espacio estado a

un Grupo de Lie, mostrando cuales son las propiedades que se obtienen al considerar la invariancia

de dicho espacio de estados.

En el tercer caṕıtulo realizamos un estudio de los grupos de Lie lineales que son transitivos sobre

R2 − {0}, posteriormente buscamos dentro de SL(2) semigrupos con interior no vaćıo que son

transitivos sobre P1, obteniendo aśı uno de los resultados centrales de está tesis, que afirma la no

existencia de tales semigrupos. Finalmente demostramos que el único semigrupo dentro de SL(2)

que actúa transitivamente sobre el plano es SL(2).

En el cuarto caṕıtulo realizamos un análisis para la controlabilidad del sistema bilineal, conside-

rando el caso en que trA = trB = 0. Buscamos el criterio mediante el signo de det A y det B, esto

para conocer sus autovalores. Posteriormente mostraremos el resultado central de está tesis, este

resultado caracteriza la controlabilidad del sistema (1) con la suposición que A y B son matrices

de traza cero, su enunciado asegura que la controlabilidad es equivalente a det[A,B] < 0.
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CAPÍTULO I

Grupos y Álgebras de Lie

Los grupos de Lie sin duda son la clase más importante de variedades diferenciables. Los grupos

de Lie son variedades que tienen una estructura de grupo compatible con la estructura diferencial.

Ejemplos bien conocidos de grupos de Lie (de matrices) son el grupo general lineal, el grupo

especial lineal y el grupo ortogonal.

En este caṕıtulo veremos en conjunto los fundamentos necesarios para la comprensión del presente

trabajo. De central importancia para la Teória de Lie, es la relación entre un grupo de Lie y su

álgebra de Lie, que posteriormente veremos que es el conjunto de campos de vectores invariantes

por la izquierda(o por derecha) o isomórficamente el espacio tangente en la identidad. Estudia-

remos la correspondencia entre subgrupos y subálgebras; entre homomorfismos de grupos de Lie

y homomorfismos de sus álgebras de Lie. También estudiaremos las propiedades de la aplicación

exponencial el cual es una generalización a grupos de Lie arbitrarios de la exponenciación de ma-

trices y que provee un v́ınculo clave entre un grupo de Lie y su álgebra de Lie. Investigaremos la

representación adjunta y se próbara el teorema del subgrupo cerrado de Cartan. Finalmente se

enunciarán las nociones básicas de álgebras de Lie Solubles y posteriormente el teorema funda-

mental sobre álgebras de Lie Solubles que será usado de manera fundamental en el caṕıtulo 3. La
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I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 2

principal fuente de consulta para la comprensión de este caṕıtulo es [16].

I.1. Definiciones y ejemplos

Definición I.1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada de una estructura de

grupo tal que las aplicaciones G×G → G y G → G definidas respectivamente por

(x, y) 7→ xy, x 7→ x−1

son C∞, o equivalentemente la aplicación G×G → G definida por (x, y) 7→ xy−1 es C∞.

Ejemplo I.2. Sea G = Rn, con la estructura natural de variedad diferenciable y la operación de

grupo dada por la adición de vectores. En estas condiciones G es un grupo de Lie.

Ejemplo I.3 (El grupo general lineal). El conjunto de matrices cuadradas n × n inversibles

con entradas reales denotado por GL(n,R), es un grupo con respecto al producto de matrices.

En efecto, recordemos que una matriz A ∈ M(n,R) es invertible si y sólo si det A 6= 0. Lue-

go si A,B ∈ GL(n,R) entonces de las propiedades elementales de la aplicación determinante,

det(AB) = det A det B y det(A−1) = (det A)−1, tenemos que AB ∈ GL(n,R) y A−1 ∈ GL(n,R).

Ya que la aplicación determinante es continua por ser n-lineal sobre sus vectores columna, tenemos

que el conjunto GL(n,R) = det−1(R−{0}) es abierto, por tanto hereda la estructura de variedad

diferenciable. Ahora el producto de dos matrices es diferenciable pues las entradas de AB es un

polinomio con entradas de A y B. La diferenciabilidad de la inversa se sigue similarmente de la

regla de Crammer’s: (A−1)ji = det Aij

det A
donde Aij es la matriz obtenida de A quitando la fila i y la

columna j.

Ejemplo I.4 (El grupo especial lineal). Nuevamente consideremos la función real det : Rn2 ≈
M(n,R) → R que es de clase C∞. Por la expresión general de la derivada de una función n-lineal,

se tiene

(det)′(X)H =
n∑

i=1

det(X1, ...H i, ..., Xn), X,H ∈ M(n,R).

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 3

En particular, para X = I = matriz identidad n× n,

(det)′(I)H =
n∑

i=1

det(e1, ...H
i, ..., en) =

∑
i

hi
i = trH

y

∂ det

∂xr
s

(X) = (det)′(X)Er,s = (−1)r+s det Xr
s .

Consideremos la restricción det : GL(n,R) → R. De la expansión del determinante a lo largo

de una linea (o columna), se sigue que, dada A ∈ GL(n,R), existe algún determinante menor

det(Ar
s) 6= 0. Esto muestra que det : GL(n,R) → R es una submersión de clase C∞. En otras

palabras, todo número real no nulo c es un valor regular de det.

Se concluye que el conjunto

SL(n,R) = {X ∈ GL(n,R) : det X = 1} = (det)−1(1)

es una superficie (por tanto una variedad) de dimensión n2 − 1 y clase C∞ en Rn2
. SL(n,R) es

llamado el grupo especial lineal o grupo unimodular. Evidentemente, si X, Y ∈ SL(n,R) entonces

XY ∈ SL(n,R) y X−1 ∈ SL(n,R). O sea, SL(n,R) es un subgrupo de GL(n,R), que es una

variedad C∞. Por lo tanto un grupo de Lie. El espacio tangente a SL(n,R) en I es el conjunto

de todas las matrices de traza cero.

Ejemplo I.5 (El grupo ortogonal). El conjunto O(n,R) de todas las matrices reales n×n, X tales

que XX t = I. Se tiene que O(n,R) es un subgrupo de GL(n,R). Geométricamente, un operador

lineal en Rn es una isometŕıa (esto es, preserva distancias) si y solo si su matriz con respecto a

la base canónica es ortogonal.

Vamos a demostrar que O(n,R) es una superficie compacta de dimensión n
2
(n− 1) y clase C∞ en

Rn.

Consideremos la aplicación de clase C∞

f : M(n,R) → S(n,R) ≈ Rn2

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 4

donde S(n,R) es el conjunto de matrices simétricas, definida por f(X) = XX t. Si mostramos

que I ∈ S(n,R) es un valor regular de f entonces concluiremos que O(n,R) = f−1(I) es una

superficie de dimensión n2 − n
2
(n + 1) = n

2
(n− 1) en Rn2

.

Sea por tanto X ∈ f−1(I) = O(n,R). Queremos probar que la derivada f ′(X) : M(n,R) →
S(n,R), dada por f ′(X)H = XH t + HX t, es sobreyectiva. Dada S ∈ S(n,R), sea V = SX

2
.

Entonces

f ′(X)V = X(
SX

2
)t + (

SX

2
)X t = (XX t)

S

2
+

S

2
XX t = S.

El espacio tangente a O(n,R) en la identidad es el conjunto de matrices antisimétricas como se

puede ver fácilmente.

Ejemplo I.6 (El grupo de Heisenberg de dimensión tres). Se define por

G =

{



1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1


 : x1, x2, x3 ∈ R

}
.

La aplicación ϕ : G → R3 definida por

ϕ(




1 x1 x3

0 1 x2

0 0 1


) = (x1, x2, x3)

es un difeomorfismo. En particular, G es subconjunto cerrado de GL(3,R) pero no es compacto,

además, es conexo y simplemente conexo. La estructura de grupo abstracto de G está definida por

la multiplicación de matrices. Se induce en R3 una estructura de grupo requiriendo que ϕ sea un

homomorfismo de grupos, esta operación está dada por

(x1, x2, x3) ∗ (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 + x1y2).

El primer paso en el estudio de los grupos de Lie consiste en la construcción de las álgebras de

Lie asociadas a dichos grupos.

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS 5

De ahora en adelante siempre que se mencionen espacios vectoriales serán reales.

Definición I.7. Un álgebra de Lie consiste de un espacio vectorial g dotado de un producto

(corchete o conmutador)

[·, ·] : g × g → g

con las siguientes propiedades:

1. bilinealidad;

2. antisimetŕıa, es decir, [X, Y ] = −[Y,X] para todo X, Y ∈ g, o equivalentemente, [X, X] = 0

para todo X ∈ g.

3. Satisface la identidad de Jacobi, esto es, para todo X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z, X]] + [Z, [X, Y ]] = 0.

En general, un álgebra es un espacio vectorial g dotado de un producto, esto es, una aplicación

g× g → g. Cualquier aplicación de este tipo que merece el nombre de producto debe ser bilineal.

La antisimetŕıa y la identidad de Jacobi son caracteŕısticas de las álgebras de Lie. Otros tipos

de álgebras tienen otros tipos de propiedades que la definen. Existen por ejemplo las álgebras

asociativas, es decir, las que verifican x(yz) = (xy)z. Conviene observar que el corchete no es en

general asociativo, pues en cualquier circunstancia [[X,X], Y ] = 0 en tanto [X, [X,Y ]] no siempre

se anula.

Definición I.8. Sea g un álgebra de Lie. Un subálgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h

de g que es cerrado respecto al corchete, esto es, [X, Y ] ∈ h si X,Y ∈ h.

Ejemplo I.9. Álgebras abelianas:[·, ·] = 0. En este caso la estructura de álgebra de Lie no enriquece

la estructura de espacio vectorial.

1. Todo subespacio vectorial de dimensión 1 de un álgebra de Lie, es una subálgebra abeliana.

2. Todo subespacio de un álgebra abeliana es un subálgebra.

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



I.2. EL ÁLGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE 6

Ejemplo I.10. Álgebras de dimensión ≤ 2.

1. dimg = 1. Se sigue de la antisimetŕıa del corchete que g es abeliana.

2. dimg = 2. Existen dos posibilidades.

a) g es abeliana.

b) Existe una base {X,Y } de g tal que [X, Y ] = Y , luego el corchete de dos elementos

cualesquiera de g estará dado por

[aX + bY, cX + dY ] = (ad− bc)[X, Y ] = (ad− bc)Y.

En efecto, supongamos que g no sea abeliana y sea {X ′, Y ′} una base de g. Entonces

[X ′, Y ′] 6= 0, pues en caso contrario g seŕıa abeliana. Sea Y ′′ = [X ′, Y ′] y se escoge X ′′

de tal forma que {X ′′, Y ′′} es una base de g. Entonces X ′′ = aX ′ + bY ′, Y ′′ = cX ′ + dY ′ y

[X ′′, Y ′′] = αY ′′

con α 6= 0, en caso contrario el álgebra seŕıa abeliana. Los elementos X = 1
α
X ′′, Y = Y ′′

forman la base requerida. Las álgebras

g = {

a b

0 −a


 : a, b ∈ R} y g = {


a b

0 0


 : a, b ∈ R}

son ejemplos concretos de álgebras de Lie no abelianas de dimensión dos.

I.2. El álgebra de Lie de un grupo de Lie

Definición I.11. Sean G un grupo de Lie y g ∈ G. Las traslaciones izquierda y derecha por g,

son respectivamente las aplicaciones Lg : G → G y Rg : G → G definidos por

Lg(h) = gh, Rg(h) = hg

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



I.2. EL ÁLGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE 7

para todo h ∈ G.

Estas aplicaciones son diferenciables pues resultan de la composición de aplicaciones diferenciables.

En realidad, ambas traslaciones son difeomorfismos, ya que

Lg ◦ Lg−1 = Rg ◦Rg−1 = IG.

Definición I.12. Un campo de vectores X en G se dice invariante a izquierda, si X es Lg-

relacionado consigo mismo para todo g ∈ G, es decir

D(Lg) ◦X = X ◦ Lg

para todo g ∈ G. Similarmente definimos los campos de vectores invariantes a derecha, el campo

vectorial X es invariante a derecha si es Rg-relacionado con sigo mismo para todo g ∈ G.

Los campos de vectores invariantes a izquierda y derecha están completamente determinados por

su valor en la identidad; pues, para todo g ∈ G la condición de invariancia a izquierda, por ejemplo,

implica que

X(g) = D(Lg)1(X(1)).

Luego cada elemento de T1G determina un único campo de vectores invariante a izquierda y un

único campo de vectores invariante a derecha. Dado A ∈ T1G denotaremos por Al y Ar los campos

vectoriales a izquierda y derecha definidos por:

Al(g) = D(Lg)1(A), Ar(g) = D(Rg)1(A).

Denotaremos por Invl el conjunto de los campos de vectores invariantes a izquierda y por Invr

el de los campos invariantes a derecha. Estos conjuntos son subespacios vectoriales del espacio de

todos los campos de vectores en G (y ambos son generalmente distintos), ya que D(Lg) y D(Rg)

son aplicaciones lineales sobre los campos de vectores. Las aplicaciones A ∈ T1G 7→ Al ∈ Invl y

A ∈ T1G 7→ Ar ∈ Invr son ambos isomorfismos entre espacios vectoriales.

Es fácil demostrar que si X e Y son campos de vectores invariantes a izquierda en un grupo de
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Lie G, [X, Y ] es invariante a izquierda; en efecto, al ser Lg : G → G un difeomorfismo se cumple

que D(Lg)[X,Y ] = [D(Lg)(X), D(Lg)(Y )] = [X,Y ] de donde concluimos que [X,Y ] es invariante

a izquierda. Análogamente, si dos campos X e Y son invariantes a derecha entonces [X, Y ] es

invariante a derecha.

Los espacios Invl y Invr son, luego, subálgebras de Lie del álgebra de Lie de los campos de vectores

en G. Aśı, ambas son álgebras de Lie. Además, si A ∈ T1G se cumple que D(i)(Ar) = (−A)l, donde

i : g → g−1. Luego D(i) es un isomorfismo entre Invl y Invr. Por otra parte, como vimos T1G

es isomorfo tanto a Invl como a Invr. A través de estos isomorfismos se inducen naturalmente

los corchetes de Lie sobre T1G. Esos corchetes son dados por [A,B]l = [Al, Bl](1) y [A,B]r =

[Ar, Br](1). Evidentemente [A, B]r = −[A,B]l, luego ambas estructuras de álgebras de Lie sobre

T1G inducidas por los corchetes mencionados son isomorfas por la aplicación −I : T1G → T1G.

Definición I.13. El álgebra de Lie de G, denotada por g o L(G), es cualquiera de las álgebras

isomorfas Invl, Invr, (T1G, [·, ·]l), (T1G, [·, ·]r).

Ejemplo I.14. Sea G = GLn(R) el grupo de las transformaciones lineales inversibles de Rn, o

lo que es lo mismo, el grupo de las matrices n × n inversibles. Fijando g ∈ G, las traslaciones a

izquierda a derecha Lg y Rg pueden ser extendidas a todo el espacio de las matrices, dando origen

a transformaciones lineales de Mn(R) y luego el fibrado tangente a G se identifica con G×Mn(R).

De ah́ı que un campo de vectores X en G no es nada mas que una aplicación X : G → Mn(R).

Además, por esta identificación, las trasformaciones lineales Lg y Rg satisfacen D(Lg)h = Lg y

D(Rg)h = Rg para cualesquiera h, g ∈ G.

A partir de esas observaciones es posible describir los campos invariantes en G. Suponga que

X : G → Mn(R) es invariante a izquierda. Entonces, para todo g ∈ G,

X(g) = D(LG)1(X(1)) = Lg(X(1)) = gX(1).

Luego, los campos invariantes por izquierda son de la forma XA(g) = gA con A una matriz en

T1G. En coordenadas locales el corchete de Lie de dos campos vectoriales es dado por

[X,Y ] = dY (X)− dX(Y ).
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Para una matriz A, XA se extiende a una aplicación lineal en el espacio de las matrices. Por

tanto, DXA = XA. Aśı, aplicando esa fórmula del corchete a XA y XB, se obtiene

[XA, XB](g) = (gA)B − (gB)A

esto es, [XA, XB] = XAB−BA.

Ejemplo I.15. Todo espacio vectorial de dimensión finita V admite una estructura natural de

variedad diferenciable. Sean {ei} una base de V y {ri} su base dual. Entonces existe una identifi-

cación natural del espacio tangente TpV a V en p con el mismo V , dada por

Σai
∂

∂ri

|p ←→ Σaiei.

Se sigue que este espacio vectorial con su operación suma es un grupo de Lie.

Ejemplo I.16. Álgebra de Lie de Rn. Sea G = (Rn, +). Fijando v ∈ Rn, las traslaciones a

izquierda y derecha son

Lv(x) = Rv(x) = x + v.

Por tanto, D(Lg)y = D(Rg)y = I para todo y ∈ Rn. Luego tenemos que los campos X invariantes

a izquierda son constantes, pues X(x) = D(Lx)0X(0) = X(0) = v. Como el corchete de campos

constantes es cero, la álgebra de Lie del grupo abeliano (Rn, +) es abeliana, esto es, [X, Y ] = 0

para todo X,Y campos invariantes en Rn.

Ejemplo I.17. Sean G y H grupos de Lie. Entonces, el producto cartesiano G × H admite la

estructura de variedad producto y la estructura de grupo producto, haciendo de este un grupo de

Lie. Si g y h son sus álgebras de Lie, entonces la álgebra de Lie de G × H es g × h, donde el

corchete está dado por

[(X1, Y1), (X2, Y2)] = ([X1, X2], [Y1, Y2]).
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I.3. La aplicación exponencial

La aplicación exponencial exp : g → G es el objeto central para transportar al grupo de Lie

G propiedades de su álgebra de Lie g. La idea básica de su construcción es que, por definicón

los elementos de g son ecuaciones diferenciales ordinarias en G (campos invariantes), que poseen

flujos, los cuales son formados por difeomorfismos locales de G. Estos elementos se identifican

naturalmente con elementos de G, permitiendo construir, a partir de X ∈ g, un subgrupo de G

parametrizado por t ∈ R.

Para colocar esos comentarios de manera precisa, sea X un campo invariante (a izquierda o a

derecha en G). La invariancia de X tiene por consecuencia la siguiente simetŕıa del flujo Xt:

supongamos que X es un campo invariante a izquierda, tomemos g, h ∈ G y consideremos la

curva

α(t) = Lg(Xt(h)) = gXt(h).

Su dominio es un intervalo abierto de R conteniendo a 0. Como X0(h) = h, α(o) = gh. Además,

α′(t) = D(Lg)Xt(h)(X(Xt(h))) = X(gXt(h)) = X(α(t)),

por la invariancia de X. Aśı, α es solución de

dg

dt
= X(g)

con condición inicial α(0) = gh, esto es, α(t) = Xt(gh). Eso significa que

Xt(gh) = gXt(h), X ∈ Invl.

Tomando h = 1, Xt(g) = gXt(1). Esto es, la solución que pasa por g es obtenida por traslación de

la solución que pasa por el elemento neutro. Aśı, todas las trayectorias se prolongan por el mismo

intervalo de R. Eso, permite demostrar que los campos invariantes son completos.

Proposición I.18. Un campo invariante (a izquierda o a derecha) es completo. Además, si A ∈
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T1G, entonces (Ar)t(1) = (Al)t(1) para todo t ∈ R y la aplicación

t ∈ R 7−→ (Ar)t(1) ∈ G

es un homomorfismo del grupo aditivo R a valores en G.

Demostración. Sea X un campo invariante a izquierda. Para mostrar que X es completo basta

mostrar que la trayectoria Xt(1) que pasa por el elemento neutro en t = 0 se prolonga para todo

R. Sea (α, β) el dominio de definición de la solución maximal t 7→ Xt(1). Supongamos que β < ∞.

Entonces, Xβ
2
(1) está bien definida y la trayectoria s 7→ Xs(Xβ

2
(1)) se prolonga sobre (α, β), pues

las trayectorias de un campo invariante se prolongan sobre el mismo intervalo. Ese prolongamiento

permite definir la curva σ : (α, 3β/2) → G por

σ(t) =





Xt(1)

Xt−β/2(Xβ/2)

.

Es claro que σ(0) = 1, y por definición se ve que σ es una solución de la ecuación dg
dt

= X(g) que

se prolonga a (α, 3β/2) contradiciendo el hecho que (α, β) es el intervalo de definición máximo

que pasa por 1. Con eso queda demostrado que el campo es completo.

Con esta proposición tenemos la definición siguiente.

Definición I.19. Sea A ∈ T1G. Entonces, exp A = (Ar)1(1) = (Al)1(1).

La aplicación exponencial es de la forma exp : g → G. Por las identificaciones anteriores, si X es

un campo invariante exp X tiene sentido y es el valor en 1 ∈ R de la solución de X que pasa por

el elemento neutro cuando t = 0. Por la proposición anterior, la aplicación t 7→ exp(tX), X ∈ g,

es un homomorfismo. Por tanto,

{exp(tX) : t ∈ R}

es un subgrupo de G, denominado subgrupo a 1-parámetro generado por X.

A continuación se enuncian algunas propiedades de la aplicación exponencial.
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Proposición I.20. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si X es invariante a derecha entonces Xt = Lexp(tX), esto es, Xt(g) = exp(tX)g.

2. Si X es invariante a izquierda entonces Xt = Rexp(tX), esto es, Xt(g) = g exp(tX).

3. exp 0 = 1.

4. Para todo X ∈ g y t, s ∈ R,

exp(t + s)X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX),

esto es, los elementos del subgrupo {exp(tX) : t ∈ R} conmutan entre si.

5. Sean X,Y ∈ g. Entonces [X, Y ] = 0 si y sólo si, exp(tX) exp(sY ) = exp(sY ) exp(tX).

La aplicación exponencial fue definida a través de la solución de la ecuación diferencial dg/dt =

X(g), con X invariante. El conjunto de las ecuaciones definidas (por ejemplo) por los campos

invariantes a derecha puede ser colocada en una única ecuación independiente del parámetro

A ∈ T1G, escribiendo
dg

dt
= f(A, g)

donde f : T1G × G → G es dada por f(A, g) = D(Rg)1(A) y es de clase C∞. Por tanto las

soluciones de la ecuación dependen diferenciablemente del parámetro A. Aśı, exp : g → G es una

aplicación diferenciable. Además es fácil ver que D(exp)0 = Id, luego por el teorema de la función

inversa, existe un entorno U de 0 ∈ g y un entorno V de 1 en G tal que exp |U : U → V es un

difeomorfismo. Y si G es un grupo de Lie conexo y g ∈ G, existen X1, ..., Xr ∈ g tal que

g = exp(X1) · · · exp(Xr).

Pues en un grupo de Lie conexo tenemos que si U es un entorno de la identidad entonces

G =
∞⋃

n=1

Un,

como se demuestra en la proposición de abajo.
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Teorema I.21. Sea G un grupo de Lie conexo y sea U una vecindad de e. Entonces,

G =
∞⋃

n=1

Un

donde Un consiste de todos los productos de n elementos de U . (Se dice que U genera G.)

Demostración. Sea V un subconjunto abierto de U que contenga a e tal que V = V −1 (donde

V −1 = {x−1 : x ∈ V }). Por ejemplo, V = U ∩ U−1 verifica tal propiedad. Sea

H =
∞⋃

n=1

V n ⊂
∞⋃

n=1

Un.

Entonces H es un subconjunto abstracto de G y es un subconjunto abierto de G pues x ∈ H

implica que xV ⊂ H Aśı cada clase mod H es abierto en G. Ahora, H es el complemento en G de

la unión de todas las clases mod H diferentes del mismo H. Luego H es un subconjunto cerrado

de G. Como G es conexo y H es no vaćıo entonces G = H. De esto último con la inclusión de

encima, tenemos el resultado.

Ejemplo I.22. Como fue visto los campos de vectores invariantes por izquierda en GLn(R) son

de la forma X(g) = gA, con A una matriz de n × n. La ecuación diferencial asociada a X es el

sistema lineal
dg

dt
= gA

en el espacio de las matrices. Su solución fundamental está dada por la exponencial de matrices,

que coincide, por tanto, con la aplicación exponencial en GLn(R).

Ejemplo I.23. Vimos que en (Rn, +) los campos invariantes son constantes: X(x) = v. El flujo

de estos campos está dado por las traslaciones Xt(x) = x + tv. Tomando x = 0 se tiene que

exp(tv) = tv.

En particular, exp(v) = v y exp = Id.

Ejemplo I.24. Si G y H son grupos de Lie con álgebras de Lie g y h respectivamente, entonces

exp(X, Y ) = (exp X, exp Y ) si (X,Y ) ∈ g × h, el álgebra de Lie de G×H.
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I.4. Homomorfismos

Sean G y H dos grupos de Lie. Un homomorfismo de grupos de Lie φ : G → H, es un ho-

momorfismo entre grupos que es diferenciable. La misma terminoloǵıa se aplica a isomorfismos y

automorfismos entre grupos de Lie. Teniendo en cuenta el hecho de que los grupos de Lie deben ser

estudiados a través de sus álgebras de Lie, los homomorfismos entre grupos de Lie serán descritos

a través de homomorfismos entre sus álgebras de Lie.

Un homomorfismo entre las álgebras de Lie g y h es una transformación lineal θ : g → h que

satisface θ[X,Y ] = [θX, θY ] para todo X, Y en g. La relación entre los homomorfismos de grupos

y álgebras de Lie es dada por la diferencial en el elemento neutro.

Proposición I.25. Sean G y H grupos de Lie con álgebras de Lie g y h respectivamente. Sea

θ : G → H un homomorfismo diferenciable y tomemos X ∈ g. Entonces,

θ(exp X) = exp(dθ1(X)).

Proposición I.26. Sean G y H grupos de Lie con álgebras de Lie g y h respectivamente. Sea

θ : G → H un homomorfismo diferenciable y tomemos X ∈ g. Entonces, dθ1 : g → h es un

homomorfismo.

La proposición anterior significa que homomorfismos de grupos de Lie inducen homomorfismos

de Lie entre álgebras de Lie correspondientes. El procedimiento inverso, la construcción de ho-

momorfismos de grupos que extienden homomorfismos de álgebras de Lie no siempre es posible,

esto es, si G y H son grupos de Lie con álgebras de Lie g y h respectivamente, y θ : G → H un

homomorfismo, no siempre existe un homomorfismo φ : G → H tal que θ = dφ1. Como veremos

en el caso en que G es simplemente conexo, todo homomorfismo cuyo dominio es el álgebra de Lie

g de G se extiende a un homomorfismo diferenciable con dominio G. Sin embargo, independiente

de la existencia de homomorfismos globales, siempre es posible realizar una construcción local.

Remarca I.27. Tomemos G = S1 y H = R. Entonces, dimg = dimh = 1; por tanto existe un

isomorfismo entre g y h. Mas, ningún isomorfismo es de la forma dφ1, pues el único homomorfismo
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G → H es constante, ya que S1 es compacto y {0} es el único subgrupo de R contenido en un

compacto. Y como se ve claramente lo que está en juego aqúı son las propiedades topológicas

globales del grupo G.

I.5. Representaciones

Definición I.28. Sea V un espacio vectorial y gl(V ) el álgebra del grupo de Lie de las transforma-

ciones lineales de V . Si G un álgebra de Lie, una representación de G en V es un homomorfismo

ρ : G → gl(V ). El álgebra V se denomina espacio de representación en cuanto que su dimensión

es la dimensión de la representación. Una representación ρ es fiel si ker ρ = {0}.

La noción de representación está asociada a la idea de describir las álgebras de Lie como subálge-

bras de las transformaciones lineales. En el caso de las representaciones fieles, g es isomorfa a im

g. En el caso de dimensión finita toda álgebra de Lie se puede considerar de transformaciones

lineales, es decir, de matrices. Ese resultado es el teorema

Teorema I.29 (Ado). Toda álgebra de Lie de dimensión finita admite una representación fiel de

dimensión finita.

La demostración de este teorema puede ser encontrada en [16].

Ejemplo I.30. Sea g un álgebra de Lie no abeliana de dimensión dos y sea {X, Y } una base tal

que [X, Y ] = Y . La única transformación lineal ρ : g → gl(2) que satisface

ρ(X) =


1/2 0

0 −1/2


 , ρ(Y ) =


0 1

0 0




define una representación fiel de g de dimensión dos. Su imagen es

imρ = {

a b

0 −a


 : a, b ∈ R}
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Ejemplo I.31. Sean g un álgebra de Lie de dimensión 3 con base {X ′, Y ′, Z ′} sujeta a las rela-

ciones [Z ′, X ′] = 2X ′, [Z ′, Y ′] = −2Y ′ y [X ′, Y ′] = Z ′. Sea ρ : g → gl(2) la única transformación

lineal tal que

ρ(X ′) =


0 1

0 0


 , ρ(Y ′) =


0 0

1 0


 , ρ(Z ′) =


1 0

0 −1


 .

Entonces, ρ define una representación fiel, obsérvece que img = sl(2).

I.6. Representación Adjunta

Definición I.32. Sea V un espacio vectorial y gl(V ) el álgebra del grupo de Lie de las transforma-

ciones lineales de V . Si G es un grupo de Lie, una representación de G en V es un homomorfismo

ρ : G → gl(V ). El álgebra gl(V ) se denomina espacio de representación en cuanto que su dimen-

sión es la dimensión de la representación.

Existe una representación natural del grupo de Lie G en su álgebra de Lie. En efecto, un elemento

g ∈ G define el automorfismo interno Cg : G → G definido por

Cg(x) = gxg−1.

Como Cg(1) = 1 y la aplicación es un difeomorfismo, d(Cg)1 es una aplicación lineal de g → g y

es un isomorfismo. De ah́ı que g 7→ d(Cg)1 es una representación de G en g.

Definición I.33. La representación adjunta Ad : G → GL(g), de G en su álgebra de Lie g es

definida por

Ad(g) = d(Cg)1 = d(Lg ◦Rg−1)1 = d(Rg ◦ Lg−1)1

Ad(g) = d(Cg)1 es un homomorfismo de g, además vale la siguiente fórmula, bastante usada en

relaciones que involucran a la adjunta:

g exp(X)g−1 = exp(Ad(g)X).

La representación infinitesimal de Ad es una representación del álgebra de Lie g en si misma. La
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representación infinitesimal es la representación adjunta de g.

Definición I.34. Sea g un álgebra de Lie. Su representación adjunta es la aplicación ad : g →
gl(g) definida por

ad(X)Y = [X, Y ].

La aplicación ad es de hecho un homomorfismo de álgebras de Lie, donde el corchete en gl(g) es

dado por el conmutador. De hecho ad(X), X ∈ g son derivaciones de g. Ellas son denominadas

derivaciones internas de g.

Proposición I.35. Sea G un grupo de Lie, con álgebra de Lie g, con el corchete dado por los cam-

pos invariantes a izquierda. Entonces, la representación infinitesimal asociada a su representación

adjunta Ad es la representación adjunta ad de g. En otras palabras:

1. d(AD)1(X) = ad(X), X ∈ g.

2. Ad(exp X) = exp(ad(X)).

Una importante consecuencia de esta proposición es que en el caso en que G es conexo las fórmulas

anteriores nos ayudan a caracterizar Ker(Ad).

Proposición I.36. Sea

Z(G) = {g ∈ G : gh = hg, ∀h ∈ G}

el centro de G. Entonces, Z(G) ⊂ Ker(Ad). Suponga que el grupo de Lie G es conexo, entonces

Z(G) = Ker(Ad).

Esta proposición está en concordancia con el hecho que el núcleo Ker(Ad) de la representación

adjunta de g es su centro

z(g) = {X ∈ g : [X,Y ] = 0,∀Y ∈ g}.

Será mostrado posteriormente que Z(G) es un subgrupo de Lie de G, cuya subálgebra de Lie es

el centro de g.
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Ejemplo I.37. En GLn(R), Ad(g) coincide con la conjugación Cg, pues Cg se extiende a una

transformación lineal en el espacio de las matrices, por tanto coincide con Ad(g) que es su dife-

rencial en su identidad. En otras palabras, si X ∈ gl(R) y g ∈ GLn(R) entonces

Ad(g)X = gXg−1.

En el centro de GLn(R) es el grupo de las matrices escalares aI, a 6= 0. Apesar que GLn(R) tenga

dos componentes conexas, la expresión para Ad(g) confirma de inmediato que

Z(GLn(R)) = ker(Ad).

I.7. Subgrupos de Lie

Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es un subgrupo H que, al mismo tiempo, es una subva-

riedad quasi-regular. La condición de quasi-regular garantiza que el producto en H es diferenciable

en relación a su estructura intŕınsica, pues H es localmente conexo. Un subgrupo de Lie, luego,

es a su vez un grupo de lie tal que la inclusión H → G es un homomorfismo diferenciable. Las

componentes conexas de la identidad de un subgrupo de Lie son a su vez subgrupos de Lie.

I.8. Subálgebras de Lie

El principio que dirige la construcción de la teoŕıa de grupos de Lie es el de obtener información

sobre la estructura de los grupos de Lie a partir de las álgebras de Lie. Siguiendo ese principio,

los subgrupos de Lie de G con álgebra de Lie g son estudiados relacionándolos con subálgebras de

g, estos últimos son subespacios vectoriales cerrados por el corchete.

La inclusión i : H → G de un subgrupo de Lie H del grupo de Lie G es un homomorfismo

diferenciable. Como fue visto, la diferencial di1 es un homomorfismo de álgebras de Lie. Entre

tanto, di1 es la inclusión del espacio tangente T1H en el espacio tangente T!G. Por tanto, h es una

subálgebra de Lie de g, lo que significa que la álgebra de Lie de un subgrupo de Lie se identifica

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra
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(es isomorfa) a una subálgebra de Lie del álgebra de Lie del grupo G.

Proposición I.38. Sea H un subgrupo de Lie de G y denotemos por h su álgebra de Lie. Suponga

que g ∈ G normaliza H, esto es, gHg−1 ⊂ H. Entonces, Ad(g)h ⊂ h y por tanto, Ad(g)h = h

Un ideal de un álgebra de Lie g es un subespacio h ⊂ g tal que [X, Y ] ∈ h para todo X ∈ g e

Y ∈ h. Ese concepto es semejante al de subgrupos normales y de hecho los ideales del álgebra de

Lie de un grupo de Lie corresponden a los subgrupos normales.

Proposición I.39. Si H es un subgrupo de Lie normal de G entonces su álgebra de Lie h es un

ideal del álgebra de Lie g de G.

En general puede ocurrir que las subálgebras de Lie de subgrupos de Lie distintos coincidan. En

efecto, si H es un subgrupo de Lie no conexo entonces la componente conexa de la identidad H0

también es un subgrupo de Lie y tanto H como H0 tienen la misma álgebra de Lie.

La idea de la construcción de subgrupos a partir de subálgebras viene de las siguientes obser-

vaciones. Sea H ⊂ G un subgrupo de Lie conexo cuya álgebra de Lie es h. Para todo g ∈ H

la traslación a la derecha Rg deja H invariante, esto es, RgH ⊂ H y la restricción de Rg a H

es un difeomorfismo de H. Luego, para todo h ∈ H la imagen por d(Rg)h del espacio tangente

Th(H) ⊂ ThG es el subespacio ThgH. En particular, el espacio tangente a H en g es d(Rg)1h. De

la misma forma, Rg es un difeomorfismo entre H y las clases laterales Hg y de ah́ı que el espacio

tangente a Hg en G es d(Rg)1h.

Las expresiones para los espacios tangentes muestran que el subgrupo H, aśı como las clases

laterales Hg, son subvariedades integrales conexas de la distribución ∆h en G definida por

∆h(g) = d(Rg)1h.

Esta distribución depende apenas de h. La idea para construir subgrupos de Lie a partir de

subálgebras consiste en revertir esos argumentos. Dada una subálgebra de Lie h se puede definir

la distribución ∆h y a partir de ah́ı obtener el subgrupo de Lie conexo asociado a h como variedad

integral maximal de ∆h.
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Proposición I.40. Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Dada una subálgebra de Lie

h ⊂ g, definamos la distribución

∆h(g) = d(Rg)1h.

Entonces ∆h es integrable.

Ahora solo resta probar que la variedad integral maximal que pasa por 1 es un subgrupo de Lie

cuya álgebra de Lie es h. Denotemos por H esa variedad. Al ser H una subvariedad conexa quasi-

regular, todo se reduce a ver que H es subgrupo de G. Lo cual es hecho utilizando exponenciales

de elementos de h. Aśı por la conexidad de H, para todo h ∈ H existen X1, X2, ..., Xs ∈ h tal que

h = eX1 · · · eXs .

Teorema I.41. Dado un grupo de Lie G con álgebra de Lie g, sea h ⊂ g una subálgebra. Defi-

namos la distribución ∆h en G por ∆h(g) = d(Rg)1h. Entonces, ∆h es integrable, la subvariedad

integral maximal que pasa por el elemento neutro, es un subgrupo de Lie con álgebra de Lie h y

las demás subvariedades integrales son las clases laterales Hg, g ∈ G. Además, h ∈ G esta en H

si y sólo si existen X1, X2, ..., Xs ∈ h tal que

h = eX1 · · · eXs .

Demostración. Dos elementos h, g ∈ H son producto de exponenciales de elementos de h. Entonces

es claro que gh y g−1 también son producto de exponenciales de elementos de h y, por tanto, están

en H. El álgebra de Lie de H es el espacio tangente a H en el elemento neutro, que por construcción

es ∆h(1) = d(R1)(h) = h. También por construcción, cada clase lateral Hg es una subvariedad

integral conexa de ∆h. Ellas son maximales, pues si una variedad integral conexa I contiene a Hg

entonces Rg−1(I) es una variedad integral que contiene a H. Como H es maximal, se sigue que

H = Rg−1(I), lo que implica que Hg = I.

Corolario I.42. Sea G un grupo de Lie con álgebra de Lie g. Entonces, para cualquier subálgebra

de Lie h ⊂ g, existe un único subgrupo de Lie conexo H ⊂ G, cuya álgebra de Lie es h. Además

si G es conexo y h un ideal, entonces H es un subgrupo normal.
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I.9. Subgrupos Cerrados

El teorema del subgrupo cerrado de Cartan asegura que cualquier subgrupo cerrado H de un

grupo de Lie G es un subgrupo de Lie. Ese es uno de los resultados de la teoŕıa de grupos de Lie

y es ampliamente utilizado en las más diversas situaciones.

La estrategia para demostrar el teorema del subgrupo cerrado consiste en definir una subálgebra

de Lie h ⊂ g de tal forma que la componente de la identidad del subgrupo cerrado H sea

generado por exph. Esa subálgebra es definida como siendo el conjunto de los X ∈ g tales

que exp X ∈ H. La parte mas delicada de la demostración esta en verificar que este conjunto es

de hecho subálgebra de g. Y eso es demostrado usando algunas fórmulas clásicas, que envuelven

productos de exponenciales.

Proposición I.43. Dado un grupo de Lie G con álgebra de Lie g, sea H ⊂ G un subgrupo cerrado

y defina

hH = {X ∈ g : ∀t ∈ R, exp(tX) ∈ H}.

Entonces, hH es subálgebra de Lie de g.

Demostración. El conjunto hH es no vaćıo pues 0 ∈ hH . Tomemos ahora X,Y ∈ hH . Los subgru-

pos a 1-parámetro generados pos X y aX coinciden si a 6= 0, lo que es inmediato de la definición

de sus flujos. Por tanto, aX ∈ hH , para a ∈ R. Por la fórmula

exp(X + Y ) = ĺım
n→∞

(exp(
X

n
) exp(

Y

n
))n

y aplicando el hecho que exp es continua y H cerrado tenemos que el ĺımite exp(X + Y ) esta en

hH . De la misma manera, la fórmula

exp(−[X, Y ]) = ĺım
n→∞

(e
X
n e

Y
n e−

X
n e−

Y
n )n2

garantiza que [X, Y ] ∈ hH , mostrando aśı que hH es una subálgebra de Lie.

Una consecuencia inmediata de este hecho, es el siguiente teorema que muestra que los subgrupos
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cerrados son de Lie.

Teorema I.44. Todo subgrupo cerrado H de un grupo de Lie G es subgrupo de Lie. Más preci-

samente; un subgrupo cerrado H admite una estructura de variedad que lo torna un subgrupo de

Lie.

Proposición I.45. Si H ⊂ G es un subgrupo regular, entonces H es cerrado.

Juntando el teorema del subgrupo cerrado y la anterior proposición, tenemos lo siguiente.

Corolario I.46. Un subgrupo H ⊂ G es cerrado si y sólo si la subvariedad H es regular.

I.10. Álgebras de Lie Solubles

Denotaremos por Dg = [g,g] para ser el espacio lineal generado por elementos de la forma [X, Y ]

con X, Y ∈ g. Dg es una subálgebra de Lie de g y es llamado el álgebra derivado de g. De manera

inductiva, definamos Dpg donde p ≥ 1 por

D0g = g, Dpg = [Dp−1g, Dp−1g].

Si a es una subálgebra de g, entonces Da = [a, a] es también una subálgebra de g y está claro por

la definición de encima que está bien definida la sucesión

D0g ⊇ D1g ⊇ ...

de subálgebras de g.

Dpg es llamada la p-ésima algebra derivada de g.

Definición I.47. Un álgebra de Lie g es llamada soluble, si existe p ≥ 1 tal que Dpg = 0.

Si V es un espacio vectorial, {v1, ..., vn} una base para V . Sea g el álgebra de Lie de todos los
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endomorfismos X de V cuyas matrices en la base {v1, ..., vn} tienen la forma




λ1

.

.

.

0 λn




.

Entonces g es soluble. Pues Dg está contenida en el álgebra de Lie nilpotente de todos los endo-

morfismos de V cuyas matrices tienen ceros por debajo de la diagonal; luego Dg es soluble y aśı g

lo es. Cualquier subálgebra de g es también soluble. El resultado básico en la teoŕıa de álgebras

de Lie solubles es el teorema de Lie que afirma que cualquier álgebra de Lie soluble de matrices

puede ser obtenida de la manera explicada encima.

Teorema I.48. Sea g un álgebra de Lie soluble y ρ una representación de g en el espacio vectorial

V de dimensión finita n. Entonces existen λi ∈ g∗ (1 ≤ i ≤ n) y una base {v1, ..., vn} de V tal que

para cada X ∈ g, la matriz de ρ(X) en la base tiene la forma




λ1(X) ∗
.

.

.

0 λn(X)




.

En particular, para todo X ∈ g,

ρ(X)v1 = λ1(X)v1.

La demostración de este teorema puede ser encontrada en [16].

Remarca I.49. Si g es un álgebra de Lie con dimg = 2 no abeliana entonces es soluble. En efecto,

por el ejemplo (I.10), existe una base {X,Y } tal que [X,Y ] = Y , luego Dg = [g,g] = {λY : λ ∈ R}
y claro D2g = 0. Por otro lado, en el ejemplo (I.30) exhibimos una representación fiel de g, esto
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es, básicamente el álgebra de Lie es

g = {

a b

0 −a


 : a, b ∈ R}.
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CAPÍTULO II

Sistemas de Control

En este caṕıtulo se desarrollaran los conceptos, propiedades elementales de la teoŕıa de los sistemas

de control, para la comprensión y el seguimiento de este caṕıtulo, incluyendo las demostraciones

que no se encuentran expĺıcitas, se recomienda [10], sin embargo también se pueden consultar [6]

y [13].

El desarrollo de este caṕıtulo está dividido en tres secciones. En la primera sección definiremos

un sistema de control y desarrollaremos las ideas principales de esta teoŕıa. Comenzaremos con

el tratamiento y estudio de una familia de campos de vectores definidos sobre una variedad di-

ferenciable, posteriormente definiremos los conjuntos accesibles desde un punto del espacio de

estados por dicha familia de campos vectoriales, enunciaremos las propiedades básicas que estos

conjuntos poseen cuando la familia de campos vectoriales tienen una propiedad adicional (siste-

mas Lie-determinados), hablaremos acerca la noción y delicado problema de controlabilidad de

un sistema de control y finalmente mostraremos un resultado abstracto sobre la controlabilidad

de un sistema.

En la segunda sección realizaremos una descripción de los sistemas lineales y bilineales en Rn,

mencionando resultados que han sido obtenidos con respecto a la controlabilidad de dichos sis-
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temas, el más importante sin lugar a duda el de Kalmann para sistemas lineales. Mostraremos

con un ejemplo como se puede convertir un sistema lineal no controlable en un sistema bilineal

(adecuado) controlable. En la última sección haremos un tratamiento a los sistemas de control

sobre grupos de Lie como espacio de estados, y destacaremos las propiedades que se obtienen por

considerar dicha clase de espacio estado.

II.1. Nociones de Sistemas de Control

Un sistema de control puede ser visto como un sistema dinámico, cuya dinámica no se mantiene

enteramente fija como podemos encontrar en los problemas de f́ısica clásica, pero que dependen de

parámetros llamados controles, que pueden variar y que serán llamados los controles del sistema.

Es una cuestión muy natural suponer que el espacio de todas las configuraciones del sistema sea

una variedad n-dimensional M y que la dinámica del sistema se encuentre descrita por campos

vectoriales que (en contraste a la situación clásica) dependen de controles como parámetros. La

noción de que el sistema en punto de M pueda seguir un número de direcciones tangentes depende

de la elección del control.

Definición II.1. Un sistema de control esta dado por:

1. El espacio estado M , una variedad diferenciable de dimensión n.

2. El rango de control U ⊂ Rm y el conjunto de funciones de control admisibles

U = {u : R → U, localmente integrable}.

Esto requiere que los controles son integrables sobre cualquier intervalo acotado; alternativa-

mente, admitiremos solo controles constantes por pedazos u (es decir, R es descompuesto en

subintervalos de longitud acotada por un número positivo tal que u es constante sobre cada

subintervalo).

3. La dinámica está descrita por una función F : M × U → TM tal que para cada u ∈ U ,

Fu : M → TM definida por Fu(x) = F (x, u) para x ∈ M es un campo vectorial diferenciable.
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Las funciones de control pueden ser de muchas maneras distintas. Un control u se llama controles

lazo cerrado, si u : M → U . Cuando u es una función diferenciable y cuando F es diferenciable,

el correspondiente campo vectorial x → F (x, u(x)) es un campo vectorial diferenciable. Cualquier

curva integral de este campo vectorial es llamada una trayectoria lazo cerrado.

Un control u es llamado cotrol a lazo abierto si u : R → U . Controles a lazo abierto son curvas con

valores en U . Sus trayectorias son curvas integrales del campo vectorial que varia con el tiempo

x → F (x, u(t)). Finalmente, un control puede ser una combinación de ambos tipos, esto es, una

función u : M ×R → U . Las trayectorias correspondientes a tal elección de control son soluciones

del sistema diferencial que varia con el tiempo

dx

dt
= F (x(t), u(x, t)).

Cada trayectoria x(t) del sistema diferencial de encima corresponde a una trayectoria generada

por un control a lazo abierto v(t), definida por v(t) = u(x(t), t). Además, todos los estados que

pueden ser alcanzados por controles a lazo cerrado también pueden ser alcanzados por controles

a lazo abierto. Esta es la razón por la que inicialmente se admiten solo controles a lazo abierto.

El interés primario para el estudio de los sistemas de control, se encuentra en los siguientes tópicos:

1. La existencia de una función (control) que pueda transferir el sistema de una configuración

inicial dada a una configuarción terminal dada.

2. La longitud de tiempo requerido para alcanzar un estado terminal, y

3. La existencia y propiedades de un control optimal.

Para la primera parte de esta exposición es suficiente considerar solo controles constantes por

pedazos que tengan discontinuidades en un subconjunto discreto de R. Esta suposición permite

establecer la base geométrica con todas las consideraciones teóricas de medida.

Ejemplo II.2 (Carro Cohete). Este ejemplo sirve para ilustrar, motivar los conceptos y las pro-

piedades de los sistemas de control. El carro cohete se encuentra sobre una riel y se encuentra

equipado con dos motores de cohete uno a cada lado. El problema consiste en mover el carro de
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una ubicación dada a un destino fijo preasignado. Por simplicidad, supondremos que el punto de

partida es el origen y denotaremos la posición del centro del carro en un tiempo t > 0, por p(t). Si

el carro está en una posición p0 en un tiempo t = 0, con velocidad v0, deseamos encender los dos

motores de acuerdo a alguna necesidad (patron, programa) que nos lleve desde p0 en reposo (con

velocidad cero) hasta algún instante t1 > 0. Podemos expresar como un sistema que representa al

carro (su posición) y su velocidad; entonces como estado del sistema podemos tomar el vector

x(t) = (p(t), ṗ(t));

el estado inicial (p0, v0) lo asumiremos que ya se encuentra fijado. El estado objetivo (donde

queremos llegar) es (0, 0).

Un control es una función real, que para nosotros representará la fuerza ejercida sobre el carro

debido a alguno de los motores en el tiempo t. Si encendemos el motor de la derecha en un tiempo

t∗, diremos que la fuerza es negativa, si usamos el motor de la izquierda tenemos fuerza positiva.

Luego la dinámica del sistema está dada por la Ley de Newton

F = ma,

entonces podemos escribir p̈(t) = u(t). En forma vectorial, podemos presentar al sistema descrito

anteriormente por

x(t) =


p(t)

ṗ(t)


 , ẋ(t) =


0 1

0 0


 x(t) + u(t)


0

1


 .

Ahora de manera natural, existen restricciones sobre la magnitud de u(t), basada sobre el tamaño

del motor del cohete y el aumento de la aceleración en el carro.

Una suposición matemática muy razonable es pedir que la función u(t) sea medible y acotada,

luego por simplicidad podemos suponer |u(t)| ≤ 1.

Como es de nuestro conocimiento, las funciones medibles pueden ser muy abstractas, entonces bus-

camos una clase mas simple de funciones que son básicamente razonables, estos son los controles

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



II.1. NOCIONES DE SISTEMAS DE CONTROL 29

constantes por pedazos.

Recordemos que en nuestro análisis, una función de control u(t) es un motor. Por ejemplo, el

control

u(t) =





+1, 0 ≤ t ≤ 1

−1
2
, 1 < t ≤ 3,

que para nosotros representa lo siguiente: primero encendemos el motor de la izquierda con una

fuerza completa en una unidad de tiempo y luego encendemos el motor de la derecha con la mitad

de fuerza por dos unidades de tiempo.

Si x0 = (p0, v0) es la posición del carro en t = 0, integrando dos veces la ecuación diferencial y

luego haciendo integración por partes tenemos:

ṗ(t) = v0 +

∫ t

0

u(r)dr, p(t) = p0 + v0 +

∫ t

0

(t− r)u(r)dr.

Entonces la elección de un control u(t) genera una solución

x[t] = x(t; x0, u(t)).

Si la solución x[t] alcanza el objetivo (0, 0) en algún t1 > 0, entonces diremos que el control u(t)

es exitoso. Ahora, estos controles pueden existir o no. Cuando existen muchos de estos controles,

la elección de uno u otro es realizada de acuerdo a la practicabilidad y/o por un costo o un

funcionamiento. Por ejemplo, podemos considerar los criterios, (a) tiempo mı́nimo, (b) menor

enerǵıa usada, (c) menor uso de gasolina. Luego el problema de control se convierte en un problema

de control óptimo.

Usaremos la notación (p(t), q(t)) para denotar la posición y la velocidad en un instante t del carro

cohete, luego la dinámica del sistema está descrita por

ṗ(t) = q(t), q̇(t) = u(t), −1 ≤ u(t) ≤ 1,

con u(t) medible, con (p0, q0) en t = 0. El estado objetivo es (0, 0), esto es, (p(t1), q(t1)) = (0, 0)
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para algún t1 > 0.

Si u(t) = 1 en algún intervalo de tiempo partiendo de t = 0, entonces

(+) ṗ = q q̇ = 1 ⇒ qq̇ = p ⇒ (q(t))2 − q2
0 = 2(p(t)− p0);

si u(t) = −1 sobre tal intervalo, entonces

(−) ṗ = q q̇ = −1 ⇒ qq̇ = −p ⇒ (q(t))2 − q2
0 = −2(p(t)− p0).

Por lo tanto las soluciones de nuestro sistema son parábolas

±2p = q2 + α

donde α es constante.

Para describir el conjunto accesible A(t1, x0), con t1 fijo y tomado x0 = (p0, 0) por simplicidad.

Tenemos dos trayectorias correspondientes a la elección u(t) = −1 sobre [0, t1], y u(t) = 1 sobre

[0, t1].

La descripción del conjunto controlable C, para el carro cohete, es decir, aquellos estados iniciales

que pueden ser trasladados al estado cero por controles constantes por pedazos bang-bang

C = {x0/∃u(·), t1 > 0 : x(t1; x0, u(·)) = 0}.

Tenemos que C = R2. Primero observemos la trayectoria q2 = 2p con u(t) = 1 para t ∈ [0,∞)

que pasa por (0, 0); similarmente la trayectoria q2 = −2p con u(t) = −1 para t ∈ [0,∞). Esas

dos trayectorias (+),(-) respectivamente que pasa por (0, 0), nos conducen desde cualquier estado

inicial x0 = (p0, v0) hacia el origen, decimos entonces que el sistema es controlable.

El siguiente ejemplo nos da importantes aplicaciones y muestra el contexto de propiedades geométri-

cas y consideraciones teóricas.

Ejemplo II.3 (Control de la ecuación de Liénard’s). Un oscilador no lineal general con una fuerza
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externa u está descrita por la ecuación

d2q

dt2
+ f(q)

dq

qt
+ g(q) = u(q,

dq

dt
, t).

Como una costumbre de la literatura, esta ecuación puede ser expresada como un sistema en el

plano introduciendo las coordenadas 
x1

x2


 ,

definido por x1 = q y x2 = dq
dt

. Entonces dx1

dt
= x2, y dx2

dt
= d2q

dt2
= −f(x1)x2 − g(x1) + u. Si X

denota el campo vectorial con coordenadas


 x2

−f(x1)x2 − g(x1)


 ,

e Y denota el campo vectorial 
0

1


 ,

entonces el sistema precedente será

dx

dt
= X(x) + u(x, t)Y (x)

con

x =


x1

x2


 .

Y podemos asumir que la fuerza externa u juega el papel de un control.

Ejemplo II.4 (Sistema mecánico). Consideremos ahora el problema de controlabilidad de un

sistema mecánico
d2q

dt2
+ u(

dq

dt
) + g(q) = 0
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por una función de control u. El sistema equivalente de primer orden está dado por

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −g(x)− ux2. (II.1)

Por simplicidad, asumiremos que g(x) = kx para alguna constante k. Entonces el sistema men-

cionado puede ser prescrito como
dx

dt
= (A + uB)x

para ciertas matrices

A =


 0 1

−k 0


 , B =


0 0

0 −1


 ,

con

x =


x1

x2


 .

Para cualquier función de control constante u, el sistema resultante es lineal. El polinomio carac-

teŕıstico de A + uB es igual a

λ2 + λu + k = 0.

Caso 1 si k > 0. Las curvas integrales que corresponden a u = 0 son elipses concéntricas centradas

en el origen. Sea u1 un número tal que los autovalores son negativos, y u2 un número para el cual

los autovalores sean positivos. El sistema lineal A + u1B es una pila o fregadero, mientras que

A + u2B es una fuente. Evidentemente cualquier estado inicial no nulo a puede ser transferido a

un estado b no nulo por un control constante a trozos que tome solo los valores 0, u1 y u2.

Caso 2 k ≤ 0. Sea x(t) una trayectoria de II.1 generado por un control u(t). Denotemos por φ(t)

el producto φ(t) = x1(t)x2(t). Entonces

(
d

dt
)φ + uφ = x2

2 − kx2
1.

Puesto que k ≤ 0, el lado derecho del sistema de encima es siempre no negativo. Por tanto φ(t) ≥ 0

para todo t ≥ 0 siempre que φ(0) ≥ 0, como

φ(t) = e−
∫ t
0 u(φ(0) +

∫ t

0

e
∫ t
0 u(x2

2 − kx2
1))ds.
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Luego, el primer cuadrante x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 es un conjunto invariante que no importa en la elección

de la función de control u. Este ejemplo muestra que existen estados que no pueden ser alcanzados

de un estado inicial a, incluso cuando se intente forzar una función de control.

II.1.1. Familias de campos vectoriales y sistemas de control

Sea F : M × U → TM un sistema de control, como fue descrito en la sección anterior. Para todo

u ∈ U , Fu es el campo vectorial correspondiente. Usaremos la notación F para denotar la familia

de campos vectoriales F = {Fu : u ∈ U} generado por F . Lo primero que destacaremos es relativo

a las trayectorias correspondientes a controles constantes por pedazos con valores en U de las

curvas integrales de elementos de F .

Definición II.5. Una curva continua x(t) en M , definida sobre un intervalo [0, T ], es llamada

una curva integral de F si existe una partición 0 = t0 < t1 < · · · < tm = T y campos vectoriales

X1, · · · , Xm en F tal que la restricción de x(t) a cada intervalo abierto (ti−1, ti) es diferenciable,

y dx(t)
dt

= Xi(x(t)) para todo i = 1, · · · ,m.

Los elementos de F son parametrizados por controles, se sigue que cada Xi es igual a Fui
para

algún ui ∈ U . Luego x(t) es la curva solución del campo vectorial F (x, u(t)) que varia con el

tiempo, con u(t) igual a controles constantes por pedazos, con valores constantes ui en el intervalo

[ti−1, ti], y x(t) puede ser visto como una curva continua que consiste en la ”soldadura”de pedazos

de curvas integrales de campos vectoriales correspondientes a la elección de controles diferentes.

En cualquier familia de campos vectoriales, el objeto básico de estudio son los conjuntos accesibles.

Definición II.6. Sea M una variedad diferenciable y F un sistema de control definido sobre M .

1. Para cada T > 0, y cada x0 en M , el conjunto de puntos accesibles desde x0 en el tiempo T ,

denotado por A(x0, T ), es igual al conjunto de puntos terminales x(T ) de curvas integrales

de F que empiezan en x0.

2. La unión de A(x0, T ), para T ≥ 0, es llamado el conjunto accesible desde x0. A este conjunto

lo denotaremos por A(x0).
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También a veces es conveniente considerar, conjuntos accesibles en T unidades de tiempo o menos,

a estos conjuntos los denotaremos por

A(x0,≤ T ).

Los conjuntos accesibles admiten muchas descripciones geométricas que las destacamos formalmen-

te a continuación.

Asumiendo que los campos vectoriales pertenecientes a F son completos, entonces cada elemento

X en F genera un grupo uno-parámetro de difeomorfismos

{exp tX : t ∈ R}.

Sea GF el subgrupo del grupo de difeomorfismos en M generado por la unión de

{exp tX : t ∈ R, X ∈ F}.

Cada elemento Φ de GF es un difeomorfismo de M de la forma

Φ = (exp tkXk)(exp tk−1Xk−1) · · · (exp t1X1)

para ciertos números reales t1, ..., tk y campos vectoriales X1, ..., Xk en F .

Definición II.7. El grupo del sistema GF y el semigrupo del sistema SF generado por la familia

F son definidos, respectivamente, como,

GF = {Φ, Xi ∈ F , ti ∈ R, k ∈ N},

SF = {Φ, Xi ∈ F , ti ≥ 0, k ∈ N},

donde Φ es como encima.

Entonces el conjunto accesible desde x0 en el tiempo T consiste de todos los puntos Φ(x0) corres-
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pondiente a elementos Φ de GF que pueden ser expresados como

Φ = (exp tkXk)(exp tk−1Xk−1) · · · (exp t1X1),

con t1 ≥ 0, t2 ≥ 0,...,tk ≥ 0, t1 + t2 + · · ·+ tk = T , y X1, X2, ..., Xk en F .

Los otros conjuntos accesibles tienen descripciones análogas. En particular, el conjunto accesible

desde x0 por F es igual a la órbita del semigrupo SF desde x0, esto es,

A(x0) = SF(x0).

La órbita de SF desde x0, que la escribimos como SF(x0), es igual a {Φ(x0) : Φ ∈ SF}.

Definición II.8. Para un sistema de control con campos vectoriales en F sobre el espacio de

estados M y x ∈ M el conjunto

OF(x) = {y ∈ M : ∃Φ ∈ GF , y = Φ(x)},

es la órbita desde x ∈ M , y

O+
F (x) = {y ∈ M : ∃Φ ∈ SF , y = Φ(x)},

O−
F (x) = {y ∈ M : ∃Φ ∈ SF , x = Φ(y)},

son la órbita positiva y negativa desde x ∈ M .

Por definición, la órbita OF(x) coincide con M para algún x ∈ M (y luego para cada x ∈ M) si

y solo si el grupo del sistema GF actúa transitivamente sobre M .

Con estas notaciones tenemos la igualdad

O+
F (x) = SF(x0).

Definición II.9 (Accesibilidad). Un sistema de control es accesible desde x ∈ M si O+(x) y
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O−(x) tienen interior no vaćıo en M . El sistema es llamado localmente accesible desde x ∈ M si

intO+
≤T (x) 6= ∅, y intO−

≤T (x) 6= ∅,

para todo T > 0.

Si esas propiedades son válidas para todo x ∈ M diremos que el sistema es accesible o localmente

accesible, respectivamente.

Ejemplo II.10. Sea M = Rn, y F = {X, Y }, donde X e Y son campos vectoriales constantes.

Sea X(x) = a, Y (x) = b para todo x ∈ Rn. Entonces (exp tX)(x) = x+ ta y (exp tY )(x) = x+ tb.

Denotemos por G el subgrupo del grupo de difeomorfismos generado por las exponenciales en F .

Se sigue que G es igual al grupo de traslaciones de Rn por los elementos en el espacio vectorial

generado por a y b.

Para cada x ∈ Rn, la orbita Gx es igual a x + V , donde V es el espacio vectorial generado por

los vectores a y b. SF(x) es el cuadrante positivo en V dado por x + αa + βb con α y β variando

en los números reales no negativos. Para cada T > 0, el conjunto accesible desde x en el tiempo

es el segmento de recta {x + αa + (T − α)b : 0 ≤ α ≤ T}.

Ejemplo II.11. Sea M = Rn, y F = {X,Y }, donde X es un campo lineal X(x) = Ax para

alguna matriz A, e Y es un campo vectorial constante dado por Y x = a.

Sea G el grupo generado por {exp tX : t ∈ R} ∪ {exp tY : t ∈ R}. Se sigue que

((exp tX) ◦ (exp tY ) ◦ (exp−tX))(x) = etA(e−tAx + sa) = x + s(etA(a)).

Luego G incluye el grupo de G0 de las traslaciones en la dirección setAa para cada t y s en R.

Denotemos por C el espacio vectorial generado por {etA : t ∈ R}. Mostramos consecuentemente

que C es el espacio lineal generado por {a,Aa, A2a, ..., An−1a}. Se sigue que G0 = {T : Tx =

x + c, x ∈ Rn, c ∈ C}. Cualquier elemento de G es de la forma T ◦ exp tA para algún t ∈ R y

T ∈ G0. La órbita de G desde el origen es igual a C, y la órbita desde cualquier punto arbitrario

x ∈ Rn es la variedad {exp tAx + c : t ∈ R, c ∈ C}.

Una propiedad básica de las familias de campos vectoriales es que sus órbitas son variedades. Este
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hecho es conocido como el teorema de la órbita, que es un punto de apertura para la teoŕıa de

control geométrica, la demostración de este resultado pude ser encontrado en [10].

Teorema II.12 (El teorema de la orbita). La órbita de F desde cualquier punto x ∈ M es una

subvariedad conexa de M .

Para cualquier familia de campos vectoriales diferenciables F y para cualquier órbita N de F ,

cada campo vectorial X en F es tangente a N . En la siguiente proposición damos una condición

de tangencia mas general.

Proposición II.13. Supongamos que X e Y son campos vectoriales cualesquiera sobre M . En-

tonces

1. (d/dt)(exp tαX) ◦ (exp tβY )(x)|t=0 = αX(x) + βY (x) para cualquier x ∈ M , y

2. (d/dt)((exp−√tY ) ◦ (exp−√tX) ◦ (exp
√

tY ) ◦ (exp
√

tX(x)))|t=0 = [X, Y ](x).

Con respecto a la tangencia a subvariedades integrales sobre M tenemos el siguiente resultado.

Proposición II.14. Si X e Y son campos vectoriales tangentes a la subvariedad N , entonces su

corchete de Lie es también tangente a N , y también cualquier combinación lineal αX + βY .

Usando un proceso inductivo y de la proposición ?? que si F es tangente a N , también lo es

Lie(F), que representa el álgebra de Lie generada por F . Está observación nos da inmediatamente

el próximo teorema.

Teorema II.15. Supongamos que F es tal que Liex(F) = TxM para algún x en M . Entonces

la órbita G(x) de F desde x es abierta. Si además, Liey(F) = TyM para cada y ∈ M , y M es

conexo, entonces existe solo una órbita de F que es igual a M .

Demostración. La órbita de F desde cada punto x ∈ M es una subvariedad de M , y además su

espacio tangente es de dimensión constante en todos sus puntos. En particular si Liex(F) = TxM ,

entonces el espacio tangente de G(x) en x es igual a TxM , ya que Liex(F) es tangente a G(x)

en x. Por tanto, dim G(x) = dim M , y luego G(x) es abierto en M . Si cada órbita es abierta,

entonces cada órbita es también cerrado. Puesto que M es conexo, cada órbita es igual a M , con

eso termina la prueba.
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En está terminoloǵıa tenemos una nueva versión del teorema de Frobenius.

Definición II.16. Una familia F se dice involutiva si para cualesquiera campos vectoriales X,Y ∈
F , [X, Y ](x) está contenido en el espacio vectorial generado por los elementos de F(x) para cada

x ∈ M . F(x) es la evaluación de F en x igual a {V (x) : V ∈ F}.

Teorema II.17 (Frobenius). Sea F una familia involutiva de campos vectoriales diferenciables

para el cual la dimensión del espacio lineal generado por F(x) es constante para cada x ∈ M .

Entonces el espacio tangente en un punto x de una orbita de F es igual al espacio lineal generado

por F(x).

Corolario II.18. Sea F una familia de campos vectoriales diferenciables tal que la dimensión

de cada espacio vectorial Liex(F) es constante cuando x varia sobre M . Sea k la dimensión de

Liex(F). Entonces para cada x ∈ M , el espacio tangente a x de la órbita de F desde x coincide

con Liex(F). Consecuentemente, cada órbita de F es una subvariedad k-dimensional de M .

Ahora definiremos la controlabilidad de un sistema de control.

Definición II.19 (Controlabilidad). Sea F un sistema de control definido sobre la variedad dife-

renciable M .

1. Diremos que F es fuertemente (completamente) controlable si para cualquier T > 0 cualquier

punto de M es accesible desde cualquier otro por F en T o menos unidades de tiempo.

2. F es controlable si cualquier punto de M es accesible desde cualquier otro punto de M .

Puesto que el problema de controlabilidad está ı́ntimamente relacionada con los conjuntos acce-

sibles, estamos interesados en buscar conjuntos accesibles de familias de campos de vectores que

tengan representaciones geométricas muy interesantes. Para ello, requerimos la noción de familia

de campos vectoriales Lie-determinados.

Definición II.20. Una familia de campos vectoriales diferenciables F es Lie-determinado si el

espacio tangente de cada punto x en una órbita de F coincide con la evaluación de x del álgebra

de Lie generada por F .
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La propiedad esencial de los sistemas Lie-determinados F , que lo hace merecedor de este nombre,

es que la estructura de sus órbitas está determinada por las propiedades locales de los elementos

de F y sus derivadas de Lie.

El significado de los sistemas Lie-determinados también lo encontramos claramente en las pro-

piedades topológicas de sus conjuntos accesibles. Para tales sistemas, los conjuntos accesibles

A(x,≤ T ) tienen interior no vaćıo en la topoloǵıa de la orbita que es una variedad.

Para describir las propiedades topológicas de los conjuntos accesibles, usaremos la notación int(A)

para denotar el interior del conjunto A, y usaremos cl(A) para denotar la clausura topológica.

Proposición II.21. Supongamos que F es una familia de campos de vectores diferenciables sobre

M tal que Liex(F) = TxM para algún x en M . Entonces para cada T > 0 y cada ε > 0,

1. AF(x,≤ T ) ⊂ cl(int(AF(x,≤ T ))).

2. int(cl(AF(x,≤ T ))) ⊂ int(AF(x,≤ T + ε)).

3. int(cl(AF(x))) = int(AF(x)).

Como una consecuencia de esta proposición, tenemos el siguiente corolario.

Corolario II.22. Sea N una órbita de una familia de campos vectoriales Lie-determinada F .

Entonces para cada x ∈ N , para cada T > 0, y cualquier ε > 0,

1. AF(x,≤ T ) ⊂ cl(int(AF(x,≤ T ))), y

2. int(cl(AF(x,≤ T ))) ⊂ int(AF(x,≤ T + ε)), con el interior y la clausura tomadas en la

topoloǵıa de la órbita N .

Ejemplo II.23. Sea M el circulo unidad S1, y X el campo vectorial rotación X(x1, x2) =

(−x2, x1). Denotaremos por f la función monótona no creciente que satisface

ĺım
u→−∞

f(u) = −1

2
y ĺım

u→∞
f(u) =

1

2
.

Consideremos F = {f(u)X : u ∈ R}. Entonces

AF(x,≤ 1) = S1 − {−x}
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para cualquier x ∈ S1. Luego int(cl(AF(x,≤ 1))) = S1, el cual no está contenido en int(AF(x,≤
1)).

Corolario II.24. Para sistemas Lie-determinados, los conjuntos accesibles AF(x) no pueden ser

densos en una órbita de F sin ser igual a la órbita entera.

Definición II.25. Sea F una familia de campos vectoriales Lie-determinado.

1. El Lie-saturado fuerte de F es el más grande subconjunto F ′ de Lie(F) con la propiedad

que cl(AF ′(x,≤ T )) = cl(AF(x,≤ T )) para cada x ∈ M y cada T > 0. Lo denotaremos por

LSs(F).

2. El Lie-saturado de F , denotado por LS(F), es el más grande subconjunto F ′ de Lie(F) tal

que cl(AF ′(x)) = cl(AF(x)) para todo x en M .

El siguiente teorema nos da un criterio abstracto de controlabilidad.

Teorema II.26. Supongamos que F es una familia de campos vectoriales Lie-determinado. Enton-

ces F es fuertemente controlable si y sólo si el Lie-saturado fuerte es igual a Lie(F) y Liex(F) =

TxM para cada x ∈ M . F es controlable si y sólo si el Lie-saturado es igual a Lie(F) y Liex(F) =

TxM .

Demostración. Evidentemente, si F es (fuertemente) controlable entonces el Lie-saturado (fuerte)

es igual a Lie(F). Rećıprocamente, si el Lie-saturado fuerte es igual a Lie(F) y si Liex(F) = TxM ,

entonces cl(AF(x,≤ T )) = M para cada x ∈ M y T > 0. Pero entonces, de acuerdo al teorema

II.21,

M = int(cl(AF(x,≤ T ))) ⊂ AF(x,≤ T + ε).

Ya que ε > 0 es arbitrario, AF(x,≤ T ) = M para cada T > 0 y cada x ∈ M . El argumento es el

mismo cuando sucede cl(AF(x)) = M , esto es, cuando el Lie-saturado de F es igual a Lie(F) y

Liex(F) = TxM para todo x.
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II.2. Sistemas de Control Lineales y Bilineales en Rn

II.2.1. Sistemas lineales

Si L es un sistema lineal de control de tiempo no acotado y conjunto de controles constantes por

pedazos en Rn, entonces L está determinado por la dinámica de la ecuación diferencial

ẋ = Ax + Bu,

donde x ∈ Rn, u ∈ U (controles constantes por pedazos), A y B son matrices de dimensiones

apropiadas. Denotamos por b1, b2, ..., bm las columnas de B, el correspondiente sistema lineal es

dado por

dx

dt
= Ax +

m∑
i=1

uibi. (II.2)

El sistema anterior es obtenido también de manera mas compacta como

dx

dt
= Ax + Bu.

con u denotando el vector columna de controles




u1

...

um


 ,

y B denota la función lineal de Rn en M , dado por

Bu =
m∑

i=1

uibi.

Los sistemas lineales están estrechamente conectados con las ecuaciones diferenciales no ho-
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mogéneas de orden n con coeficientes constantes

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = u(t).

En esta notación y es una función real y y(k) denota la k-ésima derivada. La ecuación anterior

modela un sistema lineal eléctrico o mecánico controlado por una fuerza externa u. La ecuación

anterior puede ser convertido en un sistema de primer orden en Rn via la transformación

x1 = y, x2 = y(1), · · · , xn = y(n−1).

Entonces

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= x3, · · · ,

dxn−1

dt
= xn,

dxn

dt
= −a1xn − a2xn−1 − · · · − anx1 + u.

Denotando por x el vector columna 


x1

...

xn


 ,

el sistema diferencial anterior puede ser escrito como la equación (1.1), con m = 1, b = en, y

A =




0 1 · · · 0
...

. . .
...

1

−an · · · −a1




.

Rećıprocamente, para cualquier solución

x(t) =




x1

...

xn


 ,
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del sistema de control af́ın precedente, la primera coordenada x1(t) es una solución de la ecuación

diferencial de orden n descrita encima.

Es necesario comentar que en muchas ocasiones, sistemas lineales de control son simplemente

ecuaciones diferenciales de orden n sin distinguirlas, como indica el siguiente teorema.

Teorema II.27. Sea
dx

dt
= Ax + bu un sistema de control lineal para el cual b, Ab, ..., A(n−1)b

forma una base para el espacio estado M . Entonces existe un sistema lineal de coordenadas en M

en el cual A es igual a la matriz




0 1 · · · 0
...

. . .
...

1

−an · · · −a1




, y b =




0
...

1


 .

Sea U un subconjunto compacto de Rn, denotaremos por A(x, U, T ) el conjunto de puntos acce-

sibles desde x en exactamente T unidades de tiempo por las trayectorias de (II.2) generado por

controles medibles sobre [0, T ] que toman valores en U . Con está terminoloǵıa podemos enunciar

el siguiente teorema:

Teorema II.28. Si U es compacto entonces A(x, U, T ) es compacto para cada x ∈ Rn y cualquier

T > 0.

Este teorema demuestra que, controlabilidad fuerte no es posible cuando los controles toman valo-

res en un subconjunto compacto U , pues entonces cada uno de los conjuntos accesibles A(x, U, T )

son compactos. Entonces el interés radica en buscar condiciones sobre A y b1, ..., bm que garanticen

la controlabilidad cuando los controles u = (u1, ..., um) toman valores en un conjunto compacto

U .

Antes de hacer los detalles y presentar el resultado, consideraremos dos ejemplos que son t́ıpicos

del resultado general.
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Ejemplo II.29. Sea

A =


1 1

0 0


 , y b = e2.

Entonces {b, Ab} = {e1, e2}, y por tanto la condición de controlabilidad se satisface. Supongamos

que la magnitud del control u está acotada por alguna constante K < ∞. Ahora, el sistema de

control está dado por
dx1

dt
= x1 + x2,

dx2

dt
= u(t).

Supongamos que x2(0) = 0. Entonces |x2(t)| ≤ Kt y además | ∫ t

0
e−sx2(s)ds| ≤ K

∫ t

0
e−sds ≤ K.

Puesto que

x1(t) = et(x1(0) +

∫ t

0

e−sx2(s)ds),

se sigue que x1(t) > 0, la elección del control u no importa siempre que x1(0) > K. Por tanto el

sistema es controlable.

Ejemplo II.30. Sea

A =


0 1

0 0


 , y b = e2.

Supongamos que ε > 0 es cualquier número real, y sea U = {u : |u| ≤ ε}. El sistema de control

está dado por
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= u.

Si u(t) = ±ε, entonces las soluciones correspondientes son x1(t) = x1(0) + x2(0)t ± ε(t2/2) y

x2(t) = x2(0)± εt. Las trayectorias correspondientes son parábolas

x1 − c1 = ±(1/2ε)(x2
2 − c2

2),

donde (c1, c2) = (x1(0), x2(0)). En este caso tenemos que dos puntos cualesquiera en R2 pueden

ser conectados por esas parábolas, y por tanto el sistema es controlable.

Teorema II.31. Supongamos que el conjunto de control U es compacto. Entonces una condición

necesaria para la controlabilidad es que cualquier autovalor de A tenga parte real igual a cero.

Gracias a está condición espectral podemos enunciar el siguiente resultado que asegura controla-
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bilidad.

Teorema II.32. Supongamos que A es tal que todos sus autovalores tienen parte real igual a cero.

Sea U cualquier conjunto de control que es una vecindad del origen en Rn. Entonces el sistema de

control lineal cuyos controles están en U es controlable cuando
⋃n−1

k=1{Akbj : j = 1, ..., m} genera

M .

En el siguiente resultado daremos una condición necesaria para la controlabilidad fuerte, esto surge

precisamente puesto que para la controlabilidad fuerte es muy común que se requiera un control

infinito, pero está condición en la práctica a veces es dif́ıcil de verificar.

Teorema II.33. El sistema lineal de control II.2 con u acotado no es completamente controlable

si los autovalores de A tienen parte real negativa.

Sin lugar a duda el resultado más importante para la controlabilidad de sistemas lineales sobre

Rn está dado en el siguiente teorema

Teorema II.34 (Kalman). Sea M un espacio vectorial, y sea A un campo vectorial lineal sobre

M . Supongamos además que b es cualquier campo vectorial constante sobre M , y consideremos el

siguiente sistema de control sobre M :

dx

dt
= Ax + u(t)b,

con u(t) cualquier función de control constante a trozos. Entonces A(x,≤ T ) = M para cualquier

x en M y cualquier T > 0 si, y sólo si, M es igual al espacio lineal generado por {b, Ab, ..., An−1b}.

II.2.2. Sistemas Bilineales

Luego de estudiar los sistemas lineales de la forma ẋ = Ax, donde A es una matriz constante,

estamos interesados en considerar sistemas lineales que vaŕıan con el tiempo, es decir, sistemas

lineales de la forma

ẋ = F (t)x (II.3)
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donde F es una función diferenciable de Rn en Rn, que también en ocasiones es considerado como

un campo vectorial diferenciable. La primera cosideración es suponer que F (t) es una combinación

lineal de matrices constantes en los cuales los coeficientes vaŕıan con el tiempo, esto es,

F (t) = A + u1B1 + u2B2 + · · ·+ umBm.

Luego el sistema (II.3) puede ser escrito de la forma

ẋ = (A +
m∑

i=1

ui(t)Bi)x.

De una manera mas precisa y compacta damos la siguiente definición.

Un sistema bilineal de control en Rn, es un sistema de la forma

ẋ = Ax + uBx

donde A,B ∈ M(n,R) y las funciones de control u son controles admisibles u : R → U con

U ⊂ Rm.

Dentro de la literatura escrita, no se tiene todav́ıa un resultado parecido al de Kalman que nos de

un condición necesaria y suficiente para la controlabilidad del sistema, con el simple cálculo del

rango de una matriz. Sin embargo existen conclusiones que derivan directamente de la teoŕıa de

los sistemas lineales en los cuales se encuentran caracterizados por ejemplo la no controlabilidad

de un sistema bilineal en Rn. Para ver en más detalle los resultados sobre sistemas bilineales

sugerimos [7].

El álgebra de Lie asociado a un sistema de control bilineal está dado por

LA{A + uB, u ∈ U} ⊂ gl(n,R).
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En general para cada x ∈ Rn, tenemos

LA{A + uB, u ∈ U}(x) ⊂ TxR
n.

Definición II.35. Diremos que el sistema de control bilineal satisface la Condición de Rango de

Álgebras de Lie (LARC) en x ∈ Rn si

dim(LA{A + uB, u ∈ U}(x)) = dimRn. (II.4)

Si (II.4) vale para todo x ∈ Rn − {0}, se dice que el sistema bilineal de control satisface LARC.

Ejemplo II.36. Consideremos el sistema de control bilineal

˙
x1

x2


 =


2 0

0 1





x1

x2


 + u


2 2

0 1





x1

x2




=


2(1 + u) 2u

0 1 + u





x1

x2


 .

Este sistema de control no satisface la condición de rango de álgebras de Lie, puesto que

[A,B] =


0 2

0 0


 , [A, [A,B]] = [A,B], [B, [A,B]] = [A,B],

y por tanto

(A,B, [A,B])


x1

x2


 =


2x1 2x1 + 2x2 2x2

x2 x2 0




tiene rango 1 para x =


1

0


.

Un importante hecho que justifica el estudio de los sistemas bilineales de control es que existen

sistemas lineales que son dif́ıciles de verificar que sean controlables pero que al extenderlo a un

sistema bilineal adecuado podemos obtener la controlabilidad del sistema, tal y como se especifica

en el siguiente ejemplo.
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De hecho este proceso va en dirección contraria a la teoŕıa clásica de resolución de sistemas

de ecuaciones diferenciales, es decir, cuando nos encontramos con la necesidad de resolver una

ecuación diferencial no lineal, el proceso que se sigue es linealizarlo y luego estudiar su parte

lineal.

Ejemplo II.37. Consideremos el sistema lineal en R2 dado por la ecuación diferencial

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −2x1 − x2 + u, (II.5)

o de manera mas compacta
dx

dt
= Ax + ub

donde A =


 0 1

−2 −1


 y b =


0

1


. Si denotamos por E el espacio lineal generado por {b, Ab}

como en el teorema de Kalman. Primero si consideramos un control no acotado u(t), se puede ver

que el rango de E es 2, luego el sistema es completamente controlable si y solo si el control u es

no acotado. Si el control es acotado, digamos |u(t)| ≤ 1 entonces tenemos que el sistema no es

controlable.

En un sistema bilineal de control adecuado a partir de II.5, puede ser completamente controlable.

Por ejemplo, consideremos el sistema

dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= −2x1 − x2 + u + x1u + 2x2u, (II.6)

con |u(t)| ≤ 1. Para u = +1, el sistema exhibe una caracteŕıstica de foco inestable con punto de

equilibrio en (1, 0) sobre el retrato fase, y para u = −1 un foco estable con punto de equilibrio en

(1
3
, 0). Los correspondientes autovalores son λ1, λ2 = 1

2
(1 ± i

√
3) y λ1, λ2 = −1

2
(3 ± i

√
3), respec-

tivamente. Al realizar la combinación de estos focos estables e inestables nos dan controlabilidad

completa.
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II.3. Sistemas de Control sobre Grupos de Lie

Los sistemas de control que consideraremos en está sección son descritos por un sistema evolucio-

nado en un grupo de Lie G de la forma

dx

dt
(t) = X0(x(t)) +

m∑
i=1

ui(t)Xi(x(t)) (II.7)

donde X0, ..., Xm son campos de vectores invariantes a derecha sobre G. Sistemas descritos de

está forma son llamados invariantes a derecha.

II.3.1. Órbitas de campos de vectores invariantes

En esta sección consideraremos las propiedades básicas de los flujos generados por los campos

de vectores invariantes a derecha sobre un grupo de Lie G. Se tiene que los campos de vectores

invariantes a izquierda sobre G, satisfacen propiedades análogas.

Sea Φ el flujo correspondiente al campo vectorial invariante a derecha X. Sea

e(t) = Φ(t, e)

la curva integral en G que pasa por la identidad del grupo G. Para cualquier g ∈ G, la curva g(t)

definida por

g(t) = e(t)g = Rg(e(t)),

satisface

d

dt
g(t) = (Rg)∗

d

dt
e(t) = (Rg)∗X ◦ e(t) = X(e(t)g) = X(g(t)).

Aśı g(t) es la curva integral de X que pasa por g, que satisface la propiedad

Φ(t, g) = Φ(t, e)g

para cualquier g ∈ G y todo t ∈ R. Esta igualdad implica las siguientes propiedades básicas
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1. La curva integral e(t) se encuentra definida para todo t ∈ R.

Tenemos que H = {e(t) : t ∈ R} es un subgrupo abeliano de G. La prueba de esta afirmación

es muy sencilla,

Φ(t, Φ(s, e)) = Φ(t + s, e) = Φ(s + t, e) = Φ(s, Φ(t, e)).

La relación de los flujos escrita encima puede ser transcrita en términos de las curvas inte-

grales, de la siguiente manera

e(t)e(s) = e(t + s) = e(s)e(t),

de esto se sigue que H es un grupo abeliano. El hecho que e(t) esté definida para todo t, se

sigue también de la anterior igualdad: si la curva e es definida para un valor particular de t,

entonces e también se encuentra definido para t + ε, donde ε es independiente de t, ya que

e(t + ε) = e(t)e(ε). Por lo tanto, e(t) esta definida para todo t.

2. X es un campo vectorial completo.

Basta que observemos la igualdad

Φ(t, g) = Φ(t, e)g,

y por lo tanto Φ(t, g) está definida para todo número real t.

3. Si X es un campo vectorial invariante a izquierda, entonces su flujo Φ satisface la igualdad

Φ(t, g) = gΦ(t, e). Se sigue que las afirmaciones (1) y (2) son válidas para campos de vectores

invariantes a izquierda.

Definición II.38. Para cualquier campo de vectores X invariante a derecha sobre G,

etA

denotará la curva integral de X que pasa por la identidad con A = X(e). En términos de esta
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notación,

(exp tX)(g) = etAg

El teorema de la órbita aplicado a una familia de campos de vectores invariantes a derecha sobre

un grupo de Lie G es muy efectivo para obtener algunos resultados de la teoŕıa clásica de los

grupos de Lie. Para tener una ilustración de esto, presentamos los siguientes hechos:

Sea F una familia de campos de vectores invariantes a derecha sobre un grupo de Lie G, y sea

Γ = {X(e) : X ∈ F}.

Entonces evidentemente se tiene Γ ⊂ L(G), donde L(G) es el álgebra de Lie de G. Denotemos por

H la órbita de F en la identidad. Tenemos por el teorema de la órbita que H es una subvariedad

anaĺıtica de G. Pero esta órbita es también un subgrupo de G generado por {etA : t ∈ R, A ∈ Γ}.

Aśı H es un grupo de Lie conexo, y su álgebra de Lie es igual a la subálgebra de Lie de L(G)

generado por Γ. Luego tenemos la demostración del clásico teorema de grupos de Lie, que dice que

a cualquier subálgebra L de L(G) le corresponde exactamente un único subgrupo de Lie conexo

de G. En este contexto, Lie(Γ) es el álgebra de Lie L dada, y H es el correspondiente subgrupo de

Lie conexo de G. Pero el teorema de la órbita también demuestra que dado cualquier subconjunto

Γ tal que Lie(Γ) = L, entonces cualquier elemento de H puede ser escrito de la forma

et1A1et2A2 · · · etpAp

para ciertos elementos A1, A2, ..., Ap en Γ.

A manera de discusión también tenemos el famoso teorema de grupos de Lie: Un subgrupo cerrado

H de un grupo de Lie G es por si mismo un grupo de Lie. Su prueba la exhibimos en las siguientes

ĺıneas. Sea

Γ = {A : etA ∈ H}

para todo t. Se puede demostrar que Γ es un subálgebra de Lie de L(G). Si definimos F como

la familia de campos de vectores invariantes a derecha cuyos valores en la identidad están en Γ,

entonces la órbita de F desde la identidad es un grupo de Lie. Este es igual a H, cuando H es
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conexo.

II.3.2. GL(n,R) y sus subgrupos

Para cada A ∈ M(n,R), exp tA es una curva en GL(n,R) cuyo vector tangente en la identidad

es igual a A. Luego M(n,R) está contenido en el espacio tangente en la identidad de GL(n,R),

y ya que GL(n,R) ⊂ M(n,R), tenemos que son iguales. Como ya fue visto en el caṕıtulo 1

las traslaciones a derecha (resp. a izquierda) en GL(n,R) son multiplicación de matrices por la

derecha (resp. a izquierda). Luego los campos de vectores invariantes a derecha son de la forma

X(g) = Ag, A ∈ M(n,R), g ∈ GL(n,R).

A es el valor de X en la identidad. Los campos de vectores invariantes a izquierda son de la forma

X(g) = gA. Si X, Y son campos de vectores invariantes a derecha entonces

[X, Y ]g = (AB −BA)g = [A,B]g

para todo g ∈ GL(n,R). Por tanto el álgebra de Lie de GL(n,R) es el espacio vectorial M(n,R)

munido con el conmutador de matrices como su corchete de Lie.

Un subgrupo de Lie de GL(n,R) es llamado un grupo lineal. El álgebra de Lie de cualquiera de tales

subgrupos es una subálgebra de M(n,R). Por ejemplo el conjunto de las matrices antisimétricas

es el álgebra de Lie del grupo ortogonal O(n,R). El conjunto de todas las matrices con traza igual

a cero es el álgebra de Lie del grupo especial lineal SL(n,R).

Cualquier colección de matrices Γ determina una familia de campos de vectores invariantes a

derecha o izquierda FΓ. La orbita de FΓ desde la identidad de GL(n,R) es un subgrupo lineal G

consistiendo de todos los productos de matrices de la forma

et1A1 · · · etpAp

para ciertas matrices A1, ..., Ap ∈ Γ y números reales t1, ..., tp. La órbita de FΓ desde cualquier
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otro punto g en GL(n,R) es una clase a derecha o izquierda de G (dependiendo si FΓ son campos

invariantes a izquierda o derecha). G = GL+(n,R) si y sólo si Lie(Γ) = M(n,R), donde Lie(Γ)

denota el álgebra de Lie generada por Γ.

II.3.3. Espacios Homogéneos

Definición II.39. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Diremos que G actúa

sobre M si existe una función diferenciable

θ : G×M → M

que satisface

1. θ(g1g2, x) = θ(g1, θ(g2, x)) para todo g1, g2 ∈ G y todo x ∈ M , y

2. θ(e, x) = x para todo x ∈ M .

Para cada g ∈ G, sea θg : M → M definida por θg(x) = θ(g, x). La función g → θg es llamada una

acción de G sobre M . Cualquier tal acción es un homomorfismo de grupos de G en el grupo de

difeomorfismos sobre M . En particular, si A es un elemento de L(G), entonces {θexp tA} es un grupo

a 1-parámetro de difeomorfismos sobre M . Sea XA su generador infinitesimal. La correspondencia

A → XA es un homomorfismo de álgebras de Lie de L(G) en el álgebra de Lie de campos de

vectores sobre M . Por tanto, la familia F = {XA : A ∈ L(G)} es un álgebra de Lie de dimensión

finita de campos vectoriales diferenciables sobre M . Nos referiremos a sus elementos como los

campos vectoriales subordinados por G. Los elementos de F son necesariamente campos vectoriales

completos sobre M .

Diremos que G actúa transitivamente sobre M si existe x0 ∈ M tal que la órbita

Gx = {θ(g, x) : g ∈ G} = M.

Se sigue que para todo x ∈ M , la órbita {θ(g, x) : g ∈ G} es igual a M . En efecto, existe g ∈ G
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tal que gx0 = x entonces

Gx = Ggx0 = Gx0 = M.

Si G actúa transitivamente sobre M , entonces tenemos la siguiente versión del teorema de la

órbita:

Teorema II.40. Sea Γ un subconjunto arbitrario de L(G), y sea F = {XA : A ∈ Γ}. Denotemos

por H el subgrupo de G generado por {exp tA : A ∈ Γ, t ∈ R}. Entonces la órbita de F desde

cualquier punto x ∈ M es dado por la acción de H sobre x, esto es,

G(F)(x) = {θh(x) : h ∈ H}.

En particular, si Γ genera el álgebra de Lie de G, entonces G(F)(x) = M para cada x ∈ M .

Variedades diferenciables que admiten acciones transitivas de grupos de Lie son llamados espacios

homogéneos.

II.3.4. Controlabilidad

Una condición necesaria para la controlabilidad de un sistema de control sobre un grupo de Lie

G de la forma II.7 es que el conjunto A(e) de puntos accesibles desde la identidad de G sea un

subgrupo de G. Luego, el problema de controlabilidad se reduce a lo siguiente:

1. Cuando A(e) es un subgrupo? y

2. Si A(e) es un subgrupo, cuando A(e) = G?

La pregunta (2) es más fácil de responder que (1). De hecho en un teorema que enunciaremos

posteriormente se prueba que si A(e) es un subgrupo de G entonces necesariamente, este subgrupo

es un grupo de Lie conexo sobre S de G cuya álgebra de Lie es el subálgebra L generada por

X0, ..., Xm. De esto se sigue que el sistema II.7 es controlable si y sólo si

1. A(e) es un subgrupo,
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2. G es conexo, y

3. L es el álgebra de Lie de G.

Esto demuestra que la importante cuestión está en determinar cuando A(e) es un subgrupo.

La razón por la cual solo se consideran los conjuntos accesibles desde la identidad esta explicada

en la sección II.3.1, que se traduce de la siguiente manera

A(g, T ) = A(e, T )g y A(g) = A(e)g.

Para darle simplicidad a la escritura denotaremos el sistema de control invariante a derecha II.7

de la forma (X, U) donde U es el conjunto de control.

Sin entrar en los detalles de esta sección, a continuación enunciaremos los resultados obtenidos

para la controlabilidad de un sistema invariante a derecha.

Teorema II.41. Una condición necesaria para que (X, U) sea controlable es que G sea conexo y

que L = L(G). Si G es compacto o si el sistema es homogéneo (X0 = 0) la condición es también

suficiente.

Teorema II.42. Sea G compacto y (X, U) controlable. Entonces el sistema es completamente

controlable. Esto es, existe T > 0 tal que, para cualesquiera g, g′ ∈ G existe un control que me

traslada de g hasta g′ en T unidades de tiempo o menos.

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



CAPÍTULO III

Semigrupos de GL(2) transitivos sobre

R2 − {0}

Como fue mencionado en la introducción de este trabajo, es de nuestro interés obtener condiciones

para que el semigrupo SΣ generado por Σ = {A,±B} del sistema bilineal

ẋ = Ax + uBx

actúe transitivamente sobre R2 − {0}.

Con este propósito, en este caṕıtulo desarrollaremos a detalle y encontraremos los grupos lineales

(grupos de Lie de matrices) que actúan transitivamente sobre R2 − {0}.

Dividiremos el caṕıtulo en dos secciones. En la primera sección presentaremos los subgrupos de

Lie de GL(2) que actuán transitivamente sobre R2−{0}, mostrando que son únicos. Sin embargo

al ser esto una tarea complicada y teniendo en cuenta la relación uno a uno de subgrupos de

Lie conexos con las subálgebras de Lie, con la ayuda de unos lemas mostraremos que las únicas

subálgebras de Lie lineales que actúan transitivamente sobre R2 son gl(2), sl(2) y so(2) ⊕ R1,
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que son precisamente las subálgebras de Lie de esos grupos.

En la sección dos buscaremos dentro de SL(2), semigrupos que actúen transitivamente sobre el

espacio proyectivo unidimensional P1, esto se hace precisamente pues se tiene que la transitividad

sobre el espacio proyectivo implica la transitividad sobre R2 − {0}, este es uno de los resultados

fundamentales de este caṕıtulo. De manera mas precisa el resultado dice que la transitividad de

un semigrupo S ⊂ SL(2) con interior no vaćıo sobre el proyectivo implica que S = SL(2). Luego

puesto que SL(2) actúa transitivamente sobre R2−{0} (como será probado en la primera sección)

se tiene que la transitividad sobre el proyectivo es equivalente a la transitividad sobre R2 − {0}.

III.1. Grupos Transitivos

Sea G un subgrupo de Lie conexo de GL(2), el grupo lineal de matrices inversibles, y denotemos

por g el álgebra de Lie de G. Como fue descrito en el caṕıtulo 1, está es el álgebra de Lie compuesta

por aquellas matrices X tal que exp tX ∈ G para todo t ∈ R.

Puesto que R2 − {0} es conexo, una condición necesaria y suficiente para que G actúe transitiva-

mente sobre R2 − {0} es que la órbita

Gx = {gx : g ∈ G}

es abierto para cualquier x ∈ R2 − {0}. El espacio tangente a Gx en x es dado por

gx = {Ax : A ∈ g}.

Luego, Gx es abierto si y sólo si gx = R2. Puesto que consideramos G conexo tenemos la equiva-

lencia, G es transitiva si y sólo si su álgebra de Lie g lo es.

El propósito de esta sección es demostrar que las únicas álgebras de Lie transitivas y los grupos

de Lie correspondientes son los siguientes:

1. gl(2), el álgebra de Lie de todas las matrices reales de orden 2, que es el álgebra de Lie del

grupo conexo GL+(2) = {g : det g > 0}.
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2. sl(2), el subálgebra de Lie de gl(2) consistiendo de las matrices de traza cero de orden 2.

Este es el álgebra de Lie de SL(2), el grupo de las matrices de determinante uno.

3. so(2)⊕R1 donde so(2) que es el álgebra unidimensional de las matrices antisimétricas y 1

denota la matriz identidad. Este es álgebra del grupo SO(2) × (R+1) que consiste de una

rotación (elemento de SO(2)) seguida de una homotecia (matriz en R+1). Los elementos de

este grupo son de la forma 
a −b

b a




que están en biyección con los números complejos no nulos a + ib. Esto es, SO(2)× (R+1)

es isomorfo a C∗.

Es una tarea sencilla mostrar que los grupos de estas álgebras de Lie mencionadas actúan transi-

tivamente sobre R2 − {0}. Veamos como hacemos esto, se tiene


x 0

y 1
x





1

0


 =


x

y


 para x 6= 0

y 
0 − 1

y

y 0





1

0


 =


0

y


 para y 6= 0

esto es, la órbita de (1, 0) bajo SL(2) es R2−{0}. Consecuentemente este grupo y GL+(2) ⊃ SL(2)

son transitivos sobre R2 − {0}. La transitividad de SO(2)× (R+1) se sigue de

|v|

cos θ − sen θ

sen θ cos θ





1

0


 = v

para v ∈ R2 − {0} donde θ es el ángulo entre v y (1, 0).

La prueba que estos son los únicos grupos transitivos no se puede realizar de manera directa, lo

que haremos es estudiar las subálgebras de Lie de gl(2) que actúan transitivamente sobre el plano.

Mostraremos que las únicas subálgebras con esta propiedad, son las subálgebras de los grupos de

encima, pero esto requiere algunos lemas que los desarrollaremos a continuación.
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Comenzaremos con los siguientes que nos dan resultados acerca de subálgebras de dimensión dos

que se encuentran dentro de sl(2).

Lema III.1. Sea g ⊂ sl(2) un subálgebra con dimg = 2. Entonces existe una base β de R2 tal

que las matrices de las aplicaciones lineales en g con respecto a β son de la forma


a b

0 −a


 .

Demostración. Primero notemos que si la dimg = 2, entonces tenemos que g es soluble o es

abeliana (vea ejemplo 1.10). Mostraremos que g no puede ser abeliana. En efecto, consideremos

la base de sl(2) formada por las matrices

{
H =


1 0

0 −1


 , P =


0 1

0 0


 , Q =


0 0

1 0




}
(III.1)

si realizamos los corchetes entre estos elementos, se tiene las siguientes relaciones

[H,P ] = 2P, [H, Q] = −2Q, [P, Q] = H.

Ahora sean X, X ′ dos matrices en sl(2) tal que [X, X ′] = 0, escribiendo estas en términos de la

base, tenemos que existen constantes a, b, c, a′, b′, c′ no todas nulas tales que X = aH + bP + cQ

y X ′ = a′H + b′P + c′Q. Entonces

[X, X ′] = (bc′ − cb′)H + 2(ab′ − ba′)P − 2(ca′ − ac′)Q

puesto que [X, X ′] = 0 se tiene que bc′ = cb′, ab′ = ba′ y ca′ = ac′. Es decir, X y X ′ no pueden ser

linealmente independientes. En efecto, supongamos que b 6= 0, entonces de la primera igualdad se

tiene c′ = ( b′
b
)c, de la segunda a′ = ( b′

b
)a y finalmente b′ = ( b′

b
)b, luego X ′ es un múltiplo de X.

Esto demuestra que g no es abeliana. Pues en caso contrario, suponiendo que g fuese abeliana,

como dimg = 2 tomemos una base {X, X ′}, entonces [X, X ′] = 0. Pero en este caso, se tiene que

X y X ′ son linealmente dependientes, obteniendo aśı una contradicción.
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Por lo tanto hemos mostrado que dentro de sl(2) no pueden existir subálgebras abelianas de

dimensión dos. Aśı tenemos que g es soluble, esto es, existe una base {X, Y } de g tal que [X, Y ] =

Y .

Ahora por el Teorema de Lie sobre álgebras de Lie Solubles (teorema 1.44), existe una base de R2

tal que los elementos de g son escritos en está base de la forma


λ µ

0 −λ


 .

En esta representación los elementos de la diagonal de Y son cero pues [X, Y ] = Y . Por tanto,

Y 2 = 0 (nilpotente) luego por Jordan existe una base β de R2 tal que con respecto a β, la matriz

Y es triángular superior con ceros en la diagonal. De la misma manera tenemos también del hecho

[X,Y ] = Y que X es triangular superior con respecto a β probando aśı el lema.

Como una consecuencia directa de este Lema podemos demostrar el siguiente corolario, que nos

brinda un resultado contundente para el estudio de subálgebras de Lie contenidas en sl(2).

Corolario III.2. sl(2) es la única de sus subálgebras que es transitiva.

Demostración. Si dimg = 1 entonces el álgebra de Lie es abeliana, luego el producto de dos

elementos cualesquiera es nulo, aśı no puede ser transitiva. Si dim g = 3 entonces al estar contenida

en sl(2) que tiene dimensión tres, estos espacios deben coincidir. Finalmente si g es como en el

lema anterior, tenemos que la recta generada por el primer elemento encontrado de la base en el

lema anterior es invariante bajo g, esto es, [g, Y ] ⊂ {αY : α ∈ R}. Se tiene entonces que esta

subálgebra no puede ser transitiva, pues al hacer el corchete de más de dos elementos entonces

este se anula. Con eso termina la prueba.

Con el corolario anterior, tenemos demostrado que dentro de sl(2) no existe ninguna subálgebra

de Lie que actúa transitivamente sobre el plano.

Ahora realizaremos un análisis de aquellas subálgebras transitivas que no están enteramente con-

tenidas en sl(2). Para ello notemos primero que si tomamos cualquier matriz A de 2 × 2, esta
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siempre se puede escribir de la forma

A =
(
A−

trA

2
1
)

+
trA

2
1.

Luego tenemos que gl(2) se puede descomponer como

gl(2) = sl(2)⊕R1. (III.2)

Usaremos la notación z = R1 para indicar el centro de gl(2). Además de esta descomposición

se tiene inmediatamente que cualquier subespacio V ⊂ gl(2) conteniendo z se descompone como

V = z⊕(sl(2)∩V ). Con estas observaciones podemos enunciar el siguiente resultado que caracteriza

las subálgebras de dimensión dos que contienen a z.

Lema III.3. Sea X ∈ sl(2) y supongamos que g = RX⊕ z es transitivo. Entonces g es isomorfo

a so(2)⊕ z.

Demostración. Asumiendo que g es transitivo, eso implica inmediatamente que X 6= 0 y como

trX = 0, su forma canónica de Jordan es una de las siguientes


a 0

0 −a


 ,


0 1

0 0


 ,


0 −a

a 0


 .

En los dos primeros casos las matrices en g son triangulares superiores y aplicando el argumento

del corolario (III.2), en una base adecuada de R2 se tiene que g no puede ser transitiva. Entonces

solo nos quedamos con el tercer caso, pero si es aśı se tiene que g es isomorfo a so(2) ⊕ z como

queŕıamos.

Ciertamente este resultado nos brinda un criterio que caracteriza las subálgebras transitivas de

dimensión dos, de hecho si la subálgebra se encuentra dentro de sl(2), no hay nada que hacer,

luego el trabajo está precisamente en pensar que g no está dentro de sl(2), eso lo registramos en

el siguiente corolario.

Corolario III.4. Las subálgebras transitivas de dimensión dos son isomorfas a so(2)⊕ z.
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Demostración. Sea g una subálgebra transitiva con dimg = 2. Notemos que si g ∩ z 6= {0},
entonces nos encontramos en el caso de encima pues dim z = 1, y por tanto el resultado es directo.

En el otro caso, g ∩ z = {0} consideremos la proyeccón

π : gl(2) → sl(2),

dada por π(A) = A− tr(A)
2

1 de acuerdo con la descomposición (III.2). Entonces dim π(g) = 2, luego

los elementos de π(g) son triangulares superiores en alguna base adecuada por el lema (III.1). Esto

implica que los elementos de g son también triangulares superiores aśı no puede ser transitiva.

Esto cierra el caso de estudio para las subálgebras transitivas de dimensión dos.

Con respecto a subálgebras de dimensión tres tenemos el siguiente resultado.

Lema III.5. Supongamos que g = h ⊕ z donde h es un subálgebra de dimensión 2 y z es como

encima. Entonces g no es transitiva.

Demostración. Por la forma que tiene g y recordando la relación III.2, se tiene necesariamente que

h ⊂ sl(2). Por el lema III.1 existe una base tal que los elementos de h son triangulares superiores.

En esta base, los elementos de g son también triangulares superiores, luego está álgebra no puede

ser transitiva.

De manera más general, consideremos g un álgebra transitiva con dim g = 3. Por el lema de

encima, z no esta contenida en g (si lo estuviera no seŕıa transitiva) y puesto que dim z = 1 si

tenemos que g ∩ z = {0} esto implica que

gl(2) = g ⊕ z.

No obstante, sl(2) es el único subálgebra que complementa z. En efecto, tomando la base {H,P,Q}
como en (III.1), el hecho que g complementa z asegura la existencia de números reales h, p y q tal

que H ′ = H + h1, P ′ = P + p1 y Q′ = Q + q1 están en g. Los corchetes entre estas matrices son

[H ′, P ′] = 2P, [H ′, Q′] = −2Q, [P ′, Q′] = H.
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esto es, sl(2) ⊂ g y ya que tienen la misma dimensión tenemos que esas subálgebras coinciden.

Aśı hemos demostrado el

Lema III.6. sl(2) es el única subálgebra de Lie transitiva de dimensión tres.

Con este lema se concluye la prueba que gl(2), sl(2) y so(2) ⊕ R1 son las únicas subálgebras

transitivas. En efecto, si g es transitiva entonces dimg ≥ 2. Si dimg = 2 entonces g es (isomorfo

a) so(2)⊕R1 por el corolario (III.4). El lema anterior muestra que g = sl(2) si dimg = 3, y nos

queda solamente gl(2) que es de dimensión cuatro.

III.2. Semigrupos en SL(2)

Como fue mencionado en la introducción, la controlabilidad del sistema de control es equivalente

a la transitividad del semigrupo SΣ que tiene interior no vaćıo en el subgrupo de Lie conexo GΣ.

Recordemos que pedimos int(SΣ) 6= ∅ para que el sistema sea localmente accesible.

En esta sección estudiaremos la transitividad sobre R2 − {0} de un semigrupo S con interior no

vaćıo en SL(2), que es uno de los grupos transitivos del caṕıtulo anterior.

Denotaremos por P1 el espacio proyectivo real uno-dimensional, que es el conjunto de subespacios

unidimensionales de R2, y para v ∈ R2 − {0} sea [v] el subespacio que genera. Recordemos que

el espacio proyectivo real P1 es un espacio compacto, para ver las otras propiedades del espacio

proyectivo vea [12].

Remarca III.7. Tenemos que SL(2) actúa transitivamente sobre P1 por la acción definida por

g[v] = [gv], para g ∈ SL(2), v ∈ R2 − {0}. En efecto, sean [u], [v] ∈ P1 arbitrarios queremos

mostrar la existencia de algún g ∈ SL(2) tal que g[u] = [v]; esto sucede pues al tener u, v ∈ R2−{0}
y SL(2) actúa transitivamente sobre R2 − {0}, existe g ∈ SL(2) tal que gu = v, luego

g[u] = [gu] = [v].

Definición III.8. Diremos que un subsemigrupo S de SL(2) es transitivo sobre P1 si para todo

u, v ∈ R2 − {0} existe g ∈ S satisfaciendo g[u] = [v].
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En este caṕıtulo presentamos uno de los resultados centrales de la tesis, este resultado básicamente

dice que: si S ⊂ SL(2) es un subsemigrupo con puntos interiores y transitivo sobre P1 entonces

este es todo SL(2).

Primero probaremos el siguiente lema en donde se demuestra que un semigrupo propio de SL(2)

no puede contener rotaciones en su interior.

Lema III.9. Sea S ⊂ SL(2) un semigrupo y supongamos que existe X ∈ sl(2) con autovalores

imaginarios puros, y tal que exp X está en int(S). Entonces bajo estas condiciones tenemos que

S = SL(2).

Demostración. El hecho que los autovalores de X son imaginarios puros y que tiene traza 0 implica

que su forma canónica de Jordan es


0 −a

a 0


 , a 6= 0

luego

exp(tX) =


cos(ta) − sen(ta)

sen(ta) cos(ta)


 .

Ya que exp X ∈ int(S) entonces existe un t > 0 tal que exp(tX) ∈ int(S) y ta es irracional

(digamos que π < a dependiendo la longitud de a podemos elegir t = π
a
). Por otro lado, si

escribimos h = exp(tX), entonces hn ∈ int(S) para todo estero positivo n. Se sigue que existe

algún n tal que hn = 1. Luego 1 ∈ int(S). De donde tenemos que S = SL(2), esto sucede por

que el semigrupo generado por una vecindad de la identidad en un grupo de Lie conexo es todo

el grupo.

Ahora probaremos que los semigrupos SL(2) no contiene otros elementos nilpotentes.

Lema III.10. Sea S un subsemigrupo de SL(2). Supongamos que existe un elemento nilpotente

X ∈ sl(2) tal que g = exp X ∈ int(S). Entonces S = SL(2).

Demostración. Si X = 0 entonces g = exp 0 = 1 ∈ int(S) y tenemos el resultado por el argumento

final del lema anterior. En otro caso supongamos que X 6= 0, y que existe n ∈ N tal que Xn = 0,
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tenemos que det X = 0, entonces la forma canónica de Jordan para X es


0 1

0 0


 .

Ya que g ∈ int(S) y la aplicación exponencial es continua existe un entorno U de X luego un

ε > 0 suficientemente pequeño tal que la matriz

Y =


 0 1

−ε 0


 ∈ U

y por la continuidad de la exponencial

exp Y = exp


 0 1

−ε 0


 ∈ int(S).

Los autovalores de Y son ±i
√

ε (imaginarios puros), aśı por el lema anterior, concluimos el resul-

tado.

Lema III.11. Sea S un subsemigrupo de SL(2) con int(S) 6= ∅ y asuma que S es transitivo sobre

P1. Tomemos v ∈ R2−{0}. Entonces existe w ∈ R2 y h ∈ int(S) tal que {v, w} es una base y en

esa base h puede ser escrito como

h =


µ 0

0 µ−1




para algún µ > 0.

Demostración. Tomemos g ∈ int(S) tal que g[v] = [v]. Para demostrar la existencia de este

elemento, al ser int(S) no vaćıo existe h1 ∈ int(S), tal que h1[v] = [u], pero como S actúa

transitivamente sobre P1, existe h2 ∈ S tal que h2[u] = [v], entonces

h2h1[v] = h2[u] = [v],

luego basta tomar g = h2h1 pertenece a int(S) y deja fijo a [v]. Ahora sea u ∈ R2 tal que {v, u}
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es una base. Para encontrar la matriz de g con relación a esta base, notemos que al ser v un

autovector para g, se satisfacen las siguientes relaciones

gv = av + 0u, gu = bv + a−1u

luego la matriz de g con respecto a esta base será

g =


a b

0 a−1




con a, b ∈ R y a 6= 0. Claramente, g2 ∈ int(S) y su matriz en la base {v, u} es

g2 =


µ c

0 µ−1




con c ∈ R y µ > 0. Estrictamente hablando se tiene que µ = a2. Si µ = 1 entonces g2 = exp Y =

I + Y con

Y =


0 c

0 0


 ,

(pues Y n = 0 para n ≥ 2). Entonces hemos encontrado un elemento nilpotente Y tal que exp Y ∈
int(S) luego por el lema anterior, tenemos que S = SL(2), y claramente S contiene el elemento

buscado. En el otro caso, siendo el caso mas general, supongamos que µ 6= 1, entonces escribiendo

w = u +
c

µ−1 − µ
v,

es tal que, el conjunto {v, w} es una base y en esta base la matriz de h = g2 tiene la forma deseada.

Para mostrar esto debemos encontrar la matriz de paso de g2 de la base {v, u} a la base {v, w}.
Para ello primero tenemos que la matriz de g2 en la base {v, u} es

g2 =


µ c

0 µ−1


 .
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Ahora queremos encontrar la matriz de paso de base a base, escribimos las siguientes relaciones

v = 1v + 0u, w =
c

µ−1 − µ
v + 1v.

Aśı la matriz de paso es

P =


1 c

µ−1−µ

0 1


 ,

cuya inversa será

P−1 =


1 c

µ−µ−1

0 1




por tanto la matriz de g2 en la base {v, w} esta representada por el producto P−1g2P que la

denotaremos por g2
0 y que está dentro de int(S) es igual a

g2
0 =


1 c

µ−µ−1

0 1





µ c

0 µ−1





1 c

µ−1−µ

0 1


 .

Desarrollando el producto del lado derecho tenemos que

g2
0 =


1 c

µ−µ−1

0 1





µ µ−1c

µ−1−µ

0 µ−1


 =


µ 0

0 µ−1




como queŕıamos.

En el siguiente lema mostramos que el resultado del lema anterior puede ser mejorado en el sentido

que la base puede ser encontrada de modo que µ > 1. Los detalles son los siguientes.

Lema III.12. Con las notaciones y suposiciones del lema de encima, tomando v ∈ R2 − {0}.
Entonces existe w 6= 0 y h ∈ int(S) tal que β = {v, w} es una base y la matriz de h con respecto

a β es 
µ 0

0 µ−1




con µ > 1.
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Demostración. Sea {v, w} la base encontrada por el lema de encima. Todas las matrices que con-

sideremos serán referidas a esta base.

Ahora antes de realizar la demostración, primero observemos la siguiente descomposición (des-

composicón de Iwasawa) de g1 ∈ SL(2) que satisface g1[v] = [w]. Tenemos que existen

h1 =


a 0

0 a−1


 y n1 =


1 ∗

0 1




tal que

g1 =


0 −1

1 0


 h1n1.

En efecto, tenemos la siguiente relación

g1v = 0v + aw, g1w = −a−1v + bw.

Esto es, la matriz de g1 en relación a esta base es de la forma

g1 =


0 −a−1

a b


 .

Luego tenemos de manera estricta, ∗ = b
a
. De manera análoga se tiene que, si g2 ∈ SL(2) y

g2[w] = [v] tenemos que g2 se descompone por Iwasawa como

g2 = h2n2


 0 1

−1 0




siendo h2 y n2 de la misma forma que h1 y n1 respectivamente.

Ahora demostraremos el lema.

Sea h ∈ int(S) encontrado en el lema precedente. Si µ > 1 entonces no hay nada que demostrar.

Por lo tanto supongamos que 0 < µ < 1.

Puesto que estamos suponiendo que S actúa transitivamente sobre P1, tenemos que existen g1, g2 ∈
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S tal que,

g1[v] = [w] y g2[w] = [v],

y claro se tiene que

g2hg1 ∈ int(S)

pues h ∈ int(S). Usando la descomposición de Iwasawa de g1 y g2 como lo realizado encima,

g2hg1 = h2n2


 0 1

−1 0





µ 0

0 µ−1





0 −1

1 0


 h1n1,

y realizando el producto de las tres matrices del centro,


 0 1

−1 0





µ 0

0 µ−1





0 −1

1 0


 =


µ−1 0

0 µ


 .

De donde tenemos que

g2hg1 = h2n2


µ−1 0

0 µ


 h1n1.

Luego esta igualdad puede ser escrita nuevamente de la forma

g2hg1 = h̄n̄

donde

h̄ = h2


µ−1 0

0 µ


 h1 y n̄ =


1 ∗

0 1


 .

En efecto, si a es una matriz diagonal y b tiene la misma forma que n̄ encima, entonces a−1ba

tiene la misma forma que b. Luego podemos invertir el orden del producto de la siguiente manera

ba = a(a−1ba). Para ver esto, sean

a =


x 0

0 y


 y b =


1 ∗

0 1
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con x 6= 0 e y 6= 0. Entonces se tiene que

a−1 =


x−1 0

0 y−1




y

a−1ba =


1 ∗∗

0 1


 (∗∗ = yx−1∗).

Regresando a la demostración del lema, y usando el hecho registrado tenemos lo siguiente,

g2hg1 = h2n2


µ−1 0

0 µ


 h1n1.

Luego la matriz diagonal


µ−1 0

0 µ


 ’conmuta’ si vale el término con n2, esto es,

g2hg1 = h2


µ−1 0

0 µ


 n2h1n1.

De la misma manera la matriz diagonal h1 ’conmuta’ con n2, luego tenemos

g2hg1 = h2


µ−1 0

0 µ


 h1n2n1,

como queŕıamos.

Finalmente, notemos que

h̄ = h2


µ−1 0

0 µ


 h1

es el producto de tres matrices diagonales, luego es una matriz diagonal. Más precisamente se

tiene que

h̄ =


a 0

0 a−1





µ−1 0

0 µ





a 0

0 a−1


 =


a2µ−1 0

0 a−2µ


 .
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Sea λ = a2

µ
, entonces si µ es suficientemente pequeño tenemos que λ > 1. Luego,

g2hg1 =


λ 0

0 λ−1


 n̄ =


λ ∗

0 λ−1


 ∈ int(S)

con λ > 1. Hacemos un cambio de base como en el lema precedente tenemos la matriz diagonal

buscada.

Este lema es fundamental para realizar la demostración del teorema central de este caṕıtulo.

Como un comentario antes de realizar la demostración del teorema mencionado, observaremos los

siguientes dos hechos acerca de números reales:

1. Sea (a, b) ⊂ R un intervalo con b > a > 1. Entonces existe un T0 > 0 tal que (T0,∞) ⊂
∪n≥1(a

n, bn).

2. Sea (c, d) un intervalo con 0 < c < d < 1. Entonces existe ε > 0 tal que (0, ε) ⊂ ∪n≥1(c
n, dn).

La demostración de la primera afirmación se sigue directamente del siguiente hecho. Existe un

n0 ∈ N tal que an0+1 < bn0 . En efecto, supongamos que para todo n ∈ N se tenga

an+1 > bn,

pero en este caso tendŕıamos que a > ( b
a
)n, luego la sucesión {( b

a
)n} está acotada, pero eso es una

contradiccón pues b
a

> 1. Luego el número buscado es T0 = an0 , es tal que

(T0,∞) = ∪n≥n0(a
n, bn)

agregando los intervalos que tienen sub́ındices < n0 se tiene la inclusión buscada.

La segunda afirmación se sigue de la primera, basta notar que existe n0 tal que

(
1

d
)n0+1 < (

1

c
)n0

de aqúı tenemos que cn0 < dn0+1 luego el número buscado es ε = dn0 .
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Teorema III.13. Sea S ⊂ SL(2) un subsemigrupo con puntos interiores. Supongamos que S es

transitivo sobre P1. Entonces S = SL(2).

Demostración. Por el lema (III.12) existe una base {v, w} de R2 y h ∈ int(S) que es escrito en

esta base como

h =


µ 0

0 µ−1




con µ > 1. También tenemos que existe g ∈ int(S) tal que gw = λw con λ > 1. En esta base

{v, w}, tenemos las siguientes relaciones

gv = λ−1v + ∗w, gw = 0v + λw,

luego la matriz de g en esta base será

g =


λ−1 0

∗ λ


 .

Como h, g ∈ int(S), sus potencias y potencias de sus vecindades siguen perteneciendo a int(S).

Por (1) encima existe T0 > 0 tal que, para cada t > T0


t 0

0 t−1


 ∈ int(S),

y también existe ∗ tal que 
t−1 0

∗ t


 ∈ int(S).

Luego en el interior de S existen elementos que pueden ser escritos como


t 0

0 t−1





t−1 0

∗ t


 =


1 0

∗ 1


 = I +


0 0

∗ 0


 = exp


0 0

∗ 0


 .
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Puesto que la matriz Y =


0 0

∗ 0


 es nilpotente y está en el interior de S, entonces por el lema

(III.10), se tiene que S = SL(2).

En el análisis de sistemas bilineales probamos controlabilidad, probando la no existencia de un

subconjunto invariante y compacto sobre P1 que garantiza S = SL(2) de acuerdo con el siguiente

corolario.

Corolario III.14. Sea S un subsemigrupo de SL(2) con int(S) 6= ∅. Entonces S 6= SL(2) si y

sólo si existe un subconjunto propio compacto C ⊂ P1, con int(C) 6= ∅, que es S-invariante, esto

es, gC ⊂ C para todo g ∈ S.

Demostración. Para x ∈ P1 consideremos el subconjunto compacto cl(Sx) de P1, (es compacto

pues es cerrado y P1 es compacto). Tenemos que cl(Sx) es S-invariante, por tanto, existe un

subconjunto compacto propio e invariante como en la afirmación si y sólo si cl(Sx) es propio para

algún x. Supongamos que cl(Sx) = P1 para todo x ∈ P1. Entonces S actúa transitivamente sobre

P1. En efecto, consideremos el subconjunto

S−1 = {g−1 : g ∈ S},

que es también un semigrupo con interior no vaćıo en SL(2). Luego para cada y ∈ P1 el subcon-

junto

S−1y = {g−1y : g ∈ S},

tiene interior no vaćıo en P1. Como Sx es denso en P1 (pues cl(Sx) = P1) tenemos que

S−1y ∩ Sx 6= ∅.

Tomando z ∈ S−1y ∩ Sx existen h1, h2 ∈ S tal que,

z = h−1
1 y, z = h2x

esto es, h−1
1 y = h2x de donde, y = h1h2x con h1h2 ∈ S. En resumen, hemos mostrado que para
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todo x, y ∈ P1 existe h = h1h2 ∈ S tal que y = hx, luego S es transitivo sobre P1.

Por tanto, no existe un subconjunto compacto propio e invariante, si y sólo si, S no es transitivo

sobre P1. Por el teorema (III.13), la condición anterior es equivalente a S = Sl(2).

Remarca III.15. Como consecuencia del teorema 1.5 es que un semigrupo S ⊂ SL(2) con

int(S) 6= ∅, es transitivo sobre R2 − {0} si y solo si S = SL(2).

En efecto, tenemos que la transitividad sobre R2 − {0} implica transitividad sobre P1, luego

por el teorema (III.13) tenemos que S = SL(2). Rećıprocamente, sabemos que SL(2) actúa

transitivamente sobre R2 − {0}. Con eso tenemos el resultado buscado.
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CAPÍTULO IV

Controlabilidad en el caso GΣ = SL(2)

En el presente caṕıtulo se desarrollará de manera muy expĺıcita y estricta la noción de controla-

bilidad de un sistema de control bilineal en el plano. Considerando solo el caso en que el sistema

bilineal de control

ẋ = Ax + uBx

está formado por las matrices A,B ∈ M(2,R) que tienen traza cero. Más precisamente, este

caṕıtulo lo dividiremos en dos secciones. La primera sección esta dedicada exclusivamente a mos-

trar condiciones necesarias y suficientes para que el álgebra de Lie generada por Σ = {A,B}, sea

todo el espacio sl(2), donde A y B son matrices de traza cero y tamaño 2 × 2 del sistema de

control bilineal como está descrito encima.

En la sección dos trataremos el delicado aspecto de controlabilidad del sistema bilineal descrito

encima y daremos condiciones necesarias y suficientes para que este sistema de control sea contro-

lable en el caso en que la traza de A y B es cero. De manera más precisa como fue mencionado en

la introducción de este trabajo, el resultado fundamental que expondremos, el sistema de control

bilineal en el plano descrito encima, es controlable si y sólo si det[A,B] < 0.
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IV.1. Espacio Generado por Σ = {A,B}

Puesto que tenemos que int(SΣ) es no vaćıo en GΣ. En el caso de sistemas bilineales de dimensión

2, GΣ = SL(2) si y sólo si el álgebra de Lie generado por Σ = {A,B} es sl(2).

Como fue mencionado encima, en está sección buscaremos condiciones necesarias y suficientes

para que el álgebra de Lie generado por A y B sea sl(2). Para ello, enunciaremos y demostraremos

un lema que nos dará un resultado contundente para nuestros propósitos.

Lema IV.1. Sean A, B ∈ sl(2). Entonces

1. Supongamos que det B > 0. Entonces det[A,B] ≤ 0 y la igualdad se cumple si y solo si A

es un múltiplo de B. Por lo tanto, {A,B, [A,B]} es linealmente independiente si y solo si

det[A,B] < 0.

2. Asuma que det B = 0. Entonces det[A,B] ≤ 0, la igualdad se da si y sólo si [A,B] = λB.

Además el conjunto {A,B, [A,B]} es linealmente independiente si y sólo si det[A,B] < 0.

3. A y B generan sl(2) si y sólo si det[A, B] 6= 0.

Demostración. 1. Si det B > 0 y como tiene traza cero, entonces en una base adecuada de R2

B =


0 −a

a 0


 , a 6= 0

luego B es antisimétrica. Por otro lado, recordemos que cualquier matriz A puede ser escrita

como la suma de una matriz antisimétrica y simétrica, era suficiente escribir

A =
A− At

2
+

A + At

2
.

Entonces, en particular para la matriz A de este caso tenemos

A = A1 + A2
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con A1 antisimétrica y A2 simétrica. Se sigue que A1 es un múltiplo de B pues el espacio de

las matrices antisimétricas tiene dimensión uno, luego tenemos

[A,B] = [A1 + A2, B]

= [A1, B] + [A2, B]

= [αB, B] + [A2, B]

= α[B, B] + [A2, B]

= [A2, B].

Resulta que el corchete de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica [A2, B], es simétri-

ca. En efecto, ya que A2 es simétrica y B es antisimétrica, entonces su corchete

[A2, B]t = (A2B −BA2)
t

= (A2B)t − (BA2)
t

= BtAt
2 − At

2B
t

= (−B)A2 − A2(−B)

= A2B −BA2

= [A2, B].

es simétrico, de donde el corchete [A, B] = [A2, B] de A, B es una matriz simétrica. Además,

puesto que A,B son matrices de traza cero se tiene que la traza de [A, B] es cero (pues

sl(2) es un álgebra de Lie). Suponiendo A2 =


u v

v −u


 calculando el corchete de A2 y B

tenemos

[A,B] = [A2, B] =


 2va −2ua

−2ua −2va


 .

De aqúı se sigue que det[A,B] = −4a2(v2 + u2) ≤ 0.

La igualdad det[A,B] = 0 se cumple si y solo si

−4a2(v2 + u2) = 0
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como a 6= 0 se tiene que v2 + u2 = 0, pero esto es válido si y solo si v = u = 0. Esto es,

A2 =


u v

v −u


 =


0 0

0 0


 = 0.

Por lo tanto,

det[A, B] = 0 ⇔ A2 = 0

⇔ A = A1, (antisimétrica)

⇔ A es un múltiplo de B.

Con esto demostramos la primera parte de la afirmación.

Para concluir que el conjunto {A,B, [A,B]} es linealmente independiente, notemos que al

negar la última equivalencia tenemos

det[A,B] < 0 ⇔ {A,B} es linealmente independiente.

Como [A, B] = [A2, B] es simétrica y B 6= 0 es antisimétrica, tenemos que el conjunto

{B, [A,B]} es linealmente independiente. Por otro lado tenemos también que el conjunto

{A, [A,B]} es linealmente independiente pues al ser [A,B] simétrica, la única opción es que

la matriz A sea simétrica, es decir, A = A2, pero A = A2 es un múltiplo de [A,B] = [A2, B]

solo cuando A2 = 0.

2. Si det B = 0 podemos asumir que

B =


0 1

0 0


 y A =


a b

c −a


 .

Entonces

[A,B] =


−c 2a

0 c


 .

Por tanto, det[A,B] = −c2 ≤ 0. Supongamos que c = 0, esto es, la igualdad se da si y solo
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si [A,B] = 2aB. De donde tenemos que {B, [A,B]} es linealmente independiente si y solo si

det[A,B] < 0.

Por otro lado, {A,B} es linealmente independiente si det[A,B] 6= 0 (su prueba es un argu-

mento usado en la sección (1) del caṕıtulo 3). La oportunidad para que la matriz A sea un

múltiplo de [A, B], es que c = 0. Luego {A, [A,B]} es un subconjunto linealmente indepen-

diente si det[A,B] < 0. Por lo tanto, hemos demostrado que el subconjunto {A,B, [A,B]}
es linealmente independiente si y solo si det[A,B] < 0 como queŕıamos.

3. En vista de los items anteriores, basta que consideremos el caso en que det A y det B son

< 0. Luego en bases adecuadas podemos escribir

A =


a 0

0 −a


 y B =


x y

z −x


 ,

con −x2 − zy < 0, a 6= 0, luego

[A,B] =


 0 2ay

−2az 0


 .

Luego det[A,B] 6= 0 si y solo si yz 6= 0. Por otro lado notemos que si yz = 0 entonces las

matrices A, B y [A,B] son triángulares luego no pueden ser linealmente independientes. Se

sigue que el subconjunto {A,B, [A,B]} es linealmente independientes si y solo si det[A,B] 6=
0. Con eso termina la demostración del lema.

Como una consecuencia inmediata de este lema, tenemos el siguiente criterio para determinar si

el álgebra de Lie generado por la familia de campos vectoriales Σ = {A, B} es el álgebra de Lie

sl(2).

Corolario IV.2. Sean A,B ∈ sl(2). Las siguientes condiciones son equivalentes

1. El álgebra de Lie generada por Σ = {A,B} es todo sl(2).

2. A, B y [A,B] son linealmente independientes.
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3. det[A,B] 6= 0.

Para ver la demostración, basta recordar que la dimensión de sl(2) es igual a 3.

IV.2. Controlabilidad

En esta sección estudiaremos la controlabilidad de sistemas bilineales de control de la forma

ẋ = Ax + uBx,

donde los controles son constantes por pedazos.

Nuestro interés está en tener condiciones sobre las matrices A,B de modo que el álgebra de Lie

generada por estas sean todo sl(2). Por el corolario IV.2, el sistema es controlable si y solo si

este semigrupo no tiene subconjuntos compactos propios e invariantes del espacio proyectivo P1.

La existencia o no de estos subconjuntos invariantes es detectada observando las trayectorias del

correspondiente sistema lineal. Recordemos que si C es una matriz con tr(C) = 0, entonces su

polinomio caracteŕıstico es

x2 + det C

y los autovalores son ±√− det C. Luego existen tres casos,

1. Si det C > 0 podemos fijar una base de modo que C es


0 −λ

λ 0




y las trayectorias del sistema lineal ẋ = Cx son ćırculos centrados en el origen. En la acción

inducida al espacio proyectivo existe solo una trayectoria.

2. Si det C = 0 con C 6= 0 tenemos en alguna base que

C =


0 1

0 0
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y las trayectorias del sistema lineal definido por C son rectas perpendiculares al eje-y y los

puntos en el eje-x son puntos estacionarios. En la acción sobre el espacio proyectivo existen

dos trayectorias: un punto fijo y una trayectoria densa que comienza y termina en el punto

fijo.

3. Si det C < 0 entonces tenemos que

C =


λ 0

0 −λ




y las trayectorias son hipérbolas. La acción inducida sobre el proyectivo consiste de dos

puntos fijos y dos trayectorias uniendo los puntos fijos.

Para la controlabilidad de ẋ = (A + uB)x distinguiremos los casos de acuerdo al det B. Siempre

supondremos que A y B son matrices diferentes de cero.

Si det B > 0 y A ∈ sl(2) es cualquier matriz que satisface det[A,B] 6= 0. Esto es cuando las

trayectorias de ẋ = Bx son ćırculos y no es posible encontrar algún subconjunto compacto

en el proyectivo que sea invariante bajo el semigrupo del sistema. Notemos también que por

el corolario (IV.2) tenemos que el interior de SΣ es no vaćıo.

Si det B = 0 y sea det[A,B] 6= 0 tenemos controlabilidad ya que no es posible encontrar un

subconjunto compacto invariante del espacio proyectivo.

En el caso en que det B < 0. Existen dos posibilidades:

1. Si det A ≥ 0 y det[A,B] 6= 0 entonces las trayectorias proyectadas de A son densas y

tenemos controlabilidad.

2. Si det A < 0. En este caso la controlabilidad depende del signo de det[A,B].

Como det A < 0 entonces tenemos que la matriz A tiene dos autovalores reales distintos

y claro dos autovectores. Los auto-espacios generados por estos son dos puntos en el

espacio proyectivo. Por tanto, geométricamente tenemos dos casos, digamos los puntos

fijos de A están en la misma trayectoria de B, en este caso tenemos controlabilidad. Si
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los puntos fijos están en trayectorias distintas entonces no puede haber conexión entre

ellas, ya que la clausura de la trayectoria de B que contiene el punto fijo atractor de A

es un subconjunto propio compacto e invariante bajo el semigrupo del sistema, en este

caso no existe controlabilidad. El desarrollo algebraico de estas posibilidades se reduce

a lo siguiente.

Para que los puntos fijos de A en el proyectivo P1 se encuentren en la misma trayectoria

de B, los autovectores de A deben estar en el mismo cuadrante del plano y además deben

ser distintos a los autovectores de B. La segunda cuestión es inmediata de la suposición

det[A,B] 6= 0, pues en este caso, el conjunto {A,B} es linealmente independiente. Si

suponemos que existe un vector u que es simultáneamente un autovector de A y de B,

entonces

Au = λu, Bu = αu.

De donde,

(λ−1)Au + (−α−1)Bu = 0. (IV.1)

Esto es, existen escalares no nulos y u no nulo tal que satisface la ecuación (IV.1), luego

el conjunto {A,B} no puede ser linealmente independiente.

Para buscar la condición que garantice que los puntos fijos de A se encuentren en la

misma trayectoria de B, tenemos que eso es equivalente a buscar la condición que

garantice que los autovectores de A se encuentren en el mismo cuadrante. Para esto

hacemos lo siguiente.

Fijemos una base tal que

B =


a 0

0 −a


 y A =


α β

γ −α


 .

Los puntos fijos de A están sobre la misma trayectoria de B si y solo si los autovectores

de A están en el mismo cuadrante. Ahora, los autovalores de A son

λ± = ±
√
−detA = ±

√
α2 + γβ ∈ R.
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Sea (x, y) un autovector de A, esto es, satisface la relación

A(x, y) = λ±(x, y),

reemplazando los valores tenemos


α β

γ −α





x

y


 =


λ±x

λ±y


 .

Reemplazando el autovalor y haciendo los cálculos tenemos el sistema

(α±
√

α2 + γβ)x + βy = 0

γx + (−α±
√

α2 + γβ)y = 0.

Puesto que y 6= 0 (si lo fuera el autovector caeŕıa a un punto fijo de B en el proyectivo)

podemos asumir que y = 1, entonces

x± =
− β

α±
√

α2 + γβ

son los posibles valores de la primera coordenada de los autovectores de A, es decir, los

autovectores de A son

(x±, 1) =
( − β

α±
√

α2 + γβ
, 1

)
.

Estos autovectores no están en el mismo cuadrante si y solo si x± tienen signos opuestos,

y esto último depende de sus denominadores. Más precisamente, los autovectores están

en el mismo cuadrante si y solo si x± tiene el mismo signo, pero esto ocurre si el

producto de sus denominadores

−γβ = (α +
√

α2 + γβ)(α−
√

α2 + γβ) > 0,

luego los autovectores de A están en el mismo cuadrante si y solo si −γβ > 0, de
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aqúı γβ < 0.

Por otro lado,

[A,B] =


 0 −2aβ

2aγ 0


 ,

y claro

det[A, B] = 4a2γβ

tenemos que

• El sistema es controlable en el caso en que det[A,B] < 0, y no controlable si

det[A,B] > 0.

Esto concluye el analisis de sistemas que generan SL(2). En resumen tenemos el siguiente teorema

que reúne las ideas de todo lo hecho encima y que es el resultado central de este trabajo:

Teorema IV.3. Sean A,B ∈ sl(2). Entonces el semigrupo SΣ generado por Σ = {A,B} coincide

con SL(2) si y solo si det[A,B] < 0

Demostración. Tenemos que SΣ = SL(2) si y solo si Σ es controlable sobre R2 − {0}, luego

observemos que en los casos analizados de encima tenemos controlabilidad si y solo si det[A,B] <

0.
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CAPÍTULO V

Conclusiones y Recomendaciones

V.1. Conclusiones

Una de las caracteŕısticas del trabajo que aqúı se presenta es su transversalidad a varias ramas

de la matemática, como ser la Teoŕıa de Ecuaciones Diferenciales, Topoloǵıa, Álgebra, Análisis,

Geométria Diferencial y Teoŕıa de Lie. Este trabajo además de ser una incursión en una rama

relativamente joven de la matemática, como es la Teoŕıa Geométrica de Control, constituye un

ejemplo interesante de la interrelación de los elementos de la matemática, un fenómeno muy propio

de los últimos tiempos.

Los resultados principales desarrollados en este trabajo fueron publicados en 1996, por los profe-

sores Braga, Gonçalvez, Roćıo del Departamento de Matemática en la Universidad Estadual de

Maringa y el Prof. Luis San Martin del Instituto de Matemática en la Universidad Estadual de

Campinas, en Brasil [4].

En el presente trabajo realizamos un análisis para obtener la controlabilidad de un sistema bilineal
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de control definido en R2 − {0} dado por

ẋ = Ax + uBx (V.1)

donde las matrices A,B son de traza cero y de tamaño 2 × 2, y las funciones de control son

constantes por pedazos.

La controlabilidad del sistema bilineal (V.1) para controles constantes por pedazos, esta descrita

en la sección (IV.2), sin embargo realizamos un recuerdo de dichos casos analizados. Considerando

que trA = trB = 0 y claro ninguna de ellas la matriz nula, entonces

1. Si det B > 0 y A ∈ sl(2) es cualquier matriz que satisface det[A,B] 6= 0 entonces el sistema

(V.1) es controlable.

2. Si det B = 0 y si det[A,B] 6= 0 entonces el sistema bilineal (V.1) es controlable.

3. Si det B < 0, det A ≤ 0 y det[A,B] 6= 0 entonces el sistema es controlable.

4. Si det B < 0, det A < 0 con det[A,B] 6= 0. Entonces el sistema (V.1) es controlable si

det[A,B] < 0 y no controlable si det[A, B] > 0.

De manera resumida tenemos el resultado central de esta tesis, el cual dice

(V.1) es controlable ⇔ det[A,B] < 0.

V.2. Recomendaciones

Un problema abierto de los sistemas bilineales de control, es precisamente considerar el espacio

estado R3. Para este caso es posible de intentar copiar las ideas expuestas en este trabajo, y buscar

una caracterización limpia para la controlabilidad del sistema bilineal.

De hecho el inicio está en encontrar los grupos de Lie lineales que actúan transitivamente sobre

R3−{0}, el cual puede ser considerado como un trabajo de tesis de licenciatura, estos resultados

pueden ser encontrados en [2] y [3].
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De manera natural se considera el estudio del control óptimo, las ideas fundamentales y resultados

centrales de está teoŕıa puede ser consultada en [13] y [10].
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APÉNDICE A

Campos de Vectores en Variedades

Diferenciables

En este apéndice se estudia con bastante detenimiento los campos de vectores en una variedad

diferenciable. Para ello se precisan los conceptos de vector tangente, fibrado tangente y diferencial

de una aplicación diferenciable, en términos de las dos perspectivas más usuales: la geométrica y

la anaĺıtica. Luego se generalizan las ideas principales de la teoŕıa de ecuaciones diferenciables al

contexto de las variedades diferenciables: curvas integrales, existencia y unicidad de soluciones,

soluciones máximas, flujos a 1-parámetro y campos conjugados. A continuación se dota de una

estructura de álgebra de Lie al conjunto de campos de vectores diferenciables en una variedad,

se verá, que el corchete de está álgebra permite obtener importantes consecuencias geométricas

sobre el comportamiento de las curvas integrales de campos de vectores y variedades integrales de

conjuntos locales de campos de vectores (distribuciones).

Se suponen familiares los conceptos de variedad diferenciable, aplicación diferenciable (submersión,

inmersión y encaje) y subvariedad. Sin embargo, por la notación la mejor referencia para consultar

este material es [10].
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A.1. Campos de Vectores

Definición A.1. Sea M una variedad diferenciable. Un campo de vectores en un conjunto abierto

U ⊂ M es un levantamiento de U en TM , esto es, un aplicación X : U → TM tal que

X ◦ π = idU .

Se dice que el campo de vectores es diferenciable, si X ∈ C∞(U, TM). El conjunto de campos

vectoriales diferenciables es denotado por X (U).

Si X ∈ X (U) y m ∈ U entonces X(m), que usualmente lo denotaremos por Xm, es un elemento

de TmM . Claramente, se pueden definir operaciones puntuales que hacen de X (U) un espacio

vectorial.

Definición A.2. Sea U un abierto en la variedad diferenciable M y sea X un campo de vectores

(no necesariamente diferenciable) en U . Para toda función f ∈ C∞(U) definimos la aplación

Xf : U → R dado por

Xf(m) = Xmf

para todo m ∈ U .

Proposición A.3. Sea X un campo vectorial en M . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es diferenciable, i.e. X ∈ X (U).

2. Si (U, x1, ..., xd) es un sistema de coordenadas locales en M , y si a1, ..., ad es la colección de

funciones en U definidas por

X|U =
d∑

i=1

ai
∂

∂xi

,

entonces a1, ..., ad ∈ C∞(U).

3. Siempre que V es un abierto en M y f ∈ C∞(V ), se tiene que Xf ∈ C∞(V ).
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A.1.1. Curvas integrales y el teorema del flujo local

Definición A.4. Sea M una variedad diferenciable y X ∈ X (M). Una curva suave σ en M es

una curva integral de X si

σ̇ = X(σ(t))

para todo t en el dominio de σ.

Sea X ∈ X (M) y m ∈ M . En esta subsección se responderán las interrogantes naturales: ¿existe

una curva integral de X?, si la respuesta es afirmativa, ¿será única?.

Una curva suave γ : (a, b) → M es una curva integral del campo vectorial X si, y solamente si

dγ(
d

dr
|t) = X(γ(t)), (t ∈ (a, b)). (A.1)

A continuación, se interpretará la ecuación (A.1) en términos de coordenadas locales.

Sea t0 ∈ (a, b) y γ(t0) = m. Sea (U,ϕ) un sistema de coordenadas respecto de m con funciones

coordenadas x1, x2, ..., xd. De la proposición (A.3) se tiene

X|U =
d∑

i=1

fi
∂

∂xi

(A.2)

donde los fi son funciones C∞ en U . Por otra parte, para cada t ∈ (a, b) tal que γ(t) ∈ U se

verifica

dγ(
∂

∂dr
|t) =

d∑
i=1

∂d(xi ◦ γ)

∂dr
|t ∂

∂xi

|γ(t). (A.3)

Aśı, tenemos que la ecuación de encima se convierte en

d∑
i=1

∂d(xi ◦ γ)

∂dr
|t ∂

∂xi

|γ(t) =
d∑

i=1

fi(γ(t))
∂

∂xi

|γ(t). (A.4)

Entonces γ es una curva integral de X en γ−1(U), tal que γt(0) = m si, y solo si,

∂d(xi ◦ γ)

∂dr
|t = fi(γ(t)), i = 1, 2, ..., d. (A.5)
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o equivalentemente

γi

dr
|t = fi ◦ γ−1(γ1(t), ..., γd(t)), i = 1, 2, ..., d; t ∈ γ−1(U) (A.6)

donde γi = xi ◦ γ. Las ecuaciones en () forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

de primer orden, para el cual existen teoremas de existencia y unicidad de soluciones. Estos

teoremas implican un resultado análogo en el contexto de campos en variedades diferenciables.

Algo interesante de destacar es que en este ámbito la unicidad de curvas integrales máximas

dependen fuertemente de que el espacio en cuestión sea Hausdorff.

Proposición A.5. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre la variedad diferenciable M .

Para cada punto m ∈ M existen am y bm en R ∪ {±∞}, y una curva suave

γm : (am, bm) → M (A.7)

tal que

1. 0 ∈ (am.bm) y γm(0) = m.

2. γm es una curva integral de X.

3. Si µ : (c, d) → M es una curva suave que satisface a y b, entonces (c, d) ⊂ (am, bm) y

µ = γm|(c,d).

Definición A.6. Sea X un campo vectorial diferenciable en la variedad M . Con la terminoloǵıa

de la proposición A.5, para cada t ∈ R se define la transformacíıon Xt con dominio Dt = {m ∈
M : t ∈ (am, bm)} por

Xt(m) = γm(t). (A.8)

A continuación se presenta un resultado básico de varias ramas de la matemática como la teoŕıa

geométrica de control, geometŕıa diferencial y los sistemas dinámicos.

Teorema A.7 (Flujo Local). Sea X una campo vectorial diferenciable en la variedad M .
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1. Para cada m ∈ M , existe una vecindad abierta V de m y un ε > 0 tal que la aplicación

(t, p) 7→ Xt(p) (A.9)

está definida en (−ε, ε)× V y es C∞.

2. Dt es abierto para cada t.

3.
⋃

t>0 Dt = M .

4. Xt : Dt → D−t es un difeomorfismo con inversa X−t.

5. Sean s y t números reales. Entonces el dominio de Xs◦Xt esta contenido en Ds+t, en general

no se da la igualdad. Sin embargo, el dominio de Xs ◦ Xt es Ds+t cuando s y t tienen el

mismo signo. Es más, sobre el dominio de Xs ◦Xt tenemos

Xs ◦Xt = Xs+t (A.10)

Remarca A.8. Sea m ∈ M fijo, entonces el camino t 7→ Xt(m) es una curva integral de X

además d
dt

Xt(m) = X(Xt(m)).

Remarca A.9. Existen casos en los que Dt es vaćıo, por ejemplo para el campo vectorial d
dr

en

(0, 1), se tiene Dt = ∅ para t > 1.

Definición A.10. Un campo de vectores diferenciable X en M es completo si Dt = M para todo

t (es decir, si el dominio de γm(t) es R para todo m ∈ M). En este caso, las transformaciones

{Xt}t∈R forman un grupo de transformaciones de M denominado grupo a 1-parámetro de X,

además la aplicación () definida en R × M se denomina flujo generado por X. Si X no es

completo, las transformaciones Xt no forman un grupo porque sus dominios dependen de t. En

este caso, la colección de transformaciones Xt se denomina el grupo local a 1-parámetro de X.

Definición A.11. Sea X un campo de vectores diferenciable en la variedad M , x es un punto

singular de X si Xx = 0. Los puntos que no son singulares se denominan puntos regulares del

campo X.
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La unicidad de las curvas integrales máximas implica el siguiente resultado.

Proposición A.12. Sea X un campo diferenciable. Si p es un punto singular de X, entonces

Xt(p) = p para todo t ∈ R.

En un curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias se prueba que las soluciones máximas de

una ecuación definida en un abierto de Rd no permanece en ningún subconjunto compacto, ver

teorema 3 de la página 17 de [43]. Existe un resultado similar para las curvas integrales de campos

de vectores en variedades diferenciables.

Proposición A.13. Sean X un campo vectorial diferenciable en la variedad M y m ∈ M . Sea

(am, bm) como en la proposición A.5. Supongamos que bm < ∞ y {tn} ⊂ (am, bm) es una sucesión

creciente convergente a bm. Entonces Xtn(m) no puede estar contenida en ningún conjunto com-

pacto. En particular, la sucesión Xtn no puede converger a un limite en M . Existe una propiedad

similar para una sucesión decreciente convergente a am.

Corolario A.14. Sea X un campo vectorial diferenciable en la variedad M . Si una curva integral

máxima de X esta definida en un intervalo acotado, entonces la curva integral es un subconjunto

cerrado de M .

Corolario A.15. Si el campo vectorial diferenciable X se anula fuera de un conjunto compacto

de M , entonces X es completo.

Corolario A.16. Si M es una variedad compacta, entonces todo campo de vectores C∞ es com-

pleto.

El siguiente resultado es muy útil para probar que un campo es completo. Además, permite dar

otra demostración del corolario.

Proposición A.17. Sea X un campo de vectores C∞ en M . Si existe ε > 0 tal que Xt(m) esta

definida para todo (t, m) ∈ (−ε, ε)×M , entonces X es un campo de vectores completo.
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A.2. El álgebra de Lie de campos de vectores

Sea M una variedad diferenciable. En la sección anterior se hizo notar que X (M) tiene estructura

de espacio vectorial, a continuación se dota a este espacio de estructura de álgebra de Lie y se

estudian algunas de sus propiedades.

Definición A.18 (Corchete de Lie). Sean X e Y campos de vectores diferenciables en M , se

define el campo de vectores [X, Y ], denominado corchete de Lie de X e Y por

[X,Y ]m(f) = Xm(Y f)− Ym(Xf),

donde m ∈ M y f es cualquier función diferenciable en una vecindad de m.

Proposición A.19. Si X,Y, Z ∈ X (M) entonces

1. [X, Y ] ∈ X (M).

2. Si c ∈ R entonces [c(X + Y ), Z] = c[X,Z] + [Y, Z].

3. [X, Y ] = −[Y,X].

4. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0.

Demostración. La segunda y tercera afirmación son inmediatas a partir de la definición. Sea

m ∈ M y f una función C∞ en una vecindad de m, el campo vectorial [X, Y ] induce la aplicación

[X,Y ]f = X(Y f) − Y (Xf), claramente diferenciable. Entonces la proposición A.3 prueba la

primera afirmación. Por otra parte,

[[X, Y ], Z]m(f) = [X,Y ]m(Zf)− Zm([X, Y ]f)

= Xm(Y (Zf))− Ym(X(Zf))− Zm((X(Y f))− Y (Xf))

= Xm(Y (Zf))− Ym(X(Zf))− Zm(X(Y f)) + ZmY (Xf)

(A.11)

Análogamente,

[[Y, Z], X]m(f) = Ym(Z(Xf))− Zm(Y (Xf))−Xm(Y (Zf)) + Xm(Z(Y f)) (A.12)
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[[Z, X], Y ]m(f) = Zm(X(Y f))−Xm(Z(Y f))− Ym(Z(Xf)) = Ym(X(Zf)) (A.13)

Sumando las ecuaciones (A.11),(A.12) y (A.13) se tiene

[[X, Y ], Z]m(f) + [[Y, Z], X]m(f) + [[Z, X], Y ]m(f) = 0.

Probando aśı la última afirmación.

Corolario A.20. Sea M una variedad diferenciable, entonces el corchete de Lie

[·, ·] : X (M)×X (M) → X (M)

induce una estructura de álgebra de Lie en X (M).

A.2.1. Campos de vectores en Rd

En la teoŕıa de ecuaciones diferenciales, un campo vectorial en Rd es una aplicación F : Rd → Rd

diferenciable. La aplicación F induce un campo de vectores XF definido por

XF =
d∑

i=1

ri ◦ F
∂

∂ri

,

donde r1, ..., rd son las coordenadas canónicas de Rd. Ambas nociones coinciden, en el sentido de

que las curvas integrales lo hacen. Rećıprocamente, todo campo de vectores diferenciable induce

una aplicación diferenciable F proposición A.3. Entonces los campos de vectores están identificados

con los operadores diferenciales parciales de primer orden lineales, es más, existe una relación

algebraica que se precisa en la siguiente proposición.

Proposición A.21. Sean X, Y campos de vectores diferenciables en Rd. Supongamos que

X =
d∑

i=1

ri ◦ F
∂

∂ri

, Y =
d∑

i=1

ri ◦G
∂

∂ri
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donde r1, ..., rd denotan las coordenadas canónicas de Rd. Entonces

[X,Y ] = (
d∑

i=1

ri ◦ F
∂

∂ri

)(
d∑

i=1

ri ◦G
∂

∂ri

)− (
d∑

i=1

ri ◦G
∂

∂ri

)(
d∑

i=1

ri ◦ F
∂

∂ri

)

donde las operaciones en el lado derecho corresponden a las del álgebra de los operadores diferen-

ciales parciales.

Corolario A.22. Sean X,Y campos de vectores diferenciables en Rd. Sean F,G : Rd → Rd

las aplicaciones diferenciables inducidas, es decir, Y = Y G y X = XF . Entonces DG(·)F (·) −
DF (·)G(·) induce el campo [X, Y ], es decir

[X,Y ](x) =
d∑

i=1

ri(DG(x)F (x)−DF (x)G(x))
∂

∂ri

|x

para todo x ∈ Rd.

Ejemplo A.23. Sean X, Y los campos en R3 definidos por

X(x, y, z) = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
, Y (x, y, z) = z

∂

∂y
− y

∂

∂z
.

Entonces

[X, Y ](x, y, z) = (y
∂

∂x
− x

∂

∂y
)(z

∂

∂y
− y

∂

∂z
)− (z

∂

∂y
− y

∂

∂z
)(y

∂

∂x
− x

∂

∂y
)

= −z
∂

∂x
+ x

∂

∂z
.

Por otra parte, las aplicaciones inducidas por X e Y son respectivamente, F (x, y, z) = (y,−x, 0)
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y G(x, y, z) = (0, z,−y). Entonces, denotando x = (x, y, z) tenemos

DG(x)F (x)−DF (x)G(x) =




0 0 0

0 0 1

0 −1 0







y

−x

0


−




0 1 0

−1 0 0

0 0 0







0

z

−y




=




−z

0

x


 .

Ejemplo A.24 (Flujo de campos lineales). Sea F el campo vectorial diferenciable en Rd definido

por F (x) = Ax + b, donde A es una matriz de d× d y b ∈ Rd. Las curvas integrales del campo de

vectores inducido XF se obtiene considerando el sistema de ecuaciones diferenciales

γ′(t) = Aγ(t) + b.

Entonces el flujo estará dado por

XF
t (x) = eAt(x +

∫ t

0

e−τAbdr).

A.3. Campos de vectores ϕ-relacionados

Cuando se estudian objetos matemáticos siempre se estudian sus interrelaciones, generalmente,

a través de aplicaciones que conservan la estructura de los objetos considerados. Por ejemplo,

los grupos abstractos, espacios vectoriales, espacios topológicos están interrelacionados con sus

similares a través de homomorfismos de grupos, transformaciones lineales, aplicaciones continuas

respectivamente. Es de interés estudiar los objetos que sean esencialmente iguales, entonces surgen

los conceptos de isomorfismo de grupos, isomorfismo lineal, homeomorfismo, etc...

En esta se sección se introduce el concepto de campos por una aplicación1, lo que permitirá precisar

1Esta terminoloǵıa es usual en la Geometŕıa diferencial pues en la Teoŕıa de Sistemas Dinámicos se dicen campos
conjugados.
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que significa que dos campos sean equivalentes. Intuitivamente es de esperarse que si X ∈ X (M),

Y ∈ X (N) son equivalentes, entonces por lo menos los espacios de estado deben ser equivalen-

tes, es decir, existe un difeomorfismo ϕ : M → N . Es inmediato notar que la existencia de tal

difeomorfismo no es suficiente, es de esperarse que además relacione las curvas integrales.

Definición A.25. Sea ϕ : M −→ N una aplicación diferenciable. Dos campos de vectores X ∈
X (M) e Y ∈ X (N) se dicen ϕ-relacionados si

dϕ ◦X = Y ◦ ϕ.

Definición A.26. Sea ϕ : M → N un difeomorfismo. Para cualquier X ∈ X (M) se define

ϕ∗X ∈ X (M) por

ϕ∗X = dϕ−1 ◦ Y ◦ ϕ.

Remarca A.27. ϕ∗X y X son ϕ-relacionados.

Proposición A.28. Sean X ∈ X (M) e Y ∈ X (N) dos campos ϕ-relacionados. Si γ : (a, b) → M

es una curva integral de X, entonces ϕ ◦ γ : (a, b) → N es una curva integral de Y .

Demostración. Existe ϕ : M → N tal que dϕ ◦ X = Y ◦ ϕ, además X(λ(t)) = λ̇(t). Entonces

Y ((ϕ ◦ λ)(t)) = (Y ◦ ϕ)(λ(t)) = (dϕ ◦X)(λ(t)) = dϕ(λ̇(t)) = ˙(ϕ ◦ λ)(t).

Proposición A.29. Sean X ∈ X (M), Y ∈ X (N) campos de vectores ϕ-relacionados. Entonces

ϕ ◦ Xt = Yt ◦ ϕ cuando ambos lados están definidos. En particular, si ϕ es un difeomorfismo

entonces (ϕ∗Y )t = ϕ ◦ Yt ◦ ϕ.

Corolario A.30. Un campo de vectores diferenciable en M es invariante por el difeomorfismo ϕ,

es decir ϕ∗X = X si, y sólo si, ϕ conmuta con Xt para todo t ∈ R. En particular X∗
t X = X.

Hasta el momento, se ha probado que la aplicación que relaciona dos campos preserva las curvas

integrales. A continuación se mostrará que la relación de dos campos por una relación se preserva

por el corchete, como consecuencia, se verá una forma de obtener homomorfismos entre las álgebras

de Lie de campos de vectores.
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Proposición A.31. Sean c ∈ R, X1, X2 ∈ X (M), Y 1, Y 2 ∈ X (N) y ϕ : M → N una aplicación

diferenciable. Si X i e Y i están ϕ-relacionados para i = 1, 2. entonces cX1 + X2 y cY 1 + Y 2 están

ϕ-relacionados, también [X1, X2] y [Y 1, Y 2] están ϕ-relacionados.

Corolario A.32. Sea ϕ : M → N un difeomorfismo local. Si Y ∈ X (N) se define ϕ∗Y (x) =

(df(x))−1Y (ϕ(x)). Entonces la aplicación ϕ∗ : X (N) → X (M) es un homomorfismo de álgebras

de Lie, es decir,

ϕ∗[Y 1, Y 2] = [ϕ∗Y 1, ϕ∗Y 2].

A.4. Geometŕıa del corchete de Lie de campos de vectores

En esta sección se estudian propiedades del corchete de Lie de campos vectoriales de manera que

se aclare su significado geométrico, en particular, se muestran distintas formas de calcularlos.

Sea X ∈ X (M) y f : M → R una función diferenciable. A continuación veremos como cambia f

respecto del flujo generado por X, es decir, se estudia f(Xt(m)) cuando t varia. Por la regla de la

cadena siempre que Xt(m) este definido se tiene

d

dt
f(Xt(m)) = df(

d

dt
Xt(m)) = df(X(Xt(m))) = (Xf)(Xt(m)). (A.14)

En particular
d

dt
|t=0f(Xt(m)) = Xf(m) = Xmf. (A.15)

Definición A.33 (La derivada de Lie de funciones). Para X ∈ X (M) y f ∈ C∞(M) se define

LXf : M → R por

LXf(m) =
d

dt
|t=0f(Xt(m)) = ĺım

t→0

f(Xt(m))− f(m)

t

Obsérvese que para cualquier m, si t es suficientemente pequeño, Xt(m) esta definido. La aplicación

LXf se conoce como la derivada de Lie de f en la dirección de X.

A la luz de la igualdad de encima se habŕıa probado lo siguiente.
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Proposición A.34. Si X ∈ X (M) y f ∈ C∞(M), entonces LXf = Xf = df ◦X. En particular

LXf ∈ C∞(M).

Ahora se puede continuar con el proceso de diferenciación, de () se obtiene

d2

dt2
f(Xt(m)) =

d

dt
Xf(Xt(m)) = X(Xf)(Xt(m)).

El teorema de Taylor implica el siguiente resultado.

Proposición A.35. Sean X ∈ X (M) y f ∈ C∞(M). Entonces

f(Xt(m)) = f(x) + t(Xf)(m) +
t2

2
(X2f)(m) + ... +

tk

k!
(Xkf)(m) + O(tk+1), (A.16)

donde k ∈ N y X2f = X(Xf), X3f = X(X2f), etc.

Definición A.36 (La derivada de Lie de campos de vectores). Sean X,Y ∈ X (M), se define el

campo de vectores LXY por

(LXY )m = ĺım
t→0

dX−t(YXt(m))− Y (m)

t
=

d

dt
|t=0(dX−t(YXt(m))).

Remarca A.37. Es posible definir la derivada direccional de una forma diferencial en la dirección

de un campo X. Naturalmente, coincide con los dos casos particulares que se presentaron en

esta sección. Es importante recalcar que TmM es un espacio vectorial de dimensión finita, por

tanto tiene asociado todas las nociones del cálculo de espacios eucĺıdeos (por tanto la noción de

variedad diferenciable), el ĺımite de la definición anterior puede entenderse en ese contexto o

equivalentemente como un vector tangente de un camino en TM .

A continuación se muestra que la derivada de Lie de un campo no es más que el corchete de Lie.

Teorema A.38. Si X, Y ∈ X (M) entonces LXY = [X,Y ], en particular LXY ∈ X (M).

Remarca A.39. La conclusión del teorema anterior suele escribirse:

[X, Y ] = ĺım
t→0

1

t
(X∗

t Y − Y ).

Carrera de Matemática Victor Hugo Patty Yujra



A.5. DISTRIBUCIONES Y EL TEOREMA DE FROBENIUS 101

Corolario A.40. Sean X, Y ∈ X (M). Entonces

X∗
t [X, Y ] = ĺım

t→0

1

t
(X∗

s+tY −X∗
s Y ).

Remarca A.41. La conclusión del anterior corolario suele escribirse:

d(X∗
t Y )

dt
|t=s = X∗

s [X,Y ].

Corolario A.42. Sean X,Y ∈ X (M). Entonces Xt ◦Ys = Ys ◦Xt, para cualesquiera s, t tales que

las expresiones están definidas si y solo si [X,Y ] = 0.

Remarca A.43. Sea m ∈ M . Si s, t son suficientemente pequeños entonces Xt◦Ys(m) y Ys◦Xt(m)

están definidos.

Existe una caracterización mas geométrica del corchete de Lie de dos campos X, Y ∈ X (M). Se

verá que el corchete de Lie de X e Y es el çonmutador infinitesimal”de los dos grupos a 1-parámetro

Xt e Yt.

Teorema A.44. Sean X, Y ∈ X (M) y m ∈ M . Sea

λ(t) = Y−√tX−√tY
√

tX
√

t(m),

definido para t suficientemente pequeño y positivo. Entonces

[X, Y ]mf = ĺım
t→0+

f(λ(t))− f(m)

t
=

d

dt
|t=0+λ(t).

A.5. Distribuciones y el teorema de Frobenius

Definición A.45. Sea M una variedad diferenciable. Una distribución ∆ en M es una aplicación

que a cada m ∈ M asocia un subespacio ∆(m) ⊂ Mm, del espacio tangente a M en m. Una

distribución ∆ se dice regular, o no singular, si la dimensión de ∆(m) permanece constante como

función de m, en caso contrario la distribución se dice singular. La dimensión constante de ∆(m),

en el caso de una distribuión regular, es la dimensión de la distribución ∆.
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Definición A.46. Una distribución ∆ en M es diferenciable en un punto m ∈ M , si exis-

ten campos de vectores diferenciables X1, ..., X l en un abierto U que contenga a m, tal que

Span{X1(x), ..., X l(x)} = ∆(x), para cada x ∈ U . Una distribución es diferenciable si es di-

ferenciable en cada punto.

Definición A.47. Una subvariedad (N,ϕ) de M es una variedad integral de una distribución ∆

en M si dϕ(Nm) = δ(ϕ(n)) para cada n ∈ N. Una distribución ∆ en M se dice integrable en m

si existe una variedad integrable de ∆ que contenga a m. Una distribución es integrable en M si

es integrable en cada punto m.

Definición A.48. Un campo vectorial X en M se dice que pertenece a la distribución ∆ en M ,

X ∈ ∆, si Xm ∈ δ(m) para todo m ∈ M . Una distribución se dice involutiva si [X, Y ] pertenece

a ∆ cuando X,Y son campos diferenciables que pertenecen a ∆.

Proposición A.49. Si ∆ es una distribución integrable en M entonces ∆ es involutiva.

Se ha probado que la involutividad es una condición necesaria para la integrabilidad de una

distribución, resulta que también es una condición suficiente. Se pueden encontrar demostraciones

del siguiente resultado en [8], [11], [27], [45] y [46], casi todas ellas usan la rectificación de campos

de vectores, [26, pp. 25].

Teorema A.50 (Frobenius). Sea ∆ una distribución regular e involutiva. Si m ∈ Md entonces

existe una variedad integral de ∆ por m. Es más, si c es la dimensión de la distribución ∆,

entonces existe un sistema cúbico coordenado (N, ϕ) centrado en m, con funciones coordenadas

x1, ..., xd tal que los conjuntos de nivel (”slices”)

xi = constante i = c + 1, ..., d

son variedades integrales de la distribución ∆; y si (N,ϕ) es una variedad integral conexa de ∆

tal que ψ(N) ⊂ U , entonces ψ(N) está contenido en uno de estos conjuntos de nivel.

Teorema A.51. Sean ψ : N → Md una aplicación diferenciable y (P c, ϕ) una variedad integral

de la distribución ∆ en M . Supongamos que ψ se factoriza por (P, ϕ), es decir, ψ(N) ⊂ ϕ(P ).

Sea ψ0 : N → P la única aplicación tal que ϕ ◦ ψ0 = ψ. Entonces ψ0 es diferenciable.
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Definición A.52. Una variedad integral conexa maximal de una distribución ∆ en M es una

variedad integral conexa de ∆ cuya imagen en M no es un subconjunto propio de toda variedad

integral conexa de ∆.

Teorema A.53. Sea ∆ una distribución regular diferenciable e involutiva en M . Si m ∈ M

entonces existe una única variedad integral maximal conexa de ∆ por m que contiene cualquier

otra variedad integral conexa de ∆ por m.
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