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Introduccion

El problema de controlabilidad de sistemas de control es uno de los problemas abiertos en la teoria
geométrica de sistemas de control. Para sistemas lineales, existe un criterio muy simple, que es la
condicién de rango de Kalman, para sistemas no lineales existen solo en algunas situaciones donde
es muy simple verificar condiciones necesarias y suficientes. Al mismo tiempo hacemos mencién
de los resultados cléasicos obtenidos por Jurdjevic y Sussmann, acerca de sistemas de control in-
variantes a derecha sobre grupos de Lie compactos. Para estos sistemas la condiciéon de rango de
algebras de Lie (LARC) es una condicién necesaria y suficiente en el caso en que el sistema de
control es analitico. Con el desarrollo de la teoria geométrica de los semigrupos generados por el
sistema de control, se obtienen nuevos métodos en el estudio de la controlabilidad de sistemas
invariantes sobre grupos de Lie. Uno de esos métodos es utilizado por Hilgert, Hofmann y Lawson,
estudiando controlabilidad sobre grupos de Lie solubles y nilpotentes, obteniendo condiciones ne-
cesarias y suficientes en estos casos. Controlabilidad sobre grupos nilpotentes es estudiado también

por Ayala [1], con diferentes métodos.

El propdsito del presente trabajo es realizar el analisis detallado de la controlabilidad de sistemas

bilineales de control definidos en el plano R?, es decir, los sistemas de control de la forma
T = Azr + uBx (1)
con controles admisibles u € R (localmente integrables). Aqui # € R? — {0}, y A, B son matrices

de 2% 2. Si consideramos controles constantes por pedazos, entonces tenemos que (1) es controlable
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si y solo si el semigrupo
Sy = {e® ...t Xh 1, >0, X, = A, £B, k > 0}

generado por X = {A, £B} es transitivo sobre R? — {0}, en este caso tenemos que dados z,y €

R? — {0} existe un g € Sy, tal que gz = y.

Ahora recordemos también que una condicién necesaria para la controlabilidad del sistema, es que
el grupo

Gz = {ethl ---ethk o tz‘ & R7Xz = A, j:B,k > 0}

generado por ¥ = {A, +B} es transitivo sobre R? — {0}.

Ademas, una suposicién natural en la teoria de sistemas de control es que Gy, sea un subgrupo de
Lie conexo del grupo GL(2) de todas las matrices inversibles de 2 x 2 y que Sy, C Gy, tenga interior
no vacio en la topologia de Gy, esto se pide para que nuestro sistema sea localmente accesible.

Ademas el algebra de Lie de Gy esté generada por las matrices A y B.

Con esas suposiciones, ahora nos dedicamos a encontrar los subgrupos que son transitivos sobre
R? — {0}. Usando argumentos de la teorfa de Lie, probaremos que los tinicos grupos conexos
transitivos son GLT(2), el grupo de las matrices con determinante positivo, el grupo SL(2) de las
matrices con determinante uno, y SO(2) x R*1 que es isomorfo al grupo C* de niimeros complejos
no nulos. El andlisis del grupo GL*(2) se reduce al caso del grupo SL(2), luego el estudio de este
grupo es esencial en este trabajo. En este contexto mostraremos que un semigrupo S C SL(2),
con puntos interiores coincide con SL(2) si y solo si es transitivo sobre el espacio real proyectivo

P!, el conjunto de todos los subespacios de dimensién uno de R2.
El presente trabajo esta dividido en cuatro capitulos y un apéndice.

En el primer capitulo damos los conceptos necesarios sobre la teoria de Lie, mas precisamente
detallamos los resultados centrales acerca de Grupos de Lie y sus correspondientes Algebras de

Lie, las relaciones que existen entre ambos conceptos y la riqueza de su estudio.

En el segundo capitulo desarrollamos los conceptos fundamentales y resultados de la Teoria de

Sistemas de Control. Presentamos los sistemas de control lineales y bilineales en R", enunciamos
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resultados sobre la controlabilidad de los sistemas lineales y mediante un ejemplo mostramos la
utilidad de usar los sistemas bilineales en lugar de un sistema lineal con el propésito de obtener
controlabilidad. Finalmente consideramos los sistemas de control que tienen como espacio estado a
un Grupo de Lie, mostrando cuales son las propiedades que se obtienen al considerar la invariancia

de dicho espacio de estados.

En el tercer capitulo realizamos un estudio de los grupos de Lie lineales que son transitivos sobre
R? — {0}, posteriormente buscamos dentro de SL(2) semigrupos con interior no vacio que son
transitivos sobre P!, obteniendo asi uno de los resultados centrales de estd tesis, que afirma la no
existencia de tales semigrupos. Finalmente demostramos que el tinico semigrupo dentro de SL(2)

que actia transitivamente sobre el plano es SL(2).

En el cuarto capitulo realizamos un analisis para la controlabilidad del sistema bilineal, conside-
rando el caso en que trA = trB = 0. Buscamos el criterio mediante el signo de det A y det B, esto
para conocer sus autovalores. Posteriormente mostraremos el resultado central de esta tesis, este
resultado caracteriza la controlabilidad del sistema (1) con la suposicién que A y B son matrices

de traza cero, su enunciado asegura que la controlabilidad es equivalente a det[A, B] < 0.
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CAPITULO 1

Grupos y Algebras de Lie

Los grupos de Lie sin duda son la clase mas importante de variedades diferenciables. Los grupos
de Lie son variedades que tienen una estructura de grupo compatible con la estructura diferencial.
Ejemplos bien conocidos de grupos de Lie (de matrices) son el grupo general lineal, el grupo

especial lineal y el grupo ortogonal.

En este capitulo veremos en conjunto los fundamentos necesarios para la comprension del presente
trabajo. De central importancia para la Tedria de Lie, es la relacion entre un grupo de Lie y su
algebra de Lie, que posteriormente veremos que es el conjunto de campos de vectores invariantes
por la izquierda(o por derecha) o isomérficamente el espacio tangente en la identidad. Estudia-
remos la correspondencia entre subgrupos y subalgebras; entre homomorfismos de grupos de Lie
y homomorfismos de sus dlgebras de Lie. También estudiaremos las propiedades de la aplicacion
exponencial el cual es una generalizacién a grupos de Lie arbitrarios de la exponenciacién de ma-
trices y que provee un vinculo clave entre un grupo de Lie y su algebra de Lie. Investigaremos la
representacion adjunta y se probara el teorema del subgrupo cerrado de Cartan. Finalmente se
enunciaran las nociones bésicas de algebras de Lie Solubles y posteriormente el teorema funda-

mental sobre algebras de Lie Solubles que sera usado de manera fundamental en el capitulo 3. La



I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

I

principal fuente de consulta para la comprensién de este capitulo es [16].

I.1. Definiciones y ejemplos

Definicién 1.1. Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada de una estructura de

grupo tal que las aplicaciones G X G — G y G — G definidas respectivamente por
(x,y) — zy, T

son C*, o equivalentemente la aplicacion G x G — G definida por (z,y) — zy~! es C™.

Ejemplo 1.2. Sea G = R", con la estructura natural de variedad diferenciable y la operacion de

grupo dada por la adicion de vectores. En estas condiciones G es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.3 (El grupo general lineal). El conjunto de matrices cuadradas n x n inversibles
con entradas reales denotado por GL(n,R), es un grupo con respecto al producto de matrices.
En efecto, recordemos que una matriz A € M(n,R) es invertible si y sdlo si det A # 0. Lue-
go si A,B € GL(n,R) entonces de las propiedades elementales de la aplicacion determinante,
det(AB) = det Adet B y det(A™1) = (det A)~!, tenemos que AB € GL(n,R) y A~' € GL(n,R).
Ya que la aplicacion determinante es continua por ser n-lineal sobre sus vectores columna, tenemos
que el conjunto GL(n,R) = det " (R — {0}) es abierto, por tanto hereda la estructura de variedad
diferenciable. Ahora el producto de dos matrices es diferenciable pues las entradas de AB es un
polinomio con entradas de A y B. La diferenciabilidad de la inversa se sigue similarmente de la

_ det AW

regla de Crammer’s: (A™");; = S22 donde AV es la matriz obtenida de A quitando la fila i y la

columna 7j.

Ejemplo 1.4 (El grupo especial lineal). Nuevamente consideremos la funcion real det : R™ ~
M(n,R) — R que es de clase C*. Por la expresion general de la derivada de una funcion n-lineal,
se tiene

(det)'(X)H =Y det(X", . H' .., X"), X,H € M(n,R).
=1

Carrera de Matemdtica Victor Hugo Patty Yujra
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En particular, para X = I = matriz identidad n X n,

(det)'(IH =Y det(ey,..H',...,e,) = Y _hi=trH
i=1 i

0 det

—(X) = (det) (X)E™ = (=1)"* det X,
'TS

Consideremos la restriccion det : GL(n,R) — R. De la expansion del determinante a lo largo
de una linea (o columna), se sigue que, dada A € GL(n,R), eziste algin determinante menor
det(A%) # 0. Esto muestra que det : GL(n,R) — R es una submersion de clase C*°. En otras

palabras, todo numero real no nulo ¢ es un valor reqular de det.

Se concluye que el conjunto
SL(n,R) ={X € GL(n,R) : det X = 1} = (det) (1)

es una superficie (por tanto una variedad) de dimension n* — 1 y clase C* en R™. SL(n,R) es
llamado el grupo especial lineal o grupo unimodular. Evidentemente, si X,Y € SL(n,R) entonces
XY € SL(n,R) y X~ ' € SL(n,R). O sea, SL(n,R) es un subgrupo de GL(n,R), que es una
variedad C*. Por lo tanto un grupo de Lie. El espacio tangente a SL(n,R) en I es el conjunto

de todas las matrices de traza cero.

Ejemplo 1.5 (El grupo ortogonal). El conjunto O(n,R) de todas las matrices reales nxn, X tales
que X X' = 1. Se tiene que O(n,R) es un subgrupo de GL(n,R). Geométricamente, un operador
lineal en R™ es una isometria (esto es, preserva distancias) si y solo si su matriz con respecto a

la base canonica es ortogonal.

Vamos a demostrar que O(n,R) es una superficie compacta de dimension §(n—1) y clase C* en
R”.

Consideremos la aplicacion de clase C*

f:M(n,R)— S(n,R)~R"

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



I.1. DEFINICIONES Y EJEMPLOS

donde S(n,R) es el conjunto de matrices simétricas, definida por f(X) = XX*. Si mostramos
que I € S(n,R) es un valor reqular de f entonces concluiremos que O(n,R) = f~1(I) es una

superficie de dimension n®* —%(n+1) = 2(n—1) en R".

Sea por tanto X € f~Y(I) = O(n,R). Queremos probar que la derivada f'(X) : M(n,R) —
S(n,R), dada por f'(X)H = XH'+ HX', es sobreyectiva. Dada S € S(n,R), sea V = ZX.

Entonces

POV = X5

STX)Xt - (XXt)g + gxxt =S,

El espacio tangente a O(n,R) en la identidad es el conjunto de matrices antisimétricas como se

puede ver facilmente.

Ejemplo 1.6 (El grupo de Heisenberg de dimensién tres). Se define por

1 1T XT3
G:{ 0 "Wk ) :xlax27$3€R}-
Dl 11

La aplicacion ¢ : G — R? definida por

1 L 3
(|0 1 z9])=(z1,22,23)
0 () =4t

es un difeomorfismo. En particular, G es subconjunto cerrado de GL(3,R) pero no es compacto,
ademds, es conexo y simplemente conexo. La estructura de grupo abstracto de G estd definida por
la multiplicacion de matrices. Se induce en R® una estructura de grupo requiriendo que @ sea un

homomorfismo de grupos, esta operacion estd dada por

(21, X2, 23) * (Y1, Y2, y3) = (1 + Y1, Ta + Yo, T3 + Y3 + T1Y2).

El primer paso en el estudio de los grupos de Lie consiste en la construccién de las dlgebras de

Lie asociadas a dichos grupos.

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra
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De ahora en adelante siempre que se mencionen espacios vectoriales seran reales.

Definicién 1.7. Un dlgebra de Lie consiste de un espacio vectorial g dotado de un producto

(corchete o conmutador)

[]:gxg—8
con las siguientes propiedades:
1. bilinealidad;
2. antisimetria, es decir, [X,Y]| = =Y, X| para todo X,Y € g, o equivalentemente, [ X, X] =0

para todo X € g.

3. Satisface la identidad de Jacobi, esto es, para todo X,Y, 7 € g,

[X> [Ya ZH 4 [Y> [Za X]] | [Z7 [X> YH = 0.

En general, un dlgebra es un espacio vectorial g dotado de un producto, esto es, una aplicacién
g x g — g. Cualquier aplicacién de este tipo que merece el nombre de producto debe ser bilineal.
La antisimetria y la identidad de Jacobi son caracteristicas de las dlgebras de Lie. Otros tipos
de algebras tienen otros tipos de propiedades que la definen. Existen por ejemplo las algebras
asociativas, es decir, las que verifican z(yz) = (zy)z. Conviene observar que el corchete no es en
general asociativo, pues en cualquier circunstancia [[X, X], Y] = 0 en tanto [X, [X, Y]] no siempre

se anula.

Definicién 1.8. Sea g un dlgebra de Lie. Un subdlgebra de Lie de g es un subespacio vectorial h

de g que es cerrado respecto al corchete, esto es, [X,Y] €h si XY € h.

Ejemplo I.9. Algebms abelianas:[-, -] = 0. En este caso la estructura de dlgebra de Lie no enriquece

la estructura de espacio vectorial.

1. Todo subespacio vectorial de dimension 1 de un dlgebra de Lie, es una subdlgebra abeliana.

2. Todo subespacio de un dlgebra abeliana es un subdlgebra.

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



1.2. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE

Ejemplo 1.10. Algebms de dimension < 2.

1. dimg = 1. Se sigue de la antisimetria del corchete que g es abeliana.
2. dimg = 2. Fxisten dos posibilidades.

a) g es abeliana.

b) Eziste una base {X,Y} de g tal que [X,Y]| =Y, luego el corchete de dos elementos

cualesquiera de g estard dado por
[aX +bY,cX +dY] = (ad — be)[X,Y] = (ad — be)Y.

En efecto, supongamos que g no sea abeliana y sea {X',Y'} una base de g. Entonces

(X", Y] # 0, pues en caso contrario g seria abeliana. Sea Y" = [X')Y'] y se escoge X"

de tal forma que {X",Y"} es una base de g. Entonces X" = aX'+bY', Y =cX'+dY' y
[X// Yl/] Lk OéY”

con a # 0, en caso contrario el dlgebra serta abeliana. Los elementos X = £X" Y =Y

forman la base requerida. Las dlgebras

a b a b
g=A{ ca,beR} y g={ ca,b € R}
0 0 0

—a

son ejemplos concretos de dlgebras de Lie no abelianas de dimension dos.

1.2. El algebra de Lie de un grupo de Lie

Definicién 1.11. Sean G un grupo de Lie y g € G. Las traslaciones izquierda y derecha por g,

son respectivamente las aplicaciones Ly : G — G y Ry : G — G definidos por

Ly(h) = gh,  Ry(h) = hg

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



1.2. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE

I=

para todo h € G.

Estas aplicaciones son diferenciables pues resultan de la composicion de aplicaciones diferenciables.

En realidad, ambas traslaciones son difeomorfismos, ya que

Lg o) Lgfl = Rg o Rgfl = ]G'

Definiciéon 1.12. Un campo de vectores X en G se dice invariante a izquierda, st X es Lg-

relacionado consigo mismo para todo g € G, es decir

ID(L,) o X = XN 8

para todo g € G. Similarmente definimos los campos de vectores invariantes a derecha, el campo

vectorial X es invariante a derecha si es Ry-relacionado con sigo mismo para todo g € G.

Los campos de vectores invariantes a izquierda y derecha estan completamente determinados por
su valor en la identidad; pues, para todo g € G la condicién de invariancia a izquierda, por ejemplo,

implica que

Luego cada elemento de T}G determina un tnico campo de vectores invariante a izquierda y un
tinico campo de vectores invariante a derecha. Dado A € T1G denotaremos por A’ y A” los campos

vectoriales a izquierda y derecha definidos por:

Denotaremos por Inv! el conjunto de los campos de vectores invariantes a izquierda y por Inv”
el de los campos invariantes a derecha. Estos conjuntos son subespacios vectoriales del espacio de
todos los campos de vectores en G (y ambos son generalmente distintos), ya que D(Ly) v D(R,)
son aplicaciones lineales sobre los campos de vectores. Las aplicaciones A € T/G +— Al € Inv' y

AeTG— A" € Inv" son ambos isomorfismos entre espacios vectoriales.

Es facil demostrar que si X e Y son campos de vectores invariantes a izquierda en un grupo de

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



1.2. EL ALGEBRA DE LIE DE UN GRUPO DE LIE E

Lie G, [X,Y] es invariante a izquierda; en efecto, al ser L, : G — G un difeomorfismo se cumple
que D(L,)[X,Y] = [D(Ly)(X),D(Ly)(Y)] = [X, Y] de donde concluimos que [X, Y] es invariante
a izquierda. Andlogamente, si dos campos X e Y son invariantes a derecha entonces [X,Y] es

invariante a derecha.

Los espacios Inv! y Inv" son, luego, subalgebras de Lie del dlgebra de Lie de los campos de vectores
en G. Asi, ambas son dlgebras de Lie. Ademds, si A € T1G se cumple que D(i)(A") = (—A)!, donde
i:g— g1 Luego D(i) es un isomorfismo entre Inv' y Inv". Por otra parte, como vimos TG
es isomorfo tanto a Inv' como a Inv". A través de estos isomorfismos se inducen naturalmente
los corchetes de Lie sobre TG. Esos corchetes son dados por [A, B]; = [AL, BY(1) vy [A, B, =
[A", B"](1). Evidentemente [A, B], = —[A, B];, luego ambas estructuras de élgebras de Lie sobre

T1G inducidas por los corchetes mencionados son isomorfas por la aplicaciéon —1 : T'G — T1G.

Definicién 1.13. FEl dlgebra de Lie de G, denotada por g o L(G), es cualquiera de las dlgebras
isomorfas [nvlf Inv", <T1G7 ['7 ']l): (TlGa ['7 ]r)

Ejemplo 1.14. Sea G = GL,(R) el grupo de las transformaciones lineales inversibles de R™, o
lo que es lo mismo, el grupo de las matrices n X n inversibles. Fijando g € G, las traslaciones a
izquierda a derecha L, y Ry pueden ser extendidas a todo el espacio de las matrices, dando origen
a transformaciones lineales de M, (R) y luego el fibrado tangente a G se identifica con G x M,(R).
De ahi que un campo de vectores X en G no es nada mas que una aplicacion X : G — M,(R).
Ademds, por esta identificacion, las trasformaciones lineales L, y R, satisfacen D(Lg)y, = Ly y

D(R,)n, = Ry para cualesquiera h, g € G.

A partir de esas observaciones es posible describir los campos invariantes en G. Suponga que

X : G — M,(R) es invariante a izquierda. Entonces, para todo g € G,

X(9) = D(Laq (X (1) = Ly(X (1)) = g X (1).

Luego, los campos invariantes por izquierda son de la forma X4(g) = gA con A una matriz en

T\G. En coordenadas locales el corchete de Lie de dos campos vectoriales es dado por

[X,Y] = dY (X) — dX(Y).
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Para una matriz A, X4 se extiende a una aplicacion lineal en el espacio de las matrices. Por

tanto, DX 4 = X . Asi, aplicando esa formula del corchete a X4 y Xp, se obtiene
(X4, X5](9) = (9A)B — (¢B)A

esto es, [Xa, Xg] = Xap_pa.

Ejemplo 1.15. Todo espacio vectorial de dimension finita V admite una estructura natural de
variedad diferenciable. Sean {e;} una base de V' y {r;} su base dual. Entonces existe una identifi-

cacion natural del espacio tangente T,V a V' en p con el mismo V', dada por

0
E(Ii— |p — Eaiei.

(97"2-
Se sigue que este espacio vectorial con su operacion suma es un grupo de Lie.

Ejemplo 1.16. Algebra de Lie de R". Sea G = (R",+). Fijando v € R", las traslaciones a
wzquierda y derecha son

NG — R il

Por tanto, D(Ly)y = D(R,)y = I para todo y € R". Luego tenemos que los campos X invariantes
a izquierda son constantes, pues X (z) = D(L;)oX(0) = X(0) = v. Como el corchete de campos
constantes es cero, la dlgebra de Lie del grupo abeliano (R™,+) es abeliana, esto es, [X,Y] =0

para todo X,Y campos invariantes en R™.

Ejemplo 1.17. Sean G y H grupos de Lie. Entonces, el producto cartesiano G X H admite la
estructura de variedad producto y la estructura de grupo producto, haciendo de este un grupo de
Lie. Si g y h son sus dlgebras de Lie, entonces la dlgebra de Lie de G x H es g x h, donde el
corchete estd dado por

[(Xl,Yl)a (XQ,Yz)] = ([Xsz]a [Yl>Y2])'
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I.3. La aplicacion exponencial

La aplicacién exponencial exp : g — G es el objeto central para transportar al grupo de Lie
G propiedades de su algebra de Lie g. La idea basica de su construccién es que, por definicén
los elementos de g son ecuaciones diferenciales ordinarias en G (campos invariantes), que poseen
flujos, los cuales son formados por difeomorfismos locales de G. Estos elementos se identifican
naturalmente con elementos de GG, permitiendo construir, a partir de X € g, un subgrupo de G

parametrizado por t € R.

Para colocar esos comentarios de manera precisa, sea X un campo invariante (a izquierda o a
derecha en (). La invariancia de X tiene por consecuencia la siguiente simetria del flujo X;:
supongamos que X es un campo invariante a izquierda, tomemos g,h € G y consideremos la

curva

a(t) = Ly(Xi(h)) = gXi(h).

Su dominio es un intervalo abierto de R conteniendo a 0. Como Xy(h) = h, a(o) = gh. Ademas,
o/ (t) = D(Lg)x,m (X (Xe(h))) = X (9X:(h)) = X(a(t)),

por la invariancia de X. Asi, « es solucion de

%:X(g)

con condicién inicial «(0) = gh, esto es, a(t) = X;(gh). Eso significa que
X,(gh) = gXi(h), X € Inv’.

Tomando h = 1, X;(g) = gX;(1). Esto es, la solucién que pasa por g es obtenida por traslacién de
la solucion que pasa por el elemento neutro. Asi, todas las trayectorias se prolongan por el mismo

intervalo de R. Eso, permite demostrar que los campos invariantes son completos.

Proposicién 1.18. Un campo invariante (a izquierda o a derecha) es completo. Ademds, si A €
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T\G, entonces (A")(1) = (AY)(1) para todo t € R y la aplicacién
teR— (A")(1) € G
es un homomorfismo del grupo aditivo R a valores en G.

Demostracion. Sea X un campo invariante a izquierda. Para mostrar que X es completo basta
mostrar que la trayectoria X;(1) que pasa por el elemento neutro en ¢ = 0 se prolonga para todo
R. Sea (a, 3) el dominio de definicién de la soluciéon maximal ¢t — X;(1). Supongamos que [ < co.
Entonces, Xg(l) estd bien definida y la trayectoria s +— XS(Xg (1)) se prolonga sobre (a, 3), pues
las trayectorias de un campo invariante se prolongan sobre el mismo intervalo. Ese prolongamiento

permite definir la curva o : («,33/2) — G por

Xi-p/2(Xg/2)

Es claro que ¢(0) = 1, y por definicién se ve que o es una solucién de la ecuacién % = X(g) que
se prolonga a («,3(3/2) contradiciendo el hecho que («, 3) es el intervalo de definicién maximo

que pasa por 1. Con eso queda demostrado que el campo es completo. O

Con esta proposicion tenemos la definicion siguiente.

Definicién 1.19. Sea A € T\G. Entonces, exp A = (A");(1) = (A (1).

La aplicacion exponencial es de la forma exp : g — G. Por las identificaciones anteriores, si X es
un campo invariante exp X tiene sentido y es el valor en 1 € R de la soluciéon de X que pasa por
el elemento neutro cuando t = 0. Por la proposicién anterior, la aplicacién t — exp(tX), X € g,

es un homomorfismo. Por tanto,

{exp(tX):t € R}

es un subgrupo de GG, denominado subgrupo a 1-pardmetro generado por X.

A continuacion se enuncian algunas propiedades de la aplicacién exponencial.
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Proposiciéon 1.20. Valen las siguientes afirmaciones.

1. Si X es invariante a derecha entonces Xy = Lexpix), esto es, X¢(g) = exp(tX)g.
2. 8i X es invariante a izquierda entonces X; = Rexp(ix), esto es, Xi(g) = gexp(tX).
3. exp0=1.

4. Para todo X e gyt,seR,
exp(t + s)X = exp(tX) exp(sX) = exp(sX) exp(tX),

esto es, los elementos del subgrupo {exp(tX) : t € R} conmutan entre si.
5. Sean X,Y € g. Entonces [X,Y] =0 si y sdlo si, exp(tX)exp(sY) = exp(sY) exp(tX).

La aplicacién exponencial fue definida a través de la solucién de la ecuacion diferencial dg/dt =
X(g), con X invariante. El conjunto de las ecuaciones definidas (por ejemplo) por los campos
invariantes a derecha puede ser colocada en una tunica ecuacién independiente del parametro

A € TG, escribiendo
dg

prtiad o)

donde f : T'G x G — G es dada por f(A,g9) = D(R,)1(A) y es de clase C*°. Por tanto las
soluciones de la ecuacion dependen diferenciablemente del parametro A. Asi, exp : g — G es una
aplicacién diferenciable. Ademas es facil ver que D(exp)o = Id, luego por el teorema de la funcién
inversa, existe un entorno U de 0 € g y un entorno V de 1 en G tal que exp|y : U — V es un

difeomorfismo. Y si G' es un grupo de Lie conexo y g € GG, existen X1, ..., X, € g tal que
g = exp(X1) - - -exp(X,).
Pues en un grupo de Lie conexo tenemos que si U es un entorno de la identidad entonces
oo
n=1

como se demuestra en la proposicion de abajo.
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Teorema 1.21. Sea G un grupo de Lie conexo y sea U una vecindad de e. Entonces,

G=|Jur
n=1
donde U™ consiste de todos los productos de n elementos de U. (Se dice que U genera G.)

Demostracién. Sea V un subconjunto abierto de U que contenga a e tal que V = V! (donde

V=t ={z7': 2 € V}). Por ejemplo, V = U NU! verifica tal propiedad. Sea

r— [OJ e, [j g
n=1 n=1

Entonces H es un subconjunto abstracto de G y es un subconjunto abierto de G pues v € H
implica que 2V C H Asi cada clase mod H es abierto en GG. Ahora, H es el complemento en G de
la unién de todas las clases mod H diferentes del mismo H. Luego H es un subconjunto cerrado
de GG. Como G es conexo y H es no vacio entonces G = H. De esto ultimo con la inclusién de

encima, tenemos el resultado. [

Ejemplo 1.22. Como fue visto los campos de vectores invariantes por izquierda en GL,(R) son
de la forma X(g) = gA, con A una matriz de n X n. La ecuacion diferencial asociada a X es el

sistema lineal
dg

L oA
xy

en el espacio de las matrices. Su solucion fundamental esta dada por la exponencial de matrices,
que coincide, por tanto, con la aplicacion ezponencial en GL,(R).

Ejemplo 1.23. Vimos que en (R",+) los campos invariantes son constantes: X (x) = v. El flujo

de estos campos estd dado por las traslaciones Xi(x) = x + tv. Tomando x = 0 se tiene que
exp(tv) = tv.

En particular, exp(v) = v y exp = Id.

Ejemplo 1.24. 5i G y H son grupos de Lie con dlgebras de Lie g y h respectivamente, entonces
exp(X,Y) = (exp X,expY) si (X,Y) € g x h, el dlgebra de Lie de G x H.
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1.4. Homomorfismos

Sean GG y H dos grupos de Lie. Un homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H, es un ho-
momorfismo entre grupos que es diferenciable. La misma terminologia se aplica a isomorfismos y
automorfismos entre grupos de Lie. Teniendo en cuenta el hecho de que los grupos de Lie deben ser
estudiados a través de sus algebras de Lie, los homomorfismos entre grupos de Lie seran descritos

a través de homomorfismos entre sus dlgebras de Lie.

Un homomorfismo entre las dlgebras de Lie g y h es una transformacion lineal § : g — h que
satisface [ X, Y] = [0X,0Y] para todo X,Y en g. La relacién entre los homomorfismos de grupos

y algebras de Lie es dada por la diferencial en el elemento neutro.

Proposicion 1.25. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y h respectivamente. Sea

0 : G — H un homomorfismo diferenciable y tomemos X € g. Entonces,

f(exp X) = exp(db,(X)).

Proposicién 1.26. Sean G y H grupos de Lie con dlgebras de Lie g y h respectivamente. Sea
0 : G — H un homomorfismo diferenciable y tomemos X € g. FEntonces, df; : g — h es un

homomorfismo.

La proposicion anterior significa que homomorfismos de grupos de Lie inducen homomorfismos
de Lie entre algebras de Lie correspondientes. El procedimiento inverso, la construccién de ho-
momorfismos de grupos que extienden homomorfismos de algebras de Lie no siempre es posible,
esto es, si G y H son grupos de Lie con algebras de Lie g y h respectivamente, y 6 : G — H un
homomorfismo, no siempre existe un homomorfismo ¢ : G — H tal que # = d¢,. Como veremos
en el caso en que G es simplemente conexo, todo homomorfismo cuyo dominio es el algebra de Lie
g de G se extiende a un homomorfismo diferenciable con dominio G. Sin embargo, independiente

de la existencia de homomorfismos globales, siempre es posible realizar una construcciéon local.

Remarca 1.27. Tomemos G = S* y H = R. Entonces, dimg = dimh = 1; por tanto existe un

1somorfismo entre g y h. Mas, ningun isomorfismo es de la forma d¢y, pues el inico homomorfismo
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G — H es constante, ya que S' es compacto y {0} es el tinico subgrupo de R. contenido en un
compacto. Y como se ve claramente lo que estd en juego aqui son las propiedades topologicas

globales del grupo G.

I.5. Representaciones

Definicién 1.28. Sea V' un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra del grupo de Lie de las transforma-
ciones lineales de V. St G un dlgebra de Lie, una representacion de G en V' es un homomorfismo
p: G —gl(V). El dlgebra V' se denomina espacio de representacion en cuanto que su dimension

es la dimension de la representacion. Una representacion p es fiel si ker p = {0}.

La nocién de representacion estd asociada a la idea de describir las dlgebras de Lie como subdlge-
bras de las transformaciones lineales. En el caso de las representaciones fieles, g es isomorfa a im
g. En el caso de dimensién finita toda algebra de Lie se puede considerar de transformaciones

lineales, es decir, de matrices. Ese resultado es el teorema

Teorema 1.29 (Ado). Toda dlgebra de Lie de dimension finita admite una representacion fiel de

dimension finita.

La demostracién de este teorema puede ser encontrada en [16].

Ejemplo 1.30. Sea g un dlgebra de Lie no abeliana de dimension dos y sea {X,Y} una base tal

que [X, Y] =Y. La unica transformacion lineal p : g — gl(2) que satisface

1/2 0 0 1
p
0 —1/2 0 0

define una representacion fiel de g de dimension dos. Su imagen es

, a b
imp = { ca,b € R}
0

—a
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Ejemplo 1.31. Sean g un dlgebra de Lie de dimension 8 con base {X',Y' Z'} sujeta a las rela-
ciones [Z', X' =2X", [Z",)Y'] = =2Y" y [ X, Y| = Z'. Sea p: g — gl(2) la unica transformacion
lineal tal que

, 0 1 , 0 0 , 1 0
p(X') = , p(Y') = , p(Z2') =
0 0 10 0 —1

Entonces, p define una representacion fiel, obsérvece que img = sl(2).

I.6. Representacion Adjunta

Definicién 1.32. Sea V' un espacio vectorial y gl(V') el dlgebra del grupo de Lie de las transforma-
ciones lineales de V. Si G es un grupo de Lie, una representacion de G en' V' es un homomorfismo
p:G—gl(V). El dlgebra gl(V') se denomina espacio de representacion en cuanto que su dimen-

sion es la dimension de la representacion.

Existe una representacién natural del grupo de Lie G en su dlgebra de Lie. En efecto, un elemento

g € G define el automorfismo interno Cy : G — G definido por

Cal) T2g

Como Cy(1) = 1 y la aplicacién es un difeomorfismo, d(Cy); es una aplicacién lineal de g — g y

es un isomorfismo. De ahi que g — d(C,); es una representacién de G en g.

Definicién 1.33. La representacion adjunta Ad : G — GL(g), de G en su dlgebra de Lie g es
definida por
Ad(g) = d(Cy)1 = d(Lg 0 Ry-1)1 = d(Rgo Lg-1)

Ad(g) = d(Cy); es un homomorfismo de g, ademds vale la siguiente férmula, bastante usada en

relaciones que involucran a la adjunta:

gexp(X)g~" = exp(Ad(g)X).

La representacion infinitesimal de Ad es una representacién del algebra de Lie g en si misma. La
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representacion infinitesimal es la representacion adjunta de g.

Definiciéon 1.34. Sea g un dlgebra de Lie. Su representacion adjunta es la aplicacion ad : g —

gl(g) definida por
ad(X)Y = [X,Y].

La aplicacién ad es de hecho un homomorfismo de algebras de Lie, donde el corchete en gl(g) es
dado por el conmutador. De hecho ad(X), X € g son derivaciones de g. Ellas son denominadas

derivaciones internas de g.

Proposiciéon 1.35. Sea G un grupo de Lie, con dlgebra de Lie g, con el corchete dado por los cam-
pos invariantes a izquierda. Entonces, la representacion infinitesimal asociada a su representacion

adjunta Ad es la representacion adjunta ad de g. En otras palabras:

1. d(AD);(X) = ad(X), X € g.

2. Ad(exp X) = exp(ad(X)).

Una importante consecuencia de esta proposicién es que en el caso en que G es conexo las formulas

anteriores nos ayudan a caracterizar Ker(Ad).

Proposicién 1.36. Sea

Z(G)={g9 € G:gh=hg,Vh € G}

el centro de G. Entonces, Z(G) C Ker(Ad). Suponga que el grupo de Lie G es conexo, entonces
Z(G) = Ker(Ad).

Esta proposicién estd en concordancia con el hecho que el nicleo Ker(Ad) de la representacion

adjunta de g es su centro

2(g) = {X €g: [X,Y] =0,V € g}.

Sera mostrado posteriormente que Z(G) es un subgrupo de Lie de G, cuya subdlgebra de Lie es

el centro de g.
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Ejemplo 1.37. En GL,(R), Ad(g) coincide con la conjugacion Cy, pues C, se extiende a una
transformacion lineal en el espacio de las matrices, por tanto coincide con Ad(g) que es su dife-

rencial en su identidad. En otras palabras, si X € gl(R) y g € GL,(R) entonces
Ad(g)X = gXg~".

En el centro de GL,(R) es el grupo de las matrices escalares al, a # 0. Apesar que GL,(R) tenga

dos componentes conezas, la expresion para Ad(g) confirma de inmediato que

Z(GLn(R)) = ker(Ad).

1.7. Subgrupos de Lie

Un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G es un subgrupo H que, al mismo tiempo, es una subva-
riedad quasi-regular. La condicion de quasi-regular garantiza que el producto en H es diferenciable
en relacion a su estructura intrinsica, pues H es localmente conexo. Un subgrupo de Lie, luego,
es a su vez un grupo de lie tal que la inclusion H — G es un homomorfismo diferenciable. Las

componentes conexas de la identidad de un subgrupo de Lie son a su vez subgrupos de Lie.

1.8. Subalgebras de Lie

El principio que dirige la construccién de la teoria de grupos de Lie es el de obtener informacién
sobre la estructura de los grupos de Lie a partir de las dlgebras de Lie. Siguiendo ese principio,
los subgrupos de Lie de G con algebra de Lie g son estudiados relacionandolos con subdlgebras de

g, estos ultimos son subespacios vectoriales cerrados por el corchete.

La inclusion ¢ : H — G de un subgrupo de Lie H del grupo de Lie G es un homomorfismo
diferenciable. Como fue visto, la diferencial di; es un homomorfismo de algebras de Lie. Entre
tanto, di; es la inclusion del espacio tangente 77 H en el espacio tangente T1G. Por tanto, h es una

subalgebra de Lie de g, lo que significa que la algebra de Lie de un subgrupo de Lie se identifica
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(es isomorfa) a una subdlgebra de Lie del algebra de Lie del grupo G.

Proposicion 1.38. Sea H un subgrupo de Lie de G y denotemos por h su dlgebra de Lie. Suponga
que g € G normaliza H, esto es, gHg™' C H. Entonces, Ad(g)h C h y por tanto, Ad(g)h =h

Un ideal de un élgebra de Lie g es un subespacio h C g tal que [X,Y] € h para todo X € g e
Y € h. Ese concepto es semejante al de subgrupos normales y de hecho los ideales del dlgebra de

Lie de un grupo de Lie corresponden a los subgrupos normales.

Proposicion 1.39. Si H es un subgrupo de Lie normal de G entonces su dlgebra de Lie h es un

1deal del dlgebra de Lie g de G.

En general puede ocurrir que las subalgebras de Lie de subgrupos de Lie distintos coincidan. En
efecto, si H es un subgrupo de Lie no conexo entonces la componente conexa de la identidad Hy

también es un subgrupo de Lie y tanto H como H, tienen la misma &algebra de Lie.

La idea de la construccion de subgrupos a partir de subalgebras viene de las siguientes obser-
vaciones. Sea H C G un subgrupo de Lie conexo cuya algebra de Lie es h. Para todo g € H
la traslacion a la derecha R, deja H invariante, esto es, R;H C H y la restriccion de R, a H
es un difeomorfismo de H. Luego, para todo h € H la imagen por d(R,), del espacio tangente
T,(H) C TG es el subespacio Tj,H. En particular, el espacio tangente a H en g es d(R,)1h. De
la misma forma, R, es un difeomorfismo entre H y las clases laterales Hg y de ahi que el espacio

tangente a Hg en G es d(R,)h.

Las expresiones para los espacios tangentes muestran que el subgrupo H, asi como las clases

laterales Hg, son subvariedades integrales conexas de la distribucién Ay en G definida por

Esta distribucion depende apenas de h. La idea para construir subgrupos de Lie a partir de
subalgebras consiste en revertir esos argumentos. Dada una subalgebra de Lie h se puede definir
la distribucién Ay, y a partir de ahi obtener el subgrupo de Lie conexo asociado a h como variedad

integral maximal de Ay,.
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Proposicién 1.40. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Dada una subdlgebra de Lie

h C g, definamos la distribucion

Entonces Ay, es integrable.

Ahora solo resta probar que la variedad integral maximal que pasa por 1 es un subgrupo de Lie
cuya algebra de Lie es h. Denotemos por H esa variedad. Al ser H una subvariedad conexa quasi-
regular, todo se reduce a ver que H es subgrupo de G. Lo cual es hecho utilizando exponenciales

de elementos de h. Asi por la conexidad de H, para todo h € H existen X7, Xs, ..., X, € h tal que

h=ete. - e*%

Teorema 1.41. Dado un grupo de Lie G con dlgebra de Lie g, sea h C g una subdlgebra. Defi-
namos la distribucion Ay en G por An(g) = d(Ry)1h. Entonces, Ay es integrable, la subvariedad
integral maximal que pasa por el elemento neutro, es un subgrupo de Lie con dlgebra de Lie h y
las demds subvariedades integrales son las clases laterales Hg, g € G. Ademds, h € G esta en H

sty solo si existen Xy, Xo, ..., Xs € h tal que

h=eXt...e%s.

Demostracion. Dos elementos h, g € H son producto de exponenciales de elementos de h. Entonces
es claro que gh y ¢g~! también son producto de exponenciales de elementos de h y, por tanto, estan
en H. El dlgebra de Lie de H es el espacio tangente a H en el elemento neutro, que por construccion
es Ap(l) = d(R;)(h) = h. También por construccién, cada clase lateral Hg es una subvariedad
integral conexa de Ay. Ellas son maximales, pues si una variedad integral conexa I contiene a Hg
entonces R,-1(/) es una variedad integral que contiene a H. Como H es maximal, se sigue que

H = R,~1(I), lo que implica que Hg = 1. [

Corolario 1.42. Sea G un grupo de Lie con dlgebra de Lie g. Entonces, para cualquier subdlgebra
de Lie h C g, existe un unico subgrupo de Lie conexo H C GG, cuya dlgebra de Lie es h. Ademds

si G es conexo y h un ideal, entonces H es un subgrupo normal.
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I.9. Subgrupos Cerrados

El teorema del subgrupo cerrado de Cartan asegura que cualquier subgrupo cerrado H de un
grupo de Lie G es un subgrupo de Lie. Ese es uno de los resultados de la teoria de grupos de Lie

y es ampliamente utilizado en las mas diversas situaciones.

La estrategia para demostrar el teorema del subgrupo cerrado consiste en definir una subalgebra
de Lie h C g de tal forma que la componente de la identidad del subgrupo cerrado H sea
generado por exph. Esa subdlgebra es definida como siendo el conjunto de los X € g tales
que exp X € H. La parte mas delicada de la demostracion esta en verificar que este conjunto es
de hecho subalgebra de g. Y eso es demostrado usando algunas formulas clésicas, que envuelven

productos de exponenciales.

Proposiciéon 1.43. Dado un grupo de Lie G con dlgebra de Lie g, sea H C G un subgrupo cerrado
y defina
hy={X ecg:VteR,exp(tX) € H}.

Entonces, hy es subdlgebra de Lie de g.

Demostracion. El conjunto hy es no vacio pues 0 € hy. Tomemos ahora X,Y € hy. Los subgru-
pos a l-pardametro generados pos X y aX coinciden si a # 0, lo que es inmediato de la definicién
de sus flujos. Por tanto, aX € hy, para a € R. Por la férmula

exp(X +¥) = lim (exp(>) exp()"

n—oo

y aplicando el hecho que exp es continua y H cerrado tenemos que el limite exp(X + Y') esta en

hy. De la misma manera, la férmula

exp(—[X,Y]) = lim (e%e%e_%e_%)’ﬂ
garantiza que [X, Y] € hy, mostrando asi que hy es una subalgebra de Lie. Il

Una consecuencia inmediata de este hecho, es el siguiente teorema que muestra que los subgrupos
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cerrados son de Lie.

Teorema 1.44. Todo subgrupo cerrado H de un grupo de Lie G es subgrupo de Lie. Mds preci-
samente; un subgrupo cerrado H admite una estructura de variedad que lo torna un subgrupo de

Lie.

Proposicién 1.45. St H C G es un subgrupo reqular, entonces H es cerrado.

Juntando el teorema del subgrupo cerrado y la anterior proposicién, tenemos lo siguiente.

Corolario 1.46. Un subgrupo H C G es cerrado si y solo si la subvariedad H es reqular.

1.10. Algebras de Lie Solubles

Denotaremos por Dg = [g, g] para ser el espacio lineal generado por elementos de la forma [X, Y]
con X,Y € g. Dg es una subalgebra de Lie de g y es llamado el dlgebra derivado de g. De manera

inductiva, definamos DPg donde p > 1 por
D'g =g, Drg = [DP"'g, D""'g].

Si a es una subélgebra de g, entonces Da = [a, a] es también una subélgebra de g y esta claro por

la definicién de encima que estd bien definida la sucesion
et _

de subalgebras de g.

DPg es llamada la p-ésima algebra derivada de g.

Definicién 1.47. Un algebra de Lie g es llamada soluble, si existe p > 1 tal que DPg = 0.

Si V' es un espacio vectorial, {vy,...,v,} una base para V. Sea g el dlgebra de Lie de todos los
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endomorfismos X de V' cuyas matrices en la base {vy, ..., v,} tienen la forma

At

0 An

Entonces g es soluble. Pues Dg esta contenida en el dlgebra de Lie nilpotente de todos los endo-
morfismos de V' cuyas matrices tienen ceros por debajo de la diagonal; luego Dg es soluble y asi g
lo es. Cualquier subalgebra de g es también soluble. El resultado basico en la teoria de algebras
de Lie solubles es el teorema de Lie que afirma que cualquier dlgebra de Lie soluble de matrices

puede ser obtenida de la manera explicada encima.

Teorema 1.48. Sea g un dlgebra de Lie soluble y p una representacion de g en el espacio vectorial
V' de dimension finita n. Entonces ezisten \; € g* (1 < i < n) y una base {vy,...,v,} de V tal que

para cada X € g, la matriz de p(X) en la base tiene la forma

)\1(X) k

0 An(X)

En particular, para todo X € g,
p(X)vr = Ai(X)vr.

La demostracién de este teorema puede ser encontrada en [16].

Remarca 1.49. Sig es un dlgebra de Lie con dim g = 2 no abeliana entonces es soluble. En efecto,
por el ejemplo (1.10), existe una base { X, Y} tal que [X,Y]| =Y, luego Dg = [g,g] = {\Y : A € R}

y claro D*g = 0. Por otro lado, en el ejemplo (1.30) exhibimos una representacion fiel de g, esto
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es, basicamente el dlgebra de Lie es

a b
g={ ta,b € R}
0

—a
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CAPITULO II

Sistemas de Control

En este capitulo se desarrollaran los conceptos, propiedades elementales de la teoria de los sistemas
de control, para la comprensién y el seguimiento de este capitulo, incluyendo las demostraciones
que no se encuentran explicitas, se recomienda [10], sin embargo también se pueden consultar [6]
y [13].

El desarrollo de este capitulo esta dividido en tres secciones. En la primera seccién definiremos
un sistema de control y desarrollaremos las ideas principales de esta teoria. Comenzaremos con
el tratamiento y estudio de una familia de campos de vectores definidos sobre una variedad di-
ferenciable, posteriormente definiremos los conjuntos accesibles desde un punto del espacio de
estados por dicha familia de campos vectoriales, enunciaremos las propiedades basicas que estos
conjuntos poseen cuando la familia de campos vectoriales tienen una propiedad adicional (siste-
mas Lie-determinados), hablaremos acerca la nocién y delicado problema de controlabilidad de
un sistema de control y finalmente mostraremos un resultado abstracto sobre la controlabilidad

de un sistema.

En la segunda seccién realizaremos una descripcion de los sistemas lineales y bilineales en R”,

mencionando resultados que han sido obtenidos con respecto a la controlabilidad de dichos sis-
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I.1. NOCIONES DE SISTEMAS DE CONTROL

temas, el mas importante sin lugar a duda el de Kalmann para sistemas lineales. Mostraremos
con un ejemplo como se puede convertir un sistema lineal no controlable en un sistema bilineal
(adecuado) controlable. En la dltima seccién haremos un tratamiento a los sistemas de control
sobre grupos de Lie como espacio de estados, y destacaremos las propiedades que se obtienen por

considerar dicha clase de espacio estado.

I1.1. Nociones de Sistemas de Control

Un sistema de control puede ser visto como un sistema dinamico, cuya dindmica no se mantiene
enteramente fija como podemos encontrar en los problemas de fisica clasica, pero que dependen de

parametros llamados controles, que pueden variar y que seran llamados los controles del sistema.

Es una cuestion muy natural suponer que el espacio de todas las configuraciones del sistema sea
una variedad n-dimensional M y que la dindmica del sistema se encuentre descrita por campos
vectoriales que (en contraste a la situacién clasica) dependen de controles como pardmetros. La
nocién de que el sistema en punto de M pueda seguir un nimero de direcciones tangentes depende

de la eleccion del control.

Definicién I1.1. Un sistema de control esta dado por:

1. El espacio estado M, una variedad diferenciable de dimension n.

2. El rango de control U C R™ y el conjunto de funciones de control admisibles

U = {u: R — U, localmente integrable}.

Esto requiere que los controles son integrables sobre cualquier intervalo acotado; alternativa-
mente, admitiremos solo controles constantes por pedazos u (es decir, R es descompuesto en
subintervalos de longitud acotada por un numero positivo tal que u es constante sobre cada

subintervalo).

3. La dindmica estd descrita por una funcion F' : M XU — TM tal que para cada u € U,

F,: M — TM definida por F,(x) = F(x,u) para x € M es un campo vectorial diferenciable.
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Las funciones de control pueden ser de muchas maneras distintas. Un control u se llama controles
lazo cerrado, si v : M — U. Cuando u es una funciéon diferenciable y cuando F' es diferenciable,
el correspondiente campo vectorial x — F(z,u(z)) es un campo vectorial diferenciable. Cualquier

curva integral de este campo vectorial es llamada una trayectoria lazo cerrado.

Un control u es llamado cotrol a lazo abierto si u : R — U. Controles a lazo abierto son curvas con
valores en U. Sus trayectorias son curvas integrales del campo vectorial que varia con el tiempo
r — F(z,u(t)). Finalmente, un control puede ser una combinacién de ambos tipos, esto es, una
funcion v : M x R — U. Las trayectorias correspondientes a tal eleccion de control son soluciones

del sistema diferencial que varia con el tiempo

dx

ey Fz(t), w(z, i

Cada trayectoria z(t) del sistema diferencial de encima corresponde a una trayectoria generada
por un control a lazo abierto v(t), definida por v(t) = u(x(t),t). Ademds, todos los estados que
pueden ser alcanzados por controles a lazo cerrado también pueden ser alcanzados por controles

a lazo abierto. Esta es la razon por la que inicialmente se admiten solo controles a lazo abierto.

El interés primario para el estudio de los sistemas de control, se encuentra en los siguientes topicos:

1. La existencia de una funcién (control) que pueda transferir el sistema de una configuracién

inicial dada a una configuarcién terminal dada.
2. La longitud de tiempo requerido para alcanzar un estado terminal, y

3. La existencia y propiedades de un control optimal.

Para la primera parte de esta exposicion es suficiente considerar solo controles constantes por
pedazos que tengan discontinuidades en un subconjunto discreto de R. Esta suposicién permite

establecer la base geométrica con todas las consideraciones tedricas de medida.

Ejemplo I1.2 (Carro Cohete). Este ejemplo sirve para ilustrar, motivar los conceptos y las pro-
piedades de los sistemas de control. El carro cohete se encuentra sobre una riel y se encuentra

equipado con dos motores de cohete uno a cada lado. El problema consiste en mover el carro de
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una ubicacion dada a un destino fijo preasignado. Por simplicidad, supondremos que el punto de
partida es el origen y denotaremos la posicion del centro del carro en un tiempo t > 0, por p(t). Si
el carro estd en una posicion py en un tiempo t = 0, con velocidad vy, deseamos encender los dos
motores de acuerdo a alguna necesidad (patron, programa) que nos lleve desde py en reposo (con
velocidad cero) hasta algun instante t; > 0. Podemos expresar como un sistema que representa al

carro (su posicion) y su velocidad; entonces como estado del sistema podemos tomar el vector

el estado inicial (po,vy) lo asumiremos que ya se encuentra fijado. El estado objetivo (donde

queremos llegar) es (0,0).

Un control es una funcion real, que para nosotros representard la fuerza ejercida sobre el carro
debido a alguno de los motores en el tiempo t. Si encendemos el motor de la derecha en un tiempo

t*, diremos que la fuerza es negativa, si usamos el motor de la izquierda tenemos fuerza positiva.

Luego la dinamica del sistema estd dada por la Ley de Newton

8 = g,

entonces podemos escribir p(t) = u(t). En forma vectorial, podemos presentar al sistema descrito

anteriormente por

Ahora de manera natural, existen restricciones sobre la magnitud de u(t), basada sobre el tamano

del motor del cohete y el aumento de la aceleracion en el carro.

Una suposicion matemdtica muy razonable es pedir que la funcion u(t) sea medible y acotada,

luego por simplicidad podemos suponer |u(t)| < 1.

Como es de nuestro conocimiento, las funciones medibles pueden ser muy abstractas, entonces bus-

camos una clase mas simple de funciones que son basicamente razonables, estos son los controles
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constantes por pedazos.

Recordemos que en nuestro andlisis, una funcion de control u(t) es un motor. Por ejemplo, el

control

que para nosotros representa lo siguiente: primero encendemos el motor de la izquierda con una
fuerza completa en una unidad de tiempo y luego encendemos el motor de la derecha con la mitad

de fuerza por dos unidades de tiempo.

Si o = (po,vo) es la posicion del carro en t = 0, integrando dos veces la ecuacion diferencial y

luego haciendo integracion por partes tenemos:
t t
p(t) = vo + / w(r)dr, p(t) = po + vo + / (t — r)u(r)dr.
0 0
Entonces la eleccion de un control u(t) genera una solucion

lill= o (¢t PN

Si la solucion x[t] alcanza el objetivo (0,0) en algin t; > 0, entonces diremos que el control u(t)
es exitoso. Ahora, estos controles pueden existir o no. Cuando existen muchos de estos controles,
la eleccion de uno u otro es realizada de acuerdo a la practicabilidad y/o por un costo o un
funcionamiento. Por ejemplo, podemos considerar los criterios, (a) tiempo minimo, (b) menor
energia usada, (c) menor uso de gasolina. Luego el problema de control se convierte en un problema

de control optimo.

Usaremos la notacion (p(t),q(t)) para denotar la posicion y la velocidad en un instante t del carro

cohete, luego la dindmica del sistema esta descrita por
B(t) = q(t), q(t) = u(?), —1<u(t) <1,

con u(t) medible, con (po,qo) ent = 0. El estado objetivo es (0,0), esto es, (p(t1),q(t1)) = (0,0)
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para algin t; > 0.

Siu(t) =1 en algin intervalo de tiempo partiendo de t = 0, entonces
(+) p=q¢ d=1=qi=p=(a(t))" — g = 2(p(t) — po);
si u(t) = —1 sobre tal intervalo, entonces

(=) p=q G=-1=q4d=-p=(q(t))’ - g5 = —2(p(t) — po).
Por lo tanto las soluciones de nuestro sistema son pardbolas
+2% =¢* + o

donde o es constante.

Para describir el conjunto accesible A(t1,x), con t; fijo y tomado xo = (po,0) por simplicidad.
Tenemos dos trayectorias correspondientes a la eleccion u(t) = —1 sobre [0,t1], y u(t) = 1 sobre

[O,tl].

La descripcion del conjunto controlable C, para el carro cohete, es decir, aquellos estados iniciales

que pueden ser trasladados al estado cero por controles constantes por pedazos bang-bang
C= {xO/EIu('>7t1 e x(tl;x07u<')> = O}

Tenemos que C = R2. Primero observemos la trayectoria q¢* = 2p con u(t) = 1 para t € [0, 0)
que pasa por (0,0); similarmente la trayectoria ¢*> = —2p con u(t) = —1 para t € [0,00). Esas
dos trayectorias (+),(-) respectivamente que pasa por (0,0), nos conducen desde cualquier estado

inicial xo = (po, vo) hacia el origen, decimos entonces que el sistema es controlable.

El siguiente ejemplo nos da importantes aplicaciones y muestra el contexto de propiedades geométri-

cas y consideraciones tedricas.

Ejemplo I1.3 (Control de la ecuacién de Liénard’s). Un oscilador no lineal general con una fuerza
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externa u estd descrita por la ecuacion

d*q dq dq
Fro f(Q)E +9(q) = u(q, E’t)'

Como una costumbre de la literatura, esta ecuacion puede ser expresada como un sistema en el

plano introduciendo las coordenadas

T
Y
T2
definid —~ — % Bntonces %1 — dy — B4 — f(a)es — g(r1) +u. Si X
efinido por vy = q y vp = L. Entonces G = @y, y 72 = 54 = x1)xe — g(x1) + w. Si
denota el campo vectorial con coordenadas
X3

Y

il gl

e Y denota el campo vectorial

entonces el sistema precedente serd

d
&2 X(@) + ulz, )Y (2)
dt

con

xq
==
T2

Y podemos asumir que la fuerza externa u juega el papel de un control.

Ejemplo I1.4 (Sistema mecénico). Consideremos ahora el problema de controlabilidad de un

sistema mecdnico
d*q dq
_— e g 0
A+ u(Sh + g()
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por una funcion de control w. El sistema equivalente de primer orden estd dado por

dflfl dl’g
— == — = —g(x) — uxs. I1.1
Por simplicidad, asumiremos que g(x) = kx para alguna constante k. Entonces el sistema men-

cionado puede ser prescrito como

d
d_f =(A+uB)x
para ciertas matrices
) * | 0 O
A= 3 = )
—k 0 0 —1
con
T
=
T2

Para cualquier funcion de control constante u, el sistema resultante es lineal. El polinomio carac-
teristico de A+ uB es igual a
O Bk U

Caso 1 st k > 0. Las curvas integrales que corresponden a u = 0 son elipses concéntricas centradas
en el origen. Sea uy; un numero tal que los autovalores son negativos, y us un numero para el cual
los autovalores sean positivos. El sistema lineal A + w1 B es una pila o fregadero, mientras que
A+ uyB es una fuente. Evidentemente cualquier estado inicial no nulo a puede ser transferido a
un estado b no nulo por un control constante a trozos que tome solo los valores 0,uy y us.

Caso 2 k <0. Sea z(t) una trayectoria de 1.1 generado por un control u(t). Denotemos por ¢(t)
el producto ¢(t) = x1(t)xe(t). Entonces

d
(E)(b +ugp = a3 — kat.

Puesto que k < 0, el lado derecho del sistema de encima es siempre no negativo. Por tanto ¢(t) > 0

para todo t > 0 siempre que ¢(0) > 0, como

olt) = e H2(0(0) + [ eBn(a3 — had)ds
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Luego, el primer cuadrante x1 > 0,25 > 0 es un conjunto invariante que no importa en la eleccion
de la funcion de control u. Este ejemplo muestra que existen estados que no pueden ser alcanzados

de un estado inicial a, incluso cuando se intente forzar una funcion de control.

II.1.1. Familias de campos vectoriales y sistemas de control

Sea F': M xU — T'M un sistema de control, como fue descrito en la secciéon anterior. Para todo
u €U, F, es el campo vectorial correspondiente. Usaremos la notacion F para denotar la familia
de campos vectoriales F = {F, : u € U} generado por F. Lo primero que destacaremos es relativo
a las trayectorias correspondientes a controles constantes por pedazos con valores en U de las

curvas integrales de elementos de F.

Definicién I1.5. Una curva continua z(t) en M, definida sobre un intervalo [0,T], es llamada

una curva integral de F si existe una particion 0 =ty < t; < --- < t,, =T y campos vectoriales
Xy, -, Xy en F tal que la restriccion de x(t) a cada intervalo abierto (t;—1,t;) es diferenciable,
Yy d:ilit) = X;(x(t)) para todoi =1,--- ,m.

Los elementos de F son parametrizados por controles, se sigue que cada X; es igual a F,, para
algin u; € U. Luego z(t) es la curva solucién del campo vectorial F'(z,u(t)) que varia con el
tiempo, con u(t) igual a controles constantes por pedazos, con valores constantes u; en el intervalo
[ti_1,t;], v x(t) puede ser visto como una curva continua que consiste en la ”soldadura” de pedazos

de curvas integrales de campos vectoriales correspondientes a la eleccion de controles diferentes.

En cualquier familia de campos vectoriales, el objeto basico de estudio son los conjuntos accesibles.

Definicién I1.6. Sea M una variedad diferenciable y F un sistema de control definido sobre M.

1. Para cada T > 0, y cada x¢ en M, el conjunto de puntos accesibles desde xy en el tiempo T,
denotado por A(xo,T), es igual al conjunto de puntos terminales x(T') de curvas integrales

de F que empiezan en x.

2. La union de A(xo,T), paraT > 0, es llamado el conjunto accesible desde xo. A este conjunto

lo denotaremos por A(xg).

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



I.1. NOCIONES DE SISTEMAS DE CONTROL

También a veces es conveniente considerar, conjuntos accesibles en 7" unidades de tiempo o menos,

a estos conjuntos los denotaremos por

A(i[}o, S T)

Los conjuntos accesibles admiten muchas descripciones geométricas que las destacamos formalmen-

te a continuacion.

Asumiendo que los campos vectoriales pertenecientes a F son completos, entonces cada elemento

X en F genera un grupo uno-parametro de difeomorfismos

{exptX : t € R}.

Sea G £ el subgrupo del grupo de difeomorfismos en M generado por la uniéon de

{exptX :t e R, X € F}.

Cada elemento ® de G £ es un difeomorfismo de M de la forma

O = (exptpXi)(exptr_1Xgp_1) - (expt; Xy)

para ciertos numeros reales tq, ...,t; y campos vectoriales X, ..., X} en F.

Definicién I1.7. El grupo del sistema G y el semigrupo del sistema Sz generado por la familia

F son definidos, respectivamente, como,

Gr={0,X;, € F,t; e R,k € N},

Sr={®,X, € F t;>0keN},

donde ® es como encima.

Entonces el conjunto accesible desde zg en el tiempo T' consiste de todos los puntos ®(z) corres-
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pondiente a elementos ® de G que pueden ser expresados como
O = (exptpXg)(exptr_1Xk_1) - (expt1X7),

cont; > 0,120, >0, t1+to+ -+t =T,y X1, Xo, ..., X en F.

Los otros conjuntos accesibles tienen descripciones analogas. En particular, el conjunto accesible

desde zy por F es igual a la orbita del semigrupo Sz desde zg, esto es,

A(ZL’Q) = S]:(l‘o).

La 6rbita de Sx desde zg, que la escribimos como Sz(zp), es igual a {P(zy) : ¢ € Sr}.

Definicién 11.8. Para un sistema de control con campos vectoriales en F sobre el espacio de

estados M y x € M el conjunto

Or(z)={y € M :30 € G,y = (z)},
es la orbita desde x € M, y

Of(z)={y € M :3® € Sr,y = ®(x)},

Or(x)={ye M:30 € Sr,x = P(y)},

son la orbita positiva y negativa desde x € M.

Por definicién, la 6rbita O (z) coincide con M para algin x € M (y luego para cada x € M) si

y solo si el grupo del sistema G £ actia transitivamente sobre M.

Con estas notaciones tenemos la igualdad
O%(x) = Sr(ao).

Definicion I1.9 (Accesibilidad). Un sistema de control es accesible desde x € M si OF(x) y
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O~ (x) tienen interior no vacio en M. El sistema es llamado localmente accesible desde x € M si
ntOLp(x) #0, y intO_p(z) #0,

para todo T > 0.

Si esas propiedades son validas para todo x € M diremos que el sistema es accesible o localmente

accesible, respectivamente.

Ejemplo I1.10. Sea M = R", y F = {X,Y}, donde X e Y son campos vectoriales constantes.
Sea X(x) = a, Y(x) = b para todo x € R". Entonces (exptX)(x) = x+ta y (exptY)(z) = x +1tb.
Denotemos por G el subgrupo del grupo de difeomorfismos generado por las exponenciales en F.
Se sigue que G es igual al grupo de traslaciones de R™ por los elementos en el espacio vectorial
generado por a y b.

Para cada © € R", la orbita Gx es igual a x + 'V, donde V es el espacio vectorial generado por
los vectores a y b. Sx(x) es el cuadrante positivo en V' dado por x + aa + b con o y 5 variando
en los numeros reales no negativos. Para cada T > 0, el conjunto accesible desde x en el tiempo

es el segmento de recta {x +aa+ (I'— a)b: 0 < a < T}.

Ejemplo II.11. Sea M = R", y F = {X,Y}, donde X es un campo lineal X (x) = Az para
alguna matriz A, e Y es un campo vectorial constante dado por Yz = a.

Sea G el grupo generado por {exptX :t € R} U{exptY :t € R}. Se sigue que
((exptX) o (exptY) o (exp —tX))(z) = (e "z + sa) = = + s(e"(a)).

Luego G incluye el grupo de Gy de las traslaciones en la direccion seta para cada t y s en R.
Denotemos por C' el espacio vectorial generado por {etA .t € R}. Mostramos consecuentemente
que C' es el espacio lineal generado por {a,Aa, A%a, ..., A" 'a}. Se sigue que Gy = {T : Tx =
r+c,x € R" ¢ € C}. Cualquier elemento de G es de la forma T o exptA para algint € R y
T € Gy. La orbita de G desde el origen es igual a C', y la orbita desde cualquier punto arbitrario

r € R" es la variedad {exptAx +c:t € R,c € C}.

Una propiedad basica de las familias de campos vectoriales es que sus érbitas son variedades. Este
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hecho es conocido como el teorema de la érbita, que es un punto de apertura para la teoria de

control geométrica, la demostracién de este resultado pude ser encontrado en [10].

Teorema I1.12 (El teorema de la orbita). La drbita de F desde cualquier punto x € M es una

subvariedad conexa de M.

Para cualquier familia de campos vectoriales diferenciables F y para cualquier 6rbita N de F,
cada campo vectorial X en F es tangente a IN. En la siguiente proposiciéon damos una condicion

de tangencia mas general.

Proposicion I1.13. Supongamos que X e Y son campos vectoriales cualesquiera sobre M. En-

tonces
1. (d/dt)(exptaX) o (exptBY)(x)|i=0 = aX () + BY (z) para cualquier x € M, y
2. (d/dt)((exp —vtY) o (exp =VtX) o (exp V1Y) o (exp VX (2)))]i=0 = [X, Y]().

Con respecto a la tangencia a subvariedades integrales sobre M tenemos el siguiente resultado.

Proposiciéon I1.14. Si X e Y son campos vectoriales tangentes a la subvariedad N, entonces su

corchete de Lie es también tangente a N, y también cualquier combinacion lineal aX + BY .

Usando un proceso inductivo y de la proposicién 7?7 que si F es tangente a N, también lo es
Lie(F), que representa el dlgebra de Lie generada por F. Estd observacién nos da inmediatamente

el préximo teorema.

Teorema I1.15. Supongamos que F es tal que Liey(F) = T, M para algin x en M. Entonces
la érbita G(x) de F desde x es abierta. Si ademds, Lie,(F) = T,M para caday € M, y M es

conexo, entonces existe solo una orbita de F que es igual a M.

Demostracion. La orbita de F desde cada punto x € M es una subvariedad de M, y ademés su
espacio tangente es de dimensién constante en todos sus puntos. En particular si Lie,(F) = T, M,
entonces el espacio tangente de G(x) en x es igual a T, M, ya que Lie,(F) es tangente a G(x)
en z. Por tanto, dim G(z) = dim M, y luego G(x) es abierto en M. Si cada drbita es abierta,
entonces cada orbita es también cerrado. Puesto que M es conexo, cada orbita es igual a M, con

eso termina la prueba. O
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En esta terminologia tenemos una nueva versién del teorema de Frobenius.

Definicién I1.16. Una familia F se dice involutiva si para cualesquiera campos vectoriales X,Y €

F, [X,Y](x) estd contenido en el espacio vectorial generado por los elementos de F(x) para cada

x € M. F(x) es la evaluacion de F en x igual a {V(z):V € F}.

Teorema I1.17 (Frobenius). Sea F una familia involutiva de campos vectoriales diferenciables
para el cual la dimension del espacio lineal generado por F(z) es constante para cada v € M.
Entonces el espacio tangente en un punto x de una orbita de F es igual al espacio lineal generado

por F(z).

Corolario II.18. Sea F una familia de campos vectoriales diferenciables tal que la dimension
de cada espacio vectorial Lie,(F) es constante cuando x varia sobre M. Sea k la dimension de
Lie,(F). Entonces para cada x € M, el espacio tangente a x de la orbita de F desde x coincide

con Lie,(F). Consecuentemente, cada orbita de F es una subvariedad k-dimensional de M.

Ahora definiremos la controlabilidad de un sistema de control.

Definicién II.19 (Controlabilidad). Sea F un sistema de control definido sobre la variedad dife-

renciable M.

1. Diremos que F es fuertemente (completamente) controlable si para cualquier T > 0 cualquier

punto de M es accesible desde cualquier otro por F en T’ o menos unidades de tiempo.

2. F es controlable si cualquier punto de M es accesible desde cualquier otro punto de M.

Puesto que el problema de controlabilidad esta intimamente relacionada con los conjuntos acce-
sibles, estamos interesados en buscar conjuntos accesibles de familias de campos de vectores que
tengan representaciones geométricas muy interesantes. Para ello, requerimos la nocién de familia

de campos vectoriales Lie-determinados.

Definicién I1.20. Una familia de campos vectoriales diferenciables F es Lie-determinado si el
espacio tangente de cada punto x en una orbita de F coincide con la evaluacion de x del dlgebra

de Lie generada por F.
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La propiedad esencial de los sistemas Lie-determinados F, que lo hace merecedor de este nombre,
es que la estructura de sus orbitas esta determinada por las propiedades locales de los elementos

de F y sus derivadas de Lie.

El significado de los sistemas Lie-determinados también lo encontramos claramente en las pro-
piedades topoldgicas de sus conjuntos accesibles. Para tales sistemas, los conjuntos accesibles

A(x,< T) tienen interior no vacio en la topologia de la orbita que es una variedad.

Para describir las propiedades topoldgicas de los conjuntos accesibles, usaremos la notacién int(.A)

para denotar el interior del conjunto A, y usaremos cl(A) para denotar la clausura topoldgica.

Proposiciéon I1.21. Supongamos que F es una familia de campos de vectores diferenciables sobre

M tal que Lie,(F) =T,M para algin x en M. Entonces para cada T > 0 y cada € > 0,
1. Ap(x,<T) C cl(int(Ar(z,<T))).
2. int(cl(Az(z, < T))) Cint(Ar(x, < T +¢)).
3. int(cl(Ax(z))) = int(Ax(x)).

Como una consecuencia de esta proposicion, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 11.22. Sea N una orbita de una familia de campos vectoriales Lie-determinada F.

Entonces para cada x € N, para cada T > 0, y cualquier € > 0,
1. Ap(x,<T) Cc(int(Axr(z,<T))), y

2. int(cl(Ax(z, < T))) C int(Ar(z,< T + €)), con el interior y la clausura tomadas en la

topologia de la orbita N.

Ejemplo 11.23. Sea M el circulo unidad S*, y X el campo vectorial rotacion X (xy,xs) =

(—x9,x1). Denotaremos por f la funcidn mondtona no creciente que satisface

, 1 , 1
lim flu) = -5y lm fu) =3

U——00

Consideremos F = {f(u)X : u € R}. Entonces

Ar(z,<1) = 8 — {—a}
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para cualquier x € S*. Luego int(cl(Ax(z,< 1)) = S, el cual no estd contenido en int(Azr(z, <

1)).

Corolario I1.24. Para sistemas Lie-determinados, los conjuntos accesibles Ax(x) no pueden ser

densos en una orbita de F sin ser igual a la orbita entera.

Definicién I1.25. Sea F una familia de campos vectoriales Lie-determinado.

1. El Lie-saturado fuerte de F es el mds grande subconjunto F' de Lie(F) con la propiedad
que cl(Ag (2, <T)) = cl(Ax(z,<T)) para cada x € M y cada T > 0. Lo denotaremos por
LS (F).

2. El Lie-saturado de F, denotado por LS(F), es el mds grande subconjunto F' de Lie(F) tal
que cl(Ax () = cl(Ax(x)) para todo x en M.

El siguiente teorema nos da un criterio abstracto de controlabilidad.

Teorema I1.26. Supongamos que F es una familia de campos vectoriales Lie-determinado. Enton-
ces F es fuertemente controlable si y sdlo si el Lie-saturado fuerte es igual a Lie(F) y Lie,(F) =
T.M para cada x € M. F es controlable si y sdlo si el Lie-saturado es igual a Lie(F) y Lie,(F) =
T, M.

Demostracion. Evidentemente, si F es (fuertemente) controlable entonces el Lie-saturado (fuerte)
es igual a Lie(F). Reciprocamente, si el Lie-saturado fuerte es igual a Lie(F) y si Lie,(F) = T, M,
entonces cl(Ax(x,<T)) = M para cada © € M y T > 0. Pero entonces, de acuerdo al teorema
11.21,

M = int(cl(Ar(z,<T))) C Ar(z, < T +¢).

Ya que € > 0 es arbitrario, Ag(z, < T) = M para cada T > 0 y cada x € M. El argumento es el
mismo cuando sucede cl(Ag(z)) = M, esto es, cuando el Lie-saturado de F es igual a Lie(F) y

Lie,(F) =T, M para todo x. O
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II.2. Sistemas de Control Lineales y Bilineales en R"

I1.2.1. Sistemas lineales

Si £ es un sistema lineal de control de tiempo no acotado y conjunto de controles constantes por

pedazos en R, entonces L estd determinado por la dindmica de la ecuacion diferencial
T = Ar + Bu,

donde x € R", u € U (controles constantes por pedazos), A y B son matrices de dimensiones
apropiadas. Denotamos por by, bo, ..., b,, las columnas de B, el correspondiente sistema lineal es

dado por

dx i

El sistema anterior es obtenido también de manera mas compacta como

dz

E:Ax—kBu.

con u denotando el vector columna de controles

Uy

Um

y B denota la funcién lineal de R™ en M, dado por

=1

Los sistemas lineales estan estrechamente conectados con las ecuaciones diferenciales no ho-
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mogéneas de orden n con coeficientes constantes
y™ +ay" V) + ay = u(t).

En esta notacién y es una funcién real y y*) denota la k-ésima derivada. La ecuacién anterior
modela un sistema lineal eléctrico o mecanico controlado por una fuerza externa u. La ecuacion

anterior puede ser convertido en un sistema de primer orden en R” via la transformacion

T1 =Y, T2 :y(1)7 y L :y(nil)
Entonces
dxq dxzo i |
T Pk T L3 s — T
F U) BT dt
dz,,
g Ui AT 5, 0L i S WO 1 - .

Denotando por x el vector columna

T

Ln

el sistema diferencial anterior puede ser escrito como la equacién (1.1), con m =1, b=e,,y

0 i 0
A=
1
—Qy, —ay
Reciprocamente, para cualquier solucion
T

Tn
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del sistema de control afin precedente, la primera coordenada x1(t) es una solucién de la ecuacién

diferencial de orden n descrita encima.

Es necesario comentar que en muchas ocasiones, sistemas lineales de control son simplemente

ecuaciones diferenciales de orden n sin distinguirlas, como indica el siguiente teorema.

dx
Teorema 11.27. Sea i Ax + bu un sistema de control lineal para el cual b, Ab, ..., A" Vp

forma una base para el espacio estado M. Entonces existe un sistema lineal de coordenadas en M

en el cual A es igual a la matriz

0 1 0
0
N < »
1
1
—Ap i

Sea U un subconjunto compacto de R", denotaremos por A(x,U,T) el conjunto de puntos acce-
sibles desde x en exactamente 7" unidades de tiempo por las trayectorias de (I1.2) generado por
controles medibles sobre [0, 7] que toman valores en U. Con estd terminologia podemos enunciar

el siguiente teorema:

Teorema I1.28. Si U es compacto entonces A(x,U,T') es compacto para cada x € R™ y cualquier

T > 0.

Este teorema demuestra que, controlabilidad fuerte no es posible cuando los controles toman valo-
res en un subconjunto compacto U, pues entonces cada uno de los conjuntos accesibles A(z, U, T')
son compactos. Entonces el interés radica en buscar condiciones sobre A y by, ..., b,,, que garanticen
la controlabilidad cuando los controles u = (uyq, ..., u,,) toman valores en un conjunto compacto

U.

Antes de hacer los detalles y presentar el resultado, consideraremos dos ejemplos que son tipicos

del resultado general.
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Ejemplo I1.29. Sea

A= s Y b:€2.

0 0

Entonces {b, Ab} = {e1, e}, y por tanto la condicion de controlabilidad se satisface. Supongamos
que la magnitud del control u estd acotada por alguna constante K < oco. Ahora, el sistema de
control estd dado por

dxl dl’g

E:l‘l—l—$2, E :U(t)

Supongamos que x2(0) = 0. Entonces |z2(t)] < Kt y ademds |f; e *xy(s)ds| < Kf(f e *ds < K.
Puesto que

i 'z, (0) —i—/o e “wy(s)ds),

se sigue que x1(t) > 0, la eleccion del control u no importa siempre que x1(0) > K. Por tanto el

sistema es controlable.
Ejemplo I1.30. Sea

y % 4 Yy b:€2.

0 0

Supongamos que € > 0 es cualquier nimero real, y sea U = {u : |u| < €}. El sistema de control

estda dado por
dlL’l dl‘g

E . -

Si u(t) = e, entonces las soluciones correspondientes son x1(t) = x1(0) + z2(0)t + €(t?/2) y
xo(t) = x9(0) £ €t. Las trayectorias correspondientes son pardbolas

T, —C = :t(1/2e)(x§ — c%),

donde (c1,ca) = (21(0),22(0)). En este caso tenemos que dos puntos cualesquiera en R? pueden

ser conectados por esas pardbolas, y por tanto el sistema es controlable.

Teorema I1.31. Supongamos que el conjunto de control U es compacto. Entonces una condicion

necesaria para la controlabilidad es que cualquier autovalor de A tenga parte real igual a cero.

Gracias a esta condicién espectral podemos enunciar el siguiente resultado que asegura controla-

Carrera de Matemadtica Victor Hugo Patty Yujra



I1.2. SISTEMAS DE CONTROL LINEALES Y BILINEALES EN RV

bilidad.

Teorema 11.32. Supongamos que A es tal que todos sus autovalores tienen parte real igual a cero.
Sea U cualquier conjunto de control que es una vecindad del origen en R™. Entonces el sistema de

control lineal cuyos controles estdn en U es controlable cuando Z;}{Akbj :j=1,...,m} genera

M.

En el siguiente resultado daremos una condicién necesaria para la controlabilidad fuerte, esto surge
precisamente puesto que para la controlabilidad fuerte es muy comin que se requiera un control

infinito, pero esta condicion en la practica a veces es dificil de verificar.

Teorema 11.33. El sistema lineal de control I1.2 con u acotado no es completamente controlable

si los autovalores de A tienen parte real negativa.

Sin lugar a duda el resultado mas importante para la controlabilidad de sistemas lineales sobre

R" esta dado en el siguiente teorema

Teorema 11.34 (Kalman). Sea M un espacio vectorial, y sea A un campo vectorial lineal sobre
M. Supongamos ademds que b es cualquier campo vectorial constante sobre M, y consideremos el

siguiente sistema de control sobre M :

dx
— Az + u(t)b,

con u(t) cualquier funcion de control constante a trozos. Entonces A(x,<T) = M para cualquier

x en M y cualquier T > 0 si, y sélo si, M es igual al espacio lineal generado por {b, Ab, ..., A"~ 1b}.

I1.2.2. Sistemas Bilineales

Luego de estudiar los sistemas lineales de la forma # = Az, donde A es una matriz constante,
estamos interesados en considerar sistemas lineales que varian con el tiempo, es decir, sistemas
lineales de la forma

&= F(t)z (I1.3)
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donde F' es una funcién diferenciable de R™ en R"”, que también en ocasiones es considerado como
un campo vectorial diferenciable. La primera cosideracién es suponer que F'(t) es una combinacion

lineal de matrices constantes en los cuales los coeficientes varian con el tiempo, esto es,

Luego el sistema (I1.3) puede ser escrito de la forma
&= (A+) u(t)B:)z.
i=1

De una manera mas precisa y compacta damos la siguiente definicion.

Un sistema bilineal de control en R", es un sistema de la forma
= Ax + uBzx

donde A, B € M(n,R) y las funciones de control u son controles admisibles v : R — U con

UCR™

Dentro de la literatura escrita, no se tiene todavia un resultado parecido al de Kalman que nos de
un condicién necesaria y suficiente para la controlabilidad del sistema, con el simple calculo del
rango de una matriz. Sin embargo existen conclusiones que derivan directamente de la teoria de
los sistemas lineales en los cuales se encuentran caracterizados por ejemplo la no controlabilidad
de un sistema bilineal en R". Para ver en més detalle los resultados sobre sistemas bilineales

sugerimos [7].

El dlgebra de Lie asociado a un sistema de control bilineal estd dado por

LA{A+uB,u €U} C gl(n,R).
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En general para cada x € R", tenemos
LA{A+uB,ueU}(z) C T,R"

Definicién I1.35. Diremos que el sistema de control bilineal satisface la Condicion de Rango de

Algebras de Lie (LARC) en x € R™ i
dim(LA{A +uB,u € U}(z)) = dim R". (I1.4)

Si (11.4) vale para todo © € R™ — {0}, se dice que el sistema bilineal de control satisface LARC.

Ejemplo I1.36. Consideremos el sistema de control bilineal

T 2 0 T =) T
= + u
€2 0 1 i) 0 1 i)

2(1 +u)  2u T
0 - ) T

FEste sistema de control no satisface la condicion de rango de dlgebras de Lie, puesto que

0 2
[A7 B] = ) [Av [Av B]] =3 [A7 B], [B7 [A7 BH = [A7B]’
0 0
Yy por tanto
2 21 + 2 2
@Bapy =7 T
T2 To To 0
1

tiene rango 1 para x =

0

Un importante hecho que justifica el estudio de los sistemas bilineales de control es que existen
sistemas lineales que son dificiles de verificar que sean controlables pero que al extenderlo a un
sistema bilineal adecuado podemos obtener la controlabilidad del sistema, tal y como se especifica

en el siguiente ejemplo.
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De hecho este proceso va en direccion contraria a la teoria clasica de resolucion de sistemas
de ecuaciones diferenciales, es decir, cuando nos encontramos con la necesidad de resolver una
ecuaciéon diferencial no lineal, el proceso que se sigue es linealizarlo y luego estudiar su parte

lineal.

Ejemplo 11.37. Consideremos el sistema lineal en R? dado por la ecuacion diferencial

% =4 % = —2x; — Ty + u, (IL.5)
o de manera mas compacta
Z—i = Ax + ub
donde A = 02 11 yb= (1) . St denotamos por E el espacio lineal generado por {b, Ab}

como en el teorema de Kalman. Primero si consideramos un control no acotado u(t), se puede ver
que el rango de E es 2, luego el sistema es completamente controlable si y solo si el control u es
no acotado. Si el control es acotado, digamos |u(t)| < 1 entonces tenemos que el sistema no es

controlable.

En un sistema bilineal de control adecuado a partir de I1.5, puede ser completamente controlable.
Por ejemplo, consideremos el sistema

dx dx

d_tl = I, d_tZ = 211 — Ty + u + z1u + 279U, (IL.6)
con |u(t)| < 1. Para uw = +1, el sistema exhibe una caracteristica de foco inestable con punto de
equilibrio en (1,0) sobre el retrato fase, y para u = —1 un foco estable con punto de equilibrio en
(3,0). Los correspondientes autovalores son A, Aa = (1 £4iv/3) y A, Ao = —1(3 £ iV/3), respec-
tivamente. Al realizar la combinacion de estos focos estables e inestables nos dan controlabilidad

completa.
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I1.3. Sistemas de Control sobre Grupos de Lie

Los sistemas de control que consideraremos en esta seccion son descritos por un sistema evolucio-

nado en un grupo de Lie G de la forma

W) = Xo((t) + D wi(t)Xi(x(1)) (IL.7)

donde Xy, ..., X,, son campos de vectores invariantes a derecha sobre (. Sistemas descritos de

estd forma son llamados invariantes a derecha.

I1.3.1. Orbitas de campos de vectores invariantes

En esta seccion consideraremos las propiedades bésicas de los flujos generados por los campos
de vectores invariantes a derecha sobre un grupo de Lie G. Se tiene que los campos de vectores

invariantes a izquierda sobre G, satisfacen propiedades analogas.

Sea & el flujo correspondiente al campo vectorial invariante a derecha X. Sea
elit ). = (780
la curva integral en G que pasa por la identidad del grupo G. Para cualquier g € G, la curva g(t)

definida por

satisface

d d

—0lt) = (Ry),elt) = (R)).X o elt) = X(elt)g) = X (g(1)).

Asi g(t) es la curva integral de X que pasa por g, que satisface la propiedad

®(t,g) = @(t,e)g

para cualquier g € G y todo t € R. Esta igualdad implica las siguientes propiedades basicas
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1. La curva integral e(t) se encuentra definida para todo ¢t € R.
Tenemos que H = {e(t) : t € R} es un subgrupo abeliano de G. La prueba de esta afirmacién

es muy sencilla,

O(t, D(s,e)) = P(t+ s,e) = P(s +t,e) = D(s, D(t, e)).

La relacion de los flujos escrita encima puede ser transcrita en términos de las curvas inte-

grales, de la siguiente manera

e(t)e(s) = e(t+s) =e(s)e(t),

de esto se sigue que H es un grupo abeliano. El hecho que e(t) esté definida para todo ¢, se
sigue también de la anterior igualdad: si la curva e es definida para un valor particular de ¢,
entonces e también se encuentra definido para t + €, donde € es independiente de ¢, ya que

e(t +€) = e(t)e(e). Por lo tanto, e(t) esta definida para todo t.

2. X es un campo vectorial completo.

Basta que observemos la igualdad

O(t,9) = ®(t,e)g,

y por lo tanto ®(¢, g) esta definida para todo nimero real t.

3. Si X es un campo vectorial invariante a izquierda, entonces su flujo ® satisface la igualdad
O(t, g) = gP(t,e). Se sigue que las afirmaciones (1) y (2) son validas para campos de vectores

invariantes a izquierda.
Definicién I1.38. Para cualquier campo de vectores X invariante a derecha sobre GG,

tA

denotard la curva integral de X que pasa por la identidad con A = X(e). En términos de esta
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notacion,

(exptX)(g) = 'y

El teorema de la érbita aplicado a una familia de campos de vectores invariantes a derecha sobre
un grupo de Lie G es muy efectivo para obtener algunos resultados de la teoria clasica de los

grupos de Lie. Para tener una ilustracién de esto, presentamos los siguientes hechos:

Sea F una familia de campos de vectores invariantes a derecha sobre un grupo de Lie GG, y sea
i B e L | .

Entonces evidentemente se tiene I' C L(G), donde L(G) es el dlgebra de Lie de G. Denotemos por
H la érbita de F en la identidad. Tenemos por el teorema de la érbita que H es una subvariedad

analitica de G. Pero esta érbita es también un subgrupo de G generado por {¢ :t € R, A € T'}.

Asi H es un grupo de Lie conexo, y su algebra de Lie es igual a la subdlgebra de Lie de L(G)
generado por I'. Luego tenemos la demostracion del clasico teorema de grupos de Lie, que dice que
a cualquier subdlgebra £ de L(G) le corresponde exactamente un unico subgrupo de Lie conexo
de G. En este contexto, Lie(I") es el algebra de Lie £ dada, y H es el correspondiente subgrupo de
Lie conexo de G. Pero el teorema de la érbita también demuestra que dado cualquier subconjunto

' tal que Lie(I') = L, entonces cualquier elemento de H puede ser escrito de la forma

etlAl etQAQ ok etpAp

para ciertos elementos A;, Ao, ..., A, en I'.

A manera de discusion también tenemos el famoso teorema de grupos de Lie: Un subgrupo cerrado
H de un grupo de Lie G es por si mismo un grupo de Lie. Su prueba la exhibimos en las siguientes
lineas. Sea

I={A:c"cH}

para todo t. Se puede demostrar que I' es un subdlgebra de Lie de L(G). Si definimos F como
la familia de campos de vectores invariantes a derecha cuyos valores en la identidad estan en I,

entonces la érbita de F desde la identidad es un grupo de Lie. Este es igual a H, cuando H es
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conexo.

I1.3.2. GL(n,R) y sus subgrupos

Para cada A € M(n,R), exptA es una curva en GL(n,R) cuyo vector tangente en la identidad
es igual a A. Luego M (n,R) estd contenido en el espacio tangente en la identidad de GL(n,R),
y ya que GL(n,R) C M(n,R), tenemos que son iguales. Como ya fue visto en el capitulo 1
las traslaciones a derecha (resp. a izquierda) en GL(n,R) son multiplicaciéon de matrices por la

derecha (resp. a izquierda). Luego los campos de vectores invariantes a derecha son de la forma
X(g) = Ay, AeM(n,R) g€ GL(n,R).

A es el valor de X en la identidad. Los campos de vectores invariantes a izquierda son de la forma

X(g) = gA. Si X,Y son campos de vectores invariantes a derecha entonces

para todo g € GL(n,R). Por tanto el dlgebra de Lie de GL(n, R) es el espacio vectorial M(n,R)

munido con el conmutador de matrices como su corchete de Lie.

Un subgrupo de Lie de GL(n, R) es llamado un grupo lineal. El algebra de Lie de cualquiera de tales
subgrupos es una subalgebra de M (n,R). Por ejemplo el conjunto de las matrices antisimétricas
es el dlgebra de Lie del grupo ortogonal O(n,R). El conjunto de todas las matrices con traza igual

a cero es el algebra de Lie del grupo especial lineal SL(n,R).

Cualquier colecciéon de matrices I' determina una familia de campos de vectores invariantes a
derecha o izquierda Fr. La orbita de Fr desde la identidad de GL(n,R) es un subgrupo lineal G

consistiendo de todos los productos de matrices de la forma
etlAl PR t AP

eP

para ciertas matrices Ay, ..., A, € I' y nimeros reales ¢, ...,t,. La 6rbita de Fr desde cualquier
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otro punto g en GL(n,R) es una clase a derecha o izquierda de G (dependiendo si Fr son campos
invariantes a izquierda o derecha). G = GL*(n,R) si y sélo si Lie(I') = M(n,R), donde Lie(T)

denota el algebra de Lie generada por I'.

11.3.3. Espacios Homogéneos

Definicién I1.39. Sea G un grupo de Lie y M una variedad diferenciable. Diremos que G actia

sobre M si existe una funcion diferenciable

0:GxM— M

que satisface

1. 0(g192, ) = 0(g1,0(g2,x)) para todo g1,92 € G y todo x € M, y

2. 0(e,x) = x para todo x € M.

Para cada g € G, sea 6, : M — M definida por 6,(x) = 6(g, z). La funcién g — 6, es llamada una
accion de G sobre M. Cualquier tal accion es un homomorfismo de grupos de GG en el grupo de
difeomorfismos sobre M. En particular, si A es un elemento de L(G), entonces {fexp1a} €s un grupo
a l-pardametro de difeomorfismos sobre M. Sea X 4 su generador infinitesimal. La correspondencia
A — X4 es un homomorfismo de algebras de Lie de L(G) en el dlgebra de Lie de campos de
vectores sobre M. Por tanto, la familia F = {X4 : A € L(G)} es un algebra de Lie de dimensién
finita de campos vectoriales diferenciables sobre M. Nos referiremos a sus elementos como los
campos vectoriales subordinados por GG. Los elementos de F son necesariamente campos vectoriales

completos sobre M.

Diremos que G actia transitivamente sobre M si existe xg € M tal que la érbita

Gr={0(g,z): g€ G} = M.

Se sigue que para todo = € M, la 6rbita {0(g,x) : g € G} es igual a M. En efecto, existe g € G
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tal que gryp = = entonces

Gr = Ggxg = Gxg = M.

Si G actua transitivamente sobre M, entonces tenemos la siguiente version del teorema de la

Orbita:

Teorema I1.40. Sea I un subconjunto arbitrario de L(G), y sea F = {X4 : A € T'}. Denotemos
por H el subgrupo de G generado por {exptA : A € I';t € R}. Entonces la orbita de F desde

cualquier punto x € M es dado por la accion de H sobre x, esto es,

Bl (x) = {0, NRGAH |-

En particular, si T' genera el dlgebra de Lie de G, entonces G(F)(x) = M para cada x € M.

Variedades diferenciables que admiten acciones transitivas de grupos de Lie son llamados espacios

homogéneos.

I11.3.4. Controlabilidad

Una condicién necesaria para la controlabilidad de un sistema de control sobre un grupo de Lie
G de la forma I1.7 es que el conjunto A(e) de puntos accesibles desde la identidad de G sea un

subgrupo de G. Luego, el problema de controlabilidad se reduce a lo siguiente:

1. Cuando A(e) es un subgrupo? y

2. Si A(e) es un subgrupo, cuando A(e) = G?
La pregunta (2) es mas facil de responder que (1). De hecho en un teorema que enunciaremos
posteriormente se prueba que si A(e) es un subgrupo de G entonces necesariamente, este subgrupo

es un grupo de Lie conexo sobre S de G cuya algebra de Lie es el subalgebra L generada por

Xo, ..., Xm. De esto se sigue que el sistema I1.7 es controlable si y sélo si

1. A(e) es un subgrupo,
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2. G es conexo, y

3. L es el algebra de Lie de G.

Esto demuestra que la importante cuestién esta en determinar cuando A(e) es un subgrupo.

La razoén por la cual solo se consideran los conjuntos accesibles desde la identidad esta explicada

en la seccion 11.3.1, que se traduce de la siguiente manera

Alg,T)=A(e,T)g vy Alg) = Ale)g.

Para darle simplicidad a la escritura denotaremos el sistema de control invariante a derecha I1.7

de la forma (X, U) donde U es el conjunto de control.

Sin entrar en los detalles de esta seccién, a continuacion enunciaremos los resultados obtenidos

para la controlabilidad de un sistema invariante a derecha.

Teorema I1.41. Una condicion necesaria para que (X,U) sea controlable es que G sea conexo y
que L = L(G). Si G es compacto o si el sistema es homogéneo (Xo = 0) la condicion es también

suficiente.

Teorema 11.42. Sea G compacto y (X,U) controlable. Entonces el sistema es completamente
controlable. Esto es, existe T > 0 tal que, para cualesquiera g,q € G existe un control que me

traslada de g hasta ¢' en T unidades de tiempo o menos.
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CAPITULO III

Semigrupos de GL(2) transitivos sobre

R* — {0}

Como fue mencionado en la introduccion de este trabajo, es de nuestro interés obtener condiciones

para que el semigrupo Sy, generado por ¥ = {A, £B} del sistema bilineal

z = Az +uBzx

actie transitivamente sobre R? — {0}.

Con este propdsito, en este capitulo desarrollaremos a detalle y encontraremos los grupos lineales

(grupos de Lie de matrices) que acttian transitivamente sobre R?* — {0}.

Dividiremos el capitulo en dos secciones. En la primera seccién presentaremos los subgrupos de
Lie de GL(2) que actuén transitivamente sobre R? — {0}, mostrando que son tinicos. Sin embargo
al ser esto una tarea complicada y teniendo en cuenta la relacién uno a uno de subgrupos de
Lie conexos con las subalgebras de Lie, con la ayuda de unos lemas mostraremos que las tinicas

subdlgebras de Lie lineales que actian transitivamente sobre R? son gl(2), sl(2) y so(2) @ R,
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que son precisamente las subdlgebras de Lie de esos grupos.

En la seccién dos buscaremos dentro de SL(2), semigrupos que actien transitivamente sobre el
espacio proyectivo unidimensional P!, esto se hace precisamente pues se tiene que la transitividad
sobre el espacio proyectivo implica la transitividad sobre R* — {0}, este es uno de los resultados
fundamentales de este capitulo. De manera mas precisa el resultado dice que la transitividad de
un semigrupo S C SL(2) con interior no vacio sobre el proyectivo implica que S = SL(2). Luego
puesto que SL(2) actiia transitivamente sobre R? — {0} (como serd probado en la primera seccién)

se tiene que la transitividad sobre el proyectivo es equivalente a la transitividad sobre R? — {0}.

II1.1. Grupos Transitivos

Sea G un subgrupo de Lie conexo de GL(2), el grupo lineal de matrices inversibles, y denotemos
por g el dlgebra de Lie de G. Como fue descrito en el capitulo 1, estd es el algebra de Lie compuesta

por aquellas matrices X tal que exptX € G para todo t € R.

Puesto que R? — {0} es conexo, una condicién necesaria y suficiente para que G actiie transitiva-

mente sobre R? — {0} es que la érbita
Gz ={gr:g9€ G}

es abierto para cualquier z € R? — {0}. El espacio tangente a Gz en z es dado por
gr={Azx: A€ g}

Luego, Gz es abierto si y sélo si gz = R2. Puesto que consideramos G conexo tenemos la equiva-

lencia, G es transitiva si y so6lo si su dlgebra de Lie g lo es.

El propésito de esta seccién es demostrar que las tnicas algebras de Lie transitivas y los grupos

de Lie correspondientes son los siguientes:

1. gl(2), el algebra de Lie de todas las matrices reales de orden 2, que es el dlgebra de Lie del
grupo conexo GLT(2) = {g : det g > 0}.
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2. sl(2), el subélgebra de Lie de gl(2) consistiendo de las matrices de traza cero de orden 2.

Este es el algebra de Lie de SL(2), el grupo de las matrices de determinante uno.

3. so(2) & R1 donde so(2) que es el dlgebra unidimensional de las matrices antisimétricas y 1
denota la matriz identidad. Este es dlgebra del grupo SO(2) x (R*1) que consiste de una
rotacién (elemento de SO(2)) seguida de una homotecia (matriz en R*1). Los elementos de

este grupo son de la forma
a —b
Iy

que estdn en biyeccién con los nimeros complejos no nulos a + ib. Esto es, SO(2) x (R*1)

es isomorfo a C*.

Es una tarea sencilla mostrar que los grupos de estas dlgebras de Lie mencionadas actian transi-

tivamente sobre R? — {0}. Veamos como hacemos esto, se tiene

i (0] 1 at
3 = para x # 0
v ) y
y
0 —1 1 0
* = para y # 0
y 0 0 (0

esto es, la érbita de (1, 0) bajo SL(2) es R*—{0}. Consecuentemente este grupoy GL(2) D SL(2)
son transitivos sobre R? — {0}. La transitividad de SO(2) x (R"1) se sigue de

cosf —senfd 1
v
senf cosf 0

I
<

para v € R? — {0} donde 6 es el dngulo entre v y (1,0).

La prueba que estos son los tinicos grupos transitivos no se puede realizar de manera directa, lo
que haremos es estudiar las subalgebras de Lie de gl(2) que actian transitivamente sobre el plano.
Mostraremos que las tinicas subdalgebras con esta propiedad, son las subalgebras de los grupos de

encima, pero esto requiere algunos lemas que los desarrollaremos a continuacién.
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Comenzaremos con los siguientes que nos dan resultados acerca de subdlgebras de dimensiéon dos

que se encuentran dentro de sl(2).

Lema III.1. Sea g C sl(2) un subdlgebra con dimg = 2. Entonces existe una base 3 de R? tal

que las matrices de las aplicaciones lineales en g con respecto a 3 son de la forma

Demostracion. Primero notemos que si la dimg = 2, entonces tenemos que g es soluble o es
abeliana (vea ejemplo 1.10). Mostraremos que g no puede ser abeliana. En efecto, consideremos

la base de s1(2) formada por las matrices

il 0 il 0 0
{H: P e } (IIL.1)
+ 0 0 10

si realizamos los corchetes entre estos elementos, se tiene las siguientes relaciones
[H,P]=2P, [H,Q]=-2Q, [P,Q]=AH.

Ahora sean X, X’ dos matrices en sl(2) tal que [X, X'] = 0, escribiendo estas en términos de la
base, tenemos que existen constantes a, b, ¢,a’, V', ¢ no todas nulas tales que X = aH + bP + cQ

y X'=dH+VP+JQ. Entonces
(X, X' = (bd — eb")H + 2(ab’ — ba’)P — 2(ca’ — ac’)Q

puesto que [X, X'] = 0 se tiene que bc’ = b/, all = ba’' y ca’ = ac’. Es decir, X y X’ no pueden ser

linealmente independientes. En efecto, supongamos que b # 0, entonces de la primera igualdad se

bl

b/
b b

A )Ja y finalmente O/ = (%/)b, luego X’ es un multiplo de X.

tiene ¢ = (%)c, de la segunda o’ = (
Esto demuestra que g no es abeliana. Pues en caso contrario, suponiendo que g fuese abeliana,
como dim g = 2 tomemos una base {X, X'}, entonces [X, X'] = 0. Pero en este caso, se tiene que

X y X’ son linealmente dependientes, obteniendo asi una contradiccién.
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Por lo tanto hemos mostrado que dentro de sl(2) no pueden existir subdlgebras abelianas de

dimension dos. Asi tenemos que g es soluble, esto es, existe una base {X, Y} de g tal que [X,Y] =

Y.

Ahora por el Teorema de Lie sobre algebras de Lie Solubles (teorema 1.44), existe una base de R?

tal que los elementos de g son escritos en esta base de la forma

A p
U
En esta representacion los elementos de la diagonal de Y son cero pues [X,Y] = Y. Por tanto,

Y? = 0 (nilpotente) luego por Jordan existe una base 3 de R? tal que con respecto a 3, la matriz
Y es tridangular superior con ceros en la diagonal. De la misma manera tenemos también del hecho

[X,Y] =Y que X es triangular superior con respecto a 3 probando asf el lema. ]

Como una consecuencia directa de este Lema podemos demostrar el siguiente corolario, que nos

brinda un resultado contundente para el estudio de subélgebras de Lie contenidas en sl(2).

Corolario III.2. s1(2) es la unica de sus subdlgebras que es transitiva.

Demostracion. Si dimg = 1 entonces el dlgebra de Lie es abeliana, luego el producto de dos
elementos cualesquiera es nulo, asi no puede ser transitiva. Si dim g = 3 entonces al estar contenida
en sl(2) que tiene dimensién tres, estos espacios deben coincidir. Finalmente si g es como en el
lema anterior, tenemos que la recta generada por el primer elemento encontrado de la base en el
lema anterior es invariante bajo g, esto es, [g, Y] C {aY : a € R}. Se tiene entonces que esta
subalgebra no puede ser transitiva, pues al hacer el corchete de mas de dos elementos entonces

este se anula. Con eso termina la prueba. ]

Con el corolario anterior, tenemos demostrado que dentro de sl(2) no existe ninguna subélgebra

de Lie que actua transitivamente sobre el plano.

Ahora realizaremos un analisis de aquellas subalgebras transitivas que no estan enteramente con-

tenidas en sl(2). Para ello notemos primero que si tomamos cualquier matriz A de 2 x 2, esta
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siempre se puede escribir de la forma

A—(A trA trA
—(A-—1)+ 1.
(-7 5
Luego tenemos que gl(2) se puede descomponer como
gl(2) =s1(2) ® R1. (II1.2)

Usaremos la notaciéon z = R1 para indicar el centro de gl(2). Ademas de esta descomposicién
se tiene inmediatamente que cualquier subespacio V' C gl(2) conteniendo z se descompone como
V = z®(sl(2)NV). Con estas observaciones podemos enunciar el siguiente resultado que caracteriza

las subdlgebras de dimensién dos que contienen a z.

Lema II1.3. Sea X € sl(2) y supongamos que g = RX @ z es transitivo. Entonces g es isomorfo
a so(2) & z.

Demostracion. Asumiendo que g es transitivo, eso implica inmediatamente que X # 0 y como

trX = 0, su forma candnica de Jordan es una de las siguientes

a 0 Q) 0 —a

En los dos primeros casos las matrices en g son triangulares superiores y aplicando el argumento
del corolario (IT1.2), en una base adecuada de R? se tiene que g no puede ser transitiva. Entonces
solo nos quedamos con el tercer caso, pero si es asi se tiene que g es isomorfo a so(2) @ z como

queriamos. Il

Ciertamente este resultado nos brinda un criterio que caracteriza las subalgebras transitivas de
dimensién dos, de hecho si la subdlgebra se encuentra dentro de sl(2), no hay nada que hacer,
luego el trabajo estd precisamente en pensar que g no estd dentro de sl(2), eso lo registramos en

el siguiente corolario.

Corolario III.4. Las subdlgebras transitivas de dimension dos son isomorfas a so(2) & z.
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Demostracion. Sea g una subdlgebra transitiva con dimg = 2. Notemos que si g Nz # {0},
entonces nos encontramos en el caso de encima pues dimz = 1, y por tanto el resultado es directo.

En el otro caso, g Nz = {0} consideremos la proyeccén
7 gl(2) — sl(2),

dada por m(A) = A— #1 de acuerdo con la descomposicién (I11.2). Entonces dim 7(g) = 2, luego
los elementos de 7(g) son triangulares superiores en alguna base adecuada por el lema (I11.1). Esto

implica que los elementos de g son también triangulares superiores asi no puede ser transitiva. [J

Esto cierra el caso de estudio para las subalgebras transitivas de dimension dos.

Con respecto a subdlgebras de dimensién tres tenemos el siguiente resultado.

Lema II1.5. Supongamos que g = h & z donde h es un subdlgebra de dimension 2 y z es como

encima. Entonces g no es transitiva.

Demostracion. Por la forma que tiene g y recordando la relacion I11.2, se tiene necesariamente que
h C s1(2). Por el lema III.1 existe una base tal que los elementos de h son triangulares superiores.
En esta base, los elementos de g son también triangulares superiores, luego esté algebra no puede

ser transitiva. O

De manera mas general, consideremos g un &lgebra transitiva con dimg = 3. Por el lema de
encima, z no esta contenida en g (si lo estuviera no seria transitiva) y puesto que dimz = 1 si

tenemos que g Nz = {0} esto implica que

gl2) =gz

No obstante, sl(2) es el inico subalgebra que complementa z. En efecto, tomando la base { H, P, Q}
como en (II1.1), el hecho que g complementa z asegura la existencia de nimeros reales h, p y ¢ tal

que H =H+hl, PP=P+ply @Q = Q + ql estan en g. Los corchetes entre estas matrices son

[H',P'|=2P, [H,Q]=-2Q, [P,Q1]=H.
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esto es, sl(2) C gy ya que tienen la misma dimensién tenemos que esas subalgebras coinciden.

As{ hemos demostrado el

Lema IIL.6. sl(2) es el unica subdlgebra de Lie transitiva de dimension tres.

Con este lema se concluye la prueba que gl(2), sl(2) y so(2) @ R1 son las tdnicas subdlgebras
transitivas. En efecto, si g es transitiva entonces dimg > 2. Si dim g = 2 entonces g es (isomorfo
a) so(2) & R1 por el corolario (I11.4). El lema anterior muestra que g = sl(2) si dimg = 3, y nos

queda solamente gl(2) que es de dimensién cuatro.

IT1.2. Semigrupos en SL(2)

Como fue mencionado en la introduccién, la controlabilidad del sistema de control es equivalente
a la transitividad del semigrupo Sy que tiene interior no vacio en el subgrupo de Lie conexo Gy.

Recordemos que pedimos int(Sy) # () para que el sistema sea localmente accesible.

En esta seccién estudiaremos la transitividad sobre R? — {0} de un semigrupo S con interior no

vacio en SL(2), que es uno de los grupos transitivos del capitulo anterior.

Denotaremos por P! el espacio proyectivo real uno-dimensional, que es el conjunto de subespacios
unidimensionales de R?, y para v € R* — {0} sea [v] el subespacio que genera. Recordemos que
el espacio proyectivo real P! es un espacio compacto, para ver las otras propiedades del espacio

proyectivo vea [12].

Remarca II1.7. Tenemos que SL(2) actia transitivamente sobre P por la accion definida por
glv] = [gv], para g € SL(2), v € R* — {0}. En efecto, sean [u],[v] € P arbitrarios queremos
mostrar la existencia de algin g € SL(2) tal que glu] = [v]; esto sucede pues al tener u,v € R*—{0}

y SL(2) actia transitivamente sobre R* — {0}, existe g € SL(2) tal que gu = v, luego

glul = [gu] = [v].

Definicién III1.8. Diremos que un subsemigrupo S de SL(2) es transitivo sobre P! si para todo

u,v € R* — {0} emiste g € S satisfaciendo glu] = [v].
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En este capitulo presentamos uno de los resultados centrales de la tesis, este resultado basicamente
dice que: si S C SL(2) es un subsemigrupo con puntos interiores y transitivo sobre P! entonces

este es todo SL(2).

Primero probaremos el siguiente lema en donde se demuestra que un semigrupo propio de SL(2)

no puede contener rotaciones en su interior.

Lema II1.9. Sea S C SL(2) un semigrupo y supongamos que existe X € sl(2) con autovalores

imaginarios puros, y tal que exp X estd en int(S). Entonces bajo estas condiciones tenemos que

S = SL(2).

Demostracion. El hecho que los autovalores de X son imaginarios puros y que tiene traza 0 implica

que su forma candnica de Jordan es

luego

A 7=\ cos(ta) —sen(ta)
sen(ta)  cos(ta)

Ya que exp X € int(S) entonces existe un ¢ > 0 tal que exp(tX) € int(S) y ta es irracional
(digamos que m < a dependiendo la longitud de a podemos elegir ¢ = T). Por otro lado, si
escribimos h = exp(tX), entonces h™ € int(S) para todo estero positivo n. Se sigue que existe
algin n tal que A" = 1. Luego 1 € int(S). De donde tenemos que S = SL(2), esto sucede por
que el semigrupo generado por una vecindad de la identidad en un grupo de Lie conexo es todo

el grupo. O

Ahora probaremos que los semigrupos SL(2) no contiene otros elementos nilpotentes.
Lema II1.10. Sea S un subsemigrupo de SL(2). Supongamos que eziste un elemento nilpotente

X €sl(2) tal que g = exp X € int(S). Entonces S = SL(2).

Demostracion. Si X = 0 entonces g = exp0 = 1 € int(S) y tenemos el resultado por el argumento

final del lema anterior. En otro caso supongamos que X # 0, y que existe n € N tal que X" = 0,
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tenemos que det X = 0, entonces la forma canoénica de Jordan para X es

Ya que g € int(S) y la aplicacién exponencial es continua existe un entorno U de X luego un

e > 0 suficientemente pequeno tal que la matriz

)
— 0

y por la continuidad de la exponencial

AN
expY = exp € int(S).
—e 0

Los autovalores de Y son +i+/€ (imaginarios puros), asi por el lema anterior, concluimos el resul-

tado. O

Lema II1.11. Sea S un subsemigrupo de SL(2) con int(S) # 0 y asuma que S es transitivo sobre
P!. Tomemos v € R* —{0}. Entonces existe w € R* y h € int(S) tal que {v,w} es una base y en

esa base h puede ser escrito como

A
Oyl
para algin (> 0.
Demostracion. Tomemos g € int(S) tal que g[v] = [v]. Para demostrar la existencia de este
elemento, al ser int(S) no vacio existe hy € int(S), tal que hy[v] = [u], pero como S actia
transitivamente sobre P!, existe hy € S tal que hy[u] = [v], entonces

hohi[v] = halu] = [v],

luego basta tomar g = hyhy pertenece a int(S) y deja fijo a [v]. Ahora sea u € R? tal que {v,u}
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es una base. Para encontrar la matriz de g con relacién a esta base, notemos que al ser v un

autovector para g, se satisfacen las siguientes relaciones

gv = av + Ou, gu="bv+a 'u

luego la matriz de g con respecto a esta base sera

con ¢ € Ry p > 0. Estrictamente hablando se tiene que p = a?. Si = 1 entonces g = expY =

I+Y con

0 c
Y = ,
0 0

(pues Y™ = 0 para n > 2). Entonces hemos encontrado un elemento nilpotente Y tal que expY €
int(S) luego por el lema anterior, tenemos que S = SL(2), y claramente S contiene el elemento

buscado. En el otro caso, siendo el caso mas general, supongamos que p # 1, entonces escribiendo

es tal que, el conjunto {v, w} es una base y en esta base la matriz de h = ¢ tiene la forma deseada.
Para mostrar esto debemos encontrar la matriz de paso de ¢g* de la base {v,u} a la base {v, w}.

Para ello primero tenemos que la matriz de ¢g* en la base {v,u} es
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Ahora queremos encontrar la matriz de paso de base a base, escribimos las siguientes relaciones

c
v = 1v + Ou, w:Tv—l—lv.
wet =

Asi la matriz de paso es

1 =
P= nmm )
0 1
cuya inversa sera
aF 1 T,
0 1

por tanto la matriz de ¢ en la base {v,w} esta representada por el producto P7'¢?P que la

denotaremos por g2 y que estd dentro de int(S) es igual a

2 8 =i pt—p
9o =
0 1 gl 0 1

Desarrollando el producto del lado derecho tenemos que

1 L - 0

gg _ p—p? e il I

0 1 g~ 1 0 pt

como queriamos. O

En el siguiente lema mostramos que el resultado del lema anterior puede ser mejorado en el sentido

que la base puede ser encontrada de modo que p > 1. Los detalles son los siguientes.

Lema II1.12. Con las notaciones y suposiciones del lema de encima, tomando v € R* — {0}.

Entonces existe w # 0 y h € int(S) tal que f = {v,w} es una base y la matriz de h con respecto

af es

con p > 1.
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Demostracion. Sea {v,w} la base encontrada por el lema de encima. Todas las matrices que con-

sideremos seran referidas a esta base.

Ahora antes de realizar la demostracién, primero observemos la siguiente descomposicién (des-

composicén de Iwasawa) de g € SL(2) que satisface g;[v] = [w]. Tenemos que existen
a 0 1
hy = Yy m =
e 0 1
tal que
0/ =
Y= hin.
1 AW

En efecto, tenemos la siguiente relacion

q1v = 0v + aw, qw = —a v+ bw.

Esto es, la matriz de g; en relacion a esta base es de la forma

g1

Luego tenemos de manera estricta, x = g De manera andloga se tiene que, si go € SL(2) y

g2[w] = [v] tenemos que go se descompone por Iwasawa como
0 1
g2 = hana
-1 0

siendo hy v no de la misma forma que hy y ny respectivamente.

Ahora demostraremos el lema.

Sea h € int(S) encontrado en el lema precedente. Si u > 1 entonces no hay nada que demostrar.
Por lo tanto supongamos que 0 < p < 1.

Puesto que estamos suponiendo que S actiia transitivamente sobre P!, tenemos que existen ¢, g €
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S tal que,

glv] =[w] y  gfw] = [v],

y claro se tiene que

g2hgy € int(S)

pues h € int(S). Usando la descomposicién de Iwasawa de g; y g2 como lo realizado encima,

0l . 0 0 -1
g2hg1 = hong hinq,
-1 0 [ 1 0

y realizando el producto de las tres matrices del centro,

0 1 iy Sl 0 -1 w0
— 1=\ 0 =t LN 0 u
De donde tenemos que
vy
g2hgy = hang hing.
0 p

Luego esta igualdad puede ser escrita nuevamente de la forma

g2hg1 = hn
donde
_ ' 1 =
h=hy " W 7=
0 u 0 1

En efecto, si a es una matriz diagonal y b tiene la misma forma que 7 encima, entonces a~‘ba
tiene la misma forma que b. Luego podemos invertir el orden del producto de la siguiente manera

ba = a(a~'ba). Para ver esto, sean
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con z # 0 e y # 0. Entonces se tiene que

. 1 % L
a ba = (x = yx~ %).

0 1

Regresando a la demostracion del lema, y usando el hecho registrado tenemos lo siguiente,

LN 0

1
g2hg1 = hany hiny.
0 &
I -
Luego la matriz diagonal ‘conmuta’ si vale el término con ng, esto es,
O ¥ 4

i~
g2hg1 = hy nohin.
0 w

De la misma manera la matriz diagonal h; 'conmuta’ con nq, luego tenemos

g 0
g2hg1 = ho hinong,
0
como queriamos.
Finalmente, notemos que
_ 10
h=hy " hy
0 nu

es el producto de tres matrices diagonales, luego es una matriz diagonal. Mas precisamente se

tiene que
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2 . . ~
Sea \ = “7, entonces si p es suficientemente pequeno tenemos que A > 1. Luego,

A0 A .
gohgr = n= € int(9)
0 At 0 At

con A > 1. Hacemos un cambio de base como en el lema precedente tenemos la matriz diagonal

buscada. O

Este lema es fundamental para realizar la demostracién del teorema central de este capitulo.
Como un comentario antes de realizar la demostracion del teorema mencionado, observaremos los

siguientes dos hechos acerca de niimeros reales:

1. Sea (a,b) C R un intervalo con b > a > 1. Entonces existe un 7y > 0 tal que (7p, 00) C
Unzl(a”, bn)

2. Sea (¢, d) un intervalo con 0 < ¢ < d < 1. Entonces existe ¢ > 0 tal que (0,€) C U,>1(c", d").

La demostracién de la primera afirmacién se sigue directamente del siguiente hecho. Existe un

no € N tal que a™*! < b™. En efecto, supongamos que para todo n € N se tenga
an—l—l . bn

pero en este caso tendrfamos que a > (2)”, luego la sucesion {(2)"} estd acotada, pero eso es una

contradiccon pues % > 1. Luego el ntimero buscado es T = a™°, es tal que
(TOv OO) = Un>ng (an’ bn)

agregando los intervalos que tienen subindices < ng se tiene la inclusién buscada.

La segunda afirmacion se sigue de la primera, basta notar que existe ng tal que

1n0 1 1n0
(3) - <(E)

de aqui tenemos que ¢ < d™*! luego el ntimero buscado es € = d™.
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Teorema I11.13. Sea S C SL(2) un subsemigrupo con puntos interiores. Supongamos que S es

transitivo sobre P1. Entonces S = SL(2).

Demostracién. Por el lema (II1.12) existe una base {v,w} de R* y h € int(S) que es escrito en
esta base como

w0

0 pt

h=

con g > 1. También tenemos que existe g € int(S) tal que gw = Aw con A > 1. En esta base

{v,w}, tenemos las siguientes relaciones

gu =X""v + *w, gw = 0v + Aw,

luego la matriz de g en esta base sera

Como h, g € int(S), sus potencias y potencias de sus vecindades siguen perteneciendo a int(S).

Por (1) encima existe Ty > 0 tal que, para cada t > Tj

€ int(S),
0]
y también existe * tal que
gy _
€ int(S).
* 1

Luego en el interior de S existen elementos que pueden ser escritos como

= =1+ = exp
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0 0
Puesto que la matriz Y = es nilpotente y estd en el interior de S, entonces por el lema
0

*
(II1.10), se tiene que S = SL(2). O

En el andlisis de sistemas bilineales probamos controlabilidad, probando la no existencia de un
subconjunto invariante y compacto sobre P! que garantiza S = SL(2) de acuerdo con el siguiente

corolario.

Corolario II1.14. Sea S un subsemigrupo de SL(2) con int(S) # (. Entonces S # SL(2) si y

sélo si existe un subconjunto propio compacto C C P, con int(C) # 0, que es S-invariante, esto

es, gC C C para todo g € S.

Demostracién. Para x € P! consideremos el subconjunto compacto cl(Sz) de P!, (es compacto
pues es cerrado y P! es compacto). Tenemos que cl(Sx) es S-invariante, por tanto, existe un
subconjunto compacto propio e invariante como en la afirmacién si y sélo si ¢l(Sz) es propio para
algiin z. Supongamos que cl(Sz) = P! para todo € P'. Entonces S acttia transitivamente sobre

P!. En efecto, consideremos el subconjunto
o — oz : ),

que es también un semigrupo con interior no vacio en SL(2). Luego para cada y € P! el subcon-

junto

Sty={g 'y:g€ S},

tiene interior no vacio en P'. Como Sz es denso en P! (pues cl(Sz) = P') tenemos que
S~tyn Sz #£ 0.
Tomando z € S~y N Sz existen hy, hy € S tal que,
z=hi'y, 2z = hox

esto es, hl_ly = hox de donde, y = hihsx con hihy € S. En resumen, hemos mostrado que para
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todo x,y € P! existe h = hihy € S tal que y = hx, luego S es transitivo sobre P!,
Por tanto, no existe un subconjunto compacto propio e invariante, si y sélo si, S no es transitivo

sobre P!. Por el teorema (II1.13), la condicién anterior es equivalente a S = SI(2). O

Remarca IIL.15. Como consecuencia del teorema 1.5 es que un semigrupo S C SL(2) con

int(S) # 0, es transitivo sobre R? — {0} si y solo si S = SL(2).

En efecto, tenemos que la transitividad sobre R? — {0} implica transitividad sobre P!, luego
por el teorema (II1.13) tenemos que S = SL(2). Reciprocamente, sabemos que SL(2) actia

transitivamente sobre R? — {0}. Con eso tenemos el resultado buscado.
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CAPITULO 1V

Controlabilidad en el caso Gy, = SL(2)

En el presente capitulo se desarrollara de manera muy explicita y estricta la nocién de controla-
bilidad de un sistema de control bilineal en el plano. Considerando solo el caso en que el sistema
bilineal de control

z = Az + uBz

estd formado por las matrices A, B € M(2,R) que tienen traza cero. Mds precisamente, este
capitulo lo dividiremos en dos secciones. La primera seccién esta dedicada exclusivamente a mos-
trar condiciones necesarias y suficientes para que el algebra de Lie generada por ¥ = {A, B}, sea
todo el espacio sl(2), donde A y B son matrices de traza cero y tamano 2 X 2 del sistema de

control bilineal como esté descrito encima.

En la seccién dos trataremos el delicado aspecto de controlabilidad del sistema bilineal descrito
encima y daremos condiciones necesarias y suficientes para que este sistema de control sea contro-
lable en el caso en que la traza de A y B es cero. De manera mas precisa como fue mencionado en
la introduccién de este trabajo, el resultado fundamental que expondremos, el sistema de control

bilineal en el plano descrito encima, es controlable si y sélo si det[A, B] < 0.
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IV.1. Espacio Generado por > = {A, B}

Puesto que tenemos que int(Sx) es no vacio en Gy. En el caso de sistemas bilineales de dimension

2, Gy, = SL(2) si y sélo si el dlgebra de Lie generado por ¥ = {A, B} es s1(2).

Como fue mencionado encima, en estd seccion buscaremos condiciones necesarias y suficientes
para que el dlgebra de Lie generado por A y B sea sl(2). Para ello, enunciaremos y demostraremos

un lema que nos dara un resultado contundente para nuestros propdsitos.

Lema IV.1. Sean A, B € s1(2). Entonces

1. Supongamos que det B > 0. Entonces det|A, B] < 0 y la igualdad se cumple si y solo si A
es un maltiplo de B. Por lo tanto, {A, B, [A, B]} es linealmente independiente si y solo si

det[A, B] < 0.

2. Asuma que det B = 0. Entonces det[A, B] < 0, la igualdad se da si y sélo si [A, B] = AB.
Ademds el conjunto {A, B, [A, B]} es linealmente independiente si y sdlo si det[A, B] < 0.

3. Ay B generan s1(2) si y solo si det[A, B] # 0.

Demostracion. 1. Sidet B > 0y como tiene traza cero, entonces en una base adecuada de R?
e el
B : a0
Oy

luego B es antisimétrica. Por otro lado, recordemos que cualquier matriz A puede ser escrita

como la suma de una matriz antisimétrica y simétrica, era suficiente escribir

A—A" A4+ A

A=
5 T

Entonces, en particular para la matriz A de este caso tenemos

A=A+ A,
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con A; antisimétrica y Ay simétrica. Se sigue que A; es un multiplo de B pues el espacio de

las matrices antisimétricas tiene dimension uno, luego tenemos

[A, B] = [A1 + A, B|
= [Ay, B] + [A,, B]
= [aB, B] + [As, B]
= a[B, B] + [A,, B]
= [As. B]»

Resulta que el corchete de una matriz simétrica y una matriz antisimétrica [As, B], es simétri-

ca. En efecto, ya que A, es simétrica y B es antisimétrica, entonces su corchete

Ay, B]* = (45 B — BAs)!
= (42B)" — (BA,)’
_ B~ ALB
SRS (— D)
= A,B — BA,
= [Ag, B].

es simétrico, de donde el corchete [A, B] = [As, B] de A, B es una matriz simétrica. Ademas,

puesto que A, B son matrices de traza cero se tiene que la traza de [A, B] es cero (pues

u v

sl(2) es un élgebra de Lie). Suponiendo Ay = calculando el corchete de Ay y B
vo—u

tenemos
2va  —2ua

[A, B] = [Ag, B] =

—2ua —2va
De aqui se sigue que det[A, B] = —4a?(v* + u?) < 0.

La igualdad det[A, B] = 0 se cumple si y solo si

—4a*(v? +u?) =0
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como a # 0 se tiene que v? 4+ u? = 0, pero esto es valido si y solo si v = u = 0. Esto es,

Por lo tanto,

det[A, B] = 0 < A, = 0
< A= A;, (antisimétrica)

< A es un multiplo de B.

Con esto demostramos la primera parte de la afirmacién.

Para concluir que el conjunto {A, B, [A, B]} es linealmente independiente, notemos que al

negar la tltima equivalencia tenemos

det[A, B] < 0 & {A, B} es linealmente independiente.

Como [A, B] = [Ay, B] es simétrica y B # 0 es antisimétrica, tenemos que el conjunto
{B,[A, B]} es linealmente independiente. Por otro lado tenemos también que el conjunto
{A, [A, B]} es linealmente independiente pues al ser [A, B] simétrica, la tinica opcién es que
la matriz A sea simétrica, es decir, A = Ay, pero A = A, es un miiltiplo de [A, B] = [As, B]

solo cuando Ay = 0.

2. Si det B = 0 podemos asumir que

01 a b
0 0 c —a
Entonces
—c 2a
[Av B] =
0 ¢
Por tanto, det[A, B] = —c¢* < 0. Supongamos que ¢ = 0, esto es, la igualdad se da si y solo
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si [A, B] = 2aB. De donde tenemos que {B, [A, B|} es linealmente independiente si y solo si
det[A, B] < 0.

Por otro lado, {A, B} es linealmente independiente si det[A, B] # 0 (su prueba es un argu-
mento usado en la seccién (1) del capitulo 3). La oportunidad para que la matriz A sea un
multiplo de [A, B], es que ¢ = 0. Luego {A, [A, B]} es un subconjunto linealmente indepen-
diente si det[A, B] < 0. Por lo tanto, hemos demostrado que el subconjunto {A, B, [A, B|}

es linealmente independiente si y solo si det[A, B] < 0 como querfamos.

3. En vista de los items anteriores, basta que consideremos el caso en que det A y det B son

< 0. Luego en bases adecuadas podemos escribir

@ (0 T
A= y . H= Y ,
0 —a z —x
con —x? — 2y < 0, a # 0, luego
2a
[4,B] = |
—2az 0

Luego det[A, B] # 0 si y solo si yz # 0. Por otro lado notemos que si yz = 0 entonces las
matrices A, By [A, B] son tridngulares luego no pueden ser linealmente independientes. Se
sigue que el subconjunto {A, B, [A, B]} es linealmente independientes si y solo si det[A, B] #

0. Con eso termina la demostracién del lema.

]

Como una consecuencia inmediata de este lema, tenemos el siguiente criterio para determinar si
el algebra de Lie generado por la familia de campos vectoriales ¥ = {A, B} es el édlgebra de Lie

s1(2).

Corolario IV.2. Sean A, B € s1(2). Las siguientes condiciones son equivalentes

1. El dlgebra de Lie generada por ¥ = {A, B} es todo s1(2).

2. A, B y A, B] son linealmente independientes.
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3. det[A, B] # 0.

Para ver la demostracion, basta recordar que la dimension de sl(2) es igual a 3.

I1V.2. Controlabilidad

En esta seccion estudiaremos la controlabilidad de sistemas bilineales de control de la forma

= Ax + uBz,

donde los controles son constantes por pedazos.

Nuestro interés esta en tener condiciones sobre las matrices A, B de modo que el dlgebra de Lie
generada por estas sean todo sl(2). Por el corolario IV.2, el sistema es controlable si y solo si

. . b . . . . d 1 . . Pl
este semigrupo no tiene subconjuntos compactos propios e 1nvariantes del espacio proyectivo P-.
La existencia o no de estos subconjuntos invariantes es detectada observando las trayectorias del
correspondiente sistema lineal. Recordemos que si C' es una matriz con tr(C') = 0, entonces su
polinomio caracteristico es

z2 +det C

y los autovalores son 4++/—det C'. Luego existen tres casos,

1. Si det C' > 0 podemos fijar una base de modo que C' es

0 —A
A0

y las trayectorias del sistema lineal @ = C'z son circulos centrados en el origen. En la accion

inducida al espacio proyectivo existe solo una trayectoria.

2. SidetC'=0 con C' # 0 tenemos en alguna base que

Q
Il
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y las trayectorias del sistema lineal definido por C' son rectas perpendiculares al eje-y y los
puntos en el eje-z son puntos estacionarios. En la accion sobre el espacio proyectivo existen
dos trayectorias: un punto fijo y una trayectoria densa que comienza y termina en el punto

fijo.
3. Si det C' < 0 entonces tenemos que

A0
)\

=

y las trayectorias son hipérbolas. La accién inducida sobre el proyectivo consiste de dos

puntos fijos y dos trayectorias uniendo los puntos fijos.

Para la controlabilidad de & = (A + uB)z distinguiremos los casos de acuerdo al det B. Siempre

supondremos que A y B son matrices diferentes de cero.

» Sidet B> 0y A€ sl(2) es cualquier matriz que satisface det[A, B] # 0. Esto es cuando las
trayectorias de £ = Bx son circulos y no es posible encontrar algin subconjunto compacto
en el proyectivo que sea invariante bajo el semigrupo del sistema. Notemos también que por

el corolario (IV.2) tenemos que el interior de Sy, es no vacio.

» Sidet B =0y sea det[A, B] # 0 tenemos controlabilidad ya que no es posible encontrar un

subconjunto compacto invariante del espacio proyectivo.
= En el caso en que det B < 0. Existen dos posibilidades:

1. Sidet A > 0y det[A, B] # 0 entonces las trayectorias proyectadas de A son densas y

tenemos controlabilidad.

2. Si det A < 0. En este caso la controlabilidad depende del signo de det[A, BJ.

Como det A < 0 entonces tenemos que la matriz A tiene dos autovalores reales distintos
y claro dos autovectores. Los auto-espacios generados por estos son dos puntos en el
espacio proyectivo. Por tanto, geométricamente tenemos dos casos, digamos los puntos

fijos de A estan en la misma trayectoria de B, en este caso tenemos controlabilidad. Si
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los puntos fijos estan en trayectorias distintas entonces no puede haber conexién entre
ellas, ya que la clausura de la trayectoria de B que contiene el punto fijo atractor de A
es un subconjunto propio compacto e invariante bajo el semigrupo del sistema, en este
caso no existe controlabilidad. El desarrollo algebraico de estas posibilidades se reduce

a lo siguiente.

Para que los puntos fijos de A en el proyectivo P! se encuentren en la misma trayectoria
de B, los autovectores de A deben estar en el mismo cuadrante del plano y ademés deben
ser distintos a los autovectores de B. La segunda cuestién es inmediata de la suposicion
det[A, B] # 0, pues en este caso, el conjunto {A, B} es linealmente independiente. Si
suponemos que existe un vector u que es simultaneamente un autovector de A y de B,
entonces

Au = Ay, Ber=lou.

De donde,
(A HAu + (—a ) Bu = 0. (IV.1)

Esto es, existen escalares no nulos y « no nulo tal que satisface la ecuacién (IV.1), luego
el conjunto {A, B} no puede ser linealmente independiente.

Para buscar la condicién que garantice que los puntos fijos de A se encuentren en la
misma trayectoria de B, tenemos que eso es equivalente a buscar la condicion que
garantice que los autovectores de A se encuentren en el mismo cuadrante. Para esto

hacemos lo siguiente.

Fijemos una base tal que

Los puntos fijos de A estan sobre la misma trayectoria de B si y solo si los autovectores

de A estan en el mismo cuadrante. Ahora, los autovalores de A son

Ay = £V —detA = £+/a?2 +~3 € R.
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Sea (x,y) un autovector de A, esto es, satisface la relacién

A(ZL’,y) = /\j:(l‘,y>,

reemplazando los valores tenemos

Reemplazando el autovalor y haciendo los calculos tenemos el sistema
(axva?+qB8)z+ By =0

YA (ot vorRE=l)y = 0.

Puesto que y # 0 (si lo fuera el autovector caeria a un punto fijo de B en el proyectivo)

podemos asumir que y = 1, entonces

y
at /a2 +~6

son los posibles valores de la primera coordenada de los autovectores de A, es decir, los

Ty =

autovectores de A son

-0
(1,1) —(ai — 1),

Estos autovectores no estan en el mismo cuadrante si y solo si x4 tienen signos opuestos,
y esto ultimo depende de sus denominadores. Mas precisamente, los autovectores estan
en el mismo cuadrante si y solo si x4 tiene el mismo signo, pero esto ocurre si el

producto de sus denominadores

1B = (a+ e +7B)(a— Va2 +B) > 0,

luego los autovectores de A estan en el mismo cuadrante si y solo si —y(3 > 0, de
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aqui vG < 0.

Por otro lado,

0o -2
[Av B] = W )
2ary 0

y claro
det[A, B] = 4a*y3
tenemos que

e El sistema es controlable en el caso en que det[A, B] < 0, y no controlable si

det[A, B] > 0.

Esto concluye el analisis de sistemas que generan SL(2). En resumen tenemos el siguiente teorema

que reune las ideas de todo lo hecho encima y que es el resultado central de este trabajo:

Teorema IV.3. Sean A, B € sl(2). Entonces el semigrupo Sy, generado por 3 = {A, B} coincide
con SL(2) si y solo si det[A, B] <0

Demostracién. Tenemos que Sy, = SL(2) si y solo si ¥ es controlable sobre R? — {0}, luego
observemos que en los casos analizados de encima tenemos controlabilidad si y solo si det[A, B] <

0. [l
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CAPITULO V

Conclusiones y Recomendaciones

V.1. Conclusiones

Una de las caracteristicas del trabajo que aqui se presenta es su transversalidad a varias ramas
de la matematica, como ser la Teoria de Ecuaciones Diferenciales, Topologia, Algebra, Analisis,
Geométria Diferencial y Teoria de Lie. Este trabajo ademas de ser una incursién en una rama
relativamente joven de la matematica, como es la Teoria Geométrica de Control, constituye un
ejemplo interesante de la interrelacion de los elementos de la matematica, un fenémeno muy propio

de los tltimos tiempos.

Los resultados principales desarrollados en este trabajo fueron publicados en 1996, por los profe-
sores Braga, Gongalvez, Rocio del Departamento de Matemaética en la Universidad Estadual de
Maringa y el Prof. Luis San Martin del Instituto de Matematica en la Universidad Estadual de

Campinas, en Brasil [4].

En el presente trabajo realizamos un analisis para obtener la controlabilidad de un sistema bilineal
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de control definido en R? — {0} dado por

& = Axr +uBx (V.1)

donde las matrices A, B son de traza cero y de tamano 2 x 2, y las funciones de control son

constantes por pedazos.

La controlabilidad del sistema bilineal (V.1) para controles constantes por pedazos, esta descrita
en la seccién (IV.2), sin embargo realizamos un recuerdo de dichos casos analizados. Considerando

que trA = trB = 0 y claro ninguna de ellas la matriz nula, entonces

1. Sidet B> 0y A € sl(2) es cualquier matriz que satisface det[A, B] # 0 entonces el sistema
(V.1) es controlable.

2. Sidet B =0y sidet[A, B] # 0 entonces el sistema bilineal (V.1) es controlable.
3. Sidet B <0, det A <0y det[A, B] # 0 entonces el sistema es controlable.

4. Si det B < 0, det A < 0 con det[A, B] # 0. Entonces el sistema (V.1) es controlable si
det[A, B] < 0 y no controlable si det[A, B] > 0.

De manera resumida tenemos el resultado central de esta tesis, el cual dice

(V.1) es controlable < det[A, B] < 0.

V.2. Recomendaciones

Un problema abierto de los sistemas bilineales de control, es precisamente considerar el espacio
estado R3. Para este caso es posible de intentar copiar las ideas expuestas en este trabajo, y buscar

una caracterizacion limpia para la controlabilidad del sistema bilineal.

De hecho el inicio estd en encontrar los grupos de Lie lineales que actiian transitivamente sobre
R3 — {0}, el cual puede ser considerado como un trabajo de tesis de licenciatura, estos resultados

pueden ser encontrados en [2] y [3].
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De manera natural se considera el estudio del control 6ptimo, las ideas fundamentales y resultados

centrales de estd teoria puede ser consultada en [13] y [10].
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APENDICE A

Campos de Vectores en Variedades

Diferenciables

En este apéndice se estudia con bastante detenimiento los campos de vectores en una variedad
diferenciable. Para ello se precisan los conceptos de vector tangente, fibrado tangente y diferencial
de una aplicacion diferenciable, en términos de las dos perspectivas mas usuales: la geométrica y
la analitica. Luego se generalizan las ideas principales de la teoria de ecuaciones diferenciables al
contexto de las variedades diferenciables: curvas integrales, existencia y unicidad de soluciones,
soluciones maximas, flujos a 1-pardmetro y campos conjugados. A continuacién se dota de una
estructura de algebra de Lie al conjunto de campos de vectores diferenciables en una variedad,
se verda, que el corchete de esta algebra permite obtener importantes consecuencias geométricas
sobre el comportamiento de las curvas integrales de campos de vectores y variedades integrales de

conjuntos locales de campos de vectores (distribuciones).

Se suponen familiares los conceptos de variedad diferenciable, aplicacién diferenciable (submersion,
inmersién y encaje) y subvariedad. Sin embargo, por la notacién la mejor referencia para consultar

este material es [10].
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A.1. Campos de Vectores

Definicién A.1. Sea M una variedad diferenciable. Un campo de vectores en un conjunto abierto

U C M es un levantamiento de U en T'M, esto es, un aplicacion X : U — T'M tal que

Xom=1dy.

Se dice que el campo de vectores es diferenciable, si X € C*°(U,TM). El conjunto de campos

vectoriales diferenciables es denotado por X (U).

Si X € X(U) y m € U entonces X(m), que usualmente lo denotaremos por X,,, es un elemento
de T,,M. Claramente, se pueden definir operaciones puntuales que hacen de X(U) un espacio

vectorial.

Definicion A.2. Sea U un abierto en la variedad diferenciable M y sea X un campo de vectores
(no mecesariamente diferenciable) en U. Para toda funcion f € C°°(U) definimos la aplacion
Xf:U — R dado por

Xf(m) = X f

para todo m € U.

Proposiciéon A.3. Sea X un campo vectorial en M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. X es diferenciable, i.e. X € X(U).

2. Si (U,xy,...,zq) es un sistema de coordenadas locales en M, y si ay, ...,aq €s la coleccion de

funciones en U definidas por

0
X - 7 )
b= ng

entonces ay, ...,aq € C°(U).

3. Siempre que V' es un abierto en M y f € C®(V), se tiene que X f € C(V).
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A.1.1. Curvas integrales y el teorema del flujo local

Definicién A.4. Sea M una variedad diferenciable y X € X(M). Una curva suave o en M es

una curva integral de X st

&= X(o(t))

para todo t en el dominio de o.

Sea X € X(M) y m € M. En esta subseccién se responderdn las interrogantes naturales: ;existe

una curva integral de X7, si la respuesta es afirmativa, jsera tnica?.

Una curva suave v : (a,b) — M es una curva integral del campo vectorial X si, y solamente si
dy(2-l) = X(4(®), (€ (aD)). (A1)

A continuacién, se interpretara la ecuacion (A.1) en términos de coordenadas locales.
Sea ty € (a,b) y v(to) = m. Sea (U, ¢) un sistema de coordenadas respecto de m con funciones

coordenadas z1, T, ..., 4. De la proposicion (A.3) se tiene

d
0

X|U:E fi— (A.2)
=1 Iz;

donde los f; son funciones C*° en U. Por otra parte, para cada t € (a,b) tal que y(t) € U se

verifica

ada:zoy 3
= e B, o (A.3)

=1

8dr

Asi, tenemos que la ecuacién de encima se convierte en

d
od( JJZ o
Z /7 |“/(t Z fz |7(t (A4)

=1

Entonces 7 es una curva integral de X en v~ 1(U), tal que v,(0) = m si, y solo si,

dd(x; o)

= fO®), =12, (A5)
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o equivalentemente
= For 0, ul®), =12, dit ey (A.6)

donde 7; = z; o y. Las ecuaciones en () forman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden, para el cual existen teoremas de existencia y unicidad de soluciones. Estos
teoremas implican un resultado analogo en el contexto de campos en variedades diferenciables.
Algo interesante de destacar es que en este ambito la unicidad de curvas integrales maximas

dependen fuertemente de que el espacio en cuestién sea Hausdorff.

Proposicion A.5. Sea X un campo vectorial diferenciable sobre la variedad diferenciable M.

Para cada punto m € M existen an, y by, en RU{*o0}, y una curva suave

Y+ (s b)) — M (A7)

tal que

1. 0 € (am-bm) Y Ym(0) = m.
2. Ym €s una curva integral de X.

3. 8Sipu: (c,d) — M es una curva suave que satisface a y b, entonces (¢,d) C (am,bm) ¥y

n= 7m|(c,d) .

Definicién A.6. Sea X un campo vectorial diferenciable en la variedad M. Con la terminologia
de la proposicion A.5, para cada t € R se define la transformaciion X, con dominio D, = {m €
M :t € (am,bn)} por

Xi(m) = ym(t). (A.8)

A continuacion se presenta un resultado basico de varias ramas de la matematica como la teoria

geométrica de control, geometria diferencial y los sistemas dinamicos.

Teorema A.7 (Flujo Local). Sea X una campo vectorial diferenciable en la variedad M.
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1. Para cada m € M, existe una vecindad abierta V de m y un € > 0 tal que la aplicacion

(t,p) — Xi(p) (A.9)

estd definida en (—e,e) x V y es C™.
2. Dy es abierto para cada t.
8. UpoDe = M.
4. X;: Dy — D_; es un difeomorfismo con inversa X_;.

5. Sean s y t numeros reales. Entonces el dominio de Xs0X; esta contenido en Dy, en general
no se da la igualdad. Sin embargo, el dominio de Xso0 X; es Dgyy cuando s y t tienen el

mismo signo. Es mas, sobre el dominio de X o X; tenemos
Xs ¢} Xt = Xert (AlO)

Remarca A.8. Sea m € M fijo, entonces el camino t — X;(m) es una curva integral de X

ademds 4 X,(m) = X (X;(m)).

Remarca A.9. FErxisten casos en los que Dy es vacio, por ejemplo para el campo vectorial % en

(0,1), se tiene D, =0 para t > 1.

Definicién A.10. Un campo de vectores diferenciable X en M es completo si D, = M para todo
t (es decir, si el dominio de v, (t) es R para todo m € M ). En este caso, las transformaciones
{Xi}ier forman un grupo de transformaciones de M denominado grupo a l-pardmetro de X,
ademds la aplicacion () definida en R x M se denomina flujo generado por X. Si X no es
completo, las transformaciones X; no forman un grupo porque sus dominios dependen de t. En

este caso, la coleccion de transformaciones X; se denomina el grupo local a 1-parametro de X.

Definicién A.11. Sea X un campo de vectores diferenciable en la variedad M, x es un punto
singular de X st X, = 0. Los puntos que mno son singulares se denominan puntos regulares del

campo X.
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La unicidad de las curvas integrales maximas implica el siguiente resultado.

Proposicion A.12. Sea X un campo diferenciable. Si p es un punto singular de X, entonces

X:i(p) = p para todo t € R.

En un curso de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias se prueba que las soluciones maximas de
una ecuacién definida en un abierto de R? no permanece en ningtin subconjunto compacto, ver
teorema 3 de la pagina 17 de [43]. Existe un resultado similar para las curvas integrales de campos

de vectores en variedades diferenciables.

Proposiciéon A.13. Sean X un campo vectorial diferenciable en la variedad M y m € M. Sea
(@, b)) como en la proposicion A.5. Supongamos que by, < 0o y {t,} C (am,bn) €s una sucesion
creciente convergente a by,,. Entonces X;, (m) no puede estar contenida en ningin conjunto com-
pacto. En particular, la sucesion X, no puede converger a un limite en M. Eziste una propiedad

similar para una sucesion decreciente convergente a Q.

Corolario A.14. Sea X un campo vectorial diferenciable en la variedad M. Si una curva integral

mazrima de X esta definida en un intervalo acotado, entonces la curva integral es un subconjunto

cerrado de M.

Corolario A.15. Si el campo vectorial diferenciable X se anula fuera de un conjunto compacto

de M, entonces X es completo.

Corolario A.16. Si M es una variedad compacta, entonces todo campo de vectores C* es com-

pleto.

El siguiente resultado es muy ttil para probar que un campo es completo. Ademas, permite dar

otra demostracion del corolario.

Proposiciéon A.17. Sea X un campo de vectores C en M. Si existe € > 0 tal que X;(m) esta

definida para todo (t,m) € (—¢,€) x M, entonces X es un campo de vectores completo.
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A.2. El algebra de Lie de campos de vectores

Sea M una variedad diferenciable. En la seccién anterior se hizo notar que X' (M) tiene estructura
de espacio vectorial, a continuacién se dota a este espacio de estructura de algebra de Lie y se

estudian algunas de sus propiedades.

Definiciéon A.18 (Corchete de Lie). Sean X e Y campos de vectores diferenciables en M, se
define el campo de vectores [ X, Y], denominado corchete de Lie de X e Y por

[X> Y]m(f) 1 Xm(Yf) - Ym(Xf)a

donde m € M y f es cualquier funcion diferenciable en una vecindad de m.
Proposiciéon A.19. Si XY, Z € X(M) entonces

1. [X,)Y] e X(M).

2. Sice R entonces [c(X +Y),Z] =c[X, Z] + [Y, Z].

3. 1 X,Y] =-[Y, X].

4- (X, Y], Z] + (Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.
Demostracion. La segunda y tercera afirmacion son inmediatas a partir de la definicién. Sea
m € My f una funcién C* en una vecindad de m, el campo vectorial [X, Y] induce la aplicacién

(X,Y]f = X(Yf) — Y(X[), claramente diferenciable. Entonces la proposicién A.3 prueba la

primera afirmacién. Por otra parte,

HX> Y]’ Z]m(f) = [Xv Y]W(Zf) - Zm([Xv Y]f)
= Xn(Y(Z))) = Yn(X(Zf)) = Zn(X(Yf)) = Y(X[)) (A.11)
= X (V(Z1) — Yl X(Z1) — Zu(X(V 1)) + ZY (X )

Anélogamente,

Y, 2], X]m(f) = Y (Z(Xf)) = Zn(Y (X [)) = Xe(Y (2 ) + Xem(Z (Y [)) (A.12)
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12, X1, Y (f) = Zn(X (V) = Xn(Z(Y ) = Yo (Z(X ) = Yo (X (Z ) (A.13)

Sumando las ecuaciones (A.11),(A.12) y (A.13) se tiene
(X, Y], 2] () + (1Y 2], X (f) + [[Z, X], Y] (f) = 0.

Probando asi la dltima afirmacién. O]

Corolario A.20. Sea M una variedad diferenciable, entonces el corchete de Lie
[ ] X(M) x X(M) — &(M)

induce una estructura de dlgebra de Lie en X (M).

A.2.1. Campos de vectores en R?

En la teoria de ecuaciones diferenciales, un campo vectorial en R? es una aplicacién F : R? — R?

diferenciable. La aplicacién F induce un campo de vectores X% definido por

d

XF:ZrioFa

v or; ’
=lk

donde 7y, ..., 74 son las coordenadas canénicas de R%. Ambas nociones coinciden, en el sentido de
que las curvas integrales lo hacen. Reciprocamente, todo campo de vectores diferenciable induce
una aplicacién diferenciable F' proposicién A.3. Entonces los campos de vectores estan identificados
con los operadores diferenciales parciales de primer orden lineales, es mas, existe una relacién

algebraica que se precisa en la siguiente proposicion.

Proposicién A.21. Sean X,Y campos de vectores diferenciables en R?®. Supongamos que

d
X = ZrloF— Y:ZrioGai
i=1 i
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donde 1, ...,rq denotan las coordenadas candnicas de R®. Entonces

X, Y] = (Y ro F%)(Zﬁ 0 Ga%) —(Q_mio Gai)<21” ° Fai)

i=1 i=1 i=1 i=
donde las operaciones en el lado derecho corresponden a las del dlgebra de los operadores diferen-

ciales parciales.

Corolario A.22. Sean X,Y campos de vectores diferenciables en R. Sean F,G : RY — R?
las aplicaciones diferenciables inducidas, es decir, Y = Y% y X = X' Entonces DG(-)F(-) —

DF(-)G(:) induce el campo [X,Y], es decir

X.Y)(@) = 3 (DG@)F (&) ~ DF@)G(s)) 5 s

para todo v € R,

Ejemplo A.23. Sean X.,Y los campos en R? definidos por

0 0 0 0

X AT _,2_ 9

(2,9, 2) N T Y(z,9,2) 35 Yo

Entonces
0 0 0 0 0 0 0 0
X, Y = (y2 _ ISR, _ (% _ 9, 9 9
(X, Y|(z,y,2) (yax ay)(zay yaz) (ay yaz)(yax ay)
ox Dz

Por otra parte, las aplicaciones inducidas por X e Y son respectivamente, F(x,y,z) = (y, —x,0)
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y G(z,y,2) = (0,2, —y). Entonces, denotando x = (z,y, z) tenemos

00 0\ /[y 0 10\ /[0
DG(2)F(z) — DF(2)G@) =0 o 1|]|-z|-]=1 0 0]] 2
0 -1 0/ \o0 0 0 0) \—y

—Z

=1 o

xr

Ejemplo A.24 (Flujo de campos lineales). Sea F' el campo vectorial diferenciable en R definido
por F(z) = Az + b, donde A es una matriz de d x d y b € R%. Las curvas integrales del campo de

vectores inducido XF se obtiene considerando el sistema de ecuaciones diferenciales

7 (t) = Ay(t) + .

Entonces el flujo estard dado por

¢
VLA e (o +/ e ™bdr).
0

A.3. Campos de vectores ¢-relacionados

Cuando se estudian objetos matematicos siempre se estudian sus interrelaciones, generalmente,
a través de aplicaciones que conservan la estructura de los objetos considerados. Por ejemplo,
los grupos abstractos, espacios vectoriales, espacios topoldgicos estan interrelacionados con sus
similares a través de homomorfismos de grupos, transformaciones lineales, aplicaciones continuas
respectivamente. Es de interés estudiar los objetos que sean esencialmente iguales, entonces surgen

los conceptos de isomorfismo de grupos, isomorfismo lineal, homeomorfismo, etc...

En esta se seccién se introduce el concepto de campos por una aplicacién?, lo que permitira precisar

!Esta terminologia es usual en la Geometria diferencial pues en la Teorfa de Sistemas Dindmicos se dicen campos
conjugados.
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que significa que dos campos sean equivalentes. Intuitivamente es de esperarse que si X € X (M),
Y € X(N) son equivalentes, entonces por lo menos los espacios de estado deben ser equivalen-
tes, es decir, existe un difeomorfismo ¢ : M — N. Es inmediato notar que la existencia de tal

difeomorfismo no es suficiente, es de esperarse que ademas relacione las curvas integrales.

Definicién A.25. Sea ¢ : M — N wuna aplicacion diferenciable. Dos campos de vectores X €

X (M) eY € X(N) se dicen p-relacionados si
W alls Sl

Definicién A.26. Sea ¢ : M — N wun difeomorfismo. Para cualquier X € X (M) se define
©*X € X(M) por
©*X = dp" o Y e

Remarca A.27. ¢*X y X son g-relacionados.

Proposicion A.28. Sean X € X(M) e Y € X(N) dos campos p-relacionados. Si vy : (a,b) — M

es una curva integral de X, entonces p o~ : (a,b) — N es una curva integral de Y.

Demostracién. Existe ¢ : M — N tal que dpo X = Y o ¢, ademéds X(\(t)) = A(t). Entonces
Y((poN)(1) = (Y 0 9) (A1) = (dp o X)(A(H) = dp(A()) = (9 0 N)(2). O

Proposicién A.29. Sean X € X(M), Y € X(N) campos de vectores p-relacionados. Entonces
po Xy = Y; 09 cuando ambos lados estin definidos. En particular, si ¢ es un difeomorfismo

entonces (p*Y ), = poY, 0.

Corolario A.30. Un campo de vectores diferenciable en M es invariante por el difeomorfismo o,

es decir *X = X si, y solo si, ¢ conmuta con X; para todo t € R. En particular X; X = X.

Hasta el momento, se ha probado que la aplicaciéon que relaciona dos campos preserva las curvas
integrales. A continuacién se mostrara que la relacién de dos campos por una relacién se preserva
por el corchete, como consecuencia, se vera una forma de obtener homomorfismos entre las algebras

de Lie de campos de vectores.
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Proposicién A.31. Seance R, X, X2 € X(M), Y1, Y2 € X(N) y ¢ : M — N una aplicacion
diferenciable. Si X* e Y estdn @-relacionados para i = 1,2. entonces c X'+ X? y Y +Y? estin

p-relacionados, también [X1, X?] y [Y1,Y?] estdin ¢-relacionados.

Corolario A.32. Sea ¢ : M — N un difeomorfismo local. Si Y € X(N) se define ¢*Y (x) =
(df (2))7'Y (¢(x)). Entonces la aplicacion o* : X(N) — X (M) es un homomorfismo de dlgebras
de Lie, es decir,

e YL ¥ =[pY", oY

A.4. Geometria del corchete de Lie de campos de vectores

En esta seccion se estudian propiedades del corchete de Lie de campos vectoriales de manera que

se aclare su significado geométrico, en particular, se muestran distintas formas de calcularlos.

Sea X € X(M) y f: M — R una funcién diferenciable. A continuacién veremos como cambia f
respecto del flujo generado por X, es decir, se estudia f(X;(m)) cuando ¢ varia. Por la regla de la

cadena siempre que X;(m) este definido se tiene
X m) = df (5 Xulm)) = dF(X(X,(m)) = (X F)(Xo(m)). (A4

En particular

o (X(m)) = X f(m) = X, ] (A.15)

Definicién A.33 (La derivada de Lie de funciones). Para X € X(M) y f € C>®(M) se define
Lxf:M— R por

Lx f(m) = %hzof(Xt(m)) i f(Xt(m)t) — f(m)

t—0

Obsérvese que para cualquier m, si t es suficientemente pequeno, X;(m) esta definido. La aplicacién

Lx f se conoce como la derivada de Lie de f en la direccion de X.

A la luz de la igualdad de encima se habria probado lo siguiente.
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Proposiciéon A.34. Si X € X(M) y f € C®°(M), entonces Lxf = X[ =df o X. En particular
LxfeC>®M).

Ahora se puede continuar con el proceso de diferenciacién, de () se obtiene

& d
T (Xi(m)) = = X (Xi(m)) = X (X f)(Xi(m)).

El teorema de Taylor implica el siguiente resultado.

Proposicién A.35. Sean X € X(M) y f € C°(M). Entonces

FOG(m)) = £(&) + (X f)m) + 5 (m) + o S (XEpm) + 0, (A16)

donde k € N y X2f = X (X f), X3f = X(X?f), etc.

Definicién A.36 (La derivada de Lie de campos de vectores). Sean X,Y € X (M), se define el

campo de vectores LxY por

t—0 t

d

Remarca A.37. Es posible definir la derivada direccional de una forma diferencial en la direccion
de un campo X. Naturalmente, coincide con los dos casos particulares que se presentaron en
esta seccion. Es importante recalcar que T,,M es un espacio vectorial de dimension finita, por
tanto tiene asociado todas las nociones del cdlculo de espacios euclideos (por tanto la nocion de
variedad diferenciable), el limite de la definicion anterior puede entenderse en ese contexto o

equivalentemente como un vector tangente de un camino en TM.

A continuacién se muestra que la derivada de Lie de un campo no es mas que el corchete de Lie.
Teorema A.38. Si X,Y € X(M) entonces LxY = [X,Y], en particular LxY € X(M).

Remarca A.39. La conclusion del teorema anterior suele escribirse:

1
XY]=1lim - (Y —Y).
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Corolario A.40. Sean X,Y € X(M). Entonces

1
X;[X,Y] =1m = (XY — X1Y).

t—0 t

Remarca A.41. La conclusién del anterior corolario suele escribirse:

d(X7Y)

= X[X,Y].
), = XXV

Corolario A.42. Sean X,Y € X(M). Entonces X;0Y; = Y, 0 X, para cualesquiera s,t tales que

las expresiones estdn definidas si y solo si [X,Y] = 0.
Remarca A.43. Seam € M. Si s,t son suficientemente pequenos entonces XioYy(m) y Y0 X (m)

estan definidos.

Existe una caracterizacién mas geométrica del corchete de Lie de dos campos X, Y € X(M). Se
vera que el corchete de Lie de X e Y es el cgonmutador infinitesimal”de los dos grupos a 1-pardmetro

XteY;.

Teorema A.44. Sean XY € X(M) ym € M. Sea

)\(t) = Yi\/in\/zY\/zX\/g(m),

definido para t suficientemente pequeno y positivo. Entonces

(X, Y] f = lim LAO) = F) _ %|tO+A(t).

t—0t t

A.5. Distribuciones y el teorema de Frobenius

Definicion A.45. Sea M una variedad diferenciable. Una distribucién A en M es una aplicacion
que a cada m € M asocia un subespacio A(m) C M,,, del espacio tangente a M en m. Una
distribucion A se dice regular, o no singular, si la dimension de A(m) permanece constante como
funcién de m, en caso contrario la distribucion se dice singular. La dimension constante de A(m),

en el caso de una distribuion reqular, es la dimension de la distribucion A.
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Definicién A.46. Una distribucion A en M es diferenciable en un punto m € M, si exis-
ten campos de vectores diferenciables X', ..., X! en un abierto U que contenga a m, tal que
Span{X*(z),..., X' (x)} = A(z), para cada x € U. Una distribucion es diferenciable si es di-

ferenciable en cada punto.

Definicién A.47. Una subvariedad (N, ) de M es una variedad integral de una distribucion A
en M si dp(N,y,) = 6(p(n)) para cada n € N. Una distribucion A en M se dice integrable en m
si existe una variedad integrable de A que contenga a m. Una distribucion es integrable en M si

es integrable en cada punto m.

Definicién A.48. Un campo vectorial X en M se dice que pertenece a la distribucion A en M,
X €A, si Xy, € 6(m) para todo m € M. Una distribucion se dice involutiva si [X, Y] pertenece

a A cuando X,Y son campos diferenciables que pertenecen a A.

Proposicion A.49. Si A es una distribucion integrable en M entonces A es involutiva.

Se ha probado que la involutividad es una condicién necesaria para la integrabilidad de una
distribucién, resulta que también es una condicién suficiente. Se pueden encontrar demostraciones
del siguiente resultado en [8], [11], [27], [45] y [46], casi todas ellas usan la rectificaciéon de campos

de vectores, [26, pp. 25].

Teorema A.50 (Frobenius). Sea A una distribucion regular e involutiva. Si m € M? entonces
existe una variedad integral de A por m. Es mds, si ¢ es la dimension de la distribucion A,
entonces existe un sistema cubico coordenado (N, ) centrado en m, con funciones coordenadas

x1,...,xq tal que los conjuntos de nivel (" slices”)
x; = constante t=c+1,...,d
son variedades integrales de la distribucion A; y si (N,p) es una variedad integral conexa de A

tal que (N) C U, entonces (N) estd contenido en uno de estos conjuntos de nivel.

Teorema A.51. Sean 1) : N — M% una aplicacién diferenciable y (P¢, ) una variedad integral
de la distribucion A en M. Supongamos que ¢ se factoriza por (P, ), es decir, 1»(N) C ¢(P).

Sea 10y : N — P la unica aplicacion tal que p o)y = 1. Entonces 1)y es diferenciable.
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Definiciéon A.52. Una variedad integral conexa maximal de una distribucion A en M es una

variedad integral conera de A cuya imagen en M no es un subconjunto propio de toda variedad

integral conexa de A.

Teorema A.53. Sea A una distribucion reqular diferenciable e involutiva en M. Sim € M
entonces existe una unica variedad integral mazximal conexa de A por m que contiene cualquier

otra variedad integral conexa de A por m.
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