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Introduccion

Consideramos ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de orden n sobre un campo

diferencial K de la forma:
L(y) = y(n) + an—ly(n_l) + -t ay +agy =0

donde a; € K para i € {0,1,...,n — 1}. Si L es una extension campo diferencial de
K, es decir un campo diferencial que contiene a K con derivacion extendida de K, el
conjunto de soluciones de L(y) = 0 en L es un espacio vectorial sobre C'; de dimensioén
< n. Un sistema fundamental de soluciones de £(y) = 0 es un conjunto de n soluciones de
la ecuacion diferencial en alguna extension diferencial L de K linealmente independiente

sobre C7,.

Una extension Picard - Vessiot para L(y) = 0 sobre K es una extension campo di-
ferencial de K diferencialmente generado por un sistema fundamental de soluciones de
L(y) = 0, es decir generado por los elementos del sistema fundamental y sus derivadas,
y no agrega constantes. La teoria de Picard - Vessiot es debido a E. Picard, E. Vessiot
y en forma riguroso a E. Kolchin, quién construyo con el trabajo de J.F. Ritt en &lgebra
diferencial. La teoria de Picard - Vessiot construido bajo la hipdtesis que el campo de cons-
tantes C'x del campo diferencial K es algebraicamente cerrado. Obtenemos existencia y
unicidad, hasta K- isomorfismo diferencial, de la extension Picard - Vessiot de la ecuacion

diferencial.
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Capitulo 1

Estructuras diferenciales

En este capitulo introducimos la nocién de derivacion y algunas propiedades algebrai-
cas. Estudiamos las estructuras diferenciales tales como: morfismos diferenciales, anillos
cocientes diferenciales, extensiones de campos diferenciales. En todo el trabajo tratamos

con anillos conmutativos con identidad y campos de caracteristicas cero.

1.1. Derivacién

Definiciéon 1.1.1. Una derivacion del anillo R es un aplicacion

dp:R— R

ar——dg(a)
tal que
1. dgr(a+0b) = dgr(a) + dr(b)
2. dg(ab) = dr(a)b+ adr(b) Va,b € R.

Definicion 1.1.2. Seaa € R, dgl)(a) =dgr(dr---dg(a)--+)),donde dg es aplicado n € Z*

(0
veces, convencion d%)(a) = a.

Notacion, dg(a) = d,d(a) = a®, ... dW(a) = a™ y dp(d (a)) = d%(a).

Tenemos ejemplos de derivacion.
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Ejemplo 1.1.3. Sea R anillo no conmutativo, con aplicacion
dg :R— R
r——d, = ax — xa

para cualquier a € R.

Demostracion. Verificamos la primera definicion de derivacion, sea cualquier x,y € R

do(x +y) = a(z +y) — (z+y)a
= azr + ay — (za + ya)
=axr +ay —ra —ya
=axr —xa+ay —ya
= (az — za) + (ay — ya)
= da(z) + da(y)
y finalmente la segunda definicion.
do(ry) = a(zy) — (vy)a
= axy — ray + rxay — rya
= (ax — za)y + z(ay — ya)
= do(2)y + ada(y)
U

Ejemplo 1.1.4. Cualquier anillo conmutativo con identidad R puede ser dotado con la
derivacion trivial dg = 0, por lo tanto R es anillo diferencial.

En Z y Q, las tinicas derivaciones son las derivaciones triviales.

Ejemplo 1.1.5. Sea R anillo diferencial y R[x] un anillo polinomial en una indeterminada

x sobre R. Una derivacion en R[z] extendido de R satisface

dpp) :Rlz] - — Rla]
(Z aixi) ——— d [ (Z aixi) = Z(d}g(ai)xi + aiixi_ld}gm (x))
=0 =0 =0

Entonces extendemos la derivacién de R a R[x] asignando a dpj,j(«) un valor arbitrario

en R[x].Por iteracion, damos una estructura diferencial a R[xy, ..., z,].
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Demostracion. Sea

pla) =) aa', q(x) =) ba' € Rla]

por definicion de suma en R[z] consideramos el caso cuando p(x) y ¢(z) tienen el mismo

grado, para el otro caso completamos con coeficientes cero hasta tener de mismo grado.

p(z) +q(z) = Z a;r’ + Z b’ = Z(ai + b))’

i=0 j=

o
-
Il
o

<
I
o

= demostramos la primera definicién de anillo diferencial

dr)((p(z) + q(2))) = drp ((i(a" * bi)xi))

=0

= Z dg(a; + bz + Z(ai +b;) 2" dpp (@)
=0 1=0
= (dr(a;) + dp(b))z’ + Y ajia’ dpy(v)
=0 1=0
+ Z bz d iy ()
i=0
= Z dR(ai)xi + Z dR(bl)l’Z + Z aiixi_ld}%[m} (LL’)
i=0 i=0 i=0
+ ) bjia' ™ dpgy (x)
i=0
= Z dr(a;)x" + Z iz’ dpp (z) + Z dg(b;)’
i=0 i=0 i=0
+ > bia' ™ dpy (x)
i=0

= dpp)(p(2)) + dpgp(g(x))

= demostramos la segunda definiciéon de anillo diferencial

m

dp (p(2)q(2)) = dppy ( (Z i aib; xiﬂ) )

i=0 j=0
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=0 “j=0
:Zm:dR( , azb) HJ%—Xm:(zn:az ) i+ ) g (2)
1=0 j=0 =0
= Z(Z dr(ai)b; + a;dg(b; ))x’”
i=0 \j=0
Z(Zmb)(z—l—j) HI1 g ()
=0 “75=0
= 5N drla)be + 37N agdp(b)at
i=0 j=0 i=0 j=0
YD aibiae ™ dg +Zzaz bija™ I dpp (2)
i=0 j=0 i=0 j=0

Por iteracion, damos una estructura diferencial a R[xy, . .., x,| para un anillo diferencial
R de la siguiente manera:
R C R[Z’l] C (R[xl])[l’g] c---C (R[Z’l, T, ... ,xn_2])[xn_1] C (R[l’l, Lo, ... ,Z’n_l])[l’n]

S (. J/
N— — ~~ ~~

R[z1,z2] R[x1,22,...,Tn—2,Tn—1] R[z1,%2,..,Tn—1,Tn]

aplicando el anterior hecho a (R[z;])[x2] es anillo diferencial y asi sucesivamente hasta

(R[z1,x9,. .., Tp1])[xn] = Rlx1,29,. .., 2,1, ,] es anillo diferencial. O

Propiedad 1.1.6. Sea R anillo conmutativo con identidad entonces tenemos.
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a) Sea dg derivacion del anillo R con a,b € R, y para cualquier entero n > 1, tenemos

(ab)™ =3 (7;) a@pn—i)

1=0

b) Sea dg derivacion del anillo conmutativo R con a € R, y para cualquier entero n > 1

tenemos dr(a™) = na""'dg(a).
c¢) Sea dgr derivacion del anillo con identidad R entonces dg(1) = 0.

d) Sea dgr derivacion del anillo conmutativo con division R, si a € R entonces
dr(a™") = —dg(a)/a*

Demostracion. a) Probamos por induccién matemética

1 1
(ab) = d'b+ ab = <0> a'b+ (1) ab’

paran =1

paran =h

o= (A
(@)™ =3 (") a0p-9
7
=0

y para n = h + 1 demostramos

h+1
(ab)(hH) _ Z (h + 1) a(i)b(h-i-l—i)

- 1
=0
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(e () (e () Q)
() O () )

n (Z) B+ 0

— (h - 1) aOpt+D) (h N 1) aWp® 4 <h N 1) aPp=l 4
0 1 2

(Y oo o (T e (P oo
3 h h+1

_ % (h er 1) SO h+1-)
=0
b) Demostramos por induccion matematica.
Para n = 1 tenemos (a')’ = la'~td’
para n = h tenemos (a")’ = ha"1d’
y para n = h + 1 tenemos
(@"*1Y = (ahaly
= (a")a+ a"d
= (ha"'d")a + a"d
= ha"ad' + a"d
= (h+1)a"d
c¢) Sabemos que R es anillo con identidad, derivamos
dr(l) =dr(1-1) =dp(l) -1+ 1-dg(1)
entonces dg(1) = 0.

d) Sea a € R con su inverso a~ ! € R, tenemos aa"! = 1
b )

derivamos
dr(a)a™ + adg(a™") =0
entonces dp(a™) = —a"'dg(a)a™.

Sabemos dg(a) conmuta con a, entonces obtenemos dg(a™') = —dg(a)/a®.
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1.2. Campo fracciéon diferencial

Si R es dominio integral diferencial entonces Q(R) es campo fraccion y tiene una

estructura diferencial unica, extendiendo la derivacion de R al campo de fracciones Q(R).

Proposicion 1.2.1. Sea R un dominio integral provisto con una deriwacion dg. Entonces
dr extendemos al campo de fracciones Q(R) en una manera tunica. Es decir existe sdlo

una derivacion d en Q(R) tal que d|g = dg.

Demostracion. Definimos una aplicacion en Q(R)

)_)07(%) _ dR(a)bl; adg(b)

d :Q(R) Q(R)
b

Probamos que la aplicacion d esta bien definida.

Sean a,b,c,d € R, con ¢, 3¢ € Q(R), si § = % entonces

(1) — e — o)t

be (be)?
_ (dr(a)c + adg(c))be — (ac)(dr(b)c + bdg(c))
(be)?
_ dr(a)cbe + adg(c)be — acdgr(b)c — acbdg(c)
(be)?
. dR(a)czb — aczdR(b)
(bc)?
_ A(dr(a)b — adgr(b))
b2c?
. dR(a)b — CLdR(b)
- 7

-7

Verificamos la primera definicion de derivacion sean ¢, 5 € Q(R) entonces

~ra ¢ ~(ad + be
d(6+3):d< bd )
_ dg(ad + bc)bd — (ad + be)dg(bd)
a (bd)?
(dr(a)d + adg(d) + dr(b)c + bdr(c))bd — (ad + be)(dg(b)d + bdg(d))
(bd)?
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dg(a)dbd + adp(d)bd + dg(b)chd + bdg(c)bd — addg(b)d — adbdg(d)

(bd)?
—bedp(b)d — bebdg(d)
(bd)?
dr(a)dbd + bdr(c)bd — addr(b)d — bebdg(d)
B (bd)?
 dr(a)db + b*dp(c)d — ad?dg(b) — Bedg(d)
(bd)?
(dr(a)b — adg(b)d | V(dp(c)d — cdp(d))
b2 2 b2d?

-7(3) (3

Verificamos la segunda definicion

1(32) =1 ()
_ dr(ac)bd — (ac)dgr(bd)
(bd)?
(dr(a)c+ adg(c))bd — (ac)(dr(b)d + bdr(b))
(bd)?
_ dg(a)cbd 4 adg(c)bd — acdr(b)d — acbdr(b)
(bd)?
_ dg(a)cbd — acdgr(b)d + adr(c)bd — acbdr (D)
(bd)?
(dr(a)b — adg(b))ed — ab(dg(c)d — cdr(b))
(bd)? (bd)?
_ (dR(a)b - adR(b)) c a <(dR(c)d — cdR(b)))

b2 d b 2
~ra\ ¢ a~/c
=1(5) 3+ 5(3)
y finalmente probamos la unicidad de d.
Tomamos una aplicacion d : Q(R) — Q(R) tal que d|p = d|g.
=ra =/ 1
d(z>-d<“z)

_ é”(a)% + J(%)

= dR(a)% +a (_dé;)))

= dnfa) + a(~5dn(0))
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1 adR(b)
= drla)y ==
dR(a)b adR(b)
T T
dR(a)b — adR(b)
~ra
=d(3)
entonces J: glv ]

Proposicion 1.2.2. Si R es un anillo conmutativo sin divisores de cero dotado con deri-
vacion dg y S un sistema multiplicativo de R, entonces extendemos la derivada de R al

S_lR en una manera Unica.

Demostracion. Definimos la aplicaciéon en RS~ por

dpg-1 :RS™ »RS™!
a a dr(a)b — adg(b)
——rE
b b b2
demostramos que esta bien definido, si § = § entonces existe s € S con s(ad—bc) = 0 € R,

entonces derivamos 0 = s(ad — bc).

0 = s'(ad — bc) + s(ad — be)’

= s'(ad — bc) + s(a’'d + ad' — b'c — bc)
multiplicamos por bds

= bdss'(ad — be) + bdss(a'd + ad — Ve — bd)
=0+ bds*(a'd + ad' — b'c — bc)

— $*(bdd'd + bdad' — bdb'c — bdbc)

s*(bd*a’ + bdad — bdb'c — b*dc)

(
s*((bd*a’ — ab'd* + ab/d?) + bdad' — bdb'c + (—b*dc + b*d'c — b*d'c))
s*((ba' — ab')d* + b*(—dc + d'c) — b*d'c + ab'd® + bdad — bdb'c)

(

(

2

S

(
(
(ba' — ab)d® + b*(—dc + d'c) + ad(b'd + bd') — be(bd' + db))
s*((bd’ — ab)d* + b*(—dc' + dc') + (ad — be)(b'd + bd'))
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s*((ba' — ab')d* — b*(dc’ — d'c) + (ad — be)(V'd + bd'))

s*(ba’ — ab)d? — s*b*(dd’ — d'c) + s*(ad — be)(b'd + bd')

s*((ba’ — ab)d* — b*(dcd’ — d'c))

tenemos
/ / 1 / / 1
(ba’ — ab)b—2 = (dd — dc)ﬁ
entonces d(%) = d(5) también escribimos asi drg-1(}) = drs-1(5).
Las demas pruebas son similares a la pruebas de la propiedad 1.2.1. O

1.3. Anillos diferenciales

Definicion 1.3.1. Un anillo diferencial es un anillo conmutativo con identidad dotado

con derivacion.
Definimos de manera similar para campos diferenciales, en este caso R es campo.

Ejemplo 1.3.2. Sea R anillo de todas las funciones diferenciables infinitamente en la linea

real con la usual derivada es un anillo diferencial.

Demostracion. Dotaremos de estructura diferencial a R, definimos la aplicaciéon en R

dr :R— R
fr——dr(f)=f
esta aplicacion es la usual derivacion, y cumple los dos condiciones de derivacion, por lo

tanto R es anillo diferencial. O

Ejemplo 1.3.3. Sea R un anillo diferencial. Consideramos el anillo R[z;] de polinomios
en las indeterminadas z;,7 € NU {0}. Demostraremos que R[z;] es un anillo diferencial.
Demostracion. 1. Construimos el polinomio diferencial.

Sea

i = (ig,i1,...,0,) € N"T' paran € N,

z' = () (2" (z")2 ... (™) parai=0,1,...,m
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cambiamos notaciéon y escribimos:
n
i 00 01 .02 Zn_ll ik
I—l’ol’ll’z"'l’n— l’k.
k=0

Tenemos el polinomio diferencial en las indeterminadas z;,7 € NU {0}

m

i
p(z) = E a;x"  con a; = 4y i, € R.
=0

De manera similar construimos el siguiente polinomio diferencial

o o
q(z) = ijxj donde b; = b;, j, . j. € R, ©/ = Hm{l
=0 1=0

Tenemos el anillo diferencial R, el conjunto de polinomios en las indeterminadas

z;,9 € NU{0}, con a; € R se denota por R|xz;].

2. Probamos que R[z;] es un anillo primero observamos este hecho,

R C R[xo] C (R[zo])[x1] C -+ C (R]zo, - .- ,ZCn—ﬂ)[SCnl
Y As A

| Ak = Rlzi] = Rlzo, 1, ... 20, ).
k=1

Si p(x),q(z) € Rlx;] entonces p(z) € A; v q(z) € Ag para algin j, k € NU {0}
con j < k entonces A; C Ay, tenemos p(x),q(z) € Ay, sabemos que Ay es anillo se
cumple todas las propiedades de anillo entonces p(x) + q(z), p(z) - q(z) € Ax C Rlx;]
finalmente tenemos p(z) + ¢(z), p(z) - ¢(x) € R[z;], por lo tanto R|x;] es anillo.

Definimos la suma en R[z;], consideramos el caso cuando tienen el mismo grado,

para el otro caso se completa con coeficientes ceros hasta tener del mismo grado.

p(x) +q(z) = Z a;x’ + Z bir' = Z(ai + b))z’
i=0 i=0 i=0

Definimos la multiplicacion en R|x;]

m o m o
p(z)g(x) = Z a;x’ Z bjx! = Z Z a;bjx™  con a;b; € R
i=0 =0 i=0 j=0

10+J0 ,.t0+Jjo

donde 't =gla? = x0T gln I,
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3. Demostramos que la aplicacion

d: R[z;] = R|x;] es diferencial, dado por:

J(f; ') = g;dzz(ai)xi " gai&“w’)

donde d(z?) es definido por:

c?() Zlkxk_$k+1Hx

k=0
J#k

o2
=
=
=
=
M
E

x;], entonces probamos la primera definicion de anillo diferencial:

J(iaia?ijtibz ’)z (iaﬁb )

= [dr(ai)a’ + dr(bi)a’] + Z bid(z")]
= dp(a)a’ + Z ) + Z dr(b)a’ + Y bid(a')

probamos la segunda definicién de anillo diferencial.

d(p(x)q(x)) = J(i Z wba)

i=0 j=0

dR<ZaZ ) ’”—I—Z(Zaz ) ')

=0 7=0

Ms

Il
o

i

d(z9) = d(a?)a? + 2id(x7)

(32 dataty + ada(t)) + 3 (3 it ) e

0 j5=0 =0 7=0

(Z dp(a;)b;z" + ZaldR Zﬂ')
+ i(i a;b ) a')ad + atld(a?))

=

Ms

7

Ms

-
I
o
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=3 “drla)ba™ + >N adr(b)a™ + Y 0 " aibd(at)r!
i=0 j=0 i=0 j=0 i=0 j=0
+ Z Z aibjx"c?(xj)
i=0 j=0

= Z dg(a;)x’ Z bzl + Z a; 7’ Z dr(bj)z? + Z a;d(z) Z bz’
i=0 =0 i=0 =0 =0 =0
+ Z a;x’' Z bjg(x)
i=0 =0

+ Z aixi (Z dR(bj)Zlfj + Z bjg(x)>
= d(p(z))q(z) + p(x)d(q(x))

Por lo tanto R[x;] es un anillo diferencial.

Definiciéon 1.3.4. Dado un anillo diferencial R sea
Cr= {a c R/dR<CL) = 0}
el conjunto de constantes de la derivacion dg.

Ejemplo 1.3.5. Si K es un campo diferencial de caracteristica p € Z* entonces para cada

a € K con a” tenemos Cx = {a’}.
Demostracion. Derivamos a”
dg(a?) = paP~'d(a) = plga?d(a) = 0
asi Cg contiene todas de la forma aP. O

Propiedad 1.3.6. Si R es anillo diferencial entonces Cr es un subanillo diferencial.

St R es un campo diferencial entonces Cr es un subcampo diferencial.

Demostracion. Sean cualquier a,b € Cg, si dg(a+0b) = dgr(a)+dg(b) = 040 = 0 entonces
a—+ be CR.
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Derivamos dg(ab) = dgr(a)b + adr(b) = 0b + a0 = 0 por lo tanto ab € R, hemos
demostrado que Cr es subanillo.
Para el segundo item solo demostramos que a~! € R, el resto ya esta demostrado

por ser C'r subcampo entonces es subanillo, sabemos dr(a™') = —dg(a)/a® = 0 entonces

atedC R O]
Ejemplo 1.3.7. Sea Z anillo diferencial con derivaciéon trivial entonces Cy = Z.

Demostracion. Si Z es anillo diferencial con dz = 0. Probamos las inclusiones Cy7, C Z y
Z. C Cz probamos la primera inclusiéon, por propiedad 1.3.6 C7 es subanillo diferencial.
Ahora la segunda inclusion si a € Z, derivamos dz(a) = 0 entonces a € Cyz, por las dos

inclusiones tenemos C7 = Z. O

1.4. Ideales diferenciales y anillos cocientes

Si R es un anillo diferencial e I ideal de R, entonces dotamos de una estructura dife-

rencial a R/I, aprovechando la estructura diferencial de R.

Definicién 1.4.1. Sea R un anillo diferencial e I un ideal de R. Decimos [ es un ideal

diferencial, si I esta cerrado bajo la derivacion dg, es decir:
dr(I) C I.

Ejemplo 1.4.2. Sea R un anillo diferencial, y A C R un subconjunto. Definimos el ideal

diferencial generado por A por

(Aa= (N1
ACI
I ideal dif.
Demostracion. Sabemos que (A)y es ideal, solo falta probar que es diferencial, considera-
mos a € (A)y entonces a € I para cada ideal diferencial I que contiene a A. Los I son

todos ideales diferenciales entonces dg(a) € I, de donde tenemos dgr(a) € (A)q. O

Ahora tenemos cuando A = {a}.

Ejemplo 1.4.3. Sea R un anillo diferencial y A = {a} C R entonces

(a)g = ({a})a {Zbd a)lm e NU {0}, b, ER}
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Demostracion. Aplicamos el ejemplo 1.4.2 a (a)4 por tanto es un ideal diferencial y sea
a € (a)q entonces d™(a) € (a)q tenemos b.d™ (a) € (a)q con b, € R entonces

>, b.d™ (a) € (a)y tenemos

L= {Zbrd(’")(a)|br € R,m e NU 0} C (a)q.
r=0

Dado J un ideal diferencial con J 2 (a)4 entonces

JDL= {Zbrd(“)(a)|br € R,m € NUO}.
r=0

Aplicamos la definiciéon de interseccion de ideales diferenciales que contienen a

(@a= [) JDL:{Zbrd(”(aﬂbreR,meNUO}.
r=0

{a}CJ
J ideal dif.

Dotamos de derivacion al anillo cociente.

Proposicion 1.4.4. Si R es un anillo diferencial, e I C R un ideal diferencial, el anillo
cociente R/1 es un anillo diferencial con la derivacion
d:R/I —— R/I

a——d(a) = dgr(a)

Demostracion. Sabemos que (R/I,+,-) es un anillo, probamos que d es una derivacion
en R/I. Primero probamos que la aplicacion d esta bien definida, si a; = ay entonces

a; —ag € I y tenemos dg(a;) — dg(as) = dr(a; — as) € I ya que I es ideal diferencial, por

lo tanto tenemos dg(a;) = dg(az).

Ahora probamos que d es una derivacion:

a) d(@+0b) = dg(a+b) = dr(a) + dr(b) = d(a) + d(b)

b) d(@-b) = dg(a - b) = dr(a)b + adr(b) = d(@)b + ad(b).
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Sea R anillo, [ ideal de Ry m : R — R/I el morfismo natural, definido por 7(a) =@

es la clase lateral en R/I entonces existe una biyeccion

1 :{ideales de R que contienen a [} —— {ideales de R/I}
J sp(J) =J =m(J)

Ahora tenemos el teorema para el caso con aplicacion diferencial.

Teorema 1.4.5. Sea R anillo diferencial, e I un ideal diferencial, entonces existe una

biyeccion entre ideales diferenciales de dos anillos diferenciales.

Y {ideales diferenciales de R que contienen a I} —— {ideales diferenciales de R/1}

Ji U(J)=J=mr(J)

a) Si J es un ideal diferencial de R entonces 1(J) = J = w(J) es un ideal diferencial en

R/I.

b) SiJ es ideal diferencial en R/I entonces = (J) = J = 7~ (J) es un ideal diferencial
en R.

Demostracion. Las demostraciones son inmediatas.

a) Se tiene d(a) = dr(a) € J ya que dg(a) € J.

b) Sea a € J, n(dg(a)) = dg(a) = d(@) € J asi dg(a) € 7 1(J) = J.
I

Este teorema es muy importante en anillos cocientes diferenciales, aplicamos en la

propiedad 1.4.10 y en el teorema 3.1.1.
Definiciéon 1.4.6. Sea R un anillo diferencial, e I C R un ideal diferencial.

a) Decimos I es un ideal diferencial mazimal si dado un ideal diferencial J con la propiedad

I CJC Rentonces J =10 J=R.

b) Decimos I es un ideal diferencial primo si es un ideal primo ab € I == a €l obe [

Va,b € R.

c¢) Decimos I es un ideal diferencial propio si {0} C I C R.



1.4. IDEALES DIFERENCIALES Y ANILLOS COCIENTES 17

La siguiente proposiciéon es trivial.

Propiedad 1.4.7. Sea R un anillo diferencial, e I C R un ideal diferencial.

Entonces I ideal diferencial primo < R/I es un dominio integral diferencial.

Demostracion. Conocemos la proposicion
I es un ideal primo < R/I es un dominio integral.

Sea R anillo diferencial e I ideal diferencial entonces por proposicion 1.4.4 tenemos anillo
diferencial R/1.

(<) Ya esta dada, I es ideal diferencial por hipotesis. O

Demostramos la existencia de ideal diferencial maximal, necesitamos el siguiente lema.
Primero hacemos las siguientes convenciones.

Sean R anillo diferencial con identidad, P el conjunto de todos los ideales diferenciales
de R excepto R no es vacio, contiene al ideal diferencial trivial {0}, parcialmente ordenado
por la inclusién. Sea T" un subconjunto totalmente ordenado de P; demostraremos que T

tiene una cota superior.

Lema 1.4.8. 5i T es un subconjunto totalmente ordenado de ideales entonces la union
UT es ideal.

St los elementos de T son diferenciales entonces UT es diferencial.

Demostracion. Sean a,b € UT entonces a € K y b € J donde K,J € T son ideales,
sabemos que T esta totalmente ordenado entonces K C Jo J C K.

Entonces por el primer caso tenemos a € J por lo tanto a —b € J C UT.

Sean r € R,a € UT entonces a € J por lo tanto ra € J C UT, entonces tenemos UT
es ideal.

Ahora probamos que UT es diferencial. Sea a € UT entonces a € J por tanto

d(a) € J CUT, por tanto UT es ideal diferencial. O

Proposicion 1.4.9. Sea R anillo diferencial con identidad entonces existe ideal diferencial

maximal 1.

Demostracion. Haremos la prueba en varias etapas.
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= Sea UT = I la unién de todos los ideales diferenciales de T', esta unién es un ideal
diferencial por el lema 1.4.8, sabemos J C I, VJ € T, entonces I es cota superior de

T.

= Demostramos que [ es distinto de R, observamos que un ideal es igual a R si y s6lo
si incluye a 1. Por contradiccion, si I = R entonces incluye a 1, entonces existe un
JeT tal que 1 € J, y por lo tanto J = R contradice a la definiciéon de P, que no le

incluye.

= Demostramos que 71" tiene una cota superior en P, aplicamos el lema de Zorn, se
tiene que P tiene un elemento maximal I, y por lo tanto, R tiene un ideal diferencial

maximal.

Resultado importante sobre ideal diferencial maximal.

Propiedad 1.4.10. Sea K un campo y K C R una extension anillo diferencial. Sea I un
wdeal diferencial mazimal del conjunto de ideales diferenciales propios de R. Entonces I es

un ideal primo.

Demostracion. Sea I un ideal diferencial, R/l es un anillo cociente diferencial por propo-
sicién 1.4.4, denotamos su derivaciéon por d.
Para probar la propiedad, lo hacemos en dos partes, debido a la propiedad 1.4.7 sé6lo

es necesario probar que R/I es un dominio integral.

1. Probamos que cualquier divisor cero ¢ de R/I es un nilpotente. Sea ¢ € R/I con

¢ # 0, existe d € R/I no cero tal que &d = 0. Entonces:

(ed) = d(c)d + ed(d) = d(@)d =0.

multiplicamos por d

29

0=

Entonces obtenemos

d® (E)Elﬁrl =0 para todo k > 0. (1.1)
Consideramos el ideal diferencial generado por d,

J=(d)ysCR/I (1.2)
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por el teorema 1.4.5 b) tenemos: 7~1(J) = J es un ideal diferenciad de R que
contiene a I, donde 7 es la biyeccion entre ideales diferenciales de R que contienen
a I e ideales diferenciales de R/I. Tenemos I C J C R, es I un ideal diferencial

maximal, entonces .J = I o J = R el primero no es posible por d ¢ I (d #0).

Por tanto J = R entonces J = R/I, aplicamos 1.4.3 a ¢ € R/I obtenemos

. Zgjg(j)(ﬁ) para algin n >0, g; € R/I
=0

tenemos:

a2 = 3 g, d0 @)t = 0
j=0
por lo tanto ¢ es nilpotente.

2. Ahora probamos que R/I es un dominio integral, consideramos cualquier @, b € R/I,

con @b =0, @ # 0 y probaremos b = 0.

Lo hacemos por contradiccion, supongamos b # 0 entonces @ es un divisor cero por

lo tanto @ es nilpotente, tomamos m nimero minimo y derivamos:

0 =d(@m") =ma™ 'd(a)

ma™ ' # 0, d(a) es divisor cero, procedemos en la misma manera varias veces,
probamos d*)(@) es un divisor cero para todo k > 0, entonces todos los elementos

de (@)4 son nilpotentes.

Tenemos I C 7 '((a)y) C R, por lo tanto 7=!((@)q) = I o 7 '((@)4) = R, la primera
posibilidad no se da a ¢ I (a # 0).
Por lo tanto 77'((a@)4) = R, tenemos (a)g = R/I,si 1 € R/I entonces 1 € (@)y, pero

1 no es nilpotente, contradiccion.

Por lo tanto b = 0 hemos demostrado que R/I es un dominio integral, entonces

aplicamos la propiedad 1.4.7; I es un ideal diferencial primo.
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1.5. Morfismos diferenciales

Sean dos anillos diferenciales con distintas derivaciones, queremos preservar las estruc-

turas de anillos diferenciales, lo hacemos a través de morfismo diferencial.

Definicion 1.5.1. Sean Ry R’ dos anillos diferenciales, con derivaciones dp y dg respec-

tivamente. Una funcién:

f:R— R
es dicho morfismo diferencial si:
a) Es un morfismo.
1) fla+b) = f(a) + f(b)
2) flab) = f(a)f(b) Va,be R.
b) Preserva las derivaciones:
dr o f = fodg.

Si f es un isomorfismo entonces tenemos
dp = fodgo f™ (1.3)

es una derivada en R'.

Un isomorfismo diferencial es un isomorfismo de anillos y que preserva las derivaciones.

Ejemplo 1.5.2. Sea R anillo diferencial, y consideramos I la aplicacion identidad en R,

es un morfismo de anillos diferenciales.

Demostracion. Sea la aplicacion identidad I : R — R dada por I(z) = x para todo = € R.

Verificamos el morfismo de anillos.
Ila+b)=a+b=1(a)+ I(b)
I(ab) = ab = 1(a)I(b)
Y verificamos que I es morfismo diferencial

(I odg)(a) = I(dr(a)) = dr(a)
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(drol)(a) = dr(I(a)) = dr(a)
por lo tanto Ir es morfismo diferencial. O
Propiedad 1.5.3. Si f : R — R’ es un morfismo diferencial, entonces ker(f) es un ideal

diferencial de R, Im(f) es un subanillo diferencial de R y el isomorfismo

f iR/ ker(f) — Im(f) dado por f(@) = f(a) es un isomorfismo diferencial.

Demostracion. Para a € ker(f), tenemos

fdr(a)) = (f o dr)(a) = (dr o f)(a) = dr(f(a)) = dr(0) = 0

asi dr(a) € ker(f), por lo tanto ker(f) es un ideal diferencial.
Dado un elemento a € I'm(f), probaremos que dg/(a) € Im(f). Por definicion, existe
un elemento b € R tal que f(b) = a. Consideramos el elemento dz(b) € R, entonces un

simple célculo muestra que su imagen es dg (a)
f(dr(b)) = (f o dr)(b) = (dr o [)(b) = dr(f(b)) = dr(a)

y asi dp(a) € Im(f).
Para cualquier @ € R/ ker(f), tenemos

fd(@) = f(dr(a)) = f(dr(a)) = dr(f(a)) = dr (f(@))

asi f es un isomorfismo diferencial. O

1.6. Extensiones de campos y anillos diferenciales

Definicion 1.6.1. Sea R anillo diferencial, una extension anillo diferencial de R es un

anillo diferencial T" tal que:
a) RCT
b) dr|g = dg.
De manera anéaloga definimos extension campo diferencial.

Definicion 1.6.2. Un subanillo diferencial de R es un subanillo S la cual esta cerrada bajo

la derivacion de R, dg(S) C S también de manera andloga definimos subcampo diferencial.
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Ejemplo 1.6.3. Si R es un dominio integral diferencial entonces Q(R) es una extension

anillo diferencial de R, ademaés la extension de dg a Q(R) es tnica.

Definicién 1.6.4. Sea T un anillo diferencial, R C T un subanillo diferencial y S C T
entonces denotamos por R{S} el subanillo diferencial mds pequeno de T que contiene R, S
y todas sus derivadas de elementos de S.

Sea L un campo diferencial, K C L un subcampo diferencial y S un subconjunto de L,
denotamos por K < S > el subcampo diferencial mds pequeno de L generado por S sobre
K.

Sea S = {ay,...,a,} un conjunto finito, decimos la extension K C K < S > es
generado finitamente diferencialmente.

Ejemplo 1.6.5. Consideramos el campo diferencial F' = R(¢t) < €' > con derivacion %.

Dotamos de estructura diferencial a K(«) = K|x]/(Irr(a, K)(z)), extendemos la de-
rivacion di de K al campo algebraico K («), donde « es algebraico sobre K. El polinomio

irreducible de « sobre K es
Irr(a, K)(a) = ag + aja + -+ ap_10"t +a™ = 0.

Aplicamos el ejemplo 1.1.5, donde K es un campo diferencial y derivamos el polinomio

irreducible de « sobre K

d(ag) + d(a)a + -+ + d(a,_1)" " + (a1 + 2a9a + - - - + na” 1) d(a) = 0

7

Trra(a,K) (@) =Ir7a, (0K )(0) (d] i =d) Irr(a,K) (o)

y asi
_ —Irrg, (o, K)(o)
dla) = Irr(a, K)' ()

Ejemplo 1.6.6. Si K es un campo diferencial, K C L una extensiéon campo algebraico

(1.4)

separable, la derivacion de K es extendido tinicamente a L.

Sea o € L = K(a), consideramos el campo K («), y su polinomio irreducible sobre K,
Irr(a, K)(x) = ap + a10 + - - + ap_12" ' 4+ 2", 0; € K.
Extendemos la derivacion de K a K[z] mediante:

d :K|z] Kz]

a———d(a) =dg(a) VaeK

r——d(z) = —Irrg, (o, K)(x) - q(x)
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donde
Irrg, (o, K)(x) = dc(ao) + dg(ar)z + - - - + dg(an_1)z"

y q(z) € K[x] es tal que:
Irr(a, K)(x) - p(x) + Irr(a, K) (x) - q(z) = 1.
a) Con la derivacion d, el ideal (Irr(cv, K)(x)) es un ideal diferencial.
b) El campo cociente K[z|/(Irr(a, K)(x)) es un campo diferencial, tenemos:
Klz]/(Irr(a, K)(x)) 2 K(«)
campos diferenciales, con la derivacion en K («) inducida por isomorfismo:

di (o) K(a) > K(a)

a——dg@)(a) = dk(a),Va € K
Irrg(a, K)(a)
Irr(a, K) (o)

ar——dg ) (o) =

es la tnica derivacion en K («) extendido de K.

Demostracion. a) Tenemos la aplicacion d, aplicamos el ejemplo 1.1.5 al Klz], entonces

K|[z]| es un anillo diferencial. La derivacion d es completamente determinado con la

definicion de d(z): si h(z) € K|[z],

d(h(z)) = d(by + by + - - - + bpa™)
= (d(bo) + d(by)z + - - - + d(bp)z™) + (byd(x) + byd(2?) + - - - + bpd(2"))
= (d(bo) + dg(b))x + - - - + dgc(b)a™) + (by + 2box + - - - + nbpa”™ V)d(x)
= ha, (2) + W (z) - d(x) (1.5)

donde d(b;) = dg(b;) para todo b; € K y d(z) = —Irry, (o, K)(z) - q(z).
Ahora probamos que (Irr(«, K)(z)) es un ideal diferencial, consideramos

h(z) € (Irr(a, K)(x)) entonces h(z) = Irr(a, K)(z) - hi(z) con hy(x) € K[x].

Mostraremos que d(h(zx)) € (Irr(a, K)(x)), primero calculamos:

d(h(z)) = d(Irr(a, K)(x) - hi(x))
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=d(Irr(o, K)(2)) - hi(x) + Irr(a, K)(x) - d(hi(z))

J

~
multiplo de Irr(a, K)(x)

Solo necesitamos probar que d(Irr(a, K)(x)) € (Irr(o, K)(x)). Utilizamos 1.5 que la

derivada de Irr(a, K)(x) es simplemente:

d(Irr(a, K)(x)) = Irrg,. (o, K)(z) + Irr(a, K)' (z) - d(x)

utilizamos la definicion de d(z), entonces obtenemos

d(Irr(a, K)(z)) = Irre, (o, K)(x) — Irr(a, K) (x) - Irrg, (a, K)(z) - q(x)
= Irrg, (o, K)(x)[1 — Irr(a, K)'(x) - q(x)]
trabajamos con campos K de caracteristica 0, Irr(a, K)'(z) # 0, tenemos que
med(Irr(a, K)(z), Irr(a, K)'(x)) = 1, Irr(a, K)(z) es irreducible, por identidad de
Bézout, existen p(x),q(z) € K[z] tal que:
Irr(a, K)(z) - p(x) + Irr(a, K)'(x) - q(z) =1

finalmente calculamos la derivada de Irr(«a, K)(z):

d(Irr(a, K)(z)) = Irra, (o, K)(z) [1 = Irr(o, K) (z) - q(:z:)l

(.

~~

Irr(a,K)(x)-p(x)

=Irr(a, K)(z) - Irr(a, K) (I)p(l’z

multiplo de Irr(a, K)(x)

por tanto d(Irr(a, K)(x)) € (Irr(a, K)(z)), por lo tanto (Irr(a, K)(z)) es un ideal

diferencial.

Por proposiciéon 1.4.4, el anillo cociente K [z]/(Irr(c, K)(z)) es un anillo cociente dife-
rencial, también es un campo diferencial y (Irr(a, K)(x)) es un ideal maximal de K[z].

Del primer teorema de isomorfismo, conocemos
klz]/(Irr(a, K)(z)) = K(a)
son campos isomorficos, con el isomorfismo dado por

f:Klz)/(Irr(a, K)(z)) —— K(a)

p(x): > pla).
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Dotaremos de estructura diferencial a K(«), aprovechamos la estructura diferencial
de K[z]/(Irr(a, K)(z)) y el isomorfismo f, definimos la aplicacion dg () en K () por

medio del siguiente diagrama conmutativo

——1

K(a) —L— K[2]/(Irr(a, K)(z))

dK(a)l Cfli

K(a) 21— K[2]/(Irr(a, K)(z))

tenemos,

dK(a) :K(a) — K(a)

~ 1

ar diy(a) = (fodof ) a)=dg(a) VaeK

a = dgy)(a) = (70(707 ) = Irrg, (o, K)(a) - q(a)

—1

donde dg () = fo do ?_1 es una derivacion por 1.3, utilizamos la identidad de Bézout
y evaluamos en a:
1
I K : I K)(a) - =1 =
rr(es K) (o) (o) + Irr(a, K) (@) - gfa) =1 = gla) = s

es 0

escribimos

dK(a) :K(a) 5 K(a)

a——dgy(a) =dg(a) Vae K
rrg(a, K)(a)
Irr(a, K)' ()

ar—— dg)(a) =

esta derivacion dg(q) es la tnica extendido de K.

1.7. K - Algebra diferencial

Estudiamos el producto tensor de dos K - dlgebras diferenciales.

Definicion 1.7.1. Un K- dlgebra es un espacio vectorial R sobre K equipado con una

multiplicacion de elementos de R.

Ejemplo 1.7.2. Sea K un campo diferencial y K C R una extension anillo diferencial,

entonces R es un K - algebra.
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Demostracion. Tenemos el anillo R por lo tanto los axiomas, se cumplen los axiomas de
suma vectorial y también la multiplicacién para R , y solo falta los axiomas de multipli-
cacion escalar, sabemos R O K por lo tanto se cumplen los axiomas de multiplicacion

escalar y por definiciéon de K - algebra, R es un K - algebra. O

Tenemos el K - algebra A ®x B de dos K - algebras A, B llamado producto tensor de
dos K - algebras A, B.

Ahora dotamos de estructura diferencial.

Proposicion 1.7.3. El campo K con la derivacion di, A y B con derivaciones ds y dg
respectivamente tal que las derivaciones cumplen: dy g = dpjx = dg, entonces damos una

estructura diferencial a A @ B con la aplicacion:

d:dA®dBZA®KB \A®KB

a@br——d(a®b) =dsla) @b+ a® dp(b)

Demostracion. Probamos que esta bien definido, si a ® b = a1 ® b; entonces a = ka; y

b=k 'bconke K.

dla®b) =du(a) @b+ a® dp(b)
=da(ka) ® k™'b; + kay @ dp(k™'by)
= (da(k)ar + kda(ar)) @ (k7'b1) + ka1 ® (dp(k~")by + k™ dp(by))
=da(k)ay ® (k7'b)) + kda(ar) @ (k7'by) + kay @ dp(k™ )by + kay @ k™ dp(by)
=da(k)a; @ k™10 + kda(a)) @ k710 + kay ® (—dp(k)\k*)by + ka1 @ k~'dp(b)
=da(k)a; @ k™ 01 + da(ay) @ by — dg(k)k ™ ay @ by + a; @ dg(by)
=da(a) @by + a1 ®dp(by)
=d(a; ® by)
Verificamos la primera definicién de derivacion.
Sean a ® b,a; @ by € A ®x B, la suma esta dada por a ®@b+a; @by =a® (b+ k1)
con k~ta = a;.
d((a®b)+a; ®b) =d(a® (b+ kb))
=da(a)®@ (b+k7'b) +a®@dp(b+ k')
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=dala) @b+ da(a) @ k™0 +a @ (dp(b) +dp(k™'b1))
=da(a) @b+ da(a) @k b +a®@dp(b) +a®dp(k™ b))
=da(a) ®b+a®@dp(b) + da(a) @ k™'by + a @ dp(k™'b1)
=d(a®b)+d(a®k™'b)

=dla®b)+dk 'a®b)

=d(a®b) +d(a; ®by)

Verificamos la segunda definiciéon de derivacion.

d((a®b)(a; @ by)) = d(aa; ® bby)
= da(aar) ® bby + aay @ dp(bby)
= (da(a)ay + ada(ay)) ® bby + aa; @ (dp(b)by + bdp(br))
= da(a)ay @ bby + ada(ar) ® bby + aay ® dp(b)by + aay ® bdg(by)
= (da(a) ®@b)(a1 @ b1) + (a @ b)(da(a1) ® b1) + (a @ dp(b)) (a1 ® by)
+ (a®b)(a1 ® dp(br))
= ((da(a) @b+ a®dp(b))(a; @by) + (a®b)(da(a1) @ by + a1 @ dp(by))
=d(a®b)(a; @b1)+ (a ®b)d(a; @ by)

Proposicion 1.7.4. Las aplicaciones
¢A A—)A@KB ¢B B—)A@KB
a——a®1 b——1®%5b
son morfismos diferenciales.

Demostracion. Probamos que ¢4 esta bien definida.

Si a = a; entonces

pala) =a®1
=a1 1
= palar).
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Probamos que ¢4 es morfismo

¢A(a+a1) = (CL+CL1)®1
=a®1l+a;®1
= ¢a(a) + dalar)

palaay) = aa; ® 1
= (a®1)(a1 ®1)
= ¢a(a)ga(ar)

Probamos que ¢4 es diferencial

(paoda)(a) = ¢a(da(a))
= dA(CL) ®1

(do¢a)la) = d(pa(a))
=da®1)
=dala) ®1+a®dp(l)
= daa) ®1

Son iguales ¢4 0 dy = d o ¢4, entonces ¢4 es morfismo diferencial. De la misma manera

probamos que ¢p esta bien definida, es morfismo y diferencial. O



Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales homogéneas

2.1. Operadores diferenciales

Estudiamos las soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de grado n sobre
K es decir el sistema fundamental, que esta en alguna extension diferencial de K.

En adelante K representa un campo diferencial de caracteristica 0 con derivacion d,
también denotamos la derivacion del elemento a € K asi d™(a) = a'™ paran € Z,n > 1.

Sea K campo diferencial de caracteristica cero consideramos en este capitulo ecuacio-
nes diferenciales lineales homogéneas sobre un campo diferencial K con campo de cons-
tantes Ck

L(y) = Yy a1y Y 4 ay +agy = 0,0, € K.

Definicion 2.1.1. Un operador diferencial L de orden n es una expresion

L=a,d™ +  +ad+a a €KVi
donde n € Z,n > 1.

Definimos el operador diferencial £ = a,d™ + --- + a1d + ap en K y en extensiones

diferenciales de K
LK K

y— L(y) = any™ + a1y + -+ @) + agy.

Asociamos a cada L la ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n sobre K

L(y) = any™ + a1y 4 -+ a1y + agy = 0.

29
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Ejemplo 2.1.2. Sea el operador lineal £ = d® + %d.

Ejemplo 2.1.3. Sea el operador lineal £ =d® + 1.

2.2. Conjunto solucién de L(y) =0

Dada una ecuacion diferencial lineal homogénea L£(y) = 0 de orden n sobre K, y una
extension diferencial K C L, el conjunto solucién de L(y) = 0 en L, es denotado por
Sol(L)y, es un espacio vectorial sobre C,, donde C7, es el conjunto de constantes de L que

también es un campo.

Definicion 2.2.1. Sean yq, ..., y, elementos del campo diferencial K.

El determinante

W(yla"'ayn) -

n—1 n—1 n—1
Nl

es el wronskiano (determinante) de 1, ..., Yn.

Proposicion 2.2.2. Sea K campo diferencial con campo de constantes Cx y seanyi, ..., Yn

€ K entonces yi, ..., Y, son linealmente independiente sobre Cx < W (yy,...,yn) # 0.

Demostracion. Por contradiccion.
(<) Si y1,...,Y, son linealmente dependiente sobre C entonces existen cy,...,¢, € K
no todos cero tal que:

iy + oy + -+ Cayn = 0.
Los ¢; son constantes, diferenciamos la igualdad hasta n — 1 veces

p

ayr+ ey + -+ cpy, =0

ay +eyy+-+ ey, =0

(n—1) (n—1)
1

oy eyl

=0

c
| C1Y
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tenemos en notacién matricial,

(7 Y2 0 Un 1 0
oo Yy ot U | _ 9 | 22)
T R iy B U
El determinante de 2.2
Y1 Yo Yn
Wy ) = yiooYa o W 40 2.3)

sin perdida de generalidad, supongamos que ¢; # 0 del sistema 2.1 despejamos

_C2y2 [ e — CTLy’I’L
=
&1
y = —Calfy — - — Calp
1
n—1 n—1
(n—1) —Czyé ) Cnyv(z :
Y1 =
&1
ahora reemplazamos en 2.3
(_C2y2 — ... Cnyn) \ C1 Y2 T Yn
(—cayp — .. —cayp) \ 1 Yo Y
(—eaps™ = —ept )N Y Y

la primera columna es combinacion lineal de otras columnas por lo tanto

W(yt,...,yn) =0

es una contradiccion a 2.3.

(=) Procedemos por induccion sobre n.

El caso n =1 es trivial, es decir si y; es linealmente independiente sobre C entonces

W(yl) # 0.
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Ahora para n — 1, sean y1,...,y,_1 € K son linealmente independiente sobre Ck

entonces W (y1,...,yn_1) # 0.

Por contradiccion.

Ahora para n, sean yi, ..., ¥y, son linealmente independiente sobre C'x entonces

W(yi,...,yn) =0.

Entonces el sistema

Y1 Y2 o Un Z1 0
i Ys o Un | |0
n—1 n—1 n—1
i ) ) 0
tiene una solucion no trivial (aq, ..., a,) € K"™(%).

Sea «; # 0, asumimos sin pérdida de generalidad a; = 1, tenemos para 0 < k <n —1

ygk) + 0z2y§k) +otayP =0

derivamos esta ecuacion para 0 < k < n — 2, obtenemos

(ygk-i-l) n a2y§k+1) bt anygk+1)) +(o/2y§k) T a;ygk)) =0

J

Vv
es 0 por la ecuacion anterior

by + -+ oyl = 0.

Por lo tanto (a4, ...,a!) € K™ ! es una solucién para el sistema

Y2 Yn 0

/ / x2
Ya Yn . 0

x

n—2 n— n

y( ) y( 2) 0
Tenemos

Ao+ -+ Ly, =0

por hipétesis de induccion los ys, . . ., y, son linealmente independiente sobre Cx v

W(ya, ..., yn) # 0, y asi la solucion de este sistema es trivial: o) = 0 para i =2,...,n.
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Asi a; € C parai=1,...,n con oy = 1 tenemos

Y1+ ooy + -+ apy, =0
contradice a (*). O

Proposicion 2.2.3. Sea L(y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n
sobre un campo diferencial K. Si yy, ..., Ynsr1 soluciones de L(y) = 0 en una extension L

de K, n grado de L(y) = 0. Entonces W (y1,...,Yns1) = 0.
Demostracion. Los y1, ..., Yns1 son soluciones L(y) = 0 entonces tenemos

(

a0y1+a1yi+---—|—yln)=0

aoye + aryh + -+ 5" =0

(2.4)
[ G0Yn+1 + W Ypir T+ yffi)l =
En notacién matricial
vy ey ao 0
! (n)
. a 0
Yo Yo Y .1 _ (2.5)
/ A 0
Yn+1 Ynt1 Ynt1 Qn—1
despejamos de 2.4
o) (n—1)
Y1~ = —aolh1 — alyi — = Ap—1ly
n n—1
yé ) = —QoY2 — alyé - an—1y§ )
n n—1
\y£+)1 = —aoYn+1 — aly;ﬁ-l - an—ly£L+1 )
el wronskiano de 2.5 es
n n—1
wooy oy vy o g —ay — = ana gy
n n—1
Y2 ys o yé) Y yp o —aoyz—&lyé—“'—an—ly( :
/ R () / . S (n—1)
Yn+1 Ypt1 Ynt1 Yn+1 Ynt1 AoYn+1 — A1Yp41 An—1Yp4+1
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por propiedad de determinantes las columnas se pueden escribir como filas y reemplazamos

los y™, ys" .yl

La ultima columna del wronskiano es una combinacién lineal de las otras columnas

entonces W (y1,...,Yns1) = 0. O]

De estas proposiciones deducimos que el conjunto de soluciones de L£(y) = 0 en L tiene
a lo mas n soluciones linealmente independiente sobre Cf.

Si tenemos n soluciones {yi, ..., y,} linealmente independiente sobre C, en L, llama-
mos a este conjunto de soluciones conjunto fundamental de soluciones de L(y) = 0 en
L.

Cualquier otra solucion de £(y) = 0 es una combinacion lineal sobre C, del conjunto

fundamental de soluciones {y,...,y,}



Capitulo 3

Extensiones Picard - Vessiot

En este capitulo construimos la extension Picard - Vesssiot de K para la ecuaciéon
diferencial lineal homogénea de grado n sobre K, en esta extension diferencial estan todas
las soluciones de la ecuacion diferencial, probamos su unicidad y finalmente citamos dos
ejemplos que gracias a esta teoria obtenemos la adjunciéon de la integral y exponencial de
la integral.

Consideramos ecuaciones diferenciales lineales homogéneas definidas sobre un campo
diferencial K

L(y) =y"™ +anay™ V4 ary +agy =0 (3.1)

donde a; € K parat = 0,1,...,n — 1. Si L es una extensiéon campo diferencial de K,
entonces el conjunto de soluciones de L(y) = 0 en L es un espacio vectorial sobre C, de
dimension < n.

Definimos una extension Picard - Vessiot L para ecuacion 3.1 sobre un campo diferen-
cial K, donde K es un campo de caracteristica cero con campo algebraicamente cerrado de
constantes C'x, entonces probamos que podemos asociar a esta ecuacion 3.1 una extension
L de K que contiene un conjunto fundamental de soluciones de 3.1. En el caso descrito

esta extension L es tinico hasta K - isomorfismo diferencial.

Definicion 3.0.4. Sea K un campo diferencial y £(y) = 0 una ecuacion diferencial lineal
homogénea de orden n con coeficientes en K. Decimos que K C L es una extension Picard

- Vessiot de K para L(y) = 0 si
1. L es generado sobre K, como un campo diferencial por las soluciones de L(y) = 0

35
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en L, L =K < y1,y2,...,yp > donde {y1,%2,...,Ys} s un conjunto fundamental

de soluciones de L(y) = 0 en L.

2. Sin nuevos constantes Cr = Ck.

Proposicion 3.0.5. Sea K campo diferencial, A extension anillo diferencial, a € A con

da(a) =0 y a es algebraico sobre K, entonces a es algebraico sobre el campo de constantes

Ck.

Demostracion. Sea p(z) el polinomio irreducible de a sobre K entonces p(a) = 0 ahora

derivamos p(a)

da(p(a)) = da(bo +bra+---+b,_1a™ ' 4+ a™)
=da(bo) + da(br)a+bida(a) + -+ da(by_1)a" "+ b,_1(n —1)a" *da(a)
+na"tda(a)
=da(bo) + da(by)a+ -+ da(by_1)a" ' +bida(a) + -+ by_1(n — 1)a" *d 4(a)
+na""td(a)
= da(bg) +da(by)a+ -+ da(by_1)a™ " + (by + -+ by_1(n — 1)a™ >
+na" 1) dy(a)

0= dA(b(]) + dA(bl)CL + -+ dA(bn_l)CLn_l

la minimalidad de n implica que d4(b;) = di(b;) = 0 para i = 0,1...,n — 1 entonces

b; € Ck tenemos a es algebraico sobre Ck. O

Demostramos la proposiciéon necesario para la definicion 2 de la extensién Picard -

Vessiot L.

Proposicién 3.0.6. Sea K un campo diferencial con campo de constantes Cx y K C A
una extension anillo diferencial tal que A es un dominio integral, generado finitamente
como un K-dlgebra, sea L el campo fraccion de A. Asumimos Ck algebraicamente cerrado

y A sin ideales diferenciales propios. Entonces L sin nuevos constantes, Cp, = Ck.

Demostracion. = Primero demostramos C';, C Cy, hacemos en varias etapas.

Para cualquier a € Cp, tenemos a = p\g, con p,q € A.
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1. Probamos que J ={b € A\ ba € A} es ideal.

Sean b, by € J entonces ba, bja € A, A un anillo tenemos (b—b;)a = ba—bja € A

entonces b — b, € J.

Sea r € A,b € J entonces r € A,ba € J tenemos (rb)a = r(ba) € A entonces
rbe J.

2. Probamos que J es diferencial.

Sea b € J entonces ba € A ahora derivamos
dA(ba) = dA(b)CL + bdA(a) = dA(b)CL cA
entonces d4(b) € J por lo tanto J es ideal diferencial.

Por hipotesis A sin ideales diferenciales propios entonces A = J.

Sea a = la para a € A entonces a € J por lo tanto a € A. Hemos demostrado

CLCA.

= Ahora tenemos, supongamos que a ¢ Cyk de lo contrario la demostracion termina

entonces para cada ¢ € Ck, sea (a — ¢)A.

1. Demostramos que (@ — ¢)A = {(a — ¢)r|r € A} es ideal.

Sean z,y € (a — c¢)A entonces x = (a — ¢)r,y = (a— ¢)ry con r,r; € A entonces

tenemos

r—y=(a—c)r—(a—cr

=(a—c)(r—ry),donder —rm € A

entonces © —y € (a — ¢)A.

Ahora z € (a —c)Ay r € A sea

rz =ri(a—c)r
=rir(a—c)

= (a—c)(rr)

con rir € A entonces iz € (a — ¢)A.
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2. Demostramos (a — ¢)A es diferencial.

Si z € (a — ¢)A entonces z = (a — ¢)r,r € A derivamos

da(z) = da((a —c)r)
=dala—c)r+ (a—c)da(r)
= (da(a) — da(c))r + (@ — ¢)da(r)
= (a—c)da(r),da(r) € A

entonces d4(z) € (a — ¢)A por lo tanto (a — ¢)A es ideal diferencial.
= Por hipodtesis A sin ideales diferenciales propios entonces A = (a — ¢)A entonces

implica que a — ¢ es un elemento invertible de A para cada ¢ € Ck.

Por hipotesis A es un dominio integral; por lema de Rosenlicht implica que a € A es
algebraico sobre K y a € A es una constante, por proposiciéon 3.0.5 implica que a es

algebraico sobre C y por lo tanto a € Ck, hemos probado Cf, C Ck.

Probamos la otra inclusion, sea a € C'x, hacemos las siguientes extensiones
0 = dg(a) = dalx(a) = (dr|a)|x(a)

por lo tanto a € Cf.

3.1. Existencia

Teorema 3.1.1 (Existencia de extensiones Picard - Vessiot). Sea K un campo diferencial
con campo de constantes algebraicamente cerrado C . Sea L(y) = 0 una ecuacion diferen-
cial lineal homogénea sobre K. Sea A dlgebra solucion universal completo para L(y) =0y
sea J el ideal diferencial mazximal de A. Entonces J es un ideal primo y el campo fraccion

L del dominio integral A/J es una extension Picard - Vessiot de K para L(y) = 0.

Probamos por construccién y en varias etapas. Dada una ecuaciéon diferencial lineal

homogénea de orden n sobre K

L(y) = y(”) + an_ly(”_l) + -+ ay +agy, a; € K.
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Construimos un K - algebra A, contiene el conjunto completo de soluciones de L(y) = 0
entonces hacemos el cociente por un ideal primo diferencial J, obtenemos un dominio
integral diferencial A/.J, por proposicion 3.0.6 QQ(A/J) sin nuevos constantes y tenemos

una extension Picard - Vessiot L = Q(A/J) de K para L(y) = 0.

Demostracion. 1. Sea un anillo polinomial en n? indeterminadas

K[{}/E],h %,27 ey }/E],n}v {}/1,17 }/1,27 cee 7}/1,11}7 R {YTL—Lh Yn—1,27 L 7Yn—1,n}]

también escribimos asi

K[{Yi;}i=0,...n—1

1=
J=1..5n

extendemos la derivacion de K al K[{Y; ;}]i=o,...n—1, asignamos a

1=
J=1..5n

Y/, =Y, Vi=0,...n-2 Vji=1..n

Zh]

/ _
Yiij = —naYo1j—-—aYi; —aYo,

De la primera definicién obtenemos YO(Z]) =Y, Vi, 7, aplicamos este hecho a la se-

gunda definicién y obtenemos
L(Yo,;) = Yo(,?) + CLn_1YE)(3-_1) ot aYy; +agYy; =0 V)

es la ecuacion diferencial lineal homogénea L£(Y; ;) de orden n sobre K, este ani-
llo diferencial de polinomios es isomorfo al cociente de anillo de polinomios en
Y0.1,Y02,...,Yp, sobre K, por el ideal diferencial generado I, aplicamos la propiedad
1.5.3

(KIYi} ) = K (Yo, Yo} /I

donde I = (L(Y01), ..., L(Yon))a-

2. Convertimos el conjunto {Yy1,...,Yp,,} en un conjunto fundamental de soluciones
de L(y) = 0, entonces los Yy 1, . .., Yy, son linealmente independiente sobre el campo

de constante C, por proposicion 2.2.2 tenemos

det(Y;) = W(You, ..., Yon) #0
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tenemos el wronskiano W (Y, ..., Yp,) no cero y pertenece a K[{Y;;}] y tenemos
el K - algebra
1
A=Ky, [7]
[{ sJ }j| det(Y;J)
El wronskiano det(Y;;) = W(Yo1,...,Y,,) es invertible en A; por la proposicién

1.2.2 A es un anillo diferencial.

3. Definimos el dlgebra solucion universal completa para L(y) = 0:

1

A= KN iy ] = K Youb 1 [

con I=(LYo1), -, L(Yon))a
Por proposicion 1.4.9 existe ideal diferencial maximal J de A.

Sea K C A es una extension anillo diferencial, por propiedad 1.4.10 J es un ideal

diferencial primo y por propiedad 1.4.7 A/J es un dominio integral diferencial.

Sea A/J sin ideales diferenciales propios, si no fuese asi existiria un ideal diferencial

propio I tal que 0 & T ¢ A/J, utilizamos el teorema 1.4.5, tenemos 71 : A/J — A

T QTIT(I)Q T
{0} T cANJ

y 7 5(I) es un ideal diferencial propio de A que contiene a .J contradiccién, J es

ideal diferencial maximal.

4. Sabemos que A/J es un dominio integral, sin ideales diferenciales propios ahora

hacemos el cociente de A/J y obtenemos L = Q(A/J).

Observamos que es una extension diferencial.

» Es generado finitamente sobre K, como un campo diferencial por las soluciones

de ‘C(y) = 07 {}/E],lv c '7}/E)m}-

L=Q(A/]) =
1

QUERYi | gy 1) = QU o, Yo /1]

1
det(Yi,j)

}/J).
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» El wronskiano det(Y; ;) no cero es invertible en L, asi el conjunto

{Yo1,...,Yon} es un conjunto fundamental de soluciones de L(y) =0 en L.

» La condicion C = Ck esta dada por proposicion 3.0.6 entonces K C L es una

extension Picard - Vesiot de K para L(y) =0 .

O

Tenemos que A sin ideales diferenciales propios resultado muy importante para la

hipotesis de la proposicion 3.0.6.

3.2. Unicidad

Para probar la unicidad de la extension Picard - Vessiot es necesario probar la siguiente

propiedad.

Propiedad 3.2.1. Sean K C Ly, Ly extensiones Picard - Vessiot de K para la ecuacion
diferencial lineal homogénea L(y) = 0 de orden n y K C E es una extension campo

diferencial con Cg = Ck, asumimos que

o1 ZLl — F

09 ZLQ —F

son K - morfismos inyectivos diferenciales. Entonces existe un K - isomorfismo diferencial

entre Ly y Lo.

Demostracion. Definimos V) = {y € L1 \ L(y) =0} C Ly, Vo ={y € Ly \ L(y) =0} C L,
yV={yeE\L(y) =0} CE.

Sean Vi, V5 espacios vectoriales sobre K de dimensiéon n y V' es un espacio vectorial
sobre K de dimension < n, con C'g = Cx y E no es una extension Picard - Vessiot no
garantizamos la misma dimension.

Tenemos o1(L1),02(Ls) C E, obtenemos o1(V1), 02(Va) C V', los o1, 09 son inyectivos
y asi 01(V4), 02(V3) tienen la misma dimension dim = n.

Los dos espacios vectoriales estan en V' y sus dimensiones son dim = n, entonces los

tres espacios coinciden:

o1(Vi) = 0a(Va) = V.
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Escribimos Ly = K < V] >, Ly = K < V5 >, sabemos 07,0, son K - morfismos

diferenciales, obtenemos:
o1(Lh) = K <o01(V1) >= K < 09(Va) >= 09(Ls).
Obtenemos el resultado restringiendo o1, 09 a sus imagenes:
Ly — 01(Ly) = 09(Ls) < Lo.
Por lo tanto entre L, y Lo existe un K- isomorfismo diferencial. ]

Ahora probamos la unicidad del teorema.

Teorema 3.2.2. (Unicidad de extensiones Picard - Vessiot )
Sea K un campo diferencial con campo cerrado algebraicamente de constantes Ck.
Sea L(y) = 0 una ecuacion diferencial lineal homogénea definido sobre K. Sean Ly y
Ly dos extensiones Picard- Vessiot de K para L(y) = 0. Asumimos que Ly es el construido

del teorema 3.1.1.

A= Kl{y ) lquios]

J = ideal diferencial maximal de A.

Ly =Q(A/J) es

Entonces existe un K - isomorfismo diferencial entre Ly y Lo.

Demostracion. Consideramos el siguiente anillo diferencial:
R - A/J ®K L2

con derivacion definida en proposiciéon 1.7.3.

Hacemos la misma construccion que hecho en la etapa 3 del teorema 3.1.1, obtenemos
un ideal maximal diferencial I C R, es R/I un dominio integral sin ideales diferenciales
propios.

Tenemos las aplicaciones

ba\g bLy

A\ J yR—" R\ T Ly yR—" SR\ I

a——aR1l——a®1 b——1Rb—— 10

probamos que la primera aplicacion 7o ¢4, es inyectivo, sabemos que ¢;} ;(I) es un ideal

diferencial de A/J, sin ideales diferenciales propios, asi tenemos (ﬁ} S;(I)=A/J o {0}.
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Si qﬁ;}J(I) = A/J, el elemento identidad 1 ® 1 esta en I por ¢4,5(1) =1®1 € I es

una contradiccién entonces QSZ} ;(I) ={0}.

Ahora probamos que 7 o ¢4, es inyectivo, entonces si a,a’ € A/J tal que

(modass)a) = (7o das)(d)

tenemos

entonces a — a’ € QSIZ}J(I) = {0}, tenemos a = a’ por tanto es 7 o ¢4, inyectivo.

De la misma manera probamos que la segunda aplicaciéon o ¢, es inyectivo.

Obtenemos las dos aplicaciones anteriores con la siguiente forma.

TOP L,

R\ I Ly —"2 R\ I

TOP A\

AN\ J

es R\ I un dominio integral extendemos su campo fraccion Q(R\ I) = E.

TOP A\ g TOPL,

AN\ J yR\ I Ly R\

| Lo

Li=QA\J)—25E=QR\I) L,—"+E=QR\I

Tenemos dos K - morfismos diferenciales inyectivos oy : L1 — E'y 09 : Ly — E. Utilizamos

la propiedad 3.0.6, aplicamos a Q(R\ I) = E y tenemos Cgp = Cgr/ry = Cr, = Ck.

Aplicamos la propiedad 3.2.1 entonces existe un K - isomorfismo diferencial entre L, y

L.

3.3. Ejemplos

Ejemplo 3.3.1. Adjuncion del integral.

O

Consideramos la extension diferencial L = K < o >, con o = a € K tal que a no es

una derivada en K. Decimos L es obtenido de K por adjuncién de una integral.

Sea K € K < o > una extension Picard - Vessiot de la ecuacion diferencial

/
" a /

y'——y' =0, d\a€K.
a

(3.2)
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Demostracion. Demostraremos que « es transcendental sobre K. Por contradiccion sea o
es algebraico sobre K, entonces existe un polinomio irreducible no cero p(z) sobre K tal
que p(a) = 0 donde p(a) = by + by + bra® + - - + b,_1a" ! + o™ = 0 derivamos
d(p(a)) = d(by + by + -+ -+ b, 10"t + ™)
=d(bo) + d(by)a + bid(a) + -+ d(by_1)a" "t + b1 (n — 1)a"2d(a)
+na"d(a)
=d(bo) + d(by)a + byd(a) + - + b,_1(n — 1) ?d(a) + d(b,_1)a™ !
+na"d(a)
= d(bo) + d(br)o + byd(a) + -+ + bp_a(n — 1)a"d(e) + (d(bp-1)
+ nd(a))a™ !
0= d(by) +d(by)a + byd(a) + -+ - + b1 (n — 1)a"%d(a) + (d(b,-1) 53
+ na)a" !
por minimalidad n de p(z) tenemos que todos los coeficientes de 3.3 son iguales a cero,
entonces d(b,—1) +na = 0 de donde a = —d(b,—1) \ n es una contradiccion.

Entonces « es transcendental sobre K y consideramos la extension campo diferencial
KCK(a)=1L

con la derivacion o/ = a.
Sea K C L =K < 1,a >= K(«) una extension Picard - Vessiot de K para la ecuacion
diferencial lineal 3.2.

Verificamos las condiciones de extension Picard - Vessiot

1. Sea L = K < l,aa >= K < a >= K(«), {l,a} un conjunto fundamental de

soluciones de la ecuaciéon diferencial lineal en L.

Ahora probamos el inciso 2) de la definicion 3.0.4.

2. Sin nuevos constantes C; = Ck-.

Por contradiccion, supongamos que tenemos un elemento constante en L = K(«)

p() _ 2 i G’
q(a) Z?:Qo bjod
con med(p(x), q(z)) = 1, donde p(x),q(x) € K[z].

a;,b; € K con ay,, # 0,0y, =1
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= Si ¢(a) no es una constante entonces g(a) # 0 y tenemos que % es una

constante

o= (2l _ plo)

q(c)
donde el grado de ¢’ es menor que el grado de p’, entonces tenemos una contra-

diccion, con p(z) y q(x) coprimos.

» Si g(a) es una constante

0= q(e)

©9
=0
mo—2
= (bnp ™) + (bmy—10™71) (Z b; oﬂ)

= b/, 0" + by moa™?” Lo + Dy ™t b (mg — 1a™ %/
mo—2
+ (Z ) aj)

términos de grado<mao—2

=0+ Imoa™ ta + b, iy — "™ b (my — 1)a™ 2
mo—2
n (Z h af)

términos de grado<mao—2

mo—2
= ampa™ "+ b, 1™ + (Mg — 1)byny_1a0™ + (Z b; oﬂ)

términos de grado<ma—2

a es transcendental entonces los coeficientes de o’ son cero para todo j, en

particular j = mq — 1

/
mo—1

/ — — —
amg +b,,, 1 =0=a= o~

es una contradiccién, a no es una derivada de cualquier elemento de K, por lo

tanto sin nuevos constantes.
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Ejemplo 3.3.2. Adjuncion de la exponencial del integral.
Consideramos la extension diferencial L = K < a >, con o//a = a € K\{0}. Decimos
L es obtenido de K por adjuncién de la exponencial de una integral.

Counsideramos la ecuacién diferencial lineal
Yy —ay=0,a € K (3.4)

Demostracion. Sea « transcendental sobre K. Por contradiccion, sea « algebraico sobre

K entonces existe polinomio no cero p(z) sobre K tal que p(«) = 0, donde
p(a) = by +bia+bya® + -+ b0 P+ a" =0,con b; € K
derivamos

d(p(a)) = d(by + by + -+ + b,_1a" "t + ™)
=d(bo) + d(by)a + bid(a) + - + d(bp_1)a" " + b1 (n — 1)a"2d(a)
+na"d(a)
=d(bo) + d(by)a + bid(a) + - + by_1(n — 1) ?d(a) + d(b,_1)a™ !
+na"d(a)
= d(by) + d(b1)ex + byd(a) + -+ - + by (n — 1)a"%d(a) + (d(by-1)
+ nd(a))a"™

0= d(by) +d(by)a +byd(a) + -+ by_1(n — 1)a"%d(a) + (d(b,_1) 55

+ naa)a” !

por minimalidad de n tenemos que todos los coeficientes de 3.5 son cero d(b,—1) —naa =0
entonces a = —d(b,_1)/na, es una contradiccion por lo tanto « es transcendental sobre

K, tenemos la extension campo diferencial
KCK(a)=1L

con la derivacion definido por o/ = aa.
Sea K C K(a) = L = K < a > una extension Picard - Vessiot de K para la ecuacion
diferencial lineal 3.4.

Verificamos las condiciones de extension Picard - Vessiot.
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1. Sea L = K < a >= K(«), {a} un conjunto fundamental de solucién de la ecuacion

diferencial lineal en L.

2. Sin nuevos constantes Cr = Ck.

Por contradiccion, supongamos que tenemos un elemento constante en L = K(«)

t=my
MO e 0O € Koy, #0,b, =1

con med(p(x), q(x)) = 1 donde p(z),q(x) € K|[z].

» Supongamos que ¢(a) no es una constante entonces g(«)" # 0, y tenemos %
es una constante

/

q(a) — p(e)g(a)’ _ pla) _ p(e)  a(@) _ p(a)
q(a)? q(e)  qla)  qle)  pla)

o= (Zedy _ plo)

q(a)
entonces ¢(«) divide g(a)’, es decir ¢(«)’ es multiplo de ¢(«).
Tenemos

qg(a) = a™ + bm2_10zm2_1 + o+ bha+by,b; € K

y derivamos

g(a) = maa™ ' + b, 0™ + by, (Mo — 1™ + - 4 Do+ b + b

1

=moa™a ' + b, 1" + by, (me — 1a™a a7 4+ bla

+ bla' + blo
=maa™a+ b, 10" + by, (me —1)a™a la+ -+ bia+ biad + b
= amya™ + [a(my — 1)by,—1 + b, _1]a™ "+ + [aby + Vi]a + b
(3.6)
asi tenemos de 3.6
g(a)' = amaq(a)
entonces ¢q(a)|q(«)" con factor ams.

Comparamos sus términos independientes obtenemos
/
bO = amgbo

es una contradiccién con a.
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» Ahora si ¢(a) es una constante

0=gq(a) = <Zz bjaj)/ = Zz(b;ozj + jbja? ) = Zz(b; + jbja)a’
=0 =0 =0

sabemos «a es transcendental sobre K, los coeficientes de o/ son cero para todo
J

b; = —jbja \V/] :0,...,m2
es una contradiccion. Por lo tanto sin nuevos constantes, probamos la extension

K CL =K < a>= K(a) es una extension Picard - Vessiot de K para

ecuacion diferencial lineal 3.4.

3.4. Conclusion

Una extension de Picard-Vessiot es una extension sin nuevas constantes, generada por
n soluciones linealmente independientes de una ecuacion diferencial lineal homogénea de
orden n.

Una adjuncion de una integral es la adjuncion de un elemento a tal que a’ derivada de
a pertenece al campo de base.

Una adjuncién de una exponencial de una integral es la adjunciéon de un elemento a
tal que a’/a pertenece al campo de base.

Una extension de Liouville es el resultado final de un numero finito de extensiones,
cada una adjunciéon de una integral, o de la exponencial de una integral.

Una extension de Liouville generalizada es el resultado final de un numero finito de
extensiones, cada una adjuncién de una integral o adjuncién de la exponencial de una
integral, o extension algebraica finita.

Una soluciéon de tipo Liouville es una expresable mediante las que Liouville llamo
funciones elementales: funciones polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas.

Llamense soluciones liouvillianas, o de Liouville, a las que pertenecen a algiin campo

diferencial de Liouville.



Apéndice A
Producto tensor

Definicion A.0.1. Sean A, B y C' espacios vectoriales sobre un campo K.
El producto tensor A ®x B es un espacio vectorial sobre K junto con una aplicacion
bilineal u : A x B — A ®g B tal que para cualquier aplicacion bilineal f: A x B — C

existe un tnico aplicacion lineal F': A®x B — C tal que f = F ou.
AxB —— A®k B

>

f

C

Para a € A,b € B denotamos u(a,b) por a ® b, cuando esto no lleva a confusion,
denotamos A ®x B por A® B.

Presentamos la suma vectorial, la multiplicacion escalar y multiplicacion en A @ B.
1. Sean a ®b,a; @ by € ARk B,k € K, la suma esta dada por
a®b+a; @b =a® (b+k~'b) conkla=a.

Demostracion. Utilizamos una de las propiedades de producto tensor, si a,a; €
A\ {0} y b,by € B\ {0} entonces a ® b = a; ® by implica que existe un elemento

k € K tal que a = ka;, y b = k~'b;, también podemos escribir a; = k™'a y by = k~'b

49
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Sia®b+a @b =a®b+kla®b =a®@b+a®khy =a® (b+ kb)) con
kla=a, keEK. O

2. Tenemos la multiplicacion escalar, sea a ® b € A Qg B,k € K

k(a®b) =ka®b=a® kb.

3. La multiplicacion, sea a ® b,a1 ® by € A Qg B

(CL ® b)(al ® bl) =aa; @ bbl

Con estas operaciones la suma vectorial y multiplicaciéon en A ® B, tenemos un anillo.
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