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Resumen

En este trabajo haremos una introduccion a la teoria geométrica de grupos. A partir de un gra-
fo asociado a un grupo respecto a un conjunto finito de generadores, dotaremos al mismo de
una estructura de espacio métrico. Desarrollaremos la teoria de los espacios cuasi-isométricos y
probaremos el llamado “lema fundamental” de la teoria geométrica de grupos: el lema de Svarc-
Milnor.

Abstract

In this paper we will give an introduction to geometric group theory. From an associated graph
with a finitely generated group, we will provide it with a structure of metric space. We will deve-
lop the quasi-isometric spaces theory and prove the so-called “fundamental lemma” of geome-

tric group theory: the Svarc — Milnor lemma.



Introduccién

Los temas que trataremos en este trabajo son parte de las bases de una teoria cuyo nombre apa-
rece en resultados de bisquedas relacionadas con la tarea, nada sencilla, de clasificar los grupos.

La Teoria Geométrica de Grupos investiga la interaccion entre las propiedades algebraicas y
geométricas de los grupos: si se pueden ver como objetos geométricos y qué propiedades geo-
métricas y algebraicas se relacionan. De forma mads general, ;sobre qué objetos geométricos
puede actuar un grupo dado de forma razonable, y si hay propiedades geométricas de estos ob-
jetos que se relacionen con las propiedades algebraicas del grupo en cuestion?

Un ejemplo clave en la forma de obtener un objeto geométrico a partir de un grupo es cons-
truir el grafo de Cayley respecto a un conjunto de generadores, junto con la métrica de la palabra
correspondiente. Por ejemplo, desde el punto de vista geométrico a gran escala, el grafo de Cay-
ley de Z se asemeja a la recta real, el grafo de Cayley de Z x Z al plano euclidiano mientras que

el grafo de Cayley del grupo libre Z x Z con dos generadores se asemeja al plano hiperbélico.
+++

ZXZ Z Z * 7L

Figura 1: Ejemplos de grafos de Cayley

El interés de estudiar esta teoria radica en que combina aspectos de diferentes campos de
la matemadtica y, por otro lado, en sus numerosas aplicaciones a problemas de diversos campos
como la teoria de grupos y la geometria Riemanniana.

En este sentido podemos citar las siguientes aplicaciones:

= Reconociendo que ciertos grupos de matrices son grupos libres; existe un criterio geomé-

trico, el llamado lema del ping pong.

= Reconociendo que ciertos grupos son nilpotentes, Mijail Grémov encontré una caracteri-
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zacion para grupos finitamente generados virtualmente nilpotentes en términos de fun-

cion de crecimiento.

= Probando la no existencia de métricas Riemannianas que satisfacen ciertas condiciones

de curvatura en ciertas variedades diferenciables.

» La paradoja de Banach-Tarski (una esfera puede dividirse en una cantidad finita de peda-

zos que pueden ser unidos formando dos esferas congruentes con la original).
» Entender mejor algunos de los grupos conocidos.

Este trabajo apunta a introducir algunas ideas fundamentales de la Teoria Geométrica de Gru-
pos, mostrando la relacion entre conceptos geométricos y algebraicos, para lo cual haremos una
revision de grupos libres y grupos finitamente generados en el segundo capitulo e introducire-
mos el concepto de Grafo de Cayley.

Finalmente, en el cuarto capitulo, revisaremos el concepto de “cuasi-isometria” que nos ayu-
dara a enunciar el lema de Svarc-Milnor, también llamado “observacion fundamental de la teo-
ria geométrica de grupos” (De la Harpe, cfr. “A note on curvature and fundamental group” J.
Milnor, 1968). Este lema es fundamental ya que nos permite concluir que cierto grupo dado es

finitamente generado si cumple con algunas condiciones.
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Preliminares

En este capitulo recordaremos algunas definiciones que serdn ttiles para el desarrollo del tra-

bajo y la notacién que utilizaremos.

1.1. Accion de grupos

Iniciaremos la seccion recordando la definicién de un grupo que actta sobre un conjunto. Las
acciones de grupos son herramientas importantes, més adelante definiremos una de ellas entre

un grupo y su grafo de Cayley, es decir entre un objeto algebraico y un grafo.

Definicién 1.1.1. = Sean G un grupoy S C G unsubconjunto. El subgrupo generadopor S en
G es el subgrupo mas pequefio de G que contiene a S; denotaremos al subgrupo generado

por S en G por (S). Diremos que el conjunto S generaa G si (S); =G.
» Un grupo es finitamente generado si contiene un subconjunto finito que lo genera.

Definicién 1.1.2 (Accion de grupos.). Una accién por la izquierda de un grupo G sobre un con-
junto A es una funcién que va de G x A en A, definida por (g,a)— g - a, paratodo g € G y todo

a € A. Esta funcion satisface:
1. g,-(g,-a)=(g.18,) a, paratodo g,,8, en G yparatodo a en A.

2. 1-a=a, donde 1 es elemento neutro de G, para todo a en A.

Nota. Todo grupo actia sobre si mismo, por la izquierda, de la siguiente forma:

GxG—-G
(g, h)—gh
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1.2. Conceptos topolégicos importantes

Ahora recordaremos las herramientas topoldgicas que nos servirdn para introducir las cuasi-
isometrias, para demostrar el teorema de Hopf-Rinow y, fundamentalmente, el lema de Svarc-

Milnor que es el centro de este trabajo.

Definicion 1.2.1. Un espacio métrico es un conjunto X con una funcién d : X x X — R* U {0}

llamada métrica, que satisface:
1. d(x,y)=0& x=y, paratodo x,y en X.
2. d(x,y)=d(y, x), paratodo x,y en X.
3. d(x,z)<d(x,y)+d(y,z), paratodo x,y,z en X.
Definicién 1.2.2. Sea f : (X, dx)— (Y, dy) una funcién entre espacios métricos.

= Decimos que f es un inmersion isométrica si

dy(f(x),f(y)) =dy(x,y), paratodo x,y en X.

En este caso, se dice también que f preserva distancias.

= Decimos que f es una isometria si es una inmersion isométrica sobreyectiva.

Nota. Todainmersion isométrica esinyectivay toda isometria es un homeomorfismo respecto

a las topologias inducidas por las métricas.

Definicién 1.2.3. Dado un grupo G y un espacio métrico (X, d), una accién isométrica de G
sobre X es una accion tal que G x X — X es una isometria para cada g € G.

En otras palabras, una acciéon isométrica es un homomorfismo de grupos
G — Isom(X)
Definicién 1.2.4. Sea (X, d) un espacio métrico.

= Sea L e R*U{0}. Una geodésica de longitud L en X es una inmersién isométrica y : [0, L] —
X, donde el intervalo [0, L] hereda la métrica usual de R, 7(0) es el punto inicial y y(L) el

punto final.

» Decimos que el espacio métrico (X, d) es geddesico si para todo par de elementos x, y € X,

existe una geodésica con punto inicial x y punto final y.

Ejemplo 1.2.1. » Consideremos el plano R? con la métrica euclidiana, las geodésicas serdan

los segmentos que unen a dos puntos cualesquiera.
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R? s? H?
Figura 1.1: Ejemplos de espacios geodésicos

= La esfera S? es un espacio geodésico con la métrica (distancia) esférica.

= El plano hiperbdlico H? es un espacio métrico geodésico.

Definicién 1.2.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Para r > 0, la r—vecindad cerrada del punto
x € X es el conjunto
N(x,r)={yeX:d(x,y)<r}.

Podemos también definir la r—vecindad cerrada de un conjunto Q C X como:

N(Q,r)= UN(x,r).
x€Q

Nota. Ocasionalmente haremos referencia a la r—vecindad abierta de x dada por:
U(x,r)z{y eX:d(x,y)< r}.

Definicién 1.2.6. Si Q C (X, d), decimos que Q es r—denso si N(Q, r)= X. Ademas, Q es coaco-

tado si es r—denso para algun r > 0. Definimos el didmetro de Q como:

diam(Q) = sup{d(x, y):x,y€ Q}.
Y, decimos que Q es acotado si diam(Q) < oo.

Definicion 1.2.7. Si (X, d) es un espacio métrico y M C X, una cobertura de M es una familia

(C3)ser de subconjuntos de X tal que M C U C,.
AeLl

Si existe L’ c L tal que para cada x € M, se puede obtener A € L’ con x € C;, esto es, M C

U C,, entonces la subfamilia (C;),c;, se llama subcobertura.
AeLl’

Definicién 1.2.8. Un espacio métrico (X, d) es compacto cuando toda cobertura abierta posee

una subcobertura finita.

Un subconjunto K € X de un espacio métrico es compacto cuando el subespacio métrico K
es compacto.

Como esta definicion es formulada en términos de abiertos del espacio métrico, se sigue que
la compacidad es un invariante topolégico (es decir, si X y Y son homeomorfos, entonces X es

compacto si, y solo si,loes Y).
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Definicién 1.2.9. Una sucesion (x,) en el espacio métrico (X, d) es de Cauchy si, para todo € > 0,

existe n, e N tal que m,n > ny=d(x,,, x,) < €.

Definicién 1.2.10. Decimos que el espacio métrico (X, d) es completo cuando toda sucesion de

Cauchy en (X, d) es convergente.

Definicién 1.2.11. Un espacio métrico (X, d) se llama localmente compacto cuando todo punto

x € X posee una vecindad compacta.

1.3. Revision de la notacion en Teoria de Grafos

Antes de introducirnos en los temas que nos interesan haremos una breve revision de las defi-

niciones y notacion en teoria de grafos.

Definicién 1.3.1. Un grafo es un par G(V, E) de conjuntos disjuntos donde E es un conjunto de
subconjuntos de V' que contienen exactamente dos elementos.
Los elementos de V son los vértices (nodos o puntos) del grafo G y los elementos de E son

las aristas (o lineas) del grafo.

La forma usual de trazar un grafo es dibujando un punto por cada vértice y unir dos de estos
puntos con una linea si los dos vértices correspondientes forman una arista. Cémo se dibujan
estos puntos y lineas es irrelevante. Todo lo que importa es la informacién sobre los pares de
vértices que forman aristas y los que no.

Se dice que un grafo con conjunto de vértices V es un grafo sobre V. El conjunto de vértices
de un grafo se escribe como V(G) y el conjunto de aristas como E(G). El orden de un grafo es
el nimero de vértices que contiene y se escribe como |G|y el nimero de aristas como ||G||. Los
grafos pueden ser finitos o infinitos de acuerdo al orden que tengan.

El grafo vacio se escribe como (@, ) o simplemente (). Un grafo de orden 0 o 1 es llamado grafo

trivial.

Figura 1.2: Grafo del problema de los puentes Konisberg

Una arista {x, y} es escrita usualmente como xy (0 y x).
Dos vértices x, y de un grafo G son adyacentes o vecinos, si x y es una arista de G. Dos aristas

e # f son adyacentes si tienen un final (extremo) comun. Si todos los pares posibles de vértices
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de un grafo son adyacentes, entonces decimos que el grafo es completo.
Dos vértices, o dos aristas, no adyacentes, se llaman independientes. Mas formalmente, un

conjunto de vértices o aristas es independiente si ningtin par de elementos son adyacentes.

Ejemplo 1.3.1. El grafo G(V,E), con V ={1,...,7} y E = {{1,2},{1,5},{2,5},{3,4},{5,7}} es re-

presentado por:

Figura 1.3: Grafo G(V, E)

Definicion 1.3.2 (Isomorfismo). Sean G(V, E)y G’'(V’, E’) dos grafos. Decimos que G y G’ son
isomorfos, y escribimos G ~ G, si existe una biyecciéon ¢ : V— V’'con xy € E & ¢(x)p(y) € E’,

paratodo x,y e V.

Tal funcion es llamada isomorfismo; si G = G’, se llama automorfismo. Normalmente, no se

hace distincion entre grafos isomorfos. Por lo tanto, escribimos G = G’ en lugar de G ~ G’.

Definicién 1.3.3 (Camino). Sea G(V, E) un grafo y n € N. Un camino en G(V, E) de longitud
n es una sucesion de vértices v, ..., v, diferentes, con v; € V, que cumplen {vj, vj+1} € E para

0< j<n-—1.Sin esfinito, decimos que este camino conecta los vértices v, y v,.

El ntimero de aristas de un camino es su longitud, y un camino de longitud k es denotado

por Pk,

Definicion 1.3.4 (Ciclo). Sean € N, n > 2. Un ciclo en G(V, E) de tamaiio n es una sucesion

Vo, - .-, Uy— de vértices distintos con {v,_;, vy} € E yademads {v;, v;,} € E, paratodo 0 < j < n—2.

Xo

G

Figura 1.4: El camino P = P® en el grafo G.
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Definicién 1.3.5 (Conexo). Un grafo G(V, E) es llamado conexo si dos de sus vértices cuales-

quiera pueden ser conectados por un camino en G(V, E).

Figura 1.5: Grafo Conexo

Definici6én 1.3.6 (Arboles y bosques). Un grafo aciclico (uno que no contiene ciclos) es llamado

bosque. Un bosque conexo es un drbol. Entonces, un bosque es un grafo compuesto por arboles.

Figura 1.6: Arbol



Grupos libres y grafos de Cayley

La teoria geométrica de grupos estudia a estos por medio de sus realizaciones como objetos
geométricos o topoldgicos, asi como sus acciones de grupo sobre estos objetos. Los grupos libres

son los mds adecuados para aplicar este enfoque.

2.1. Definicién de grupo libre

Cada espacio vectorial admite conjuntos especiales que lo generan: estos son conjuntos de ele-
mentos que tienen pocas relaciones algebraicas entre ellos, es decir, elementos linealmente in-
dependientes. En el marco de la teoria de grupos, podemos formular lo que significa que un
grupo sea libremente generado, sin embargo, no todos los grupos admiten conjuntos que los
generan libremente. Esta es una de las razones por la que la teoria de grupos es mucho mds

compleja que el dlgebra lineal.

Definicién 2.1.1 (Propiedad Universal de los Grupos Libres). Un grupo F es un grupo libre si
existe un conjunto S C F con la siguiente propiedad: para todo grupo G y cualquier funcion
¢ : § — G, existe un unico homomorfismo de grupos ¢ : F — G tal que ¢ |, = ¢. El conjunto S

es llamado generador librede F.

Ejemplo 2.1.1. El grupo aditivo Z es libremente generado por {1}, en cambio Z no es libremente
generado por {2, 3}; en particular, no todo conjunto generador de un grupo contiene un conjun-
to generador libre.

Seay :Z— G definidapor p=g", n€ZygeaG.

7
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¢ una funcion de {1} en el grupo G.

¢ es un homomorfismo.
= pm+n)=g""=g"g"
= p(0)=g°=1, donde 1 es el elemento identidad de G
p=poi

en efecto, (p o 7)(1), entonces ¢|{1} =¢.

2.2. Unicidad y construccion de los Grupos Libres

Proposicion 2.2.1 (Unicidad de los grupos libres). Sea S un conjunto. Entonces, salvo isomor-

fismo candnico, existe como méximo un grupo libremente generado por S.

Demostracion. Sean F y F’ dos grupos libremente generados por S. Denotaremos la inclusiéon
de Sen F yde S en F’ por ¢ y ¢’, respectivamente.
Como F es libremente generado por S, existe un homomorfismo de grupos ¢’ : F — F’ tal

que @’ o p = ’. Andlogamente, existe un homomorfismo de grupos ¥ : F’ — F que satisface

Qoy'=y.

¥
§ ————F s — > F
7 ”
14 P SO/ il
_ s _
/// p’ P
7/ //
’ ’
F F

Ahora probaremos que Yo @’ =id y que ¢’ o p = id, asi ¢ y ¢’ serdn isomorfismos. La com-
posicién pop’ : F — F es un homomorfismo de grupos que hace que el siguiente diagrama

conmute
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Es mas, la funcion id es un homomorfismo de grupos en este diagrama.

Como F es libremente generado por S, la unicidad que exige la propiedad universal nos
muestra que estos dos homomorfismos son el mismo.
Estos isomorfismos son canénicos en el siguiente sentido: inducen la funcién identidad sobre
S, y son los tnicos (por la propiedad universal) isomorfismos entre F y F’ que extienden la
identidad en S. O

Antes de construir un grupo libre a partir de un conjunto cualquiera, mostraremos un resul-

tado que sera 1til en la demostracion.

Ejercicio. Sea G un grupo, X un conjunto, f : G — X unabiyeccién. Entonces existe una inica

operacion en X tal que X es un grupoy f un isomorfismo.

Prueba. Definimos *: X x X — X como f(ab)= f(a)x f(b),cona,beG.
f(a), f(b),f(a)xf(b)e X puesa,b Gy f esbiyectiva. Afirmamos que (X, ) es un grupo.
En efecto,

= f(e)es el elemento neutro en (X, %)

fle)xfla)=f(ea)=f(a)= f(ae)= f(a)x f(e)

» f(a™')eselinverso de f(a)en (X,x*)

flaxfla)=f(a™'a)=f(e)=flaa™")= f(a)* f(a™")
= f es unisomorfismo por definicion.

La operacion asi definida es tnica.
Supongamos que e y x son dos operaciones que hacen de (X, o)y (X,x) gruposy f : G — (X, o),

f :G — (X, %) isomorfismos. Entonces idy : (X, *) — (X, ) es isomorfismo. Si x;, x, € X,

Xk Xp = f(f_l(xl))f(f_l(xz))
X ® Xy = f(f_l(xl))f(f_l(xz))

=>x1*x2=x10x2

Teorema 2.2.1 (Construccion de grupos libres). Sea X un conjunto, entonces existe un grupo

libremente generado por X. (Que por la proposicién anterior es tinico salvo isomorfismo)
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Demostracion. Sea X un conjunto, X ! un conjunto disjunto de X para el cual existe una biyec-

cion

X-Xx"!
x—x
Sea X’ un conjunto unitario disjunto de X U X!, denotaremos por 1 al Ginico elemento.
Definimos para x€ X, x' =1y x°=1.
Una palabra en X es una sucesion w = (a,,a,,...) donde a; € X U X1 U{1}, paratodo iy
a;=1parai>n.
La sucesion constante (1,1,1,...) es llamada palabra vacia y es denotada por 1.
Como las palabras contienen solo una cantidad finita de letras antes de volverse constante,

usaremos la siguiente notacion para las palabras no vacias:

€n

— €162
X=X X, ...xn

donde x; € X, €; =+1,—1,0, €,, = 1. Estas representaciones son Unicas; es mas, dos sucesiones

(a;)y (b;) seran iguales si, y solo si, a; = b;, para todo i.

—€

Definimos la longitud de la palabra vacia como 0 y la longitud de w = x_“*...x, "' como n.

Si w = x;'x,?...x‘" es una palabra, entonces la palabra inversa serd w™" = x ... x; .

Decimos que una palabra en X es reducidasi es vacia o si w = x;' x,°... x¢n, donde para todo

x; € X, €; =+1,yademads x y x! no son adyacentes. La palabra inversa de una palabra reducida
es reducida.

Una subpalabra de w = x;'x,*...x¢ es la palabra vacia o una palabra de la forma v =

€; €j
X x;?

Asi, v es una subpalabra de w si existen subpalabras (posiblemente vacias) w’ y w” con w =

conl<i<j<n.

wvw”.
Una palabra no vacia es reducida si, y solo si, no contiene subpalabras de la forma x¢x~¢ o x°.
Multiplicamos dos palabras de la siguiente manera: si w = x;' x,... X" y u = yf‘ 3/252 . yom,
entonces wu = x{" x;*...xy" y2> L yon.
Esta multiplicacién no define un producto sobre el conjunto de todas las palabras reducidas en
X pues wu no es necesariamente reducida (aunque si lo sean w y u). Entonces podemos de-
finir la multiplicacién de palabras reducidas w y u como la palabra reducida obtenida de wu
después de las cancelaciones.
Mads precisamente, existe una subpalabra v (posiblemente vacia) de w con w = w’v tal que
v~! es una subpalabra de u con u = v~'u” ytal que w’u” es reducida.

Definimos el producto de dos palabras reducidas llamado “yuxtaposicién” como:

wu=w'u".
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Sea F el conjunto de todas las palabras reducidas en X. Para cada x € X, consideremos las

funciones |x|: F — F, |x7!|: F — F definidas para € =+1 como

€ € 3 . —€
o e e | XXX xS X F X
[x(x; x2 o x0m)

€2 € 2 € 61
X, ...xn", S1X° =Xx;

Las composiciones |x€|o|x7¢|, |x~¢|o|x€| son iguales ala identidad id; : F — F, se sigue que | x€|
es una permutacién de F con inversa |x~¢|. Sea Sy el grupo simétrico de F y Z el subgrupo de
F generado por [X]= {le X E X} Afirmamos que Z es un grupo libre con base [X].

Notemos que existe una biyeccion

Y:[X]—=X

| x| — x
Un elemento arbitrario g € & (distinto de la identidad) tiene factorizacion:
g:|xf1|o|x262|o---o|x2"| (%)

donde €; =+1 y ademas, | x¢| y | x~¢| nunca son adyacentes (o se cancelan). Tal factorizacién de
gestnicay g(1)=x;'x,°... x:", observamos antes que las palabras reducidas son tnicas.
Para probar que .7 es libre con base [ X ], asumimos que G es un grupoyque f :[X]— G es

una funcién. Como la factorizacién (x) es tnica, la funcion ¢ : # — G dada por

@(lx o lxy? o+« [xEm]) = FUx D520 .. F(IxEm])
Estd bien definida y extiende f. Queremos probar que poi = f

[X]

En efecto, si | x| €[X],
(poi)lx|=g((lx])=e(x])= f(x])

Como [X] genera Z, nos resta probar que ¢ es un homomorfismo:
Sean w, u dos palabras reducidas tales que el producto de las dos es una palabra reducida y

— €1 .62 € _ 01,02 €
w—xl x2 ...xn",u—yl y2 ...ym’".EIltOIlCGS

o1 olxs2o...olxtr o]y o]yl o...olym )= FUXDFUxsD. .. FUxE DFUR DFUR 2D - FUy2m )
= p(|xf" o lx52lo...olxt ) (13 o lys 2] 0...oly2m)
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Hemos probado que . es un grupo libre con base [ X].

Sea@ : F — F definida por | x;'|o|x,?|o...0 |xcn]— DA L x:» tal funcion es una biyeccion con
([X]) =4 ([X]) = X. El ejercicio anterior muestra que podemos considerar a F como un grupo
isomorfo a .7; asi, F es un grupo libre con base X (ademds, X genera a F porque [X] genera a

F). O

Después de esta breve revision, la cuestion es: ;como dotamos a un grupo de una estructura
geométrica o topologica? Una aproximacion fundamental es por medio de la construccion de

los grafos de Cayley que veremos a continuacion.

2.3. Grafos de Cayley

Estos grafos fueron introducidos por Arthur Cayley en 1878 para describir el concepto de gru-
pos abstractos que son generados por un conjunto. Esta definicion tiene dos fuentes histéricas
principales: la teoria de grupos y la teoria de grafos. Es, ademds, uno de los temas centrales de

la Teoria Geométrica de Grupos.

Definicién 2.3.1 (Grafo de Cayley). Sea G un grupo y S € G un subconjunto que lo genera, el
grafo de Cayley de G conrespecto a S, denotado por Cay(G, S), puede ser descrito de la siguiente
forma:

Los elementos de G formardan el conjunto de vértices del grafo. Para g, h € G, existird una arista

dirigida desde g hasta h si h = gs, para algin s € SUS™!\{1}.

En otras palabras, dos vértices en el grafo de Cayley serdan adyacentes si, y sélo si, uno es

multiplo del otro en términos de un elemento perteneciente al conjunto generador en cuestion.

Nota. Supongamos que h = gs para algin s € S. Entonces g = hs™!. Si ambos, s y s~ perte-
necen a S, podriamos dibujar una arista no dirigida entre g y k. Caso contrario, tendremos una

arista dirigida. Aunque no es necesario tomar en cuenta este detalle en nuestro estudio.

Ejemplo 2.3.1. Podemos dibujar el grafo de Cayley, Cay(G, S), donde G es el grupo de los enteros

moédulo 6y S ={1,2} de la siguiente forma:
Ejemplo 2.3.2. Sean G =Zy S ={1}, entonces Cay(Z, {1}) sera:

Ejemplo 2.3.3. Considerando G =Zy S ={2,3}, tendremos

2.4. Propiedades elementales de los grafos de Cayley

Los grafos de Cayley cumplen las siguientes propiedades:
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Figura 2.2: Grafo Cay(Z, {1})

1. Son conexos, pues todos los vértices g pueden ser “alcanzados” desde el vértice correspon-
diente al elemento neutro del grupo, “caminando’ a través de las aristas correspondientes

a la presentacién de g en términos de elementos generadores.

2. Los grafos de Cayley son regulares en el sentido de que todos los vértices tienen el mismo

numero de vecinos (dos vértices son vecinos si existe una arista entre ellos).

3. Se dice que un grafo es localmente finito si todos los vértices tienen una cantidad finita de
vecinos. Un grafo de Cayley es localmente finito si, y sélo si, el conjunto de generadores es

finito.

Pruebal. Sean g,h € G,{g,h} € E < h =gs, con s € SUS™!. Tomemos g, g, € G, entonces
g1 =%%...5, Y8 =nT...I, que son sucesiones de elementos del conjunto generador.
Tendremos que 1g, = 1(s;$,,...5,) y 18, = 1(r11»...1,,), lo que significa que {g;,1},{g,, 1} €
E.

-5 -3 -1 1 3 5

Figura 2.3: Grafo Cay(Z, {2,3})
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2 o
3] 0]
W B
Cay(Z/6Z,{[1]}) Cay(S;, {7,0}) Cay(Ss, Ss)

Figura 2.4: Ejemplos de grafos de Cayley

Ademads, 1 =g,(r1,...1,,) "}, entonces g, = g(1172...7) (85,...5,). Porlo tanto, {g,, g&,} €
E.

Prueba 2. Existe una arista entre dos vértices g, h € G del grafo de Cayley de G respecto al con-
junto generador S si existe s € S tal que h = gs, como hemos supuesto desde el inicio
el conjunto S es finito y la cantidad de elementos para formar aristas entre g y h sera
|SusT\{1}.

Prueba 3. Es claro por la misma definicion del conjunto de generadores.

Ejemplo2.4.1. SiG=ZxZyS={a=(1,0), b =(0,1)}, entonces Cay(G, S) sera:

b1

Figura 2.5: Grafo Cay(Z x Z,{a, b})

Proposicion 2.4.1. Sea F un grupo libre, libremente generado por S. Entonces Cay(F,S) es un

arbol.

Demostracion. Supongamos que Cay(F, S) contiene un ciclo gy, g, ..., g = & donde todos los

g0, - -+, &1 son distintos, excepto g = g,. Entonces existen sy, ..., s, € SUS™! talesque g; = 8,1 S;,
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con 1< i < k. Esto quiere decir que

81= 8051
8=81%
8k = 8r—15k

Observamos que g, =8¢515 V §3 = 8051553, porlo cual gy =g, =g¢$1 5 - - - Sk-

Entonces 1 =s;5,... S, lo que quiere decir que existe un j tal que s;,; = s].‘l. Sabemos que g;,, =
g;Sj+1yque g1 = gj_15;S;+1, por lo visto en el parrafo anterior, tendremos que g;,; = g;_;. Una
contradiccion.

En consecuencia, Cay(F, S) es un arbol. O

Ejemplo 2.4.2. Sea F(S) el grupo libre con dos generadores a, b y sea S = {a, b}. El correspon-
diente grafo de Cayley. Cay(F(S), S) es un arbol regular de grado 4 — el grado de un vértice es el

numero de vértices incidentes en él — como muestra la figura:

(2]
| N |
+ b +
+14 1 .

n n
3% S H . 0 5
N 3
(2%} [3%3

Figura 2.6: Grafo Cay(F(S),{a, b})



Grupos finitamente generados vistos como espacios

métricos

La tarea de mostrar cuando un grupo en particular es o no finitamente generado no es fécil, aun-
que la geometria es capaz de dotarnos de un grupo de herramientas. Con este objetivo, dedica-
remos este capitulo a dotar de una métrica a un grafo de Cayley, que depende exclusivamente
del conjunto que genera al grupo, logrando asi un espacio métrico directamente relacionado

con un grupo.

3.1. Métrica de la palabra

Un ejemplo clave sobre la forma de obtener un objeto geométrico a partir de un grupo es con-
siderar su grafo de Cayley (respecto a un conjunto generador ya escogido) junto con la corres-

pondiente métrica de la palabra.

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo generado finitamente por S, es decir que cada g € G puede
Ser escrito como g = s;5,...$,, CON §,, S, ..., s, € SUS™L. Definimos la norma de g y escribimos
llg|ls al mas pequenio de los n > 0 tal que existen s, S,, ..., s, € SUS™! ycumplen que g = s;5,...5,

(los s; no son necesariamente distintos).

Nota. Para el elemento neutro 1 del grupo, tendremos ||1||s = 0.

3.1.1. Propiedadesde]| - ||s

Para cualesquiera g, h € G, se cumple que:

L llglls=0 v llglls=0 si g=1

2. |lghlls <llglls +lk||s- En efecto, si ||g||s = n v || h]|s = m, entonces existen s, Sy, ...,S, €SU

Syt t,..., 1, €SUST  talesque g = 5,8,...5, VA=t L,... 1, a8igh =58.8,...8,[1L,... L,

16
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y esto quiere decir que gh puede ser escrita como producto de m+ n generadores. Enton-

ces ||ghlls < m+n.
3. lAlls=1h~"ls
4. |lglls<1,sigeS

Definicién 3.1.2. Sea Cay(G, S) el grafo de Cayley del grupo G generado por S € G. Definimos
la métrica de la palabra en Cay(G, S) de la siguiente forma: para g, h € G, sea ds(g, h)=||g ' hls.
Es decir, la métrica de la palabra es igual a la longitud del camino més corto en Cay(G, S) que
conecta g con h.

Nota. Con esta definicion, la geometria del espacio métrico resultante depende de la eleccion

del conjunto que genera al grupo.

Notacion. G denota al grupo generado por el conjunto finito S € G\{1}. Por conveniencia,

asumiremos que S=S'={s7!: s € S}.
Teorema 3.1.1. Cay(G, S) es un espacio métrico con la métrica de la palabra.

Demostracion. i. Claramente, la palabra vacia formada por elementos del conjunto de ge-
neradores S tiene longitud cero. Entonces para cualquier g € G, tendremos que ds(g,g) =
0.
La tinica palabra que tiene métrica cero es la palabra vacia y el producto de cualquier pa-
labra con la palabra vacia nos da la misma palabra. Entonces para g # h en G, tendremos
que dg(g, h)> 0.

ii. Supongamos que dg(g, h) = n, entonces existen s, $,,...,s, €S tales que g 'h =s,s,...s,,
entonces (g h) ' =h"'g=s"s " ...s;'. Estatltima sucesion es vélida para la expresion
y podemos decir que dg(g, h) < dg(h, g).
Finalmente, intercambiando los roles de h y g en el razonamiento anterior, obtenemos la

desigualdad contraria y concluimos que ds(g, h) = ds(h, g).

iii. Sean f,g,h € G,supongamosqued(f,g)=nyqueds(g, h)=m.Esdecir, existen s;, s,,..., S,

y 1, 1s,..., I, sucesiones de elementos en S, tales que:

flg=ss...5,

g'h=nrn...r,

Por otra parte,
FTh=(f8)g ' W) =(81%...8,)("n ... 1)
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Y,
h=f(s8...8,)nr...1,)
Entonces
ds(f,h)<n+m=d(f,g)+ds(g, h).
De esta forma, Cay(G, S) es un espacio métrico. O

Nota. Podemos identificar cada arista con el intervalo [0, 1]y para g, h € G, la distancia que los

separa, como el infimo de las longitudes de los caminos que los conectan.

3.2. (G actiasobre el grafo de Cayley

Recordemos que todo grupo actia sobre si mismo (por la izquierda) por medio del producto

por la izquierda:

GxG—-G
(g, h)—gh

Esta accion se puede extender a cualquier grafo de Cayley: si {x, xs} es una arista de Cay(G, S)

con vértices x y xs, para g € G, definimos la isometria

g:{x,xs}—{gx,gxs}

En efecto,

dy(gx,gxs)=1l(gx) " gxslls
=llx"'g " gxslls
=|slls

y, ds(x,xs)=|lx""xslls=Islls



Observacion fundamental de la Teoria Geométrica de

Grupos (Lema de Svarc-Milnor)

En este capitulo desarrollaremos la teoria de los espacios métricos cuasi-isométricos y proba-
remos el lema de Svarc-Milnor, llamado con frecuencia Lema Fundamental de la Teoria Geomeé-
trica de Grupos.

Observemos el grafo de Cayley de Z considerando dos conjuntos generadores distintos. Si

S ={1}, tendremos:

Notemos que cuando cambiamos el conjunto generador, alteramos drasticamente la estructura
local del grafo de Cayley. Sin embargo, lo fundamental es que si nos “alejamos” lo suficiente de
cada grafo, ambos lucirdn muy “parecidos”. En otras palabras, 1a modificaciéon de los conjuntos
generadores no afecta a la estructura gruesa.

Este concepto geométrico es representado por la nocién de cuasi-isometria entre espacios
métricos. Esto como resultado de que podemos dotar a cada grafo de Cayley de una métrica,
como vimos en el capitulo anterior. Los dos espacios métricos resultantes son cuasi-isométricos.

Desarrollaremos estas ideas formalmente a continuacion.

19
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4.1. Teorema de Hopf - Rinow

El siguiente teorema serd usado en la formulacién del teorema de los grupos finitamente ge-
nerados (lema de Svarc-Milnor). Aunque no es el resultado central del trabajo, se incluye su

demostracion por su importancia e interés.

Teorema 4.1.1. Sea (X, d)un espacio métrico completo, localmente compacto y geodésico. En-

tonces N(x, r)es compacto paratodo x € X yr >0.

Demostracion. Fijamos un x € X. Sea A = {r € [0,00): N(x,r)es compacto}. Notemos que
A # {0} pues X es localmente compacto. También, notemos que si r € A, entonces [0, r] C A.

Supongamos que R € A. Para cada x, € N(x, R), existe una vecindad compacta N(x,, r,).
Entonces {U(x,, r,)} es una cobertura abierta de N(x, R), por lo tanto tendrd una subcobertura
finita {U(x;, r;)}. La unién Ul. N(x;,r;) es compacta y contiene a N(x, R + €), para algtn € > 0.
Entonces R + € € A. Asi, A es abierto en [0, 00).

Supongamos que R es un punto limite de A, entonces [0, R] C A. Sea {x;} una sucesion en
N(x,R), y sea {€;} una sucesion decreciente de ntimeros reales que converge a 0.

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que €; < R, para todo i. Como X es un espacio geo-
désico, podemos encontrar una geodésica entre x y x;, para cada j. Para cada i a lo largo de
esta geodésica, podemos encontrar un punto y]@ tal que y]@ € N(x, R— el-/Z) y d(x;j, y]m) <E€;.
Entonces, para cada i, la sucesion { yjm} estd contenidaen N (x, R—e¢;/ 2), que es compacto. Po-
demos, entonces, escoger una subsucesion convergente { y]((ll) ) end yj(l)}. Esta subsucesion con-
vergente tiene una subsucesion correspondiente { y((lzjc)} en { yj(z)}. Escogemos una subsucesion
convergente { y]((zz) o) de { J’]%),k)}- Continuando de esta manera, escogeremos una subsucesion
convergente { y].((’gyk)} de { y].((’g_ly k)}, para todo i.

Por construccion, la sucesion { y]((l ,)C 1} ken converge para todo i.

Consideremos la sucesion {x;( i)} ren- Si tomamos un € > 0, existe algun i tal que €; < €.
Como { y]((l,)C k)} ren converge, es de Cauchy, entonces existe N tal que para m,n > N, tendremos

d(yj((";%m), y]((lzln)) < €. Entonces para m, n > N, vemos que

A (% m,mp Xj0m) < AEjmmp Vi) ¥ AT o my Viwm) + A Sy Xinmy) < 3€

Entoncesla sucesion {x;, )} es de Cauchy. Como el espacio (X, d) es completo, esta sucesion
es convergente. Por lo tanto, {x;} tiene una subsucesion convergente.
La sucesion {x;} es arbitraria, entonces N(x, R) es compacto. Asi, R € Ay A es cerrado. El

Unico subconjunto de [0, o0) que es cerrado y abierto es [0, ©0). O

4.2. Cuasi-isometrias

Recordemos que las isometrias son biyecciones entre espacios métricos que preservan distan-

cias. Geométricamente, esto significa que los espacios métricos implicados tienen un aspecto
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muy parecido, salvo rotaciones y traslaciones. Esta es una restriccién muy rigida dentro el con-
texto que estamos desarrollando. En particular, las isometrias son continuas, lo que significa
que preservan propiedades locales.

Estamos interesados en una condicion de las funciones que preserve la geometria a gran
escala pero, no necesariamente, propiedades locales. Asi, la condicién dada debe permitir un
margen (error) entre las distancias de los espacios implicados, pero no necesariamente impli-

car continuidad. Con esto en mente, definimos:

Definicién4.2.1. Decimos que f : (X, dyx) — (Y, dy) es una inmersion cuasi-isométrica si existen

constantes A> 1, B >0 tales que paratodo x,y € X,

Sy, )~ B < dy(f(x), f(y) < Ady(x, )+ B

Si, ademads, la imagen de f es coacotada, decimos que [ es una cuasi-isometria. Si existe una

cuasi-isometria de X en Y, entonces X es cuasi-isométricoa Y.

Ejemplo 4.2.1. Lafuncion x — | x| es una cuasi-isometria entre Ry Z, basta tomar A=2y B =0,
para lograr que:

1

2 Ax(x,y)=B<dy(lx}ly) < Adx(x,y)+ B

Vx,y €R. Porlo tanto, R es cuasi-isométrico a Z.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades de las cuasi-isometrias. A unque éstas no
son necesariamente invertibles, si son “cuasi-invertibles”, de la misma forma, que sean coaco-

tadas asegura la “cuasi-sobreyectividad”.

Definicién 4.2.2. Sean las funciones f, g : (X,dyx) — (Y, dy). Decimos que f y g estan dentro

una distancia finita si existe una constante C >0 tal que dy(f(x), g(x)) < C, para todo x € X.

Proposicion 4.2.1. Si f : (X,dx)— (Y,dy)y g :(Y,dy) — (Z,d,) son cuasi-isometrias, entonces

gof:(X,dx)—(Z,d;)es una cuasi-isometria.

Demostracién. Como [ y g son cuasi-isometrias, existen A > 1y B > 0 tales que para todo
X, X €X, )
ZdX(xh X)— B < dy(f(x), f(x,)) < Adx(x,, x,)+ B

Y, existen D > 1y E >0, tales que para todo y;, ), €Y,
1
v )= E <dz(g(n).8(2)) < Day(y, y2)+ E

Veamos,

dz(g(f(xl))>g(f(x2))) <Ddy(f(x), f(x))+E
<DAdx(x;,x,)+DB+E
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Por otro lado,

dx(x;, x,) < Ady(f(x)), f(x,))+ B
<ADd(g(f(x1)),8(f(x,))+ADE +B

Entonces ) B
5l (5 + B ) < dalgr ) gF ()
Con lo cual hemos probado que la composicién de dos cuasi-isometrias es una cuasi-isometria.

O

Proposicion 4.2.2. Si f : (X,dx) — (Y, dy) es una cuasi-isometria, entonces existe una cuasi-
isometria g : (Y, dy) — (X, dx) tal que la composicién go f estd dentro de una distancia finita de

la identidad en (X, dy)y f o g estd dentro de una distancia finita de la identidad en (Y, dy).

Prueba. Definimos para y € Y, S,(r) como el conjunto de los x € X tales que dy(f(x),y)<r.
Como laimagen de f es coacotada, existe un R > 0 tal que S, (R) # @, paratodo y.Sea S, = S, (R).

Por el axioma de eleccion, sea g una funcion de eleccion sobre la coleccion de conjuntos S,
Esto es, para todo y, tenemos que g(y) €S, .

Para cualquier y € Y, tenemos que dy(f o g(y), y) < R. Para cualquier x € X, tenemos que

(g0 [(x), )= B<dy(f ogo f(x), [(x) <R

Asi, dx(g o f(x), x) es acotada. Por lo tanto, la imagen de g es coacotada.
Resta probar que g es una inmersién cuasi-isométrica, es decir que existen A’ > 1, B’ > 0

tales que para y;, ), € (Y, dy) se cumple:

1 / / /
EdY(yly »)—B <dx(g(n),g(y)<Ady(y,y.)+B

Antes, notemos que si y;, 3, €(Y, dy), entonces:

dy(fog(n) fog(y))<dy(fogn) yn)+dy(y, y)+dy(ys fog(y)
<dy(y, y)+2R

Para la desigualdad de la derecha:

dx(8(n) g() < Ady(fog(n) fog(y)+AB
<Ady(y, p)+2AR+AB

ya que f es una cuasi-isometria y por la observacién anterior.

Para la desigualdad de la izquierda:

dy(y, ) <dy(yi, fog(y))+dy(fog(n) fog(y)+dy(fog(y) 1)
<dy(fogy) fog(yw)+2R
< Adx(g()) g()2))+B+2R
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ésto por la desigualdad triangular y porque f es una cuasi-isometria.

B R
S Ly, yg)—( *2 )sdx(g(yl),g(yz))

O

Corolario 4.2.1. Escribiremos X ~ Y si X es cuasi-isométrico a Y. Entonces ~ es una relacion

de equivalencia.

Demostracion. La funcién identidad es una cuasi-isometria, por lo cual tenemos que X ~ X.
En la proposicion (4.2.1) hemos probado quesi X ~ Yy Y ~ Z, entonces X ~ Z. Ademas en la

proposicién anterior probamos que si X ~ Y, entonces Y ~ X. O

Ahora podemos abordar a los grupos desde este punto de vista.

4.3. Cuasi-isometriasy Grupos

Notemos que los grafos de Cayley de Z considerando como conjuntos generadores a {1} y a
{2,3} son cuasi-isométricos. Esta afirmacién es mucho mds interesante si dotamos al grafo de
Cayley de una estructura de espacio métrico como hicimos en el capitulo 3, ademads vimos que la
métrica resultante depende a prioride la eleccion del conjunto generador. Esto es cierto cuando
consideramos detalles locales como en el ejemplo para Z. Pero, a gran escala, esperamos que
al escoger conjuntos generadores distintos, tengamos espacios cuasi-isométricos. Esto resulta

cierto cuando los conjuntos generadores son finitos, como en el ejemplo.

Proposicion 4.3.1. Sea G un grupo, R y S conjuntos finitos que generan a G. Entonces Cay(G, R) ~

Cay(G, S), con las métricas de la palabra correspondientes.

Prueba. Probaremos que la funcién inclusion i : (G, dy) — (G, ds) es una cuasi-isometria. Sea
C =maéx{ds(1,r): r € R}. Entonces paratodo g, h € G, tendremos que ds(g, h) < Cdy(g, h). Esto
se debe a que cuando calculamos la distancia en (G, ds), cada elemento generador en R puede
ser expresado por una palabra de tamafio, a lo més, C. Similarmente, podemos encontrar una

constante D >0 tal que dg(g, h) < Dds(g, h). Laimagen de i es claramente coacotada. O

Definicién 4.3.1. Sean G, H dos grupos finitamente generados. Decimos que G es cuasi-isométrico
a H,denotado por G ~ H, siexisten los conjuntos generadores R C G y S C H tales que Cay(G, R) ~
Cay(H, S).

Uno de los problemas centrales en la Teoria Geométrica de Grupos es la clasificacion de los

grupos finitamente generados salvo cuasi-isometria.
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4.4. Teoremadelos Grupos finitamente generados (Lema de Svarc-
Milnor)

Ellema de Svarc-Milnor afirma que dada una accién de grupo lo “suficientemente buena” sobre
un espacio métrico “suficientemente bueno”, podemos deducir inmediatamente que el grupo
en cuestion debe ser finitamente generado y, ademads, cuasi-isométrico al espacio métrico sobre

el que actaa.

Definicién 4.4.1. Sea X un conjunto, S(X) el grupo simétrico de X y G un grupo cualquiera.
Una accion del grupo G en el conjunto X es un homomorfismo G — S(X) dado por g — ¢,.

Decimos que el grupo G acttia sobre X y escribimos ¢4(x) como g - x.

Definicién 4.4.2. Supongamos que G acttia sobre X. La orbita de x respecto a la accion es el
conjunto G-x ={g-x: g € G}. El cociente de X dado por esta accién es la coleccién de todas las

6rbitas y es denotado por X/G.

Definicién 4.4.3. Sea (X, d) un espacio métrico completo, localmente compacto y geodésico, la

accion del grupo G sobre X es geométrica si:

» G actua isométricamente sobre X. Esto es, para todo g € G, la funcion ¢, es una isometria
en X.

» G actia cocompactamente sobre X. Esto es, el espacio cociente X /G es compacto con la

topologia cociente.

» G actuia propia y discontinuamente sobre X . Esto es, para todo compacto K C X, el con-
junto {g € G: g- K N K # @} es finito.

La nocién de “propia y discontinuamente” puede ser reformulada de la siguiente manera:

Proposicion 4.4.1. Supongamos que el grupo G actiia isométricamente sobre X. Entonces son

equivalentes:
1. G actaa propia y discontinuamente sobre X.
2. Paratodo x € X yr >0, el conjunto {g € G : d(x, g - x) < r} es finito.

Prueba. (1) = (2): Por el teorema (4.1.1), la vecindad cerrada N(x,r) es compacta. Entonces
S={geG:g-N(x,r)NN(x,r)#2} es finito. Pero {g € G : d(x,g - x)} < r es subconjunto de S.
(2) = (1): Fijemos r > 0. Sea K ¢ X un compacto y {x,} € K una sucesion tal que {N(xn, r)}
es una cobertura de K. Como K es compacto, podemos encontrar una subsucesion finita (x,, )
tal que {N(xni, r)} cubre a K. Sea M = max{d(x,,, x,)}. Supéngase que g € G estal que g- K N

K # 0. Entonces existe un y € K con g - y € K. Para algunos x,,,, Xnj» tendremos d(y, x,,)<ry
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g -y, x,)<r.
Como G actia isométricamente, tendremos que d(g -y, g - X,,) < r, entonces d(g - x,,, X,,;) <

2ryd(g-x,, x,,)<2r+M, por la desigualdad triangular. Asi,

{geG:g-KﬂK#ﬂ}cU{geG:d(xni,g-xni)$2r+M}

Donde la parte derecha es finita, como queriamos. O

Proposicion 4.4.2. Supongamos que el grupo G acttia propia y discontinuamente sobre el es-

pacio métrico X, entonces X /G es un espacio métrico.

Prueba. Definimos
dQ(G-x,G-y)zmin{d(p,q): peG-x,qeG-y}zmin{d(x,g-y): geG}
Como G actia propia y discontinuamente, existe s6lo una cantidad finita de g € G tales que:
8 N(x,d(x,y))NN(x,d(x,y)#0

Entonces existe una cantidad finita de g € G tales que d(x,g - y) < d(x, y), y el minimo es real-

mente alcanzado. O

Proposicion 4.4.3. Supongamos que G actda propia y discontinuamente e isométricamente

sobre (X, d). Entonces son equivalentes:
1. G actia cocompactamente sobre X.
2. Toda 6rbita de G es coacotada en X.

Prueba. (1)= (2): Escojamos una 6rbita G-x en X/G. Existeun r talque X/G c N(G- x, r). Para
cualquier y € X, tendremos d,(G - y,G - x) < r, entonces d(y,g - x) < r para algin g € G. Asi,
G - x es coacotado.

(2) = (1): Nuevamente, escogemos G - x € X/G. Supongamos que G - x es r— denso en X. En-
tonces, para cualquier y € X, existe g € G tal que d(x, g- x) < r. Por el teorema (4.1.1), sabemos
que N(x, r) es compacto. La funcién proyecciéon n: X — X /G dada por x — G - x es continua.

Entonces q(N(x, r))=X/G es compacto. O

Lema 4.4.1 (Svarc-Milnor). Supongamos que el grupo G actia geométricamente (Def. 4.4.3)

sobre el espacio métrico (X, d). Entonces G es finitamente generado y G ~ X.

Prueba. Primero mostraremos que G es finitamente generado:
Fijemos un x € X. Por la proposicién anterior, sabemos que G - x es r— denso en X, para algin
r>0.Seak=2r+1.

Construyamos un grafo de la siguiente forma: G el conjunto de vértices, dibujamos una aris-

taentre g y h que pertenecena G sid(g-x,h-x)<k.
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Para g, h € G, suponiendo que L =d(g - x, h- x), existe y : [0, L] — X una geodésica que conecta
g-xcon h-x.También, sea n=|L|+ 1. Notemos que L/n < 1.

Podemos escoger puntos g - x = x, Xy,..., X, = h- x, alo largo de 7, tales que d(x;, x;,1) = L/n,
para todo 0 < i < n—2. Entonces para cada i, podemos encontrar un g; tal que d(x;,g;- x)<r

(siendo g, =g y g, = h). Entonces
d(gix,8im1X)<d(x;, 8- x)+d(x;, Xj) +d( X1, 81 - X)S2r+1=k

Ahora, es claro que g — g, — ---— h es un camino de g hasta /. Entonces el grafo es conexo.
SeaS={geG:d(x,g x)<k}.Porlaproposicién (4.4.1), sabemos que S es finito y simétrico
(es decir, si s € S, entonces s~ € S). Ademds, es claro que existe una arista entre g y h si, y solo
si, g7'h € S. Como el grafo es conexo, existe un camino desde 1 hasta g, para todo g € G. De
todo esto, se sigue que S genera al grupo G y que el grafo del que estamos hablando no es més
que Cay(G, S).
Ahora probaremos que G ~ X, que es lo mismo que probar que Cay(G, S)~ X.
Sea la funcidén f : G — X definida por g — g - x. Por hipotesis, G - x es coacotado, entonces la
imagen de f es coacotada.

Por el argumento anterior, vemos que para cualesquiera g, h € G,
ds(g, h)<n=[L]+1<d(g-x,h-x)+1=d(f(g) f(h)+1

Logrando asi, una cota inferior. Para la cota superior, sea g — g, — --- — g; = h el camino mds

corto en Cay(G, S) que conecta g con h. Entonces
a(f(g) f(h)=d(g-x,h-x)<d(g-x,8 - x)+--+d(g,_,-x,h-x)< kt =kds(g, h)

Por lo tanto, f es una cuasi-isometria. O

Nota. Se requiere que (X, d) sea un espacio geodésico. Esto es, que para dos puntos cuales-
quiera en X, existe una isometria g : I — X que une esos dos puntos (I es un intervalo cerrado
en R). De hecho, podemos “debilitar” esta condiciéon pidiéndole a (X, d) que sea un espacio
“cuasi-geodésico”, g : [ — X una cuasi-isometria. La prueba del lema de Svarc-Milnor puede ser

facilmente adaptada con estas condiciones.



Conclusiones y recomendaciones

Los resultados expuestos en este trabajo muestran que los grupos pueden ser abordados desde
una perspectiva geométrica, es mas, es posible probar propiedades que los caracterizan, uti-
lizando herramientas topolégicas. Aunque la bibliografia disponible en internet est4 dirigida
en su mayor parte a estudiantes posgraduados, existen trabajos que pueden servir como intro-
duccion para el lector interesado (ver seccion Bibliografia). Algunas aplicaciones se detallan a
continuacion.

Es posible utilizar el lema de Svarc-Milnor, el resultado principal de este trabajo, para mos-
trar que dado un grupo finitamente generado y un subgrupo del mismo, entonces el subgrupo
es finitamente generado y cuasi-isométrico al grupo que genera.

Reciprocamente a lo que afirma la proposicion 2.4.1, si un grupo es generado por un sub-
conjunto del mismo tal que el producto de cualesquiera dos elementos del conjunto generador
es distinto del elemento identidad y el grafo de Cayley del conjunto respecto al conjunto gene-
rador es un arbol, entonces el grupo es libre.

Un grupo es hiperbélico cuando su grafo de Cayley es hiperbélico segtin Gromov, esta defi-
nicion implica muchas propiedades algebraicas del grupo en cuestion, es més, se busca que los
grupos de curvatura negativa preserven tal propiedad aunque el conjunto generador sea distin-
to.

Para cualquier consulta puede escribir un mensaje de correo a:mauri. ledezma@gmail . com
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