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Introducción

La Teor��a de Estabilidad juega un rol entral en la Teor��a de Sistemas Din�amios. UnSistema Din�amio es un sistema que var��a on el tiempo. Cambian los estados del sistema.Viene desrito por un espaio de estados que en nuestro aso ser�a Rn junto on una reglaque determina la din�amia del sistema. El Sistema Din�amio de�ne un sistema de euaioneslineales y no lineales de�nidas en Rn de la forma_x(t) = f(x(t)) x(0) = x0 t > 0. (1)En este trabajo vamos a tratar estabilidad en puntos de equilibrio. Un punto de equilibriose die estable si todas las soluiones de (1) que se iniien en las eran��as del punto deequilibrio permaneen en eran��as del punto de equilibrio. Un punto de equilibrio se dieasint�otiamente estable si toda las soluiones de (1) que se iniien en las eran��as del puntode equilibrio no solo permaneen en las eran��as, sino que adem�as tienden al punto deequilibrio a medida que el tiempo se aproxima al in�nito.El prop�osito del presente trabajo es, realizar un an�alisis detallado de la estabilidad (seg�unLyapunov) en puntos de equilibrio del sistema (1)Si el sistema (1) fuese lineal, en ese aso son senillos de analizar y de trabajar, ya que lasolui�on del sistema sujetas a ondiiones omplejas se puede lograr simpli�ando el problemaa la suma de respuestas del sistema on ondiiones m�as senillas. Existen t�enias amplia-mente usadas para analizar estos sistemas por ejemplo la transformadas de Laplae. Por loanterior es usual enontrar soluiones anal��tias exatas de sistemas lineales.ii



iiiSin embargo si el sistema (1) es no lineal. Entones el heho de ser no lineal hae de quesu an�alisis sea m�as omplejo (ya que no se puede simpli�ar a instanias m�as senillas ). En lamayor��a de las oasiones no se podr�a enontrar soluiones anal��tias exatas a los problemasno lineales, por tanto la representai�on de la din�amia del sistema se auxilia muho de last�enias geom�etrias de visualizai�on y en el an�alisis en puntos de equilibrio del sistema (1).El presente trabajo esta dividido en tres ap��tulos y un ap�endie.En el primer ap��tulo estudiaremos las propiedades de las soluiones del sistema no lineal(1) y la relai�on que existe on los onjuntos invariantes.En el segundo ap��tulo desarrollamos los oneptos fundamentales y resultados de la esta-bilidad (seg�un Lyapunov) del sistema no lineal (1) tanto loal omo global.En el terer ap��tulo damos tres onstruiones sistem�atias de funiones de Lyapunovque haen que el punto de equilibrio del sistema (1) sea estable o asint�otiamente estable y�nalmente veremos la estabilidad del sistema lineal.
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CAṔITULO 1

Preliminares

En este ap��tulo introduiremos algunas noiones previas para el estudio de estabilidad.
1.1. Sistemas Dinámicos

Definición 1.1. Un sistema din�amio sobre D ⊂ Rn es una terna (D,R,φ), donde
φ : R×D → D es una funi�on que satisfae:
(i) φ es ontinua
(ii) Para ualquier x0 ∈ D �jo,

φx0 : R → D

t 7→ φ(t, x0)es de lase C1.
(iii) φ(0, x) = x, para todo x ∈ D y φ(τ+ t,φ(x)) = φ(τ,φ(t, x)), para todo x ∈ D y paratodo τ, t ∈ R.De ahora en adelante denotaremos el sistema din�amio (D,R,φ) por G y nos referiremosa la funi�on φ omo el ujo de G.La funi�on x : [α,β] → D donde [α,β] ⊂ R, desribe un amino entones sin dar lugar aonfusiones vamos a denotar φx0(t) por x(t) para todo t ∈ [α,β]. Dado ualquier t0 ∈ R �jode�nimos la funi�on

φt0 : D → D

x 7→ φ(t0, x)1



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 2
Definición 1.2. Diremos que f : D → Rn on D abierto en Rn es un ampo vetorial si
f es ontinua sobre D.Como un sistema din�amio G onsiste de una funi�on φ que desribe el movimiento de
x ∈ D para todo t ∈ R, genera una euai�on diferenial sobre D. En efeto omo φx es delase C1 entones la funi�on

f : D → Rn

x 7→ d

dt
φ(t, x)∣∣∣∣

t=0 (1.1)de�ne un ampo vetorial. Geom�etriamente podemos interpretar omo sigue, ada x ∈ D seorresponde on el vetor tangente a la urva φx(t) en t = 0. Se desprende de (1.1) que:
f(x(t)) =

d

dr
φ(r, x(t))∣∣∣∣

r=0
=

d

dr
φ(r,φ(t, x0))∣∣∣∣

r=0
=

d

dr
φ(r+ t, x0)∣∣∣∣

r=0
=

d

dr
x(r+ t)

∣∣∣∣
r=0

= l��m
r→0 x(r+ t) − x(t)

r

= _x(t)por lo tanto tenemos la euai�on diferenial,_x(t) = f(x(t)), x(0) = x0, t ∈ Ix0 . (1.2)Donde la solui�on de (1.2) es la funi�on x : Ix0 → D de lase C1 en el intervalo Ix0 ⊂ R talque, 0 ∈ Ix0 y satisfae _x(t) = f(x(t)), on la ondii�on iniial x(0) = x0.
Observación 1.1. Si onoemos una solui�on x : Ix0 → D de (1.2) de�nida en alg�unintervalo Ix0 ⊂ R, entones tambi�en podemos determinar soluiones on ualquier on-dii�on iniial. En efeto, si t1 ∈ R y x1 ∈ x(Ix0) (es deir, existe t∗ ∈ Ix0 on x1 = x(t∗))entones �x(t) = x(t− t1 + t∗) de�ne un amino en el intervalo trasladado

J = Ix0 + t1 − t∗ = {t+ t1 − t∗ : t ∈ Ix0}tal que �x(t1) = x1 y _�x(t) = _x(t − t1 + t∗) = f(x(t − t1 + t∗)) = f(�x(t)) para ada t ∈ J.As�� vemos que �x : J → D es una solui�on de (1.2) tal que �x(t1) = x1.Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 3
Ejemplo 1.1. En este ejemplo analiemos el ujo φ : [0,∞) × Rn → Rn de�nido por
φ(t, x) = eAtx, donde A ∈ Rn×n. Notemos que e0 = In y eA(t+τ) = eAteAτ y adem�as seumplen las ondiiones (i) e (ii) de la de�nii�on (1.1), las demostraiones lo pode-mos ver en [2℄, por tanto ([0,∞),Rn,φ) es un sistema din�amio. Adem�as dado x0 ∈ D�jo tenemos que φx0 : [0,∞) → Rn desribe la trayetoria del sistema. Finalmentemostremos que φ(t, x) = eAtx genera la euai�on diferenial lineal sobre Rn, en efeto
f(x) = d

dt
φ(t, x)∣∣

t=0 = d
dt
eAtx

∣∣
t=0 = Ax. Por lo tanto tenemos la euai�on difereniallineal: _x(t) = Ax(t), x(0) = x0, t > 0. (1.3)Posteriormente probaremos que el sistema (1.2) tiene una �unia solui�on, para estode�nimos el siguiente onepto.

Definición 1.3. Sea f : D → Rn on D ⊆ Rn, entones f es Lipshitz ontinuo sobre Dsi existe L > 0 tal que
‖f(x) − f(y)‖ 6 L‖x− y‖ para todo x,y ∈ D (1.4)y si L ∈ [0, 1) entones diremos que f es una ontrai�on.

Teorema 1.1. Sea X un espaio de Banah on norma ‖·‖ : X → R, sea S un subonjuntoerrado de X y sea T : S → S. supongamos que existe una onstante ρ ∈ [0, 1) tal que
‖T(x) − T(y)‖ 6 ρ‖x− y‖ para todo x,y ∈ Sentones existe un �unio x∗ ∈ S tal que T(x∗) = x∗Demostrai�on. Tomemos un vetor arbitrario x1 ∈ S y de�namos la suesi�on {xk} dado por

xk+1 = T(xk). Como T es una funi�on de S en S, xk ∈ S para todo k > 1. El primer paso dela demostrai�on es mostrar que la suesi�on {xk} es de Cauhy, en efeto
∥∥xk+1 − xk

∥∥ =
∥∥T(xk) − T(xk−1)∥∥

6 ρ
∥∥xk − xk−1∥∥

= ρ
∥∥T(xk−1) − T(xk−2)∥∥

6 ρ2∥∥xk−1 − xk−2∥∥...
6 ρk−1∥∥x2 − x1∥∥.Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 4Se sigue que:
∥∥xk+r − xk

∥∥ 6
∥∥xk+r − xk+r−1∥∥ + ∥∥xk+r−1 − xk+r−2∥∥ + . . .+ ∥∥xk+1 − xk

∥∥

6 (ρk+r−2 + ρk+r−3 + · · ·+ ρk−1)∥∥x2 − x1∥∥
6

ρk−11− ρ

∥∥x2 − x1∥∥.El lado dereho tiende a ero uando k → ∞. Por lo tanto, la suesi�on es de Cauhy. Como
X es un espaio de Banah, xk → x∗ ∈ X uando k → ∞. Adem�as, omo S es errado, enpartiular x∗ ∈ S. Ahora mostraremos que x∗ = T(x∗), para ualquier xk = T(xk−1) tenemosque

∥∥x∗ − T(x∗)
∥∥ =

∥∥x∗ − xk
∥∥+

∥∥xk − T(x∗)
∥∥

6
∥∥x∗ − xk

∥∥+ ρ
∥∥xk−1 − x∗

∥∥.Eligiendo k su�ientemente grande en el lado dereho de la desigualdad se puede haersearbitrariamente peque~no. As�� tenemos que ∥∥x∗ − T(x∗)
∥∥ = 0 es deir que x∗ = T(x∗). Faltaprobar que x∗ es el �unio punto �jo de T en S. Supongamos que existen dos puntos �jos x∗ y

y∗. Entones
∥∥x∗ − y∗∥∥ =

∥∥T(x∗) − T(y∗)
∥∥

6 ρ
∥∥x∗ − y∗∥∥.Como ρ < 1, neesariamente x∗ = y∗. �Como un Sistema Din�amio de�ne un sistema de euaiones difereniales. Es deirun sistema din�amio puede venir formulado por un sistema de euai�ones diferenia-les. Por lo tanto seguidamente estudiaremos las propiedades del sistema de euaionesdifereniales no lineales de la forma:_x(t) = f(x(t)), x(t0) = x0, t ∈ Ix0. (1.5)Donde f : D → Rn es ontinuo en el abierto D ⊂ Rn y la funi�on x : Ix0 → D delase C1 es una solui�on de (1.5) sobre el intervalo Ix0 ⊂ R que ontiene a t0, on laondii�on iniial x(t0) = x0.Una euai�on diferenial on una ondii�on iniial puede tener varias soluionesomo ilustramos en el siguiente ejemplo.Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 5
Ejemplo 1.2. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:_x(t) = 3x(t)2/3, x(0) = 0, t > 0Este sistema tiene dos soluiones dado por x(t) = t3 y x(t) = 0. Notemos que la funi�on
f(x) = 3x2/3 es ontinuo en x = 0, pero no es Liphitz ontinua en x = 0.Por lo tanto es laro que la ondii�on de ontinuidad de f no es su�iente paraasegurar la uniidad de la solui�on de (1.5). En el siguiente teorema vamos a utilizaruna ondii�on que garantiza la exitenia y la uniidad de la solui�on de (1.5).Antes de la demostrai�on notemos que si x es una solui�on de (1.5), entones porel segundo teorema fundamental del �alulo tenemos:

∫ t

t0 f(x(s))ds = ∫ t

t0 _x(s)ds = x(t) − x(t0) (1.6)entones
x(t) = x(t0) + ∫ t

t0 f(x(s))ds. (1.7)Reiproamente, si x es una solui�on de la euai�on integral
x(t) = x0 + ∫ t

t0 f(x(s))ds (1.8)entones x(t0) = x0 y seg�un el primer teorema fundamental del �alulo tenemos:_x(t) = f(x(t)). (1.9)Por lo tanto esto quiere deir que hallar una solui�on de (1.5) es equivalente a hallaruna solui�on de la euai�on integral x(t) = x(t0) + ∫ t

t0 f(x(s))ds.En el siguiente teorema que viene a ontinuai�on onsideraremos el espaio de fun-iones ontinuas C([t0, τ]) on la norma del m�aximo.
Teorema 1.2. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Supongamos que f : D → Rn esLiphitz ontinuo sobre D, entones para todo x0 ∈ D, existe τ ∈ (t0, t1) tal que (1.5)tiene una �unia solui�on x : [t0, τ] → Rn.
Demostración. Sea r > 0 tal que Br[x0] ⊆ D donde Br[x0] = {

x ∈ D : ‖x − x0‖ 6 r
}observar la �gura (1.1), omo la norma ‖ · ‖ de�nida en Rn es ontinua y f es ontinua sobreel ompato Br[x0], entones existe M = m�ax{‖f(x)‖ : x ∈ Br[x0]}.Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 6
b

x0r

x

t0t

τ

Br[x0]
D

x(t)

bb

b Figura 1.1:
Sea S =

{

x ∈ C[t0, τ] : ‖x− x0‖ 6 r, x(t0) = x0, t ∈ [t0, τ]}donde τ = t0 + δ. Sea P : C[t0, τ] → C[t0, τ] dado por:
(Px)(t) = x0 + ∫ t

t0 f(x(s))ds, t ∈ [t0, τ] (1.10)Como f : D → Rn es Liphitz ontinuo sobre D y ‖x(t) − x0‖ 6 r, t ∈ [t0, τ], resulta quepara ada x ∈ S y t ∈ [t0, τ]
∥∥(Px)(t) − x0∥∥ =

∥∥∥∥
∫ t

t0 f(x(s))ds∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
∫ t

t0 [f(x(s)) − f(x0) + f(x0)]ds∥∥∥∥
6

∫ t

t0 [‖f(x(s)) − f(x0)‖+ ‖f(x0)‖]ds
6

∫ t

t0 [L‖x(s) − x0‖+ α]ds

6

∫ t

t0(Lr+ α)ds

= (t− t0)(Lr+ α)

6 (τ − t0)(Lr+ α),donde L > 0 es la onstante de Liphitz y α = ‖f(x0)‖. Como Px− x0 est�a aotado, entonestomamos la norma de�nida por:
‖Px− x0‖ = m�ax

t∈[t0,τ]‖(Px)(t) − x0‖Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 7entones
‖Px− x0‖ = m�ax

t∈[t0,τ]‖(Px)(t) − x0‖ 6 (τ− t0)(Lr+ α) .Ahora, haiendo τ− t0 6 r
Lr+α

tenemos que ‖Px − x0‖ 6 r y por lo tanto P : S → S.Ahora vamos a probar que P : S → S es una ontrai�on, sean x y y ∈ S tal que x(t),
y(t) ∈ Br[x0] para todo t ∈ [t0, τ], entones omo

(Px)(t) − (Py)(t) =

∫ t

t0 [f(x(s)) − f(y(s))]ds ,entones
‖(Px)(t) − (Py)(t)‖ 6

∫ t

t0 ‖f(x(s)) − f(y(s))‖ds

6

∫ t

t0 L‖x(s) − y(s)‖ds

6 L‖x− y‖
∫ t

t0 ds
= L(t− t0)‖x− y‖
6 ρ‖x− y‖donde ‖x− y‖ = m�axt∈[t0,τ] ‖x(t) − y(t)‖ y L(t− t0) 6 L(τ− t0) 6 ρ.Entones

‖Px− Py‖ = m�ax
t∈[t0,τ]‖(Px)(t) − (Py)(t)‖ 6 ρ‖x− y‖Haiendo (τ − t0) 6 ρ/L y ρ < 1 tenemos que P : S → S es una ontrai�on. Entones para

τ − t0 6 m��n{t1 − t0, r

Lr+ α
, ρ
L

} y apliando el teorema (1.1), tenemos que (1.5) tiene una�unia solui�on en S.Finalmente, nos falta probar que la solui�on x(t) de (1.5) tiene una �unia solui�on en
C[t0, τ].Sea x ∈ C[t0, τ] tal que satisfae (1.10). Como x(t0) = x0 ∈ Br[x0] y x es ontinuo sobre
[t0, τ], entones x(t) ∈ Br[x0] para todo t ∈ [t0, τ]. En efeto supongamos lo ontrario, es deirque existe τ̂ ∈ (t0, τ) tal que x(τ̂) /∈ Br[x0], entones ‖x(τ̂) − x0‖ > r.Como ‖x(t0) − x0‖ = 0, entones existe τ∗ < τ̂ < τ tal que ‖x(t) − x0‖ < r para todo
t ∈ [t0, τ∗) y ‖x(τ∗) − x0‖ = r, tal omo se muestra en la �gura (1.2).
Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 8
b

b

b

x0
x

t

x(τ∗)

x(t)

x(τ̂)

τ̂

τ∗

t0
τ

r

Br[x0]
b

b

Figura 1.2:Luego, para todo t 6 τ∗ tenemos
‖x(t) − x0‖ =

∥∥∥∥
∫ t

t0 f(x(s))ds∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
∫ t

t0 [f(x(s)) − f(x0) + f(x0)]ds∥∥∥∥
6

∫ t

t0 L‖x(s) − x0‖ds+ α(t− t0)
6 (t− t0)(Lr+ α)

6 (τ∗ − t0)(Lr+ α)en partiular para t = τ∗ tenemos que r = ‖x(τ∗) − x0‖ 6 (τ∗ − t0)(Lr + α). Por lo tanto,
τ∗ − t0 > r

Lr+α
> τ − t0, entones τ∗ > τ, lo ual es una ontradii�on. Por lo tanto, si

x ∈ C[t0, τ] y satisfae (1.5) tal que τ − t0 6 m��n{t1 − t0, r
Lr+α

, ρ
L
}, entones x ∈ S. Asi todasolui�on en C[t0, τ] debe estar en S. En onseuenia, uniidad de la solui�on de (1.5) en Simplia uniidad de la solui�on de (1.5) en C[t0, τ]. �

Ejemplo 1.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:_x(t) = f(x(t)), x(0) = 0. (1.11)Mostraremos que la funi�on f : D ⊂ R → R de�nida por f(x(t)) = x2(t), es liphitzontinuo sobre S = {x ∈ C[0, τ] : |x(t)| 6 1, x(0) = 0, t ∈ [0, τ]} ⊂ D. En efeto;
|f(x(t)) − f(y(t))| =|x2(t) − y2(t)| (1.12)

=|x(t) + y(t)||x(t) − y(t)| (1.13)
62|x(t) − y(t)| (1.14)Carrera de Matem�atia 3



1.1. SISTEMAS DIN�AMICOS 9Por lo tanto observando el Teorema (1.2) tenemos que la onstante de Liphitz es L = 2y r = 1. Si ρ = 12 , entones τ 6 m��n{12 , 12 , 14 }, luego podemos tomar τ = 14 . As�� por elTeorema (1.2), existe una �unia solui�on x : [0, 14 ] → R de�nida sobre [0, 14 ] de (1.11).Hasta el momento hemos mostrado que on las ondiiones de Lipshitz ontinuo,el sistema no lineal (1.5) garantiza la uniidad de la solui�on en el intervalo errado
[t0, τ]. Seguidamente onsideraremos la posibilidad de extender la solui�on x : [t0, τ] → Dde (1.5) para un intervalo mayor. La idea es omo sigue, omo la solui�on del sistemano lineal (1.5) tiene una solui�on �unia en el intervalo [t0, τ], entones podemos apliarel Teorema (1.2) on la ondii�on iniial x(τ), luego repetir el proeso hasta lograr unasolui�on m�axima. Por lo tanto, la solui�on va a existir en el intervalo semiabierto
[t0, τm�ax), y an�alogamente para (τm��n, t0].
Teorema 1.3. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Asumimos que f : D → Rn esLipshitz ontinua sobre D. Adem�as, sea x(t) la solui�on de (1.5) sobre el intervalomaximal Ix0 = [0, τm�ax) on τm�ax < ∞. Entones dado ualquier onjunto ompato
Dc ⊂ D, existe t ∈ Ix0 tal que x(t) /∈ Dc.
Demostración. Sea x(t) la solui�on de (1.5) de�nida en Ix0 = [0, τm�ax) on τm�ax < ∞.Supongamos que existe un ompato Dc ⊂ D tal que x(t) ∈ Dc para todo t ∈ Ix0 . Como
f : D → Rn es ontinuo, la apliai�on f es aotada en el ompato Dc, de modo que existe
α > 0 tal que ‖f(x)‖ 6 α para todo x ∈ Dc. Luego sean t0, t ∈ [0, τm�ax) entones,

‖x(t) − x(t0)‖ =

∥∥∥∥
∫ t

t0 f(x(s))ds∥∥∥∥
6

∫ t

t0 ‖f(x(s))‖ds
6 α(t− t0),on esto mostramos que x es uniformemente ontinua sobre Ix0 .Como x es uniformemente ontinuo sobre Ix0 = [0, τm�ax), entones x posee una exteni�onontinua �x : [0, τm�ax] → D on �x(τm�ax) = l��m

r→τ−m�ax x(r) luego tenemos lo siguiente�x(τm�ax) − �x(t) = l��m
r→τ−m�ax x(r) − x(t)

= l��m
r→τ−m�ax[x(r) − x(t)]

= l��m
t→τm�ax ∫ r

t

f(x(s))ds

=

∫τm�ax
t

f(�x(s))dsCarrera de Matem�atia 3



1.2. PUNTO L�IMITE Y CONJUNTO L�IMITE 10Entones _x(τm�ax) = f(x(τm�ax)). En efeto,�x(τm�ax) − �x(t)
τm�ax − t

− f(x(τm�ax)) = 1
τm�ax − t

[�x(τm�ax) − �x(t)] − f(x(τm�ax))
τm�ax − t

∫τm�ax
t

ds

=
1

τm�ax − t

∫τm�ax
t

[f(�x(s)) − f(�x(τm�ax))]dspor lo tanto
‖�x(τm�ax) − �x(t)

τm�ax − t
− f(x(τm�ax))‖ 6

1
τm�ax − t

∫τm�ax
t

‖f(�x(s)) − f(�x(τm�ax))‖ds
6 m�ax

t6s6τm�ax ‖f(�x(s)) − f(�x(τm�ax))‖ → 0,uando t → τm�ax.Luego por el Teorema (1.2) la solui�on x(t) de (1.5) se extiende al intervalo [0, τ∗) donde
τ∗ > τm�ax. Lo ual es una ontradii�on al heho de que Ix0 = [0, τm�ax) es el intervalo maximalde la existenia de solui�on de (1.5). �

Corolario 1.1. Consideremos el sistema no lineal (1.5). Asumimos que f : D → Rn esLipshitz ontinua sobre D. Adem�as, sea Dc ⊂ D un onjunto ompato y supongamos
x0 ∈ D y la solui�on x : [0, τ) → D esta enteramente ontenido en Dc entones existeuna �unia solui�on x : [0,∞) → D de (1.5) para todo t > 0.Demostrai�on. Sea [0, τ) el intervalo maximal de existenia de la solui�on x(t) de (1.5),que esta totalmente ontenido en Dc, entones τ se extiende a ∞. En efeto supongamoslo ontrario es deir que τ es �nito, entones por el Teorema (1.3) existe t ∈ [0, τ) tal que
x(t) /∈ Dc, lo ual es una ontradii�on, pu�es por hip�otesis tenemos que x([0, τ)) ⊂ Dc �

1.2. Punto ĺımite y conjunto ĺımiteEn esta sei�on introduiremos la noi�on de invarianza de un onjunto M ⊂ Rn onrespeto al ujo φt del sistema no lineal, dado por:_x(t) = f(x(t)), x(0) = x0, t ∈ [0,∞). (1.15)Donde D es un subonjunto abierto de Rn y f : D → Rn es Lipshitz ontinua sobre
D. Adem�as x(t) es la solui�on de (1.15) de�nida en [0,∞) (esto se puede lograr graiasal orolario (1.1)) on la ondii�on iniial x(0) = x0.Carrera de Matem�atia 3



1.2. PUNTO L�IMITE Y CONJUNTO L�IMITE 11
Definición 1.4. La �orbita positiva en el punto x0 ∈ D es el onjunto de�nido por:

O+
x0 = {

x ∈ D : x = φ(x0, t), t > 0} .
Definición 1.5. Un punto p ∈ D ⊂ Rn es un punto l��mite positivo de la trayetoria
x(t) = φx0(t) de (1.15) si existe una seuenia mon�otona de n�umeros positivos, on
tn → ∞ uando n → ∞, tal que φ(tn, x0) → p uando n → ∞. El onjunto de todos lospuntos l��mites positivos es el onjunto l��mite positivo ω(x0) de x(t) = φx0(t) de (1.15).
Definición 1.6. Un onjunto M ⊂ D ⊆ Rn es un onjunto invariante positivo on res-peto al sistema no lineal (1.15). Si φt(M) ⊆ M para todo t > 0, donde el onjunto
φt(M) esta dado por: φt(M) =

{
φt(x) : x ∈ M

}. Si φt(M) = M entones diremos que Mes invariante.Usaremos la notai�on x(t) → M uando t → ∞, donde M ⊂ D ⊂ Rn, para referirnosa que para ualquier ǫ > 0 existe T > 0 tal que dist(x(t),M) < ǫ para todo t > T , dondedist(p,M) = ��nfx∈M ‖p− x‖

Teorema 1.4. Supongamos que la solui�on x(t) de (1.15) orrespondiente a una ondi-i�on iniial x(0) = x0 es aotada para todo t > 0. Entones el onjunto l��mite positivo
ω(x0) de x(t), es no va��o, ompato, invariante y onexo. Adem�as, x(t) → ω(x0) uando
t → ∞.
Demostración. Sea x(t), t > 0, o equivalentemente, φ(t, x0) t > 0 denota la solui�on de(1.15) orrespondiente a la ondii�on iniial x(0) = x0. Luego omo x(t) es aotada paratodo t > 0, entones toda suesi�on en la �orbita positiva O+

x0 =
{
φ(t, x0) : t ∈ [0,∞)

}tiene un punto de aumulai�on p ∈ D uando t → ∞, y por tanto ω(x0) es no va��o. Ahoramostraremos que ω(x0) es aotado para esto sea p ∈ ω(x0), entones existe una suesi�on
{tn}

∞
n=0, on t0 = 0, tal que l��m

n→∞
x(tn) = p, entones ‖ l��m

n→∞
x(tn)‖ = ‖p‖, omo ‖x(tn)‖ 6 αpara alg�un α > 0 (pu�es la solui�on x(t) de (1.15) es aotada), entones ‖p‖ < α para todo

p ∈ ω(x0), as�� ω(x0) es aotado. Ahora probaremos, que ω(x0) es errada, para esto tome-mos una suesi�on {pi}
∞
i=0 ontenido en ω(x0), tal que l��m

i→∞
pi = p, entones para todo ǫ > 0existe j ∈ N tal que i > j entones ‖p − pi‖ < ǫ/2, por otro lado omo pi ∈ ω(x0) entonesexiste T > 0 tal que t > T tenemos ‖pi − x(t)‖ < ǫ/2. Entones existe τ = m�ax{T , j} tal que

‖p − x(t)‖ 6 ‖pi − x(t)‖ + ‖p − pi‖ < ǫ/2 + ǫ/2 < ǫ, y por tanto p ∈ ω(x0), As�� ω(x0) eserrado. Luego ω(x0) es aotado y errado es deir ω(x0) es un onjunto ompato.Ahora mostraremos la invarianza positiva de ω(x0). Sea p ∈ ω(x0), entones existe unasuesi�on {tn}
∞
n=0 tal que x(tn) → p uando n → ∞. Como la solui�on x(t) es �unia para todoCarrera de Matem�atia 3



1.2. PUNTO L�IMITE Y CONJUNTO L�IMITE 12
t > 0 en (1.15), entones φ(t + tn, x0) = φ(t,φ(tn, x0)) = φ(t, x(tn)). Como φ es ontinuaentones l��m

n→∞
φ(t + tn, x0) = l��m

n→∞
φ(t, x(tn)) = φ(t,p), luego φ(t,p) ∈ ω(x0). Por tanto,

φt(ω(x0)) ⊆ ω(x0), para todo t > 0, as�� ω(x0) es invariante positivo.A ontinuai�on demostraremos la invarianza de ω(x0). Sea y ∈ ω(x0), entones existe unasuesi�on {tn}
∞
n=0 tal que φ(tn, x0) → y uando n → ∞, omo φ(t,φ(tn − t, x0)) = φ(tn, x0)entones l��m

n→∞
φ(t,φ(tn − t, x0)) = y. Ahora, omo x(t) es aotada entones existe una sub-suesi�on {znk

}∞k=1 de la suesi�on zn = φ(tn − t, x0), tal que l��m
k→∞

znk
= z, entones z ∈ ω(x0).Luego omo el ujo φ es ontinuo, entones l��m

k→∞
φ(t, znk

) = φ(t, l��m
k→∞

znk
) = φ(t, z). Porlo tanto y = φ(t, z), entones ω(x0) ⊂ φt(ω(x0)), t ∈ [0,∞). Ahora usando la invarianzade ω(x0) tenemos φt(ω(x0)) = ω(x0) para todo t > 0, asi estableemos la invarianza delonjunto l��mite ω(x0).Ahora, mostraremos la onexidad de ω(x0), demostraremos por ontradii�on. Suponga-mos que ω(x0) no es onexo, entones existen dos onjuntos errados no vaios P+1 y P+2 talque P+1 ∩ P+2 = ∅ y ω(x0) = P+1 ∪ P+2 . Como P+1 y P+2 son errados y disjuntos, entonesexisten dos onjuntos abiertos S1 y S2 tal que S1 ∩ S2 = ∅, P+1 ⊂ S1, y P+2 ⊂ S2. Como P+1 y

P+2 son no vaios entones existen p ∈ P+1 y q ∈ P+2 , lo que implia que existen suesiones
{tn}

∞
n=0 y {τk}

∞
k=0 tales que x(tn) → p uando n → ∞ y x(τk) → p uando k → ∞. Luego,por la ontinuidad de x y el heho de que S1∩S2 = ∅ implia que existe una suesi�on {τ ′

m}∞m=0tal que x(τ ′
m) /∈ S1 ∪ S2, ver �gura (1.3), luego omo la solui�on x(t), de (1.15) es una funi�onaotada para todo t > 0 , entones existe una subsuesi�on {τ ′

mk
}∞k=1 de la suesi�on {τ ′

m}∞m=0 talque l��m
k→∞

x(τ ′
mk

) = p̂ /∈ ω(x0), lo ual es una ontradii�on. Por tanto, ω(x0) es un onjuntoonexo.
b

b

b

b

b

p

q

p̂

S1 S2
P+1

P+2
tk

τ ′
m

tn

x(tn) x(τ ′
m)

x

x(τk)

Figura 1.3:Finalmente, probaremos que x(t) → ω(x0) uando t → ∞, demostraremos por ontradi-Carrera de Matem�atia 3



1.2. PUNTO L�IMITE Y CONJUNTO L�IMITE 13i�on, supongamos que x(t) 6→ ω(x0) uando t → ∞ entones existe una suesi�on {tn}
∞
n=0, on

tn → ∞ uando n → ∞, tal que dist(x(tn),ω(x0)) > ǫ Como
dist(x(tn),ω(x0)) = ��nf

p∈ω(x0) ‖x(tn) − p‖ (1.16)entones,
‖x(tn) − p‖ > ��nf

p∈ω(x0) ‖x(tn) − p‖ > ǫ, n ∈ N (1.17)luego omo x(t) es una suesi�on aotada para todo t > 0, entones la suesi�on {tn}
∞
n=0 ontieneuna subsuesi�on {t∗n}

∞
n=0 tal que x(t∗n) → p∗, entones p∗ ∈ ω(x0), lo ual es una ontradii�on.Por tanto, x(t) → ω(x0) uando t → ∞. �

Ejemplo 1.4. Consideremos el siguiente sistema no lineal_x1(t) = −x2(t) + x1(t)[1− x21(t) − x22(t)], x1(0) = x10, (1.18)_x2(t) = x1(t) + x2(t)[1− x21(t) − x22(t)], x2(0) = x20, . (1.19)Reesribiendo (1.18) y (1.19) en terminos de oordenadas polares tenemos:
x1(t) = r(t) osθ, x2(t) = r(t) sinθ. (1.20)Entones

x21 + x22 = r2 y θ = tan−1(x2
x1 ) (1.21)derivando (1.21) se tiene;

x1 _x1 + x2 _x2 = r_r, x1 _x2 − x2 _x1 = r2 _θ. (1.22)Multipliando (1.18) por x y (1.19) por y y sumando obtenemos;
r_r = r2(1− r2). (1.23)Multipliando (1.18) por y y (1.19) por x y restando obtenemos;

r2 _θ = r2.Luego supongamos que r > 0 entones;_r = r(1− r2), _θ = 1. (1.24)Carrera de Matem�atia 3



1.2. PUNTO L�IMITE Y CONJUNTO L�IMITE 14Resolviendo obtenemos;
r =

1√1+ Ke−2t , θ = t+ t0. (1.25)R eeplazando (1.25) en (1.20);
x1(t) = os(t+ t0)√1+ Ke−2t , x2(t) = sin(t+ t0)√1+ Ke−2t (1.26)Interpretai�on geometria:Si K = 0 entones tenemos que r = 1 y θ = t+ t0 lo ual desribe la trayetoria irular

C = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 + x22 = 1}.Si K < 0 entones r > 1 y r → 1 uando t → ∞Si K > 0 entones r < 1 y r → 1 uando t → ∞Por lo tanto la solui�on de (1.18) en (1.19) esta aotada y onvergen a C, tal omo semuestra en la �gura (1.4)
1

x1
x2

−1
−1

1
C

Figura 1.4:

Carrera de Matem�atia 3



CAṔITULO 2

Estabilidad en Sistemas No Lineales

En este ap��tulo desarrollaremos en detalle todo los resultados sobre la estabilidadseg�un Lyapunov. Espe���amente, enfatizar los resultados que garantizan la estabilidadde sistemas no lineales alrededor de puntos de equilibrio, tanto a nivel loal omo global,tal omo se muestra a ontinuai�on.
2.1. Estabilidad según Lyapunov

Definición 2.1. Dado un ampo f : D → Rn y D abierto en Rn diremos que x0 ∈ D esun punto de equilibrio del ampo f si f(x0) = 0.Consideremos el siguiente sistema no lineal_x(t) = f(x(t)), x(0) = x0, t ∈ Ixo
, (2.1)donde f : D → Rn es Liphitz ontinuo sobre D ⊂ Rn que ontiene al origen, on laondii�on iniial x(0) = x0, luego por el teorema (1.2) existe τ > 0 tal que (2.1) tieneuna �unia solui�on x : Ixo

→ D, donde Ixo
= [0, τ].

Observación 2.1. Si asumimos que f(0) = 0 y de�nimos x(t) ≡ 0 (x(t) = 0 para todo
t > 0), observamos que x(t) ≡ 0 satisfae (2.1), entones x(t) ≡ 0 es una solui�on de(2.1). Adem�as la solui�on ero umple la de�nii�on (2.1), entones la solui�on x(t) ≡ 0se llamar�a solui�on de equilibrio. 15



2.1. ESTABILIDAD SEG�UN LYAPUNOV 16
Observación 2.2. Estudiaremos estabilidad en la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) donde
t ∈ Ixo

= [0,∞) (esto por el orolario (1.1)). Si la solui�on de equilibrio fuese distinto deero, es deir x(t) = x1 para todo t > 0, donde x1 6= 0 entones de�nimos y = x−x1 y tra-bajamos on la euai�on _y = g(y), donde g(y) = f(y+x1) que tiene un punto de equilibrioen el origen. Entones es su�iente estudiar estabilidad en la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1).
Definición 2.2. Consideremos el sistema no lineal (2.1) y de�nimos los siguientes on-eptos.
(i) La solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es Lyapunov estable si y s�olo si para todo ε > 0,existe δ > 0 tal que si |x(0)| < δ, entones |x(t)| < ε, t > 0. (ver �gura 2.1)
(ii) La solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es (loalmente) asint�otiamente estable si y s�olo sies Lyapunov estable y existe δ > 0 tal que si |x(0)| < δ, entones l��m

t→∞
x(t) = 0.

(iii) La solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es global asint�otiamente estable (G.A.E) si y s�olo sies Lyapunov estable y para todo x(0) ∈ Rn, l��m
t→∞

x(t) = 0.
b

b

Lyapunov Estable
Asintoticamente

Estable

0
Bε(0)

∂Bε(0)
ε

δ

Bδ(0)

D

x0

Figura 2.1:Para el siguiente resultado onsideremos una funi�on V : D → R de lase C1 on Dabierto en Rn que ontiene al ero. La derivada a lo largo del ujo φ(t, x) en t = 0 esCarrera de Matem�atia 3



2.1. ESTABILIDAD SEG�UN LYAPUNOV 17dado por d
dt
V(φ(t, x))∣∣

t=0 = V ′(x)f(x), el ual denotaremos por _V(x), es deir que pode-mos esribir omo _V(x) = V ′(x)f(x). Si _V(x) es negativo, entones V(x) es dereiente alo largo de la solui�on x(t) de (2.1).
Teorema 2.1 (Teorema de Lyapunov). Consideremos el sistema no lineal (2.1) y supon-gamos que existe una funi�on V : D → R de lase C1 tal que

V(0) = 0 (2.2)
V(x) > 0, x ∈ D , x 6= 0 (2.3)

V ′(x)f(x) 6 0, x ∈ D. (2.4)Entones la solui�on ero de (2.1) es Lyapunov estable. Adem�as si
V ′(x)f(x) < 0 x ∈ D, x 6= 0. (2.5)Entones la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es asint�otiamente estable.

Demostración. Sea ε > 0 tal que Bε(0) = {x ∈ D : ‖x‖ < ǫ} ⊆ D. Como la frontera de
Bǫ(0), (∂Bε(0)) es ompato y V es ontinua, entones V(∂Bε(0)) es ompato, por tantoexiste α = m��nx∈∂Bε(0) V(x).Notemos que α > 0, pues 0 /∈ ∂Bε(0) y V(x) > 0 para x ∈ D, x 6= 0. Sea β ∈ (0,α) yde�nimos el onjunto Dβ =

{
x ∈ D : V(x) 6 β

}. Notemos que Dβ ⊂ Bε(0) (ver �gura 2.2).En efeto si suponemos que Dβ " Bε(0), entones existe p ∈ Dβ y p ∈ ∂Bε(0) y por tanto
V(p) > α > β lo ual es una ontradii�on.

D

b

ε

δ

Bδ(0) Dβ

Bε(0) 0b
x0 x(t)

b

Figura 2.2:Carrera de Matem�atia 3



2.1. ESTABILIDAD SEG�UN LYAPUNOV 18Por otra parte, omo _V(x) 6 0, se tiene
V(x(t)) − V(x(0)) = ∫ t0 V ′(x(s))f(x(s))ds 6 0, t > 0,por tanto si x(0) ∈ Dβ entones V(x(t)) 6 V(x(0)) 6 β, para todo t > 0. Adem�as el on-junto Dβ es ompato. En efeto Dβ es aotado (pues Dβ ⊂ Bε(0)) y es errado por que

Dc
β =

{
x ∈ D : V(x) > β

} es abierto ( pues si, x ∈ Dc
β entones V(x) > β entones porontinuidad de V existe δ > 0 tal que z ∈ B(x, δ) on V(z) > β, por tanto existe δ > 0 talque B(x, δ) ⊂ Dc

β). Luego por el orolario (1.1) tenemos que para x(0) ∈ Dβ, (2.1) tiene una�unia solui�on de�nido para todo t > 0.Como V es ontinua y V(0) = 0, entones existe δ > 0 tal que V(x) < β, para x ∈ Bδ(0).Sea x(t), la solui�on de (2.1) on la ondii�on iniial x(0) 6= 0 tal que |x(0)| < δ. Como
Bδ(0) ⊂ Dβ ⊂ Bε(0) ⊆ D y V ′(x)f(x) 6 0, x ∈ D, entones para todo x(0) ∈ Bδ(0)

V(x(t)) 6 V(x(0)) < β, t > 0.Como V(x) > α para x ∈ ∂Bǫ(0), y β ∈ (0,α) entones x(t) /∈ ∂Bε(0), para todo t > 0. Portanto para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que si |x(0)| < δ, entones |x(t)| < ε, para todo t > 0.Por tanto hemos probado que la solui�on x(t) ≡ 0 es Lyapunov estable.Seguidamente probaremos que la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es asint�otiamente estable.Como _V(x) < 0, x ∈ D, x 6= 0, entones la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es Lyapunov estable,ahora lo que nos falta demostrar es que l��m
t→∞

(x(t)) = 0. Demostraremos por ontradii�on,supongamos que l��m
t→∞

(x(t)) = y on y 6= 0. Como la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es Lyapunovestable entones para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que, si x(0) ∈ Bδ(0) implia que x(t) ∈ Bε(0),para todo t > 0. Como V es ontinua entones l��m
t→∞

V(x(t)) = V(y) > 0. Por otro lado omo
V(x(t)) es dereiente y aotado inferiormente por ero (esto es por (2.3) y (2.5)) entonesl��m
t→∞

V(x(t)) = ��nf
t>0V(x(t)) = L, luego por de�nii�on de ��n�mo tenemos que existe L > 0 talque V(x(t)) > L > 0, t > 0. Por otro lado por la ontinuidad de V, tenemos que existe δ ′ > 0tal que V(x) < L para x ∈ Bδ ′(0), lo ual implia que x(t) /∈ Bδ ′(0), para todo t > 0.Sea L1 = m��nδ ′6‖x‖6ε−V ′(x)f(x), entones −V ′(x)f(x) > L1, δ ′ 6 ‖x‖ 6 ε (ver �gura 2.3)por tanto tenemos lo siguiente,

V(x(t)) − V(x(0)) = ∫ t0 V ′(x(s))f(x(s))ds 6 −L1t
Carrera de Matem�atia 3
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b

b

x0 δ ′

δ

ǫ

x(t)

0
Bǫ(0)

Bδ(0)Bδ ′(0)

Figura 2.3:Luego para x(0) ∈ Bδ(0) tenemos,
V(x(t)) 6 V(x(0)) − L1tluego para t ∈ (0,∞) tal que t >
V(x(0))−L

L1 > 0, tenemos V(x(t)) 6 V(x(0)) − L1t < L lo uales una ontradii�on por tanto la solui�on x(t) ≡ 0 de (1, 1) es asint�otiamente estable. �

Observación 2.3. La funi�on V : D → R de lase C1 que umple (3.2),(2.3) y (2.4) sedenomina funi�on de Lyapunov. El teorema de Lyapunov presenta dos desventajas. Laprimera es que no hay un m�etodo sistem�atio para hallar una funi�on de Lyapunov, porlo tanto hay que proponer una funi�on andidata a funi�on de Lyapunov y probar si lamisma umple las hip�otesis del teorema de Lyapunov. La segunda es que el teorema deLyapunov s�olo brinda ondiiones su�ientes por lo tanto el heho de no enontrar unafuni�on andidata a Lyapunov que satisfaga las ondiiones del teorema de Lyapunovno signi�a que la solui�on ero x(t) ≡ 0 sea no estable o no asint�otiamente estable.
Ejemplo 2.1. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:_x1(t) = x2(t)_x2(t) = − sen(x1(t))Sea la funi�on de�nida por:

V : R2 → R

(x1, x2) 7→ x222 + 1− os(x1),podemos observar que V es una funi�on de Lyapunov. En efeto,Carrera de Matem�atia 3
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V(0, 0) = 0,
V(x1, x2) = x222 + 1− os(x1) > 0 , para todo (x1, x2) ∈ R2 − {0, 0},_V(x1, x2) = V ′(x1, x2) · f(x1, x2) = x2 sen x1 + (−x2 sen x1) = 0,entones por el teorema (2.1) tenemos que la solui�on (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) es Liapunovestable.

Ejemplo 2.2. onsideremos el sistema no lineal dado por:_x1(t) = −x2(t) − x31(t)_x1(t) = x1(t) − x32(t)sea la funi�on de�nida por:
V : R2 → R

(x1, x2) 7→ x21 + x22,entones podemos observar que V es una funi�on de Lyapunov. En efeto:
V(0, 0) = 0,
V(x1, x2) = x21 + x22 > 0 para todo (x1, x2) ∈ R2 − {(0, 0)},adem�as _V(x1, x2) = V ′(x1, x2) · f(x1, x2)

= 2x1(−x2 − x31) + 2x2(x1 − x32)
= −2x1x2 − 2x41 + 2x1x2 − 2x42
= −2x41 − 2x42 < 0 para todo (x1, x2) ∈ R2 − {(0, 0)}.Entones por el teorema (2.1) tenemos que la solui�on (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) es asint�oti-amente estable

2.2. Dominio de atracción y estabilidad global

Definición 2.3. Supongamos que la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es asint�otiamenteestable. Entones el dominio de atrai�on D0 ⊂ D de (2.1) es el onjunto dado por:
D0 = {

x0 ∈ D : si x(0) = x0 entones l��m
t→∞

x(t) = 0}Carrera de Matem�atia 3



2.2. DOMINIO DE ATRACCI�ON Y ESTABILIDAD GLOBAL 21En el teorema (2.1) sabemos que si existe una funi�on de Lyapunov que satisfae laestabilidad asint�otia en un dominio D y si Dβ =
{
x ∈ D : V(x) 6 β

} esta aotado,entones toda trayetoria que omienza en Dβ permanee en Dβ y tiende al origenuando t → ∞. Por lo tanto Dβ es una estimai�on omo dominio de atrai�on.Queremos saber bajo que ondiiones el dominio de atrai�on es todo el espaio Rn.Esto ser�a as�� si podemos probar que para todo x ∈ Rn, la solui�on de (2.1) tiendeal origen uando t → ∞, sin importar uan grande es ‖x‖, si un punto de equilibrioasint�otiamente estable tiene esta propiedad se die que es globalmente asint�otiamenteestable (G.A.E). Reordando en la demostrai�on del teorema (2.1) vemos que se puedeprobar que la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es (G.A.E), si se puede asegurar que paraada punto x ∈ Rn puede inluirse en el interior de un onjunto aotado Dβ.
Teorema 2.2. Consideremos el sistema no lineal (2.1) y supongamos que existe unafuni�on V : Rn → R de lase C1 tal que:

V(0) = 0, (2.6)
V(x) > 0, x ∈ Rn, x 6= 0, (2.7)_V(x) = V ′(x) · f(x) < 0, x ∈ Rn, x 6= 0, (2.8)
V(x) → ∞ uando ‖x‖ → ∞. (2.9)entones la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es G.A.E.

Demostración. Sean x(0) = x0 ∈ Rn y β = V(x0), entones por (2.9) existe ǫ > 0 tal que
‖x‖ > ǫ, entones V(x) > β. Por tanto, de (2.8) tenemos que V(x(t)) 6 V(x0) = β, lo ualimplia que x(t) ∈ Bǫ(0), para todo t > 0.Seguidamente probaremos que l��m

t→∞
x(t) = 0. Demostraremos por ontradii�on, suponga-mos que l��m

t→∞
x(t) = y on y 6= 0. Como la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es Lyapunov estable(hip�otesis (2.8)), entones para todo ǫ > 0 existe δ > 0 tal que, si x(0) ∈ Bδ(0) implia que

x(t) ∈ Bε(0), para todo t > 0. Como V es ontinua entones l��m
t→∞

V(x(t)) = V(y) > 0. Porotro lado omo V(x(t)) es dereiente y aotado inferiormente por ero (esto es por (2.7) y(2.8)) entones l��m
t→∞

V(x(t)) = ��nf
t>0V(x(t)) = L, luego por de�nii�on de ��n�mo tenemos queexiste L > 0 tal que V(x(t)) > L > 0, t > 0. Por otro lado por la ontinuidad de V, tenemosque existe δ ′ > 0 tal que V(x) < L para x ∈ Bδ ′(x), lo ual implia que x(t) /∈ Bδ ′(0). Sea

L1 = m��nδ ′6‖x‖6ε−V ′(x)f(x), entones −V ′(x)f(x) > L1, δ ′ 6 ‖x‖ 6 ε por tanto tenemos losiguiente:
V(x(t)) − V(x(0)) = ∫ t0 V ′(x(s))f(x(s))ds 6 −L1tCarrera de Matem�atia 3



2.2. DOMINIO DE ATRACCI�ON Y ESTABILIDAD GLOBAL 22luego para x(0) ∈ Rn tenemos:
V(x(t)) 6 V(x(0)) − L1t,luego para t ∈ (0,∞) tal que t >
V(x(0))−L

L1 > 0, tenemos V(x(t)) 6 V(x(0)) − L1t < L lo uales una ontradii�on. Por tanto la solui�on x(t) ≡ 0 de (2.1) es G.A.E. �

Nota 2.1. La funi�on V que satisfae la ondii�on (2.9) es llamado radialmente noaotado.Existen sistemas no lineales de la forma (2.1) donde la solui�on ero x(t) ≡ 0 esLyapunov estable pero no G.A.E omo ilustramos en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 2.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal_x1(t) = −

6x1(t)
[1+ x21(t)]2 + 2x2(t), x1(0) = x10, t > 0 (1 ′)_x2(t) = −
2[x1(t) + x2(t)]
[1+ x21(t)]2 , x2(0) = x20. (2 ′)Para examinar la estabilidad de este sistema no lineal, onsideremos la funi�on andi-data de Lyapunov V(x1, x2) = x21/(1 + x21) + x22. Notemos que V(0, 0) = 0 y V(x1, x2) > 0,

(x1, x2) ∈ R× R, (x1, x2) 6= (0, 0), derivando tenemos:_V(x1, x2) = [2x1(1+ x21) − 2x31
(1+ x21)2 ] _x1 + 2x2 _x2

=
2x1

(1+ x21)2 [− 6x1
(1+ x21)2 + 2x2]− 4x2(x1 + x2)

(1+ x21)2
= −

12x21
(1+ x21)4 − 4x22

(1+ x21)2
< 0, (x1, x2) ∈ R× R, (x1, x2) 6= (0, 0).Entones la solui�on ero (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) de (1 ′) y (2 ′) es asint�otiamente estable.Sin embargo para demostrar que (1 ′) y (2 ′) no es globalmente estable, onsideremosla hip�erbola x2 = 2/(x1 −√2) en Rn. Luego sobre la hip�erbola, _x2_x1 es dado por:_x2_x1 ∣∣∣∣x2= 2

x1 −√2 =
−2(x1 + x2)

−6x1 + 2x2(1+ x21)2 ∣∣∣∣x2= 2
x1 −√2 = −

12x21 + 2√2 x1 + 1 (∗)mientras que la pendiente de la hip�erbola est�a dado por
dx2
dx1 = −

2
(x1 −√2)2 = −

112x21 −√2 x1 + 1 (∗∗)Carrera de Matem�atia 3
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Figura 2.4:De (∗) y (∗∗) y para x1 > √2, tenemos que;2x21 + 2√2x1 + 1 >
12x21 −√2x1 + 1 ,y por tanto _x2_x1 ∣∣∣∣x2= 2

x1−√2 >
dx2
dx1 ,Adem�as notemos que para x1 > √2, se tiene que_x1∣∣x2= 2

x1−√2 = −
6x1

(1+ x21)2 + 4
x1 −√2

=
4+ 6√2x1 + 2x21 + 4x41
(1+ x21)2(x1 −√2)

> 0.Como en la hip�erbola _x1 > 0 para x1 >
√2, se dedue que las trayetorias de (1 ′) y

(2 ′) no puede ortar la rama de la hip�erbola situada en el primer uadrante del plano(Ver �gura 2.4). Por tanto ya que las trayetorias de partida a la dereha de la hip�erbolano puede llegar al origen, se dedue que la solui�on ero (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) de (1 ′) y
(2 ′) no es (G.A.E).
Ejemplo 2.4. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por;_x1(t) = −x1(t) + x32(t), x1(0) = x10, t > 0 (2.10)_x2(t) = −x1(t) − x2(t), x2(0) = x20 . (2.11)Carrera de Matem�atia 3



2.2. DOMINIO DE ATRACCI�ON Y ESTABILIDAD GLOBAL 24Para examinar la estabilidad del sistema, onsideremos la funi�on andidato a Lya-punov V(x1, x2) = 12x21 + 14x42, Notemos que V(0, 0) = 0 y V(x1, x2) > 0, (x1, x2) ∈ R × R,
(x1, x2) 6= (0, 0). derivando V tenemos:_V(x1, x2) = x1 _x1 + x32 _x2 = −x21 − x42, (x1, x2) ∈ R× R, (x1, x2) 6= (0, 0).Adem�as podemos observar que V es radialmente no aotado en R2. Lo ual implia quela solui�on (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) de (2.10) y (2.11) es (G.A.E)
Teorema 2.3. Consideremos el sistema no lineal (2.1), supongamos que Dc ⊂ D es unonjunto ompato invariante positivo on respeto a (2.1) y supongamos que existe unafuni�on V : Dc → R de lase C1 tal que V ′(x)f(x) 6 0. Sea R =

{
x ∈ Dc : V ′(x)f(x) = 0}y sea M el onjunto m�as grande invariante ontenido en R. Si x(0) ∈ Dc, entones

x(t) → M uando t → ∞.Demostrai�on. Sea x(t), para t > 0, una solui�on de (2.1) on x(0) ∈ Dc (ver �gura 2.5).Como V ′(x)f(x) 6 0, entones
V(x(t)) − V(x(τ)) =

∫ t

τ

V ′(x(s))f(x(s))ds 6 0, t > τ.Por tanto, V(x(t)) 6 V(x(τ)), t > τ, entones V(x(t)) es una funi�on dereiente. Como Ves ontinuo sobre el onjunto ompato Dc entones, existe β ∈ R tal que V(x) > β, x ∈ Dc,entones existe γx0 = l��m
t→∞

V(x(t)).
b

Dc

x(t)

R
M

ω(x0)
x0

Figura 2.5:Por otro lado, para todo p ∈ ω(x0) existe una suesi�on mon�otona reiente {tn}
∞
n=0 on

t0 = 0, tal que x(tn) → p uando n → ∞. Luego V(p) = V( l��m
n→∞

x(tn)) = l��m
n→∞

V(x(tn)) = γx0,Carrera de Matem�atia 3



2.2. DOMINIO DE ATRACCI�ON Y ESTABILIDAD GLOBAL 25por tanto V(x) = γx0, para todo x ∈ ω(x0), as�� _V(x) = 0 para todo x ∈ ω(x0). Como Dc esompato e invariante positivo, tenemos que x(t) es aotada para todo t > 0, y por lo tantopor el Teorema (1.4) tenemos que el onjunto ω(x0) es no va��o y ompato invariante talque x(t) → ω(x0) uando t → ∞.Por tanto, omo _V(x) = V ′(x)f(x) = 0 para todo x ∈ ω(x0) y M es el onjunto m�as grandeinvariante ontenido en R, entones ω(x0) ⊂ M ⊂ R ⊂ Dc. Finalmente, omo x(t) → ω(x0)uando t → ∞ esto signi�a que para ualquier ǫ > 0 existe T > 0 tal que dist(x(t),ω(x0)) < ǫpara todo t > T , pero la dist(x(t),ω(x0)) = ��nfp∈ω(x0) ‖x(t)−p‖ > ��nfp∈M ‖x(t)−p‖, entonesdist(x(t),M) < ǫ luego tenemos que x(t) → M uando t → ∞. �

Carrera de Matem�atia 3



CAṔITULO 3

Aplicaciones

3.1. Construcciones de Funciones de LyapunovComo vimos en el estudio de estabilidad de sistemas no lineales por el m�etodo di-reto de Lyapunov, es fundamental tener la funi�on de Liapunov. Presentamos tresaproximaiones sistem�atios para onstruir diha funi�on.
El método del gradiente variable. El m�etodo del gradiente es un m�etodo para ons-truir funiones de Lyapunov. La idea es tratar de enontrar g(x) tal que sea el gra-diente de una funi�on V : D → R de lase C1, donde D es un abierto en Rn. Es deir
g(x) = V ′(x), luego integrando se tendr�a V(x) =

∫x0 g(s)ds, m�as preisamente dado unampo vetorial
f : D → Rn

x 7→ d

dt
φ(t, x)∣∣∣∣

t=0 (3.1)entones, d
dt
V(φ(t, x))∣∣

t=0 = V ′(x)f(x)donde
V ′ : D → L(Rn,R)

x 7→ V ′(x) : Rn → R

26



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 27y V ′(x) =

(
∂V

∂x1 , ∂V∂x2 , . . . , ∂V∂xn). Luego de�nimos la funi�on:
g : Rn → Rn

x 7→ g(x) = [V ′(x)]Tentones _V(x) = V ′(x)f(x) =

n∑

i=1 ∂V

∂xi
· fi(x) =

n∑

i=1 gi(x) fi(x) (3.2)Luego denotando [g(x)]T por gT (x) e integrando (3.2) tenemos:
V(x) =

∫x0 gT (s)ds =

∫x0 n∑

i=1 gi(s)dsi. (3.3)Por otro lado omo g(x) es gradiente de la funi�on V, entones la integral de lineaes independiente del amino que une de 0 a x. En efeto onsideremos h : [0, 1] → Rde�nida por:
h(t) = V(x(t))on x(0) = 0 y x(1) = x uya derivada es

h ′(t) = V ′(x(t))f(x(t)).Apliando el teorema fundamental del �alulo a la funi�on h obtenemos:
V(x) − V(0) = V(x(1)) − V(x(0))

= h(1) − h(0)
=

∫ 10 h ′(t)dt

=

∫ 10 V ′(x(t))f(x(t))dt

=

∫x0 gT (s)dsPor lo tanto la integral de linea es independiente del amino que une de 0 a x. Enpartiular tomamos el amino retilineo dado por s = σx, donde σ ∈ [0, 1], entones(3.3) podemos reesribir omo
V(x) =

∫ 10 gT (σx)xdσ =

∫ 10 n∑

i=1 gi(σx)xi dσ (3.4)Carrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 28El siguiente resultado muestra que g(x) es un gradiente de una funi�on V : D → R si ys�olo si la matriz Jakobiana ∂g/∂x es sim�etria.
Teorema 3.1. La funi�on g : Rn → Rn es gradiente de la funi�on V : D → R si y s�olo si

∂gi

∂xj
=

∂gj

∂xi
, i, j = 1, . . . ,n. (3.5)

Demostración. Si gT (x) = V ′(x), entones gi(x) =
∂V

∂xi
, luego por el Teorema (A.3) (verap�endie A), tenemos ∂gi

∂xj
=

∂2V
∂xj∂xi

=
∂gj

∂xi
, para todo i, j = 1, . . . ,n as�� hemos probado laneesidad, seguidamente probaremos la su�ienia supongamos que ∂gi

∂xj
=

∂gj

∂xi
, para todo

i, j = 1, . . . ,n y de�nimos V(x) omo la integral de linea
V(x) =

∫ 10 gT (σx)xdσ =

∫ 10 n∑

j=1 gj(σx)xj dσ (3.6)Como
∂gT (σx)x

∂xi
=

∂
(
g1(σx)x1 + g2(σx)x2 + · · ·+ gi(σx)xi + · · ·+ gn(σx)xn

)

∂xi

=
∂g1
∂xi

(σx)σx1 + ∂g2
∂xi

(σx)σx2 + · · ·+ ∂gi

∂xi
(σx)σxi + gi(σx) + · · ·+ ∂gn

∂xi
(σx)σxn

=

n∑

j=1 ∂gj

∂xi
(σx)σxj + gi(σx),entones por el Teorema (A.2) (ver Ap�endie A), tenemos:

∂V

∂xi
=

∫ 10 n∑

j=1 ∂gj

∂xi
(σx)xjσdσ+

∫ 10 gi(σx)dσ

=

∫ 10 n∑

j=1 ∂gi

∂xj
(σx)xjσdσ+

∫ 10 gi(σx)dσ

=

∫ 10 d
(
σgi(σx)

)

dσ
dσ

= gi(x) i = 1, . . . ,n,por lo tanto, gT (x) = V ′(x). �

Ejemplo 3.1. Consideremos el siguiente sistema no lineal_x1(t) = x2(t), x1(0) = x10, t > 0, (∗)_x2(t) = −
[
x1(t) + x2(t)]− sen (x1(t) + x2(t)), x2(0) = x20. (∗∗)Carrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 29En este ejemplo vamos a onstruir una funi�on de Lyapunov para (∗) y (∗∗). Conside-remos gT (x) =
[
a11x1 + a12x2, a21x1 + a22x2], on a12 = a21 = β de modo se umpla lasimetr��a de la euai�on (3.5). Entones_V(x) = gT (x)f(x)

= (a11x1 + βx2)x2 − (βx1 + a22x2)[(x1 + x2) + sen(x1 + x2)]Tomando a11 = 2β, a22 = β, y β > 0 resulta que_V(x) = −βx21 − β(x1 + x2) sen(x1 + x2) < 0,para (x1, x2) ∈ D =
{
(x1, x2) : |x1 + x2| < π

}. Por tanto,
V(x) =

∫ 10 [g1(σx1,σx2)x1 + g2(σx1,σx2)x2]dσ
=

∫ 10 β[2x21 + 2x1x2 + x22]σdσ
= βx21 + βx1x2 + 12βx22 .Notemos que V(0, 0) = 0 y V(x1, x2) = 12βx21 + 12β(x1 + x2)2 > 0, para todo (x1, x2) ∈ R× Ry (x1, x2) 6= (0, 0), por tanto V es una funi�on de Lyapunov para (∗) y (∗∗).Seguidamente presentamos el m�etodo de Krasovskii para la onstrui�on de funionesde Lyapunov, para esto demostraremos antes el siguiente teorema que es neesario parademostrar el teorema de Krasovskii.

Teorema 3.2. Sean f, g : Rn → Rn funiones de lase C1, tal que f(0) = 0. Entones paraada x ∈ Rn existe α ∈ [0, 1] tal que
gT (x)f(x) = gT (x)

∂f

∂x
(αx)x . (3.7)

Demostración. Sea p ∈ Rn por el Teorema (A.1) (ver ap�endie A) tenemos que para ada
x ∈ Rn existe un α ∈ [0, 1] tal que

gT (p)[f(x) − f(0)] = gT (p)

[
∂f

∂x
(αx)x

] .Como f(0) = 0 (hipotesis), entones
gT (p)f(x) = gT (p)

[
∂f

∂x
(αx)x

]omo p es arbitrario en partiular p = x, entones
gT (x)f(x) = gT (x)

[
∂f

∂x
(αx)x

]

�Carrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 30
Teorema 3.3 (Teorema de Krasovskii). Sea x(t) ≡ 0 un punto de equilibrio para el sistemano lineal _x(t) = f(x(t)) , x(0) = x0, t > 0 , (3.8)donde f : D → Rn es de lase C1 y D un onjunto abierto en Rn que ontiene al origen.Supongamos que existen matries de�nidas positivas P ∈ Rn×n y R ∈ Rn×n tales que

[
∂f

∂x
(x)

]T
P + P

[
∂f

∂x
(x)

]
6 −R , x ∈ D , x 6= 0 . (3.9)Entones, la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (3.8) es el �unio punto de equilibrio G.A.E onfuni�on de Liapunov V(x) = fT (x)Pf(x).

Demostración. Demostraremos por ontradii�on, supongamos que existe xe ∈ D tal que
xe 6= 0 y f(xe) = 0. Entones por el Teorema (3.2) tenemos que para ada xe ∈ D existe
α ∈ [0, 1] tal que xTePf(xe) = xTeP

∂f

∂x
(αxe)xe, entones por el Teorema (B.7) (ver ap�endie B),tenemos

xTe

{[
∂f

∂x
(αxe)

]T
P + P

[
∂f

∂x
(αxe)

]}
xe = xTe

[
∂f

∂x
(αxe)

]T
Pxe + xTeP

[
∂f

∂x
(αxe)

]
xe

= xTe

{[
∂f

∂x
(αxe)

]T
P

}T

xe + xTePf(xe)

= xTeP

[
∂f

∂x
(αxe)

]
xe + 0

= 0que ontradie (3.9). Luego, no existe xe ∈ D, xe 6= 0, tal que f(xe) = 0. Por otra parte porel Teorema (B.6) (ver ap�endie B) tenemos que V(x) = fT (x)Pf(x) > λm��n(P). ‖f(x)‖22 > 0,
x ∈ D, esto implia que V(x) = 0 si y s�olo si f(x) = 0 o equivalentemente, V(x) = 0 si y s�olosi x = 0. Por lo tanto, fT (x)Pf(x) > 0, x ∈ D, x 6= 0. Usando (3.9) y el Teorema (B.8) (verap�endie B), Calulamos _V(x) de la siguiente manera_V(x) = V ′(x) · f(x)

= 2fT (x)P ∂f

∂x
(x)f(x)

= fT (x)

{[
∂f

∂x
(x)

]T
P + P

[
∂f

∂x
(x)

]}
f(x)

6 −fT (x)Rf(x)

6 −λm��n(R)‖f(x)‖22
6 0, x ∈ D.Carrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 31Como f(x) = 0 si y s�olo si x = 0, entones _V(x) < 0, x ∈ D, x 6= 0, as�� la solui�on ero
x(t) ≡ 0 de (3.8) es el �unio punto de equilibrio asint�otiamente estable on funi�on de Lya-punov V(x) = fT (x)Pf(x).Finalmente, mostraremos que la solui�on x(t) ≡ 0 de (3.8) es G.A.E, para esto es su�ientemostrar (por el Teorema (2.2)) que V(x) → ∞ uando ‖x‖ → ∞. Por el Teorema (3.2) tenemosque para ada x ∈ Rn existe α ∈ [0, 1] tal que se umple xTPf(x) = xTP

∂f

∂x
(αx)x entones:

xTPf(x) = xTP
∂f

∂x
(αx)x

=
12xT {[

∂f

∂x
(αx)

]T
P + P

[
∂f

∂x
(αx)

]}
x

6 −
12xTRx

6 −
12λm��n(R)‖x‖22, x ∈ Rn,entones

|xTPf(x)|

‖x‖22 >
12λm��n(R), x ∈ Rn, x 6= 0 (3.10)Como |xTPf(x)| 6 λm�ax(P)‖x‖ ‖f(x)‖, entones de (3.10) tenemos que ‖f(x)‖ >

λm��n(R)2λm�ax(P)‖x‖,por lo tanto V(x) → ∞ uando ‖x‖ → ∞. �

Ejemplo 3.2. Consideremos el siguiente sistema no lineal_x1(t) = −3x1(t) + x2(t), x1(0) = x10, t > 0 (⋆)_x2(t) = x1(t) − x2(t) − x32(t), x2(0) = x20 (⋆⋆)Notemos que la solui�on (x1(t), x2(t)) = (0, 0) es el �unio punto de equilibrio de (⋆) y
(⋆⋆) , pu�es

−3x1(t) + x2(t) = 0
x1(t) − x2(t) − x32(t) = 0entones
x1(t) = 0 o x21(t) = −

29luego x2(t) = 0 as�� (x1(t), x2(t)) = (0, 0) es el �unio punto de equilibrio. Luego alulando,
∂f

∂x
=




∂f1(x)
∂x1 ∂f1(x)

∂x2
∂f2(x)
∂x1 ∂f2(x)

∂x2  =


−3 11 −1− 3x22Carrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 32Adem�as (3.9) se umple on P = I2 =
(1 00 1) y R = I2 =

(1 00 1), por el Teorema (2.4)tenemos que la solui�on ero (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) de (⋆) y (⋆⋆) es G.A.E on funi�on deLyapunov
V(x) = fT (x)Pf(x) = fT (x)f(x) = (−3x1 + x2)2 + (x1 − x2 − x32)2 .

Teorema 3.4 (Teorema de Zubov). Consideremos el sistema no lineal (2.1), on f(0) = 0.Sea D ⊂ Rn aotado y supongamos que existe una funi�on V : D → R de lase C1 y unafuni�on ontinua h : Rn → R tal que V(0) = 0, h(0) = 0 y0 < V(x) < 1, x ∈ D− {0} (3.11)
V(x) → 1 uando x → ∂D (3.12)
h(x) > 0, x ∈ Rn − {0} (3.13)
V ′(x)f(x) = −h(x)[1− V(x)] . (3.14)Entones, la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es asint�otiamente estable on dominio deatrai�on D.

Demostración. Resulta de (3.11), (3.13) , (3.14) y del Teorema (2.1) que la solui�on x(t) ≡ 0de (2.1) es asint�otiamente estable. Para mostrar que D es el dominio de atrai�on neesitamosmostrar que si x(0) ∈ D implia x(t) → 0 uando t → ∞ y si x(0) 6∈ D implia x(t) 6→ 0uando t → ∞. Si x(0) ∈ D (ver �gura 3.1) entones, por (3.11) tenemos que V(x(0)) < 1.
b

b

x0
R

M

Dβ

D

0
Figura 3.1:Sea β > 0 tal que V(x(0)) 6 β < 1 y de�nimos Dβ = {x ∈ D : V(x) 6 β}. Notemos que

Dβ ⊂ D y Dβ es aotado ya que D es aotado, adem�as Dβ es errado por lo tanto DβCarrera de Matem�atia 3



3.1. CONSTRUCCIONES DE FUNCIONES DE LYAPUNOV 33es ompato, por otra parte omo _V(x) 6 0, para x ∈ Dβ, entones Dβ es un onjuntopositivamente invariante. En efeto, sea y ∈ φt(Dβ) entones y = φt(x) donde x ∈ Dβ,omo V(x(0)) 6 β y V ′(x)f(x) < 0 entones y ∈ Dβ. Adem�as de (3.11) y (3.14) tenemos
R = {x ∈ D : V ′(x)f(x) = 0} = {0} ⊂ Dβ, entones M = {0} es el onjunto m�as grande einvariante ontenido en R. En efeto, es invariante por que φt(0) = 0, para todo t > 0 pu�esla solui�on ero x(t) ≡ 0 de (2.1) es una solui�on de equilibrio, ahora probemos que es elonjunto m�as grande invariante ontenido en R por ontradii�on, entones supongamos queexiste otro onjunto invariante M ′ tal que M ′ 6= M y M ⊂ M ′ ⊂ R entones existe x 6= 0 talque V ′(x)f(x) = 0 pero por (3.14) tenemos que V ′(x)f(x) > 0 que es una ontradii�on. Porlo tanto, por el Teorema (2.3) tenemos, x(t) → 0 uando t → ∞.Si x(0) /∈ D probemos que x(t) 6→ 0 uando t → ∞. Supongamos lo ontrario es deir,
x(t) → 0 uando t → ∞. En este aso, x(t) → D para alg�un t > 0. Por tanto, existentiempos �nitos t1 y t2 tales que x(t1) ∈ ∂D y x(t) ∈ D para todo t ∈ (t1, t2]. Luego, de�nimos
W(x) = 1− V(x) y notemos que _W(x) = h(x)W(x) o equivalentemente,

∫W(x(t))

W0 dw

w
=

∫ t

t0 h(x(s))ds (3.15)donde W0 = W(x(t0)). Integrando (3.15) obtenemos1− V(x(t0)) = [1− V(x(t))]e
−

∫t
t0 h(x(s))ds (3.16)Tomando t = t2, haiendo t0 → t1 y usando (3.12) resulta que l��m

t0→t1[1−V(x(t0))] = 0 y tambi�enl��m
t0→t1[1−V(x(t2))]e−∫t

t0 h(x(s))ds
> 0, lo ual es una ontradii�on. Por tanto, x(t) 6→ 0 uando

t → ∞. �

Ejemplo 3.3. Consideremos el siguiente sistema no lineal dado por:_x1(t) = −f1((x1(t))) + f2(x2(t)), x1(0) = x10 (3.17)_x2(t) = −f3((x1(t))) + f2(x2(t)), x2(0) = x20 . (3.18)donde, fi(0) = 0, fi(σ) > 0, σ ∈ (−ai,bi), para i = 1, 2, 3, a1 = a3, b1 = b3, y supongamosque ∫y0 fi(s)ds → ∞ uando y → −ai o y → bi, para i = 2, 3. Sean h(x) = f1(x1)f3(x1) y
V(x) = 1− V1(x1)V2(x2), donde Vi : R → R, Vi(0) = 1, i = 1, 2. Resulta de (3.14) que

[
V ′1(x1) + f3(x1)V1(x1)]V2(x2)f1(x1) + [V ′2(x2)V1(x1)f3(x1) − V ′1(x1)V2(x2)f2(x1)] = 0,el ual se satisfae si V ′1(x1) = −f3(x1)V1(x1) y V ′2(x2) = −f2(x2)V2(x2). Por tanto (3.14)se umple on

V(x) = 1− e−[
∫x10 f3(s)ds+∫x20 f2(s)ds] . (3.19)Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 34Seguidamente notemos que (3.19) satisfae V(0) = 0, (3.11) y (3.12), para todo
x ∈ D, donde D =

{
x ∈ R2 : −ai < xi < bi

}, i = 1, 2. Adem�as, se puede observar que(3.19) umple on _V(x) = −f1(x1)f3(x1)[1 − V(x)
]
6 0, lo que prueba que la solui�on

(x1(t), x2(t)) ≡ 0 es Lyapunov estable para (3.17) y (3.18). Para mostrar la estabilidadasint�otia, notemos que _V(x) = 0 implia f1(x1)f3(x1) = 0, implia x1 = 0. Adem�as,
x1(t) ≡ 0 entones f2(x2(t)) ≡ 0, entones x2(t) ≡ 0. Por tanto por el Teorema (2.3)la solui�on ero (x1(t), x2(t)) ≡ (0, 0) de (3.17) y (3.18) es asint�otiamente estable ondominio de atrai�on D.
3.2. Estabilidad en Sistemas LinealesEn esta sei�on presentaremos riterios que son neesarios y su�ientes para sabersi una solui�on de equilibrio del sistema lineal es estable o asint�otiamente estable, demanera que no tengamos onoimiento de los autovalores de la parte lineal. Para esteprop�osito onsideremos el siguiente sistema lineal:_x(t) = Ax(t), x(0) = x0, t > 0 (3.20)donde x(t) ∈ Rn y A ∈ Rn×n. Para examinar la estabilidad de (3.20), onsideremos lasolui�on de (3.20) que est�a dado por x(t) = eAtx(0), t > 0. La estrutura de eAt se puedeentender onsiderando la forma an�oniax de Jordan de A, es deir A se puede esribiromo A = SJS−1 donde S ∈ Rn×n es una matriz no singular y J = bloq[J1, . . . , Jm] es laforma Jordan de A por lo tanto tenemos eAt = SeJtS−1 donde eJt = bloq[eJ1t, . . . , eJmt

].La estrutura de eJt se puede determinar onsiderando bloques de Jordan Ji, donde adabloque de Jordan es de la forma Ji = λiIni
+Nni

, para todo i ∈ {1, . . . ,m}, ni es el ordendel i−�esimo bloque de Jordan, λi es el autovalor de A y Nni
= [ajk] una matriz de ni×nital que ajj+1 = 1 para todo j = 1, 2, . . .ni y el resto ero, que es una matriz nilpotente deorden ni (ver ap�endie B). Por onveni�on denotemos N1 = 01×1.Por otra parte omo λiIni

y Nni
onmutan entones

eJit = e(λiIni
+Nni

)t = eλiIni
teNni

t = eλiteNni
t.Adem�as omo Nni

ni
= 0, entones eNni

t es una suma �nita de potenias de Nni
t es deir:

eNni
t = Ini

+Nni
t+

12N2
ni
t2 + · · ·+ [(ni − 1)!]−1Nni−1

ni
tni−1.

Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 35Luego
eJ1t = eλ1tIn1 + eλ1tNn1t+ 12eλ1tN2

n1t2 + · · ·+ eλ1t[(n1 − 1)!]−1Nn1−1
n1 tn1−1

eJ2t = eλ2tIn2 + eλ2tNn2t+ 12eλ2tN2
n2t2 + · · ·+ eλ2t[(n2 − 1)!]−1Nn2−1

n2 tn2−1...
eJmt = eλmtInm

+ eλmtNnm
t+

12eλmtN2
nm

t2 + · · ·+ eλmt[(nm − 1)!]−1Nnm−1
nm

tnm−1entones
eJt = bloq[eλ1tIn1 , . . . , eλmtInm

]
+ · · ·

· · ·+ bloq[eλ1t{[n1 − 1]!}−1Nn1−1
n1 tn1−1, . . . , eλmt{[nm − 1]!}−1Nnm−1

nm
tnm−1]

=
{
eλ1tbloq[In1 , . . . , 0]+ · · ·+ eλmtbloq[0, . . . , Inm

]}
+ · · ·

+
{
tn1−1eλ1tbloq[{[n1 − 1]!}−1Nn1−1

n1 , . . . , 0]+ · · ·+ tnm−1eλmtbloq[0, . . . , {[nm − 1]!}−1Nnm−1
nm

]}

=
{
eλ1tbloq[In1 , . . . , 0]+ · · ·+ tn1−1eλ1tbloq[{[n1 − 1]!}−1Nn1−1

n1 , . . . , 0]} + · · ·
+
{
eλmtbloq[0, . . . , Inm

]
+ · · ·+ tnm−1eλmtbloq[0, . . . , {[nm − 1]!}−1Nnm−1

nm

]}Sean
P11(A) = S bloq[In1 , 0, . . . , 0] S−1...

P1n1(A) = S bloq[{[n1 − 1]!}−1Nn1−1
n1 , 0, . . . , 0] S−1...

Pm1(A) = S bloq[0, . . . , 0, Inm

]
S−1...

Pmnm
(A) = S bloq[0, . . . , 0, {[nm − 1]!}−1Nnm−1

nm

]
S−1Entones,

eAt = SeJtS−1 = [t1−1eλ1tP11(A) + · · ·+ tn1−1eλ1tP1n1(A)
]
+ · · ·

+
[
t1−1eλmtPm1(A) + · · ·+ tnm−1eλmtPmnm

(A)
]

=

n1∑

j=1 tj−1eλ1tP1j + · · ·+
nm∑

j=1 tj−1eλmtPmj(A)

=

m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eλitPij(A)Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 36Por lo tanto:
eAt = S eJtS−1 = m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eλitpij(A) (3.21)donde m es el n�umero de valores propios distintos de A y pij(A) son matries onstantes
Ejemplo 3.4. Consideremos la siguiente matriz.

A =




a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a333×3y supongamos que es semejante a la matriz de Jordan

J =




λ1 1 00 λ1 00 0 λ2es deir, existe una matriz de S ∈ R3×3 inversible tal que A = SJS−1.Entones omo
eJ1t = e[λ1In1+Nn1 ]t = eλ1teNn1tdonde In1 = 1 00 1, Nn1 = 0 10 0 y n1 = 2.Ahora alulemos

eNn1 =


1 00 1+


0 10 0 t =


1 t0 1luego

eJ1t = eλ1t1 t0 1 =


eλ1t teλ1t0 eλ1tpor otro lado

eJ2t = eλ2t
Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 37asi
eJt =




eλ1t teλ1t 00 eλ1t 00 0 eλ2t
eJt = t1−1eλ1t1 0 00 1 00 0 0 + t2−1eλ1t0 1 00 0 00 0 0+ eλ2t0 0 00 0 00 0 1entones

SeJtS−1 = t1−1eλ1tS1 0 00 1 00 0 0 S−1 + t2−1eλ1tS0 1 00 0 00 0 0 S−1 + eλ2tS0 0 00 0 00 0 1 S−1Sean:
P11(A) = S




1 0 00 1 00 0 0S−1
P22(A) = S




0 1 00 0 00 0 0S−1
P21(A) = S




0 0 00 0 00 0 1S−1Entones,
eAt = SeJtS−1 = m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eλitPij(A)donde n1 = 1, n2 = 2 y m = 2.
Teorema 3.5. Consideremos el sistema lineal (3.20). La solui�on ero x(t) ≡ 0 de (3.20)es Lyapunov estable si y s�olo si Reλ < 0 o Reλ = 0 y A es diagonalizableY la solui�on x(t) ≡ 0 de (3.20) es asint�otiamente estable si y s�olo si Reλ < 0.
Demostración. Como x(t) = eAtx(0), t > 0 es solui�on de (3.20) entones se dedue quela solui�on ero de (3.20) es Lyapunov estable si y s�olo si existe α > 0 tal que ‖eAt‖ < α,
t > 0. Luego se desprende de (3.21) que eAt es aotada si y s�olo si Reλ < 0 o Reλ = 0 yCarrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 38
A es diagonalizable. En efeto, probemos la neesidad por ontradii�on, supongamos que
Re λ > 0, entones

‖eAt‖ =

∥∥∥∥∥

m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eλitPij(A)

∥∥∥∥∥ 6

m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eReλit‖Pij(A)‖por lo tanto es una ontradii�on ya que tj−1eReλit no es aotada para Re λi > 0 .Ahora probemos la su�ienia, supongamos que Re λ < 0 o Re λ = 0 y A es diagonalizable.Si Re λ < 0, entones
‖eAt‖ =

∥∥∥∥∥

m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eλitPij(A)

∥∥∥∥∥ 6

m∑

i=1 ni∑

j=1 tj−1eReλit‖Pij(A)‖Entones 0 6

∥∥∥ l��m
t→∞

eAt
∥∥∥ 6

m∑

i=1 ni∑

j=1 l��m
t→∞

ti−1eReλit‖Pij(A)‖Comol��m
t→∞

t(i−1)eReλit = l��m
t→∞

t(i−1)
e−Reλit

= l��m
t→∞

(i− 1)t(i−1)−1
−Reλie−Reλit

= · · · = l��m
t→∞

(i− 1)!
(−Reλi)(i−1)e−Reλit

= 0Por lo tanto l��m
t→∞

eAt = 0, as�� ‖eAt‖ < α .Si Re λ = 0 y A es diagonalizable, entones ni = 1 para todo i ∈ {1, 2, . . . ,m}, adem�as
‖eAt‖ =

∥∥∥∥∥

m∑

i=1 1∑
j=1 tj−1eλitPij(A)

∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥

m∑

i=1 eλitPi1(A)

∥∥∥∥∥

6

m∑

i=1 eReλit‖Pi1(A)‖

=

m∑

i=1 ‖Pi1(A)‖

= ‖P11(A)‖+ ‖P21(A)‖+ · · ·+ ‖Pm1(A)‖
= αPor lo tanto ‖eAt‖ 6 α donde α = ‖P11(A)‖+ ‖P12(A) + · · ·+ ‖P1m(A)‖. Adem�as la solui�onero es asint�otiamente estable esto es inmediato ya que se desprende de (3.21) que eAt → 0uando t → ∞ si y s�olo si Reλ < 0. �El teorema anterior da las ondiiones neesarias y su�ientes para la estabilidadde Lyapunov y la estabilidad asint�otia para la solui�on ero x(t) ≡ 0 del sistema linealCarrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 39(3.20) examinando los autovalores de A, deimos que A es Lyapunov estable si y s�olosi ada autovalor de A tiene parte real no positiva. Adem�as deimos que A es asint�oti-amente estable o Hurwitz si y s�olo si todo autovalor de A tiene parte real negativo. Elteorema de estabilidad de Lyapunov tambi�en puede usarse para desarrollar las ondiio-nes neesarias y su�ientes para la estabilidad de la solui�on ero x(t) ≡ 0 de (3.20), enpartiular para apliar el teorema (2.1) a (3.20) onsidere el andidato para la funi�onde Lyapunov V(x) = xTPx, donde x ∈ Rn y P ∈ Rn×n es de�nida positiva (ver ap�endieB) notemos lo siguiente_V(x) = V ′(x)f(x) = 2xTPAx = xT (ATP + PA)x.Luego (2.4) se umplir�a si existe una matriz de�nida no negativa R ∈ Rn×n tal que
ATP + PA = −R de manera que V ′(x)f(x) = −xTRx 6 0, x ∈ Rn, por tanto se deseadeterminar la existenia de una matriz de�nida positiva satisfaiendo0 = ATP + PA+ R (3.22)La euai�on (3.22) se llama euai�on Lyapunov.
Teorema 3.6. Consideremos el sistema lineal (3.20) la solui�on x(t) ≡ 0 de (3.20) esasint�otiamente estable si y s�olo si para toda matriz R ∈ Rn×n de�nida positiva, existeuna �unia matriz P ∈ Rn×n de�nida positiva satisfaiendo (3.22).
Demostración. La su�ienia se dedue del Teorema (3.20) se~nalando que si hay una matriz
P ∈ Rn×n de�nida positivo y una matriz R ∈ Rn×n de�nida positivo tal que umple (3.22),entones la estabilidad asint�otia es inmediato on funi�on de Lyapunov V(x) = xTPx. Paramostrar la neesidad supongamos que A es asint�otiamente estable entones, Reλ < 0, donde
λ es un autovalor de A y de�nimos

P =

∫∞0 eA
TtReAt dt (3.23)notemos que la integral en (3.23) esta bien de�nida ya que el integrando ontiene t�erminos lade la forma tαeλt, entones ∫∞0 tαeλt dt existe. En efeto omo

∫∞0 tαeλt dt =

∫ 10 tαeλt dt+ ∫∞1 tαeλt dt (3.24)entones es su�iente estudiar la onvergenia de
∫∞1 tαeλt dt (3.25)Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 40Como ∫∞1 1
t2 dt es onvergente y adem�as;l��m

t→∞

|tαeλt|1
t2 = l��m

t→∞
t2tαeReλt (3.26)

= l��m
t→∞

t2+α

e−Reλt
(3.27)

= 0. (3.28)Entones ∫∞1 |tαeλt|dt es onvergente, por lo tanto ∫∞1 tαeλt dt es onvergente. Por otra partel��m
t→0 eATt = 0 y l��m

t→0 eAt = 0, ya que Reλ < 0. Entones
ATP + PA =

∫∞0 ATeA
TtReAt dt+

∫∞0 eA
TtReAtAdt

=

∫∞0 d

dt
(eA

TtReAt)dt

= l��m
s→∞

∫ s0 d

dt
(eA

TtReAt)dt

= l��m
s→∞

[
eA

TtReAt

∣∣∣∣∣

s0]
= l��m

s→∞

[
eA

TsReAs − eA
T0ReA0]

= 0− R

= −R (3.29)lo que demuestra que existe una matriz P ∈ Rn×n que satisfae (3.22).Seguidamente mostremos que P es de�nida positiva. En efeto, Como R es de�nida positivaentones por el Teorema (B.9) (ver apendie B) existe una matriz C ∈ Rn×n inversible, talque R = CTC, entones
xTPx =

∫∞0 xTeA
TtCTCeAtxdx

=

∫∞0 ‖CeAtx‖22 dt (3.30)Lo que demuestra que P es semide�nida positiva, ahora mostraremos que P es de�nida positi-va, supongamos por el absurdo es deir que P no es de�nido positivo, entones existe x ∈ Rn,
x 6= 0 tal que xTPx = 0 entones CeAtx = 0 para todo t > 0, en partiular para t = 0 tenemos
Cx = 0, entones omo C es inversible, resulta x = 0, que es una ontradii�on. Por tanto Pes de�nida positivo.Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 41Para mostrar la uniidad supongamos que existen dos soluiones distintas P1 y P2 de (3.22),entones 0 = ATP1 + P1A+ R (3.31)0 = ATP2 + P2A+ R (3.32)restando (3.32) de (3.31) tenemos0 = AT (P1 − P2) + (P1 − P2)A (3.33)Entones, 0 = eA
Tt
[
AT (P1 − P2) + (P1 − P2)A]eAt

=
d

dt
eA

Tt(P1 − P2)eAt, t > 0 (3.34)integrando (3.34) obtenemos0 =

∫∞0 d

dt
eA

Tt(P1 − P2)eAt dt

= l��m
s→∞

∫ s0 d

dt
(eA

Tt(P1 − P2)eAt)dt

= l��m
s→∞

[
eA

Tt(P1 − P2)eAt

∣∣∣∣∣

s0]
= l��m

s→∞

[
eA

Ts(P1 − P2)eAs − eA
T0(P1 − P2)eA0]

= 0− (P1 − P2)
= −(P1 − P2)
= −P1 + P2 (3.35)por lo tanto P1 = P2 que es una ontradii�on. As�� existe una �unia solui�on P ∈ Rn×nsatisfaiendo (3.22). �

Ejemplo 3.5. Consideremos el siguiente sistema lineal dado por:_x(t) =  0 1
−2 −3 x(t)omo se puede veri�ar f�ailmente, este sistema tiene autovalores λ1 = −1 y λ2 = −2,por lo tanto el sistema es asint�otiamente estable. Tratemos de apliar el teorema (3.6),Carrera de Matem�atia 3



3.2. ESTABILIDAD EN SISTEMAS LINEALES 42para esto elegimos R = I (matriz identidad, la ual es de�nida positiva) y de�nimos losomponentes de P omo
P =


p11 p12
p12 p22luego, 

0 −21 −3p11 p12
p12 p22+


p11 p12
p12 p22 0 1

−2 −3 = −


1 00 1uya solui�on es:

p11 = 54, p12 = 14 , p22 = 14 .la ual es de�nida positiva.

Carrera de Matem�atia 3



APÉNDICE A

Algunos conceptos de función diferenciable

En este ap�endie estudiaremos algunos de los teoremas importantes, para desarrollarlos m�etodos para enontrar funiones de Lyapunov para un sistema no lineal (on mayordetalle lo podemos ver en [4℄).
Teorema A.1 (Teorema del Valor medio). Sea f : D → Rm de lase C1, on D abierto en
Rn. Y supongamos que existen x,y ∈ D tal que L =

{
z : z = tx+(1−t)y, t ∈ (0, 1)} ⊂ D,entones para todo v ∈ Rm existe z ∈ L tal que

vT
[
f(y) − f(x)

]
= vT

[
∂f

∂z
(z)(y− x)

]

Demostración. Sea ξ : [0, 1] → R de�nido por ξ(t) = vT f(tx+(1−t)y). Luego, ξ es ontinuaen [0, 1] y difereniable en (0, 1) (pues f es de lase C1) luego apliando el teorema del valormedio en R tenemos que existe θ ∈ (0, 1) tal que ξ(1)−ξ(0) = ξ ′(θ) = vT f ′(θx+(1−θ)y)(x−y),por otro lado evaluando ξ en 0 y 1 tenemos;
ξ(1) = vT f(x) (A.1)
ξ(0) = vT f(y) (A.2)por lo tanto

vT
[
f(y) − f(x)

]
= vT

[
∂f

∂z
(z)(y− x)

]donde ∂f

∂z
(z) = f ′(z) y z = (θx + (1− θ)y)(x− y). �

43



A.1. REGLA DE LEIBNIZ 44
A.1. Regla de Leibniz

Teorema A.2 (Regla de Leibniz). Dado U ⊂ Rn, abierto, sea f : U × [a,b] → R unafuni�on on las siguientes propiedades:1. Para todo x ∈ U, la funi�on t 7→ f(x, t) es integrable en a 6 t 6 b.2. La i−�esima derivada parial ∂f

∂xi
(x, t) existe para ada (x, t) ∈ U×[a,b] y la funi�on

∂f

∂xi
: U× [a,b] → R asi de�nida, es ontinua.Entones la funi�on ϕ : U → R, dada por ϕ(x) =

∫b

a
f(x, t)dt, posee i−�esimaderivada parial en ada punto x ∈ U, siendo

∂ϕ

∂xi
(x) =

∫b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt .

Demostración. Por el Teorema de Valor Medio para funiones reales de una variable, si
x, x+ sei ∈ U, existe θ ∈ (0, 1) tal que

ϕ(x+ sei) −ϕ(x)

s
−

∫b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt = ∫b

a

[
f(x+ sei, t) − f(x, t)

s
−

∂f

∂xi
(x, t)] dt

=

∫b

a

[
∂f

∂xi
(x+ θsei, t) − ∂f

∂xi
(x, t)] dt .Luego para todo ε > 0 dado, existe δ > 0 tal que

|s| < δ ⇒
∣∣∣∣
∂f

∂xi
(x+ θsei, t) − ∂f

∂xi
(x, t)∣∣∣∣ < ε/(b− a)para t ∈ [a,b]. Entones |s| < δ implia

∣∣∣∣
ϕ(x + sei) −ϕ(x)

s
−

∫b

a

∂f

∂xi
(x, t)dt∣∣∣∣ < εomo quer��amos demostrar. �

A.2. Teorema de Schwarz

Teorema A.3 (Teorema de Shwarz). Sea f : U → R dos vees difereniable en el punto
c ∈ U ⊂ Rn. Para ualesquiera 1 6 i, j 6 n, se tiene

∂2f
∂xi∂xj

(c) =
∂2f

∂xj∂xi
(c) .

Carrera de Matem�atia 3



A.2. TEOREMA DE SCHWARZ 45
Demostración. Para simpli�ar la notai�on, y sin perder generalidad, podemos suponer
U ⊂ R2, c = (a,b) y probar que

∂2f
∂x∂y

(a,b) = ∂2f
∂y∂x

(a,b) .Existe ε > 0 tal que el uadrado (a− ε,a+ ε)× (b− ε,b+ ε) esta ontenido en U. Para todo
t ∈ (−ε, ε), pongamos

ϕ(t) = f(a+ t,b+ t) − f(a+ t,b) − f(a,b+ t) + f(a,b) .Entones, esribiendo ξ(x) = f(x,b + t) − f(x,b), vemos que ϕ(t) = ξ(a + t) − ξ(a). Porel Teorema de Valor Medio para funiones de una variable, existe θ ∈ (0, 1) tal que ϕ(t) =

ξ ′(a+ θt) · t, o sea:
ϕ(t) =

[
∂f

∂x
(a+ θt,b+ t) −

∂f

∂x
(a+ θt,b)] t .Como la funi�on ∂f

∂x
: U → R es difereniable en el punto c = (a,b), tenemos las igualdades:(Las derivadas no expl��itas abajo son tomadas en el punto c.)

∂f

∂x
(a+ θt,b+ t) =

∂f

∂x
+

∂2f
∂x2 · θt+ ∂2f

∂y∂x
· t+ ρ1 · t, donde l��m

t→0 ρ1 = 0;
∂f

∂x
(a+ θt,b) = ∂f

∂x
+

∂2f
∂x2 · θt+ ρ2 · t, donde l��m

t→0 ρ2 = 0.De ah�� ϕ(t) =
∂2f
∂y∂x

· t2 + ρ · t2, donde ρ = ρ1 − ρ2 y por tanto l��mt→0 ρ = 0.Se sigue entones que l��mt→0 ϕ(t)

t2 =
∂2f
∂y∂x

(a,b). Un razonamiento semejante, usando lafuni�on ξ(y) = f(a+ t,y) − f(a,y), nos onduir�a al l��mt→0 ϕ(t)

t2 =
∂2f
∂x∂y

(a,b). Esto pruebael Teorema. �

Carrera de Matem�atia 3



APÉNDICE B

Algunos conceptos de algrebra Lineal

En este ap�endie desarrollaremos algunos de los resultados mas importantes del �AlgebraLineal
B.1. Normas de MatricesDebemos observar que las propiedades que de�nen una norma tienen en uenta lasoperaiones propias de la estrutura de espaio vetorial sobre el que se de�nen: elproduto por esalares y la suma de vetores (desigualdad triangular). Sin embargo lasmatries, en algunos asos, se pueden multipliar. Una norma sobre Rn×n se dir�a quees una norma de matriz uando al produto se veri�a una propiedad similar a ladesigualdad triangular para la suma. Tomar en onsiderai�on esta propiedad de lasmatries nos ondue a la siguiente de�nii�on:
Definición B.1. La norma de la matriz ‖ · ‖ sobre Rn×m es una funi�on ‖ · ‖ : Rn×m → Rque satisfae los siguientes axiomas:(i) ‖A‖ > 0, A ∈ Rn×m(ii) ‖A‖ = 0, si, y s�olo si A = 0(iii) ‖αA‖ = |α| ‖A‖, α ∈ R(iv) ‖A+ B‖ 6 ‖A‖+ ‖B‖, A, B ∈ Rn×m

Definición B.2. Sean µ, ν y ρ normas de�nidas en Rm×n, Rn×p y Rm×p, respetivamen-te. Diremos que µ, ν y ρ son onsistentes si para todas matries A ∈ Rm×n y B ∈ Rn×p46



B.1. NORMAS DE MATRICES 47se veri�a
ρ(AB) 6 µ(A)ν(B) .En partiular una norma ν de�nida en Rn×n se die que es onsistente si ν(AB) 6

ν(A)ν(B) para todas A, B ∈ Rn×n.Una norma ν de�nida en Rn×n onsistente tambi�en se die que es multipliativa osubmultipliativa.Una norma de�nida en Rn×n se die que es una norma de matriz si es onsistente.Un aso partiular importante es el de las normas onsistentes (tambi�en llamadas eneste aso ompatibles) on las normas de vetor: Si ν es una norma de�nida en Rn×n y
ν es una norma de�nida en Rn, entones se die que ν es onsistente o ompatible onla norma de vetor ν si para toda matriz A ∈ Rn×n y todo vetor x ∈ Rn se tiene que

ν(Ax) 6 µ(A)ν(x)

Ejemplo B.1. 1. La norma eulidiana en Rm×n ser�a
‖A‖ =

(
m∑

i=1 n∑

j=1 |aij|
2)1/2

2. A esta norma se le llama tambi�en norma de Frobenius y se suele representar por
‖A‖F. En algunos sitios se le llama tambi�en norma de Shur o de Hilbert-Shmidt.Nosotros utilizaremos el nombre eulidiana o de Frobenius.La norma de Frobenius en Rn×n es una norma de matriz. En efeto, teniendo enuenta que la desigualdad de Cauhy-Shwarz y que

n∑

k=1 aikbkjes el produto esalar de la i−�esima �la de A por la j−�esima olumna de B,
‖AB‖2F =

n∑

i,j=1 ∣∣∣∣∣ n∑

k=1 aikbkj

∣∣∣∣∣

2
6

n∑

i,j=1[( n∑

k=1 |aik|
2)( n∑

k=1 |bkj|
2)]

=

(
n∑

i,k=1 |aik|
2)( n∑

j,k=1 |bkj|
2)

= ‖A‖2F‖B‖2F .Carrera de Matem�atia 3



B.2. NORMAS DE MATRIZ INDUCIDAS 483. Una de las normas en Rm×n se de�ne omo:
‖A‖ = m�ax16i6m16j6n

|ai,j|Esta norma en Rn×n no es una norma de matriz omo lo demuestra el siguienteejemplo:
A =


1 11 1 A2 = AA =


2 22 2y ‖AA‖ = 2 > 1 = ‖A‖ ‖A‖4. en general una norma se de�ne en Rm×n omo:

‖A‖ =

(
m∑

i=1 n∑

j=1 |aij|
2)1/pUtilizando la desigualdad de Holder se puede demostrar que en Rn×n esta normaes una norma de matriz si y s�olo si 1 6 p 6 2.5. Una peque~na modi�ai�on en la de�nii�on nos permite obtener una norma dematriz en Rn×n:

‖A‖ = n m�ax16i,j6n
|ai,j|

B.2. Normas de Matriz InducidasUna t�enia para obtener normas de matriz a partir de normas vetoriales es la si-guiente: Sea A ∈ Rm×n y pensemos en A omo una transformai�on lineal:
A : Rn → Rm

x 7→ AxConsideremos en Rn y Rm normas ‖ · ‖n y ‖ · ‖m respetivamente. Relativamente a estasnormas podemos de�nir una funi�on:
A : Rm×n → R

A 7→ f(A)donde f(A) se de�ne de la siguiente forma:
f(A) = m�ax06=x∈Rn

‖Ax‖m
‖x‖nCarrera de Matem�atia 3



B.3. LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ 49Es laro que
f(A) = m�ax06=x∈Fn

‖Ax‖m
‖x‖n

= sup
‖x‖n=1 ‖Ax‖m

Teorema B.1. Sea ‖ · ‖n y ‖ · ‖m norma de�nidas en Rn y Rm, respetivamente.(a) La funi�on real f de�nida en Fm×n por
f(A) = m�ax

‖x‖n=1 ‖Ax‖m = m�ax06=x∈Fn

‖Ax‖m
‖x‖nes una norma que denotaremos on ‖ · ‖m,n.(b) Si A ∈ Rm×n y B ∈ Rn×p entones

‖AB‖m,p 6 ‖A‖m,n‖B‖n,p .En partiular, si m = n, entones la norma ‖ · ‖n,n es una norma de matriz.
B.3. La exponencial de una matrizUna funi�on de partiular interes en esta sei�on es la exponenial de una matriz.
Definición B.3. Dada la matriz A ∈ Rn×n, la exponenial de A denotada por exp(A) o
eA, es la matriz de Rn×n de�nida por:exp(A) =

∞∑

j=0 1j!AjLa exp(A) =

∞∑

j=0 1j!Aj esta bien de�nida ( ver [2℄ y [5℄)
Teorema B.2. Sean A,B ∈ Rn×n se umplen las siguientes a�rmaiones(i) ePAP−1

= PeAP−1.(ii) Si AB = BA, entones eA+B = eAeB.(iii) (eA)−1 = e−A

Demostración. (i) Para k > 0, tenemos
P

(
k∑

j=0 1j!Aj

)
P−1 = k∑

j=0 1j!PAjP−1 = k∑

j=0 1j!(PAP−1)j
Carrera de Matem�atia 3



B.3. LA EXPONENCIAL DE UNA MATRIZ 50luego l��m
k→∞

P

(
∑

j=0 1j!Aj

)
P−1 = l��m

k→∞

k∑

j=0 1j!(PAP−1)jde donde
PeAP−1 = ePAP−1En lo suesivo, denotaremos por diag[λ1, λ2, . . . , λn] ∈ Rn×n a las matries diagonales



λ1 0 · · · 00 λ2 · · · 0... ... . . . ...0 0 · · · λn




n×n

�

Teorema B.3. Si D = diag[λ1, λ2, . . . , λn], entones eD = diag[eλ1, eλ2, . . . , eλn
].

Demostración. Se puede probar por indui�on que:
Dj = diag(λj1, λj2, . . . , λj

n

), para todo j ∈ Nluego, para ualquier m > 0 dado, tenemos
m∑

j=0 1j!Dj =

m∑

j=0 1j!diag(λj1, λj2, . . . , λj
n

)

=

m∑

j=0 diag( 1
j!λj1, 1j!λj2, . . . , 1j!λj

n

)

= diag( m∑

j=0 1j!λj1, m∑

j=0 1j!λj2, . . . , m∑

j=0 1j!λj
n

)Entones
eD =

∞∑

j=0 1j!Dj = l��m
m→∞

m∑

j=0 1j!Dj

= diag( ∞∑

j=0 1j!λj1, ∞∑

j=0 1j!λj2, . . . , ∞∑

j=0 1j!λj
n

)

= diag(eλ1 , eλ2, . . . , eλn
) ,lo ual prueba la a�rmai�on. �Carrera de Matem�atia 3



B.4. FORMAS CAN�ONICAS 51Como aso partiular, observemos que la matriz I ∈ Rn×n puede esribirse omomatriz diagonal I = diag[1, 1, . . . , 1] y si λ ∈ R, entones λI = diag[λ, λ, . . . , λ], luego
eλI = diag[eλ, eλ, . . . , eλ] = eλdiag[1, 1, . . . , 1] = eλ

B.4. Formas CanónicasAhora vamos a agregar a nuestra lista algunos asos de la exponenial.Sea A ∈ Rn×n de la forma
A =




A1 0n1×n2 · · · 0n1×nm0n2×n1 A2 · · · 0n2×nm... ... . . . ...0nm×n1 0nm×n2 · · · Am


donde Ai ∈ Rni×ni , para todo 1 6 i 6 m, 0ni×nj

es la matriz ero de Rni×nj y n1 + n2 +
n3 + · · · + nm = n tales matries son llamadas matries diagonales por bloques y lasdenotaremos por diag[A1,A2, . . . ,Am

]por otro lado onsideremos algunas notaiones. Sea A ∈ Rn×n de la forma A = λI +Nen donde λ ∈ R y
Nn =




0 1 0 · · · 00 0 1 · · · 0... ... ... · · · ...0 0 0 · · · 10 0 0 · · · 0



∈ Rn×n

N2
n =




0 0 1 0 · · · 00 0 0 1 · · · 0... ... ... ... · · · ...0 0 0 0 · · · 0

...

Nn−1
n =




0 0 0 0 · · · 10 0 0 0 · · · 0... ... ... ... · · · ...0 0 0 0 · · · 0

Carrera de Matem�atia 3



B.4. FORMAS CAN�ONICAS 52y Nn
n = 0, es deir, Nn es una matriz nilpotente on orden de nilpotenia n. Paraalular eA en primer observemos que (λI)Nm = λ(NmI) = Nn(λI), luego

eA = eλI+Nn = eλIeNn (B.1)sabemos que
eλI = eλI (B.2)por otro lado
eNn = I+Nn +

12!N2
n + · · ·+ 1

(n− 1)!Nn−1
n

=




1 1 12! · · · 1
(n−2)! 1

(n−1)!0 1 1 · · · 1
(n−3)! 1

(n−2)!... ... ... ... ... ...0 0 0 · · · 1 10 0 0 · · · 0 1



(B.3)
reemplazando (B.2) y (B.3) en (B.1) obtenemos

eA = eλ




1 1 12! · · · 1
(n−2)! 1

(n−2)!0 1 1 · · · 1
(n−3)! 1

(n−2)!... ... ... ... ... ...0 0 0 · · · 1 10 0 0 · · · 0 1



Teorema B.4 (Forma Can�onia de Jordan para matries reales). Si A ∈ Rn×n, entonesexiste una matriz no singular P tal que A = PJP−1 donde J = diag − blok[J1, J2, . . . , Jn]donde ada matriz uadrada Ji es de la forma
Ji = λiI+Nn, on λi es un autovalor de A.Finalmente para determinar eA haemos uso del Teorema (B.2 iniso i). en efeto,sabemos que

A = P−1JP
eA = eP

−1JP = P−1eJP
Carrera de Matem�atia 3



B.5. FORMAS CUADR�ATICAS 53
B.5. Formas CuadráticasNosotros supondremos que todas las maties son reales y uadradas.
Definición B.4. Sea A una matriz real sim�etria de tama~no n× n la forma uadr�atiade�nida por A es la funi�on

FA : Rn → R (B.4)
x 7→ Ax · x (B.5)donde · es el produto interno de�nido en Rn. La anterior de�nii�on se pudo de�nirtambien omo produto de matries de la siguiente manera: FA(x) = xTAx

Ejemplo B.2. Sea A =


 1 1212 19 , entones la forma uadr�atia de�nida por A es lafuni�on fA(x) = x21 + 24x1x2 + 19x22 para todo [x1, x2]T ∈ R2.

Teorema B.5 (Cambio de variable en una forma uadr�atia). Sea a una matriz real sim�etri-a de tama~no n × n y sea P una matriz invertible del mismo tama~no, entones y →
FA(Py) es la forma uadr�atia de�nida por la matriz PTAP.
Demostración.

FA(Py) = APy · Py = PTAPyy

�

Teorema B.6. [Rayleigh / Ritz℄ Sea A sim�etria de tama~no n×n. Entones λminx
Tx 6

xTAx 6 λmaxx
Tx

Demostración. Sea A = VDV−1 on V ortogonal y D una matriz diagonal, las olumnasde V forman una base ortonormal de vetores propios de A. Los elementos de la diagonal de
D son los valores propios son λ1 > λ2 > · · · > λn. Al reordenar las olumnas, podemos lograrque la primera olumna de V es un vetor propio on valor propio λ1, la segunda olumna de
V es un vetor propio on valor propio λ2 . . . y la n−�esima olumna es un vetor propio onvalor propio λ1. Entones Ax1 · x2/‖x1‖2 = λ1x1 · x1/‖x1‖2.Del otro lado

D(y1,y2, . . . ,yn) · (y1,y2, . . . ,yn) = λ1y21 + λ2y22 + · · ·+ λny
2
n

6 λ1(y21 + y22 + · · ·+ y2n)Carrera de Matem�atia 3



B.5. FORMAS CUADR�ATICAS 54para todo y ∈ Rn. Ahora Dy · y 6 λ1‖y‖2 para todo y ∈ Rn implia que Ax · x 6 λ‖x‖2 paratodo x ∈ Rn.Elija y = VTx, entones
Ax · x = VDVTx · x = Dy · y

6 λ1‖y‖2
= λ‖x‖2

�

Ejemplo B.3. El m�aximo de los valores propios de una matriz sim�etria es mayor oigual que le m�aximo de los elementos de la diagonal. En partiular el m�aximo de losvalores propios de la matriz A de�nida por
A =




1 1 31 2 03 0 2es mayor o igual a 2. Eso sigue de inmediato del prinipio y terer vetor de la basean�onia, obtenemos que el m�aximo de los valores propios es mayor o igual que
A(1, 0, 1)T · (1, 0, 1)T/‖(1, 0, 1)‖2 = (1+ 3+ 3+ 2)/2 = 4, 5

Definición B.5. A ∈ Rn una matriz sim�etria es de�nida positiva (de�nida negativa) siy s�olo si xTAx > 0 (xTAx < 0) para todo x ∈ R no ero.
Definición B.6. A ∈ Rn una matriz sim�etria es semi-de�nida positiva ( semi-de�nidanegativa) si y s�olo si xTAx > 0 (xTAx 6 0) para todo x ∈ R no ero.
Teorema B.7. Sea una matriz de A ∈ Rn×n y x ∈ Rn tal que x 6= 0, entones xTAx =

xTATx.

Carrera de Matem�atia 3
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Demostración.

xTAx =
(
x1, x2 . . . , xn)a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... . . . ...
an1 an2 · · · ann







x1
x2...
xn




=
(
a11x1 + x2a21 + · · ·+ xnan1, . . . ,a1nxnx1 + · · ·+ xnann

)




x1
x2...
xn




= (x1a11x1 + x1x2a21 + · · ·+ x1xnan1) + · · ·+ (a1nxnx1 + · · ·+ x2nann)

= (x21a11 + · · ·+ x1a1nxn) + · · ·+ (an1x1xn + · · ·+ x2nann)

=
(
x1a11 + · · ·+ a1nxn, . . . ,an1x1 + · · ·+ xnann

)




x1
x2...
xn




=
(
x1, . . . , xn)a11 a21 · · · an1

a12 a22 · · · a2n... ... . . . ...
a1n a2n · · · ann







x1
x2...
xn




= xTATx

�

Teorema B.8. Sea la funi�on
V : D → R,

x 7→ xTPxde�nida en D ⊂ Rn y P una matriz de n× n entones V ′(x) = 2xTP
Carrera de Matem�atia 3
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Demostración. Como

V(x) = xTPx =
(
x1, . . . , xn)p11 · · · p1n... . . . ...

p1n · · · pnn







x1...
xn




=
(
x1p11 + · · ·+ xnp1n, . . . , x1p1n + · · ·+ xnpnn

)1×n




x1...
xn




n×1
=
(
x21p11 + · · ·+ xnx1p1n)+ · · ·+

(
x1xnp1n + · · ·+ x2npnn

)

=
(
x21p11 + · · ·+ xnp1n)+ · · ·+

(
p1nxnx1 + · · ·+ p1nx1xn)entones

∂V

∂x1 = 2x1p11 + · · ·+ (xnp1n + · · ·+ p1nxn)...
∂V

∂xn
= 2xnpnn + · · ·+ (x1p1n + · · ·+ p1nx1)entones

V ′(x) =

(
∂V

∂x1 , . . . , ∂V∂xn

)

=
(2x1p11 + · · ·+ 2xnp1n, . . . , 2x1p1n + · · ·+ 2xnpnn

)

= 2(x1p11 + · · ·+ xnp1n, . . . , x1p1n + · · ·+ xnpnn

)

= 2(x1, . . . , xn)p11 · · · p1n... . . . ...
p1n · · · pnn




= 2xTP
�

Teorema B.9. Sea xTRx una forma uadr�atia en Rn. Entones xTRx es positivamentede�nida si y solo si existe una matriz inversible C ∈ Rn∗n tal que R = CTC

Demostración. Supongamos que la forma uadr�atia xTRx es positivamente de�nida, en-tones todo los valores propios de R son estritamente positivos ademas existe una matrizinvertible P tal que PTRP = I de esto se sigue, que R = (PT )−1P−1 = CTC, donde C = P−1.Carrera de Matem�atia 3



B.5. FORMAS CUADR�ATICAS 57Supongamos ahora que existe una matriz inversible C tal que R = CTC. Puesto que C es in-versible, entones Cx 6= 0 para todo vetor no nulo x. De esto se sigue, que xTRx = xTCTCx =

(Cx)T (Cx) > 0, para todo x 6= 0. Esto es, la forma uadr�atia xTRx es de�nida positiva. �

Carrera de Matem�atia 3
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