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CAPITULO I

ALGUNOS TOPICOS DE CINEMATICA

1.1. Cinematica de una particula (diversas coordenadas).

1.1.1. Movimiento de una particula (vector posicion, desplazamiento, velocidad y

aceleracion)

Consideremos una particula moviéndose a lo largo de una trayectoria arbitraria en el espacio

tridimensional, desde A hacia B, tal como se muestra en la figura.

y
A
~ Ar
v
B
F+AF
0 X
z
Definamos
7 : Vector de posicion en el tiempo ¢
¥+ Ar : Vector de posicion en el tiempo ¢+ At
A7 : Desplazamiento en el tiempo At
- _AF . .
v, = 2 (Velocidad media)
At
. ., AF¥ dr o ,
o=lim=l =40 (Velocidad instantanea)
At—0 At
_ dr -
(1.1) v=2L=7
t
_ v ., .
a, =— (Aceleracion media)
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AG -
G = lim =Y = av (Aceleracion instantanea)
At—0 At dt
— 2=
(1.2) PERCALN SR

1.1.2. Coordenadas cartesianas rectangulares

El vector posicion, la velocidad y la aceleracion de una particula en el espacio (en coordenadas

cartesianas rectangulares x, y, z ) estan dadas por

— d” = . R . A e . . .
Uzd—zr:x1+y]+zk donde v, =x ; v, =y ; v =2
. .
d v - R R R
aEU:dtz =r=Xi+jyj+Zk donde a, =X ; a,=y ; a,=:Z

Las magnitudes respectivas estan dadas por

(13 v=pl=ybi il y asfi=\aralva

Estas ecuaciones son generales y se aplican para cualquier movimiento de una particula en el
espacio. Si se trata de un movimiento curvilineo plano, entonces éste se realiza en el plano

xy, de modo que se tiene

Ci
Il

~|
Il
=
+
<
<

Las magnitudes respectivas son

_ 2 2 _ [ 2 2
L =,U +V] y a=.la, +a,
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El movimiento rectilineo de una particula, que tiene lugar a lo largo de una linea recta (eje x ),

esta dado por
(1.4) Fr=xi ; O=r=xi ; a=r=»XI

donde

1.2. Movimiento curvilineo
1.2.1. Coordenadas normal y tangencial.

Consideremos el caso de una particula que se mueve a lo largo de una curva contenida en el
plano tal como se muestra en la figura. Sea A la posicion de la particula en un instante dado,
e, el vector unitario tangente a la trayectoria en la direccion del movimiento de la particula y
¢, el vector unitario tangente asociado a la posicion A de la particula en un instante de

tiempo posterior.

y A er
P A
N éT
A
0] >

Si se trazan ambos vectores ¢, y e, desde el mismo origen O , se puede definir el vector
Aé, como se muestra en la siguiente figura, dado que estos vectores son de longitud unitaria,

sus extremos se encuentran sobre un circulo de radio unidad.

10
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De la figura anterior se tiene que

Aé,

= Ae, =2sen(AB /2)

Si se considera el vector Ae, /A0 se observa que cuando A® — 0, este vector se vuelve
tangente al circulo unitario de la figura anterior, por lo tanto se hace normal a ¢, y su
magnitud es igual a la unidad, esto es

Ae 2s5en(AO /2 sen(AO /2
g ]y, 25en(80/2) _ sen(a60/2)

lim
4050 AD A8 —0 AO 40  AO/2

Luego, en este limite se obtiene un vector unitario a lo largo de la normal a la trayectoria de la

particula, en la direccion en la cual cambia é, . Entonces si representamos por ¢,, a este vector
se puede escribir

. de;

1.5 17 =
(1.5) im €y B

Por otro parte, dado que la velocidad v de la particula es tangente a la trayectoria, se puede
expresar en la forma U =veé, y la aceleracion respectiva puede ser determinada a partir de

a=dvo/dt.

1.2.2. Componentes tangencial y normal para la aceleracion

Consideremos el caso de una particula que se mueve en una trayectoria representada por la

curva C (por simplicidad plana) como se muestra en la figura.

11
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En un tiempo ¢, la particula se encuentra en el punto A con velocidad v y aceleracion a.
Asumiendo que la aceleracion a estéd dirigida segun la figura anterior (hacia la parte concava
de la trayectoria), entonces, ésta se puede descomponer en una componente tangencial a,

(paralela a la tangente AT) denominada aceleracion tangencial, y una componente normal

(paralela a la normal AN) llamada aceleracion normal.

En la siguiente figura se ha trazado en el punto A, un vector unitario ¢, tangente a la curva, lo

que permite escribir U =v ¢, y la aceleracion se expresa como

a5 d
1.6 D _ad
(1.6) T u dt(

dv . de,
=—¢, 4V
dt dt

UéT)

o X

A

) ) .. de
Determinemos con ayuda de la figura anterior el valor del término d—T, para lograr lo
t

planteado, consideremos también en el punto A un vector unitario e, , normal a la curva

que apunta hacia el lado concavo, esto nos permite escribir

Y

é, =cos0 i +send |
é, =cos@®+m/2)i+sen® +1/2) ]

ey =—send i +cosO j

12
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de esta forma

—deT = i(cose i +send j)= —0 send i +0 cos0 j
dt dt
de, . - s . dB,
(1.7) jZB(—SenG i, +cos0 j,)=0¢, EZeN

A

. e
El resultado anterior nos muestra que TT es un vector normal a la curva.
t

Teniendo presente el triangulo 44 CC, se tiene

o _dods_ o
dt ds dt ds
con

ds
1.8 V=—-=3§
(1.8) Pk

donde ds = AA es el elemento de arco donde se mueve la particula en el tiempo df. Las

normales alacurvaen 4 y A se intersectan en el punto CC que recibe el nombre de centro

de curvatura.

Definamos p =CCA como el radio de curvatura, ahora como en un tridngulo el arco es el

producto del radio por el &ngulo (en radianes) se tiene

ds=pdd = ﬁ:l luego ﬁzoﬁzg
ds p dt ds p
con lo cual
de do ¥
1.9 L_"" ¢ ==2¢
(1) a dt " p "

Sustituyendo en la expresion para la aceleracion se encuentra

_dv. dé, dv, v’

=—e, +— ey

=—¢, +v
dt dt dt N

[

(1.10)

13
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. . ., do .
El primer término de la aceleracion 7eT es un vector tangente a la curva que corresponde a
4

la aceleracion tangencial a, y se debe al cambio en la magnitud de la velocidad en el tiempo.
2

L Lo, , .
Con respecto al segundo término — e,, es un vector normal a la curva y esta asociado con el
p

A

d
cambio en la direcciéon de la velocidad (puesto que proviene de %) y corresponde a la
t

aceleracion normal a,, esto permite escribir

donde a, =— y ay =— con V=—=5

El modulo de la aceleracion esta dada por

(1.11) ld|=a= (dtj +(p]

(6]
a=+5+("/p)’

Determinacion del radio de Curvatura p

Dado que también se puede escribir

a=5é,+(s7/p)é,.
De la expresion de la velocidad, se tiene que

dr

sy
T
ds
derivando con respecto a s
d’F _ de,
ds®* ds

14
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de, 1ds . :
como —— =——¢, setiene que
dt pdt
de, 3 l R
ds p "
d’r 1.
e
de donde se encuentra
2
(1.12) 1.4 .
p |ds

Analicemos algunos casos de interés:

Movimiento curvilineo uniforme: En este caso el modulo de la velocidad es constante

(v = Cte ) y como consecuencia de esto a, =0.

Movimiento rectilineo: Tipo de movimiento en el cual la direccion de la velocidad no cambia.

En este caso se tiene que p >0 y a, =0.

1.2.3. Movimiento circular

La aceleracion angular de una particula est4 definida por

. _do

o =—o
dt

do d’0

como ® =— entonces o=—=—
dt dt dt

Separando variables en la ecuacion anterior y considerando que el movimiento es con

aceleracion angular constante, se tiene que

(1.13) 0=0,+o(—t)

15
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También como dO = dt , sustituyendo ® por el valor anterior e integrando se encuentra

(1.14) 0 =90+c00(t—t0)+%oc(t—t0)2

Esta tlltima ecuacion da cuenta de la posicion angular para cualquier tiempo.

Para el caso particular de un movimiento uniformemente acelerado (a0 = Cte) y v = Ro con
2

. dv L
R = p = Cte, las ecuaciones a, = = y a, =— se tranforman en
t p

0, = 4 Ry = 42
dt  dt dt
(1.15) a, = Ro.

Para la aceleracion normal (centripeta en esta caso) se tiene
(1.16) ay=—=—=0"R

Las siguientes figuras muestran las componentes tangencial y normal de la aceleracion para el

movimiento circular

O
X /
Si consideramos el caso del movimiento circular uniforme (0. =0), la aceleracion tangencial
es nula. La aceleracion se puede determinar directamente a partir de
(1.17) V=0Xr

16
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a=—=—(®xr
dt dt( )
. do .
(1.18) a=m XV (puesto que E:G:O)
Reemplazando v = x7 se encuentra
(1.19) a=mx(mxr) (Movimiento circular uniforme)

—

do . . ;
Como oy =o =0, entonces esta aceleracion debe corresponder a la aceleracion centripeta (o
t

normal).Trabajando con el médulo de la aceleracion se puede verificar rapidamente lo anterior

a=|ox(@x7F)|=o|@xF)=0v=0’R=ay

1.3. Componentes (escalares): radial y transversal para la velocidad

Consideremos el caso de una particula que describe una trayectoria curvilinea en el plano de la

figura.

>
Y

X

o' |
Cuando la particula se encuentra en la posicion A, la velocidad estd dada por v =dr/dt.
Utilizando los vectores unitarios €, que es paraleloa 7 'y ¢, que es perpendicular, se puede
escribir 7 =re, . Luego la velocidad se puede expresar como
d(re.) dr . de,
— o= r

R er + PR
dt

v = =
dt dt

17
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Por otro lado, utilizando las componentes rectangulares de estos vectores unitarios, se tiene

A

é, =cosO i +send |

(1.20) . n
e, =—send i +cosb j
e, d A A dO . ., .
con lo cual =—(cosO i +senb j)= 7e9 . Reemplazando en la ecuacion de la velocidad
t t
se encuentra
dr . o . .. - .
1.21 V=—=e +r—e, =re, +1r0e
( ) dt r dt 0 r 0

dar . - . . .
donde ?er es un vector paralelo a 7 (ver figura anterior) y recibe el nombre de velocidad
t

radial y se debe al cambio en la distancia » de la particula con respecto del punto O. El
o do . : ~ . .,
término r;ee es un vector perpendicular a 7 y se debe al cambio en su direccion o a la

rotacion de la particula alrededor de O, y recibe el nombre de velocidad transversal. Entonces

sus modulos respectivos (componentes escalares) estdn dados por

dr . do .
v,=—=7 v, =r—=10 =ro
dt dt

donde d0/dt=6 =w, corresponde a la velocidad angular. En el caso de un movimiento

circular r =Cte y dr/dt =0, se tiene solo la velocidad transversal.

1.3.1. Componentes (escalares): radial y transversal para la aceleracion

Teniendo presente las consideraciones anteriores, la aceleracion esta dada por

ds
dt

a=

sustituyendo la velocidad por U =re, +10 ¢, , se encuentra

i=T 6 168y =i% i 6 46 6 40T
dt dt dt

18
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dado que
de. d A A~ dO
L=—(cosO i +send j)=— ¢
dt ’ ( J) 0
y
de . . .
% _ 9 (Csendi+cosd J)=—6 ¢,
dt dt
reemplazando se obtiene
(1.22) a=@GF-r0%) e +(r0 +2/0) &,
de donde se encuentra
a, =¥ —rg’ y a, =10 + 270

1.4. Movimiento en el espacio de una particula (coordenadas cilindricas (7,¢,z))

Utilizando los resultados anteriores, se puede describir el movimiento de una particula cuando

su posicion en el espacio esta definida por sus coordenadas cilindricas r,¢,z tal como se

muestra en la siguiente figura, en donde ha sido conveniente utilizar los vectores unitarios: €, ,

e,y e..

z
. e
~ V4
. T € .
7 A i
P P P P
r A r
Vi ze
@) b% 0 y
r
> re,
¢ x

El vector posicion 7, de la particula puede ser descompuesto a lo largo de estos vectores

unitarios en la forma
(1.23) r,=re, t+ze,

19
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Observando la figura anterior, nos damos cuenta que ¢, y ¢, definen en forma respectiva las

componentes radial y transversal en el plano horizontal x y, ademas que el vector unitario é,

(que entrega la direccion axial) es constante, luego

— d}_;p N A N A
V=——=7e +re +ze +ze,
dt
Teniendo presente que
. de, . de,
€y = ;e =———
d¢ d¢
. . de, de d o . de, de, d . . de
se tiene €r= er=i—¢=¢€¢ ) €¢:_¢:_¢_¢:—¢ ; ; ez: eZ:O
dt do dt dt  do dt dt
remplazando se obtiene
_odr, . .
(1.24) UZTPEre,,+r(I)e¢+z'ez
t

donde

V=[] =]+, +v]

La aceleracion esta dada por

d’F. 4G . . . ..
da=—2>"=—=iFe +re +rhpe, +rhpe, +rhpe, +ze
T a eTre o o o z

d=ie +rpe, +ipe, +rhe, —r’ e +7é,

(1.25) a=(F-rd>)e, +(rd +27)e, +z¢,
donde a=ld|=,la} +a; +a’
a, =i-rp> a, =rh + 279 ; a, =z
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El caso anterior se puede reducir a coordenadas polares, considerando ¢, = 0, obteniéndose

F,=re,
d7 .
(1.26) G=r=ie +rgé,
dt
(1.27) a=@-rd’)e, +(rd +2r)é,

Para el movimiento circular basta considerar r constante, entonces
F,=re,
v =rode,

a=-r’e, +rye,

Por otro lado, si s se mide a lo largo de la trayectoria circular, se tiene que

Entonces §=rp , §=rp §°/r=r’

Notamos que estas ultimas ecuaciones en coordenadas polares, coinciden con las ecuaciones

obtenidas anteriormente si se considera ¢ =0 .

1.4.1 Movimiento en el espacio de una particula (coordenadas esféricas (7,0, ))

En la siguiente figura se muestra un sistema en coordenadas esféricas representadas por

r,0,0 con vectores unitarios e, , ¢, y ¢,,donde

¢, es un vector (unitario) radial y positivo del origen hacia afuera

é, es un vector (unitario) tangente al circulo meridiano

e, es un vector (unitario) tangente al circulo de latitud
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Después de algun desarrollo matematico (ver apéndice), las derivadas temporales de los

vectores unitarios estan dadas por
é =06, +¢ send €,
6, =—0¢é +¢cosd €,
é¢ =~ cosB &, — send ¢,

El desplazamiento (7 ), la velocidad (v = F ) y la aceleracion (a = ;'7') de un punto cualquiera

en coordenadas esféricas, se pueden escribir en la forma

F=re,
F=re. + re;r
(1.28) 6:?:fé,4+79'é9 + 1 send €
Las componentes de la velocidad son
L, =T 5 V=1l ;v = r¢) send

Para la aceleracion se tiene

F=Fé +7e, +70 &, +r0 &, +1r0 e, + i send €

+ ) send e, + r$ 0 cosO e, + rd send é¢

Sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios se encuentra

a=r=©G-r0 - rd)'zsenze)ér + (270 + 70 —rd? send cos0)eé,

(1.29) ) V. .. )
+(27¢ senb + 2r$ 0 cosO + rd send)e,
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donde se pueden escribir cada una de las componentes de la aceleracion
e ) 2 2
a, =r—r@ "—rp~sen®
a, =270 +70 —rd’ send cosd

a, = 274 send + 2rp 0 cosd + rf send

1.5. Movimiento relativo rotacional (coordenadas moviles)
1.5.1. Sistemas de coordenadas en rotacion

En un gran nimero de problemas la descripcion del movimiento o la relacion entre las fuerzas,
puede llegar a ser complicada cuando esta referida a un sistema fijo de coordenadas, mientras
que si el movimiento se refiere a un sistema movil, su descripcion se puede simplificar
considerablemente, en tales casos puede ser ventajoso tratar el movimiento de puntos relativos
a un sistema de referencia movil y posteriormente determinar el movimiento absoluto de dicho

sistema.

Consideremos el problema general de movimiento en un sistema moévil de coordenadas. La

siguiente figura muestra un sistema de referencia fijo X Y,Z, y un sistema de referencia
moévil xyz que gira con respecto al anterior alrededor de un eje que pasa por su origen O', al

mismo tiempo que O’ se mueve con relacion al origen fijo O.

~|
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A continuacion, se obtendran expresiones para la velocidad y aceleracion absolutas de un

punto P cualquiera, que recorre una trayectoria tal como se muestra en la figura.

Las magnitudes vectoriales de la figura anterior estan descritas de la siguiente forma
(1.30) c6=03j+0)yj+(ozl€

Corresponde a la velocidad angular del sistema de coordenadas xyz tomada con respecto al
sistema X Y,Z,

(1.31) Fo=p=xi+y+zk

7, es el vector de posicion del punto P referido a xyz (sistema rotatorio)

R es el vector de posicion del origen mévil O’ referido a X,Y,Z,

7 es el vector de posicion de P referido a XY, Z, (sistema inercial)

De la figura se tiene que

(1.32) F=R+F,

Derivando con respecto al tiempo, se encuentra que la velocidad esta dada por
P =R,

Dado que 7, = p se mide en un sistema que gira se tendra

7 —xi+"+z'1€+x—"+ i]A'Jrzd—]‘:'
K 7 ar Yar S ar

teniendo presente que di /dt =& xi, dj/dt =& % J, dk/dt =@ xk se obtiene
Fo = X1+ ) + 2k + x(B X))+ (@ x J) + 2(® x k)

de donde se encuentra que

(1.33) Fo =0, + (B X 7y)
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En un sistema de coordenadas que gira y se traslada se puede observar que la derivada
temporal de un vector consta de dos partes, la velocidad ¥, = %I + yj+21€ medida en el

sistema xyz,y el término ® x7,, que es la derivada temporal debida a la rotacion de xyz.

Como R representa la velocidad de O’ relativaa X Y,Z,, entonces
(1.34) F=R+V0, +® xr,
Para analizar la ecuacion anterior, es conveniente escribirla en la forma

as) (@j :(d_R] +[dﬁ] FGXF,
dt fijo dt fijo dt giratorio

También se puede tener que

(1 36) L_).ﬁjo = 17 +6rotaciu'n +03 X FR
donde
- dr
Vg, = (jﬂj (velocidad respecto de los ejes fijos)
t),.
fijo
= (dR
V= (7j (velocidad lineal del origen movil)
t Sijo
- dr, .
O, ouiive = [%) (velocidad relativarespecto de los ejes en rotacion)
t ) . .
giratorio

o xr, = velocidad debida a la rotacion de los ejes moviles

o = velocidad angular de los ejes en rotacion

Para obtener la aceleracion derivamos la velocidad con respecto al tiempo

F=R+0, +(GXF)+ (@ xFy)

Como vV, =d, +®O XV, y 7, =U, +(® x7,) se tiene que

F=R+d +® X0, +@ X7, +® X (0, +O® X Fy)
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luego

(1.37) F =R +d, +® X Tp + @ X (0 X7,) + 20 XU, o también se puede escribir

Donde 7 =p, Uy =pr

R= d,, es laaceleracion del origen mévil O’ con respecto a XY, Z, .
dp = P re; Aceleracion de P medida en el sistema movil.

@ x 7, aceleracion tangencial de P considerado como fijo en xyz.

® % (® x 7, ) aceleracion normal de P considerado como fijo en xyz.

20 xVU, es la aceleracion de Coriolis.

Cabe destacar que al plantear cualquier problema, es indispensable elegir un sistema de ejes

moviles tal que el movimiento en este sistema quede bien definido.

Si se consideraque R=0y ® =Cte = o x7, =0, entonces

(1.38) a,= 1 =0x(@xrg)+ ay, + 20 XU,
gncngglcwn Aceleracion Aceleracion Aceleracion

centripeta enel sistema  de Coriolis
enrotacion

1.5.2. Movimiento relativo y eje instantaneo de rotacion

Las ecuaciones de movimiento relativo para un cuerpo rigido estan dadas por

XU, +® X7y +®@ X (0, +® x7y) cuando U, =0.

=]

F=R4+V0,+0xr, y r=R+a,+

(1.39) F=R+GxFy +6 X (G XFy)

Estas ecuaciones muestran que el movimiento de un punto que pertenece a un cuerpo rigido,

se debe a la combinacion de dos movimientos

a) Una traslacién de O representada por R y R (ver figura anterior)

b) Una rotacion alrededor de un eje que pasa por O representada por todos los productos

vectoriales de las ecuaciones anteriores.
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Por otro lado, para demostrar que el vector velocidad angular ® es independiente del origen

del sistema mévil de coordenadas, consideremos la siguiente figura en donde los origenes de

los dos sistemas estdn unidos al cuerpo rigido en o1 y o2. Se localizan en el cuerpo rigido

dos puntos Py P,através de los vectores de posicion o,P,, o,P,, 0,P, y o,P, apartir del

origen de cada de cada sistema de coordenadas.

X

o

Analicemos las consecuencias de suponer que las velocidades angulares ®, y ®, asociadas a

cada origen son diferentes, seglin la ecuacion 7 = R+ x i, , se puede escribir las velocidades

de los puntos P, y P, en términos de cada sistema movil de coordenadas.

Con respecto al origen en o1, se tiene

—_—

h =R +o x0h
r,=R +o,x0,P,

Con respecto al origen en o 2, se tiene

_

n=R,+®,%x0,R

Utilizando las dos primeras ecuaciones se puede eliminar R, y de las dos Gltimas se puede

eliminar R,, esto es

(1.40) l_;i—l_;’z:0_51><(01'P1—0;P2j=032><(0'2P1—0'2P2)
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—_— —_—

Dado que (oiPl —~ oiPz) = (o'zP1 —~ 0'2P2J = P,P,, lo anterior se debe a que P,P, es arbitrario.

0]

S\

De donde se encuentra que | =0,

Luego la velocidad angular de un cuerpo rigido es independiente del origen.

Definamos (7, — 7, ) como la velocidad de P, con respecto a P,, entonces

(1.41) F—F, =@ xPP

de donde se observa que la velocidad relativa es independiente del sistema movil de

coordenadas (si ® = 0, todas las particulas del rigido tiene la misma velocidad)

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion anterior, la aceleracion relativa esta dada por
3005 . d (= Y
rn—1r=0x—\PP|+oxPP,

dt
0

z oz . d (55 S 5 p
(1.42) nh—r= XE(Pzpl)+(x) x P, P,

Dado que la posicion de o es arbitaria, entonces se puede considerar un nuevo origen o tal

-

que los vectores R y o sean paralelos (ver la siguiente figura). Esto se asemeja al

movimiento de un tornillo y en este caso el eje ® recibe el nombre de eje instantdneo de

rotacion. Para el movimiento en el plano R=0, y a la interseccion de ® y el plano de

movimiento se denomina centro instantineo de rotacion.

S}

';U_L
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1.6. Problemas resueltos

Problema 1.1

Considere el caso de la tierra, que rota uniformemente con respecto a su eje SN con una
velocidad angular ® = 7.292x107°[s™'], y determine en funcién de la latitud (4ngulo ¢ de la

figura), la velocidad y la aceleracion para un punto A sobre la superficie de la tierra.

Solucion:

Dado el movimiento rotacional de la tierra, todos los puntos sobre su superficie se mueven con

movimiento circular uniforme.

En la figura anterior, la latitud del punto A se define como el angulo ¢ que forma el radio

R =CA con el radio CD situado en el ecuador. El giro de la tierra respecto del eje SN permite

que el punto 4 describa un circulo de centro en B y de radio BA , de modo que:

BA = Rcosd
La velocidad (v =v ) del punto A4 es tangente al circulo, y estd dada por
LV=mB4A=wRcosd

La aceleracion (a =a,) es centripeta puesto que el movimiento es uniforme, esta dirigida
hacia B . Luego su magnitud es

a=0"BA=n"Rcosd
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Sustituyendo el valor de la velocidad angular, @ =7.292x107[s"']y del radio de la tierra;

R =~ 6.350[km] = 6.35x10° [m], se encuentra

Para la velocidad: L =463cos¢ [m/ 5]

Para la aceleracion: a=3.38x107 cosd [m/s*]

los valores maximos para v y a se obtienen cuando cos¢ =1; (¢ =0), esto ocurre en el

ecuador.

Problema 1.2

El punto P de la figura se mueve a lo largo de un alambre doblado en forma de circunferencia

cuyo radio es p =4[m]. La distancia s que ha recorrido el punto a partir de Q (arco QP) se

expresa como sigue s =—c,t+c,t* donde ¢, y c, son constantes positivas.

a) Determine la magnitud de la aceleracion total de P en funcion del tiempo.

b) Si &1 7 4[m/s] y ¢, =1[m/s*], determine la aceleracién en ¢ = 2s]

y

Solucion:

a) Utilicemos la expresion que nos permite determinar directamente la magnitud de la

aceleracion
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En este caso v :ézs' y d—D:'s', entonces az\/('s')2 +(s*/p)?
dt dt
donde §=—c, +dc,t’ ; §=12c,t° y p=R=4[m] luego,

a(t) = (126,2) +((~¢, +4e,*) 14)

b) Sustituyendo los valores de las constantes para ¢ = 2[s], se encuentra

a(t =2) = (48) +(28)> /4] [m/5*]=201.8[m/s°]

Problema 1.3
Determine el radio de curvatura p de una curva en el espacio que es una hélice de radio R

con un paso de 27 p . El vector posicion esta dado por 7 = R(cos@ i +sen¢ J)+ p® k.

Solucion:

2—

Teniendo presente que — = se determinan

SZ
di = (—Rseng i + Rcos® |+ p lg)d(p

ds =~dr -dr =\|R* + p* do

dr 1 2 A 2
— =——(—Rsenp i + Rcos¢ j+ pk)
ds /Rz +p2
24»
T e iR )
1 _|d%| |d*F d*%F R
Luego P 7 B | R R S
P ‘ds‘ ds® ds R +p
p:R2+p2
R

31



Capitulo I: “Algunos topicos de cinemdtica” Julio Pozo Pérez

Problema 1.4

Demostrar que el radio de curvatura p, se puede expresar en términos de las derivadas

temporales de 7 a través de
FXF

=3
r

1
p
Solucion:

Determinemos el valor del producto vectorial

Gxa=[Be x| L85 L 4T
dt ")\ dt* T pldt| "

Gxd—l(éf (e, xéy)
o\ di Y

teniendo presente que U =7 y que a =7, se tiene

\;x#\zl(ﬁf
p\dt

ds |-
dado que ? = H se encuentra
t

También se puede escribir

Problema 1.5

Determinar el radio de curvatura del problema 1.3 utilizando la ecuacion

1
p

Solucion:
El vector posicion estd dado por 7 = R(cosQ i +sen® [)+ po k
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Entonces

6=?=R(—¢)sen(pf+(p005(p]')+qul€

ﬁ=62—0=R(—(p'sen(p—(pzcoscp)erR((p'coscp—(pzsen(p)j+p(§l€
t
Uxd=Rp¢senpi—Rp¢>cosp j+R¢°k
b xd|=RR*+p* ¢°
U-u=0'=(R"+p’)’
U3 =(R2+p2)3/2([53
gl Oxa
Sustituyendo en — = U:a =|U ; |, se encuentra
p L
1_ R
p R +p’

Problema 1.6

Determinar el radio de curvatura p para una curva suponiendo que 7 =xi+yj, donde

x=x()e y=y(1).

Solucion:

FXr

) . |
Para determinar el valor de p , utilizamos la relacion — = —5 - Entonces, dado que
r

p

F=Xxi+y]y F=¥i+y]
FxF =0 - i)k

1_ (-5

Se encuentra =
-2 - 2N\3/2
p (X" +y7)
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Por otro lado, si la ecuacion de la curva plana es y = f(x), se efectua el cambio de variables
respectivo x=¢ ; y=f() ; x=1; ¥x=0, y se obtiene la expresion para el radio de

curvatura de una curva plana dada por

1 y”

p [+()T”

Problema 1.7

La rotacion del brazo de la figura con respecto a O, (cuya longitud es /) estd dada por
0(¢) = c,t*. El bloque B desliza a través del brazo en tal forma que su distancia con respecto a
Oesr=c,—ct’, (¢, ¢, c5 son constantes arbitrarias). Cuando el brazo OA ha girado en un

angulo 6 =0, determine para el bloque B.

a) Las componentes de la velocidad radial y transversal, y también su modulo y direccion.
b) Las componentes de la aceleracion radial y transversal, y también su modulo y direccion.
¢) La aceleracion relativa del bloque con respecto al brazo.

d) Los valores numéricos de todo lo pedido anteriormente si ¢, =0.2, ¢, =1.0, ¢, =0.15

0, =40

Solucion:

a) Las componentes radial y transversal para la velocidad estan dadas en forma respectiva

por v, =7y VU, =9 .

El tiempo ¢ lo determinamos a partir de c,t* =0 , luego t=,/0,/c, .
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También
r=c,—cst ; r=-2ct = iF=-2c

0(t)=c,t’ ; 0=2ct = 6=2c

Entonces

L, =7 ==2ct =-2¢;(,0,/¢,)

vy =70 =(c, —cyt*)2¢,t Remplazando el valor del tiempo se tiene
vy =(c; —¢0,/¢)2¢,,0, /¢,
El modulo de la velocidad se determina a partir de

Bl=0=y0,)" + )

o [V
La direccidnes y =tan 1[—6J
L

I

b) Las componentes radial y transversal para la aceleracion estan en forma respectiva por

a, =i—1r0% =-2¢, —(c, —c,t”)(2c,t)’ con 1=,0,/¢

ay =10 +270 = (c, —cyt*)2e, +2(-2¢,0)(2¢c,t)  con  t=.[0, /¢,

| =a=(a,)" +(a,)’

a

”

., (a
La direcciones & =tan '(—ej

c¢) Dado que el movimiento del bloque con respecto al brazo es rectilineo, y estd definido
solo por la variable r, se tiene que

Ao =7 =-2¢,

d) Se deja de tarea realizar los calculos numéricos.
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Problema 1.8

En el mecanismo de la figura, los ejes O y P son fijos. La manivela PQ gira con velocidad

constante ® de modo que el bloque Q desliza a lo largo del brazo OR. Determinar:

a) Lavelocidad y aceleracion angular del brazo OR
b) La velocidad v y la aceleracion adel extremo R del brazo OR, en el instante que se

muestra en la figura, en que PQ forma el angulo 6 .

Solucion:

En lafigura ¢ y ¢ representan en forma respectiva la velocidad y la aceleracion angular del

brazo OR. De donde se tiene que

asen®
tang = ———
b—acosO

derivando la expresion anterior con respecto al tiempo y teniendo presente que
d{u) vi—uv
dt\ v v’

(b—acosO)awm cosO —asend (aw send) o = a9
(b—acosh)’ dt

se tiene

psec’ @ =

de donde se encuentra que
aw (bcosO —a)

(b—acosf)?

gsec’ @ =
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Utilizando la identidad trigonométrica sec’¢@ =1+tan’¢ y sustituyendo el valor de la

tangente del angulo se puede escribir

. 1_{ asen® jz _ao (bcosb —a)
® b—acosO (b—acosf)?

de donde se obtiene que
aw (bcosO —a)

- (a* +b> —2abcosh)

Derivando nuevamente con respecto al tiempo se tiene

. (a*+b*>-2abcosd)(—abo ’send) —aw (bcosd — a)(—2abw send )
® (a’> +b* —2abcosh)’

. (4a’b’w’ cosO sen® —3a’bw *send —ab’w *send)
(a’ +b*> —2abcosh)’

luego
. aw’bsend(4abcosd —3a® —b?)
¢ (a’ +b*> —2abcosh)’

b) Para la velocidad se habia encontrado que U =7e¢, + ) ¢, . Sin embargo, para utilizar esta
expresion en este caso, debemos considerar 6 =¢ , r=/=Cte, =0y ¥ =0. Entonces

g =lge,

reemplazando el valor de ¢ se encuentra

alo (bcos® —a) .
e
(a* +b*> —2abcosd) *

v =

Para la aceleracion se habia encontrado que @ = (¥ —707)é, + (70 +2/0)é, imponiendo las
condiciones de esta caso se tiene

i=(-1§>)e, +(§)e,
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Reemplazando los valoresde ¢ y ¢ se encuentra

a=

aw (bcosd —a) o aw’ bsend (4abcos® —3a”* —b*) ) .
—1 2 2 e, +1 2 2 2 €
(a” +b° —2abcosH) (a” +b° —2abcosH)

Problema 1.9

Una particula describe el circulo » = 2a cos6 , la componente de la aceleracion dirigida hacia

. . - 20 A
el origen es siempre cero. Demostrar que la componente transversal es: a, = —4acosec™® ¢, .

Y

Solucion:

Dado que en la figura anterior, el tridngulo que se forma es isdsceles, se tiene que

r=2acosO .

Las componentes radial y transversal para la aceleracion estan dadas en forma respectiva por

a =i-10° ; a, =r0 +2/0
Como 7 =2acos0 , entonces

F=-2a0 send i =-2a0 send —2a0* coso

Notamos que en las ecuaciones anteriores no se conocen 0 y 0 . Luego para determinarlas, se
utilizara la condicién que a, =¥ —r0°>=0 = #=r0", al sustituir los valores de 7 y i se
tiene

—2a0 send —2a0? cosd =2acosd 02

0 send =—2072 cosd
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0=

o - do .
si se tiene que © =—0 , entonces
do
@
do

separando variables
do

—.:—2

Integrando

do
I

~ 202 cos0

sen0

_ 20 cos0

sen0

cos0 4o

send

_ 2‘[0056 40

sen0

Ln0® = -2Lnsend +C

Eligiendo C =0 se tiene

LnO =Lnsen0 =

de donde

Sustituyendo en la componente transversal

0 =sen0

de la aceleracion, se encuentra

ay =0 +2/9 = —4acosd COSSB —4asend sen0
sen’®
cos0 4
a, =—4acos0 - —4aqsend sen 0
sen
2 2
ae:_4acoss€) _4g 13 __ 42 cosze ‘1
sen’0 sen’0 sen’0 \ sen®

0 - 4q (
0 sen’0

12 j =—4qcosec’d
sen0
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Problema 1.10

Una particula se mueve en el espacio de modo que sus coordenadas cilindricas estan dadas por

r =2t
o =mt
z =3¢

Determine la velocidad y la aceleracion para cualquier tiempo.

Solucion:

La velocidad y la aceleracion (en coordenadas cilindricas) se expresan respectivamente en la

forma
O =7é +rdé, +zé, ;o a=(F-rd)e +(rd +2)e, +zé,
=2; ¥F=0
donde b= : ¢$=0
z=6t ; Z=6
luego U =26 +2mre, +6té, ; d=-2n’té +4mé, +6¢é,

Problema 1.11

El vector posicion de una particula que se mueve a lo largo de una curva que se desarrolla en
tres dimensiones estd dado por 7, = 2¢” cosd [ +2t send j+ 2:*k en donde ¢ =mn ¢*. Describir

el movimiento en coordenadas cilindricas.

Solucion:

La posicion, velocidad y la aceleracion (en coordenadas cilindricas) se expresan en la forma

L, =re. troe, +ze,

i, =F-rd’)e, +(rd +2id)é, +zé,
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Para este caso se tiene
Fo=2t"cosdi+2send ] = r=2t> ; =4
b=mt’ = ¢=2mt ; ¢=2n

z=20 = =611 ; =12t
Sustituyendo los valores anteriores se encuentra
Fo=2t0e, +2t0 e,
U, =41é, +4nt’ e, +61% ¢,

d, =4(1-2n’t")é, +20n 1* &, +12té,

Problema 1.12

Las coordenadas de una particula estan dadas por

x=rcos(Lt/r) ; y=rsen,t/r) ; z=v,t+(1/2)bt’

Determine la velocidad, la aceleracion y sus respectivas magnitudes en funcion del tiempo (7,

v, Y b son constantes)

Solucion:
Utilizando coordenadas cilindricas se tiene
F=re +ze,
O =Fé +rhé, +zé,

a=(F-rd?)e, +(rh +2r9)e, +z¢,

donde +/x*+y* =|[f|=r =Cte. => 7i=i=0

d=,/r)t = diz(uo/r) :$=0

z=v,t+(1/2)bt>? = z=v,+t ; =1
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Remplazando se encuentra

U =0,¢, +(v, +1)e,

a=(-v, /r)yé, +bé.

de donde se tiene que sus magnitudes son

L= \/21)5 +20,bt +bt* = \/200 v, +bt)+ bt

a= w/(\)g /r)2 +b?

Problema 1.13

El movimiento de una particula sobre la superficie de un cilindro circular esta definido por las
relaciones r=A4 ; ¢ =2mt ; z=(1/4)4t*; (A es una constante).

Determine las magnitudes de la velocidad y la aceleracion de la particula para cualquier

instante ¢.

Solucion:
Utilizando coordenadas cilindricas se tiene
O =ié, +rdé, +ze,
a=(F-rd>)e, +(rd +2r9)e, +z¢,
donde r=A=Cte = r=7r=90

¢o=2nt = ¢=2nn ; =0

z=(A/8t° = z=(A/2t ; 7=A/2

Remplazando se encuentra

O =2mdé, +(A/2)é,

G=(—4n’A)e, +(A/2)é.
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de donde se tiene que sus magnitudes son

L =An AR + A2 14 = (A4/2)y(4n)? +1
a=16n* A%+ 47 /4 =(4/264n* +1

Problema 1.14
Si la trayectoria de una particula en coordenadas esféricas esta expresada por
r=k ; 0=(m/2)cosQwt) ; ¢ =n(l-cos(w?))

Determine la velocidad y la aceleracion para cualquier tiempo ¢.

Solucion:

La velocidad y la aceleracion en coordenadas esféricas esta dadas por
v=r=re +r0e; +rdsend e,

a=r=@GF-r0 > sen’0)eé, +(270 + 10 —rd? send cos0)e,

+ (27 sen® + 2rd 0 cosd + rd send) €,

en este caso

r=k=Cte, = r=r=0

0 =(/2)cosQwt) = 0 =-no senwi) ; 6 =-2nn>cosm )

db=n(l-cos(w?) = ¢=nwsen(®?) ; ¢ =nw?>cos(®?)

Remplazando, para la velocidad se encuentra

U = —knw sen(2w t)e, +kno sen(w t) send e,

Y para la aceleracion se obtiene

a =kn’o0’[-sen’ (2w t) - sen’(wt)sen’0]é,
+[-2kno’ cos(2w t) — knt *w sen’ (o t)send cosO &,

+[ = 2kn *0’sen(o t)sen(2m t)cos + knw’ cos(m t)send le,
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Problema 1.15

(Coordenadas moviles)

El brazo ranurado de la figura gira con una rapidez angular constante ®, en el sentido de los
punteros del reloj, y en el plano XY, . El bloque se mueve alejandose del origen del brazo con
una velocidad constante v, = Cte . Cuando 6 =0, y OP =/. Determine para un punto P sobre

el bloque.

a) La velocidad.
b) La aceleracion.

c) Lavelocidad y la aceleracion si o, =2[rad/s] ; v, =2[m/s] ; OP =/ =2.5[m].

Solucion:

a) El sistema movil de coordenadas se une al brazo ranurado de manera que el movimiento

del bloque en ese sistema sea una traslacion pura.

La velocidad del punto P sobre el bloque (en general) estd dada por

I'p =V, =R+0Xr,+0, ; 1p=p

En este caso R=0 puesto que el origen O esta fijo, @ =c00(—l€) ; Ug :Uof; e =1i

remplazando en la ecuacion para la velocidad se tiene

—

U, =0 X7, +U, =0 /(kxi)+v,i
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Up =0 X7 +U, = =0,/ j+V,1

b) Para determinar la aceleracion, utilizamos la ecuacion.
F =, = RAGXFy +® X (@ XFy)+d, + 26 x0T,
Dado que R =0 ; ®=0 ; d, =0, entonces la aceleracion estd dada por
dp =0 X(O X7Fp)+20 X0,

—

G, =0, 1kx(})+200kxi =-0,"1i —200,]

c) Remplazando valores o, =2[rad/s] v, =2[m/s] OP =/ =2.5[m] se encuentra

—

O, =-w,j+li = U,=(=5]+2.5{)[m/s]

dp=-w,'11 —200,] = d,=—(10i +8))[m/s’]

Problema 1.16

(Coordenadas moviles)

Una particula se mueve con una rapidez relativa constante v, a lo largo de la periferia de un

tubo circular de radio R,, mientras el tubo esta girando una velocidad angular constante

alrededor del didmetro, como se muestra en la siguiente figura. Determine la velocidad y la

aceleracion de la particula en la posicion indicada.

».Y,

e

xX,

z,Z,
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Solucion:

Se consideran los dos sistemas que se muestran en la figura, el fijo X Y,Z, y el movil xyz.
Dichos sistemas coinciden y los ejes moviles x e y estan en el plano del tubo. El eje Y, es el

eje de rotacion del tubo.

El movimiento del sistema de coordenadas mévil estd dado por

dt

jo

V= Ed—R] =0 — velocidad lineal del origen movil
fi

R=0; G=0Qj=Cle: &=0

El movimiento de la particula con respecto a las coordenadas moéviles, esta descrito por

Py = R,cosOi+ R, send j
Por tratarse de un movimiento circular 7, =@, x7, donde &, = (oo(—lg) ;0, =0 . se tiene
?R = wo(—lg) x (R, cosO i+ R, sen® = (v, send f—oo cosO /)

donde v, =, R,,

Fo =@y XFy =0, (k) xFy =—(02 /R, ) (cosB § + send j)
El valor de la velocidad se puede determinar a partir de la ecuacion dada por
O =V +7 + G Xy
Reemplazando las magnitudes correspondientes se encuentra
U =v,send i —v,cosd j— R, Qcos k
La aceleracion se obtiene utilizando la ecuacion
F=R4GxFy+6x (G XFy) +dy +26 x5,

Realizando las sustituciones correspondientes en la ecuacion anterior se tiene
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F=Q)x(Qjx( R, cos0i+ Rsend j))-(v2/R,)(cosOi+send j)+
+2Q j x (0,5en0 § —v, cosO J)

Teniendo presente que i x j=k ; jx k=i ; kxi = j y que el producto cruz entre dos

vectores es anticonmutativo, se encuentra que la aceleracion esta dada por
G=F=—(02/R,+R,Q%)cos0i —(2/R,)send j—2Qu, send k

Problema 1.17

(Coordenadas moviles)

El centro del disco de la figura se estd moviendo con una velocidad v, y rueda sin deslizar

con una velocidad angular ® . Determine:

a) Las velocidades de los puntos A, By C.

b) Las magnitudes de las velocidades de los puntos respectivos si a =2[m] y v, =4[m/s].

Solucion:

a) Dado que el disco gira sin deslizar, entonces el punto E de la periferia y el punto F del
plano (coincidentes en el instante en que el disco estd en la posicion indicada), no se
mueven uno con respecto al otro, y la velocidad de E relativa F es cero, luego el disco
tiende a girar en torno a un punto de contacto, por el cual se debe hacer pasar un eje

instantaneo de rotacion.
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Las velocidades para los puntos respectivos, esta dadas por

Fy=V,=
Fp =Vp =
Fc =V¢ =

ry =V, =0Xrg
Tp =Vp = XV
Fe =V =0 XTge

b) Para a =2[m] y v, =4[m/s]se encuentra
v, = 4[m/s]

LV, = 2\/5[m/s]
L, = 2\/5[m/s]

Problema 1.18

Fey =2a

; rEBz\/Ea

) ”EC:\/E“

o= Yo _ 2[rad/s] con lo cual
a

Demostrar que todo centro instantaneo de rotacion (representado por el punto C de la figura),

de velocidad cero tiene una aceleracion.

y
LN
w
<

Q
(=)
Cy
(=]
Q
Y

—> X,
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Solucion:
Utilizando la expresion general para la aceleracion, para el punto C se puede escribir
Te =R+ X7, +® X (0 X7 )+ d, +20 XU,
donde
R=-a,i ; 6=k ; o=k ; 7,=—0Cj ; dy=0 ; U,=0

luego
Fo=—a,+0Coi+0Co’j

Fo=(-a,+0'C&)i+0'Co? j

Dado que el punto C es el centro instantaneo de rotacion del disco cuando rueda sin deslizar,

entonces

U, =6xCO = —v,i=0kxCO j=-0CO'i

v, =0 0C

derivando con respecto al tiempo se tiene U, =0 OC =a,. Sustituyendo en

Fp. =(-a, + 0 Co )i +0Co* } , Se encuentra

Fo=d,=0Co” ]
Problema 1.19
Una barra de largo / se mueve sobre una pared vertical, de modo que su extremo A se mueve

verticalmente con v, =v , J = cte.. Calcular la velocidad angular y la velocidad del punto P de

la barra.
l)A
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Solucion:

La velocdad del punto P estd dada por

—_

L, =0,+0x4P

~

donde U, =V,J

—

AP=-A0j—hi, delafigura AO=htan®, luego

P=-h (f+tan6 ])
y G=mk
Sustituyendo en la proimera ecuacidn, se encuantra
v, =0Aj—wl€xh(f+ tan0 j)
v, =V, j—ohj+ohtan

0 sz(uA—mh)j+whtan9f

Por otro lado, con ayuda de la siguiente figura

también se puede escribir v, =V, (cos@ [ + send j)

comparando las componentes de estas dos ultimas expresiones se tiene

o A tan0 =V, cosO

L, -®h=v, send
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. o htanO
de donde se tiene v, =————
cosO
y ° L, —0h
r send

igualando las dos ultima ecuaciones, se obtiene

oh

cos’0

v, =0)h(l+tan29)=
de donde se encuentra que la velocidad angular de la barra esta dada por

) N b N
(o:fcoszﬁ ) co:fcoszek

ht .
reemplazando el valorde ® en v, = ®htand , se encuentra que velocidad del punto P de la

r cosO
barra es
v, =v, send

Problema 1.20

El disco pequeno de radioa estd soldado a la barra OA (de longitud 3 a), la cual gira en torno

al eje fijo horizontal O, con velocidad angular @, y aceleracion angular o ,. Determine la

aceleracion (con respecto a un sistema fijo) de una particula P que recorre el borde del disco

con una rapidez v, constante relativa al disco.
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Solucion:

Consideremos la siguiente figura

¢, =cosh é, +send é,
aé. = a(cosd é, + sendy &)

ﬁ:
b=v,/a

Con respecto a un sistema fijo en O, y un sistema modvil en c, se tiene
d=dco+ Py TOXP +OX(BXP)+20 X P,
Dado que el sistema movil no gira, ® =0 ; ® =0, entonces

a=dcot Pre

donde oy =(F—r07)e, + (10 +2/0)é,
De la figura se tiene que » =4a=Cte. F=#=0, 0= ®,y 0 =a ., reemplazando en la

ecuacion anterior se obtiene
- . 2 A A
Aoy =—4amie, +4aa ¢,

Por otro lado, p =a(cosd e, +send e, ), por tratarse de un movimiento circular, se puede

escribir
2

= L, ~ ~

Prer = _7(0054) e, +send e )
La expresion anterior, también se puede obtener a partir de pp, =p,e. +p ¢, donde
p, =acosd y p, =asend,siendo

2
= v
- pad _ 2 A A 0 A A
oo+ Prey = —4ao e, +4aa e, Y (cosdp e, +sende,)

a
v, V,

dp =—(4awje, +—-cosd)eé, +(4ao , ——>-send)é,
a a
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