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CAPÍTULO I 

 

ALGUNOS TOPICOS DE CINEMATICA 
 
 
1.1. Cinemática de una partícula (diversas coordenadas). 
 

1.1.1. Movimiento de una partícula (vector posición, desplazamiento, velocidad y 

aceleración) 

 
Consideremos una partícula moviéndose a lo largo de una trayectoria arbitraria en el espacio 

tridimensional, desde A hacia B, tal como se muestra en la figura. 

 
y

z

 A 

O

rr∆

rr rr
∆+

rr

 

 

 

 
B  

 x
 

Definamos  

                         r : Vector de posición en el tiempo t   r

                         r : Vector de posición en el tiempo t   rrr
∆+ t∆+

                               ∆ : Desplazamiento en el tiempo ∆  rr t

                               
t
r

m ∆
∆

=
r

r
υ  (Velocidad media)   

                               
td
rd

t
rlím

t

rr
r

=
∆
∆

=
→∆ 0

υ  (Velocidad instantánea) 

(1.1)                        r
td
rd &r
r

r
≡=υ  

                               
tm ∆

∆
=

υ
r

ra  (Aceleración media)    
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td

d
t

lím
t

υυ
rr

r
=

∆
∆

=
→∆ 0

a   (Aceleración instantánea) 

(1.2)                                                  r
dt

rd
td

d &&r
r

&r
r

r
≡=== 2

2

υ
υa  

 
 
1.1.2. Coordenadas cartesianas rectangulares 
 

El vector posición, la velocidad y la aceleración de una partícula en el espacio (en coordenadas 

cartesianas rectangulares ) están dadas por zyx ,,

 

   kzjyixr ˆˆˆ ++=
r

              kzjyixr
dt
rd ˆˆˆ &&&&r
r

r
++==≡υ              donde      υ zyx zyx &&& === υυ ;;  

kzjyixr
dt

rda ˆˆˆ
2

2

&&&&&&&&r
r

&rr
++===≡υ     donde        zayaxa zyx &&&&&& === ;;

 
Las magnitudes respectivas están dadas por 
 
 
 (1.3)                       222

zyx υυυυ +=≡
r

υ +      y      222
zyx aaaa ++=≡

ra  

 

Estas ecuaciones son generales y se aplican para cualquier movimiento de una partícula en el 

espacio. Si se trata de un movimiento curvilíneo plano, entonces éste se realiza en el plano 

, de modo que  se tiene xy

jyixr ˆˆ +=
r  

jyixr ˆˆ &&&rr
+==υ  

jyixa ˆˆ &&&&
r

+=  
 
 
Las magnitudes respectivas son 
 
                                            22

yx υυ +=υ      y      22
yx aa +=a  
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El movimiento rectilíneo de una partícula, que tiene lugar a lo largo de una línea recta (eje ), 

está dado por 

x

 
(1.4)                                     r  ixraixrix ˆ;ˆ;ˆ &&&&rr

&&rrr
===== υ

 
donde  

xraxrxr &&&&&& ===== ;; υ  
   
 
1.2. Movimiento curvilíneo 
 

1.2.1. Coordenadas normal y tangencial. 
 

Consideremos el caso de una partícula que se mueve a lo largo de una curva contenida en el 

plano tal como se muestra en la figura. Sea A la posición de la partícula en un instante dado, 

 el vector unitario tangente a la trayectoria en la dirección del movimiento de la partícula y 

 el vector unitario tangente asociado a la posición A

Tê
'ˆTe ’ de la partícula en un instante de 

tiempo posterior. 

 
 

•
A 

A’ 
•

Tê

Te 'ˆ

Nê

y

x
O

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si se trazan ambos vectores  y  e  desde el mismo origen  O  , se puede definir el vector 

 como se muestra en la siguiente figura, dado que estos vectores son de longitud unitaria, 

sus extremos se encuentran sobre un círculo de radio unidad.   

Tê 'ˆT
'

Tê∆

 
 

θ∆
o

Tê∆

Tê

'ˆTe

'O
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De la figura anterior se tiene que 
                                       

)2/(2ˆ θ∆=∆=∆ senee TT  
 

Si se considera el vector ∆  se observa que cuando , este vector se vuelve 

tangente al círculo unitario de la figura anterior, por lo tanto se hace normal a e  y su 

magnitud es igual a la unidad, esto es     

θ∆/ˆTe 0→∆θ

Tˆ

 

1
2/

)2/()2/(2ˆ
000

=
∆
∆

=
∆
∆

=
∆

∆
→∆→∆→∆ θ

θ
θ
θ

θ θθθ

senlímsenlím
e

lím T  

 

Luego, en este límite se obtiene un vector unitario a lo largo de la normal  a la trayectoria de la 

partícula, en la dirección en la cual cambia . Entonces si representamos por e  a este vector 

se puede escribir 

Tê Nˆ

 

(1.5)                                      N
T eelím ˆˆ

0
=

∆
∆

→ θθ∆
          o          

θd
ed T

N
ˆ

ˆ =e  

 

Por otro parte,  dado que la velocidad υ  de la partícula es tangente a la trayectoria, se puede 

expresar en la forma υ =  y la aceleración respectiva puede ser determinada a partir de 

. 

r

Têυ
r

dtda /υ
rr

=

 

1.2.2.  Componentes tangencial y normal para la aceleración 
 

Consideremos el caso de una partícula que se mueve en una trayectoria representada por la 

curva C (por simplicidad plana) como se muestra en la figura.  

 
T 

Tar
C 

A 

υ
r

ar

Nar

 
 
 
 
 
 
 

N 
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En un tiempo t , la partícula se encuentra en el punto A con velocidad υ  y aceleración a . 

Asumiendo que la aceleración  está dirigida según la figura anterior (hacia la parte cóncava 

de la trayectoria), entonces, ésta se puede descomponer en una componente tangencial  

(paralela a la tangente AT) denominada aceleración tangencial, y una componente normal 

(paralela a la normal AN)  llamada aceleración normal.  

r r

Tar
ar

 
En la siguiente figura se ha trazado en el punto A,  un vector unitario e tangente a la curva, lo 

que permite escribir υ =   y la aceleración se expresa como  

Tˆ

Têυ
r

 

(1.6)                                  ( )
dt
ede

dt
de

dt
d

dt
d T

TT
ˆ

ˆˆ υ
υ

υ
υ

+=≡=
r

ra  

 
 

Y  

O

rr

î

ĵ

'A
θd

θd

ρ
Nê

Tê
υ
r

θ

θ

T'T

ds

 

CC 
 

A 

 

 

 

 

 

 

 

 X
 

Determinemos con ayuda de la figura anterior el valor del término 
dt
ed Tˆ

Nˆ

, para lograr lo 

planteado,  consideremos  también  en el punto A  un vector unitario  e , normal a la curva  

que apunta hacia el lado cóncavo, esto nos permite escribir  
        
  

O

)2/( πθ +

X

Y

rr

î

ĵ

Nê

Tê

A 

 

    e  

jisene

jseni

jsenie

N

N

T

ˆcosˆˆ

ˆ)2/(ˆ)2/cos(ˆ

ˆˆcosˆ

θθ

πθπθ

θθ

+−=

+++=

+=
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de esta forma  
  

( ) jisenjseni
dt
d

dt
ed T ˆcosˆˆˆcos
ˆ

θθθθθθ && +−=+=  

 

(1.7)                                NNyx
T e

dt
dejisen

dt
ed ˆˆ)ˆcosˆ(
ˆ θ

θθθθ ≡=+−= &&  

 

El resultado anterior nos muestra que 
dt
ed T̂  es un vector normal a la curva. 

 
 
Teniendo presente el triángulo , se tiene CCAA '

 

ds
d

dt
ds

ds
d

dt
d θ

υ
θθ

==  

con   

(1.8)                                                            s
dt
ds

&≡=υ  

  

donde es el elemento de arco donde se mueve la partícula en el tiempo . Las 

normales a la curva en  y   se intersectan en el punto CC que recibe el nombre de centro 

de curvatura. 

'AAds = dt

A 'A

 

Definamos CCA=ρ   como el radio de curvatura, ahora como en un triángulo el arco es el 

producto del radio por el ángulo (en radianes) se tiene 

 

ρ
θ

θρ
1

=⇒=
ds
ddds           luego        

ρ
υθ

υ
θ

==
ds
d

dt
d  

 
con lo cual  
 

(1.9)                                                     NN
T ee

dt
d

dt
ed ˆˆˆ

ρ
υθ

==  

 
Sustituyendo en la expresión para la aceleración se encuentra 
 

(1.10)                                          NT
T

T ee
dt
d

dt
ede

dt
d ˆˆˆˆ

2

ρ
υυ

υ
υ

+=+=
ra  
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El primer término de la aceleración Te
dt
d ˆυ  es un vector tangente a la curva que corresponde a 

la aceleración tangencial  y se debe al cambio en la magnitud de la velocidad en el tiempo. 

Con respecto al segundo término 

Tar

Nê
2

ρ
υ  es un vector normal a la curva y está asociado con el 

cambio en la dirección de la velocidad (puesto que proviene de 
dt
ed Tˆ ) y corresponde a la 

aceleración normal ,  esto permite escribir Nar

                                                  
NNTT eaeaa ˆˆ +=

r  
 

donde                          
dt
daT
υ

=        y        
ρ
υ 2

=Na           con        s
dt
ds

&≡=υ  

 

El módulo de la aceleración está dada por  
 

(1.11)                                                 
222









+






=≡

ρ
υυ

dt
daar  

o 
222 )/( ρssa &&& +=  

 
 

Determinación del radio de Curvatura  ρ
 
Dado  que  también se puede escribir     

Te
dt
ds

dt
rd ˆ==
r

r
υ  

y   
 

NT esesa ˆ)/(ˆ 2 ρ&&&
r

+= . 
 
De la expresión de la velocidad, se tiene que 
 

Te
ds
rd ˆ=
r

 

derivando con respecto a    s
 

ds
ed

ds
rd Tˆ
2

2

=
r
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como N
T e

dt
ds

dt
ed ˆ1ˆ

ρ
=   se tiene que  

N
T e

ds
ed ˆ1ˆ

ρ
=  

 

Ne
ds

rd ˆ1
2

2

ρ
=

r

 

 
de donde se encuentra 
 

(1.12)                                                        2

21
ds

rd r

=
ρ

 

 
                 
Analicemos algunos casos de interés: 
 

Movimiento curvilíneo uniforme: En este caso el modulo de la velocidad es constante  

(υ ) y como consecuencia de esto . Cte= 0=Ta

 
Movimiento rectilíneo: Tipo de movimiento en el cual la dirección de la velocidad no cambia. 

En este caso se tiene que  y . ∞→ρ 0=Na

 

1.2.3.  Movimiento circular 
 

La aceleración angular de una partícula está definida por  
 

dt
dω

α
r

r
=  

 

como  
dt
dθ

ω =            entonces          2

2

dt
d

dt
d θω

==α   

 

Separando variables en la ecuación anterior y considerando que el movimiento es con 

aceleración angular constante, se tiene que 

 

(1.13)                                                 ω  )( 00 tt −+= αω

 

 15 



Capítulo I: “Algunos tópicos de cinemática”         Julio Pozo Pérez 

También como , sustituyendo ω  por el valor anterior e integrando se encuentra dtd ωθ =
 

(1.14)                                         2
0000 )(

2
1)( tttt −+−+= αωθθ  

 

Esta última  ecuación da cuenta de la posición angular para cualquier tiempo.  
 
Para el caso particular de un movimiento uniformemente acelerado (α ) y υ  con 

R = ρ = Cte, las ecuaciones  

Cte= ωR=

dt
daT
υ

=    y   
ρ
υ 2

=Na   se tranforman en  
 

dt
dRR

dt
d

dt
daT

ω
ω

υ
=== )(  

 
(1.15)                                             a  αRT =
 
Para la aceleración normal  (centrípeta en esta caso) se tiene 
 

(1.16)                                                R
RN

2
22

ω
υ

ρ
υ

===a  

 
Las siguientes figuras muestran las componentes tangencial y normal de la aceleración para el 

movimiento circular  
 

υ
r

Nav

ar

C 

X

ar

Z  

Y

ω
r

ω
r

rrrr
×= ωυ

rr
υω
rrr

×=a

A 

O 

C 

 
 

Tar 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si consideramos el caso del movimiento circular uniforme ( 0α ), la aceleración tangencial 

es nula. La aceleración se puede determinar directamente a partir de  

=

 
(1.17)                                                           υ  rrrr

×= ω
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)( r
dt
d

dt
da rr
r

r
×== ω

υ  

 

(1.18)                                     a                   (puesto que υω
rrr

×= 0==α
ω r
r

dt
d )  

 

Reemplazando   υ    se encuentra rrrr
×= ω

 

(1.19)                                              a           (Movimiento  circular uniforme) )( rrrrr
××= ωω

 

Como 0==α
ω r
r

dt
d , entonces esta aceleración debe corresponder a la aceleración centrípeta (o 

normal).Trabajando con el módulo de la aceleración se puede verificar rápidamente lo anterior 
 

NaRrra ≡==×=××= 2)()( ωυωωωωω
rrrrr  

 
 

1.3.  Componentes (escalares): radial y transversal para la velocidad  
 
Consideremos el caso de una partícula que describe una trayectoria curvilínea en el plano de la 

figura. 

rr

rê
θê

î

ĵ

θ

rυ
θυ

υ
r

C 

 

A 

 O

Y  

X

 
 
 
 
        
 
 
 
 
 
 

Cuando la partícula se encuentra en la posición A, la velocidad está dada por υ . 

Utilizando los vectores unitarios e  que es paralelo a    y   e  que es perpendicular, se puede 

escribir  r . Luego la velocidad se puede expresar como  

dtrd /rr
=

rˆ rr θ̂

rer ˆ=
r

    

dt
edre

dt
dr

dt
erd r

r
r ˆ

ˆ)ˆ(
+≡=υ

r  
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Por otro lado, utilizando las componentes rectangulares de estos vectores unitarios, se tiene 
 

(1.20)                                                
jisene

jsenier

ˆcosˆˆ

ˆˆcosˆ

θθ

θθ

θ +−=

+=

 

con lo cual θ
θ

θθ e
dt
djseni

dt
d

dt
ed r ˆ)ˆˆ(cos
ˆ

=+= . Reemplazando en la ecuación de la velocidad 

se encuentra 
 

 (1.21)                                   θθ θ
θ erere

dt
dre

dt
dr

rr ˆˆˆˆ &&
r

+≡+=υ  

 

donde  re
dt
dr ˆ   es un vector paralelo a  (ver figura anterior) y recibe el nombre de  velocidad 

radial y se debe al cambio en la distancia  de la partícula  con respecto del punto O.  El 

término 

rr

r

θ
θ e

dt
dr ˆ  es un vector perpendicular a r  y se debe al cambio en su dirección o a la 

rotación de la partícula alrededor de O, y recibe el nombre de velocidad transversal. Entonces 

sus módulos respectivos (componentes escalares) están dados por 

r

 

r
dt
dr

r &≡=υ      ;       ωθ
θ

θ rr
dt
dr =≡= &υ  

 

donde , corresponde a la velocidad angular. En el caso de un movimiento 

circular   y   , se tiene sólo la velocidad transversal. 

ωθθ = &dtd /

Cter = dr

≡

0/ =dt

 

1.3.1.  Componentes (escalares): radial y transversal para la aceleración 
 

Teniendo presente las consideraciones anteriores, la aceleración está dada por 
 

dt
da υ
r

r
=  

 
sustituyendo la velocidad por  υ , se encuentra θθ erer r ˆ&&

r
+=

 

dt
edrerer

dt
edrerer

dt
da r

r
θ

θθθ θθθθ
ˆˆˆˆ

)ˆˆ( &&&&&&&&&
r

+++=+=  
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dado que 

θ
θ

θθ e
dt
djseni

dt
d

dt
ed r ˆ)ˆˆ(cos
ˆ

=+=  

y                            

rejisen
dt
d

dt
ed ˆ)ˆcosˆ(
ˆ

θθθθ &−=+−=  

 

reemplazando se obtiene 
 
(1.22)                                     a  θθθθ errerr r ˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&

r
++−=

 
de donde se encuentra 
 
                                            a          y        a  2θ&&& rrr −= θθθ

&&&& rr 2+=
 
 
1.4.  Movimiento en el espacio de una partícula (coordenadas cilíndricas ( r )) z,,φ
 

Utilizando  los resultados anteriores, se puede describir el movimiento de una partícula cuando 

su posición en el espacio está definida por sus coordenadas cilíndricas  tal como se 

muestra en la siguiente figura, en donde ha sido conveniente utilizar los vectores unitarios: , 

 y  . 

zr ,,φ

rê

φê zê

 

φ
rer ˆ

φê

rê

zê

zez ˆ
prr

y

x

z

φ

φê

rêprr

y

x

z
zê

rr
z

O

 
 

O

 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
El vector posición  r  de la partícula puede ser descompuesto a lo largo de estos vectores 

unitarios en la forma 

p
r

 
(1.23)                                                        r  zrp ezer ˆˆ +=

r
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Observando la figura anterior, nos damos cuenta que  y   definen en forma respectiva las 

componentes radial y transversal en el plano horizontal , además que el vector unitario e  

(que entrega la dirección axial)  es constante, luego 

rê φê

yx zˆ

 

zzrr
p ezezerer

dt
rd &&&&

r
r ˆˆˆˆ +++≡=υ  

 
Teniendo presente que 

φφ d
ed

e rˆˆ =    ;    
φ
φ

d
ed

r

ˆ
ˆ −=e  

 

se tiene    φφ
φ

φ
e

dt
d

d
ed

dt
ede rr

r ˆˆˆˆ && ===     ;     re
dt
d

d
ed

dt
ed

e ˆ
ˆˆ

ˆ φ
φ

φ
φφ

φ
&& −===      ;     0

ˆ
ˆ ==

dt
ed z

z
&e  

 

remplazando se obtiene   
                                            

(1.24)                                           zr
p ezerer

dt
rd

ˆˆˆ &&&

r
r

++≡= φφυ  

 
donde 

222
zr υυυυυ φ ++=≡

r  
                                              

rr &=υ  ;   υ  ;  υ  φφ
&r= zz &=

 
La aceleración está dada por 
 
 

zrr
p ezererererer

dt
d

dt
rd

a ˆˆˆˆˆˆ
2

2

&&&&&&&&&&&&
rr

r
+++++≡== φφφ φφφ

υ  

 
zrr ezererererera ˆˆˆˆˆˆ 2 &&&&&&&&&&&

r
+−+++= φφφφ φφφ  

                                               
(1.25)                                    a  zr ezerrerr ˆˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&&&

r
+++−= φφφφ

 
 

donde                                            222
zr aaaaa ++=≡ φ

r  
 
  
                                        a     ;    ;       2φ&&& rrr −= φφφ

&&&& rra 2+= zaz &&=
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El caso anterior se puede reducir a coordenadas polares, considerando  e , obteniéndose  0ˆ =z

 
rp err ˆ=

r  
 

(1.26)                                            φφ erer
dt
rd

r
p ˆˆ &&

r
r

+≡=υ  

 
(1.27)                                             a  φφφφ errerr r ˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&

r
++−=

 

Para el movimiento circular basta considerar r  constante,  entonces 
   

rp err ˆ=
r  

      
φφυ er ˆ&r

=  
    

φφφ erera r ˆˆ2 &&&r
+−=  

 
 
Por otro lado, si  se mide a lo largo de la trayectoria circular, se tiene que s
 

φrs =  
 
Entonces    ¸ &       φ&& rs = φ&&& rs = 22 / φ&& rrs =
 

Notamos que estas últimas ecuaciones en coordenadas polares, coinciden con las ecuaciones 

obtenidas anteriormente si se considera φ ≡ . θ

 

1.4.1  Movimiento en el espacio de una partícula (coordenadas esféricas ( )) φθ ,,r
 

En la siguiente figura se muestra un sistema  en coordenadas esféricas representadas por 

 con vectores unitarios  ,  y  , donde φθ ,,r rê θê φê

 
rê  es un vector (unitario) radial y positivo del origen hacia afuera 

θê  es un vector (unitario) tangente al círculo meridiano 

φê  es un vector (unitario) tangente al círculo de latitud 
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rr

θê

θ

φ
O 

 z

x

φê

rê

 

 

 

 
y 

 
 

 

Después de algún desarrollo matemático (ver apéndice), las derivadas temporales de los 

vectores unitarios están dadas por   

φϑ θφθ eseneer ˆˆˆ &&& +=  

φθ θφθ eee r ˆcosˆˆ &&& +−=  

resenee ˆˆcosˆ θφθφ ϑφ
&&& −−=  

 
El desplazamiento ( ), la velocidad  (υ ) y la aceleración  ( ) de un punto cualquiera 

en coordenadas esféricas, se pueden escribir en la forma  

rr r&rr
= ra &&rr

=

 
rerr ˆ=

r  

rr ererr &&&r ˆˆ +=  

(1.28)                                          υ  φϑ θφθ esenrererr r ˆˆˆ &&&&rr
++==

 
Las componentes de la velocidad son                                   
              
                                         υ   ;    υ    ;     rr &= θθ

&r= θφυφ senr &=

Para la aceleración se tiene 
    

φφφ

φϑϑϑ

θφθθφθφ

θφθθθ

esenreresenr

esenrerererererr rr

&&&&&&

&&&&&&&&&&&&&&r

ˆˆcosˆ

ˆˆˆˆˆˆ

+++

+++++=
 

 
Sustituyendo las derivadas de los vectores unitarios se encuentra 
          

  (1.29)                  
φ

ϑ

θφθθφθφ

θθφθθθφθ

esenrrsenr

esenrrresenrrrra r

ˆ)cos22(

ˆ)cos2(ˆ)( 2222

&&&&&&

&&&&&&&&&&&rr

+++

−++−−==
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donde se pueden escribir cada una de las componentes de la aceleración   
 

θφθ 222 senrrrar
&&&& −−=  

θθφθθθ cos2 2 senrrra &&&&& −+=  

θφθθφθφφ senrrsenra &&&&&& ++= cos22  

 

1.5.  Movimiento relativo rotacional (coordenadas móviles) 

 
1.5.1. Sistemas de coordenadas en rotación 

 
En un gran número de problemas la descripción del movimiento o la relación entre las fuerzas, 

puede llegar a ser  complicada cuando está referida a un sistema fijo de coordenadas, mientras 

que si el movimiento se refiere a un sistema móvil, su descripción se puede simplificar 

considerablemente, en tales casos puede ser ventajoso tratar el movimiento de puntos relativos 

a un sistema de referencia móvil y posteriormente determinar el movimiento absoluto de dicho 

sistema. 

 

Consideremos el problema general de movimiento en un sistema móvil de coordenadas. La 

siguiente figura muestra un sistema de referencia fijo  y un sistema de referencia 

móvil  que gira con respecto al anterior  alrededor de un  eje que pasa por su origen O , al 

mismo tiempo que  O  se mueve con relación al origen fijo O . 

000 ZYX

xyz ′

′

 

P  

o′  
Rrr y  

x

z

ω
r  

rr

R
r

o

oZ  

oY

oX
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A continuación, se obtendrán expresiones para la velocidad y aceleración absolutas de un 

punto P cualquiera, que recorre una trayectoria tal como se muestra en la figura. 

 
Las magnitudes vectoriales de la figura anterior están descritas de la siguiente forma 

 
(1.30)                                                    ω +  kji zyx

ˆˆˆ ωωω +=
r

 

Corresponde a la velocidad angular del sistema de coordenadas  tomada con respecto al 

sistema     

xyz

000 ZYX

(1.31)                                                  r  kzjyixR
ˆˆˆ ++=≡ ρ

rr

 
Rr
r   es el vector de posición del punto P referido a  (sistema rotatorio)  xyz
 
r
R  es el vector de posición del origen móvil O  referido a  ′ 000 ZYX
 
rr  es el vector de posición de P referido a   (sistema inercial) 000 ZYX
 

De la figura se tiene que  

(1.32)                                                       r  RrR rrr
+=

 
Derivando con respecto al tiempo, se encuentra que la velocidad  está dada por 
 

RrRr &r&r&r +=  
 
Dado que  se mide en un sistema que gira se tendrá ρ

rr
≡Rr

 

dt
kdz

dt
jdy

dt
idxkzjyixrR

ˆˆˆˆˆˆ +++++= &&&&r  

 
teniendo presente que    se obtiene kdtkdjdtjdidtid ˆ/ˆ,ˆ/ˆ,ˆ/ˆ ×=×=×= ωωω

rrr

 
)ˆ()ˆ()ˆ(ˆˆˆ kzjyixkzjyixrR ×+×+×+++= ωωω

rrr
&&&&r  

 
de donde se encuentra que 
 
(1.33)                                                    r  )( RRR rrrr&r ×+= ωυ
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En un sistema de coordenadas que gira y se traslada se puede observar que la derivada 

temporal de un vector consta de dos partes, la velocidad υ  medida en el 

sistema , y el término ω , que es la derivada temporal debida a la rotación de .  

kzjyixR
ˆˆˆ &&&

r
++=

xyz Rrrr
× xyz

 
Como  representa la velocidad de O  relativa a , entonces R&

r
′ 000 ZYX

 
(1.34)                                              r  RR rR rrr&r&r ×++= ωυ

 
Para analizar la ecuación anterior, es conveniente escribirla en la forma 
 

(1.35)                                R
giratorio

R

fijofijo

r
dt
rd

dt
Rd

dt
rd rr

rrr

×+





+








=





ω

  

 
También se puede tener que 

(1.36)                                          υ  Rrotaciónfijo rV rrrrr
×++= ωυ

donde 

)(

)(

)(

rotaciónenejeslosderespectorelativavelocidad
dt
rd

móvilorigendellinealvelocidad
dt
RdV

fijosejeslosderespectovelocidad
dt
rd

giratorio

R
relativo

fijo

fijo
fijo







=









=







=

r
r

r
r

r
r

υ

υ

 

 
                     ω   velocidad debida a la rotación de los ejes móviles =× Rrrr

                     ω  = velocidad angular de los ejes en rotación r

 
Para obtener la aceleración derivamos la velocidad con respecto al tiempo  
 

)()( RRR rrRr &rrr&r&r&&r&&r ×+×++= ωωυ  

 
Como υ   y   se tiene que RRR a υω

rrr&r ×+= )( RRR rr rrr&r ×+= ωυ
                

)( RRRRR rraRr rrrrr&rrrr&&r&&r ×+×+×+×++= ωυωωυω  
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luego 
(1.37)          r&   o también se puede escribir RRRR rraR υωωωω

rrrrrr&rr&&r&r ×+××+×++= 2)(
 

llaa ReRe0'0 2)( ρωρωωρωρ &rrrrrr&r&&rrr
×+××+×++=  

 
Donde    r ,    υ  ρ

rr
=R lR Reρ&

rr
=

0'0aR r&&r =   es la aceleración del origen móvil  con respecto  a . O′ 000 ZYX

lRa Reρ&&
rr

=  Aceleración de P medida en el sistema móvil. 

Rrr&r ×ω  aceleración tangencial de P considerado como fijo en . xyz

)( Rrrrr
×× ωω  aceleración normal de P considerado como fijo en . xyz

Rυω
rr

×2  es la aceleración de Coriolis. 

 
Cabe destacar que al plantear cualquier  problema, es indispensable elegir un sistema de ejes 

móviles tal que el movimiento en este sistema quede bien definido. 

Si se considera que  y  ω , entonces 0=R&&
r

⇒= Cte 0=× Rrr&rω
  
(1.38)                              a { { 43421

rrr
43421
rrr&&rr

Coriolisde
nAceleració

R

rotaciónen
sistemaelen

nAceleració
R

centrípeta
nAceleració

R

SRIelen
nAceleració

I arr υωωω ×++××=≡ 2)(  

 
1.5.2.  Movimiento relativo y eje instantáneo de rotación 

 
Las ecuaciones de movimiento relativo para un cuerpo rígido están dadas por   
 

RR rRr rrr&r&r ×++= ωυ   y   cuando υ . )( RRRRR rraRr rrrrr&rrrr&&r&&r ×+×+×+×++= ωυωωυω 0=R
r

RrRr rr&r&r ×+= ω  

 (1.39)                                           r&  )( RR rrR rrrr&r&&r&r ××+×+= ωωω

 
Estas ecuaciones muestran que el movimiento de un punto que pertenece a un cuerpo rígido, 

se debe a la combinación de dos movimientos 
 
a) Una traslación  de O  representada por  y  (ver figura anterior) ' R&

r
R&&
r

 
b) Una rotación alrededor de un eje que pasa por  representada por todos los productos 

vectoriales de las ecuaciones anteriores. 

'O
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Por otro lado, para demostrar que el vector velocidad angular ω  es independiente del origen 

del sistema móvil de coordenadas, consideremos la siguiente figura en donde los orígenes de 

los dos sistemas están unidos al cuerpo rígido en  y o . Se localizan  en el cuerpo rígido 

dos puntos   y  a través de los vectores de posición 

r

1
'o 2

'

1P 2P 1
'
1Po ,  2

'
1Po ,  1

'
2 Po  y  2

'
2 Po a partir del 

origen de cada de cada sistema de coordenadas.  

 

1P

1r
r

1R
r

o

2
'o

1
'o

''o

2R
r

2P

oZ

oY

 

 

 

 

 

 
 

 

 
oX

Analicemos las consecuencias de suponer que las velocidades angulares ω  y ω asociadas a 

cada origen son diferentes, según la ecuación r , se puede escribir las velocidades 

de los puntos   y   en términos de cada sistema móvil de coordenadas. 

1
r

2
r

RrR rr&r&r ×+= ω

1P 2P

 
Con respecto al origen en , se tiene 1

'o

1
'
1111 PoRr ×+= ω

r&r&r  

2
'
1112 PoRr ×+= ω

r&r&r  

Con respecto al origen en , se tiene 2
'o

1
'
2221 PoRr ×+= ω

r&r&r  

2
'
2222 PoRr ×+= ω

r&r&r  

Utilizando las dos primeras ecuaciones se puede eliminar     y  de las dos últimas se puede 

eliminar , esto es 

1R&
r

2R&
r

(1.40)                              




 −×=





 −×=− 2

'
21

'
222

'
11

'
1121 PoPoPoPor ωω

rr&r&rr  
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Dado que   122
'
21

'
22

'
11

'
1 PPPoPoPoPo ≡





 −=


−


 , lo anterior se debe a que 12 PP  es arbitrario.  

 
De donde se encuentra que                        ω  ωω

rrr
≡= 21

 

Luego la velocidad angular de un cuerpo rígido es independiente del origen. 

 
Definamos ( ) como la velocidad de  con respecto a , entonces 21 rr &r&r − 1P 2P
 
(1.41)                                                    1221 PPr ×=− ω

r&r&rr  
 

de donde se observa que la velocidad relativa es independiente del sistema móvil de 

coordenadas (si ω , todas las partículas del rígido tiene la misma velocidad) 0=
r

 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación anterior, la aceleración relativa está dada por 
 

( ) 121221 PPPP
dt
drr ×+×=− ωω &rr&&r&&r  

 o 

(1.42)                                     ( ) 121221 PPPP
dt
dr ×+×=− ωω &rr&&r&rr&  

 
Dado que la posición de  es arbitaria, entonces se puede considerar un nuevo origen  tal 

que los vectores  y ω  sean paralelos (ver la siguiente figura). Esto se asemeja al 

movimiento de un tornillo y en este caso el eje ω  recibe el nombre de eje instantáneo de 

rotación. Para el movimiento en el plano , y a la intersección de ω  y el plano de 

movimiento se denomina centro instantáneo de rotación.  

'o
r

''o

R&
r

r

0=R&
r r

 

 

R
r

o oY

oX

oZ

'R
r

''oo
rr

'o

Pρ
r

''o
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1.6. Problemas resueltos 

 
Problema 1.1   
 
Considere el caso de la tierra, que rota uniformemente  con respecto a su eje SN con una 

velocidad angular ω , y determine en función de la latitud (ángulo φ  de la 

figura), la velocidad y la aceleración para un punto  A sobre la superficie de la tierra.      

][s10292.7 -15−×=

 

  ω
 

                                                                                             

φ
A 

C 

N 
r

R

ar

D 

B 

Ecuador 

υ
r

 

 

 

 

 

 S 

Solución: 
 
Dado el movimiento rotacional de la tierra, todos los puntos sobre su superficie se mueven con 

movimiento circular uniforme. 

 
En la figura anterior, la latitud del punto A se define como el ángulo φ  que forma el radio 

 con el radio  situado en el ecuador. El giro de la tierra respecto del eje SN permite 

que el punto  describa un círculo de centro en  y de radio , de modo que: 

CAR = CD

A B BA

 
φcosRBA =  

 
La velocidad (υ = ) del punto  es tangente al círculo, y está dada por Aυ A

 
φωωυ cosRBA ==  

 
La aceleración ( ) es centrípeta puesto que el movimiento es uniforme, está dirigida 

hacia . Luego su magnitud es     

Aaa =

B

φωω cos22 RBAa ==  
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Sustituyendo el valor de la velocidad angular, ω y del radio de la tierra; 

, se encuentra  

][s10292.7 -15−×=

[m]106.35[km]350.6 6×=≈R

           
Para la velocidad:                                  υ =  ]/[mcos463 sφ

Para la aceleración:                                 ][m/scos1038.3 22 φ−×=a

 
los valores máximos para υ  y a  se obtienen cuando ;  (φ ), esto ocurre en el 

ecuador. 

1cos =φ 0=

                                                                                             

Problema 1.2  
 
El punto P de la figura se mueve a lo largo de un alambre doblado en forma de circunferencia  

cuyo radio es . La distancia  que ha recorrido el punto a partir de Q (arco QP) se 

expresa como sigue    donde c   y  c  son constantes positivas. 

[m]4=ρ

s =

s
4

21 tctc +− 1 2

 
a)  Determine la magnitud de la aceleración total de P en función del tiempo. 

b)  Si c  y c , determine  la aceleración en  ]/[41 sm= ][m/s1 4
2 = [s]2=t

 

x

y

θ

s

ρ

rêθê
 

 

 

 

 

O Q 

P 

 

 

 

 
  

 

 

Solución: 

 
a) Utilicemos la expresión que nos permite determinar directamente la magnitud de la 

aceleración 
 

222









+






=≡

ρ
υυ

dt
daar  
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En este caso    s
dt
ds

&==υ   y  s
dt
d

&&=
υ ,   entonces     222 )/()( ρssa &&& +=  

 
donde                           ;        y          luego, 3

21 4 tccs +−=& 2
212 tcs =&& [m]4== Rρ

 

( ) ( )223
21

22
2 4/)4(12)( tcctcta +−+=  

 
b)  Sustituyendo los valores   de las constantes para , se encuentra [s]2=t

 

                                       ( ) ( ) [ ] [ ]22222 /8.201/4/)28(48)2( smsmt =+==a  

 

Problema 1.3   
 
Determine el radio de curvatura  de una curva en el espacio que es una hélice de radio  

con un paso de . El vector posición está dado por  r . 

ρ R

pπ2 kpjseniR ˆ)ˆˆ(cos ϕϕϕ ++=
r

 

Solución:  

Teniendo presente que     2

21
ds

rd r

=
ρ

   se determinan 

ϕϕϕ dkpjRiRsenrd )ˆˆcosˆ( ++−=
r  

ϕdpRrdrdds 22 +=⋅=
rr  

)ˆˆcosˆ(1
22

kpjRiRsen
pRds

rd
++−

+
= ϕϕ

r

 

)ˆˆcos(
)(

1
222

2

jsenRiR
pRds

rd
ϕϕ −−

+
=

r

 

 

Luego                                   222

2

2

2

2

21
pR

R
ds

rd
ds

rd
ds

rd
+

=⋅==
rrr

ρ
 

 

R
pR 22 +

=ρ  
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Problema 1.4   
 
Demostrar que el radio de curvatura , se puede expresar en términos  de las derivadas 

temporales de  a través de  

ρ

rr

3

1
r

rr
&r
&&r&r ×

=
ρ

 

Solución: 
 
Determinemos el valor del producto vectorial 















+×






=× NTT e

dt
dse

dt
sde

dt
dsa ˆ1ˆˆ

2

2

2

ρ
υ

rr  

)ˆˆ(1 3

NT ee
dt
dsa ×





=×

ρ
υ

rr  

 
teniendo presente que υ  y que a , se tiene r&rr

= r&&rr
=

 
31






=×

dt
dsrr

ρ
&&r&r  

dado que  r
dt
ds &r=  se encuentra 

3

1
r

rr
&r
&&r&r ×

=
ρ

 

También se puede escribir 

33

1
υ

υ

υ
υ

ρ

aa
rr

r

rr ×
=

×
=  

 

Problema 1.5   
 
Determinar el radio de curvatura del problema 1.3 utilizando la ecuación  

 

33

1
υ

υ

υ
υ

ρ

aa
rr

r

rr ×
=

×
=  

Solución: 
 
El vector posición está dado por      kpjseniRr ˆ)ˆˆ(cos ϕϕϕ ++=

r
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Entonces 

kpjisenRr ˆ)ˆcosˆ( ϕϕϕϕϕυ &&&&rr
++−==  

kpjsenRisenR
dt
da ˆˆ)cos(ˆ)cos( 22 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ
υ

&&&&&&&&
r

r
+−+−−==  

kRjpRisenpRa ˆˆcosˆ 3233 ϕϕϕϕϕυ &&&
rr

+−=×  

 
322 ϕυ &

rr pRRa +=×  

 
2222 )( ϕυυυ &

rr pR +==⋅  

 
32/3223 )( ϕυ &pR +=  

 

Sustituyendo en  33

1
υ

υ

υ
υ

ρ

aa
rr

r

rr ×
=

×
= , se encuentra   

22

1
pR

R
+

=
ρ

 

 

Problema 1.6   
 

Determinar el radio de curvatura  para una curva suponiendo que ,  donde 

 e . 

ρ jyixr ˆˆ +=
r

)(txx = )(tyy =

 

Solución: 

Para determinar el valor de , utilizamos la relación ρ
3

1
r

rr
&r
&&r&r ×

=
ρ

 , Entonces,  dado que 

jyixr ˆˆ &&&r +=   y    jyixr ˆˆ &&&&&&r +=

 
kxyyxrr ˆ)( &&&&&&&&r&r −=×  

 

se encuentra                                        2/322 )(
)(1

yx
xyyx

&&

&&&&&&

+
−

=
ρ
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Por otro lado, si la ecuación de la curva plana es , se efectúa el cambio de variables 

respectivo  ;  ;  ; ,  y  se obtiene la expresión para el radio de 

curvatura de una curva plana dada por   

)(xfy =

tx = )(tfy = 1=x& 0=x&&

 

2/32'

''

])(1[
1

y
y

+
=

ρ
 

 
Problema 1.7  
 
La rotación del brazo de la figura con respecto a O, (cuya longitud es l ) está dada por 

. El bloque B desliza a través del brazo en tal forma que su distancia con respecto a 

O es , (  son constantes arbitrarias). Cuando el brazo OA ha girado en un 

ángulo θ = , determine para el bloque B. 

2
1)( tct =θ

2cr = 2
3tc−

gθ

3,21 , ccc

 

a) Las componentes de la velocidad radial y transversal, y también su módulo y dirección. 

b) Las componentes de la aceleración radial y transversal, y también su módulo y dirección. 

c) La aceleración relativa del bloque con respecto al brazo. 

d) Los valores numéricos de todo lo pedido anteriormente si c , c , c  2.01 = 0.12 = 15.03 =

40=gθ  
A 

θ

r B 

O 

  

 

 

 

 

 

 

Solución: 

 
a) Las componentes radial y transversal para la velocidad están dadas en forma respectiva 

por    υ   y   υ . rr &= θθ
&r=

El tiempo t   lo determinamos a partir de   c  luego   gt θ=2
1 1/ cgθ=t .   
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También 
2

32 tccr −=       ;       33 22 crtcr −=⇒−= &&&

 
2

1)( tct =θ            ;             θ  11 22 ctc =⇒= θ&&&

 
Entonces          

)/(22 133 cctcr gr θυ −=−== &  
 
                     υ   Remplazando el valor del tiempo se tiene tctccr 1

2
32 2)( −== θθ

&

              

11132 /2)/( ccccc gg θθυθ −=  
 

El módulo de la velocidad se determina a partir de                 
       

22 )()( θυυυυ +== r
r  

 

La dirección es    







= −

rυ
υθ1tanγ   

 
             
b) Las componentes radial y transversal para la aceleración están en forma respectiva por                              

                         
                     a                    con     2

1
2

323
2 )2)((2 tctcccrrr −−−=−= θ&&& 1/ cgθ=t  

                     a        con     )2)(2(22)(2 131
2

32 tctcctccrr −+−=+= θθθ
&&&&

1/ cgθ=t  

 
22 )()( θaaaa r +==

r  

 

         La dirección es     







= −

ra
aθ1tanδ   

   

c) Dado que el movimiento del bloque con respecto al brazo es rectilíneo, y está definido 

solo por la variable , se tiene que      r

3)( 2cra OA −== &&  

 

d)     Se deja de tarea realizar los cálculos numéricos.  
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Problema 1.8 
 
En el mecanismo de la figura, los ejes O y P son fijos. La manivela PQ gira con velocidad 

constante ω  de modo que el bloque Q desliza a lo largo del brazo OR. Determinar: 

 
a) La velocidad y aceleración angular del brazo OR 

b) La velocidad υ  y la aceleración del extremo R del brazo OR, en el instante que se 

muestra en la figura, en que PQ forma el ángulo θ . 

r a

 

 

ϕ  

θ

  N b 

P 

ω

Q 

R 

l  

a  

 

 

 

 

 

 
O  

Solución: 

 
En   la figura  ϕ  y ϕ  representan en forma respectiva la velocidad y la aceleración angular del 

brazo OR. De donde se  tiene que     

& &&

θ
θ

ϕ
cos

tan
ab

asen
−

=  

 
derivando la expresión anterior con respecto al tiempo y teniendo presente que   
 

2v
vuuv

v
u

dt
d && −

=





  

se tiene 

2
2

)cos(
)(cos)cos(sec

θ
θωθθωθ

ϕϕ
ab

senaasenaab
−

−−
=&    ;   

dt
dθ

ω =  

                            
de donde se encuentra que 

                                               2
2

)cos(
)cos(sec

θ
θω

ϕ
ab

aba
−

−
=&ϕ      ;     
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Utilizando la identidad trigonométrica  y sustituyendo el valor de la 

tangente del ángulo se puede escribir                                       

ϕϕ 22 tan1sec +=

2

2

)cos(
)cos(

cos
1

θ
θω

θ
θ

ϕ
ab

aba
ab

asen
−

−
=




















−
+&  

                                                       
de donde se obtiene que              

)cos2(
)cos(

22 θ
θω

ϕ
abba

aba
−+

−
=&  

 

Derivando nuevamente con respecto al tiempo se tiene 
    

222

222

)cos2(
)2)(cos()()cos2(

θ
θωθωθωθ

ϕ
abba

senababasenababba
−+

−−−−−+
=&&  

            

222

2323222

)cos2(
)3cos4(

θ
θωθωθθω

ϕ
abba

senabsenbasenba
−+

−−
=&&  

luego                                          

222

222

)cos2(
)3cos4(

θ
θθω

ϕ
abba

baabbsena
−+

−−
=&&  

 

b) Para la  velocidad se había encontrado que υ . Sin embargo, para utilizar esta 

expresión en  este caso, debemos considerar   θ ≡  ,  ,   y  . Entonces 

θθ erer r ˆˆ &&
r

+=

ϕ lr == Cte 0=r& 0=r&&

 
ϕϕυ el ˆ&r

=  

 
reemplazando el valor de  ϕ  se encuentra                                      &

ϕθ
θω

υ e
abba

abal ˆ
)cos2(

)cos(
22 −+

−
=

r  

 

Para la aceleración  se había encontrado que   a   imponiendo las 

condiciones de esta caso se tiene    

θθθθ errerr r ˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&
r

++−=

ϕϕϕ elela r ˆ)(ˆ)( 2 &&&
r

+−=  
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Reemplazando los valores de  ϕ   y  ϕ   se encuentra & &&

 

ϕθ
θθω

θ
θω e

abba
baabbsenale

abba
abala r ˆ

)cos2(
)3cos4(ˆ

)cos2(
)cos(

222

2222

22 







−+

−−
+








−+

−
−=

r  

 

Problema 1.9 
 
Una partícula describe el círculo , la componente de la aceleración dirigida hacia 

el origen es siempre cero. Demostrar que la componente transversal es: .  

θcos2ar =

θθ θ eecaa ˆcos4 2−=
r

 

x

y

c 

a

a
θ

rr

 

 

 
 

 

 
Solución: 

 
Dado que en la figura anterior, el triángulo que se forma es isósceles, se tiene que  

. θcos2ar =

 
Las componentes radial  y transversal para la aceleración están dadas en forma respectiva por    

 
2θ&&& rrar −=    ;     θθθ

&&&& rra 2+=
 
Como     , entonces θcos2ar =
 

θθ senar && 2−=          θθθθ cos22 2&&&&& asenar −−=

 
Notamos que en las ecuaciones anteriores no se conocen θ  y θ .  Luego para determinarlas, se 

utilizará la condición que  , al sustituir los valores de r  y  se 

tiene   

&

2&

&&

2 0 θθ &&&&& rrrrar =⇒=−= r&&

22 cos2cos22 θθθθθθ &&&& aasena =−−  

θθθθ cos2 2&&& −=sen  
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θ
θθ

θ
sen

cos2 2&
&& −=  

si se tiene que    θ
θ
θ &
&

&&
d
d

=θ ,  entonces                                        

θ
θθ

θ
θ

send
d cos2 &&

−=  

 
separando variables 

θ
θ
θ

θ
θ d

sen
d cos2−=
&

&
 

Integrando 

∫∫ −= θ
θ
θ

θ
θ d

sen
d cos2
&

&
 

 
CsenLnLn +−= θθ 2&  

 
Eligiendo  se tiene    0=C

θθ

θθ

2

2

−

−

=

⇒=

sen

senLnLn

&

&

 

de donde                                                  
θ
θ
5

cos2
sen

−=&&θ  

 
Sustituyendo en la componente transversal de la aceleración, se encuentra 

 

θθ
θ
θ

θθθθ
4

5 4coscos42 −−−=+= sensena
sen

arra &&&&  

θθ
θ
θ

θθ
4

5 4coscos4 −−−= sensena
sen

aa  









+−=−−= 1cos414cos4 2

2

335

2

θ
θ

θθθ
θ

θ sensen
a

sen
a

sen
aa  

θ
θθθ

5
23 cos414 eca

sensen
aa −=






−=  
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Problema 1.10 
 
Una partícula se mueve en el espacio de modo que sus coordenadas cilíndricas están dadas por   

23

2

tz
t

tr

=

=
=
πφ  

 
Determine la velocidad y la aceleración para cualquier tiempo. 

 

Solución: 
 
La velocidad y la aceleración (en coordenadas cilíndricas) se expresan respectivamente en la 

forma 

    υ         ;        zr ezerer ˆˆˆ &&&
r

++= φφ zr ezerrerra ˆˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&&&
r

+++−= φφφφ
     

donde                                                     φ  
6;6
0;

0;2

==
==

==

ztz

rr

&&&

&&&

&&&

φπ

 
luego                         υ      ;     a  zr etete ˆ6ˆ2ˆ2 ++= φπ

r
zr eeet ˆ6ˆ4ˆ2 2 ++−= φππ

r

 

Problema 1.11 
 
El vector posición de una partícula que se mueve  a lo largo de una curva que se desarrolla en  

tres dimensiones está dado por  en donde φ = . Describir 

el movimiento en coordenadas cilíndricas. 

ktjsentitr ˆ2ˆ2ˆcos2 322
1 ++= φφ
r 2tπ

 

Solución: 
 
La posición, velocidad y la aceleración (en coordenadas cilíndricas) se expresan en la forma 

           
zr ezerr ˆˆ1 +=

r  

zr ezerer ˆˆˆ1 &&&
r

++= φφυ  

zr ezerrerra ˆˆ)2(ˆ)( 2
1 &&&&&&&&&
r

+++−= φφφφ  
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Para  este caso se tiene 

4;4;2ˆ2ˆcos2 222 ===⇒+= rtrtrjsentitr &&&
r

φφ  

πφπφπφ 2;22 ==⇒= &&& tt  

tztztz 12;62 23 ==⇒= &&&  

 
Sustituyendo los valores anteriores se encuentra 
 

zr etetr ˆ2ˆ2 32
1 +=
r  

zr etetet ˆ6ˆ4ˆ4 23
1 ++= φπυ
r  

zr eteteta ˆ12ˆ20ˆ)21(4 242
1 ++−= φππ
r  

 

Problema 1.12 
 
Las coordenadas de una partícula están dadas por 
 

2
000 )2/1(;)/(;)/cos( bttzrtsenryrtrx +=== υυυ  

 
Determine la velocidad, la aceleración y sus respectivas magnitudes en función del tiempo ( r , 

 y b son constantes)   0υ

 

Solución: 
 
Utilizando coordenadas cilíndricas se tiene          
   

zr ezerr ˆˆ +=
r  

zr ezerer ˆˆˆ &&&
r

++= φφυ  

zr ezerrerra ˆˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&&&
r

+++−= φφφφ  

 

donde     rryx ==+
r22  = Cte.   0==⇒ rr &&&

 
0;)/()/( 00 ==⇒= φυφυφ &&& rtr  

1;)2/1( 0
2

0 =+=⇒+= ztzbttz &&& υυ  
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Remplazando se encuentra 

zete ˆ)(ˆ 00 ++= υυυ φ
r  

zr ebera ˆˆ)/( 2
0 +−= υ

r  

 
de donde se tiene que sus magnitudes son 

 
2

00
2

0
2
0 )(222 btbtbtbt ++=++= υυυυυ  

222
0 )/( bra += υ  

 

Problema 1.13 
 
El movimiento de una partícula sobre la superficie de un cilindro circular  está definido por las 

relaciones   ;           (A es una constante).  2)4/1(;2; AtztAr === πφ

Determine las magnitudes de la  velocidad y la aceleración de la partícula para cualquier 

instante t .  

 

Solución: 
 
Utilizando coordenadas cilíndricas se tiene       
      

zr ezerer ˆˆˆ &&&
r

++= φφυ  

zr ezerrerra ˆˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&&&
r

+++−= φφφφ  

 
donde                                            0==⇒== rrCteAr &&&

0;22 ==⇒= φπφπφ &&&t  

2/;)2/()4/( 2 AztAztAz ==⇒= &&&  

 
 Remplazando se encuentra 

zetAeA ˆ)2/(ˆ2 += φπυ
r  

zr eAeAa ˆ)2/(ˆ)4( 2 +−= π
r  
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de donde se tiene que sus magnitudes son 
 

222222 )4()2/(4/4 tAtAA +=+= ππυ  

164)2/(4/16 4224 +=+= ππ AAAa  

 

Problema 1.14 
 
Si  la trayectoria de una partícula en coordenadas esféricas está expresada por 
 

))cos(1(;)2cos()2/(; ttkr ωπφωπθ −===  
 
Determine la velocidad y la aceleración para cualquier tiempo . t

  

Solución:  
 
La velocidad y la aceleración en coordenadas esféricas está dadas por 
                 

φϑ θφθυ esenrererr r ˆˆˆ &&&&rr
++==  

 

φ

ϑ

θφθθφθφ

θθφθθθφθ

esenrrsenr

esenrrresenrrrra r

ˆ)cos22(

ˆ)cos2(ˆ)( 2222

&&&&&&

&&&&&&&&&&&rr

+++

−++−−==

 

en este caso       

Ctekr == ,      0==⇒ rr &&&

)2cos(2;)2()2cos()2/( 2 ttsent ωπωθωπωθωπθ −=−=⇒= &&&  

)cos(;)())cos(1( 2 ttsent ωπωφωπωφωπφ ==⇒−= &&&  

 
Remplazando, para la velocidad  se encuentra   
 

φϑ θωπωωπωυ esentsenketsenk ˆ)(ˆ)2( +−=
r  

 
Y para la  aceleración se obtiene   
 

φ

ϑ

θωπωθωωωπ

θθωωπωπω

θωωωπ

esentktsentsenk

esentsenktk

esentsentsenka r

ˆ])cos(cos)2()(2[

ˆ]cos)()2cos(2[-

ˆ])()2([

222

2222

22222

+−+

−+

−−=
r
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Problema 1.15  

(Coordenadas móviles) 
 
El brazo ranurado de la figura gira con una rapidez angular constante ω  en el sentido de los 

punteros del reloj, y en el plano . El bloque se mueve alejándose del origen del brazo con 

una velocidad constante υ . Cuando θ =  y OP . Determine para un punto P sobre 

el bloque. 

0

00YX

Cte=0 0θ l=

 
a) La velocidad. 

b) La aceleración. 

c) La velocidad y la aceleración si  ω  ; υ  ; OP . [rad/s]20 = [m/s]20 = [m]5.2== l

 

P 

O 

θ

0X

0Y
x   

 

 

 
y

 

 

 

 

Solución: 
 
a) El sistema  móvil de coordenadas se une al brazo ranurado de manera que el movimiento  

del bloque en ese  sistema sea una traslación pura. 

 
La velocidad del punto P sobre el bloque (en general) está dada por 
                        

RRPP rRr υωυ
rrr&rr&r +×+==   ;       ρ=Rr

 
En este caso   puesto que el origen O  está fijo, ω  ; υ = ;   

remplazando en la ecuación para la velocidad se tiene 

0=R&
r

' )ˆ(0 k−= ω
r iR

ˆ
0υ

r ilrR
ˆ=

r

 
iiklr RRP
ˆ)ˆˆ( 00 υωυωυ +×=+×=

rrrr  
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ijlr RRP
ˆˆ

00 υωυωυ +−=+×=
rrrr  

 

b)  Para determinar la aceleración, utilizamos la ecuación. 
 

RRRRP arrRar υωωωω
rrrrrrr&r&&rr&&r ×++××+×+== 2)(  

 
Dado que   ; ω  ;  a , entonces la aceleración está dada por   0=R&&

r
0=&

r 0=R
r

                                   
RRP ra υωωω
rrrrrr

×+××= 2)(  
 

jilikjklaP
ˆ2ˆˆˆ2)ˆ(ˆ

00
2

000
2

0 υωωυωω −−=×+×=
r  

 
c) Remplazando valores  ω  υ   se encuentra [rad/s]20 = [m/s]20 = [m]5.2== lOP

              
iljlP
ˆˆ

0 +−= ωυ
r   [m/s])ˆ5.2ˆ5( ijP +−=⇒ υ

r

 
jilaP
ˆ2ˆ

00
2

0 υωω −−=
r   ][m/s)ˆ8ˆ10( 2jiaP +−=⇒

r

 
  

Problema 1.16 

(Coordenadas móviles) 
 
Una partícula se mueve con una rapidez relativa constante υ  a lo largo de la periferia de un 

tubo circular de radio , mientras el tubo está girando una velocidad angular constante 

alrededor del diámetro, como se muestra en la siguiente figura. Determine la velocidad y la 

aceleración de la partícula en la posición indicada.  

0

TR

 
0,Yy

 

0, Zz

0υ
r

θ

TR

Ω

O

 

 

 

 
0; Xx 
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Solución: 
 
Se consideran los dos sistemas que se muestran en la figura, el fijo  y el móvil . 

Dichos sistemas coinciden y los ejes móviles  e  están en el plano del tubo.  El eje Y  es el 

eje de rotación del tubo. 

000 ZYX xyz

x y 0

 
El movimiento del sistema de coordenadas móvil  está dado por 

0' == OOR
r

 

                                 →=







= 0

fijo
dt
Rd
r

r
V  velocidad lineal del origen móvil                                   

 
0=R&&

r
 ;       ω   ;      ω  Ctej =Ω= ˆr 0=&

r

El movimiento de la partícula con respecto a las  coordenadas móviles, está descrito por 
 

=Rrr     +iRT
ˆcosθ jsenRT

ˆθ

Por tratarse de un movimiento circular r   donde ω . se tiene RR rrr&r ×= 0ω θωω &r
=−= 000 ;)ˆ( k

)ˆcosˆ()ˆˆcos()ˆ( 000 jisenjsenRiRkr TTR θυθυθθω −=+×−=&r  

donde υ = ,  TR00 ω

                                      r& ( cos ) RRR rkr &r&rr&r ×−=×= )ˆ(00 ωω )/( 2
0 TRυ−= +îθ jsen ˆθ

 
El valor de la velocidad se puede determinar a partir de la ecuación dada por 

RRfijo rrV rr&r
rr

×++= ωυ  

Reemplazando las magnitudes correspondientes se encuentra 

kRjisen T
ˆcosˆcosˆ

00 Ω−−= θυθυυ
r  

 La aceleración se obtiene utilizando la ecuación   

RRRR arrRr υωωωω
rrrrrrr&r&&r&&r ×++××+×+= 2)(  

Realizando las sustituciones correspondientes en la ecuación anterior se tiene 
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=r&&r ×Ω×Ω jj ˆ(ˆ ( )) - (υ )( )+ +iRT
ˆcosθ jsenRT

ˆθ TR/2
0 +îcosθ ĵsenθ

+ 2  )ˆcosˆ(ˆ
00 jisenj θυθυ −×Ω

Teniendo presente que   y que el producto cruz entre dos 

vectores es anticonmutativo, se encuentra que la aceleración está dada por 

jikikjkji ˆˆˆ;ˆˆˆ;ˆˆˆ =×=×=×

 
−== ra &&rr (υ + ) ) sen  TR/2

0
2ΩTR îcosθ TR/( 2

0υ− kj ˆsen2ˆ
0 θυθ Ω−

 
 
Problema 1.17 

(Coordenadas móviles) 
 

El centro del disco de la figura se está moviendo con una velocidad υ  y rueda sin deslizar 

con una velocidad angular ω .  Determine: 

0
r

r

 
a)   Las velocidades de los puntos A, B y C. 

b) Las magnitudes de las velocidades de los puntos respectivos si   y  υ . [m]2=a [m/s]40 =

 
 

a

ω

0υ
r

x

y

0X

0Y

O  

F 

E 

O C B 

A  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Solución: 

   
a) Dado que el disco gira sin deslizar, entonces el punto E de la periferia y el punto F del 

plano (coincidentes en el instante en que el disco está en la posición indicada), no se 

mueven uno con respecto al otro, y la velocidad de E relativa F es cero, luego el disco 

tiende a girar en torno a un punto de contacto, por el cual se debe hacer pasar un eje 

instantáneo de rotación.   
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Las velocidades para los puntos respectivos, está dadas por 
 

EAAA rRr rr&rr&r ×+== ωυ  

EBBB rRr rr&rr&r ×+== ωυ  

ECCC rRr rr&rr&r ×+== ωυ  
 
Dado que la velocidad del punto E es cero, se tien que , entonces   0=R&

r

 
                                            r    ;             EAAA rrrr&r ×== ωυ arEA 2=

                                            r     ;           EBBB rrrr&r ×== ωυ arEB 2=  

                                            r    ;           ECCC rrrr&r ×== ωυ arEC 2=  

 

b)  Para  y  υ se encuentra   [m]2=a [m/s]40 =    [rad/s] 20 ==
a
υ

ω con lo cual 
 

A 
Aυ

Bυ

Cυ  

 
 

C B 

                                   

                            υ  [m/s]4=A

                            [m/s]22=Bυ     

                            [m/s]22=Cυ  

 
E  

Problema 1.18 
 
Demostrar que todo centro instantáneo de rotación (representado por el punto C de la figura),   

de velocidad cero tiene una aceleración. 

 

a

ω

0υ
r

x

y

0a

0X

0Y

O 
 

O’ 

C
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Solución: 
 
Utilizando la expresión general para la aceleración, para el punto C se puede escribir 
 

RRRRC arrRr υωωωω
rrrrrrr&r&&r&&r ×++××+×+= 2)(  

donde 

0;0;ˆ;ˆ;ˆ;ˆ '
0 ==−===−= RRR ajCOrkkiaR υωωωω

rrr
&&rr&&r  

luego 
jCOiCOiarC
ˆˆˆ 2''

0 ωω ++−= &&&r  

jCOiCOarC
ˆˆ)( 2''

0 ωω ++−= &&&r  
 
Dado que el punto C es el centro instantáneo de rotación del disco cuando rueda sin deslizar, 

entonces 

iCOjCOkiCO ˆˆˆˆ ''
0

'
0 ωωυωυ −=×=−⇒×=

rr  

'
0 OCωυ =  

derivando con respecto al tiempo se tiene υ . Sustituyendo en  

, se encuentra 

0
'

0 aOC == ω&&

jCOiCOarC
ˆˆ)( 2''

0 ωω ++−= &&&r

 
jCOar CC
ˆ2' ω==

r&&r  
 
Problema 1.19 
 
Una barra de largo l  se mueve sobre una pared vertical, de modo que su extremo A se mueve 

verticalmente con υ . Calcular la velocidad angular y la velocidad del punto P de 

la barra.  

ctejA == ˆυA
r

Aυ

k̂

O
h 

P 

A 

θ  

l  
ĵ

î  
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Solución: 
 
La velocdad del punto P está dada por 
 

APAp ×+= ωυυ
rr  

    
donde                                                         jAA

ˆυυ =       
 
                                  ihjAOAP ˆˆ −−= ,    de la figura  ,    luego θtanhAO =
      

( )jihAP ˆtanˆ θ+−=  
 
y                                                                  ω =  k̂ω

r

 

Sustituyendo en la proimera ecuación, se encuantra 
 

( )jihkjAp
ˆtanˆˆˆ θωυυ +×−=

r  
 

ihjhjAp
ˆtanˆˆ θωωυυ +−=

r  
                                          
o                                                  υ +  ihjhAp

ˆtanˆ)( θωωυ −=
r

 
 
Por otro lado, con ayuda de la siguiente figura     

 

θ

pυ
r

P 

 
 
 
 
 
 
 
también se puede escribir            υ +  ( )jsenipp

ˆˆcos θθυ=
r

 

comparando  las componentes de estas dos  últimas expresiones se tiene                                               
 

θυωυ

θυθω

senh
h

pA

p

=−

= costan
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de donde se tiene                                      
θ
θω

cos
tanh

p =υ  

 

 y                                                             
θ
ωυ

sen
hA

p
−

=υ  

                                             

igualando las dos última ecuaciones, se obtiene   
       

( )
θ

ω
θωυ 2

2

cos
tan1 hhA =+=  

 
de donde se encuentra que la velocidad angular de la barra está dada por 
 

θ
υ

ω 2cos
h

A=                 o                 k
h

A ˆcos2 θ
υr

ω =  

 

reemplazando el valor de  ω  en  
θ
θω

cos
tanh

p =υ , se encuentra que velocidad del punto P de la 

barra es                                 
θυυ senAp =  

 

 
Problema 1.20 

 
El disco pequeño de radio  está soldado a la barra OA (de longitud 3 ), la cual gira en torno 

al eje fijo horizontal O, con velocidad angular ω  y aceleración angular α . Determine la 

aceleración (con respecto a un sistema fijo) de una partícula P que recorre el borde del disco 

con una rapidez υ  constante relativa al disco. 

a a

f f

0

 

 
ff αω ,

a

0υ

gr

P 

c 

A 

O 
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Solución: 
 
Consideremos la siguiente figura 

 O 
  

a

φ

φê

'
r̂e

θê

rê
θê

rê

a

eseneaea

esenee

rr

rr

/

)ˆˆ(cosˆ

ˆˆcosˆ

0

'

'

υφ

φφρ

φφ

θ

θ

=

+==

+=

&

r

a

 

P 

c 

A 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
                 
Con respecto a un sistema fijo en O,  y un sistema móvil en c,  se tiene 
       

llCOaa ReRe 2)( ρωρωωρωρ &rrrrrr&r&&rrr
×+××+×++=  

 
Dado que el sistema móvil no gira, ω , entonces  0;0 == ω&

rv

 

lCOaa Reρ&&
rrr

+=  
 

donde                                    θθθθ errerra rCO ˆ)2(ˆ)( 2 &&&&&&&
r

++−=
 
De la figura se tiene que =Cte.   ,     θ =  y  θ = , reemplazando en la 
ecuación anterior se obtiene 

ar 4= 0== rr &&& fω&
fα&&

θαω eaeaa frfCO ˆ4ˆ4 2 +−=
r  

 
Por otro lado, , por tratarse de un movimiento circular, se puede 
escribir  

)ˆˆ(cos θφφρ esenea r +=
r

)ˆˆ(cos
2
0

Re θφφ
υ

ρ esene
a rl +−=&&r  

 
La expresión anterior, también se puede obtener a partir de , donde 

 y  , siendo  
θθ

ρρρ eerrl ˆˆRe &&&&&&r +=

φρ cosar = φρθ sena=
 

θ

θθ

φ
υ

αφ
υ

ω

φφ
υ

αωρ

esen
a

ae
a

eaa

esene
a

eaeaaa

frrfP

rfrflCO

ˆ)4(ˆ)cosˆ4(

)ˆˆ(cosˆ4ˆ4

2
0

2
02

2
02

Re

−++−=

+−+−=+≡

r

&&rrr

 


	“ALGUNOS TÓPICOS Y APLICACIONES DE LA MECANICA R�
	(Incluye 150 problemas resueltos)
	A mi esposa e hijas, a la memoria de mis padres y
	AGRADECIMIENTOS
	A mi hija Carolina por haber editado la versión �
	ÍNDICE
	CAPÍTULO I
	1.5.2.  Movimiento relativo y eje instantáneo de�



	Problema 1.9
	
	
	En este caso  � puesto que el origen � está fij�
	Problema 1.16
	Problema 1.17
	Problema 1.18




